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RESUMO

A formulacao e comprovagao experimental de uma teoria consistente de Gravitagao
Quantica é um dos maiores desafios da Fisica atualmente. Entre as candidatas a ocupar
este posto estd a Gravitagao Quantica de Laco, ela sugere a reinterpretacao do espago-
tempo que, em escala planckiana, assume a forma de uma rede de pontos espacados por
um comprimento minimo caracteristico da natureza. Neste trabalho tratamos de um mo-
delo recentemente introduzido que incorpora o conceito de comprimento minimo e o aplica
no contexto de baixas energias, a Mecanica Quantica Polimérica, discutimos a diferenca
entre a fisica deste modelo e dos modelos de incerteza minima, em especial o Principio
de Incerteza Generalizado, onde a discretizacao espacial é consequéncia de alteracoes nas
relacoes de comutagao canonicas. Usamos o método perturbativo para calcular corregoes
de primeira ordem nos espectros de energia de alguns potenciais conhecidos, observamos
através de graficos as escalas de energia envolvidas e comparamos os resultados com outras
corregoes que surgem no contexto de altas energias.

Palavras-chave: Mecanica Quantica Polimérica. Gravitagao Quantica. Comprimento
minimo. Espectros de energia.



ABSTRACT

The formulation and experimental verification of a consistent theory of Quantum Gra-
vitation is one of the greatest challenges in Physics nowadays. Between the candidates
for this post is the Loop Quantum Gravity, it suggests a reinterpretation of space-time,
that in planckian scale, would assume the form of a net of points spaced by a minimal
length characteristic of nature. In this work we deal with a model that incorporates this
concept and applies it to the context of low energies, the Polymer Quantum Mechanics,
we discuss the differences on the physics of this model an that of the model on minimal
uncertainty, in special the Generalized Uncertainty principle, where the spacial discre-
tization is a consequence of modifications in canonical commutation relations. We use
the perturbative method to calculate first order corrections in the energy spectra of some
known potentials, we observe through graphics the energy scales involved and compare
the results with other corrections that arise in the context of high energies.

Keywords: Polymer Quantum Mechanics. Quantum Gravity. Minimal lenght. Energy
spectra.
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1 INTRODUCAO

A formulagao da Mecanica Classica por Isaac Newton data do século XVII, este evento
é sem duvida uma das maiores revolucoes na histéria da Fisica. A validade das leis formu-
ladas por Newton condizia com a escala de energia na qual os fenomenos eram observados.
No entanto, estudos de alguns fenomenos especificos, como o espectro de radiagao do corpo
negro e trocas de referenciais no eletromagnetismo, indicavam a necessidade de se consi-
derar modificagoes na descricao fisica de alguns sistemas, assim surgiam questionamentos
sobre a validade das Leis de Newton. Problemas como estes impulsionaram a formulacao
da Relatividade e da Mecanica Quantica (MQ) no inicio do século passado, teorias que
estabeleceram modificacoes na descricao fisica da natureza, a primeira em escala de altas

energias e a segunda na escala de pequenos comprimentos.

O problema da radiagao do corpo negro foi um dos principais precursores da MQ. O
impasse inicial se deu pelo fato do tratamento estatistico do campo eletromagnético no
espago de fase cldssico levar a Lei de Rayleigh-Jeans [1], que previa o “desastre ultra-
violeta”, isso foi resolvido através da proposicdo de Max Planck [2] de tratar a energia
como pacotes quantizados. Tal suposicao permitiu a derivacao de uma distribuicao ade-

quada aos dados experimentais e iniciou o desenvolvimento da MQ.

Seguiram-se os trabalhos de Einstein no efeito foto-elétrico [3], Bohr nos modelos
atomicos [4], e a dualidade onda-particula de de Broglie [5], chegando finalmente no
principio da incerteza de Heisenberg [6], que é um dos principais fundamentos da mecanica
quantica como tratamos hoje. O principio da incerteza estd intrinsecamente ligado as
relacoes de comutacao na MQ), tais relacoes sao a base, por exemplo, do processo de
quantizagao canonica dos campos. Em geral, ao tratar um sistema quantico usamos o
potencial da mecanica classica e o “quantizamos”, no entanto esse é processo é bastante

problematico quando aplicado a teorias de gravitacao.

Tomando um desenvolvimento em paralelo, independente da MQ), temos a Relativi-

dade Geral (RG) que é uma teoria essencialmente gravitacional formulada principalmente
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por Einstein. O seu surgimento foi motivado inicialmente pelo fato de que as equagoes
de Maxwell nao eram invariantes sob as transformacoes de Galileu. Lorentz deduziu um
grupo de transformacoes sob as quais teriamos a invariancia das equacoes do eletromag-
netismo [7], originalmente ele atribuiu essas modificagoes a presenga do “Eter”, um fluido
que permearia o universo sendo responsavel pela deformagao das transformacoes de refe-
renciais no caso da propagacao de ondas eletromagnéticas, tal teoria seria refutada mais
tarde. A solucao veio com os postulados de Albert Einstein do que mais tarde seria cha-
mado de Relatividade Especial ou Restrita [8], que basicamente afirmava a invariancia das
Leis da Fisica e da velocidade da luz em todos os referenciais inerciais. Dez anos depois,
Einstein viria a publicar seu trabalho sobre a Relatividade Geral [9], generalizando a Re-
latividade Restrita para referenciais nao-inerciais ou sob acao gravitacional. De maneira
bem compacta, podemos resumir que a RG descreve a dinamica de um sistema através
das modificacoes na geometria no espaco, ou seja, a métrica espacial que era estatica no

caso restrito ganha dinamica no caso geral.

Embora a MQ e a RG tenham se desenvolvido independentemente, as duas teorias
nao sao exclusorias do ponto de vista fisico, de fato, podemos unir a MQ aos conceitos da
Relatividade Especial na Teoria Quantica de Campos. Através desta teoria se estabeleceu
o Modelo Padrao [10], um modelo que unifica as forgas forte, fraca e eletromagnética.
No entanto, o processo se torna mais complicado quando se tenta descrever a RG neste
contexto, o mecanismo de quantizacao comum aplicado nas outras interagoes resulta numa
teoria nao renormalizdvel. Existe também o Problema de Hierarquia [11], que consiste
na diferenca enorme entre as escalas da gravitacao e das outras interagoes. Existem
varias proposicoes tedricas para resolver tais problemas, como modelos supersimétricos
[12] e de dimensbes extras [13]. Duas candidatas proeminentes a teorias completas de
Gravitacao Quantica sao a Teoria de Cordas [14] e a Gravitagao Quantica de Lago(GQL)
[15]. Infelizmente, com os dados proporcionados pela tecnologia atual, as escalas de
energia necessarias para testar tais teorias sao, em principio, nao acessiveis, mas os estudos
continuam afim de acumular previsoes tedricas que possam ser testadas no futuro ou de

prever experimentos que possam ser realizados com a tecnologia atual.

Essas duas teorias tem abordagens bastante diferentes do problema de Gravitagao
Quéantica. A Teoria de Cordas compreende um modelo de unificacao, que visa juntar
a gravitacao as outras interagoes, esta teoria descreve os sistemas fisicos compreendidos
através de particulas na nossa “realidade” como sendo descritos por cordas que vibram em
um hiperespago, argumentos desta teoria motivaram, por exemplo, o estudo de sistemas

onde as relagoes fundamentais de comutacao seriam modificadas. J4 a GQL, compreende
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uma teoria nao perturbativa, construida a partir da quantizagao canonica e que compre-
ende basicamente o conceito de quantizagao espacial na escala de Planck, ou seja, o espaco
teria uma estrutura minima irredutivel bem definida. A GQL nao compreende uma te-
oria de unificagdo, mas sim uma teoria que visa descrever quanticamente a dinamica do
espaco-tempo. Uma caracteristica importante em comum das duas teorias é a ideia da
existéncia de um comprimento minimo na natureza, caracteristica que seria observada na
escala da fisica planckiana, embora, como trataremos mais adiante no trabalho, a ideia é

introduzida de maneiras bem distintas nos dois casos.

O aparato matematico complexo das duas teorias citadas no paragrafo anterior pode
também ser usado para criar modelos mais simples, a nivel de mecanica quantica nao-
relativistica. Esses modelos sao basicamente “modelos de brinquedo”, por serem montados
em um formalismo simplificado e onde as escalas de energia para quais os fenomenos extras
seriam observados ja supera a escala onde a MQ usual de particula é valida. No entanto,
a analise destes sistemas serve como estudo introdutério para as teorias mais completas,
mostra de maneira mais simples como alguns fenomenos fisicos podem ser modificados e,
embora de maneira menos precisa, fornece também limites tedricos para os parametros

introduzidos na teoria a partir de dados experimentais obtidos previamente.

Entre tais modelos, um ramo que ganhou destaque, inferido principalmente a par-
tir da Teoria de Cordas, foi o estudo de sistema quanticos com deformagoes nas Relacoes
Canonicas de Comutagao (RCC), entre esses modelos podemos citar a Mecanica Quantica
Nao Comutativa e o Principio da Incerteza Generalizado (PIG). Temos entdao uma modi-
ficacao nas relagoes de incerteza que implica na impossibilidade de localizar as particulas
com precisao superior a um certo limite. Assim, temos um conceito de célula espacial
minima ou de medida minima de comprimento, em geral, nestes modelos continuamos
tratando o espago como um continuo, mas agora as medidas nao podem ser reduzidas

indefinidamente, o conceito de distancia passa a perder o sentido fisico depois da escala
de Planck.

Outro modelo béasico, que consistirda no tema central deste trabalho, é a Mecanica
Quantica Polimérica (MQP), este modelo incorpora o conceito de quantizagao espacial da
GQL. Aqui preservamos as relagoes de comutagao e o conceito de comprimento minimo
¢ inserido diretamente na estrutura espacial, onde o operador de posicao assume um
espectro discreto. Ao contrario de uma teoria com incerteza minima, estamos falando
de um espago na forma de uma rede de pontos onde as particulas podem ser totalmente

localizadas. Por simplicidade, a MQP costuma ser formulada em uma dimensao, assim,
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a grande maioria da teoria apresentada neste trabalho serda dada em apenas um grau de

liberdade, embora seja possivel generalizar para mais dimensoes.

Neste trabalho analisaremos corregoes energéticas em sistemas quanticos com estados
ligados, para isso aplicaremos o método perturbativo para relacionar a equagao discreta
de estado da MQP a equacgao diferencial da MQ usual. Calcularemos as corregoes e
ilustraremos com graficos para observar em que escalas de energia estas modificacoes se
tornam relevantes, além de compararmos em alguns casos com outros tipos de correcoes

energéticas.

A estrutura deste trabalho é dada em cinco capitulos. Este primeiro capitulo apresenta
uma breve introducao histérica e motivacional dos modelos trabalhados. No segundo
capitulo mostraremos dois exemplos de teorias com relagoes de incerteza modificadas.
O terceiro capitulo consiste numa introducao teodrica simplificada da MQP. No quarto
capitulo mostraremos nossos resultados mencionados no paragrafo anterior. Por fim, no

quinto capitulo apresentaremos nossas conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros.



16

2 TEORIAS COM ALGEBRAS
DEFORMADAS: MECANICA
QUANTICA NAO
COMUTATIVA E PRINCIPIO
DA INCERTEZA
GENERALIZADO

Neste capitulo faremos uma analise superficial sobre a Mecanica Quantica Nao Co-
mutativa e o PIG, duas teorias ja amplamente estudadas na literatura. Nos dois casos a
ideia de comprimento minimo esta ligada a modificagoes na algebra de Heisenberg. Nestes
modelos tal ideia de é inserida a partir de modificagoes nas relagoes de comutacao, que
geram incertezas minimas nas medidas de posi¢ao, logo temos a nogao de particulas nao
localizaveis. Essa impossibilidade de localizar, ou seja, realizar medidas espaciais menores
que um certo comprimento ou regiao do espaco infere a existéncia de um comprimento ou

célula espacial minima.

2.1 Mecanica Quantica Nao Comutativa

2.1.1 O espaco nao comutativo

Um modelo simples inferido da Teoria de Cordas [16], consiste em considerar um
comutador nao nulo entre os operadores das coordenadas espaciais. Na MQ usual temos

as Relagoes Canonicas de Comutagao:
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O modelo proposto muda a primeira das trés relagoes:

(4) (25, 25] = 1h©;
(it)  [pup;] = 0 (2.2)
(i11)  [7,p5] = ihd

Onde ©;; sao os termos de uma matriz assimétrica constante. Essas novas relacoes de
comutacao definem o espaco nao comutativo. Os comutadores de posicao e momentum
permanecem intactos, no entanto a modificacao dos comutadores entre as componentes

de posicao gera modificagoes na representacao destes operadores no espago de fungoes.

Para enxergarmos os efeitos fisicos da nao comutatividade de coordenadas recorremos
a um mapeamento, relacionando os operadores X e p do espago nao comutativo com os

operadores do espaco comutativo. Podemos propor um sistema de equagoes do tipo:

Z (2.3)

n

Usando as relagoes [2.1] e [2.2] como vinculos. Uma possivel solugao é:

(1) 2 = @i+ 0yp;
j (2.4)

(1) pi = m
As relagoes [2.4] sdo comumente chamadas de Bopp’s Shift e representam o mapeamento
entre os espacos comutativo e nao comutativo. Assim, para enxergar os possiveis efeitos
da nao comutatividade trabalharemos relacionando os dois espacos através de uma troca

de argumento no Hamiltoniano do sistema:
H(x,p)=H(x—© p,p) (2.5)

Existem na literatura outros exemplos de nao comutatividade, como o espaco de fase nao
comutativo [17] onde é considerada também nado comutatividade entre os momenta ou

espagos onde os elementos de @ sao fungoes da posigao [18].

2.1.2 O Produto Moyal

A relacao de equivaléncia (2.5) pode ser expressa através de um produto especifico

pertencente a uma classe de produtos denominada Produto Estrela ou Produto Moyal
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[19]. Consideremos o produto entre duas fungdes de z e p representado pelo caractere x:
%
105 (7 T3] 0, (2.6
2\ 0w oz, ) | T0F |

Com somatério implicito nos indices ¢ e 7, as setas sobre as derivadas indicam qual funcao

fxg(z,p) = f(z,p)exp

devemos derivar. Demonstraremos a seguir, como mostrado em [20], que a substituigao
do produto usual de fungdes pelo produto estrela é equivalente ao mapeamento (2.4).

Expandindo (2.6) em série de poténcias temos:

=1/ 1\" 9 o ., 0 9]
= ——= O;,i,...0; 2.7
Ixg nz%n'< 2) Ozr, " Bry, ) By, By, I i Oinin (27)
Usando a correspondéncia:
h 0
b= = b (28)
Temos:
=1/ 1\" 0 9]
f*g = ZH (—5) 8:13 %prIPJQ-g@Zl]l@lnjn (29)
n=0 " 1 tn
E expressando f através de sua transformada de Fourier:
1 1 \" o o |7 " D
= —— | =] —.. SXE(K)ATk| piping©iii, O i (2.1
I*g nzzon! (27T)D/2< 2) Oz;, Oz, _46 (k) Pj1P299i1j1+-Oinj, (2.10)
Aplicando as derivadas:
fxg = Z_:Oi(zw)lf?m (—3)" {f e *F(k)(ki,, 04,505 d k| g
(2.11)
= W [ explik- (x — 10 - p) F(k)gdk
Assim:
1
frglz) =f(x—50-p)yg(x) (2.12)

2

O produto Moyal dd uma forma de tratamento alternativa as equagoes (2.4), sendo mais
util para o tratamento dos problemas quando estendemos este modelo para a TQC. A
forma das transformagoes (2.4) mostra que o modelo nao gera modificagdes na teoria para
uma dimensao, o conceito de “geometria sem ponto” introduzido requer pelo menos um
plano para ser definido, ou seja nao temos um comprimento minimo, mas sim regioes
minimas do espago. Um caso interessante estudado na literatura sao as correcoes geradas

nas fases geométricas [21][22].
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2.2 Principio da Incerteza Generalizado

Na Mecanica Quantica, sejam A e B duas observaveis, o produto de incerteza entre

elas obedece a relacgao:
1
AAAB > §|[A,B]] (2.13)

Onde AA = /(A?) — (A)2. Quando A e B sdo posigdo e momentum temos o famoso

principio da incerteza de Heisenberg:

AxAp > g

(2.14)
No contexto de teorias de comprimento minimo, surgiram alguns modelos propondo mo-
dificacoes na relacao de comutacao entre posicao e momentum, um modelo bastante uti-
lizado é o do PIG:

2,p] = ih(1 + p?) (2.15)

Que resulta na relacao de incerteza:
h 2
AzAp > 5(1 + ep”) (2.16)

Suponhamos, por exemplo, um sistema com potencial simétrico, sabemos que as solugoes
da equagao de Schrodinger para um potencial simétrico sao simétricas ou assimétricas,
de modo que |¥(z)|*> = |¥(—x)[? assim as médias z e p sao nulas, temos entao que
(x?) = Az? e (p*) = Ap?. A equacao acima pode entao ser reescrita como:

h (1
> — | — .
Az > 5 <Ap +6Ap) (2.17)

O que implica um valor minimo para a incerteza na posi¢ao. Temos a equacao:

h 1
Ar' =2 (- 4e) = 2.1
T 2( Z1924—6) 0 (2.18)

Com raiz positiva Ap = e /2. Assim:
Adyin = Bn/e (2.19)

De modo semelhante a Mecanica Quantica Nao Comutativa, faremos o mapeamento deste
espaco para um espaco onde as RCC sejam obedecidas até primeira ordem em €. Vale o

ansatz:
p°
r=12 ; p=p+ ary (2.20)
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Onde [2/, p'] = ih. Substituigao direta mostra que:

[z,p] = [, p'(1 + ep”/3)]

Mas em primeira ordem ep? = ep’?. Assim (2.15) é valida para (2.20).Portanto, a equacao

de Schrodinger independente do tempo fica:

H(z,p)¥ (%) = H(z,p)¥(z)

= [% (p—i—e%) +V(z)| ¥(z)
_ {_%8‘9—; + ;im% v(x)l W(z) = BU(x) (2.21)

Que mostra que o modelo do PIG insere uma perturbacao de momentum quartico na

equacao de Schrodinger.

2.2.1 Poco Quadrado Infinito

Este ¢ um dos exemplos mais simples resolvidos na literatura [23], mais adiante tra-
taremos novamente este problema para o caso da MQP e compararemos os resultados.

Consideremos um poco infinito de largura a:

+o0  se <0
V(z) = 0 se 0<z<a (2.22)

+o0o  se T >a

Queremos calcular as correcoes no espectro de energia devido as modificagoes do PIG.
Propondo uma solugao da forma: ¥ = sen(kz), onde k = nw/a e substituindo em (2.21)

geramos a equacao biquadratica:
2eh*k* + 30k — 6mE = 0 (2.23)

Que resulta em:

_ =3+VI+ 48meFE

2
K 4eh?

(2.24)
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Invertendo a relagao e usando a condicao de periodicidade, temos para a energia corrigida

até primeira ordem em e:
2252 4,454
=12 27 (2.25)
2ma? 3ma*

Temos uma correcao positiva definida, mais tarde veremos que no PIG, do ponto de
vista perturbativo, isto é valido para qualquer potencial em estado ligado. Voltaremos a
discutir este resultado e seu significado fisico na secao 4.3 quando formos compara-lo com

o resultado para o caso da MQP.

Estes dois modelos trabalhados no capitulo inserem a ideia de comprimento minimo
ou de uma célula minima espacial a partir das relacoes de incerteza. Em escalas suficiente-
mente pequenas o espago se tornaria algo indefinido, “borrado”, necessitando de uma nova
descricao fisica, ou simplesmente perderia o sentido, mas fora desta escala a nog¢ao de mo-
mentum, por exemplo, permanece similar ao que conhecemos, o que nao acontece quando
discretizamos propriamente o espaco. As modificacoes nos casos propostos também nao

geram limites nos valores medidos para posicao e momentum.
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3 MECANICA QUANTICA
POLIMERICA

Nas secoes a seguir trataremos aspectos gerais da MQ), falaremos de algumas propri-
edades do espaco de Hilbert, dos operadores e estados quanticos. Trataremos do teorema
de Stone-Von Neumann numa abordagem menos formal. Apds isso apresentaremos a
MQP e discutiremos seus aspectos principais, assim como suas diferencas em relacao as

teorias mostradas no capitulo anterior.

Uma andlise completa de todos os apectos citados contém bastante profundidade e
sutileza matematica, neste trabalho nos ateremos apenas aos fatores mais praticos, dando

uma abordagem bem direta e simplificada da MQ e MQP.

3.1 Representacoes na mecanica quantica

3.1.1 Espaco de Hilbert, estados quanticos e operadores

Define-se como um espaco de Hilbert um espago completo com produto escalar defi-
nido. Isto é, um espaco onde qualquer sequéncia convergente de seus elementos resulta
num elemento também pertencente a este espaco, e onde podemos definir um produto
escalar tal que esses elementos tenham norma definida. Um exemplo de espaco de Hilbert

é o espaco das funcoes quadrado-integraveis no dominio dos reais L*(R):

+o0
LWz/ﬂ@W@M<w (3.1)

Neste caso o produto escalar entre duas fungoes g e h é:

mmz/ﬂumwm (3.2)
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De modo que a norma converge. Sabemos que é neste espaco que se localizam as fungoes

de onda, ou analogamente, os estados quanticos estao contidos num espaco de Hilbert.

Associamos operadores as grandezas fisicas, tais que os autovalores desses operadores
representam os possiveis valores obteniveis numa medida daquela observavel, podendo
seu espectro ser discreto ou continuo. Como falaremos mais adiante, nas representagoes
usuais da MQ, os espectros de posicao e momentum sao continuos e ilimitados, e seus

auto-estados nao representam estados fisicos por terem norma divergente.

De fundamental importancia na M(Q sao as relagoes de comutacao, no capitulo an-
terior vimos dois exemplos de modelos com RCC modificadas, a fisica descrita nestes
modelos obviamente é inequivalente a dos modelos usuais, no entanto veremos adiante
que ¢ possivel gerar outros modelos inequivalentes sem alterar os principios dinamicos ou

as relagoes de comutacao.

No principio de sua formulagao, haviam duas vertentes principais que descreviam os
fenomenos quanticos, a mecanica ondulatéria de Schrodinger e a mecanica matricial de
Heisenberg, e nao era claro se as duas eram equivalentes. O fechamento da questao da
equivaléncia entre essas representacoes veio com o teorema de Stone-Von-Neumman, que
trataremos na subsecao seguinte. A partir deste teorema poderemos discutir a Mecanica
Quantica Polimérica e mostrar que ela é nao equivalente MQ) usual, embora seja construida

de maneira analoga e preserve as RCC.

3.1.2 Teorema de Unicidade de Stone-Von Neumman

O teorema atribuido a Marshall Stone e John von Neumman é de grande importancia
histérica por mostrar a equivaléncia das mecanicas ondulatéria e matricial de Schrodinger
e Heisenberg, respectivamente, dado que, em seus anos iniciais o aparato matematico

formal da MQ ainda nao tinha sido estabelecido.

Sejam os operadores exponenciais de Weyl dados por:

iuP

Uv) = e™@ Vip)=en (3.3)

Onde u e v sao constantes, e () e P sao operadores que obedecem as RCC, tais relagoes
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podem ser reescritas em termos de U e V' como:

(1) V()V(p) = V(u+ pe2)
(@) U)U(re) = U+ po) (3.4)
(i) UW)V(p) = eV (u)U(v)

O teorema possui algumas formulagoes mais técnicas, usaremos uma formulagao simples
baseada naquela usada em [24]: Dada uma representagio irredutivel' dos operadores Q e
P, com U(v) e V() fracamente continuos®* em (u,v) obedecendo as relagoes (3.4), esta
representacao serd unitariamente equivalente a representacao de Schrodinger, com () e P

sendo equivalentes aos operadores de posicao e momentum.

Deste modo, em um grau de liberdade, sejam Q e P operadores hermitianos tais que:
Q, P] =ih (3.5)

O teorema garante que existe um operador unitario A tal que:
AIQA=2  ATPA=p (3.6)

Onde z e p sdo operadores de posicao e momentum da representacao de Schrodinger. As-
sim, a representacao nos operadores (Q e P é unitariamente equivalente a representacao de
Schrodinger. Deste modo, podemos mapear uma na outra com transformacgoes unitarias,

sendo assim, as duas preveem os mesmos resultados.

Suponhamos agora uma transformagcao unitaria sobre o operador de posicao da forma

T(x) = e e
inp _iup
=z+en [r,e k|
=+ 1Ip (3.7)

O operador = é equivalente a z + . O operador de momentum ¢ invariante sobre esta

mesma transformacao. O que nos indica que o espectro de x deve compreender toda a

1Uma representacao irredutivel num espaco de Hilbert é aquela na qual os tinicos subespacos invari-
antes sobre os operadores em questdo sdo o préprio espago e {0}. No caso de operadores hermitianos, os
elementos invariantes, ou seus autovetores, formam uma base, assim, cobrem todo o espago. A equagao
de autovalores também adimite solugao trivial(autovetor nulo). Deste modo, os operadores usuais de
posicao e momentum, por exemplo, agem irredutivelmente no espaco de Hilbert.

20s elementos de matrizes dos dois operadores sdo todos continuos nos dois parametros.
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linha dos reais. Analogamente:

R(p) _ e—iucheil/a:
il/a:]

=p+epe
=p+1v (3.8)
Desta vez x é invariante sob a transformacao e p equivale a p+ [v. Desta maneira, temos

que em qualquer das representacoes usuais da MQ), os espectros de posicao e momentum

sao ilimitados. Este nao é o caso da MQP, como veremos na proxima se¢ao.

3.1.3 Representacao de Schrodinger

A representagao de Schrodinger descreve um sistema quantico através da evolugao
temporal dos estados, com os operadores permanecendo constantes. Em geral, na MQ),

uma transformacao infinitesimal W (de) é dada por:

Gd
W(de)=1— - : ‘ (3.9)
Onde G é o gerador da transformagao, no limite finito temos:
Wie—e)=e 7% (3.10)

Sabemos da mecanica classica que o Hamiltoniano é o gerador de evolugdes temporais.

Desta maneira, a evolugao temporal de um estado |Wy) para o estado |¥) é dada por:

_GH(t—tg)

T) = e~ 7 W) (3.11)

_iH(t—tg) , ~
Onde U =e n— ¢ o operador de evolucao temporal. Temos para este operador:

%—[tj - —Z};U (3.12)
Rearranjando e usando (3.11) temos:
zhgyklf) = H|U) (3.13)
ot
Seja H = % — V() (no resto deste capitulo nos referiremos aos operados de posigao

como Z e p, afim de evitar confusdo com seus autovalores z e p), aplicando a polarizagao

de posigao(inserindo (z| a esquerda) temos:

I D4 V(@)U t) = ihow (e, 1) (3.14)
277’},(9.1‘2 x, X x, =1 8t Z, .
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Que é a equacao de onda para ¥ (z) = (z|¥), com:
0
p— —ihio (3.15)

Podemos trabalhar nesta polarizacao para encontrar autofunc¢oes de momentum:

. )
P, = —zh%\IJp =p¥, (3.16)
Cuja solucao é:

Que é nao normalizavel, analogamente podemos trabalhar na polarizacao de momentum
para concluir que auto-funcoes de posicao também sao nao normalizaveis. Portanto na
mecanica quantica usual os auto-estados de posicao e momentum nao compreendem es-

tados fisicos.

3.1.4 Representacao de Heisenberg

Ao contrario da representacao de Schrodinger, na abordagem de Heisenberg os estados
sao constantes temporais enquanto os operadores variam. A dinamica desses operadores

¢ dada pela equacao:
dA 1 [ ]
dt — ih

Anéloga a relagao classica envolvendo os parénteses de Poisson. Seja Ay um operador

(3.18)

desta representagao e |¥y) um estado, podemos relaciond-los com seus equivalentes na

representacao de Schrodinger por:

iHt _iHt
Ag=en Age

(3.19)
Uy = 't W) (3.20)

Como previsto pelo teorema de Stone-von Neumman as duas representacoes sao unitari-
amente equivalentes, sendo o mapeamento entre as duas feito pelo operador de evolucao
temporal. A dinamica nos dois casos ¢é inferida a partir de conceitos da mecanica classica.
Temos operadores de momentum e posicao com espectros continuos e ilimitados, cujos

auto-estados nao sao fisicamente realizaveis.

Como é facilmente verificado, todos os valores esperados calculados nesta abordagem
sao idénticos aos calculados na abordagem de Schrodinger. As duas sao idénticas fisica-
mente como mostrado por Stone e von Neumann. Temos ainda um outro exemplo que

nao abordaremos neste trabalho, a Representacao de Interagao, muito usada em proble-
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mas perturbativos. Ainda segundo o teorema, é possivel montar infinitas representacoes

equivalentes via transformacao unitéria.

3.2 Representacao polimérica

Entraremos agora no assunto principal, esta secao é dedicada a dar uma descricao
basica e objetiva da representacao polimérica, destacando suas diferencas em relacao a

MQ usual e as teorias abordadas no capitulo dois.

3.2.1 Quantizacao da posicao e momentum limitado

Primeiramente, consideraremos que as relagoes (3.4) sao conservadas. De maneira
objetiva, consideraremos que o espectro de posigao ¢é discreto e formado por pontos igual-
mente espacados numa rede:

z|z) = nu|z) (3.21)

Tal que n é inteiro e 1 é um comprimento caracteristico.

Construiremos nossas equacoes de movimento usando como base a equacao de Schrodin-
ger. Como mostraremos adiante, no MQP nao ha um operador auto-adjunto de momen-
tum bem definido, o que esta ligado diretamente a discreticidade da posi¢ao, o momentum
é originalmente, na MC, um gerador de deslocamento, com a nossa imposi¢cao sobre os
autovalores de posicao, a no¢ao de um gerador de deslocamento infinitesimal perde sentido
e deve ser substituida por uma versao associada ao deslocamento finito. Levando isto em
consideracao nao é possivel inferir uma rela¢ao do tipo (3.15). Em vez disso trabalhare-
mos inicialmente em polarizacao de autofung¢oes com autovalor p(apéndice A), ligadas ao
operador de momentum polimérico que definiremos depois. Com isso, dada a validade de

(3.4) ainda podemos usar a relagao:

b0(p) = in3o(p) (3.22)
Assim, a equacao para as autofuncgoes de posicao fica:
i 0ulp) = mpca(p), m € 2 (3.23)
As solucoes sao da forma:
¢m = €xp (m%“ P ) (3.24)

No espacgo de Hilbert usual, onde o espectro de posicao é continuo, a condicao de ortogo-
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nalidade é dada por:
+oo
(@1l6s) = [ Gi6adp = 1 — ) (3.25)

No entanto, o conjunto de autoestados de posicao forma um conjunto discreto, tal que
o delta de Dirac deve ser substituido por um delta de Kronecker. Assim temos para o
espaco da MQP:

+L . .
(Pm|dn) = /exp (—%) exp (m}/;p) dp = Omn (3.26)

De modo que a largura 2L do intervalo seja igual a um multiplo inteiro do periodo das
autofuncoes, essa andlise nos mostra que o menor intervalo que satisfaz a equagao acima

é dado para L = 7h/pu. Desta maneira temos um momentum limitado:

h h
_m <p< T (3.27)
7 7

O que sugere a inequivaléncia da representacao polimérica em relacao a de Schrodinger.
. inp
De fato, se calcularmos um elemento de matriz para o operador V() = e# na base dos

autoestados de posigao(agora normalizaveis), temos uma descontinuidade em p = 0:

> >

Independente do valor de p, se n # m + 1 entao o elemento de matriz é nulo. Enquanto
V(pn =0) = I, assim temos uma descontinuidade e logo V' nao é fracamente continuo em

1, portanto a MQP ¢é inequivalente a MQ de Schrédinger ou Heisenberg.

Estamos interessados agora em construir um operador Hamiltoniano neste formalismo,
para isso precisamos de um operador substituto para o momentum canonico. O fato de que
V(u) é descontinuo implica na nao existéncia de um operador momentum bem definido na
MQP, no entanto o operador V' (u) ainda é bem definido e podemos formular um operador
Py tal que:

Pud(p) = po(p) + F(u,p) (3.29)

De modo que no limite ;z — 0 os resultados reproduzam a MQ usual. Se analisarmos
a agao do operador de momentum numa funcao de onda em polarizagao de posicao no

espaco usual temos:

. _ .0 L Y(r+h) - ¥(r—h)
pV(x) = —zﬁ%\ll(x) = —ihlim

limy o (3.30)

No caso polimérico nao ha sentido em derivadas espaciais, no entanto podemos tomar
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uma forma que lembra o limite finito:

D W _— . 1
P () ; 5 (3.31)
Que é satisfeita para:
N h [V( ) V( )] h [ i;;ip i;;p] (3 32)
a 2t : 210 ¢ € )

O uso da forma (3.30) para a derivada ¢é justificado pelo fato de que um p,, do tipo:

h h Lp
5= Vv —DN]l=—ler =1 3.33
P iu[ () = 1)] m[e ] (3.33)
E nao hermitiano. Em representacao de momentum temos:

ipup Iup

her —e h

) = 5 s 0lp) = - senliap/H)o () (3.34)

3.2.2 Dinamica

Agora estamos interessados na equacao tipo Schrodinger nesta representacao, pri-

meiro, analisemos a acdo do momentum polimérico quadrado numa autofuncao de posigao:

U(x +2u) + ¥(z —2u) — 2V (x)

~2 2
pY(z) = —h 10 (3.35)
Facamos a troca de escala:
= /2
Desta maneira a equacao de autovalor para o operador hamiltoniano polimérico:
H, = ﬁi/Qm + V() (3.36)
E dada por
hQ
HV(x) = o (U(x+ p) + U(zr—p) —29(x)] + V(z)¥(x) = EV(x) (3.37)
Rearranjando os termos temos:
my?
V(x4 pu)+¥(r—p) =2|1- 7 (E—=V)|¥(x) (3.38)
Ou em polarizacao de momentum:
2h?2
o % (51) 69) + V(ih0/02)6(p) = Eo(p) (3.39)
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h2

mu?

[L — cos(up/h)]e(p) + V(ihd/Op)d(p) = E¢(p) (3.40)

Como consideramos uma troca de escala no momentum polimérico, a principio os
pontos da rede espacial seriam os multiplos inteiros de 1/2, no entanto ao analisarmos a
forma das equacgoes (3.38), onde os coeficientes W(nu) se tornam independentes para n
pares e impares, e (3.40), onde o periodo do termo cinético é metade do intervalo de inte-
gracao em p, temos nessa interpretacao a geracao de estados extras com degenerescéncias.
Esperamos que o modelo polimérico reproduza os resultados da MQ usual quando p — 0,
assim deve ser introduzida uma modificacao a mais para evitar o aparecimentos destas

degenerescéncias. Para melhor visualizacao do problema consultar apéndice B.

Como apontado em [24], a definigdo do termo cinético é problemdtica no formalismo
polimérico, devemos considerar entao que nao apenas o momentum, mas sua relagao com
a energia cinética é modificada, uma outra estrutura da MQP que se torna invisivel no
limite continuo. Deste modo consideraremos a troca de escala apenas na energia cinética,
que terd o mesmo periodo de p,, e a interpretacao de p como comprimento fundamental

permanece intacta.

3.2.3 Poco quadrado infinito de largura minima e particulas lo-
calizadas

Um caso interessante para analisarmos é o do pogo quadrado infinito de largura 2.

O potencial é dado por:
+o00 se T F

V(z) = { (3.41)

0 se z=pu

Que descreve basicamente uma particula presa na posicao x = p. Usando a equacao
(3.38), temos:

2
mp
2 {1 ~ 2 (E — V)} U(pu) =0 (3.42)
Se esta ¢ a unica posicao permitida entao:
1 se z=pu
U(x) = (3.43)
0 se x#p

Ou
U(npu) = 01 (3.44)
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Assim temos dispersao nula em posicao:

(@) = p > n[T(np)* = p (3.45)
(@?) = p? ”Z n?[W(np)]* = (3.46)
(x)? = <x2>n;» Az =0 (3.47)
A tinica energia permitida ¢ 2
o T:MQ (3.48)

A média do momento polimérico neste caso é:

02 = S (W) W) = % (3.49)

n

E (p,) = 0. Assim Ap, = iﬁ

Na MQP as RCC sao preservadas na forma (3.4), assim podemos calcular o comutador

. ih% 0 up
-4 ()

. Up
— [l
1h cos ( )

_ iV +2V(—u) (3.50)

entre & e p,:

De modo que:
([, pul)| = 0 (3.51)

Usando o valor obtido anteriormente para Ap,, temos:
Lo o
AzApy 2 S ({2, pu)] =0 (3.52)

O produto da incerteza generalizado para z e p, permite valor nulo como esperado.

Este caso particular ilustra a possibilidade de se localizar completamente uma particula
na MPQ sem obter desvio divergente na medida de momentum, num caso de menores

energias temos:

AzAp, > g <(1 - % (“—?‘)2 + @(;ﬁ)>> ~ g (1 - “Z§i> ) (3.53)

O que demonstra o fato de que na MQP, estamos gerando menor incerteza, ao contrario
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do PIG, por exemplo, onde o produto de incerteza aumenta. Isto estd de acordo com o
conceito basico das duas teorias, embora as duas estejam ligadas a ideia de discretizacao
espacial, a MQP propoe a localizacao, a quantizacao do espaco em uma rede de pontos,

que ¢ diferente do conceito de incerteza minima.
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4 CORRECOES
PERTURBATIVAS PARA O
ESPECTRO DE ENERGIA
DEVIDO A QUANTIZACAO
POLIMERICA

Neste capitulo apresentaremos um modo alternativo para encontrar correcoes energéticas
em problemas de estados ligados na MQP. Nosso método consiste em correlacionar a
equacao de Schrodinger no espaco de Hilbert usual e no espago polimérico, embora as
estruturas dos espacos sejam diferentes, as condigoes de contorno usadas para definir as

energias permitidas podem ser aproveitadas.

Uma vez definida a correlagao através de um termo extra no Hamiltoniano, podemos
usar a Teoria de Perturbagao para definir as corregoes. Faremos isto para os problemas da
particula numa caixa e oscilador harmonico, ja resolvidos na literatura, e encontraremos
correcoes inéditas para os potenciais linear, Morse e Poschl-Teller, por tltimo faremos
uma comparac¢ao entre correcoes poliméricas e relativisticas. Por simplicidade, iremos
nos limitar a interpretagoes unidimensionais dos potenciais. Iniciaremos o capitulo com

uma breve revisao sobre o método perturbativo no espaco de Hilbert usual.

4.1 Teoria de perturbacao independente do tempo-
O caso nao degenerado

Como trabalharemos a seguir apenas com problemas unidimensionais sem degene-
rescéncias, podemos nos restringir ao caso nao degenerado. Suponhamos um sistema com

Hamiltoniano H©® cujos estados e energias j& conhecemos. Em representacio de posicio
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temos:
HOWO () = EOwO (z) (4.1)

Consideremos agora uma pequena perturbacdo AH’' no Hamiltoniano do sistema:
H=HY 4+ \H (4.2)

Quais os auto-estados e auto-energias de H? Para encontrar uma solugao aproximada

expandiremos esses estados e energias em funcao de A:

T, = 0O L A 4 \2g? (4.3)
E,=EY + \EWD £ \2EP (4.4)

Substituindo na equacao de Schrodinger temos:
(HO + \H)V, = E, ¥, (4.5)

HOUY 4+ N HOUY + O + 2HOUY + gol). =

4.6
HOUQ 4 \(EMU? + EQwDy + 2(EVVR + BN + EPw?)... (46)
Igualando as ordens em A:
(i) HOUY = gOg
ity HOWY + 5ol = BN + BP vl
(&) (4.7)

(ii)) HOUP + o = EO0? + EPOY + EPwl

L

Em (i), temos a equagao de Schrodinger para o sistema original. Multiplicando (ii) pela

esquerda por [¥'”]* temos:

(OB + HUP) = [WP](EPUD + BPwD) (4.8)
O que equivale a:
(WO H Y = BV U (4.9)
Ou:
EY = (U |H' ) (4.10)

Na pratica esse é um dos resultados mais importantes da Mecanica Quantica e é suficiente

para calcularmos as correcoes energéticas nos sistemas a seguir.
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4.2 O potencial perturbativo no caso polimérico

Em representacao de posicdo, a equagao para a funcdo de onda ¥, = ¥(nu) é dada

por:
mpu?
72

Em geral, uma solucao analitica pode ser de dificil obtencao, portanto usaremos o método

\I’/H‘l +\I/M_1 - 2 1—

(E-V)| W, (4.11)

perturbativo para obter corre¢ées no espectro de energia. Consideremos uma solugao da

equagao de Schrodinger W(z), temos que, para um parametro finito p:

{ (i) W(z+p) = W(x) + () + LV () + LV (2) + L0 (2)... (412
(i) Wlw—p) = V(x) - p! () + 5 V" (2) = £V (@) + 530" (2)...
Somando (i) e (ii) em (4.12) temos:
p '
U(z4p)+¥(r—p) =2 |¥(x)+ ?\I/”(x) + ﬂ\ll””(x) (4.13)
Os termos de derivadas podem ser expressos através da relacao:
V()
U (z) = —p? 2 (4.14)
Assim:
[ 1o, oy
U(x+p)+¥(r—p) =2 \If(x) — 5P U(x)+ P \1!(1:)}
=2 [wie) — 2~ V() + At
Bl A gl T
Ou seja:
v v o0 B S GV L v 4.15
wrrue-p=2f1-20 p- (va 22 bew )

Esta relacao nos diz que, em segunda ordem no parametro p, a equagao para a funcao

de onda polimérica em um potencial V' pode ser mapeada numa equagao de Schorodin-

2,4
: 42p . : L L
ger para um potencial V' — J-=5. Devido a discretizacao do argumento, a normaliza¢ao

é diferente, no entanto as corregoes de energia independem disto, assim poderemos en-
contra-las usando teoria de perturbacao na representagao de Schrédinger, onde o potencial

perturbativo é sempre dado por:

2,4

w'p
Vo =— 4.16
K 24mh? (4.16)
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Ou seja:

2.4 252 4
1op ph LO0T0
By = (U iy = 2T /qf GRS (4.17)

A expressao pode ser simplificada usando:
d* o? [
— V¥ =—|—=V
dx? dz? (&BQ )

0? 2m
57 (‘ﬁ@ - V"I’)

2m [ 0*°V 9V O¥ 2m oa\}
= —|-——-2———-—(E-V)—
h? { Ox? Ox Ox  h? ( V) 81’2}
2m [ 02V oV ov  2m
- =V -—2—— —(E-V)*VU 4.1
h? { Ox? Oxr Ox  h? ( V) } (4.18)
Assim, a correcao é dada por:
2 2
p ooV VoY 2m
E, = D 1\ { 52 1\ 28:v 72 (E—=V)?V|de (4.19)
Calculando separadamente o termo:
[ LoV ou ov|" 7 PV OV our
U ——do = [V —| — [ ¥ (V= 4 — 4.2
/ oz &de ¥l oz / ( O0x? i or Oz ) da (420)

a a

Se U é real, o que normalmente é verdadeiro para estados ligados, e o termo fora da

integral é nulo nos limites de integracao, temos:

b b
L0V 00 0%V
Assim: ,
wem
E,=— oz (E—-V)?) (4.22)

E interessante notar que o potencial perturbativo explicito em (4.16) nada mais é do que

a segunda ordem omitida na aproximacao para pi:

P W pp P>t

2m  mu? [1 T (f)} “om T 24miz (423)

E poderia ser obtida mais facilmente em polarizacao de momentum, no entanto é interes-

sante ver como a solucao para a funcao de argumento discreto da MQP se relaciona com

a solucao continua da equagao de Schrodinger trabalhando em polarizagao de posicao.

Um fato importante é de que a correcao energética é negativa definida, poderiamos

usar o mesmo método para obter uma expressao semelhante no caso do PIG, mas neste
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caso terfamos uma correcao positiva definida, em geral:

B,

= —— 4.24
E. 8h2e ( )

outro fator que ilustra que as duas teorias sao basicamente opostas.

Nas segoes seguintes calcularemos as correcoes de energia para alguns potenciais
conhecidos e analisaremos as dependéncias nos parametros do sistema. Em geral, os
parametros utilizados nao sao praticamente realizaveis na MQ de particula, o que é espe-
rado dada que os efeitos da PQM s6 se manifestariam numa escala de altissimas energias.
Esta escala também pode variar muito com o valor de p, segundo a referéncia [25], com
os dados experimentais da época, o comprimento minimo da natureza poderia estar entre

a ordem da escala de Planck(107%m) e 107 m.

4.3 Particula numa caixa

Na presentacao de Schrodinger

Consideremos o novamente o potencial (2.22). A equagao de Schrodinger para a regiao

O<z<aé: ,
0° 2mE
= — U 4.25
0x? h? ( )

As solugoes que respeitam as condig¢oes de contorno sao do tipo

U(x) = Nsen(kx) (4.26)

Onde k = /2mE ¢ N é o fator de normalizacdo. Com a condicdo de periodicidade:

12
[2mE  nw

Obtemos os possiveis valores de energia:

2 2h2
B, =" (4.28)

2ma?

Correcao polimérica

No caso polimérico, a equacao se torna:

U(x+p) + Uz — p) =2 {1 - m%fE] U(z) (4.29)
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Sugerindo uma solu¢do do tipo (4.26) temos:

2
mu“E
sen[k(z + p))] + sen[k(x — )] =2 (1 ~ ) sen(kx) (4.30)
O que nos da:
2
mu*kE
cos(kp) =1— 2 (4.31)
Onde novamente k = %, assim:
h2
E,=—; [1 — cos (wﬂ (4.32)
mp a
Expandindo o cosseno em série de poténcias temos:
B~ h22 n27r22,u2 - nimiyt _ n2h2m? - B2t 2 (433
mi 2a 24a* 2ma? 24ma*
Obtemos finalmente a corre¢ao polimérica
h2n47r4u2
E,=—— 4.34
a 24ma* (4.:34)

Neste caso, devido a simplicidade do potencial, a correcao analitica é de facil obtencao.
No entanto, podemos usar o método perturbativo para encontra-la de modo ainda mais
simples, usando (4.22) temos:

mp? B B2t 2

E, = — _ T
a 6h2 " 24ma*

(4.35)

De acordo com o resultado ja encontrado analiticamente e exibido também na referéncia

[26].

A figura 1 mostra a energia em funcao do nimero de excitacao para M(Q usual, MQP
e PIG. As corregoes sé se tornam perceptiveis para uma escala altissima de energia, da
ordem de 1073.J.

4.4 Oscilador harmonico

Na representacao de Schrodinger

A equacao de Schrodinger para um potencial harmonico é:

———— + —mw?2’V = BV (4.36)
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Figura 1: Energias para o pogo quadrado infinito. Schrodinger (Azul), Polimérico (Ver-
melho), PIG (Roxo). Para largura do poco 107'%m, massa de um préton e p = he'/? =
10~ ¥m.
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Definindo o novo parametro adimensional:y = /%= z, temos:
o} 5, 2B
—_— = —— | =0 4.37
e {y hw} (4.37)

Para valores muito altos de y temos o comportamento assintético:¥” — 4>¥ = 0 que
admite solugoes do tipo: ¥ = Cei%yQ, 0 caso com expoente positivo é nao normalizavel,
assim consideraremos apenas o caso ¥ = Ce~2¥". Fatorando o termo assintotico, ou seja,
fazendo:

2

U = de2v (4.38)

A nossa equacao diferencial se reduz a:

2F
" — 29y’ ——=1]9=0 4.39
yo' + ( — ) (4.39)
Que ¢é a equagao diferencial de Hermite com (% — ) = 2n, temos assim o espectro de

energia do oscilador harmonico:

E, = hw (n + —) (4.40)
E as fungoes de onda normalizadas sao:

1/4 ez
U, (2) = (2"n1) /2 (%) e H, ( %x) (4.41)

Correcao polimérica

Solugdes analiticas no caso polimérico sdo apresentadas nas referéncias [24] e [27]

usando a representagao de momentum. Na nossa abordagem perturbativa temos:

2 2
wem pm 1
B, =~z (B = V)) =~ <E2 — mw’a?E + 1m2”4x4)> (4.42)

Usando os valores conhecidos da literatura para o OHS:

(%) =~ (n+1/2)

mw
3 R
4 2
E a energia (4.40), temos:
wm [3 mw?u?

E, = "Rt n+n®4+1/2)] = —

—o7 |3 (2n +2n* +1) (4.43)

32
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De acordo com a referéncia [24].

4.5 Potencial linear

Na representacao de Schrodinger

Consideremos o problema do tipo bouncing ball, um potencial linear com uma barreira

infinita na origem:

oo, se <0
V(z) = (4.44)
kx, se x>0
A equagao de Schrodinger é:
h? 0*v
———— 4+ ka¥ = EV 4.45
2m Oz? R (445)
Introduzindo os fatores adimensionais y = x (”;Tk)l/g eu= % (Tl—k) /3 temos:
o\
Com a mudanga de varidvel z = 2'/3(y — u) temos:
0?w

Que corresponde a equacao de Airy, as solugoes sao do tipo:

(5"

As energias sdo dadas pela condigao de contorno ¥(0) = 0, a energia do estado funda-

U(z) = C x Ai (4.48)

mental é:
h2k2 1/3
E, =1,856 ( - ) (4.49)
A funcao de onda normalizada é aproximadamente:
L 1/6 oImk 1/3 B
U, (z) = 1,600 <7Z—2> x Ai ( Zz ) (x - f) (4.50)
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Figura 2: Energias para o potencial linear em funcao de k. MQ usual (azul) e caso
polimérico (vermelho). Massa de um préton e p = 10"*m

Correcao polimérica

Os valores esperados de interesse sao:

2\ 1/3
(z) = 1,236 (%) (4.51)
2\ 2/3
(z*) = 1,835 (%) (4.52)
27.2\ 2/3
(E—-V)*) = E*> - 2Ek(z) + k*(2*) = 0,692 (hmlz ) (4.53)

A correcao polimérica é entao:

2 B2E2\ 23
E, = —0,692’27? ( — ) (4.54)
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Figura 3: Curva do potencial Morse, 7o = 1/a.

4.6 Potencial Morse

O potencial Morse compreende um modelo aproximativo para interacoes dentro de
uma molécula diatomica [28]. Possui trés parametros para ajuste experimental e constitui
uma aproximacao melhor que o oscilador harmonico simples. Por ser um potencial ja de
carater aproximativo, este nao seria um potencial adequado para detectar corregoes, no
entanto, ele possui solucao analitica e o usaremos como mais um exemplo para observar

o comportamento das corregoes poliméricas.

Na representacao de Schrodinger

O potencial Morse é dado por:
V(z) = D(e 2er=r0) _ gealr=ro))2 (4.55)
As fungoes de onda normalizadas sao dadas por [29]:

1

U, (2) = N2\ " ze 2 [2A201 () (4.56)
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1/2
Onde z = 2 e~ @=%0): N = [%] T = ar;xg = arg;A = Y QargD. As energias sao:

1 1\ 2| a2h?
1— —(A—n—= 4,
/\2( " 2>] om (457)

Correcao polimérica

Para o valor esperado em (4.22) temos:

(B V)2 = [ N2zB-2le [ ) 2[B V() 2dr
, (4.58)
= — [ NZD e I () 2[E - V()P

o0

2

Onde V(z) = D ( Zs — f) Tomando por simplicidade A = 1 (222 = D) e n = 0(estado

2 2m

fundamental) temos:

(V) =— /Oe_ZD (%2 - z) dz=—D/2 (4.59)

(V) = — /0 e " D? (%2 - 2)2 dz = D*/2 (4.60)

A correcao fica entao:

(4.61)

4.7 Potencial Poschl-Teller

Os potenciais do tipo Poschl-Teller [30] compreendem uma classe de potenciais uni-
dimensionais com solugoes analiticas, assim como o potencial Morse, pode ser usado
para aproximar interacoes atrativas. Usaremos também este potencial para andlise das

correcoes.
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Figura 4: Energias para o potencial Morse em funcao no fator D. Caso
polimérico (vermelho). Massa de um préton e u = 107"9m

Na representacao de Schrodinger

Uma forma simplificada do potencial Poschl-Teller é dada por:

2.2
V(z) = Ik w sech®(kx)

m

usual (azul) e

(4.62)

A equacao de Schrodinger para esse potencial pode ser resolvida mais facilmente com a

troca de varidavel u = tgh(kx). Temos:

ooV, P ) [0U , )
520 oU ,

Inserindo na equagao de Schrodinger:

21.2 21.2
(1—u2){—h2k aﬁ B—\Ij(l—ﬁ)} I —/\(A; 1)\11} — EV
m ou U m

Ou

W22 0 [axp . u2)] L PRAA+D) ¢

om ou %( m 2 1—u2

(4.63)

(4.64)
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Figura 5: Curva do potencial Poschl-Teller.
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Onde € = %;E—k@ = —n?. As funcoes de onda e as energias sao respectivamente:
U =C x P{[tgh(kz)] (4.65)
b n?k*h?
E=— o (4.66)

Para n, A = 1 a funcao de onda normalizada é:

k
U= \/;sech(kx) (4.67)

Correcao Polimérica

Para os valores esperados:

Rk [ —oK2k?
- _ i h = 4.
(V) — / sech®(kz)dx v (4.68)
Rk k[ 8h K
2 6 _
vy ="52 / sech® (k) = S0 (4.69)
Assim, a correcao polimérica é dada por:
2 2, 474
pEm o,y 9 wmhk* (12 8
E, =- E* —2E(V V) = — -— =4 = 4.70
st —ap) e = EREE (D22
E, = —i/fh%‘* (4.71)
a 360 '

Na figura 6 temos o grafico das energias, neste caso temos um efeito curioso, a correcao
relativa é maior para menores energias. Este engano aparente se da pelo fato de que o
potencial é um poco com ponto de minimo negativo proporcional a —k? (diferentemente
do potencial Morse onde o ponto de minimo ¢ linear com D), assim as energias decrescem
rapidamente quando aumentamos a profundidade do poco. Se redefinissemos o potencial
tal que o ponto de minimo estivesse fixo na origem (somando h?k?/m ao potencial,ver

figura 5) obterfamos uma curva de energia crescente no fator k.

4.8 Correcao polimérica versus correcao relativistica

Nas secoes anteriores calculamos corregoes poliméricas nos espectros em sistemas de

baixa energia, mas em geral essas correcoes sao muito pequenas. Nesta secao comparare-
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Figura 6: Energias para o potencial de Poschl-Teller em funcao de k. Caso usual (azul) e

polimérico (vermelho). Massa de um préton e g = 1072"m.

mos as influéncias de corregoes relativisticas e poliméricas.

Vimos anteriormente que o potencial perturbativo polimérico é proporcional ao ope-
rador p?, para o caso de correcoes relativisticas isto também é verdade, na Relatividade

Especial a energia cinética é dada por:

E, = mc* — moc® = \/p?c® — m3ct — moc® ~ p_2 - L (4.72)
2mg  8mic?

Assim a razao entre as perturbagoes relativistica e polimérica é:

Erel 3h2
Epoty  m2cs2 (473)

Para a massa de um préton e u = 107m, por exemplo, a razao entre as correcoes é da
ordem de 107. A massa necesséria para obtermos uma razao préxima da unidade é grande
demais para ser considerada em sistemas quanticos de baixa energia, ou seja, os fenomenos
poliméricos que esperamos que surjam da fisica na escala de Planck se manifestam numa

ordem de energia muito maior que a Relatividade Restrita.

Na figura 7 temos a comparagao entre as energias do modelo usual, polimérico e rela-

tivistico de primeira ordem para o sistema utépico de um oscilador harmonico simples com
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Figura 7: Energias para o oscilador harmonico: Caso usual (azul), polimérico (vermelho),

aproximacao relativistica (roxo). Para massa de 10000 prétons, w = 5 x 10%s71 e p =

5 x 10720m

massa equivalente a de dez mil prétons, ilustrando que a correcao polimérica se tornaria
mais significativa que a relativistica num sistema muito massivo. O modelo polimérico
em baixas energias compreende basicamente um toy model, as correcoes energéticas ob-
servadas neste trabalho possuem um valor conceitual, nao sendo realmente aplicaveis
fenomenologicamente. Tais efeitos de sistemas extremamente massivos e energéticos é
algo que esperamos encontrar, por exemplo, na fisica de buracos negros, onde um modelo

de MQ de uma particula nao é aplicavel.
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5 CONCLUSAO

No decorrer deste trabalho revisamos alguns aspectos gerais envolvendo teorias ligadas
a ideia da existéncia de um comprimento minimo na natureza. Revisamos também a
construgao da Mecanica Quantica usual, a fim de tratar o modelo da modelo da Mecanica
Quantica Polimérica e tentar mostrar que tipo de consequéncias essa quantizacao traz na
fisica em um formalismo unidimensional nao relativistico, tal como suas diferencas em

relacao ao modelo conhecido do Principio da Incerteza Generalizado.

Vimos que o conceito polimérico de estrutura espacial quantizada gera uma inter-
pretacgao fisica essencialmente oposta ao modelo de incerteza minima. Em tal modelo as
medidas de posi¢ao perdem sentido quando tentamos obter uma precisao superior a escala
de Planck(na ordem de 107**m), j4 no modelo polimérico, o efeito é a possibilidade de
localizacao total em um determinada ponto da “rede espacial”. O conceito de momentum
como conhecemos deixa de existir nesta escala e o substituimos por um analogo que repre-
senta uma combinacao de translagoes discretas dentro dessa rede, além de agora, possuir

espectro limitado.

Derivamos a partir da teoria de perturbacao uma equacao simples para calcular as
corregoes poliméricas no espectro de energia para potenciais com estados ligados. Vimos
que o potencial perturbativo é do tipo momentum quartico, assim como no modelo de
incerteza minima e das correcoes relativisticas em primeira ordem. Do mesmo modo que
no caso relativistico, a correcao polimérica gera energias menores, o que em geral implica
em sistemas fisicos mais estaveis, em oposicao ao Principio de Incerteza Generalizado,

que aumenta a energia do sistema.

Aplicamos o nosso método para dois casos ja contidos na literatura, onde as solugoes
sao obtidas resolvendo diretamente a equacao de estado, mostrando que o resultado obtido
¢ o mesmo. Usamos o método em outros trés potenciais conhecidos na Mecanica Quantica.
Obtivemos gréaficos destas correcoes como fungao de certos parametros do sistema para

analisar a escala de energia das correcoes. Em todos os casos, as escalas de energia
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envolvidas sao muito maiores em magnitude do que, por exemplo, a energia de ionizacao
do estado fundamental do 4tomo de hidrogénio (da ordem de 107!8.J), um problema

conhecido da Mecanica Quantica.

Em geral, o estudo deste modelo simplificado nos permitiu entender o conceito basico
e fazer uma pequena andlise qualitativa antes de estudar uma teoria bem mais com-
plexa. Como perspectivas futuras podemos analisar alguns aspectos ainda no ramo de
baixas energias, como explorar, por exemplo, propriedades termodinamicas em sistemas
especificos ou estender o método perturbativo para potenciais com solug¢oes numeéricas.
Esperamos também no futuro ampliar os estudos no modelo de baixa energia a uma teoria

mais completa de Gravitacao Quantica.
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APENDICE A - Transformada de Fourier

discreta e polarizacao p

Na MQ usual alternamos entre as polarizacoes de momentum e posicao através de
transformadas de Fourier. Podemos fazer um andlogo para o caso polimérico. Seja a

fungao ¢(k), onde k é um nimero real, dada por:

—ika

$(k) =Y W(z)e (A1)

Com z = npu. Consideremos a equagao (3.38), somando em todos os valores de = e

rearranjando os termos temos:

gjj - sen’ <g_’;> o(k) + V (ihd | 0k)p(k) = Ed(k) (A2)

Que corresponde a equagao (3.40). Embora k seja um ntumero real qualquer, a periodici-

dade de ¢(k) implicita em (A.1) condiz com a condicao (3.27).

A nocao de polarizagao de momentum nao é trivial no caso polimérico pois nao ha
um operador hermitiano p definido. No entanto, podemos gerar um espago de funcoes

analogo, que justifica (3.22).

Um tratamento diferente é aplicado em [27], onde é definida a polarizacao de p,, e

demonstra-se que o espacgo de funcoes gerado é unitariamente equivalente a polarizagao p.
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APENDICE B - Termo cinético e

degenerescéncias

Como comentado na se¢ao 3.2.2 a escolha do termo cinético do hamiltoniano na MQP
nao é analoga ao caso classico. Analisemos inicialmente a periodicidade do momentum

polimérico e de seu quadrado:

5 R

Pu = 55 <%) (B.1)
h? pip

2 2

p# = E Sen (f) (BQ)

- 2h_:2 {1 — cos (2%)] (B.3)

Assim, um termo cinético proporcional a ﬁi tem um periodo que é apenas metade do
intervalo indicado em (3.27). Esta disparidade gera um conjunto de solugdes redundantes,

repetindo os autovalores ja encontrados.

Outra maneira de enxergar é analisando a equagao (3.38). Onde fizemos a mudanga
de escala g — p/2 no termo cinético. Desfazer esta mudanga é equivalente a considerar
autovalores de posi¢ao miltiplos de ;/2 na mesma equagao. Vimos que os autoestados de
posicao compreendem agora estados discretos, ortogonais e normalizaveis, assim, podemos

representar um estado do sistema como:
) =" anfnp) (BA)

De modo que os conjuntos de autoestados de H e & tem mesma dimensionalidade. Assim
a escolha dos valores de posicao como multiplos inteiros ou inteiros e semi-inteiros de
nu influi no nimero de estados do sistema (mesmo como dimensao infinita ainda temos
uma correspondéncia um-a-um no numero de estados, o que indica que se dobrarmos os

autovetores de posigao, dobraremos os de energia também).

Um caso onde podemos enxergar isto de forma mais simples ¢é a solucao para particula
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numa caixa da sec¢ao 4.3, onde a dimensao é finita. As energias exatas dadas pela equagao

(4.32) sao periddicas em n, os valores sao Unicos apenas para:

nf
— <1 (B.5)
a
Para a > p o nimero de estados possiveis é n,q, =~ a/p. Se no entanto considerdssemos
também autovalores multiplos semi-inteiros de p para a posigao, terfamos nyq. =~ 2a/u,

quebrando a condigao de nao-degeneracao (B.5).

Como discutido em [24], escolher p muito pequeno nao é suficiente para recuperarmos
os resultados da MQ usual no limite continuo, dado que estamos alterando de maneira
mais significativa a estrutura do espaco. A necessidade de se escolher um termo cinético:

n pp P,
H, = 1—cos | P2 P B.
= e e ()] 5 ®

Aparece como uma caracteristica extra intrinseca do modelo polimérico e invisivel classi-

camente.

A abordagem perturbativa usada no capitulo 4 é insensivel a escolha do termo cinético,
ja que ainda estamos trabalhando no espago de Hilbert usual, e a tnica condicao a ser

satisfeita é a convergencia das séries perturbativas.
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