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RESUMO

Neste trabalho investigaremos a relagao da violacao da simetria de Lorentz com a ani-
sotropia da radiacao césmica de fundo. Exporemos o desenrolar da compreensao do Big
Bang e também da radiacao em questao e mostraremos o seu significado e a sua na-
tureza. Mostraremos as definigoes de simetria de Lorentz e de violacao da simetria de
Lorentz. Usaremos o modelo Bumblebee para lidar com os termos que violam essa simetria
e mostraremos quais termos serao utilizados. Desenvolveremos uma equacao de Einstein
modificada através da variacao, com respeito a métrica, da acao de Einstein-Hilbert com
os termos de Bumblebee adicionados, pois sao os termos que violam a simetria de Lorentz.
Usaremos essa equacao desenvolvida para fazer uma andlise perturbativa. Usaremos a
métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, por ser uma métrica isotropica, e in-
troduziremos uma perturbacao em cada direcao da parte espacial da métrica em questao
para torna-la anisotréopica. Por fim, apresentaremos um conjunto de quatro equacoes
diferenciais lineares acopladas (com as perturbagoes como varidveis) que relacionam as
perturbagoes propostas com o campo de Bumblebee.

Palavras-chave: Radiacao césmica de fundo. Violagao de Lorentz. Modelo Bumble-
bee. Anisotropia.Cosmologia.



ABSTRACT

In this paper we investigate the relationship of violation of Lorentz symmetry with the
anisotropy of the cosmic microwave background. We shall set out the development of the
understanding of the Big Bang and also radiation in question and show its meaning and
its nature. We show the symmetry settings Lorentz and violation of Lorentz symmetry.
We will use the Bumblebee model to deal with terms that violate this symmetry and show
which terms are used. We develop a Einstein’s equation modified by varying with respect
to the metric of the Einstein-Hilbert action with the terms of added Bumblebee, as are
the terms that violate Lorentz symmetry. We will use this equation developed to make
a perturbation analysis. We will use the Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker metric,
being an isotropic metric, and introduce a disturbance in each direction of the spatial part
of the metric in question to make it anisotropic. Finally, we present a set of four coupled
linear differential equations (with disorders such as variables) which relate to proposals
disorders Bumblebee field.

Keywords: Cosmic background radiation. Lorentz violation. Bumblebee model. Aniso-
tropy. Cosmology.
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1 INTRODUCAO

O presente trabalho tem por finalidade a investigagao da quebra da simetria
de Lorentz como forma de gerar uma anisotropia do espaco-tempo primordial.

O conceito de simetria é uma poderosa ferramenta na construgao e inter-
pretacao das leis fisicas da natureza. Por exemplo, as leis de conservacao da energia
e momento sao associadas a simetrias, sendo a primeira associada a simetria pela pas-
sagem do tempo e a ultima por translagoes espaciais. A relatividade especial de Albert
Einstein (1879-1955), proposta para conciliar a mecanica de Isaac Newton (1642-1726)
com o eletromagnetismo de James Clerk Maxwell (1831-1879), também possui uma si-
metria fundamental: a simetria de Lorentz, que relaciona dois referenciais inerciais que
concordam a respeito do valor da velocidade da luz no vacuo. Essa simetria tem sido
confirmada experimentalmente com grande sucesso, e é uma das bases formais para a
relatividade geral (RG) e a teoria quantica de campos (TQC), que constitui o arcabougo
do chamado modelo padrao (MP).

O modelo padrao classifica as particulas béasicas conhecidas e especifica como
elas interagem entre si. Uma de suas limitagoes é que ele nao descreve os efeitos da
gravidade, que se encontra no ambito da relatividade geral. A dificuldade em se obter uma
descricao comum, num paradigma denominado gravitag¢ao quantica, levou ao surgimento
de diversas propostas, como a teoria de cordas [8], gravitacao quantica a lagos [9], etc.
Dentro dessa miriade de abordagens, uma semelhanca entre elas é que todas as teorias
mencionadas acomodam uma possivel violagao da simetria de Lorentz.

Por outro lado, a suspeita de uma quebra da simetria de paridade (reversao
espacial, como se um objeto fosse visto através de um espelho) em 1957 [10] nos mos-
trou que mesmo uma simetria amplamente aceita como exata pode ser na verdade uma
aproximacao. De fato, a festejada e comprovada teoria eletrofraca nos ensina que uma
simetria pode estar escondida na condensacao do vacuo, ou seja, ela pode ser realizada
apenas através de um mecanismo de quebra espontanea, o mecanismo de Higgs.

De forma analoga, existem razoes para se pensar que a simetria de Lorentz
também nao é exata, devendo ser quebrada em algum regime [11]. Por exemplo, através de
observagoes astronomicas do espectro de estrelas, surgiram evidéncias de que a constante
de estrutura fina esteja variando ao longo do tempo. Isto pode implicar em uma mudanca
na velocidade da luz [12]. Outra indicagdo consiste na descoberta de raios césmicos
(prétons altamente energéticos) com energia além do chamado limite GZK (Greisen-

Zatsepin-Kuzmin)(~ 4 x 10%eV) . A violagdo desse limite também pode indicar uma
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variagao na velocidade da luz [13}|14].

No contexto da teoria de campos de cordas (string field theory), foi mostrado
por Kostelecky e Samuel [8] que a simetria de Lorentz podia ser quebrada espontaneamente
quebrada por um campo vetorial de fundo. Isso levou a um mecanismo geral para a
violagao de Lorentz dentro de teoria de cordas que, ao considerar-se a teoria efetiva,
culminou no chamado modelo padrao estendido (MPE) [15].

O modelo padrao extendido foi concebido inicialmente como uma forma de
facilitar investigagoes experimentais da violagao da simetria de Lorentz dentro do modelo
padrao, que ¢é construido sobre um cendrio nao-gravitacional. Posteriormente, o modelo
foi extendido para incorporar também o caso gravitacional [16]. Espera-se que esses efeitos
sejam mais significativos em regimes onde nao se pode negligenciar efeitos gravitacionais
em detrimento das outras interagoes, como na vizinhanca do horizonte de eventos de um
buraco negro ou em cenérios cosmologicos.

Uma das predicoes fundamentais em cosmologia é a da radiagcao cosmica de
fundo (CMB, de Cosmic Microwave Background), que é a radiacdo térmica residual do
periodo de recombinacgao apds o Big bang. Na regiao de grandes angulos, o espectro
dessa radiacao apresenta um comportamento para as flutuagoes de temperatura que é
anomalo sob a hipdtese de que estas sejam estatisticamente isotrépicas [17]. Isso levou a
suspeita de que pequenas anisotropias no universo primordial pudessem ser a causa desse
fenémeno |18,/19]. Uma vez que o universo primordial é uma época em que a interagao
gravitacional era dominante, essas anisotropias podem estar relacionadas a violagoes da
simetria de Lorentz.

No Capitulo 2 ¢ dada uma explanagao sobre o método variacional, mostrando
os pormenores do desenvolvimento matemético desse método e mostrando alguns exem-
plos para o seu melhor entendimento. Também é mostrado com clareza o desenvolvimento
da FEquacao de Finstein através da Acao de Einstein-Hilbert usando esse método.

Para melhor entender o desenvolvimento desse estudo, organizamos essa dis-
sertacao de tal modo que no Capitulo 3 é discutida a historia do desenvolvimento do
estudo do Big Bang com uma énfase na radiacao césmica de fundo. Depois é apresentada
a natureza fisica da CMB e sua relacao com a radiagao de corpo negro e finalmente é
discutido um pouco sobre a anisotropia descoberta experimentalmente para darmos um
suporte histérico e técnico a esse estudo.

No Capitulo 4 apresentamos o modelo gravitacional que sera usado no decorrer
desse trabalho. O modelo usado serd o de Bumblebee [§]. Sera apresentada também, de
uma forma mais objetiva, a ideia da violagao da simetria de Lorentz mostrando os termos

que violam tal simetria e que consequentemente serao usados para o calculo da equacao
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de Einstein.
No Capitulo 5 é montada a equagao semi-classica de Einstein (desenvolvida no
Apéndice A do presente trabalho), desenvolvida a equacao linearizada de Einstein.
Finalmente no Capitulo 6 mostramos as conclusoes obtidas através das equagoes

fornecidas do capitulo anterior, mostrando pespectivas para a continuacao dessa pesquisa.



15

2 UMA BREVE HISTORIA...

2.1 Do Big Bang

H& perguntas que sempre importunaram nao sé a comunidade cientifica, mas
toda a humanidade desde os primérdios do desenvolvimento do pensamento humano.
“Quem somos?”, “De onde viemos?”e “Para onde vamos?”sao exemplos de alguns desses
questionamentos que direta e/ou indiretamente fizeram com que a ciéncia, como um todo,
se desenvolvesse a tal ponto em que estamos.

Em meio a todo esse desenvolvimento, a filosofia (talvez a mae das ciéncias,
como afirma o fildsofo contemporaneo Mario Sérgio Cortella [20]) foi sempre uma im-
pulsionadora, levantando grandes questoes que indiretamente fizeram com que muitos
cientistas desenvolvessem teorias acerca do fenomenos naturais, como por exemplo fize-
ram: Aristételes (384 a.C - 322 a.C), Tales de Mileto (623 a.C./624 a.C - 556 a.C./558
a.C) entre outros em [21].

Nao se pode negar que um dos estudos da natureza que mais fascina o homem
¢ a origem, o desenvolvimento e o provavel fim do universo. Na era moderna, uma das
principais figuras que reinava no meio cientifico era a de Newton que possuia concepcoes
bem definidas sobre a origem do universo. Entre outras coisas, acreditava que o tempo
era uma espécie de um fluido que escoava sempre na mesma direcao e numa linha reta,
ou seja, nao havia fim para ambos os lados (era infinito tanto para frente quanto para
tras) [22]. Acreditava, também, que o universo teria tido um inicio hé alguns milhares de
anos, muito provavelmente devido a sua fé na Teoria Criacionista. Tal teoria afirma que
a existéncia de todas as coisas se deve a um criador, no caso da crenga Judaico-Crista
esse criador vem a ser Deus. Mas ja no século XVIII grandes pensadores como o filésofo
prussiano Immanuel Kant (1724-1804) trouxeram questoes a tona como: “Se o universo
sempre tinha existido, por que tudo o que iria acontecer ja nao tinha acontecido?”ou
“Se o universo realmente foi criado, por que tinha havido uma espera infinita antes da
criacao?” [22].

H&4 uma separacao da filosofia com a ciéncia por volta do século XVI com
Galileu Galilei (1564-1642) com o desenvolvimento do Método Clientifico [23]. A partir
desse momento a ciéncia vai construir seu alicerce em fatos experimentados e a filosofia
em teses. Outro modo de pensar nisso ¢é lidar com a ideia de que a ciéncia é o estudo dos
“comos”e a filosofia é o estudo dos “porqués” [24]. Nao cabendo mais uma intervengao

direta de uma area na outra, porém ha muitas inspiragoes indiretas envolvendo essas duas
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areas de estudo.

Avancando um pouco mais na histéria, ja no século XX, o desenvolvimento do
estudo sobre a origem do universo deu um grande salto, porém sob muitas divergéncias.
Em 1923, Edwin Hubble (1889-1953) percebeu que a galaxia de Andromedra (M31) era
na realidade um conjunto de estrelas fora dos entornos da Via Ldctea, mudando a nogao
do tamanho do universo na época [25]. Imaginva-se que todo o universo era do tama-
nho da nossa galdxia. O padre catdlico Lemaitre (1894-1966), nascido na Bélgica, foi
talvez primeiro a formular, em 1927, uma teoria chamada “dtomo primordial”’ou “ovo
cosmico” que veio a se tornar a base da teoria do Big Bang. Essa teoria afirmava, basi-
camente, que toda a matéria estava agrupada em um unico ponto e depois se expandiu
em todas as diregoes [26]. Dois anos apds a proposta dessa teoria, Hubble anunciou uma
descoberta que consistia na proporcionalidade do desvio espectral das galaxias para o ver-
melho (redshift) e a sua distancia da Terra, ou seja, Hubble descobriu que as galaxias se
afastavam umas das outras, com algumas poucas excessoes (como no caso da Via Lactea
e a M31), com uma velocidade que crescia de acordo com o aumento da distancia entre
elas [25]. Essa relacdo veio a ser conhecida como Lei de Hubble, explicitada a seguir,
matematicamente:

UV = H()d, (21)

onde v é a velocidade de separagao entre as galaxias, Hy é a constante de Hubble e d é a
separacao entre as galaxias em questao.

Em 1922, Alexander Friedmann (1888-1925), previu, através de sua solugao
da equacao de Einstein, que o universo seria dinamico (Expansao ou contragao). Havia

trés configuragdes possiveis [27,28]:

(i) Na primeira o universo se expande tao lentamente que a atragdo gravitacional entre
as galaxias provoca o retardamento da expansao e, eventualmente, sua interrupgao
gerando um movimento de contragao do universo (k = 1, espago esférico tridimen-

sional);

(ii) No segundo modelo, o universo se expande tdo rapidamente que a atracao gravi-
tacional ndo poderd jamais pard-lo, ainda que possa retarda-lo um pouco (k = 0,

espago flat);

(iii) No terceiro modelo o universo se expande numa velocidade exata e suficiente para

evitar nova explosao (k = —1, espago hiperbdlico).

Todas essas ideias juntas constituiram uma solida base para a teoria do Big

Bang, desenvolvida mais tarde por George Gamow (1904-1968), Ralph Alpher (1921-
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2007) e Robert Herman (1914-1997). Porém, um dos maiores adversarios a essa teoria era
Fred Hoyle (1915-2001), o responsavel pelo nome Big Bang. Dado de uma forma irénica
numa entrevista de rddio & BBC em 1950 [29]. Hoyle era defensor da Teoria do Estado
Estaciondrio no qual considerava que o universo nunca tinha tido um periodo mais denso
do que realmente o é. Em [30] Fred Hoyle Comenta sobre a sintese dos elementos no
interior das estrelas. O préprio Albert Einstein (1879-1955), criador da RG também foi
um dos adversarios do Big Banyg.

J& na década de 1960 Gamow e seus colaboradores reformularam a teoria
antiga e propuseram uma Radia¢ao Cosmica de Fundo, que constituia um resquicio do

Big Bang, procurando entender a formagao primordial do Hélio [31].
2.2 Da Radiagao Césmica de Fundo

Em 1965, o fisico tedrico James Peebles (1935-) ministrava uma palestra em
John Hopkins, onde falava sobre um possivel fundo de radiagao proveniente dos primérdios
do universo que possuia uma temperatura de aproximadamente 10 K [25]. Cerca de um
ano antes, de forma independente, dois fisicos especialistas em radiotelescopios, Arno
Penzias (1933-) e Robert Wilson (1941-), realizaram um experimento que, junto com a
teoria de Peebles, se tornaria uma peca chave para o entendimento do Big Bang.

Penzias e Wilson construiram um radiotelescépio para tentar detectar micro-
ondas oriundas da nossa propria galaxia. Porém, desde o inicio era detectada uma quan-
tidade de ruido maior do que o esperado. E de vérias formas possiveis tentaram tirar
ou identificar esses ruidos extras. Penzias chegou até a pensar que o motivo dessa inter-
feréncia fosse “um material dielétrico branco” — fazendo referéncia as fezes de pombos que
tinham feito um ninho no aparelho. [25]

Essa radiacao era independente do tempo e da direcao de observacao, nao
variava com o dia e nem com o movimento planetario em torno do Sol. Toda essa homo-
geneidade e isotropia revelava que esse ruido nao provinha da nossa galaxia, mas sim de
um “recipiente” muito maior.

Essa teoria proposta por Peebles foi uma sugestao de Robert Dicke (1916-1997)
feita também para Peter Roll e David Wilkinson (1935-2002). Entao os dois grupos de
pesquisa publicaram artigos simultaneamente citando-os entre si. Toda essa histéria é
contada em mais detalhes em [25].

Naquela época, gragas a abundante interagao entre matéria e radiagao, todo o
meio devia, certamente, se encontrar em um estado muito préximo do equilibrio termo-
dinamico com os fotons. Portanto a temperatura do gas de fétons devia ser exatamente

a mesma da matéria. Com a expansao violenta a que este meio estava sendo submetido,
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Figura 1: Arno Penzias .(51 direita da fbt(;) e Robert WﬂSOIIl“(é\i esquerda da foto) em
frente ao radiotelescépio de Holmeel

o gas de fétons se resfriou, a densidade diminuiu e possibilitou que os prétons e elétrons
se recombinassem. Com isso, o gas e fotons desacoplou-se da matéria, escoou livremente,
e originou o fundo de fétons de baixa energia que permeia o Universo local. Sendo assim,
podemos entender que o Big Bang é uma previsao teorica da gravitagao proposta por
Einstein, que recebeu uma extraordinédria confirmacao experimental com a descoberta da
radiacao do fundo na faixa de microondas .

Alguém pode se questionar do porqué da CMB ser observada na faixa das
microondas. E a resposta é bem simples! Ao observar o céu noturno, por exemplo a olho
nu, verificamos que hé contribuigdes de véarios objetos astronomicos (lua, estrelas etc),
gerando uma grande interferéncia visual para a detecgao cosmica. A Tabela [1j nos mostra
a contribuicao de diversos fatores que afetam a luz do céu noturno. Assim, pode-se ter
uma noc¢ao do quao essa faixa de frequéncia ¢ inadequada para a observacao da CMB e

que conseguentemente deve-se procurar outra faixa de frequéncia para essa observagao.

Tabela 1: Brilho tipico de fontes astronomicas selecionadas quando vistas da Terra
Componente | Brilho tipico (107?Wm™2nm~!sr~1)

Lua cheia | 102
Airglow | 600
Luz zodiacal (na ecliptica) | 2500
Luz zodiacal (fora da ecliptica) | 1000
Estrelas brilhantes (my < 6) | 250
Estrelas integradas (no plano galdctico) | 2500
Estrelas integradas (fora do plano galactico) | 600
Luz difusa galactica | 250
Luz difusa césmica | 10

Agora a Tabela [2l mostra as contribuigoes de varias faixas espectrais. Pode-se

facilmente perceber que a melhor faixa de observacao é a de microondas, pois entre todos
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os intervalor de frequéncia é o que apresenta maior densidade de energia e de fétons.
No entanto, deve ficar claro que essas estimativas nao sao muito precisas, mas afim de
perceber qual a melhor faixa espectral, esse estudo ja basta.

Tabela 2: Densidades de energia e densidades de fétons em diferentes regioes do espectro
eletromagnético [2]

Faixa espectral | Densidade de energia (eV m™2) | Densidade de fétons (m~3)
Rédio ~ 51072 ~ 10°
Microondas ~3-10° 5-10°
Infravermelho ? ?
Optico ~ 2103 103
Ultravioleta ? ?
Raios X 75 3-1073
Raios vy 25 3-10°¢

Somando todos esses fatores ao Principio cosmoldgico, principio desenvolvido
em 1935 pelo astrofisico britanico Edward A. Milne (1896-1950) que afirma a homogei-
neidade e isotropia espago-temporais do universo, ou seja, o Universo parece o0 mesmo em
qualquer posigao (homogéneo) e em qualquer diregao (isotrépico), temos uma bela teoria

para a origem de tudo.

2.2.1 Entendendo melhor a CMB

Primeiramente deve-se entender que a radiagao césmica de fundo é um resquicio
do instante em que a matéria e a radiagao deixaram de interagir e que consequentemente
também fornece explicagao para a nucleossintese primordial.

A teoria do Big Bang afirma que o universo ja foi muito mais denso e muito
menor do que agora e o estudo da fisica estatistica nos mostra que quanto mais um fluido
¢ comprimido tanto maior serd sua temperatura. E por volta dos primeiros 700.000 mil
anos a temperatura do universo era tao alta que as particulas nao conseguiam compor
atomos e consequentemente estruturas complexas [25].

Nesse estagio evoluciondrio do universo, os fétons caminhavam em um per-
curso livre médio muito pequeno, devido a uma grande densidade de matéria existente na
época, pois os fotons se colidiam com elétrons cedendo ou ganhando energia. Para outras
particulas mais pesadas, ocorrerd o mesmo, mas com o percurso livre médio menor [31].

Gracas a essa alta densidade de interagao entre matéria e radiacao ja comen-
tada, o universo deveria se encontrar em um estado de equilibrio estatistico com os fotons,
o que implica numa mesma temperatura dos fétons e da matéria. Com a expansao a qual
o universo se submetia, o gas de fotons se resfriou e a densidade de energia diminuiu possi-

bilitando a recombinacao dos protons e elétrons. Com isso, o gas de fotons desacoplou-se
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da matéria e escoou livremente originando o fundo de fétons de baixa energia [31] , que
é exatamente o que chamamos hoje de radiacao césmica de fundo.

Nessa situagao de grande interacao entre as particulas, pode-se destacar o
equilibrio térmico atingido, pois a velocidade de contato entre as particulas era muito
maior do que a velocidade de expansao do universo. Através da mecanica estatistica,
pode-se determinar o estado de um tal fluido em equilibrio com apenas uma dependéncia
térmica, pois a quantidade de energia por unidade de volume contida num intervalo qual-
quer de comprimento de onda depende apenas de comprimentos de ondas e tempera-
tura [21].

Assim, a relagao acima citada da a quantidade de radiacao emitida por segundo
e por centimetro quadrado a um comprimento de onda qualquer por uma superficie absor-
vente ideal. Essa caracteristica permiti-nos dizer que essa radiacao gerada do equilibrio
térmico primordial é a mesma radiagao de corpo negro estudada por Max Planck (1858-
1947).

Podemos expressar o espectro de corpo negro de Planck matematicamente da

seguinte forma:

8mhce dA
N> ehc/ KT _ 7’

pr(A)dA = (2.2)

onde h é a constante de Planck, ¢ é a velocidade da luz e k ¢ a constante de Boltzmann [32].
A Figura[2l mostra uma relagao feita em [4] que mostra a precisao e exatidao da
CMB e da radiacao de corpo negro, mostrando ser quase o impossivel detectar qualquer

desvio.
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Figura 2: Espectro do fundo de microondas medido pelo satélite COBE indicando que
essa radiagao apresnta uma temperatura de 2,726 + 0,01 K como descrito em [4]
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E em [5] foi necessério ampliar a escala em milésimos de grau para ser notado

algum erro experimental, devido a grande concordancia ja mostrada, como mostrado na

Figura [3]
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Figura 3: Flutuagoes da radiagao césmica de fundo com relacao a descrigao do corpo
negro, melhor mostrado em [5]

Sendo assim, apés essa verificagao de dados do satélite COBE (Cosmic Back-
ground Explorer) podemos afimar que a CMB pode ser entendida como uma radiagao de
corpo negro com uma temperatura de 2,726 + 0,010 K [5], um resultado melhor do que
o usado no mesmo grupo de pesquisa em [4] para obter a concordancia de corpo negro e
radiacao cosmica de fundo.

O ja citado COBE é um satélite lancado em érbita no dia 18 de Novembro de
1989 pela NASA (National Aeronautics and Space Administration) para que nao houvesse
erro experimental devido a absor¢ao da atmosfera da CMB. O fisico John Mather (1946-),
laureado juntamente com George Smoot (1945-) com o prémio nobel de fisica de 2006, foi
o principal investigador da missao COBE onde foi detectado uma temperatura de 2,725
K com flutuacoes da ordem de 107°. O COBE possui outros trés instrumentos que o
constituem: o DIRBE (Diffuse InfraRed Background Experiment), o DMR (Differential
Microwave Radiometer) onde quem estava a frente desse instrumento era George Smoot e
o FIRAS (Far InfraRed Absolute Spectrophotometer). Smoot foi o principal cientista do
DMR como melhor falado em [33], que é o instrumento do COBE mais importante para
a presente dissertacao.

Antes de prosseguirmos no detalhamento da detectacao da anisotropia do es-
pectro CMB, precisamos apresentar melhor a definicao dessa anisotropia. A formagao

de galaxias, aglomerados e quaisquer tipos de estruturas cosmolégicas se deu devido a
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anisotropias da CMB. De fato, essa anisotropia é um excesso ou defeito de temperatura
relacionadas com as flutuacoes de densidade que estavam congeladas no espectro primor-
dial desde a época em que matéria e radiagao flutuavam juntas .

Essas flutuagoes sao vistas como manchas mais escuras nas Figuras 5] e [6]

O DMR mediu anisotropias da ordem de 10=° da CMB em trés comprimentos
de onda diferentes: 3,3 mm 5,7 mm e 9,5 mm com uma resolugao angular de 7° @ Logo
abaixo é mostrado, na Figura [4] dados do DMR para a anisotropia da CMB. Antes de
prosseguir deve ser salientado a nocao de dipolo para esse caso, que é uma variagao suave
entre areas relativamente quentes e relativamente frias de uma regiao superior direita
para uma regiao inferior esquerda que é devido ao movimento do sistema solar em relagao
matéria distante no universo. Esses sinais, atribuidos a esta variacao, sao muito pequenas,

apenas um milésimo da claridade do céu @

AT = 18 pK

Figura 4: Dados do DMR no comprimento de onda de 5,7 mm numa escala de 0-4 K. A
primeira (acima) mostra a quase uniformidade do brilho da CMB, a segunda (no meio)
mostra uma melhora no contraste devido ao dipolo e na terceira (abaixo) mostra a
subtracao da componente de dipolo @

Logo abaixo, na Figura[p] temos uma visao mais completa dos dados do DMR
para os trés comprimentos de onda sem o efeito do dipolo.

Resultados de do WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe), um
outro telescépido da NASA, mostram com melhor qualidade a anisotropia da radiacao

c6ésmica de fundo com baixa contaminacao de dipolo e do plano galactico, como mostrado
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Figura 5: Dados do DMR para os trés comprimentos de onda (3,3 mm 5,7 mm e 9,5
mm) com a subtragao do efeito de dipolo

na Figura[6] [7].

Figura 6: Mapa resultante da combinagao ponderada de cinco outros mapas (presentes
em ) cada um com uma frequéncia diferente do WMAP.
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3 FORMULACAO LAGRANGIANA

Como serd utilizado o método variacional na acao que também serd desenvol-
vida no Capitulo 5, é interessante, nesse momento, fazer uma breve revisao sobre como
aplicar esse método.

A lagrangiana de um sistema continuo deve ser expressa em termos de uma in-
tegral espacial de uma fungao conhecida como Densidade lagrangiana. No nosso contexto,
chamaremos essa Densidade lagrangiana apenas de lagrangiana.

E necessdrio que essa lagrangiana contenha um termo cinético, um termo que
dependa da derivada espacial (para garantir a exclusao da ideia de agao a distancia) e
possivelmente do espago e do tempo. Assim, podemos escrever a a¢do mais geral (para

um campo unidimensional) da seguinte forma:

S dp Oy
_ gy v 1
S /t1 dt/gc1 dzﬁ(gp, o at,x,t) (3.1)

onde L é a lagrangiana e ¢ é o campo em questao.

Para chegarmos a equacao de ¢ utilizaremos o método variacional:

to x2
58 = 5/ dt/ il =0 (3.2)
t1 x1

O Principio de Hamilton exige que essa variacao seja nula e inclusive que a

variacao do campo nos extremos espaciais e temporais também seja nula:

dp(z,t1) = dp(z,ty) =0 (3.3)
Procedendo com a variacao da acao , temos:
b2 2 oL oL oL
55:/ dt/ d:)j(—d + —0p + ) ’) 3.5
A 9,07+ 5500 T 5,97 (3.5)
onde
. _ 0(dp)
="
,_ 0059)
o = Ox

Agora serao feitas integracoes por parte para chegarmos a equacgao de La-
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grange.

aL (S
/ dt/ dx—égo = /m1 /tl dt%—at
= / dx—&go / dx/ dt— (—) %
_ / dt/ il (a_£> (3.6)
Analongamente, temos:
to 2
/ dt/ dx—(Sgo = / / dt/ dx—( )5@
= / dt/ dx—( )&p (3.7)
Aplicando as Equagoes [3.6] e [3.7 na Equagao temos:

/ | 1\ 57 ~ 51| 5wemm) ~ o5 owerm) )7 =" 38)

Pela arbitrariedade de dp, temos:

2—8£ —1—2 —8£ —a—E*O (3.9)
ot | 0(0p/0t) 0z | 0(0p/0x) dp '
onde essa é a Fquacao de Lagrange para campos.
Para campos em trés dimensoes espaciais, temos:
4 dp
0S =0 | d*zL| p,—,Vo,x,t | =0 (3.10)
Q ot

onde d'z = dtdrdydz.
De forma andloga ao processo anterior e utilizando o Teorema da Divergéncia,

teremos:

8{((% oL ]_aﬁzo (3.11)

= V-
ot | 000, /at)] * {a(wn) Bon
onde n =1,..., N para um sistema de N campos.

Para analisarmos campos em quatro dimensoes (no Espago de Minkowski) é

necessario fazer a seguinte mudanga de notacgao:

2’ =ct (3.12)
oL oL
au[a(awn)} o =0, n=1,..,N (3.13)
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onde

9 (10 9 9 9\ [0
On T dam <08t’8x’8y’82> B (8x0’v>

Como exemplo, podemos tomar o caso particular do Campo de Klein-Gordon.

A sua lagrangiana é dada da seguinte forma:
1 1 55

onde m representa a massa da particula, em unidade naturais (h = ¢ = 1) que serdo
utilizadas neste capitulo e ¢ representa o campo em questao.

Usando agora a Fquacao de Lagrange, teremos:

oL 0 y ) 1 1
_ 0,60,6 | = =g"76" 0,6 + =g"" 0, b"
T~ T 30 = 5 5 0,
- %(g”papwgwayezs):am (3.15)
g_g _ m2 (3.16)

Aplicando as Equacoes e na Equacao |3.13] temos:
(O+m*)p =0 (3.17)

onde [J = 9,0" é o operador d’Alembertiano. Na teoria quantica de campos esta equacao
descreve mésons escalares, que sdo particulas de massa m sem spin [36].
Agora usaremos esse método para chegar a Fquacao de Einstein partindo da

Acdo de Finstein-Hilbert. Essa acao é dada da seguinte forma:

= / Ry/—gd'z (3.18)

onde R é o Escalar de Ricci (Escalar de curvatura).

Exigindo que a variacao na acao deve ser nula, temos:

8S=0 = 065=90 / Ry/—gd'z = / §(Ry/—g)d*z (3.19)

0 — / (GRV/=g + Rév/—=g)d's

= SR/ —g — ——> d'x (3.20)
[ (w30
Os termos 0 R\/—g e d\/—g sao desenvolvidos no Apéndice A (Equagao e
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Equagao [A.14). Sendo assim, aplicando essas equagoes na Equagao |[A.28| temos:

0 = / {\/ —gRuw 69" + (V=99" 0T \) 0 — (V=99" 6T}, ) A

R g"™dg,.,

__M] d*x (3.21)
2 -y

Os dois termos centrais irao se anular quando integrarmos, devido a variacoes

nos extremos. Dessa forma, teremos:

R
0= /\/—g (RW — ng,) SgMdie

1
= R, — §gWR =0, Vég" (3.22)

Onde 5<gﬂl/guy) — g/“/(;guy + guyég'm/ — 0 = 5.9;“/9/”/ — _guydg/ll/‘
As Equacoes |3.22[sao as Equacoes de Einstein derivadas do método variacional.

Sera usado esse método para obter equacoes de Einstein modificadas.



28

4 MODELO GRAVITACIONAL BUMBLEBEE

O modelo utilizado na presente dissertagao serd o famoso modelo Bumblebee,
proposto em [37] para tentar explicar a anomalia da ultrapassagem do limite GZK como
sendo devido a violagao da simetria de Lorentz.

Esse é um modelo que envolve um campo vetorial B, que viola espontane-
amente a simetria de Lorentz induzido por um potencial que serd melhor descrito adi-
ante [38].

Porém, antes de desenvolver mais esse modelo, discutiremos um pouco mais

sobre a simetria de Lorentz e da violacdo da simetria de Lorentz (VSL).
4.1 Simetria de Lorentz

Na introducao do presente trabalho foi comentado um pouco sobre simetrias
em geral. Nesse ponto é necessario entender um pouco melhor a simetria de Lorentz.
Essa é a simetria fundamental da Relatividade Especial proposta por Einstein

em 1905. Para formular a relatividade especial, Einstein propos o principio da relativi-

dade:
(i) As leis da fisica sao idénticas em quaisquer referéncias inerciais;
(ii) A velocidade da luz no vécuo é a mesma em qualquer referéncial inercial.

A simetria de Lorentz é um conjunto de transformacoes que provocam mu-
dancas no conceito de espago e tempo gerando uma nova ideia de um novo conceito:
espago-tempo. Desde que se mantenha um limite superior para a velocidade da luz [11].

Essas transformacoes também sao conhecidas como boosts de Lorentz. Pode-se

ver matematicamente que os eventos antes e depois desses boosts se conectam da seguinte

forma:
o = S (4.1)
c2
y =y (4.2)
Jo— (4.3)
¢ = t_c%”’; (4.4)

onde as transformagoes inversas também sao vélidas [39] e a assinatura utilizada aqui é
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do tipo (— + ++). Essas equagoes s@o solugoes da seguinte relagao:
Rt 4 = P 4y (4.5)

Que é uma equacao que mostra a universalidade da velocidade da luz. Para

dois observadores inerciais, a luz deve se propagar de forma esférica.
4.2 Violagao da simetria de Lorentz

Como ja mencionado, a VSL foi proposta para tentar explicar alguns fenomenos
como, por exemplo, a descoberta de raios césmicos com uma energia além do limite
GZK (~ 4 x 10"eV) [13,/14] ou até quando hé duas décadas, através de observagoes
astronomicas do espectro de estrelas [12], surgiram evidéncias de que a constante de es-
trutura fina estaria variando lentamente com o passar do tempo, pois como essa constante
depende da velocidade da luz, da constante de Planck normalizada e da carga do elétron
(a = Z—i), pode ser a luz a responsével.

No estudo da Mecanica Analitica sao separadas duas visoes distintas, porém

equivalentes entre si, para a transformacao de referéncias inerciais:

(i) Transformag¢ao Passiva: Transformacao onde o sistema de coordenadas gira en-

quanto o espago-tempo permanece inalterado;

(ii) Transformag¢ao Ativa: Transformacao onde o espago-tempo gira enquanto o sistema

de coordenadas permanece inalterado.

Porém o problema da violagao da simetria de Lorentz pode ocorrer pela pre-
senca de campos vetoriais e tensoriais de fundo resultantes de processos de transicao de
fase, que causam uma anisotropia no espago-tempo [11]. E essas transformagoes também

mudam um pouca suas defini¢oes e seus nomes:

(i) Transformagdo de observador: Transformagao onde o sistema de coordenadas gira

enquanto o espago-tempo permanece inalterado na presenca de um campo de fundo;

(ii) Transformagdao de particula: Transformagao onde o espago-tempo gira enquanto o

sistema de coordenadas permanece inalterado na presenca de um campo de fundo.

Estas definigoes sao melhor trabalhadas em [11]. E desse mesmo artigo pode-
mos concluir que a violagao espontanea da simetria de Lorentz ocorre na transformacao
de particula. E no presente trabalho, faremos uso do Campo de Bumblebee como campo

vetorial de fundo para que ocorra tal quebra de simetria.
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4.3 Bumblebee

O modelo Bumblebee extende o formalismo da relatividade geral, permitindo
assim a inclusao da quebra da simetria de Lorentz. Essa violacao é dirigida por um
potencial suave com um campo vetorial que exibe um valor esperado de vdcuo (VEV) nao
nulo, de modo que o campo de Bumblebee, B,,, adquiri uma orientacao quadrimensional
especifica [40].

Em [41] é ensinado a se construir uma ac¢ao funcional com esses termos carac-
teristicos da violacao de Lorentz, mas de uma forma basica é necessario que a acao deva
possuir algumas caracteristicas relevantes do modelo Bumblebee, como o acoplamento en-
tre o campo Bumblebee e a geometria, a inclusao do termo cinético e a existéncia de um
potencial geral [40].

A inclusdo simultanea dos termos cinético e (V,B*)? conduz ao aparecimento
de problemas que desaparecem com a escolha de apenas um desses termos, esses problemas
sao melhores discutidos em [40]. J& o acoplamento do tipo B*B"R,,, e B, B"R ¢ discutido
em [42].

O efeito dinamico do termo de acoplamento {B*BYR,, que serd usado, por
nos, na agao gravitacional, pode ser interpretado como um termo de atrito que segura a
evolucao do campo Bumblebee, com a energia dissipada agindo para neutralizar a atracao
gravitacional da matéria e conduzir a uma expansao acelerada do universo [40].

Visando o intuito dessa dissertagao, que € analisar o fator de escala da métrica
de FLRW no caso de anisotropia, é interessante comentar que também em [40] se faz uma
andlise para o caso em que nao ha acoplamento com a geometria (§ = 0) e obtém-se a

solucdo de de Sitter para a(t):
a(t) = agefot=to), (4.6)

Usaremos o modelo mais simples para construir a agao (341)-dimensional en-

volvendo os termos que violam Lorentz, que é dado da seguinte forma:
S = SEH + SVL (47)

onde Sgy é a Acao de Finstein-Hilbert que serda melhor descrita no capitulo seguinte e o
segundo termo ¢é a acao que viola Lorentz e o objeto do nosso trabalho.

O termo Sy da Equagao [4.7 representa o setor gravitacional para o MPE
minimo e contém os coeficientes para quebra de Lorentz acoplados com os tensores de

Riemann e Ricci e o escalar de curvatura, da mesma forma que em [43] (usaremos as
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unidades naturais, h = ¢ = ¢y = 1):

1 —
SVL = / % <UR + S'MVR;W + twjaﬁR,ul/a,B) —gd4l’ (48)

onde k = 871G e u, s* e t"**? s3o campos tensoriais com dimensdo de massa zero e
possuindo as mesmas simetrias das quantidades geométricas as quais estao associadas [43].

E considerado, nesse trabalho, t***% = 0. Os coeficientes u e s** possuem
10 graus de liberdade que podem ser descritos no modelo Bumblebee, cuja dinamica é

determinada pela seguinte acao de Bumblebee:
1
Sp = / { — ZB‘“’BW +o0B"B"R,, — V(B,B" £ V) |/ —gd'z (4.9)

onde B, =2V, B, e b* é o valor positivo de ajuste para o VEV para B,,.

Fazendo uma equivaléncia entre a acao da violacao de Lorentz com a acao, temos:

1
u = J¢B.B (4.10)

1
s = £B"B"— 1¢g" B"B, (4.11)
teh =0 (4.12)

E assim temos a acao que serd usada nesta dissertacao para a violagao de
Lorentz:
1 v | 2 4
Svr = / {ﬂ(fB“B R,,) — ZB“ B, —V(B"B, £b°)|/—gd'z (4.13)
Um ponto a ser comentado é que serda usado uma aproximagao do campo de
Bumblebee onde consideraremos apenas a sua componente temporal (apenas por con-
veniéncia). E essa componente temporal dependerd do tempo no presente trabalho, pois
como mostrado em [40] se essa componente for constante teremos o caso particular de
um universo sem matéria dominado apenas pelo campo de Bumblebee fazendo o papel da
energia escura. Entao teremos: B, = (Bo(t), ﬁ)
Uma consequéncia importante dessa escolha é que B, = 0, que ¢ um resultado
que sera mostrado no Apéndice C com mais detalhes e que implica em outro resultado

Interessante.
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5 RESULTADOS

5.1 Da agao gravitacional a equacgao de Einstein

Antes mesmo de desenvolver qualquer calculo, vamos entender um pouco sobre
a construcao da Lagrangiana Gravitacional. Devido o estudo mostrado no Capitulo 4,
hé agora, termos que violam a simetria de Lorentz e que podem ser acrescentados a

Lagrangiana da seguinte forma:

Egravitacional = 'CIL + »CVL (51)

onde Ly, quitacionar Serd simplificado somente para £, Ly, sao os termos da Lagrangiana
que sao invariantes de Lorentz e Ly sao os termos que violam Lorentz.

A parte da lagrangiana que ¢é invariante de Lorentz, pode ser escrita como
uma série de poténcias da Curvatura, Torcao e das Derivadas Covariantes e também pode

apresentar a Constante Cosmoldgica, proposta por Einstein:
L, =R—-2A (5.2)

Esse primeiro termo constitui a famosa Ac¢ao de Finstein-Hilbert no espago-
tempo de Riemann-Cartan. No presente trabalho nao faremos uso da constante cos-

molégica. Essa Lagrangiana acoplada com matéria gera a seguinte equacao de Einstein:

G = KT (5.3)

Para os termos que violam Lorentz, a Lagrangiana é construida de tal forma
que quando combinados com campos gravitacionais produzem uma quantidade que é tanto
invariante de Lorentz local quanto global. Normalmente se usa a Curvatura, a Torcao e

as Derivadas Covariantes para expressar esses termos:

Lvr = (€)™ Taw + (ER)™ R + ... (5.4)

Nesta dissertacao, nao usaremos o espaco-tempo de Riemann-Cartan, pois a
teoria que provém dessa geometria (teoria de Eintein-Cartan) considera torgoes. Serd
usado o espaco-tempo de Riemann ou o Limite de Riemann onde torcoes sao desconside-
radas.

Outro ponto importante a ser citado é que os campos da Equacao serao

exatamente os que foram comentados no Capitulo 4 e que serao melhor descritos adiante.
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Uma discussao bem mais aprofundada sobre a construcao da lagrangiana gravitacinal se
encontro em [41].
Para chegarmos a Equacao de Einstein na presenca de matéria relacionada ao

Campo de Bumblebee, vamos primeiramente partir da Acao de Einstein-Hilbert:

1
SEH = %/R vV —gd4£13 (55)

onde k = 871G e R é o Escalar de Ricci (ou Escalar de curvatura).
Como mencionado no Capitulo 4 introduziremos, na acgao, o termo cinético, o
potencial quadratico e um acoplamento com o Tensor de Ricci:

1 1
S= [ |gelt S5 ) — 1B B~ VBB, £ 0 Vadts (0

onde ¢ ¢ a constante de acoplamento, B,, é o Campo de Bumblebee, B, = 0,8, —0,B,, ¢
o tensor campo de forga, b* = (B, B")q # 0 é o valor esperado de vicuo (VEV) do Campo
de Bumblebee e V' é um potencial quadrético.

Agora, variando a Equagao (5.6 com respeito & métrica, obteremos:

0=068 (5.7)

1 1
0= /d4x5;W {\/—g {%(R +¢B"B'Ryw) = ;B" By — V(B"B, + b%} } (5.8)

B 4 L1 0y/—g 0
0= / d'ey/=g5g" {H AT (5.9)

onde £ = 5-(R+&B*BYR,,) + 1 B" B, — V(B"B, £ 1?).

Usando o calculo variacional desenvolvido no Apéndice A, teremos o seguinte

resultado:

1
=G = k [QV’BMB,, — BuaB®, — (v — ZBO“/BBW) gw]

1
+¢ {igw,BaB’BRag — B,B°R,, — B,B°R,,,
1
2
1
—§D(BMBV)} (5.10)

1 1
+5VaVu(BB,) + 5VaVi(BB,) = ngvavﬁ(BaBﬁ)
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onde VoV ,(B*B,) = (B*B,) 0 € U(BuB,) = ¢""(BuBy);pix-

Deixando de uma forma mais compacta, temos:
=Guw = Kl (5.11)

onde, temos:

1
T'u,y - |:2V/BMBV - BMOZBay - (V - ZLBaﬁBaﬁ) g/ﬂ’:|
§

1
+= bgWBaBﬁRaﬁ — B,B*Ro, — B,B°R,,
K

1 1 1
+§VQVH(B°‘BV) + §VQVV(B°“BP,) - §gWVaVﬂ(BaBﬂ)
1

—§D(BHBV)} (5.12)

Finalmente esse ¢ a Equagao de Einstein quando introduzido os termos que
violam Lorentz. Esse mesmo resultado aparece em [40] com uma analise mais detalhada
sobre a evolucao dinamica do universo.

Usaremos a Equagao para encontrarmos o tensor momentum-energia e

chegarmos na Equagao Linearizada de Einstein.
5.2 Linearizacao da equagao de Einstein

Sera usado o método perturbativo para encontrarmos uma anisotropia no espago-
tempo, que é um modelo bastante poderoso para se obter solugoes aproximadas. Esse
método consiste em introduzirmos uma pequena perturbacao em uma métrica, substituir
esse nova métrica na equacao de Einstein e entao lineariza-la para obtermos a perturbacao
em funcao de algum parametro ou familia de parametros, dependendo do problema em
questao.

No presente trabalho, trabalharemos com a métrica de FLRW (Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker). Essa é uma métrica que respeita as condi¢oes de homoge-
neidade (nao hé posicao privilegiada) e isotropia (nao ha dire¢ao privilegiada) do universo
em larga escala.

A condigao de isotropia da métrica nos garante que nao haverd termos fora da
diagonal principal, ou seja, todos os termos do tipo gg; serao nulos. Para que a coordenada
temporal esteja de acordo com o tempo préprio, € feito gog = —1. Assim, a priori a métrica

de Friedmann pode ser escrita da seguinte forma:

ds? = —dt* + gyda'da’ (5.13)
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Usando agora a mesma condi¢cao de isotropia que implica numa geometria
esférica, a condicao de homogeneidade que implica que todas as propriedades geométricas
nao dependem do raio mais alguns passos algébricos juntamente com a condicao de sin-
gularidade quando o raio for nulo teremos a métrica de Friedmann na sua forma geral:

dr?

2 2 2

+ 72(d6?* + sin® 0d¢?) (5.14)

onde a(t) é parametro conhecido como fator de escala. Os valores de k podem variar do
nimero -1, do nimero 0 e do nimero 1 (como citado no Capitulo 4).

Assim, podemos perceber que essa métrica descreve um universo espacialmente
homogéno e isotrépico em cada instante de tempo, como era de se esperar. E notével que
toda a forma da métrica é determinada apenas por consideragoes de simetrias, sem ne-
nhuma mencao a fonte de matéria da equagao de Einstein. No entanto, essas consideragoes
geométricas, nao nos permiti determinar o valor de k e a forma da fungao a(t). Eles sao
determinados usando as equagoes de Einstein uma vez que a distribuicao de matéria é
especificada [44].

Para k = 0 temos o espago flat (espago Euclidiano tridimensional), onde as
condicoes de homogeneidade e isotropia sao ébvias. Para k = 1, temos uma esfera tri-
dimensional de raio a(t) dentro de um espago abstrato Euclidiano quadrimensional flat.
E no caso de £ = —1, temos uma geometria hiperbédlica dentro de um espago abstrato
quadrimensional com a assinatura de Lorentz.

No caso dessa dissertagao, usaremos k = 0 (espago flat), pois medidas mos-
traram que o universo ¢ flat com uma margem de erro de 0,4% [45]. Usaremos também

coordenadas cartesianas, por conveniéncia:
ds* = —dt* + a(t)dz® + a(t)dy® + a(t)dz>. (5.15)
E a tornaremos anisotropica, da seguinte forma:
ds? = —dt* + a; (t)d2® + ax(t)dy® + as(t)d2?, (5.16)
onde buscaremos uma relagao do tipo:
a;(t) =a(t) + \v(t), AeR

onde as perturbagoes v;(t) sd@o provenientes dos termos que violam a simetria de Lorentz.
Para encontrarmos estas correcoes iremos utilizar o método proposto por York
[46] para considerar a influéncia dos campos de matéria na geometria, sendo o campo de

matéria especificado pelo campo vetorial B que quebra a simetria de Lorentz, o campo de
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Bumblebee. Este método busca resolver a equacao de Einstein semiclassica
Gul°g + M) = Tow[B,°g + M + (Tw), (5.17)

Assim, tomando uma métrica de fundo, °g,,, introduziremos a perturbacao

Y da seguinte forma:

G = "G + M (5.18)

onde g, ¢ a métrica perturbada e A ¢ um parametro que mede o tamanho da perturbagao.
Assumindo que a Equacao de Einstein seja valida para essa métrica de fundo,

temos:

€(g) =T(g) (5.19)

onde £(g) é a equagdo de Einstein, na sua forma geral, dependendo de uma métrica
desconhecida e T'(g) é o tensor momentum-energia representando a fonte de matéria,
também dependendo de uma métrica qualquer.

Agora, é desejavel que essa mesma equacao seja valida para uma familia de

solugoes que dependem de um parametro, ou multiparametros, tal que:

ElgN] = TlgW)] (5.20)

[¢]

onde g(\) depende diferencialmente de A e g(0) = °g.
Como descrito acima, iremos linearizar a Equagao (5.20|) diferenciando-a com

respeito a A e fazendo A = 0, de acordo com o método ensinado em [28].

d d
—Elg(A = —T|g(\ 5.21
REBO| = STl (5.21)
d€ dg dT dg
~ =Y =0 5.22
(dg X dg dA) o 22
onde essa Equagao (5.22)) é linear para
dg
y= (5.23)
dA =g
ZAN) =0 (5.24)

onde .Z é um operador linear.
Nota: A Equacao (5.24]) é a linearizacao da Equagao (5.19)) sobre °g.
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Deve-se notar dois pontos importantes nesse método:

(i) Geralmente é muito dificil estimar o quao pequeno deve ser A na troca de g(\)
pela métrica perturbada °g + Ay para que a solugao aproximada tenha a precisao

necessaria;

(ii) A existéncia de uma familia de um tnico parametro de solugdes g(A) implica a
existéncia de uma solugao da Equagao ((5.24)).

Vamos agora chegar a equacao de Einstein linearizada na presenca de matéria
(R,, # 0) com uma perturbacdo na métrica, v,,, em uma solucdo exata, °g,,. Para
realizarmos esse objetivo, precisamos calcular o tensor de Ricci, R, ()), para a métrica
perturbada g,,()\) em termos da métrica de fundo °g,, .

Para que nao haja confusao, é necessario que se identifique as derivadas co-
variantes de acordo com a métrica que se estd trabalhando, entao sera feita a seguinte

distingao:
Avu = Guv(N)
V.= °9u
Podemos associar esses dois operadores de derivada da seguinte forma:
%\ = %g"p(m"vugwu) +°V, 0 (A) = °V 0 (V)] (5.25)

O tensor de Riemann, °R ,, °()\), associado com g, () pode ser calculado em

pwp
termos de °R 7 (associado com a métrica de fundo °g,,) e C7,,()) pela substituicao de

AV ., na definigao do tensor de Riemann, por sua expressio em termos de °V,, e C%

Primeiramente, vamos lembrar da definicao do tensor de Riemann:
V.Vow, =V, Vyw, =R, "w, (5.26)
Sabemos que:

o o
Vow, = 0w, — I, w,

VNVVWP = aﬂ(anp - Faypwo') - F(suu(a(swp - Fadpwa) - ]_"5 <8pr - FUV(SWU)

up

o o é o
= R/,l,l/p Wy = (—26[MF vlp + 2T P[MF V](;)wg



Para o nosso caso, temos:
o _ o o o ) o
R — R vp - 28[#F Z/]p + QF P[NF I/}(S

wvp T

Assim, o tensor de Ricci sera:
o v 1 v
Ry =Ry, — Qa[ur vp T 2r p[ur v]é

onde °R,, # 0.
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(5.27)

(5.28)

A Equacao (5.28) expressa R,,,(\) numa forma conveniente pela determinagao
de sua derivada R,,()\) = (dR,,/d\)|,_,- Da defini¢io de Cf,(A), temos que quando

A = 0 ele desaparece, logo, teremos:
RMP — —2OV[MOVV]p

onde C*,, = (dC",,/d))], .

Partindo da Equagao (5.25)), temos:

s ]'0 o (0 o o
cr, =3 ( Vufyuo + sz%m - VU'VW)

g
onde v, = dgp/dA[\_y € °V,(°gyp) = 0.
= R, = —°V,.C",, +°V,C",

1
2

Rup _ _ovu |i_ogz/o'(ovu,ypo_ + Ovpfyua . Ovof)/z/p):|

o 10 Vo (O o o
+ vl/ |:_ g ( vu’chr + fo)/,ua - Vc,’y“p)}

2

: 1 1
By = =50V Vrpo = 5°0"°V,V 0

2 2

1o Voo o 1o Voo o

5 g v,u Vo%/p + 5 g Vu v,u’Ypo

1 Voo o 10 Voo o
+§Og VU Vp’Yua - 5 g VI/ VJ’YM,D

> 10 Voo (0] 10 Voo o O Voo (o)
= Ry = —5 V.°Vote — 5 Vi'Noup + 977V (e

2 2

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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Fazendo uma simplificacao, temos:
5 ]'0 o ]'0 vo oy7v0
R, = D) ViV py — B V7NV + V7V (Y (5.35)

onde Y= "}/M# == OgMV’Y,uy

Agora estabeleceremos a Equacao de Einstein nessa nova métrica e logo depois

usaremos esse resultado para chegarmos a equacao linearizada.

Gunl) = T, (9) (5.30)
Rusl9) — 50 R(9) = KT,u(0) (537)
Rulg) = 5Cam + 1) R(g) = KT, (9) (539)

Tomando a Equagao (5.38) e derivando-a com respeito a A e fazendo A = 0,

teremos:
. 1 . 1, - .
Rup(9) — §7upR( 9) — B 9upB(g) = KT,,(9) (5.39)
Aplicando agora a Equacao (5.35) na Equagao (5.39)), teremos:
1o o 1o vo oy 7vo 1 o ]'0 - r
_5 Vu Vp7 - 5 \Y VI/Y/Ap +°V V(p%t)l/ - §7HPR( g) - 5 gupR(g) = KT#P(Q) (5'40)
Primeiramente vamos resolver o ltimo termo do lado esquerdo da Equacgao
b.40¢

R(9) = 9¢*"Ras(g)
= (9“5 —)\7a6>Ra6<9)
= R(g) = —7""Rap(°9) +°9°" Rap(9) (5.41)

Aplicaremos agora a Equagao [5.35| na Equacao [5.41] e o resultado disso aplica-

remos na Equacao

10 o 10 o0 o oo 1 (o] 10 (6% (0]
-3 vu Vufy - 5 \Y va'yﬁw + \Y V(VfY,u)a - _'YuuR( g) +3 Y BRaﬁ( g)

2 2 2
10 o afo o 10 o afBox7oo
R 7oV, Vey+ 1 9’9 POVV oY
1 .
_§Og/ﬂzogaﬂovaov(ﬁ’7a)a - ﬁTuy(g) (542)

Agora precisamos fazer o processo da linearizacao em cada termo da Equacao
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Como esse cédlculo é muito extenso e os seus pormenores nao precisam ser mostrados
detalhadamente nesse texto, apresentamos esse desenvolvimento no Apéndice B.

Assim, temos nossas quatro equacoes linearizadas aplicando cada um dos ter-
mos calculados do tensor momento-energia na Equacao e depois substituindo os
termos da métrica de FLRW (Equagao .

A equacao temporal fica da seguinte forma:

1 3a? 1
0 = —1(1 + 267" Bg)°V°Voy + Toviovﬂ - 71[1 + EB5 (v 4 2)]°V7°V00
1 3a? 3a® . 5
+§[1 + B3 (7" + 4)]°V*° Voo — Tovaova’m — TOVJOVJ'%' — 15338080700

1 . a . 1. : a
—1533 <1630 + o= 18aa3) doYoo + §§aaB§(Bo — 4By)dpy" + 3§a338070°

a

3 . : a 2 KO R .
+§£CLB()(3(ZBO — CLBo)ﬁo’}/ﬁ - |:3 <a + ;) -+ 7(—33 :l: b2)2 + 55(3(2) -+ B()Bo)

a o, a. r 3a 2 4 2 2\ 2 a o,
—35530 — 6553030 Yoo + éaf(BO —+ 1) — 2I€O'BO — RJ(—BO +5b )BO + 65930
+6§§BOBO — &(B§ + BoBy) + 9¢a*aBy(3aBy — GBO)} 70+ [ﬁfad(Bg — 4By By)

1 . .9 23 .2 152 . 5 P2 . 152 - > i
—5(3aa +6a°) — ?fa B+ 27¢aa” By — 2¢aa(B§ + BoBy — 3BoBy) |y (5.43)

Para as equacoes espaciais, desenvolveremos o caso especifico da direcao x para
a notacao nao ficar tao carregada, mas é analogo para os casos y e z. Sendo assim, as

equagoes ficam da seguinte forma:

10 o a’2 00 »2\o o 361,20 o 10 Oo

0 = —"Vu'Vay = (1 + 6 B Vo Voy + = =°V,°Vy = SV Vi,
3a40 oo 120 oo 1 2_ 00 R2/90v700 o\7JiO\7J
2OV s — 202V 00 + 3€0%1 0 B2V Vion — VIV ye0)

1 . . .
+Z§(B§ — a*)0000 00 + £a* 000 + 5(23030 — ByBja® + 3aaBg) 000

y 3 3 ..
+3aa’Bodyy" — 12aaB29y7™ + 2%338()7“ + {52[533 —2(1+ BY)] + %(—Bg + p?)?

. 2 .

a . . a
—3—(1+2B3) + &(B§ + ByBy) — 12

a

CL2

: 3
—3ad By — 24a*(Bg + BoBy) — S ad + 4a*B; — ko(—Bj £ bQ)Bgcﬂ] A%

1 1
+ §a2(ad +2a%) + 3a*a B3 + 214*a* B} + 12aa3BOBO] v (5.44)

Com esse conjunto de quatro equagoes (trés espaciais e uma temporal) dife-
renciais lineares acopladas com as perturbacoes como variaveis, podemos prever que as

solucoes dessas equacoes relacionarao essas perturbagoes com a violagao da simetria de



Lorentz, através do modelo gravitacional de Bumblebee.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Fizemos uma revisao histéria sobre o denserrolar do estudo do Big Bang e
consequentemente da radiacao cosmica de fundo. Apresentamos o conceito da CMB
como sendo um resquicio da origem de um universo mais quente e denso, apresentando
sua natureza e a sua formacgao. Também é apresentada a anisotropia do espectro CMB,
descoberta experimentalmente pelos telescopios COBE e WMAP.

E dada uma explanagao sobre a simetria de Lorentz, como sendo a simetria
fundamental da relatividade restrita e logo apds é explicada a sua violagao, como sendo
uma mudanca na velocidade da luz. Assim, apresentamos também a definicao do modelo
de Bumblebee, como sendo um modelo gravitacional que incorpora termos da VSL.

Desenvolvemos a equacao de Einstein através do método variacional, incluindo
os termos de Bumblebee: cinético, de acoplamento com a geometria (com o tensor de Ricci)
e o potencial quadratico. Usamos o método perturbativo para encontrar quatro equagoes
diferenciais lineares acopladas que sugerem que a existencia de perturbagoes anisotréopicas
no espectro CMB pode ser dada violagao da simetria de Lorentz, representada nesse
trabalho pelo modelo gravitacional de Bumblebee.

E pensado, como perspectiva, resolver esse conjunto de equagcoes afim de se
obter uma relacao matemaética entre a anisotropia da radiagao césmica de fundo com a
violagao da simetria de Lorentz através do modelo gravitacional de Bumblebee. Logo apos
a interpretacao desse resultado, esperamos modelar o comportamento anomalo do espec-
tro da CMB através das anisotropia encontradas, possibilitando encontrar assinaturas

observacionais da VSL.
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APENDICE A - DESENVOLVIMENTO DA EQUACAO DE EINSTEIN

Devido o fato de o calculo da derivacao da equacao de Einstein para esse
problema especifico ser muito grande e com muitos detalhes, esse apéndice foi criado para
mostrar os pormenos desse desenvolvimento.

Partindo da Equagao (5.9)) faremos o calculo de algumas identidades:

dg = ddetg,
= tr(¢"0g,w) det g
= 99"09,u (A1)

E lembrando que

4=tr(¢"gw)=9"9w = 0(9"guw)=0

= ¢"00, = —9uwdg"” (A.2)
G — —ggmig™ = 2L (A.3)
g 99,09 59“” 99w .

Assim, temos:

1 6y/=g 1 1(=1) dg  guw (A)

V=g 0gm N=g2v=gog 2
Este tultimo resultado nos mostra a variacao do primeiro termo da Equagao

(5.9). Para calcular agora a variagdo do segundo termo da mesma equagao, precisamos

calcular mais alguma identidades:

Rpa;u/ = Fpua,u - Fpua,l/ + Fp,u)\FAVJ - pr)\F)\ua (AS)
— A A
or’,, = or’,  —ov’,  + FPM)\(SF Vo T 51—")#)\1—‘ o
—I7,,01%,, —or*,\ I (A.6)

Mas sabemos que:

— A A A
L% gy = 017,y , + 01, T7,  — 617, T, — 617 T,
01y = 017, + 00 T7,, — 017, [T, — 617, T,

2 pov
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= 010,y — 0T = 0T, — 617, + 017, I,

vo,u po,v

+ F’\WcSF”M — 5I‘py/\1“’\w — F”w\éf“w

= oR’,, =0, —o", ., (A.7)
E assim, a variacao do tensor de Ricci, sera:
ORy, =0R’,,, =0oI",  —0oI", (A.8)
Agora podemos calcular a variacao do Escalar de Ricci:

SR =6(g" Ry) = g™ 0 Ry + Ryu0g"
SR = R d¢" + g™ (017, — 617, ) (A.9)

up;v

Precisamos usar um relacao nesse momento:

\% _gglw(SR;w =V _ggwj[(él—‘p/w)%ﬁ - (5Fp,up);V]
= V—=9(¢"01",) . — V=39(g""I",,) .0
= (V=99"01",) ., — (V—99""0I",,) 0 (A.10)

Para provar esta tltima passagem para a Equagao (A.10]), precisamos desen-

volver o seguinte calculo:

1
Fp,up = §gpagap,u (A]_]_)

Porém, por outro lado, usando o resultado da Equacao (A.1]), teremos:

9 = (9" Gap,u)9
= (V=9vV=9) 1 = (9" Gapu)V—9vV—9
= 2(v/=9) . = (9" Gapu) V=3
= %gmgamu =(Inv/=9) .
=T = (Iny=g), (A.12)
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Agora usaremos a Equagao (A.12) para finalizarmos esse resultado

Ve, = VI, +17,V"
= V& 4+ (Iny/—g), V"
1
= VIVt (Vo9),V]
1

= \/—__g(\/—_gV”),u

= V=gVh = (V=Y (A-13)

Mostrando exatamente a passagem para a Equacdo (A.10). Assim, os dois
ultimos termos da Equacao (A.9) se anulardao quando integrados (devido o Teorema de
Gauss), ficando apenas o seguinte termo:

OR

V—=90R = /=gRuu09"" = dgHv

=R, (A.14)

Podemos aplicar esse tltimo resultado na variagao do segundo termo da Equagao

)
ogH

1 1
= ﬁ |:(5R + éé(g/mg’»‘BHB)\ij) + Zé(g““g”)‘BmBW)
~V'(B*B, + b2)5(gaﬂBaBﬁ)]
1
= 3 {ng“” +£69" 9" B, BAR,u + €09 g BB, Ry,
1
+£69#RQVABRB)\5R;W + Z(éguygﬁ)\BuAB;m
+5g“”g“ABMBW) —V'(B*B, + b2)BuBy6g“”} (A.15)

Aplicando agora a Equacao (A.4]) e a Equacao (A.15) na Equagao (5.9)), tere-

mos:
1 1 A no 1 Ao « 2
0 = —ig/“, ﬁ(R—i_fB B R)\U)—i_ZB B)\U—V(B Ba:tb )
1 K A A 05R>\0'
+§ (RW +¢B,B"R,, + (B B,Ry, + (BB 597)
Jr%BlﬁByA - V'(B*“B, +bv*)B,B, (A.16)

Multiplicando a Equacao acima por (—2k), temos:



0 =

—¢B,B*R, — £B,B“R,, gBaBﬂ‘;R — kBB,
g

1
+2kB,B,V'(B* By £ b%) + Z;{BaﬂBaﬁ

1
=G = kK [QV’BMBV — BuaB°, — (V — ZB@%@) g,w}
+5[ 9w B*B°R.5 — B,B*Ry, — B,B*R,,

_BaBB 6R045
ogHv

onde G, = Ry — %gw,R e B#)‘Bl,,\ = Bu,\By’\ = g)‘“BM,\Bm = —g)‘“Bu,\BW

Vamos desenvolver agora, o seguinte termo:

B*B%0R.s = B“B°(6I",,, —oI% )

ap;B

= B“BﬁéFpaﬁ;p — B*BI" 4
Fazendo o seguinte procedimento (de forma geral), temos:
/ BYBP6T°, ./ —gd’z = / (B*B%6T°, )/ —gd’x
—/(BaBﬁ) 017,/ —gd’x
— —/(BQBB) 20T o/ —gd’x

Pois o primeiro termo vai se anular devido o Teorema de Gauss.

= B*B’0R,3 = 0" 4(B*“B"),, — 0T, (B*B’).4

1 1
— (RW — §gu,,R) + §gu,,BaBﬁRaﬁ — K9,V (B*B, £ %)

49

(A.17)

(A.18)

= —BnB.

(A.19)

(A.20)

(A.21)
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Agora, vamos calcular o oI

1 a
F)\/w = 59/\ (gua,l/ + Jov,u — g,uu,a)

1
=TI opr  — gaAFAuy = §<gua7y + Jov,p — g,w/,a)

= 0o = 6(0"Toum)
= Fawég)“’+g’\051—‘(wy

o « 1 o
= 5F>\uu = 59)\ gUaF % + 59)\ (5g,u0,1/ + Guoy — g,uy,a)

o o 1 o
= _gA 5gan iy + §9A <5gua,u + Guou — guu,a)

1 ag
= ig/\ (6g;w,y + 6901/,# - 59#1/,0 - 2690)\F/\w,> <A22)
Lembrando que:

69!“’?” = 59#071’ - 5gﬂ>\r)\ol/ - 5g)ﬂr)\,u1/

591/0';;1 = 591/0,# - 59u>\r)\w - 59AUF>\W

6guu;a = 59,111/70 - 5gu>\r)\y0 - 5g>\VFAMU

= 59;10’;1/ + 5gya;u - 5guy;a = 59#0’,1/ + 5gau,u - 5guy,a - 25.90')\F)\uy <A23)

Aplicando esse tltimo resultado na Equagao (A.22)), temos:

1
= 01’5 = 59" (09ar + 09sxa = 09as) (A.24)
1
= 0105 = 51(=9290009" )5 + (= 95090 09" )ia = (= Gaugp09™ )A] (A.25)
onde
5= g"g.,

= 6(o",) = 5(gwgw)
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= 0= g'yu(sg/r/ + g.lW(Sg’w

= gwog"’ = —g"70g,,

= g)\uglw(sgwu = _g)\ugwuéglw
= (WA(SQ'W = _g)\,ug'yu(sglw
= 5g,u1/ = _gu’ygu)\ég’y}\
1 v v v
= 00y = =5(9, 909" 5+ 0",95u09" 0 = Gongpv9” 09" ) (A.26)

Aplicando essa tltima equagao no cdlculo de B*B?§R,5 [Equagao (A.21))], temos:

BaBIB(SRaﬁ = 5Fpa6<BaB/8)§P_5Fpap(BaBﬂ>;ﬁ

1 y 5
= _§(BaBﬁ)§p(5pugOéV5.gM ;;8 + 5pl/gﬁ,u(sg’u Qo

14 ]' [e% 4
—Gongavg” 09" ) + 5 (B*B")5(9, 909",

+0°,9p109" o — gwgp,,gp)‘ég“")\)

6% 1 (6% v (6% 4
B BB&ROﬁ = 5[_(B BB);ugauég# ;B_(B Bﬂ);vgﬁﬂ(sg“ o
+(BQBB);pgaugﬁV59pﬁ w (B*B”).591 09" ”
+(B*B”)5909" o — (B*B”),490109" ] (A.27)

Aplicando essa iltima equagao na agao [Equagao (5.9)], integrando-a por par-
tes e usando o Teorema de Gauss, teremos:
1
BaBﬁéRaﬂ - §5gw[9au(BaBﬁ);u;5 + QBM(BQBQ);V;Q

_gaugﬁvgm(BaBﬁ);p;n - gau(BaBﬁ);ﬁ;u
_gNV(BaBB)§5§a + gall(BaBﬁ));,B;V]

1
BQBB(SRCVB = 559#1/[(31/36);#;6 + (BO“B“);Z,;Q - ng(B;LBV);p;H
_(BVBB);,B;;L - (BQBB);B;agW + (BuBB>;6;V]

5 1
_ popolfles _ 5[VaVu(B*B,) + VoV, (B"B,)

dogH
Y Vs(BB)g — O(B,By) (A.28)
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Finalmente aplicando esse ultimo resultado, Equagao (A.28)), na Equacao (A.18]),

teremos:

= G

1
K |:2V,BuBy - BuaBay - (V - ZBQBBQ5> gl“’:|

1
+£ {angaBﬂRag — B,B“R,, — B,B“R,,,

1 1 1
+§VQVM(BC“B,,) + EVQVZ,(BO‘B#) — 5ngavﬁ(BaBﬁ)
—%D(BNB,,)} (A.29)

onde VoV, (B*B,) = (B*B,)sa € O(BuB,) = ¢°*(BuB,) -
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APENDICE B - LINEARIZACAO DO TENSOR MOMENTO-ENERGIA
DA EQUACAO DE EINSTEIN

Aqui sdo apresentados os desensolvimentos detalhados do processo de linea-

rizagao dos termos do tensor momento-energia da Equagao [5.11]

1° termo:

2kV'B,B, = 2kV'(B*B,+0b*)B,B,
= 2tV (9"’ B.B, +b*)B,B,
= 2:V'[(°9™" — \y*?)B,B, £ b%|B,B,
Como ja mencionado no Capitulo 4, o potencial utilizado sera do tipo quadratico:
Vi(z) = %03:2 = V'(z) =ox

Entao, temos:
2kV'B,B, = 2ro[(°¢®® — \y**)B,B, + V] B,B,

E finalmente, linearizando e realizando o somatério (com a métrica e a per-

turbacao diagonais), teremos:
= —2k0v*’B,BsB,B, = —2k07v" By By B, B, (B.1)

%
onde consideramos B, = (Bo(t), 0 ), como ja foi explicado.

2° termo:

~kBuaB®, = —kg*’B,.Bs,
= _ﬁ(ogaﬂ_)‘/yaﬁ)BuaBﬁu

Linearizando e realizando o somatorio, temos:

/fVO‘BBWBﬁV = 4/—@70‘58[MBQ]8[5B,,]
= 4kv*°0,,By 010 By
= 0 (B.2)
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O que nos leva a concluir que todo termo do tipo B,,, ira zerar.

3° termo:

(B“Ba) gy
= KV (9" BaBs)gju
= —wV[(°9™ = M) BaBs £ 6’ (°g + M)
= ——[(°¢"" = M\*")BoBs + 01 (° g + N

—kVguw = —kV

Linearizando e realizando o somatorio, temos:

KO
= ﬁa(ogo‘ﬁBaBﬁ + bQ)WP‘SBpB(gogW — 7(0 o‘BB(%Bﬁ + 62)27W

= k0 (°g™ By By £ b2)7* By By® gy — %(0 0By By £ b2)24, (B.3)

4° termo:

Esse termo se anulara no final do processo devido ao termo B,s presente nele.

5° termo:
*BB°R — {4 BB,R
5 o = 5997 Bs B, a3(9) G

5 o Oé (67 0' (o2 (e}
= 50 S — M) (°g"7 — AP BsB, Rap(9) (C g + M)

Linearizando e realizando o somatorio, temos:

6 00 g (0] (0] 5 g0 & o (0]
= =37 °°9°° Bs By R (°9)° G — 275 9% Bs By Rap(°9)° guv
5 ado  Bo - o Eo ado f[o o
+37 °°95% Bs By Rap(9)° g + 59 20657 Bs By Rag(°9) Vv
= —EVOOOQOOBOBOROO(OQ)OQ;W - g’YOOOgOOBOBoRoo(Og)OgW
3

g o - o o o o
+§,Yoo 9 BoBoRoo(9)°g,u + 5 3°°°9” By BoRoo(°9) Y
(0] o 0] 5 o
= —&7"°g" ByByRoo(°9) Guw + 5 57 76" By BOROO< )Gy

+g°gooogooBoBoRoo(og)%u (B.4)

6° termo:

—€¢B,B*Ry, = —£9°°B,B,Ra,
= _g(ogaﬁ - )\VQB)BuBaRaV(m
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Linearizando e realizando o somatorio, temos:

= fVaﬁBﬂBaRau(og) - fogaﬁBuBaRaV(g>
= €'YOOBMB0ROV(09) - gogooBuBOROV(g) (B'5)

7° termo:

Analogo ao 6° termo
= fVOOBI/BOROu(Og) - gogOOBvBOROu(w (B.6)

8° termo:

>V,V,(B*B,) = gvavy(gaﬁBﬂBy)

_ g Va[0u(6BsB.) + T2, (57 BaB.) ~ 17, (5 BB,
. %{8a3u(9aﬂBﬁBu) + 04[5 (o7 BsBy )| = 0a |1, (9 BB ) |

~05(9°* BBy ) Ui = 0 (97 BsBs )T + 0, (6 Bs B ) T |
Linearizando e realizando o somatorio, temos:

> s{aa () ot (o Bem) —r, (v7B.8.)|
~0a |17, (°°* BsB, ) = °T7,,, (7" BB, ) | + 05 (v°° By B, )T,
_86 <ogaﬁBﬁByf5lM) + 8,u( aﬁBﬁBg) -0 (o a'BBﬁBé) Fé

~0, (755 Bj By> T%, + Oy (°g‘” BBBV) f"isa}

- g{ - 80@( 0B,B ) + 9, [ i (OQOOBOBV) —ore <70°BOBV)}
_80 [FOMV <OQOOBOBO> . OFO;W <'}/OOBOBO)] + 86 <PYOOBOBV> OF(SMO

_86 <ogOUBOBVI'\5MO) + au <’}/OOB()B§)OF6 -9 (0 OOB B(;) F

9, (VOOBOB,,> T 49, (OgOOBoB,,) F%a} (B.7)
onde
o 1 ad
r po 59 (aagdu + augéo - a§9ua>
1
_ 5 (oga5 . )\fyaé) |:ao_ <Og(5u + )\,}/(M) + au (09&7 + )\,yéa')

o )
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56

. 1
= Faya = _57046 (acrog&u + auogéa - aéog;m>
1
+§Oga6 (aU’Y(Su + au’)/éa - 85'7m7> (Bg)
termo:

Anélogo ao 8° termo

§{ — 00, <70°BOBM) + 0 [Fayo <°gOOBOBu) _opa <700303u>}

= 2
~ 3 [Fow <°gOOBoBo> _ OFOW <")/OOB()B())] + 05 (’yOOBoBM> ord
— 0 <OQOOBOBﬂF5VO) 4o, (7003035) T — 0, (OgOOBoBg> ",
=0, (1% BoB, ) T + 0y (9" Bo B, ) %, } (B.9)
10° termo:
—gvavﬁ (BB )gu = —gvavﬁ (979" B2 Bs ) g
= —gva [8,6’ <9“"95‘5BJB(;> +1%, (g””gB5BaBé>
+17%, (gwgpéBaBa)] v
= —g{aaaﬁ (!JaggﬁgBoBa) + 0, [Fagp (gpggﬁaBaEs)]
00 |0, (9779 Bo s ) | + T4 |05 (9% 9™ B, By )|
+1% [F%p (gpogﬁ‘sBaB(gﬂ + 1% [Fﬁﬁp (g‘ﬁ"gpéBng)} }gw
Linearizando e realizando o somatorio, temos:
- -é{—@%@WwW&BQ—@@CW%M&BQ+%ﬁ%waw%%&ﬂ

—0a ["F%ﬂ“‘)g”BaBa] — Oa [Ol““gﬂ”“og“BaBa} + 00 [Tﬁgp ("g““gp‘sBaBaﬂ

00 [T, By By| = 00 [T, 7776 B, By 4+ 1%, |05 (°9°7°9™ B, B3 )|

_ol-\aa¢
+OFO&a¢
1|

_oraa¢

I, ("g’“’ogﬁ ‘SBaBa)

O]‘—‘ﬁﬁp <og¢aogp§BaB6>]

Orﬁﬂp <7péog¢aBoBé>

8,8 <,Y¢oog55BoBé>j| o oraa¢ [aﬁ <7660g¢gBoBé)i| + ]:‘\aad) |:Or¢ﬁp (ngaogﬂéBUB(S)}

i Oraqﬁa |:Or¢ﬂp ('YPUOQ’B(SBUBJ)} i OF&Q&a |:OF¢6p (,YﬁziogpaBaBé)}
+ oraa¢ |:1:‘¢18p <ogpaogﬁ(5BUB§>:| _ oraa¢ [orﬁﬁp <7¢JogpéBaB5>}

}Oguu . g{aaaﬁ <ogaaog,3(SBo_Ba) + aa |:0Faﬁp <Og,00'ogﬁ5Bo_B§>:|

+aa |:01'\,36p <ogao'0gpéBo_B§>:| 4 oraa¢ |:85 <0g¢aogBJBoB(S>:| 4 oraa(b |:Or¢ﬁp (ogpaogﬂéBoB5>:|

+0Faa¢ [Orﬁﬁﬂ <Og¢oogpéBaB5>i| }7#1/
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= —g{ — 20000 (’YOOOQOOBOBO> + 0a [Faoo (OQOOOQOOBOBOH — 204 [OFQOOVOOOQOOBOBO}
48y [Fﬁﬁo (OQOOOQOOBOB(])] — 20, [orﬁﬁovooogooBoBo} e [ao (OQOOOQOOB(]B())]

_oore [ 3o (7000 7B, Bo)} I Faad) [OF¢00 <0 g0 g0 B, B(])] +ore, [P¢00 (0 g0 B, B())]
—2°re [orqﬁoo (70009003030” i 2Faa0 [Orﬁﬁo (ogooogooBoBoﬂ

—oope [OFBBO (VOOOQOOBOBO>:| }Oguv _ g{aoao <ogooogooBOBo) +o, [OFaOO (OgooogOOBOBO)}

+80 |:0F/360 <0900090[)BOBO>:| + oraao |:80 (ogOOOgOOBOBO>:| + oraa(b |:OF¢00 (OQOOOQOOBOBO)}

+0Faa0 [Orﬁﬁo <OgooogOOBOBO>] }f)/w/ (BlO)
11° termo:
f _ 6 « _ 5 aﬂ
—50(B,B,) = —5VaV*(B.B,) = —59""VaVs(B,B,)
€ &
= 39 Val0s(BuB,) — B,B,I” 5 — B.B,I”, ]

5 (6% ag
= 39 #10a05(BuBy) — 0a(B,B,I” 15) — 0aBuByIY 5 — 05(BuB,)[,
—5’5(BUBV)F”W — 03(B,B,)I'’,, + BPBGFPMBF"W + B,BBVFPJBFGMQ
+BPBVFP;¢JFU,804 + BUBPFPV,BFUua + BMBPFPU,BFUVQ + BNBPFPVUFU a]

Linearizando e realizando o somatorio, temos:

= —gyaﬁ 0205(B,.B,) — 0a(B,B,°T” 3) — 0aB,B,T", 5 — 05(B.B,)°T %, — 05(BsB,)°T",,
—03(B.B,)T %, + B,B,°T” T, + B,B,°T” T, + B,B,°T*, °T% + B,B,’T", T,
+BuBPOFpJBOFUua + BquOFpuaoraﬁa] + gogaﬁ[_aa(Bvafpuﬂ) - aaBquFpuﬂ
—0,(B.B,)1 — 05(Bo BT, — 05(B.By)1,, + B,B,1", ,°T%,, + B,B,T" ;1.
+B,B,I" ,°T°, + B,B,°T” ,1°,, + B,B,I", T, + B,B,’T" 1'%, + B,B,I” ,°T",,
+B,B,°T”, 1, + BB, T, + B,B,°T" I, + B,B,I",,°T%, + B,B,T", ]



o8

—gyaﬂ [003(B,B,) — 0a(ByB,°T® 5) — 0o B.B°T°, 5 — 0,(B,B,)°T %, — 95(ByB,)°T",,
—03(BuBo)°T°, o + BoBo°T? 5T, + BoB,°T%, ;°T7 ., + By B,°T°,,°T%,, + BoByT?, 5",
+B, By’ ;°T°, + B,By°T°,,°T%,] + gogaﬂ[—aa(BoByfow) — 0aB,Bol", 4

— 05 (BuB)50 — 95(BoB,)I,,, — 05(B,Bo)I°,, + BoBol® 5T, + By ByT" 417,

+By B, T, + BoB, T 51, + BoB,1°, ,°T%, + BoB,°T",, 1'%, + ByBol®,5°T°,
+ByBy°T, ;1°, + BuBol®,5°T 7, + B.ByT", 517, + B,BoI®,,°T%,

+B, BT, 175,] (B.11)
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Faremos agora uma variagao da Equacao [5.6] com respeito ao campo de Bum-

blebee:

R R

§

1
= /\/—gd‘lx{EByéBHRW —2V'g"*B,dB, — Zg”ag”ﬁé[(ﬁaBg — 03B4)

«(0,8, - 0,51}
E necessdrio lembrar da seguinte identidade:

B, = 0,B,—0,B,
= OB, — B\I*,, — 9,B, + B\I",,
= Buy— Buy

Agora aplicaremos esse resultado no seguinte termo:

1 oV 1 oV
_19# g ﬂé(BaBBW) = _59# g ﬂBaﬂéBﬁw

— —%Buy5(By,u - BM,V)
1
= —5B"((0B,)y — (Bu)y]

1
= ;(6B,B", —§B,B",)
— —0B,B"™,

Aplicando a Equagao na Equacao teremos:

§S = / V—gd'zéB, [%BVBW — 2B*V'(B*B, £ V) + B,

= V,B" =2B"V'(B*By £ %) — EBHB‘“’
K

As Equagoes sdo as equagoes de movimento geradas pela

respeito ao campo de Bumblebee, da acao [5.6|

(C.1)

(C.5)

variagao, com
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Para a situagao em questao, onde consideramos que B, = <Bo(t), ﬁ), temos:
3 a

V ——=-|B=0 C.6

( 2K a> (C6)

Para um campo de Bumblebee nao nulo, a Equacao estabelece uma relacao

entre a dinamica do potencial e o fator de escala.
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