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RESUMO

Esta dissertacao teve como objetivo encontrar uma férmula integral que calcula o linking
number entre duas subvariedades de uma hipersuperficie visivel do espaco hiperbdlico,
que sera definida no texto. A motivagao para isso foi o artigo “HIGHER-DIMENSIONAL
LINKING INTEGRALS”, cujos autores sao Clayton Shonkwiler e David Shea Vela-Vick.
Em tal artigo Shonkwiler e Vela-Vick derivam uma férmula integral para duas subvarie-
dades de uma hipersuperficie visivel do espaco euclidiano. Tentando adaptar a ideia deles,
fomos atras de uma férmula integral para o caso hiperbdlico, seguindo o mesmo roteiro,
porém utilizando a estrutura geométrica do espaco hiperbdlico. Além disso, vale ressaltar
que o artigo de Shonkwiler e Vela-Vick é bastante suscinto, deixando varios argumentos
e passagens inexplicados, o que também nos levou a ir atras de explicar com maiores
detalhes toda a argumentagao deles e assim, um conceito “novo”’e bastante importante
teve que ser apresentado, tal conceito denominamos “variedade conica”, que nao é uma
variedade deferenciavel de fato e por isso tivemos de desenvolver um pouco a teoria do
grau para tais conjuntos. Por fim, nos demos a trabalho de expressar a “aplicacao de
Gauss hiperbdlica”, com a finalidade de que ela desempenhasse o mesmo papel que a

aplicacao de Gauss euclidiana desempenhou no artigo de Shonkwiler e Vela-Vick.

Palavras-chave: Linking number. Aplicacao de Gauss. Grau.



ABSTRACT

This research aimed to find a comprehensive formula that calculates the linking number
between two submanifolds of a visible hypersurface of hyperbolic space, which will be
defined in the text. The motivation for this was the article “ HIGHER-DIMENSIONAL
LINKING INTEGRALS ”whose authors are Clayton Shonkwiler and David Shea Candle-
Vick. Which article Shonkwiler and Vela-Vick derive an integral formula for two subma-
nifolds of a visible hypersurfaces of Euclidean space. Trying to adapt the idea of them,
we were behind a full formula for the hyperbolic case, following the same script, but using
the geometric structure of the hyperbolic space. Moreover, it is noteworthy that the
Shonkwiler article and Vela-Vick is quite succinct, leaving several arguments and unex-
plained passages, which also led us to go back to explain in more detail all the arguments
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of them and thus a “ concept new ”"and very important had to be made, such a concept

we call® ‘conical variety,” which is not a deferenciavel variety of apparel and so we had to

“ application

develop a little degree theory for such sets. Finally, we gave work to express
of hyperbolic Gauss ”, in order that it desempenhasse the same role that the application

of Fuclidean Gauss played in article Shonkwiler and Vela-Vick.

Keywords: Linking number. Gauss map. Degree.



LISTA DE FIGURAS

[Figura 1 — Nenhuma volta.| . . . . . . . . . .. .. ... ... 12
[Figura2 —Uma volta.. . . . . . . . . . .. . 12
[Figura 3 — Duas voltas.| . . . . . . . . . ... 12
[Figura 4 — Circunferencia.| . . . . . . . . . . . . . . .. 13
[Figura b —Circulo.| . . . . . . . . 13
[Figura 6 — Exterior da circunferencia.| . . . . . . .. .. ..o 13
[Figura 7 — Superticie de Seifert em azul| . . . . . . .. ... oo 14
[Figura 8 — Variedade de Seifert de uma subvariedade de S*'.|. . . . . .. .. ... .. 14
[Figura9— LE(K, L) =0 . . . . . . . 16
[Figura 10 LE(K, L) =1 . . . . . . o o 16
[Figura 11 LE(K, L) =2 . . . . . . o o 16
Figura 12 LE(K, L) = =1 . . . . . .. . 16
[Figura 13 LE(K, L) = =2 . . . . . . 16
[Figura 14 LE(K, L) =0 . . . . . . . 16
[Figura 15 -Motivacao para construcaode N.| . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 18
[Figura 16 Esfera S%| . . . . . . . . . 20
[Figura 17 Cilindro.| . . . . . . . . . . 20
[Figura I8 “Toro.| . . . . . . . . . . . 21
[Figura 19 C'Ki obtida de C'yKg.| . . . . . . . . . . .. . .. . 22
[Figura 20 Lks2 (K, L) . .« o o 0 0 o 24
[Figura 21 Lkps (K, L)| . . . . o o o o 24
[Figura 22 Representacao de F" em R°.|. . . . . . . . . . .. ... ... ... .... 28
[Figura 23 Representacao de H" em R>|. . . . . . . . . . . ... ... ... ..... 28
[Figura 24 Intersecao da reta orientada pg com a esfera S*(R).[ . . . . . .. ... .. 29
[Figura 25 dmagem de T'(R) por Ag. . . . . . . . . ..o 30

[Figura 26 Representacao de I'r(p,q) e I'ri(p,q) em S, com R< R'[. . . . ... .. 30




@@ M # o »

Délar
Porcentagem
Libra

Ilene

Euro

Secao

Copyright

Marca Registrada

LISTA DE SIMBOLOS



SUMARIO

il INTRODUCGAOQ| . . . v vv vt e et e et e e e e 12
2 = PRELIMINARES 13

13
(2.2 Linking Number|{ . . . . ... ... .. . .o o 0000 15
2.3 O linking number e o grau da aplicacao de Gauss| . . . . .. .. 17
B TAINTEGRAL LINKING PARA O ESPACO EUCLIDIANOQ| . 20
(3.1 Hipersuperficies Visivelis| . . . . . .. ... ... ... ... ... 20
3.2  Variedades Conicas| . . .. ... ... 21
(3.3 A Integral Linking para o espaco euclidiano| .. ... ... ... 24
4 EXTENSAO PARA O CASO HIPERBOLICO!. . ........ 27
4.1 Breve introducao a geometria do espaco hiperbdlico|, . . .. .. 27
(4.2 A aplicacao de Gauss hiperbolical . . . . .. ... ... ... ... 28
4.3 Extensao do teorema de Shonkwiler e Vela-Vick para o caso |
[ hiperbolico| . . .. ... ... .. . o o Lo s e e 33
B CONCLUSAQ . . .t ottt e e e e 35
[ REFERENCIAS . ... ... ...t 36



12
1 INTRODUCAO

O nome Integral Linking é bastante conveniente, pois neste trabalho signifi-
card a férmula integral que calcula o linking number entre duas subvariedades de uma
hipersuperficie visivel do espago euclidiano ou hiperbdlico. Mas, antes de tratarmos de
integrais linking temos que falar sobre linking number.

Podemos pensar no linking number do seguinte modo. Imagine duas curvas
fechadas em R?, podemos pensar no linking number entre elas como sendo o ntimero de

voltas que uma d4a ao redor da outra. Veja as figuras abaixo:

OO0 (D)

Figura 1: Nenhuma volta. Figura 2: Uma volta. Figura 3: Duas voltas.

Shonkwiler e Vela-Vick (?) conseguiram derivar uma Integral Linking entre
duas variedades no espacgo euclidiano, com algumas hipdteses que serao esclarecidas no
decorrer da dissertagao, por causa disso fomos motivados a encontrar uma Integral Linking
para duas variedades no espacgo hiperbdlico, com hipéteses semelhantes.

Tentamos seguir os mesmos passos que Shonkwiler e Vela-Vick (?), fazendo
todas as adaptagoes necessarias e explicando com maiores detalhes alguns argumentos

que eles utilizam, o capitulo 2 foi dedicado somente a estas explicagoes.
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2 PRELIMINARES

Tendo em mente uma nocao intuitiva do que é linking number, trataremos
neste capitulo sobre a definicao rigorosa dele. Nao somente considerando curvas em R3,

mas também espacos mais gerais como variedades diferenciaveis.

2.1 Variedades de Seifert

A seguir enuciaremos, contudo sem demonstracao um teorema creditado a
Frankl, Pontriagin e Seifert.
Teorema 2.1.1 (Frankl-Pontriagin-Seifert). Se K C R3 é uma curva fechada e orientada,
entdo existe S C R, uma superficie orientada tal que S = K. Uma superficie com essas
propriedades € chamada de superficie de Seifert e serd denotada por K.

Observagao 2.1.1. A superficie de Seifert nao € unica.

Figura 4: Circunferéncia. Figura 5: Circulo.

Na figura ?? temos o circulo, que é uma superficie de Seifert da circunferéncia
na figura ??7. Uma outra superficie de Seifert da circunferéncia é o seu exterior, veja a

figura 7?7 abaixo:

Figura 6: Exterior da circunferéncia.
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De forma mais geral, podemos definir algo similar para o caso de variedades
diferenciaveis.
Definigao 2.1.1. Sejam M wuma variedade diferenciavel e N C M uma subvariedade
orientada. Se existir uma variedade orientada P tal que OP = N, entdo P serd chamada
de variedade de Seifert de N e serd denotada por N.
Exemplo 1. Tome M =S? ¢ N como sendo a curva do equador C' com uma orientagdo
dada. A variedade de Seifert N de N pode ser qualquer wma das “calotas”determinadas
por N. Veja a figura abaizo:

Figura 7: Superficie de Seifert em azul.

Exemplo 2. Sejam M =S' e N = {p,q}. Podemos tomar como variedade de Seifert de
N qualquer arco “ligando” e q. Veja a figura abaizo:

Figura 8: Variedade de Seifert de uma subvariedade de S!.

Agora, estamos prontos para dar uma definicao mais rigorosa de linking num-

ber.
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2.2 Linking Number

Daremos abaixo uma definicao mais rigorosa para o linking number entre duas
curvas de R?. Para definigoes alternativas do linking number veja Ricca e Nipoti (7).
Definicao 2.2.1. Dadas duas curvas fechadas e orientadas K e L em R?, o linking number

Lk(K,L) é o niimero da intersecio K N L. Mais especificamente

LE(K,L)= > ¢

peEKNL

onde €, € {—1,1} é determinado comparando as orientagoes Tp?@ T,L com a orientagao
canonica de R3.

De forma mais geral, podemos definir o linking number entre duas variedades
da seguinte forma.
Definicao 2.2.2. Dadas duas variedades compactas, conezxas, orientadas e disjuntas K*
e L' em M, uma variedade orientada de dimensdon = k+141 e tais que tanto K quanto

L admite uma variedade de Seifert. Entao,

LE(K,L)= ) ¢,

peKNL

onde €, € obtido comparando as orientagoes, como anteriormente.
O linking number estd bem-definido, ou seja, nao depende da variedade de

Seifert escolhida. Provemos essa afirmagao.

Demonstragdo. Se K1 e K, sdo variedades de Seifert para K, entao K= K{UK, é uma
variedade compacta orientada em M, e assim ela representa uma classe de homologia em
M. Entao,o nimero de interse¢ao(a nivel de homologia) I (I? ,L) =0, pois L é fronteira

de L, portanto L representa a classe de homologia nula assim

I(K,L) = [K]-[L] =0,

(132

onde “’representa o produto da intersecao da homologia, para a variedade M. O

A seguir daremos vérios exemplos de linking number. Muitos deles serao curvas
em R3, pois exemplos desse tipo sao bastante comuns e além disso vérios observacoes
importantes podem feitas, como por exemplo, a influéncia da orientacao quando se soma os
sinais dos pontos de intersecao. E isso ¢ interessante, porque apesar de duas curvas em R3
darem “voltas”ao redor uma da outra o linking number pode ser zero, pelo fato do sistema
coordenado nos pontos de intersecao terem orientacoes distintas quando comparados com
o sistema canonico de R3.

Exemplo 3. Veja abaizo exemplos de linking numbers cujos sistemas coodenados sao
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positivamente orientados com relacio a base canonica de R, sendo K a curva vermelha

e L a curva azul:

OO0 (O (D)

Figura 9: LEk(K,L) = 0. Figura 10: LEk(K,L) = 1. Figura 11: Lk(K,L) = 2.

Exemplo 4. Veja, também, alguns exemplos de linking numbers cujos sistemas coorde-

nados sao negativamente orientados:

(Q

Figura 12: Lk(K, L) Figura 13: Lk(K, L)

Pode ocorrer do linking number entre duas curvas ser zero mesmo que uma dé
voltas ao redor da outra, como no exemplo a seguir.
Exemplo 5. Imagine duas curvas K e L em R3, em que uma dd duas voltas ao redor da
outra, contudo os sistemas de coordenadas nesses pontos tem orientacoes opostas quando
comparados com a orientacdo da base canénica de R3, portanto o linking number entre

elas é zero. Veja a figura abaizo, onde K é a curva em vermelho e L € a curva em azul:

Figura 14: Lk(K,L) = 0.

O linking number da figura 7?7 é conhecido como Link de Whitehead. Para
uma abordagem teoricamente mais profunda do linking number, com ferramentas mais

sofisticadas de topologia algébrica veja Whitehead (7, p.509).
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2.3 O linking number e o grau da aplicagao de Gauss

Agora que temos uma definicao rigorosa de linking number podemos nos
concentrar em achar uma férmula integral para calcula-lo. Mas, para tal iremos precisar
de algumas “ferramentas”de Teoria do Grau. Claro, nos focaremos somente no necessario
para nosso objetivo nessa dissertagao, assim todos os teoremos de Teoria do Grau que
enunciarmos nao terao demonstracao. Se o leitor quiser maiores detalhes sugerimos Ruiz
e Outerelo (7, cap.3).

Seja f : M™ — N™ uma aplicacao diferenciavel, sendo M e N variedades
diferencidveis compactas e orientadas, sendo ainda N™ conexa. O grau de f serd denotado
por deg(f).

Segue, abaixo, a definicao de grau de uma aplicacao diferenciavel.

Definigcao 2.3.1. Sejam M", N" e f: M"™ — N" como acima. Entao, para cada valor

reqular a € N™ de [ temos que

deg(f)= > sign.(f),

z€f~1(a)

ou seja, o somatorio do lado direto da igualdade acima nao depende da escolha do valor

reqular de f. Onde sign,(f) denota o sinal do determinante jacobiano de f no ponto x.
Enunciaremos, abaixo, dois teoremos bastante conhecidos de Teoria do Grau.

Sao eles:

Teorema 2.3.1. Seja f: M"™ — N" uma aplicacao diferencidvel entre variedades com-

pactas, conexas e orientadas. Entao,
flo=[ w,
MTL n

Teorema 2.3.2 (Teorema da Fronteira). Seja X" uma variedade compacta, orientada

para toda n-forma w sobre N™.

com fronteira 0X" ™ =Y, e seja N uma variedade compacta, conexa e orientada. Seja

H : X" — N uma aplicacdo diferencidvel. Entao,
deg(Hly) = 0.

Para maiores detalhes da defnicao bem como as demonstragoes dos dois teore-
mas acima veja Ruiz e Outerelo (?, cap.3), e para a definicdo de grau para uma aplicagao
continua veja Bredon (7, p.186).

Agora, estamos prontos para demonstrar um dos teoremas mais importantes dessa dis-
sertacao.

Teorema 2.3.3. Se K e L sao curvas fechadas e orientadas em R3, entao Lk(K, L) é
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igual ao grau da aplicacio de Gauss ¥ : K x L — S?:

r—y
(@, y) =
(@) [z =y
portanto,

deg() = — ¥,

B 2
vol S? Jiyr,

sendo w uma forma volume sobre S*. Assim,

LE(K, L) = deg(t}) = — V.

T ool S2
vol S? Jireur

Demonstracio. Note que K N L = (), dai, K N L C int(K). Assim, existe ¢ > 0 tal que

B(m;e€) C int(K) para cada m € K N L e portanto, podemos definir o seguinte conjunto

N=(ExL\ J Blme).

meKNL

Veja a figura ?77:

Figura 15: Motivacao para construcao de N.

Definamos uma aplicacio ¢ : N — S? por

U(z,y) = ﬁ

observe que 1 estd bem-definida. Note ainda que ON = (K x L) U Uperenr S2(m;e).
Entao,
deg(¢]on) = deg(y) + deg(|y, ., s2(mi)) = 0,

logo,
deg<w) = deg<wlumeme SQ(m;e))-



19

Coloquemos sobre cada S?(m;€) a orientagiao oposta a orientagao de N. Segue que ,

deg(Vly,, oy S2(mi0) = —LE(K, L).

E portanto,
deg(v) = Lk(K, L).



20
3 A INTEGRAL LINKING PARA O ESPACO EUCLIDIANO

Essa dissertacao se baseou no artigo “HIGHER-DIMENSIONAL LINKING
INTEGRALS”, dos autores Clayton Shonkwiler e David Shea Vela-Vick. La Shonkwiler e
Vela-Vick derivaram uma férmula integral para o linking number entre duas subvariedades
K* e L' nulo-homélogas, orientadas, fechadas e disjuntas de uma hipersuperficie visivel
M™ Cc R*! tais que k +1=n— 1.

Dizer que uma variedade é nulo-homoéloga significa que ela é fronteira de uma
“cadeia” (veja Hatcher (7) para maiores detalhes sobre). Porém, aqui nos concentraremos
nas variedades que admitem variedade de Seifert, para nao entrar muito profundamente

em topologia algébrica.
3.1 Hipersuperficies Visiveis

Primeiro, comecemos dando a definicao de hipersuperficie visivel, que é um
dos conceitos mais importantes desse trabalho.
Definicao 3.1.1. Dizemos que uma hipersuperficie M™ C Rt € visivel de um ponto p
se todo raio que sai de p ou intersecta M"™ transversalmente ou nao a intersecta.
Observagao 3.1.1. A menos de uma translagao, podemos considerar p = 0 e chamaremos
uma hipersuperficie visivel do ponto p apenas de hipersuperficie visivel.

Exemplo 6. Veja, abaizo, alguns exemplos de hipersuperficies visiveis:

et —-

| 7]
— A

Figura 16: Esfera S2. Figura 17: Cilindro.

Interessante notar que uma hipersuperficie ser visivel de um ponto nao significa
que serd visivel de outro, por exemplo, se tomassemos um ponto exterior a esfera na figura
?? com raio maior que 1 entao existiriam pontos que teriam raios tangenciando a esfera.
E o0 mesmo vale para o cilindro.

Exemplo 7. Veja agora um exemplo de hipersuperficie que nao é visivel:
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Figura 18: Toro.

3.2 Variedades Conicas

Shonkwiler e Vela-Vick (?) sao bastante sucintos, explicando seus argumentos
de forma muito vaga. Portanto, na busca pelo bom entendimento e de uma forma mais
completa de explicar os principais teoremas de Shonkwiler e Vela-Vick (?) fomos levados a
estender o conceito de diferenciabilidade e um pouco de teoria do grau para uma classe de
conjuntos com uma caracteristica peculiar. Tais conjuntos denominamos de “Variedades
Conicas”e sua definicao segue abaixo.

Observagao 3.2.1. Em toda essa subse¢cao K e L denotardo variedades diferencidveis,
compactas, conexas, orientadas e disjuntas.

Definicao 3.2.1. Considere o cone {tx : x € K,0 < 7 < R} sobre K e o conjunto
R-K ={Rx:x € K}. Entdo, definamos o seguinte conjunto

CKr={rr: 7€ K,0<7<R}UR-K.

Chamaremos o conjunto CKg de variedade conica.

Repare que uma variedade conica nao é uma variedade diferenciavel, contudo
ainda precisamos de diferenciabilidade. Entao, para contornar essa deficiéncia, adota-
mos um novo conceito de diferenciabilidade, que nos permite “diferenciar”em variedades
conicas. Vale ressaltar agora que esse é um dos passos mais importantes nessa dissertacao,
pois Shonkwiler e Vela-Vick nao o fazem, e é justamente os resultados que conseguiremos
aqui para variedades conicas que tornam possivel expressar uma férmula integral que cal-
cula o linking number entre duas variedades sob as hipdteses de Shonkwiler e Vela-Vick
(7). A seguir daremos a nova defini¢ao de diferenciabilidade e estenderemos algumas
propriedades do grau de uma aplicagao diferenciavel no sentido usal para o nosso sentido.
Definicao 3.2.2. Uma aplicacao f : CKrx L — S™ € diferencidvel se f é continua e fom
¢ diferencidvel, onde m : CyKrx L — CKgr x L € uma aplicacao definida numa variedade
com fronteira CyKp x L. Onde CyKg € obtida do cilindro [0, R] x K “tampado”em
{R} x K por uma variedade K cuja fronteira é {R} x K. Em outras palavras, CKp ¢é
obtida de CyKpg pelo colapso do fronteira {0} x K.
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-
—

Figura 19: C'Kg obtida de CyKp.

Lema 3.2.1. Uma aplicagao f: CKr x L — S™ € diferencidvel no sentido acima, entao
H"(f({v} x L)) =0, onde v € o vértice da variedade conica e H é a medida de Hausdorff.
O lema acima é importante, porque através dele faz sentido falar de valor
regular, no sentido que demos acima. Entretanto, nao o demonstraremos aqui. Veja
Folland (7, cap.11) para relembrar das propriedades de medida de Hausdorft.
A seguir daremos a defini¢ao de valor regular para aplicagoes diferencidveis no
sentido que demos anteriormente.
Definicao 3.2.3. Dizemos que y é um valor regular de uma aplicagao f : CKr X L —
S™ diferencidvel no sentido acima, se y € S"\f({v} x L) e y é um valor regular de
Tliekp\{o})xL no sentido usual.
Podemos, entao, enunciar a seguinte proposicao
Proposigao 3.2.1. Se f : CKgr x L — S™ € uma aplicacdo diferencidvel no sentido que

definimos. Entao, existe y € S"\ f({v} x L) um valor reqular para f e além disso temos

deg(f) = Y signa(f),

zef~(y)

como no caso de variedades.

Nao demonstraremos a proposi¢ao acima, porque ¢ bastante técnica e usa
muitas ferramentas de topologia algébrica, tornando o texto mais longo e enfadonho, o
que ¢é desnecessario.

A proposicao que enunciaremos a seguir é uma adaptacao do Teorema 17.35 de
Lee (?, p.457) para aplicagdes f : CKg x L — S™ diferencidveis no sentido que definimos
anteriormente. Com ela poderemos expressar numa forma integral o grau de aplicagoes
como f.
Observacao 3.2.2. Note que (CKg\{v}) X L é uma variedade diferencidvel e que 7 :
(CyKp\0CyKpg) x L — (CKg\{v}) x L € um difeomorfismo de fato, entio f|crp\{v})xL

¢ diferencidvel no sentido usual, e portanto, usaremos a sequinte iqualdade como defini¢ao

/ ffw= / frw.
CKpxL (CKR\{v})xL

daqui por diante
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Proposicao 3.2.2. Se f : CKr x L — S™ ¢é diferencidvel no sentido acima, entdo para
toda forma w € Q*(S™) tal que [y, w # 0 temos

1. f(CKR\{v})XL fro=k- [gw;
2. Sey e S"\f({v} x L) é um valor regular de f, entio k = deg(f).

Demonstragao. (1) Verifiquemos que f(CKR\{U})XL ffw < co. Observe que 7 : CyKr —

CKpr é um difeomorfismo no complementar de {0} x K x L, entao

/ fu= [ (Foryu=[  (fomw
(CKR\{U})XL (CyKR\aCyKR)XL CyKRXL

O dultimo termo ¢ finito, pois estamos integrando sobre uma variedade compacta. A fim

/ ffo=k- / w,
(CKR\{v})xL "

onde k nao depende de w facamos o seguinte. Primeiro, tome 6 tal que fsn 6 =1 e chame

de provar que

J}CKR\{U})XL f*0 = k. Entao, para toda forma w € Q"(S") temos que w é cohomdloga a
af onde a = [, w. Portanto,

w — af = dn.

Sobre (CKg\{v}) x L (que é uma variedade diferenciavel) temos que
Jfw—af'd=dfn

e de fato

/ f*w—/ af*o :/ df*n.
(CKR\{v})xL (CKr\{v})xL (CKr\{v})xL

Mas, usando novamente o fato de pi ser um difeomorfismo no complementar da fronteira

segue que

/ (fow)*w—a-/ f*@z/ d(f om)n.
CyKRXL (CKR\{U})XL CyKRXL

Segue do Teorema de Stokes que

/ d(fO?T)*nz/ (fom)n=0
CyKprxL OCyKRrxL

A razdo para a integral acima se anular é que 0CyKr x L = {0} x K x L e 7 colapsa
{0} x K em um ponto, portanto, quando calculamos o pull-back (f o 7)*n de qualquer
forma 7 decompomos o espago veorial tangente num ponto (p,q) sobre a fronteira de
CyKpr x L numa soma direta T,K @© T,L e tomamos a base formada a partir de uma
base de T,K e T, L. Contudo, a diferencial de f o7 toma a base de 7},K em zero e isto é

suficiente paa concluir que o pull-back é zero.
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Isto prova que

/ (fow)*w:a~/ 1o
CyKgrxL (CKr\{v})xL

/ f*w:a-k::k-/w.
CKrXxL m

(2) Veja Lee (?, p.457) Teorema 17.35 item (b). O

e portanto,

3.3 A Integral Linking para o espaco euclidiano

Sejam K* e L' duas subvariedades orientadas, compactas, conexas e disjuntas
de uma hipersuperficie visivel M™ C R"*! tais que k +1 = n — 1. Segue da definicdo de
hipersuperficie visivel e do modo como definimos variedades conicas que vale as seguintes
igualdades

Lkgn+1(CKg, L) = Lkym (K, L),

para cada R > 1.

\/

Figura 20: Lks:(K, L) Figura 21: Lkgs(K, L)

Podemos nos convencer disso observando um caso simples onde M = S?, K =
{p,q} e L uma curva em S?, veja a figura ??. Para qualquer segmento {7z : x € K} temos
que Tx nao pertence a M™ se 7 # 1, dai L intersecta C'Kr(veja a figura ?7) somente em
K. Assim, segue a igualdade acima.

Uma adaptacao do Teorema 2.3.3. nos da que

1
; / ¥,
vol S™ J(crp\(v})xL

Lkgni1(CKp, L) =

Mas, por defini¢ao temos que
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/ Yrw = / Yrw.
CKprxL (CKR\{’U})XL

Logo,

1
Lhgnt(CKp, L) = vol S" /CK Lw*w'
RX

Encerraremos este capitulo com a Integral Linking que Shonkwiler e Vela-Vick
(?, p.2) encontraram. Mas, antes enunciaremos o seguinte teorema
Teorema 3.3.1. Sejam K*, L' C RN subvariedades compactas, conezas, orientadas e
disjuntas tais que k +1 = N — 1. Sejam ainda z : R¥ — K ey : R' — L coordenadas
locais orientadas para K e L, onde s = (s1,...,8;) e t = (t1,...,t;) ddo as coordenadas

sobre RF e R, respectivamente. Entdo,

Lh(x. 1) = U / L2 —y du, dy]
=t — [z —y,dx
’ vol SN=1 Jpeo o —y|N Y, &%, 4l

onde

[z —y,dx, dy] = det <x Ou Ov Oy 8y> dsdt.

- Y 8_817 s Q_Sk’ 8_t1’ %% 8_tl
Para demonstragao do teorema acima veja Shonkwiler e Vela-Vick (7, p.3).
Teorema 3.3.2 (Shonkwiler-(Vela-Vick)). Sejam K e L como no inicio desta subsecao.

Entao, o limite

1
li *
Rggo vol S™ /C'KRXL¢ “
existe e € igual a LE(K,L). Onde w € Q™(S").

Demonstracao. Do teorema 3.3.1. temos que

1)k
Lk:(CKR,L)z( Y /CK L%[S—y,d&dy]

vol S" y|rtl
Segue que
Lk(CKg, L) = (—1)* / SR S S —
Vol S™ Jirpnek repo Ry <L ITT — y[n
k
+% /KxL W[Hz —y,d(Rz), dy].

Podemos supor que £k <l en > 1, assim k+2 <n+ 1, logo

(1) / 1
lim —2- — [Rr—9,d(R2).d 0.
Aithoo vol S” "xL | Rz — y|n+1[ z =y, d(Rz),dy] —
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Portanto, podemos considerar o limite limg_,o, Lk(C Kg, L) como sendo a integral

(D" /0 ;[TSL’ —y,d(tx), dy].

vol S Jegexp [T — y|

Onde CK ={rx:2 € K,0 <7 < oo}. Como Lk(K,L) = Lk(CKg, L) para todo R > 1,

segue que

Lk(K,L) = (=1 / ;[Tx —y,d(Tx), dy].

vol S™ Jogxr |Tx — y|n !

Note que

8—81, ...,Ta—Sk7 a—tl, ceey a_tl
= (=1)*r%dr A [z, dz,y, dy).

[Tx —y,d(Tx),dy] = dr A {det <7’x — Y, T, T Oz Oz 9y 0y) dsdt]

Onde

[z, dx,y, dy] = det (x O dr Jy 3y> dsdt.

78_817 L) 0_5;3’ a_tla ) a_tl
Resulta que

Tkz

1 00
Lk(K,L) = T arAled al.
(%, L) vol S* /KxL/To T2 — y|rt TA [z, dz,y, dy]

Observe que
ntl

I72 — y["t = (ly|* + %2 — 27|z| |y| cos ) 2,

onde o = a(z,y) é o angulo (em R"™) entre z e y.

Agora, facamos a substituicao u = 7 — % cos a donde

k
/oo Tk 1 00 (u + % CcoS a)
——dr = / du
_ |+l 1 n+1 :
7=0 ‘T*T y| |‘T|n+ —%cosa 2 ly|2 . 2 2
U +Wsm «

Substituindo u por _%‘I sin « cot @ obtemos, depois de alguns calculos enfadonhos,

/ro Tz — y’n+1d7 = ey Sin"a/ sin” (6 — «) sin’ 0d6.

=«
Portanto,
1 Qpa(a)
LE(K. L) = —— , J g
(K, L) vol S™ /KxL |:B|’““|y\l+1sin”a[x’ T, y, dy
onde

Qo) = / sin®(0 — «) sin’ 0d6.
0

=
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4 EXTENSAO PARA O CASO HIPERBOLICO

Neste capitulo, antes de tratar sobre a Integral Linking para o espacgo hi-
perbdlico, vamos comentar alguns conceitos bésicos, para relembrar a geometria do espaco
hiperbélico, bem como o modelo (j4 que ha mais de um) que iremos adotar nessa dis-
sertacao. Para uma abordagem muito mais completa sobre o espago hiperbdlico, do que

a que faremos aqui, recomendamos Ratcliffe (7, cap.3).

4.1 Breve introducao a geometria do espaco hiperbdlico

Quando se fala da geometria de qualquer espago, o conceito mais importante
para se comecar € talvez o produto interno sobre ele definido. Pensando dessa forma,
comecaremos definindo o produto interno Lorentziano.

Definigao 4.1.1. Seja a aplicacio bilinear {,) : R"™ x R*™ — R dada por

n
(z,y) = Z TiYi — Tnt1Ynt1-
i=1
A aplicacao assim definida é chamada de produto interno Lorentziano.

Assim, tomando € R™"!. A norma Lorentziana é definida por

1
||| = ()2

E interessante notar que, diferente do produto interno euclidiano, podemos ter ||z|| < 0.
Observagao 4.1.1. Se ||z|| for imagindrio positivo denotaremos o seu valor absoluto por

[l

Definigao 4.1.2. Sejam z,y € R*"™ quaisquer. O nimero real n(x,y) com a propriedade

(@, y) = [l2[l [yl coshn(, y)

¢ chamado de angulo hiperbdlico entre x e y.
Para mais detalhes sobre ele recomendamos Ratcliffe (7, cap.3).

O conjunto {z € R™™ : ||z||> = —1} é chamado de esfera de raio imagindrio
unitario e sera denotado por F™. E importante notar que F" tem duas componentes
conexas, para ver isto basta observar que 22, = 1+ Y"1 | 7, daf teremos dois conjuntos,

um tal que x,,,; > 0 e o outro tal que z,,1 < 0. Veja a figura 7?7 abaixo:

Defini¢ao 4.1.3. O conjunto {z € F™ : x,.1 > 0} € chamado de espago hiperbdlico, e

serd denotado por H".
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Figura 22: Representacao de F™ em R3.

.
X el =

Figura 23: Representacao de H" em R3.

Definicao 4.1.4. Uma reta hiperbolica de H™ € a intersecao de H™ com um subespaco
2-dimensional de R™.

O disco aberto unitario em R"™ é definido como sendo o conjunto D" = {z €
R : |z| < 1}.
Definicao 4.1.5. Seja a aplicagao p: D™ — H™ dada por

o l‘+€n+1
Il + ensalll’

p(z)

Tal aplicagao é chamada de projecao gnomonica.
Definicao 4.1.6. A métrica dp : D™ x D™ — R sobre D™ ¢ dada por

dp(z,y) = n(u(x), u(y)).

Observacgao 4.1.2. O espago métrico consistindo de D™ junto com a métrica dp € cha-

mado de modelo do disco projetivo do n-espaco hiperbolico.

4.2 A aplicagao de Gauss hiperbdlica

Relembre o Teorema 2.3.3. do qual temos que o grau da aplicacao de Gauss
calcula o linking number entre duas curvas fechadas e orientadas de R3. Agora, queremos

saber se hé algo semelhante para o espago hiperbdlico, ou seja, se podemos definir uma
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“aplicacao de Gauss hiperbdlica”’e se com ela poderemos conseguir um resultado seme-
lhante, isto é, se o grau de tal aplicagao calcula o linking number entre subvariedades no
espaco hiperbdlico.

Antes, vamos relembrar os passos para se contruir a aplicacao de Gauss eucli-
diana, pois 0s mesmos passos seguiremos para construir a aplicagao de Gauss hiperbdlica.

Primeiro, sejam K e L duas curvas fechadas e orientadas em R?, tome p € K e
q € L. Intersecte o reta orientada pg com a esfera S*(R), onde R é tal que K, L C Bg(0).
Assim, temos uma aplicagio K x L — S*(R). Veja a figura ?7.

\

Figura 24: Intersegdao da reta orientada pg com a esfera S*(R).

Segundo, seja T(R) = pg N S?*(R). Faz sentido em falar de T(R), porque
K, L C Bg(0), logo a reta pq intersecta de fato a esfera S*(R). Lembre que a aplicagao
de Gauss é dada por
r—Y
(z,y) = m,
claro que num conjunto onde essa expressao faca sentido. O importante a observar é que
a sua imagem estd contido em S?, entdo nosso préximo passo é tomar uma aplicacao de

S?(R) para S?. Assim, tome a aplicagao \g : S*(R) — S? dada por

)\R(ﬁ) =

S

E entao aplique Agr em T(R). Veja a figura 77.

Assim, temos uma aplicacdo ' : K x L — S%. Por fim, fazendo R — oo
implica que T'(R) — T, onde T é o ponto de interse¢ao do raio paralelo a pg, com mesma

orientacao que inicia na origem, com a esfera S?. Veja a figura ?7.

Ou seja, limg_ .o, ' = I aplicagao de Gauss euclidiana.
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TIR]

1 TIRYR

Figura 25: Imagem de T'(R) por Ag.

Rl TIRY)

Figura 26: Representacio de I'r(p,q) e Tr/(p,q) em S?, com R < R'.

Agora, usaremos os mesmos passos para o espaco hiperbdlico H®. Estamos
usando n = 3 por simplicidade ja que para qualquer n > 1 a argumentacao seria a
mesma, sO que com mais coordenadas.

Sejam K*, L' ¢ H? subvariedades compactas, orientadas e disjuntas tais que
k+1=2. Tome p = (p1,p2,ps,p4) € K e v = (v1,v9,v3,v4) € L. Para nao deixar a
notacao muito carregada denotaremos as trés primeiras componentes de qualquer ponto
p € H? por p. Assim, temos p = (p,ps) e v = (U,v4). Da definicao de H? temos que
pa=+/1+p>evy= /14|02

Agora, iremos determinar a reta hiperbdlica que passa através de p e v. Por
definicdo, ela deve ser a intersecao do plano dp + yv com o espaco hiperbdlico H3. Segue

que,
3

(Opa+yva)® =1+ Z(5pi + o).

i=1

Depois de algumas manipulagoes algébrica temos que

0% +~% + 267(p,v) =1 =0,
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que é uma equacao do segundo grau se olharmos d como a incognita, dai, suas solugoes

Sao

12 = —{p,v) £ V2((p,0)2 — 1) + 1.

A solugao que temos que tomar deve satisfazery =0=9§=1ey=1= 6 =0.

Logo, a expressao que devemos tomar é

3(7) = —v{p,v) + V2 ({p,v)2 — 1) + 1.

Facamos a mudanca de v para —v apenas para podermos trabalhar com ¢
como uma fungdo crescente de 7. Portanto, os pontos pertencentes a (dp +~yv) N H 3 tem

coordenadas

5(y)p — v,

onde 0(y) = y(p,v) + /2({p,v)? = 1) + L.
Segue abaixo a definicao de esfera hiperbdlica.

Definigao 4.2.1. O conjunto {p = (p1,p2,p3,ps) € H> : ps = R} € a esfera hiperbdlica
de raio R e serd denotado por S%(R).

Agora que sabemos a expressao da reta hiperbdlica que passa através de p e
v e temos a definicao de esfera hiperbdlica, entao vamos encontrar o ponto de intersecao

entre os dois conjuntos. Ora, para fazer isso basta resolvermos a equacao

3(Y)ps — yvs = R.

Algumas manipulacoes algébricas e a equacao acima torna-se

R+ vy
y2

=7(p,v) + V¥ ({p.v)? = 1) + L.
Fazendo A = vy — (p,v)ps, B =1ps e C = (p,v)? — 1 resulta que

R+~A 5
= 1.
5 V70 +

Algumas manipulagoes algébricas e temos a seguinte equagao em -~y

A? AR R?
2 _
v (C_§>_27§+1_§_0’

que tem como solugao

AR+ BVA2 + CR? — CB?
CB? — A2 ‘

T2 =
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Precisamos verificar que CB% — A2 < 0. Note que
CB* — A% = —py — vy + 2pavs(p, v).

Entao, provemos o seguinte teorema

Teorema 4.2.1. CB? — A% < 0. Valendo a igualdade se, e somente se, p = v.

Demonstracao. Escreva

—pa — va+ 2psva(p,v) = 1 — (pi — 1)(v] — 1) — pavs + 2pavs (P, V),

onde (p,7) é o produto interno euclidiano em R3 para p e v. Lembrando que p; =

V1+1|p]? e vy =+/1+|0]?, segue que

—ps — Vg + 2pg0s(p,v) = —[PI*[0])* — pavs + 2psva(P, V) + 1
= 2Pl — Ip* — [ + 2v/1 + [pI>V/1 + [0%(p, D).

Da desigualdade de Young temos que a seguinte desigualdade é verdadeira

(1+1)+(1+1)>2 1—|—1 1—|—1
p|? w]2) ~ p|? 0|2

Dai, a igualdade vale se, e somente se, p = v. Ora, essa desigualdade é equivalente a

20pl[0)* + pI* + [7)* > 2v/1 + [pI2V/1 + [9]2[B] |7

Portanto, CB% — A% < 0. O

Como o denominador de v; 2 é negativo e ja que y;7, =1 — g—z < 0. Entao, a

solucao que procuramos €

 AR-BVA+CRE-CB?
7= CB? — A2 '

Seja a aplicacio Ag : S%(R) — S%(v/2) dada por

An(p) = (\/%\/5) |

Entao,

lim Ar(0(7)p —yv) = L(—(p,v) + V(p,v)* — 1)D — L7,

R—o00

onde

LA BVC —1
CB*—A* OB =A% p(—(p,v) + /()2 = 1) + o4
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Segue que
1

p4(<pvv>_ <p,U>2—1)—U4'

Tome D(p,v) = (p,v) — \/{(p,v)? — 1. Dal, a aplicagdo que estdvamos procurando G :
K x L — S? é dada por

I —

D(pa U)ﬁ —v
D(p,v)ps — 4

G(p,v) =

n(p,v)

Lembre que (p,v) = coshn(p,v), entdo D(p,v) = e ") Assim, dividindo por e~ 2

temos ) )
e 2p—e2u
G(p,v) = — T
e 2py —e2uy
Um célculo simples, mas enfadonho, mostra que
n _n n__ _n__
e2vy —e 2py = |e2p — e 27).
Enfim, a aplicacao G dada por
n_ _n__
exp—e 2v
G(p,v) = = i
|e2p —e727]

serd chamada de aplicacao de Gauss hiperbdlica.
Nosso préoximo passo é conseguir um resultado semelhante ao do teorema 2.3.3.,

porém para a aplicacao de Guass hiperbdlica.

4.3 Extensao do teorema de Shonkwiler e Vela-Vick para o caso hiperbdlico

Comecemos dando a definicao de hipersuperficie no contexto hiperbdlico, a
qual ¢é simplesmente uma adaptacao do caso euclidiano.
Definicao 4.3.1. Dizemos que uma hipersuperficie M™ C H™ ' € visivel de um ponto
p € H™ 1 se todo raio hiperbdlico que sai de p ou intersecta M™ transversalmente ou ndao
a intersecta.
Observacao 4.3.1. Toda hipersuperficie visivel do ponto e,.1 serd chamada simples-
mente de hipersuperficie visivel.

Antes de irmos para o teorema que é o equivalente no contexto hiperbdlico do
teorema 2.3.3. vamos enunciar um importante teorema da teoria do grau.
Teorema 4.3.1. Seja H : [0,1] x M — N uma homotopia diferencidvel entre variedades

compactas, conexas e orientadas. Entao,
deg(Ho) = deg(H1).

Para demonstragao veja Ruiz e Outerelo (7, p.101).
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Teorema 4.3.2. Sejam K* e L' duas subvariedades compactas, conexas, orientadas e

disjuntas de uma hipersuperficie visivel M™ C H"™ tais que k +1=mn — 1. Entdo,
deg(G) = Lk(K, L).
Demonstrag¢ao. Observe o diagrama

K x L—4 g+ x gri28 . se(R)

o o

K'x L' — D" x D"“‘I}T—>S”(r)

onde ¢ é a inclusao, ¢ é a inversa da projegao gnomonica, O é a aplicagao que leva
dois pontos no ponto de intersecao da reta hiperbdlica que passa por eles com a esfera
hiperbdlica S%(R) e ¥, é a aplica¢ao que leva dois pontos no ponto de interse¢ao da reta
que passa por eles com a esfera S™(r).

Note que a aplicagao ¢ leva Or(p,v) em ¥, (¢(p),((v)), portanto o diagrama
é comutativo. A aplicacao ¢ é um difeomorfismo que preserva a orientacao, portanto
preserva o linking number e o grau, pois deg(¢) = 1. Por fim, ¢ leva retas hiperbdlicas
em H™ em retas(euclidianas) em D™ veja Ratcliffe (?, p.191) teorema 6.1.4. E
importante observar que, para cada r > 0 as aplicagoes ¥, sao homotdpicas, portanto
segue do teorema 4.3.1. que o grau permanece constante. Se lembrarmos do processo de
construcao da aplicacao de Gauss euclidiana concluimos que lim,_,., ¥, é a alicagao de
Gauss euclidiana, mas da comutatividade do diagrama temos que (~*(¥,) = Op, logo
limp o Or = G, e portanto, deg(G) = deg(v) = Lk(K, L) = Lk(K', L'). O

Agora, nos perguntamos se o limite
lim G'w
R=00 JogpxL

existe. E a resposta infelizmente é: Nao sabemos! Pois seguindo os mesmos passos que
Shonkwiler e Vela-Vick, claro, fazendo as adaptacoes para o espago hiperbédlico, nao foi

possivel provar que a integral acima converge.
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5 CONCLUSAO

O artigo de Shonkwiler e Vela-Vick (?7) néo foi o primeiro a derivar uma Inte-
gral Linking para duas subvariedades de uma hipersuperficie visivel do espaco euclidiano,
em DeTurck e Gluck (?7) encontram uma Integral Linking para o caso particular quando
a hipersuperficie visivel é a esfera. Alids, DeTurck e Gluck (?) foi uma referéncia para
o artigo de Shonkwiler e Vela-Vick (7). Deturck e Gluck também tem outro artigo sobre
férmulas integrais para linking number, veja DeTurck e Gluck (?), no qual as motivagoes
sao muito mais fisicas do que matematicas, sendo que eles se detém a féormulas integrais
para o R, S3 e H?, vale ressaltar que as férmulas deste trabalho nao tem relacao alguma
com as férmulas de DeTurck e Gluck (7) e Shonkwiler e Vela-Vick (7).

Os resultados mais importantes desta dissertacao sao, de fato, os referentes a
variedades conicas e a aplicacao de Gauss hiperbdlica. Contudo, visto que o surgimento
desses conceitos esta relacionado ao fato de nés nos focarmos em seguir os passos de
Shonkwiler e Vela-Vick, na falha tentativa de encontrar uma Integral Linking no contexto
hiperbdlico, nao sabemos se eles serao necessarios numa outra abordagem.

Enfim, apesar de nao encontrarmos uma Integral Linking para o caso hi-
perbdlico, com a mesma ideia Shonkwiler e Vela-Vick (?7), conseguimos extender alguns
fatos de Teoria do Grau para variedades conicas e relacionar o grau da aplicagao de Gauss
hiperbdlica com o linking number entre duas variedades numa hipersuperficie visivel do

espaco hiperbdlico.
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