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‘A matematica, vista corretamente, possui néo
apenas verdade, mas também suprema beleza.”

Bertrand Russell


http://pensador.uol.com.br/autor/bertrand_russell/

RESUMO

A escassez de significado da matematica na realidade dos discentes os distanciam
progressivamente desta ciéncia. Sem contextualizagdo e auséncia de conexao entre
as demais ciéncias, a Matematica pode transformar-se, na mente de um jovem, em
uma ciéncia sem utilidade. As curvas exemplificam bastante a importancia que esta
ciéncia gozou no desenvolvimento das diversas culturas e denota como formulas e
equacdes possuiram papel importante nos mais variados problemas. Além disso, as
aplicacoes cotidianas das curvas sdo apresentadas de forma a provar o quanto a
matematica é empregada em constru¢des, na musica e nas artes, dando assim
significado para esta ciéncia. Devido a facilidade que atualmente se d& a tecnologia,
se faz importante o uso de ferramentas denominadas TIC’s. Neste trabalho se
utiliza a ferramenta Winplot para a construgao das Curvas. Esta permite ao discente
além da visualizacdo dos graficos, variadas funcdbes em que podem obter
informacdes para ampliacdo de seu conhecimento.

Palavras-chaves: Significado. Matematica. Curvas. Aplicacdes. Winplot.



ABSTRACT

The lack of significance of mathematics in the reality of the students gradually
distances them from this science. Without contextualization and lack of connection
between other sciences, mathematics may become, in a young man mind, a
meaningless science. The curves exemplify the quite importance that this science
enjoyed in the development of different cultures and denotes how formulas and
equations assumed an important role in several problems. Furthermore, the daily
applications of the curves are presented in order to prove how math is used in
buildings, music and arts, thereby giving a meaning to this science. Nowadays, the
great ease of how technology has been provided, it became important the use of
tools called TIC’s. The present work uses the Winplot tool for the construction of
curves. Moreover, it allows the student besides the preview of graphics, various
functions, which may get information to expand his/her knowledge.

Keys-Word: Significance. Mathematics. Curves. Applications. Winplot
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1. INTRODUCAO

As avaliacOes externas, como o Enem (Exame Nacional do Ensino
Médio), estdo contextualizando cada vez mais os problemas propostos e exigindo
um novo olhar sobre o Ensino das Ciéncias, dentre elas a Matematica. Esta sempre
esteve ligada aos problemas que surgiam nas mais diversas culturas e sociedades,
solucionando estes desafios e auxiliando na evolugdo das pesquisas nas mais
diversas areas. No entanto, ainda ha por parte de varios alunos uma distancia e
repulsa a Matematica, devido o modelo em que ela é lecionada onde ndo se da

significados a esta ciéncia.

Do mesmo modo, também h& a necessidade do aluno ser sujeito da sua
propria aprendizagem, ser sujeito critico nesse processo. O aluno precisa ter
autonomia no processo de ensino-aprendizagem. Evidente que essa autonomia so
pode ser adquirida apés o dominio das ferramentas que o permitam conquista-la: a
lingua materna, a propria matematica dentre outras ciéncias. FREIRE (1996, p.35)
afirma que é com ela, a autonomia, penosamente construindo-se, que a liberdade

vai preenchendo o “espaco” antes “habitado” por sua dependéncia.

O uso das Tecnologias de Informacdo e Comunicagao (TIC’s) auxiliam
bastante os alunos na construcdo de conhecimento e em eles serem sujeitos da sua
prépria aprendizagem, pois estas facilitam visualizacdes, resolucdes e sao utilizadas
no cotidiano dos discentes. Com uma metodologia adequada, as TIC’s tornam o
aprendizado mais atraente e mais claro. Sabendo que grande parte dos alunos do
ensino basico de hoje sédo nativos digitais, ou seja, desde cedo tém contato com
aparelhos tecnolégicos diariamente, € de suma importancia incluir, como ferramenta
de auxilio, o uso de tecnologias na educacdo. Infelizmente, grande parte das
escolas publicas ainda ndo esta preparada para o uso dessas ferramentas, pois em
muitas dessas instituicbes ainda faltam computadores e a velocidade da internet é
baixissima. Nesse sentido, faz-se necessario também a melhoria da estrutura e
valorizacdo da educacao. O uso das TIC’s é cobrado nos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN’s):

Esse impacto da tecnologia, cujo instrumento é hoje o computador, exigira

do ensino de matematica um redirecionamento sob uma perspectiva
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curricular que favore¢ca o desenvolvimento de habilidades e procedimentos
com os quais o individuo possa se reconhecer e se orientar nesse de

conhecimento em constante movimento. (1995, p.41)

Devido aos motivos expostos acima, escolhemos dissertar no presente

trabalho sobre o estudo de curvas, bem como suas construcdes no software Winplot.

Inicialmente, fazemos um historico sobre o advento do estudo destas
curvas mostrando que, geralmente, surgiram da necessidade de se resolver algum
problema proposto ou de observacbes no cotidiano de alguns matematicos.
Mostramos, apdés isto, a sua construcdo, a aplicacdo nas mais variadas ciéncias e
em arquitetura. H4 também a apresentacdo das equacdes e problemas matematicos

relacionados com demonstracdes.

A segunda parte da pesquisa ilustra as constru¢cbes das curvas no
software Winplot, bem como a facilidade que a ferramenta apresenta em resolver
determinados problemas, apresentando como pode tornar-se agradavel o
aprendizado.
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2. CURVAS, EQUACOES E APLICACOES

As curvas foram objetos de estudos dos gedmetras ao longo dos séculos.

Veremos a seguir a historia, equacdes e aplicacdes de diversas curvas.

2.1 CONICAS

Conforme DELGADO (2013, p. 98), os historiadores atribuem ao
matematico Menaecmus (380 - 320 AC aproximadamente), discipulo de Eudoxio na
academia de Platdo, a descoberta das curvas cbnicas. Ele foi o primeiro matematico
a mostrar que elipses, pardbolas e hipérboles eram obtidas como secc¢des de um
cone quando cortados por um plano ndo paralelo a sua base. No entanto, a
designacao das curvas nao coube a Menaecmus, mas sim a Apoldnio de Perga (262
— 190 AC). Este aprimorou os resultados conhecidos até entdo sobre 0 assunto em
sua obra Secbes Cobnicas. Esse escrito, ao lado dos Elementos de Euclides,

constituem o apice da matematica grega.

Pierre de Fermat, em sua obra Ad locos planos et sélidos isogage (1636),
estabeleceu um sistema de coordenadas na Geometria Euclidiana. Fermat se
utilizou da linguagem algébrica para obter demonstracfes dos teoremas descritos
por Apol6nio propostos por Pappus de Alexandria (290 — 350 aproximadamente). A
Algebra asssociada com a natureza particular dos lugares geométricos, indicaram a
Fermat que todos os lugares geométricos abordados por Apolénio poderiam ser

escritos na forma de equacéo algebrica com duas variaveis.

Através de seus estudos, conseguiu encontrar sete equacdes que ele
obteria como formas irredutiveis a partir da equacédo geral do segundo grau com

duas variaveis que, escrita na linguagem atual, é:

Ax*+ Bxy + Cy*+ Dx+Ey+F = 0.
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A pardbola, elipse e hipérbole surgem desta equacgéo, dependendo dos
seus coeficientes. Adiante, observaremos certas formas de constru¢des das conicas,

assim como também seus elementos.

2.1.1 Elipse

Para a construcdo de uma elipse, tomamos um fio e amarramos suas
duas extremidades a dois alfinetes de modo que néo fique esticado. Utilizando agora
um lapis, esticamos o fio e, mantendo-o esticado, deslocamos o lapis apoiado no -
papel. Esse processo descreverd uma curva de forma ovalada, semelhante a uma

circunferéncia achatada, que se denominard elipse. Observe na figura 1.

Figura 1: Construcédo da Elipse

Fonte: http://www.edumatec.mat.ufrgs.br/atividades_diversas/Elipse/

Apoés desenhar a metade da elipse, para completar, basta passar o fio de
um dos lados do alfinete para o outro. A soma das distancias do lapis aos dois furos
dos alfinetes F; e F, € sempre constante, evidentemente. Essa soma € exatamente o

comprimento do fio.

Os dois furos marcados no papel F; e F, sdo denominados os focos da

elipse. Foco vem do latim focus, de onde também se origina a palavra fogo e é
justificada pela seguinte propriedade notavel da elipse.

Se encurvarmos em um arco de elipse uma tira metalica estreita bem polida

e colocamos em um dos focos uma fonte de luz pontual, seus raios, depois

de refletrem-se na tira metalica, reunir-se-d40 no outro foco.

Consequentemente, uma fonte de luz, imagem da primeira, ser4 também
visivel no outro foco. (MARKUCHEVITCH, 1995, p. 4)

Algebricamente, podemos definir uma elipse € de focos F; e F, como

sendo o conjunto dos pontos P do plano cuja soma das distancias a F; e F, é igual a
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uma constante 2a > 0, maior do que a distancia entre os focos 2¢ > 0. Ou seja,

sendo 0 < c < a e d(F,F,) = 2c:

e={P|d(P,F)+d(P,F,) =2a}

ELEMENTOS DA ELIPSE

Tracamos um segmento de reta unindo os dois focos F,F, e o0
prolongamos nas duas direcbes até intersectar a elipse. Desse modo, obtemos o

eixo maior A, A,. A Elipse é simétrica em relacédo a este eixo maior.

Construindo a mediatriz do segmento F;F, até cortar a elipse, obteremos o
eixo menor B;B, que também ¢é eixo de simetria da elipse. Os extremos
A4, A,, B, e B, s@o denominados vértices da elipse. Estes elementos estdo descritos

na Figura 2.

Figura 2: Elementos da Elipse

Fonte:http://conteudoonline.objetivo.br/Conteudo/Index/1086?token=5%2F2Yd2%2Bzzv%2F29umTA
pxi0Q%3D%3D

Somando os comprimentos dos segmentos A,F, e A;F, devemos ter
exatamente o comprimento do fio, ou seja, A, F; + A;F, = L. Pela simetria da elipse,

sabemos que A;F; = A,F,. Assim, substituimos A,F, ao invés de A;F,. Teremos:

AZFZ + A]_Fz = A1A2 == l
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Pela simetria da elipse, a distancia de qualquer um dos vértices B, ou B, a

qualguer um dos focos sera a metade do comprimento do eixo maior.

ELIPSE E CIRCUNFERENCIA

Seja dada uma circunferéncia em que o didmetro é igual ao eixo maior da

elipse conforme a figura 3.

Figura 3: Construgdo da Elipse a Partir de Uma Circunferéncia

Fonte: Markuchevitch

A partir de um ponto N qualquer da circunferéncia é baixada uma
perpendicular sobre o eixo maior. Seja P a intersecdo entre esse eixo e a
perpendicular. Marquemos em NP um ponto M que pertencera a elipse desejada.
Obviamente NP = k.MP, k € R. A partir de N’, outro ponto da circunferéncia,
baixamos novamente uma perpendicular até encontrar-se com 0 eixo maior em P’.
Determinemos M’ de tal forma que N'P’' = k. M'P’, ou seja,

NP N'P'

—:—:k
MP M'P’



22

Em outras palavras, pode-se obter uma elipse a partir de sua circunferéncia
circunscrita, devendo-se para isso aproximar todos os pontos da
circunferéncia ao eixo maior da elipse, reduzindo um mesmo nuamero de
vezes suas distancias a esse eixo. (MARKUCHEVITCH, 1995, p. 7)

Esta propriedade nos oferece uma forma distinta de construir uma elipse:
Tracamos uma circunferéncia e, a partir dela, baixamos as perpendiculares ao
diametro. Tomamos 0s pontos nessas perpendiculares uma distancia fixa até o
diametro. Dessa forma, obteremos os pontos da elipse com eixo maior coincidindo
com o didmetro e eixo menor um numero correspondente de vezes menor que 0

diametro.

2.1.2 Hipérbole

Empregando processo semelhante ao da elipse, vamos realizar a
construcdo da hipérbole. Tomamos os pontos M, tais que, a diferenca de suas

distancias a dois pontos determinados F, e F, seja sempre constante.

Do mesmo modo, cravamos dois alfinetes nos pontos F,;e F, que seréao
denominados focos da Hipérbole. Fixamos uma régua em um dos focos, de forma
gue ela possa rotacionar no papel ao redor do alfinete. Na extremidade de uma
régua atamos a ponta de um fio (de menor medida que a régua) e, a outra ponta no
alfinete F,. Estiremos o fio e 0 apoiemos na régua utilizando a ponta M de um lapis.

Assim, a diferenca entre as distancias MF, e MF, seraigual a :

(MF, + MS) — (MF, + MS) = F,S — (MF, + MS)

Portanto, temos nesta equacdo a diferenca entre as medidas de
comprimento da régua e do fio. Girando a régua em torno de F;, sustentando o lapis
nela, estendendo ao maximo o fio, o lapis esbocara no papel uma curva em que a
diferenca das distancias de qualquer ponto a F,;e F, sempre vai ser a diferenca m
entre os comprimentos do fio e da régua. Desse modo, teremos a parte superior
direita da curva. Para a parte inferior, colocamos a régua por baixo dos alfinetes.
Para finalizar, fixamos a régua no alfinete F,e o extremo do fio no alfinete F; e assim,

teremos a parte esquerda. Ambas as partes estdo descritas na figura 4. As duas
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curvas construidas sdo denominadas ramos de apenas uma curva intitulada

Hipérbole.

Figura 4: Construcao da hipérbole

Fonte: Markuchevitch

Algebricamente, uma hipérbole # de focos F; e F, é o conjunto de todos
0s pontos P do plano para os quais o0 médulo da diferenca de suas distancias a F, e

F, é igual a uma constante 2a > 0, menor do que a distancia entre os focos 2c¢ > 0:

H = {P| |d(P,F,) —d(P,F,)| = 2a}, O<a<cg, d(F,, F,) = 2c.

ELEMENTOS DA HIPERBOLE

Pelos focos F, e F, da hipérbole, tracamos uma reta que sera designada
de eixo de simetria da hipérbole. Tracando a mediatriz do segmento F;F, teremos o

outro eixo de simetria. O ponto 0, da interseccdo entre as duas retas € o centro de
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simetria ou apenas centro da hipérbole. Os pontos de intersec¢cdo entre um dos
eixos e a hipérbole sdo denominados vértices A; e A,. Chamamos de eixo real o

eixo que contém A;A,. Tomando a diferenca entre as distancias do ponto A; aos

dois focos F;e F, devemos obter o valor m.
AlFZ - A1F1 =m.

Contudo, A;F; = A,F, por consequéncia da simetria da hipérbole.

Efetivando a substituicdo na primeira equacdo, encontramos:

AlFZ - AZFZ =m.

Logicamente, a diferenca A,F, — A,F, € a mesma que A;4,, ou seja, O
mesmo que o comprimento do eixo real da hipérbole. Destarte, considerando a
diferenca m entre as distancias de um ponto da hipérbole a seus dois focos, onde a
diferenca € positiva, obteremos o comprimento do eixo real da hipérbole.
Consideremos neste instante o vértice A,0u A, como centro e vamos procurar a

interseccdo do segundo eixo de simetria da hipérbole com o arco de circunferéncia
F,F.

de raio Em vista disso, possuiremos 0s pontos B; e B,-. A reta que passa por

B; e B, é denominado eixo imaginario da hipérbole. Construindo o retangulo PQRS
que passa pelos vértices A;, A,, B; e B,, tracemos as duas diagonais. Se as
prolongarmos infinitamente, teremos duas retas denominadas de assintotas da
hipérbole. Uma notavel propriedade que as assintotas possuem € a de nunca
encontrarem a hipérbole, embora cheguem tdo perto quanto se queira. Basta
distanciar os pontos da hipérbole de seu centro. Observemos os elementos acima

na figura 5:



2.1.3 Parabola

Figura 5: Elementos da Elipse

82
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F, H 2 F,
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Fonte: Markuchevitch
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Em uma folha de papel tracemos uma reta qualquer D;D, marcando um

ponto F externo a essa reta. Com a ponta M do lapis escrevamos 0s pontos, tais que

as distancias do lapis a reta e do lapis ao ponto F sejam sempre iguais. Utilizemos

um esquadro para auxiliar na construcdo. Fixemos nele dois vértices S e N, tais que

SN seja um dos catetos do esquadro. Em S atamos uma das extremidades de um fio

de tamanho igual ao do cateto SN e a outra extremidade fixamos a um alfinete

fincado no ponto F. Deslizando o outro cateto do esquadro ao longo de uma régua

apoiada sobre D;D,, a ponta M do lapis, que estica o fio e 0 apoia no cateto livre do

esquadro, estara exatamente a distancias iguais da régua e do alfinete. Observe a

Figura 6:
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Figura 6: Construcao da Parabola
DZ

Fonte: Markuchevitch

A ponta do lapis descrevera uma curva denominada parabola. Esta curva
contém um ramo que se estende ao infinito. O ponto F € chamado foco da parabola.
O eixo de simetria, ou simplesmente eixo da pardbola, € construido baixando a

perpendicular do foco sobre a reta D, D,, que é denominada diretriz.

Algebricamente, definimos a Parédbola da seguinte maneira: Sejam L uma
reta e F um ponto do plano ndo pertencente a L. A parabola P de foco F e diretriz L é

0 conjunto dos pontos do plano cuja distancia a F € igual sua distancia a L:

P:{P|d(P,F).= d(P,L)}

2.1.4 Aplicagao das Conicas

Desde a época dos gregos se tem conhecimento do Principio de Reflexao
das Conicas. Este principio € explorado desde o século XVII para constru¢do de
telescopios. Conforme Delgado, o telescopio refletor de Cassegrain, inventado pelo
francés Guillaume Cassegrain no ano 1672, utiliza um espelho refletor primario
parabdlico e um espelho secundario hiperbdlico. Este modelo € usado no telescopio
espacial Hubble que orbita a Terra desde 1990 (Figura 7).
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Figura 7: Telescopio Cassegrain

Telescopios Cassegrain

Fonte: http://pt.slideshare.net/TheMrGabriel/hiprbole-36810208

Catedral de Brasilia: as estruturas de concreto sdo arcos de parabolas que

tem funcéo estrutural e estética (Figura 8).

Figura 8: Catedral de Brasilia

Fonte: http://spaziodesignjf.com.br/new/wp-content/uploads/2012/12/catedral-de-brasilia.jpg

Torre de refrigeragéo: As torres mostradas na Figura 9 geralmente séo
hiperboloides de uma folha gerados pela rotacdo de uma hipérbole em torno de um
de seus eixos. Esse formato acelera o fluxo de ar e melhora o processo de
refrigeracdo, assim como possibilita um gasto minimo de material em suas

construcoes.


http://pt.slideshare.net/TheMrGabriel/hiprbole-36810208
http://spaziodesignjf.com.br/new/wp-content/uploads/2012/12/catedral-de-brasilia.jpg
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Figura 9: Torres de Refrigeracao

Fonte: http://mundoeducacao.bol.uol.com.br/quimica/reator-nuclear.htm

Podemos mostrar que o Hiperboléide de uma folha gerado pela rotacao de
uma hipérbole em torno do seu eixo transverso é também gerado por uma
reta. Ou seja, ele pode ser considerado como sendo formado por uma unido
de retas (superficie regrada). Assim, seu formato € usado na construcéo
de centrais de energia atdbmica, onde barras de ago retilineas (que tém alta
resisténcia) se cruzam para obter estruturas extremamente fortes.(SATO, J.,
2005).

Figura 10: Hiperboléide como Superficie Regrada

Fonte: http://www.fumec.br/revistas/construindo/article/viewFile/1714/1084

Fardis de automoveis: A figura 11 mostra que encurvando uma tira
metélica estreita bem polida e dando a ela a forma de um arco de parabola, os raios
de uma fonte de luz situada em seu foco, ao refletirem na tira metélica, tornam-se

paralelas ao eixo.


http://mundoeducacao.bol.uol.com.br/quimica/reator-nuclear.htm
http://www.fumec.br/revistas/construindo/article/viewFile/1714/1084
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Figura 11: Tira Metéalica Refletindo Raios de Luz

Fonte: Markuchevitch

Essa propriedade € aplicada nos espelhos parabdlicos de farbis de
automoveis e em refletores. Nesse caso, ao invés de tiras metalicas, utilizam-se no
processo de polimento desses espelhos os chamados paraboloides de revolucao.

Para obter essa superficie, basta girar a parabola em torno de seu eixo, conforme a
Figura 12:

Figura 12: Paraboloide de Revolugéo

Fonte: Markuchevitch

Antena Parabdlica: As cbnicas possuem uma grande quantidade de aplicabilidade na

Engenharia. Umas das mais famosas é a antena parabdlica (Figura 13), que recebe 0 nhome
da conica.
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Figura 13: Esboco de uma antena parabdlica

Fonte: Souza

Percebemos que o receptor na haste central localiza-se exatamente sobre o
foco da parabola. Isto significa que todo o sinal que for recebido pela superficie da
antena sera refletido em direcdo ao foco. Conforme Souza (2014), esse
redirecionamento esta diretamente ligado a propriedade refletora das parabolas.

2.2 CISSOIDE

A Cissoide foi descoberta por Diocles no intuito de solucionar o problema
de duplicacdo do cubo utilizando métodos geométricos. Posteriormente, conforme
Reis (2008, p. 264) o método utilizado para gerar a Cissbide de Diocles foi
generalizado e todas as curvas geradas por um processo analogo ao dela sdo
designadas por cissoéides do grego kissos (hera) e eidos (forma).

Definimos a Cisséide geral da seguinte forma:

Dadas duas curvas C,e C, no plano R? e um ponto fixo 0 € R?. Tracando
uma reta variavel r passando por 0, tome P;e P, as intersec¢des de r com as curvas

C,e C,, respectivamente. Chamamos de Cissoide de C,e C, com respeito ao pélo 0, o

lugar geométrico dos pontos P € r, tais que 0P = OP, — OP; = P, P,. De acordo com
EVES (Pag.: 151) se €, é uma circunferéncia, C, € a tangente a C; num ponto Ae O
€ o ponto de C; diametralmente oposto a 4, entdo a cissoide de C, e C, para o0 polo

O é a Cissoide de Diocles. Na figura 14 temos o esbo¢o de uma Cissoide.
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Figura 14: Cissoide

Fonte: Reis

2.2.1 Equacdao Polar da Cissoide

Nitidamente, a equacédo polar da Cissoéide € p(0) = p,(6) — p,(8), onde

p1(0) é a equacéo polar de C; e p,(6) € a equacao polar de C,.

Para solucionar o problema da duplicacdo do cubo usando a Cisséide de
Diocles, tomamos uma aresta dada de um cubo de comprimento d. Como

desejamos um cubo de volume duplo, temos que a aresta desse cubo deve ter
comprimento 3/2d. Agora, construa a cisséide de equacdo cartesiana y2(d — x) =
x3, ou seja, a Cissdide de Diocles de circunferéncia C;, de centro C (g 0) e raio % e
da reta tangente C, dada por x = d (com polo na origem). Apos, esboce a reta r
passando pelos pontos A(d,0)e B (0,%). Assim, r possui equacdo cartesiana
2y =d — x.

Agora, vamos determinar o ponto P, que € o ponto de intersec¢do da reta
r com a Cissoide de Diocles construida anteriormente. Apds, vamos construir a reta

s passando pela origem do sistema de coordenadas e pelo ponto P. Determine o

ponto Q como o ponto de interseccdo da reta s com a reta y = d. Desse modo,
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podemos afirmar que o segmento QF, sendo E de coordenadas E(0,d), possui

comprimento V2. Portanto, esta é a aresta do cubo que duplica o volume do cubo

dado. Note na figura 15:

Figura 15: Duplicacéo do Volume do Cubo
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Fonte: Reis

Para comprovar este fato, denote P em coordenadas por P(a.b) que é

(d —x)y? =3

solugdo do sistema de equagdes { d—x=2y

. Portanto, satisfaz a relacéo
a 3 . .

(Z) = 2. Dai temos que a equacdo cartesiana da reta s que passa pela origem e
pelo ponto P é dada por x = /2y e, portanto, 0 ponto Q de interseccédo da reta s
com a reta y = d, em coordenadas é dado por Q(Wd, d). Sendo assim, QF = V2,

umavez que E = (0,d).

Posteriormente serd explicada a origem do problema da Duplicacdo do
Cubo e outros métodos de resolugcédo, bem como sera demonstrada a equacao polar

da cissoide de Diocles.

2.3 CURVA DE AGNESI

De acordo com EVES (2004, pag. 504), definimos elegantemente a

Feiticeira de Agnesi da seguinte forma. “Considere uma circunferéncia de raio a e
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diametro OK sobre o eixo y, onde O é a origem do sistema de coordenadas. Seja
OA uma secante variavel por 0, sendo A sua interseccdo com a tangente a
circunferéncia por K. Se Q é a segunda intersec¢cdo de 0A com a circunferéncia,
entdo a curva de Agnesi o lugar geométrico dos pontos P de interseccdo das retas
QP e AP paralelas e perpendiculares, respectivamente, ao eixo x:” A equacédo da
Agnesi é da forma y(x? + a?) = d®. Inicialmente, essa curva foi estudada por Fermat.
Em sua origem, a curva se denominava “a versiera Agnesi’, onde Versiera
significava “a que gira”. No entanto, versiera também é a abreviatura de “avversiera”
(mulher do demoénio). Devido a uma ma traducéo inglesa, a curva passou de “la

versiera” para “avversiera” e, até hoje, &€ conhecida como “a bruxa de Agnesi”.

2.3.1 Construcéo da Curva de Agnesi

Consoante Siqueira (2007, p. 4), definimos a curva de Agnesi
considerando uma circunferéncia de centro em (Og) e raio % Tome AB=a 0

didametro da circunferéncia, r a reta que contém o didmetro AB, u a reta
perpendicular a r que passa por 4, t a reta perpendicular a r que passa por B, M
um ponto que pertence a circunferéncia e s a reta que passa por M e A. Seja N o
ponto de interseccdo das retas s e t. Assim, Siqueira (2007, p. 4) define a curva de
Agnesi, exemplificada na figura 16, como o lugar geométrico dos pontos P que estdo
a igual distancia da reta u que o ponto M, e a mesma distancia da reta r que o ponto
N, quando M percorre a circunferéncia.

Figura 16: Construcdo da Curva de Agnesi

"
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Fonte: Siqueira
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Desse modo, podemos calcular a area abaixo do grafico coma=1 e

obtemos o resultado abaixo:

+oo 1
f_oo x2+1dx=n.

Logo, a area abaixo da curva de Agnesi para a =1 é igual ao numero
irracional m. A demonstracdo desse resultado sera apresentada posteriormente.
Para demonstrar a equacao cartesiana da Curva de Agnesi, tomamos

uma circunferéncia de diametro OK = a como descreve a figura 17:

Figura 17: Circulo que determina a Curva de Agnesi

Sejam (x,y) as coordenadas de P que descreve a Curva de Agnesi. Pela
figura temos que AK € perpendicular a OK, AP € perpendicular a BP e AP é
perpendicular a AQ. Os triangulos retangulos AKO e BPA sédo semelhantes. O angulo
OBK é reto, pois esta inscrito em um semicirculo. Assim, os triangulos retangulos
AKO e ABK possuem um angulo agudo em comum, entdo sdao semelhantes.
Seguindo o0 mesmo raciocinio, KBO e AKO também sao, assim como AKO e BPA.

Entao:
AK . KO X a

=—,0u — = ——
BP PA x—u a-y



onde u € a abscissa do ponto B. Entéo,
X
x(a—y)=alx—u) —>u=7y

Utilizando o Teorema de Pitdgoras, temos:

(1) No triangulo OBQ: OB? = u? + y?;
(11) No triangulo KMB, BK? = (a — v)* + u?;
(Il) No triangulo KOB, a* = OB* + BK*?

Tomando (1) e (Il) e substituindo em (l11):
a’?=[u?+y*1+[(a—y)*+u?] »
a’?=u?+y*+a’-2ay+y*+u’-
u+y*—ay=0
Ja vimos que u = % . Substituindo na expressao acima, temos:

(2) 5o -0-

x2y? + a*y? —ady = 0 -
(x*+a?)y*—ady=0-

yIGe +at)y '] = 0 -

35
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2.3.2 Aplicagdes

Em 1703 Fermat estudou esta curva e, na época em que foi descoberta,
nao se conhecia utilizacdo pratica para ela. Recentemente, foi determinado que sua
forma se aproxima da distribuicdo do espectro de energia dos raios opticos. Foi
demonstrado que o efeito Doppler apresentou uma imprecisdo na curva de Gauss e
a Curva de Agnesi se aproximou mais da realidade. H4& também aplica¢cdes em
estatisticas. Uma pesquisa esta agregando a curva ao efeito atmosférico que uma

montanha pode acarretar em seu contorno.

2.4 CICLOIDES

O primeiro matematico que comecou a estudar a Cicloide foi o francés
Charles Bouvelles (1470 -1553), mas somente na primeira metade do século XVII é
que ela recebeu as atencbes de nomes famosos como Descartes, Mersenne,
Pascal, Galileu, Torricelli e Roberval. Galileu recomendou que a Cicloide fosse
utilizada na construcdo de arcos de pontes. Nao demorou muito e se determinou a
area sob um arco da curva e se descobriram métodos de tracar tangentes a ela.
Essas descobertas levaram os matematicos citados a considerar questdes relativas
a superficies e volumes de revolucdo obtidos girando-se um arco de cicléide em
torno de diversos eixos. Como isto ocorreu antes da invencdo dos célculos
Diferencial e Integral, esses mateméaticos precisaram valer-se de métodos muito
criativos, como o dos "indivisiveis", divulgado por Bonaventura Cavalieri (1598-
1647), uma forma equivalente de se avaliarem muitas das integrais definidas que
figuram nos atuais cursos de calculo, e que, em esséncia, equivalia ao método da

exaustao de Eudoxio/Arquimedes. A figura 18 apresenta um exemplo de Cicléide.

Figura 18: Roda Descrevendo uma Cicloide

Fonte: http://www.sbhmat.org/wa_files/C14.pdf
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Devido as suas propriedades foi a curva mais estudada durante o século
XVII. A Cicléide é a curva gerada pela trajetéria de um ponto P numa circunferéncia
de centro C e raio R que rola sem deslizar sobre uma reta. Fixando a reta como
sendo o eixo x e denotando por 6 o angulo formado pela reta que passa por C e pelo
ponto de tangéncia da circunferéncia com o eixo x e o segmento que une P com C.
Para um angulo 6 genérico representamos através da figura abaixo, onde R = 2

para a circunferéncia geradora.

Figura 19: Circunferéncia que Gera Uma Cicloide

|
|
&
OR:5 2 B 4 6 8 10 12

Fonte: Freixo

A representacdo paramétrica da Cicléide e sua demonstracédo serdo

apresentadas adiante.

2.4.1 Propriedades da Cicloide

Tomando varias curvas que se unem em dois determinados pontos, um
mais alto e outro mais baixo, a curva na qual o objeto demora menos tempo para vir
do ponto de interseccdo mais elevado ao ponto menos elevado € a Cicléide. Devido
a isto também se chama Braquistocrona (menor tempo), exemplificada na figura
20:

Figura 20: Braquistécrona

Fonte: http://historiaybiografias.com/preguntas_raras5/


http://historiaybiografias.com/preguntas_raras5/
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Se um objeto desliza sobre a curva, livre de atrito e sujeito a aceleracdo
da gravidade, o tempo que demora para alcancar o ponto mais baixo da curva é
sempre o mesmo, independente do ponto de partida do objeto. Por este motivo

também se da o nome de Tautdcrona (tempos iguais).

Figura 21: Taut6crona

Fonte: https://almargendefermat.wordpress.com/2009/02/22/la-cicloide-i-braquistocrona-y-tautocrona/

De acordo com Freixo (2009, p. 7), essa propriedade da Cicléide
(Braquistécrona) foi descoberta por Jean Bernoulli (1667-1748) em 1696, quando
pesquisava a trajetOria que minimizava o tempo gasto por um corpo, partindo do
repouso e sujeito apenas a acdo da gravidade, para ir de um ponto a outro, em
niveis diferentes e ndo situados sobre a mesma vertical. Bernoulli constatou que a
Braquistécrona assemelha-se a um arco de Cicloide invertida. Ao analisar a fundo
esta descoberta, ficou extasiado e incitou publicamente os mais brilhantes
matematicos que existiam dos mais variados paises, concedendo-lhes um semestre
para que apontassem solucbes do problema. Passado esse tempo, Bernoulli
divulgaria sua demonstracdo. No prazo estabelecido, apenas G. W. Leibniz
solucionou o problema. Bernoulli ampliou o prazo por mais quatro meses e remeteu
varias cartas a brilhantes matematicos, dentre os quais Isaac Newton. Este a
recebeu em janeiro de 1697, quando regressava do local de trabalho (Casa da
Moeda da Inglaterra). Motivado pelo problema, concentrou-se nele e solucionou na
madrugada do mesmo dia. Newton divulgou sua demonstragdo sem anunciar sua
autoria no jornal da Royal Society. Passado algum tempo, Jean Bernoulli a leu e
identificou, sem hesitar, que apenas um homem na Inglaterra seria habil para aquele
feito. Bernoulli, extasiado pela genialidade de Newton, proferiu as seguintes
palavras: "Pelas garras se conhece o ledo". A questdo da Braquistocrona foi
resolvida também por Marqués de L'Hopital e Jacques Bernoulli, irmao mais velho
de Jean. Podemos encontrar a elegante solucado de Jacques Bernoulli na obra What
is Mathematics? de R. Courant e H. Robbins pela editora New York, Oxford

University Press publicado em 1996.


https://almargendefermat.wordpress.com/2009/02/22/la-cicloide-i-braquistocrona-y-tautocrona/
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2.4.2 Curvas Tautdcrona e Isdcrona

Uma das propriedades que a Cicloide possui é a de ser Tautécrona
(tempos iguais), descoberta por Christian Huygens (1629-1695) por volta de 1656.
Huygens estava a procura de produzir relégios em que a precisdo fosse mais
elevada que a dos que usavam péndulos tradicionais.

Segundo Freixo (2009, p. 7), Huygens provou que um ponto material,
partindo do repouso e deixado deslizar sem atrito sobre um arco de Cicloide
invertido, atinge o nivel inferior em um intervalo de tempo que independe do ponto
de partida. Esta propriedade é designada Tautocronismo, do grego tauto (igual), e
cronos (tempo). Em outros termos, ao deslocar um péndulo através de uma Cicloide
Invertida, esse exibe um periodo de oscilacdo independente da amplitude do
movimento. A prova foi divulgada em 1673 em seu renomado tratado Horologium
Oscillatorium, a mais importante obra sobre mecéanica redigida anterior ao Principia,
de Isaac Newton (1687).

Huygens, em 1673, descobriu também a curva ilustrada na Figura 22,
denominada isécrona, e resultou ser também uma cicléide. Portanto, dispondo de
um péndulo oscilando entre duas cicldides, esse € isdcrono, descrevendo, por sua

vez, uma cicléide.

Figura 22: Péndulo Is6crono

Fonte: http://www.ciencianet.com/helena.html

Por possuir inimeras propriedades, e por ter sido centro de disputa entre
muitos matematicos da época, a Cicldide foi batizada de a “Helena da Geometria” ou

0 “pomo da discordia”.
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2.4.3 Epicicldide e Hipocicléide

Denominamos Epicicléide a curva plana esbocada por um ponto
escolhido numa circunferéncia de raio r que gira externo a outro circulo cujo raio é
R. Obtemos a Hipocicléide do mesmo modo, no entanto giramos o circulo do raio r

interno a circunferéncia de raio R. As equacgfes paramétricas que descrevem a
Epicicloide e a Hipocicloide, séo:

R+s.r
x(0) = (R +s.1).cosb + s.r. cos( .9)

v(@) = (R +s.r).sen(0) —r.sen (R rer .9)

Para s =1 a equacao descreve uma Epicicloide (Figura 23). Se s = —1,
uma Hipocicloide.

Figura 23: Epicicléide

Epicicloide
X

Fonte: The Mobius Project

2.5 SENOIDE E COSSENOIDE

Seja dada uma circunferéncia no plano Oxy de centro na origem e raio
uma unidade de comprimento. Seja & um numero real. Marcamos sobre a

circunferéncia, a partir do ponto A = (0,1),0 arco AP = 6. Consideramos 6 no
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sentido anti-horéario se 6 for positivo. Se negativo, no sentido horario (Figuras 24 e
25).

Figura 24: Ponto P Sentido Anti-Horario Figura 25:; Ponto P Sentido Anti-Horario
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Fonte: Geraldo Avila Fonte: Geraldo Avila
Avila (2012, p. 114) define o seno de # a ordenada do ponto P. Sua
notacao é sen 6 e o cosseno de 8, indicado por cos 8, pela abscissa de P. Sabemos

gue P pertence a circunferéncia unitaria. Logo, pelo Teorema de Pitdgoras temos

sen® 0 + cos*# = 1, relacdo fundamental da Trigonometria (Figura 26).

Figura 26: Relacdo Fundamental da Trigonometria

Fonte: Geraldo Avila

2.5.1 Graficos de seno e cosseno

A medida que o ponto P se move sobre a circunferéncia, sua abscissa e
ordenada variam e, nunca superam a medida do raio da circunferéncia, que mede

1. Em linguagem matematica, isso significa que:
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—1 <senf8<1 e —1<cosf6<1

O seno cresce de 0 a 1, quando 6 varia de 0 ag e 0 cosseno decresce de

1 a 0; quando 6 variade Z a 7w, o seno decresce de 1 a 0 e o cosseno decresce de
2

0 a -1 (Figuras 27 e 28).

Figura 27: Variagdo do seno em [0, 1] Figura 28: Variacao do cosseno em [0, 1]
A N ; cos @
e oo ;
R /2 s
0 /2 G

Fonte: Geraldo Avila Fonte: Geraldo Avila

2.5.2 Aplicacbes da Sendide

A sendide possui varias aplicagcfes, principalmente na fisica com estudo
de osciladores, correntes alternadas, dentre outras. Uma aplicagdo interessante

vemos na musica. O osciloscépio é um instrumento que transcreve ondas sonoras
em imagens.

"Os cientistas verificaram que a maioria dos sons musicais formam
estruturas definidas por ondas e descritas por fungdes matematicas
(chamadas de “funcdo seno” ou “sendide”). Por meio de um
osciloscépio, podemos “ler” a matematica que ha por tras da uma
musica ou qualquer tipo de som, além disso podemos verificar que
cada instrumento produz uma modalidade matematica diferente, ou
seja, cada tipo de instrumento musical tem uma espécie de
"assinatura”. (PRADO, 2013, p. 98)
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Vejamos na Figura 29:

Figura 29: Frequéncias das Notas Musicais
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Harmonicos, segundo Prado (2013, p. 91), s&o os sons produzidos por
um corpo a partir de um estimulo e devido a suas caracteristicas fisicas, consistem
em uma frequéncia principal e seus multiplos inteiros (o dobro, o triplo, etc). Prado
ainda define o Timbre como sendo a variacdo da intensidade que cada um dos
multiplos da frequéncia natural tem. Adicionando estes multiplos, o aspecto

caracteristico do som de um instrumento musical é produzido.

Um trompete e um violino transmitem a mesma nota com timbres
distintos. Este acontecimento se deve ao fato de que mesmo a frequéncia
fundamental dos sons sendo iguais nos dois instrumentos, a agitacdo das
frequéncias harmodnicas é distinta. No violino, uma imensa escala de harménicos
encontra-se unido a fundamental. A unido desses sons possui como consequéncia o
timbre do instrumento. Em sua maioria, 0s sons naturais sao arranjos de sinais,
todavia um som puro monoténico é representado por uma sendide pura. Observe a

Figura 30:
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Figura 30: Frequéncias de Instrumentos Musicais

Flauta

Trompete

Fonte: Prado

2.6 LEMNISCATA

Considere a curva tracada pelos pontos M de modo que o produto das
distancias de M a dois pontos fixados F; e F, mantenha-se constante. De acordo
com MARKUCHEVITCH (1995, p. 19), esta curva se denomina lemniscata e significa

“‘em forma de um laco de fita”. Seja ¢ 0 comprimento do segmento F;F, e O 0 ponto

T ~ C A s , C
meédio entre F; e F,. Entéo, a distancia de 0 a qualquer um desses pontos sera S €0

2
produto das distancias sera % .

2

Primeiramente, verificaremos 0 caso em que p = % , OU seja,

CZ
MF,.MF, = <.

4

isto posto, a lemniscata contera o ponto O e aparentara um “oito deitado”
(Figura 31).

Figura 31: Lemniscata

Fonte: Markuchevitch
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Prolongando nas duas direcbes o segmento F;F, até intersectar a curva,

obteremos os pontos A; e A,. Para expressar a distancia A;4, = x em funcao de ¢

que é o comprimento do segmento F,F,, basta notar que A4,F, = g —% e AyF, = g +

g. Assim, o produto dessas distancias sera:
2 2
@+g@_gzﬁ_g_
2 2 2 2 4 4
2
No entanto, pela hipétese, temos que esse produto deve ser % , OU seja,

2 2 2
":—%z%,deondexzzk2 e x =+v2c = 1,414c.

2.6.1 Formas de Lemniscatas

2
Analisaremos o caso em que p € diferente de % . Em tal situacdo a

2
lemniscata apresentara uma forma diferente. Se p < % , a lemniscata € formada por

duas ovais, onde uma contém o ponto F; e a outra contém o ponto F, (Figura 32).

Figura 32: Lemniscata Formada por Duas Ovais
A"
W l =T

Fonte: Markuchevitch

2 2

Se C: <p< % , a lemniscata tera a forma abaixo (Figura 33):

Figura 33: Lemniscata em Forma de Biscoito
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2
Se p for muito préximo de % , a distancia K; K, sera bastante estreita e ficara

2
préximo da forma de um “oito deitado”. Se p for proximo de C? , a cintura da curva

2
quase nao é marcada e, para p igual ou superior a % , a cintura desaparece

totalmente e a lemniscata fica na forma oval. Abaixo, temos a representacédo de

distintas lemniscatas (Figura 34):

Figura 34: Lemniscatas com varios formatos

Fonte: Markuchevitch

2.6.2 Lemniscatas de n focos

Consideremos um numero qualquer de pontos F;, F,,... ,F, no plano e
movamos o0 ponto M de forma que o produto de suas distancias aos pontos
permaneca constante. Vamos obter uma curva onde a forma dependera da posicéao
dos pontos F;, F,, ... , F, e do valor do produto constante. Denominaremos essa curva

de lemniscata de n focos.

Ao escolher mais de dois focos, dispd-los de diferentes formas e
designando valores distintos aos produtos das distancias, obteremos lemniscatas de
formas bastante curiosas. Tracando sobre um papel a partir de um ponto dado A4, de
modo que volte ao ponto inicial. Assim obteremos uma certa curva. A Unica
exigéncia € que a curva néo se intersecte. Evidentemente, desse modo obteremos
curvas que podem ter a forma de uma cabe¢ca humana ou de um passaro. Sempre
podem ser escolhidos o numero n, a posi¢cédo dos focos F,,F,,... ,F, € o valor do

produto constante das distancias

MF, .MF, ... .ME, =p
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De modo que a lemniscata correspondente n&o difira a olho nu dessa

curva.

“Em outras palavras, os possiveis desvios entre o ponto M que descreve a
lemniscata e a curva escolhida ndo passardo da largura do traco do lapis
(que pode ser afiado de modo que o trago seja muito fino). Esse resultado
notavel que traduz a extraordinaria diversidade e a riqueza de formas das
lemniscatas de multiplos focos pode ser demonstrados rigorosamente, mas
a demonstracdo é complexa e exige o emprego de matematicas
superiores.” (MARKUCHEVITCH, 1995, p. 24)

Figura 35: Lemniscatas em Formas Curiosas

m M

Fonte: Markuchevitch

2.7 ESPIRAIS

De acordo com Figueira (2007, p. 5), definimos geometricamente a espiral
como uma curva plana gerada por um ponto P de uma reta que passa sempre por
um ponto fixo 0 denominado poélo e que gira uniformemente em torno de 0. O ponto
P se desloca continuamente ao longo da reta OP com alguma lei, resultando
diferentes tipos de espiral de acordo com essa lei de deslocamento.

Geralmente, séo definidas utilizando coordenadas polares, r e 6.

2.7.1 Espiral de Arquimedes

Chamamos de raio vetor a distancia p = OP.Esse valor define o
deslocamento do ponto P na reta. Se a variagdo desse valor é proporcional ao
angulo 6 de rotacéo da reta, a partir do eixo polar, com a equacao p = k6, a curva

resulta na conhecida Espiral de Arquimedes (também conhecida como espiral
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uniforme — Figura 36). Essa Ultima denominacdo € atribuida pelo fato da

uniformidade entre as distancias das espirais.

Figura 36: Espiral de Arquimedes

X

14

=17-16-15-14-13-12-

Fonte: Figueira

Temos: p1=k.0;
py =k.0, = k. (6, + 2m)
p3 =k.0; =k.(6, + 2m)
ps =k.0, = k.(0; + 2m)
Calculando a distancia entre as espirais consecutivas, temos:

P2 —P1=P3— P2 =pPs—P3 =21k

O pioneiro nos estudos dessa curva foi Arquimedes, donde se justifica ela
ser conhecida como Espiral de Arquimedes. Quando o raio vetor gira uma volta
completa (2), ha um aumento de 2m. k no préprio. Se k € pequeno, a distancia

entre as espirais sdo pequenas.
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2.7.2 Espiral Logaritmica

O raio também pode variar pela lei p = p,.e*?, onde p, é o valor inicial do
raio vetor (com 8 = 0) e k € uma constante que se relaciona com a inclinacdo da

espiral em relacéo ao raio vetor.

Para entender o significado da constante k, apliquemos o logaritmo em

ambos 0s membros da equagéo acima. Teremos:

logp = log po.e*? < k.0 =log (pﬁ)
0

Assim, k é o logaritmo da relagéo entre o raio vetor inicial (6 = 0) e o raio
vetor p de um giro de 1 radiano. Por este motivo, essa espiral se denomina “espiral
logaritmica”. Sua equacgéo na forma polar é: r = a.e*?,coma > 0ek > 0, sendo r o

raio, a o raio inicial, k uma constante e 6 o angulo polar.

A Espiral Logaritmica na Arte e na Natureza

Segundo Maor (2008, p. 175), provavelmente nenhuma outra curva
exerce fascinio maior para cientistas, artistas e naturalistas do que a espiral
logaritmica. Jakob Bernoulli a chamava de spira mirabilis e a considerava notavel
pelas propriedades mateméticas que a torna Unica entre as curvas planas. Desde a
antiguidade ela é utilizada como modelo decorativo favorito, por conta da
graciosidade de sua forma. Na natureza, com excec¢do do circulo (Qque € um caso
particular da espiral logaritmica), ela ocorre mais frequentemente do que qualquer
outra curva. Um exemplo fascinante e preciso € a concha do nautilo, como vemos na

Figura 37.
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Figura 37: Concha do Nautilo

Fonte: http://bio-orbis.blogspot.com.br/2015/09/voces-conhecem-o-nautilus.html

“Talvez o fato mais notavel sobre a espiral logaritmica é que ela parece a
mesma em todas as dire¢cfes. Mais precisamente, cada linha reta através
do centro (o pélo) atravessa a espiral exatamente com 0 mesmo angulo. Por
isso ela também é conhecida como espiral equiangular. Esta propriedade da
a espiral a simetria perfeita do circulo — de fato, o circulo € uma espiral
logaritmica para a qual o angulo de interseccdo é 90° e a taxa de
crescimento € 0.” (MAOR, 2008, p. 175)

Outra caracteristica que se relaciona com a primeira € o fato de que se
girarmos por arcos iguais a espiral, a distancia ao p6lo aumenta por uma taxa igual,
Ou seja, uma progressao geométrica. Disso resulta que, tracando um par de linhas
através dos polos e fixando um angulo entre as linhas, as divisées cortadas da
espiral sdo semelhantes (ndo sdo congruentes). Nota-se perfeitamente essa
caracteristica na concha do nautilo, onde as camaras sdo perfeitamente réplicas
umas das outras, apenas aumentando o tamanho. A espiral logaritmica é o
crescimento preferido de algumas formas da natureza como as cochas, chifres,
girassois, furactes e galaxias (Figura 38).

em Formato Espiral
P il

Fonte: http://www.zenite.nu/galaxias-e-furacoes/


http://bio-orbis.blogspot.com.br/2015/09/voces-conhecem-o-nautilus.html
http://www.zenite.nu/galaxias-e-furacoes/

51

Na figura 38 é possivel notar a Galaxia de Andrdmeda e um furacéo visto

atraves de satélite. Ambos possuem formatos de uma espiral.

No inicio do século XX, a arte grega voltou a ficar em evidéncia assim
como sua relacdo com a matematica. Muitos estudiosos tentaram formular
matematicamente o conceito de beleza a partir de teorias sobre a estética. Assim
voltou ao foco a espiral logaritmica. A espiral ficou em tanta evidéncia nessa época
que, em 1914, Sir Theodore Andrea Cook publicou o livro The Curves of Life que
contém quase 500 paginas dedicadas apenas a espiral e sua ligagdo com a arte e a
natureza. Em 1926, Jay Hambdge escreveu Dynamic Symmetry e, segundo Maor,
“‘influenciou um geracédo de artistas que buscavam a beleza e harmonia perfeitas”
(MAOR).

Em seu livro, Hambdge se utilizou da regra de ouro, niumero utilizado por
Leonardo da Vinci em suas pinturas mais famosas. Tomando um segmento de linha,
devemos dividir de modo que o todo esteja para a parte maior, assim como a parte

maior esteja para a parte menor. Indicamos essa proporcéo pela letra ¢ (fi) e seu

L, 1++/5
valor é ( V5

)= 1,618 ... . Para muitos artistas o retangulo de ouro, cuja razao

comprimento-largura é igual a ¢, € 0 que apresenta dimensées mais harmoniosas,
sendo assim muito utilizado na arquitetura. A partir de um retangulo de ouro pode
ser formado um novo retangulo dourado e seu comprimento é a largura do retangulo
original. Realizando esse processo infinitamente, teremos uma sequéncia
interminavel de retadngulos dourados e seu tamanho se reduz até zero. Desse modo
teremos uma espiral logaritmica inscrita nos retangulos de ouro construidos. Veja na
Figura 39:

Figura 39: Espiral Logaritmica
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Fonte: http://www.scoop.it/t/donde-reside-la-belleza


http://www.scoop.it/t/donde-reside-la-belleza
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Mauritis C, Escher (1898-1972), artista holandés, utilizou a espiral de ouro

em seus trabalhos mais criativos (Figura 40).

Figura 40: Desenhos de Escher

Fonte: MAOR

O Problema dos Quatro Insetos inspirou muitos desenhos em que
aparecem as espirais logaritmicas. O problema diz o seguinte: Imagine quatro
insetos posicionados nos vértices de um retangulo. Ao ouvir um sinal sonoro, 0s
insetos se movem em direcdo ao seu vizinho. O curso que eles seguirdo e onde se
encontrardo revelam uma espiral logaritmica e convergem para o centro. A Figura 41

representa dois desenhos inspirados no Problema dos Quatro Insetos.

Figura 41: Desenhos Inspirados no Problema dos Quatro Insetos

Fonte: MAOR
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2.8 CATENARIA

A curva que descreve o0 aspecto de um cabo suspenso em suas
extremidades submetido apenas a forca da gravidade € conhecida como catenaria
(em latim, corrente). Esta descrita geometricamente na Figura 42.

Figura 42: Modelo da Catenaria

fOd) ¢

0

Fonte: http://www.xn--e-matemtica-q7a.com/index.php/12-ano-matematica-a/manual-
xegmat/exercicios-das-margens-xegmat-2-volume/550-085-problema-xegmat-12-ano-2-volume

O problema em descrever essa curva matematicamente foi proposto por
Galileu Galilei ( 1564 - 1642 ) onde ele considerava que a curva era uma parabola.
Em 1647, Christiaan Huygens, matematico e fisico holandés, mostrou que a
conjectura de Galileu era falsa, utilizando argumentos fisicos. No entanto, Huygens
nao encontrou a expressao analitica da curva. Joachim Jungius ( 1587 — 1657),
também matemaético, contestou a ideia de que a curva era uma parabola. Em 1690
Jakob Bernoulli lancou o desafio publicamente aos matematicos de sua época e
assim, surgiram trés solucdes: Johann Bernoulli, Huygens e Leibniz. As trés
descreviam geometricamente a curva, o que equivale a sua equacdo e mostravam
as principais propriedades. No entanto, nenhuma explicava o método para encontra-
la. Huygens resolveu utilizando o euclidiano classico. Bernoulli e Leibniz se
utilizaram do célculo diferencial. Nesse momento, finda o estilo arquimediano da

matematica e aparece o primeiro sucesso publico do novo calculo.

Para demonstrar a resolucdo de tal problema, adotaremos a solugéo de
Bernoulli por ser mais simples em relacéo ao de Leibniz. A solucéo se divide em trés

partes. No inicio, usando argumentos da mecanica classica dos corpos em equilibrio
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, Bernoulli deduz a equacao diferencial abaixo, que deve ser satisfeita pela
catenaria:

dy a .
a = ; , sendo a uma constante e s 0 comprimento do arco.

O comprimento do arco é calculado da seguinte forma:

s=| [1+(Z—i)

Como x e y aparecem implicitamente ndo d& pra resolver diretamente a

2

dy

~ . . ~ . ~ . .. d a
equacao diferencial. Entdo Bernoulli transformou a equacao diferencial % =7 na

equagdo explicita dy = A terceira parte consiste na resolucdo da

adx

equacao determinando a curva que a satisfaz.

2.8.1 Demonstracdo da Equacao da Catenaria

Bernoulli resolveu através de uma constru¢cdo geométrica, ou seja, pelo
método de construcdo dos pontos da curva, interpretando como uma area, porque
nessa época nao tinham conhecimento de func¢des logaritmicas e exponenciais. As
suas hipéteses sobre a corrente suspensa foram as seguintes: (Demonstracdo
encontrada em FARIA, 2011).

I) A corrente é amplamente flexivel:

Figura 43: Corrente Suspensa

B
Fonte: Faria
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Il) F; e F, sdo duas forcas que sustentam a corrente ABC em A e C, assim
como sustentam o peso D que é o mesmo peso da corrente ABC suspensa por

cordas AD, CD ao longo das tangentes a curvaem A e C.

Figura 44: Forcas que Atuam

Fy

Fonte: Faria

[II) A corda é inextensivel, ou seja, se a corda esta suspensa nos pontos

A e C e fixamos um ponto F e retiramos a parte AF, a parte FBC nao muda formato.

Figura 45:; Corda Inextensivel

Fo)

Fonte: Faria
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IV) Agora suponha que o ponto B, o mais baixo da corrente, esteja fixo.

De acordo com a hipotese lll, temos que a forca FO’ gue a corrente exerce em B
independe da posicéo do outro ponto de suspenséao A.

Figura 46: Forca F_(;
F

Fonte: Faria

V) Se as forcas F, e F, sustentam o peso P atuando em D, as cordas sem

peso formam com a vertical os angulos ¢, e ¢,.

Figura 47: Angulos Entre as Forcas

N
Fy

—_—

H"_.é-"-

&y

A%r
F1 senf £ I3 sengz

Fonte: Faria
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VI) Como ha equilibrio, a soma das forcas F, e F, deve se igualar a forca
P. Dessa forma, a diagonal do paralelogramo formado por 17": e F, de comprimento
igual a forca P é colinear com a soma das forcas. Decompondo as forcas T?; e FZ) nos
eixos horizontais e verticais temos F, + F, = P e as componentes horizontais F, e

F, se anulam. Assim:

Figura 48: Decomposicao das Forcas

VP

Fonte: Faria

Fisengp, = F,seng, , 0]

[1Fi] € F, = ||F]]

onde: F,

F. sen
Temos: a - ez (“)
Fz Sen(p1



e também: Ficos@p, + Fycosp, =P (1

onde P =|P||.
F o

Tomando = =>22_, F =F,—%2 ¢ gypstituindo em (lll), obtemos:
F, sengq sengq

F, (Sen(pz cos@, + cosgoz) =P

sengq

P
Desse modo: — = [
F,

sen<p2.cos<p1+cos<p2.cos<p1] N
sengq

P _ sen(¢1t92)
F, sengq

(V)

Deduzimos também, de forma semelhante a razéo:

p _ sen(p; + ¢3)

F; seng-,
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Bernoulli dizia que as forgas F; e F, sustentavam a corrente nos pontos

da catenaria A e B, respectivamente, sendo B 0 ponto mais baixo da curva. As

mesmas forcas sustentam o peso de AB em E. Como 0 peso da corrente é

distribuido em seu todo, podemos escolher as unidades de comprimento e peso de

L . S . e
forma que o peso da corrente AB seja igual ao comprimento > Bernoulli tornou F,

igual a a por aquele ser constante.
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Figura 49: Forcas Fz e F_(;

Fonte: Faria

Resulta da hipotese VI:

A) Aplicando em IV:

T
PESO AB _ sen (<p1 + 7)
a B seng,

Da figura acima, temos:

I8
P=S=PESOAB, F,=F, Fh=a, ¢=3
p1+@,+yP=180° - @+ ¢, =180°—-9

sen(¢@, + ¢@,) = sen(180° — ) = sen180°. cosy — seny.cos180°

Concluimos: sen(p,+ ¢,) = —senyp.(—=1) -  sen(p,+ ¢,) =seny

Desse modo, temos:
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EL
seny ZAfg EL AE EL

S
a seng, AL ~AE AL AL
AE
B) Na segunda figura, obtemos:
EL E EL
= —_— e =
05 91 F; 1™ cos P41
_ AL AL
Sen ¢y = Fy 17 sen ®1

Comparando os resultados de F; , temos:

EL AL EL  cos ¢,

- R
cos@p,; Sseng, AL sen ¢,

Pelo equilibrio dos corpos, a soma das forcas se anulam. Resulta que o

peso P é igual a EL , todavia:

P = sen(p; + ¢;)

EL sen(p1+¢@3)

Assim: — =
AL sen @,
EL _ sen (g+(p1)
AL sen ¢
T T
EL sen % .cos¢; + sen ¢4 .COS >
AL sen ¢4
EL
Donde: =08 2

AL sen ¢4 a
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C) Temos uma semelhancga entre os triangulos ELA e AaH, assim:

EL AL dx EL s
—_—— e d _—=— = -
dx dy dy AL a

d
Portanto, oA
dx

wla

Representa a equacdao diferencial da catenaria em funcdode y,x e s.

Para obtermos a equacao cartesiana da Catenaria, precisamos resolver

essa equacao diferencial.

2.8.2 Catenéria na Arquitetura

Vimos acima que a catenaria € a curva que equilibra o seu peso com a

tensao interna do cabo e é formada por um fio entre dois postes.

Por conta desse equilibrio, a catenéria invertida € a mais eficaz para a
construcdo de arcos. Dentre vérias, temos como exemplo belissimas construcdes,
tais como o Gateway Arch, em Saint Louis (Figura 50), Estados Unidos; outro
exemplo € a Ponte de Lupu, em Xangai, na China (figura 51) e a Basilica da

Sagrada Familia, em Barcelona (Figura 52), na Espanha.

Figura 50: Gateway Arch Figura 51: Ponte de Lupu Figura 52: Basilica

;

Fonte: http://estruturandocivil.com.br


http://pt.dreamstime.com/
http://estruturandocivil.com.br/
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De acordo com Carvalho, suas propriedades (da catenaria) a tornam boa
para a construcdo de fornos para cerdmica que ndo se deformam com altas

variacfes de temperatura, de colmeias com formatos inovadores ou de barracas de

camping que resistem a fortes ventos, mostrados nas fotos a seguir (Figura 53):

Fonte: Carvalho

Até cadeiras sao inspiradas nessa bela curva, assim como varios projetos
modernistas, como casa de uma fazenda organica, no deserto de Thar, na india
(Figura 54).

Figura 54: Catenéria na Arquitetura

Fonte: Carvalho

3. SOFTWARE WINPLOT

Em 1985, Richard Parris, professor da Philips Exeter Academy,
desenvolveu o software Winplot, instrumento de constru¢cdo das curvas presente
neste trabalho. No inicio, o software tinha por nome Plot e era executado em DOS.
Apds o Windows ser lancado, houve uma mudanca no nome e passou a se chamar
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Winplot. Este programa executa diversos comandos, todavia sua principal

aplicabilidade é na construcdo de gréficos de fun¢gdes de uma ou mais variaveis.

Para baixar o] programa, basta acessar 0 link

http://math.exeter.edu/rparris/peanut/wppr32z.exe , que traz a versao em portugués.
O software é gratuito.

3.1. INSTALACAO

Ao clicar no link aparecerd a seguinte caixa de didlogo (Figura 55) para
enviar ao local que desejamos guardar o programa:

Figura 55: Local de armazenamento do software

G Salvar como @

—— .
ot |!AreadeTrabalho 3 v|&?|

Pesquisar Area de Trabalho ol [

Organizar - Nova pasta G (7]

L
‘ > - . .
- Favoritos Bibliotecas

Ml Area de Trabalho || Pasta do Sistema

!

m

& Downloads

% | Fotos do iCloud |E q a Grupo domeéstico
5 Sis

&/ iCloud Drive Pasta do Sisterna

: .
=il Locais

"

Filipe
3\ Pasta do Sistema
4| Bibliotecas -

> 3 Documentas P

Computader
» &= Imagens ===l Pasta do Sistema
> J"u Musicas
> E Videos - ‘}.‘ Rede i
MNome: npr32z (1) -
Tipo: [Application v]
4 Ocultar pastas Salvar l [ Cancelar ]

Apods escolher o local surgird a imagem da figura 56. Nela clicamos em
executar.



Figura 56: Botdo para executar o arquivo

Abrir Arquiveo - Aviso de Seguranga

executar este software?

omecedor: Editor Desconhecido

Tipo:  Aplicativo

@ Mome: ChUsers\Filipe\Desktop'wppr32z.exe

Origem: Ch\Users\Filipe\Desktop\wppr32z. exe

O editor ndo pdde ser verficado. Tem certeza de que deseja

(=]

Executar ] [ Cancelar

Sempre perguntar antes de abrir este arguivo

- Como deteminar o software a ser executado?

= Fia | 0 arquivo ndo contém uma assinatura digital valida que verfique o
Q editor. Yocé sd deve executar software de editores em que confia.

Em seguida, a janela representada na figura 57:

Figura 57: Botdo para descompactar o arquivo

WinZip Self-Extractor - wppr32z (1).exe

=

To unzip all files in wpprdZz (1).exe to the specified -
folder press the Unzip button.

IUnzip to folder:
C \peanut [ Browse... ] [ Close

Crverwrite files withowut prompting

H

ot

Help

-
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Escolhemos o diretério e clicamos em “Unzip”. Um atalho sera criado na

area de trabalho para uma utilizagdo mais rapida do software. Para utilizar o

programa basta um clique duplo neste atalho.
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3.2. COMO UTILIZAR O WINPLOT?

O Winplot € um programa que constréi graficos em duas ou trés
dimensbes. Como o trabalho é sobre curvas bidimensionais, o foco sera apenas na

fungéo 2-dim.

Ao abrir o Winplot, deve-se clicar em janela e, logo apos, em 2-dim
(Figura 58):

Figura 58: Inicio da tela do Winplot

L
Ajuda
2-dim F2
3-dim F3

Adivinhar
Mapeador »
Planetas

v | Mostrar arquivos recentes
Abrir o dltimo arquivo

v Usar padrio

Sair

Dessa forma a tela da figura 59 sera aberta:

Figura 59: Eixos no Winplot
e

ArquivoEquagio Ver Mowse Um Dois Anim Outros
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Para uma melhor visualizacdo das curvas e gréficos, deve-se ir ao menu
principal, clicar em “Ver — Grades”. Em seguida preencher os campos com o0s
intervalos dos eixos x e y com 0.5 e clicar em aplicar e fechar em seguida. A tela do

Winplot se apresentara da seguinte forma (Figura 60):

Figura 60: Eixos com Grades
R

e Hgmgle Vo Moss Um Do dee et

Esse intervalo propiciara uma melhor visualizacdo dos gréaficos, no
entanto ele pode ser aumentado ou diminuido dependendo da curva a ser

construida.

Podemos construir graficos a partir de quatro tipos de equacdes: Explicita,
Paramétrica, Implicita e Polar. Para a construcéo correta do gréfico, deve-se analisar

bem a sintaxe do programa. Vejamos cada equacéo separadamente:

1. Funcdo Explicita: Para utilizar essa funcdo, deve-se clicar em

Equacédo, seguido de Explicita, ou simplesmente F1 como atalho. Observe a figura
61:

Figura 61: Tela da Equagédo Explicita

fix) = [EEEEEE
I travar intervalo tarmar petddica [
wmin |-5.00000
wmé: |5.00000

espessura da linha |1 densidade de plotagem |1

cor | ajuda ‘ ok | cancelar|




67

Escreve-se a funcdo desejada com a sintaxe correta. Para exemplificar,
constréi-se o grafico da funcdo f(x) = 3x + 5. Nota-se que a sintaxe permite que se

escreva 3x ao invés de 3 = x. Veja o grafico abaixo (figura 62):

Figura 62: Grafico da Fungéo f(x) =3x +5

B e e
Bepeen Ngpmgle Voo Biwns U [em e Shen

Dentre o0s recursos, temos a possibilidade de encontrar os zeros da
funcéo de uma forma bem simples. No menu principal, clica-se em Um — Zeros. Em

relacdo ao grafico acima ele apresentara o seguinte resultado, ilustrado na figura 63:

Figura 63: Zero da Funcéo
. =

Zeros ‘
|},-r = 3x+5 j
-1.BBEEY Prasimo |
zalvar ® como || - marcar panko |

Escrevendo a equagdo f(x) =-0.5x+1 simultaneamente com a

equacao acima, os graficos estarao de acordo com a figura 64:
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Figura 64: Graficos das fun¢des f(x) =3x+5e f(x) = —05x+ 1

B
Aepem  gagde Voo Mo U Do e il

Percebe-se que ha uma interse¢do entre os dois graficos. Para encontra-
la, deve-se ir ao menu principal e clicar em “Dois — Intersegdes”. A resposta sera

dada nas coordenadas x e y, mostrado na figura 65:

Figura 65: Intersecéo dos gréaficos das fungdes f(x) =3x+5e f(x) = -05x+ 1

3x+5

-0.5x+1

proy intersecdo | marcar panto |

® =-1.14286
y=157143

z=1.71269

quardar ||>< vI
COmo m fechar |

[T angulo de intersecdo em graus
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Portanto, a intersecéo entre as retas é o ponto (—1.14286,1.57143).

Para analisar alguns detalhes dos graficos, utiliza-se o inventario. As
teclas ctrl + i sdo o atalho para abri-lo e possui a seguinte caixa de dialogo da
Figura 66:

Figura 66: Inventario

¥ = 3X+5

4 [l 3

editar | apagar| dupl | copiar | tabela | familia |

arafico | equa;§D| nome | deﬂvar| weh | fechar

As opgOes na janela de inventério sdo:

1. Editar: Esta opcdo permite modificar a equagdao, intervalos, cores e
espessuras das linhas.

2. Apagar: Elimina a equacédo selecionada e todas as que dependem

dela. Nao ha opcéo de retorno apds apagar alguma equacéao.

3. Dupl: Duplica a equacéo selecionada para facilitar a construcdo de
outro gréfico parecido com o desejado.

4. Copiar: Copia a equacgéo para a area de transferéncia do sistema.

5. Tabela: Exibe uma lista de coordenadas que satisfazem a equagao
selecionada.

6. Familia: Converte a equacado em uma familia de curvas ou pontos.

7. Gréafico: Ao selecionar uma equacao e clicar nessa funcdo o grafico

ficara oculto. Para aparecer novamente realize 0 mesmo processo.
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8. Equacdo: Exibe a equacao no grafico. Ao clicar novamente a equacéo
deixa de ser exibida.

9. Nome: Nomeia a fungéo desejada.

10. Derivar: Essa funcdo gera o grafico da derivada da funcéo
selecionada.

11. Web: Traga um diagrama em rede.

12. Fechar: Fecha a janela de inventario.

2. Funcdo Paramétrica: Para esta funcao, deve-se clicar em Equacao —

Paramétrica, ou mais rapidamente F2 como atalho. A janela correspondente a esta

funcdo € a imagem representada na Figura 67:

Figura 67: Tela Inicial da Fun¢éo Paramétrica

fit - [

glt) = |3sin(4t]

tmin |0.0
e |2pi

mir: nenhuma @ circulo € tamanho sdlido |

m&  nenhuma @ circula O tamanho sdlida [

espessura da linha |1 densidade de plotagem |1

| colocarsetaemt = |

tamanho da seta [pikels] |10

cor | ajuda | | ok | cancelar|

Escreve-se f(t) =t —2, g(t) = % e —2 <t <2.Aretaque descreve
essa equacao parameétrica € (Figura 68):
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Figura 68: Reta Descrita por FungBes Paramétricas

1 s
deguren Dpmgie Vo Moms Um Des b debees

Para utilizar a funcédo animacédo, usa-se o inventario e clica-se em editar.

.. t ~ ipe
Escreve-se um valor A adicionado a 5 ha segunda equacao para exemplificar.
Fecha-se o inventario e deve-se clicar em Anim — Parametros A-W no menu

principal. Surgira a tela da Figura 69:

Figura 69: Tela de Animag&o

il i
valor corrente de A [EQUACAD PARAMETRICA]
3 ~ | |0.00000
Kl | i
def L | auto rey | auto cicl | def B |

| automostrar |23 glides fechar |

Na primeira seta € possivel escolher o parametro ao qual se deseja avaliar.
No espaco que esta digitado 0.00000 devem-se colocar os limites abaixo e acima
que se deseja. No exemplo dado, escreve-se -3 e clica-se em “def L”. Dessa forma,

é escolhido o valor minimo para A. Depois escreve-se 3 e clica-se em “def R” para
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definir o valor maximo para A. A op¢ao “auto rev’ analisa a variagao da reta quando

0 parametro A varia. A sequéncia de retas ilustradas na Figura 70 aparecera na tela.

Figura 70: Variagdo da Posi¢do da Reta Paramétrica

O valor do parametro A indica o valor de y em que a reta deve tocar, ja
que pela primeira equacao x € definido como -2. Portanto, a reta sobe e desce de

acordo com a variacao.

3. Funcdo Implicita: De acordo com SOUSA (2004), “funcdes definidas

implicitamente sdo desenhadas por um método especial. O programa procura
aleatoriamente por um ponto inicial que se encaixa na equac¢édo dada. Uma vez que
este ponto é encontrado, a curva a partir deste ponto € desenhada ao se calcular
numericamente certas equagodes diferenciais”. Para utilizar essa fungéo basta seguir
os comandos Equacao — Implicita ou apertar F3 no teclado.

Para exemplificar, sera construida uma circunferéncia de centro na
origem e raio 2 e a equacao que a descreve é x% + y? = 4. O Winplot reconhece as

duas sintaxes apresentadas na figura 71:



Figura 71: Sintaxe de Uma Circunferéncia

=)

IHA2+yA2=4

[ buscalonga o ™ buzcalonga

W olhar espessuia da linha |2

v fronteia

¥ fronteira

v alhar espessura da linha |2

cor

[~ restica 0 < I

ak, I cancelarl

[~ resticg0 ¢ I

ok I u:anu:elarl

ajuda |

ajuda |
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A opgao “olhar’ permite visualizar a construgdo da curva construida.

Assim, a circunferéncia sera desenhada de acordo com a figura 72:

Figura 72: Circunferéncia

4. Funcao Polar: Para a utilizacdo dessa funcgao, clique em Equacao —

Polar, ou simplesmente F4 no teclado. Antes deste processo, para visualizar o

grafico na forma polar, deve-se ir em Ver — Grade e marcar “setores polares”.

Depois, digitar a equagdo desejada no espaco apropriado e clicar em “ok”. No

exemplo, foi desenhado o gréfico da equacgéo f(t) = 3 cos(2t). Notemos a sintaxe

na figura 73:
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Figura 73: Tela Inicial da Fung&o Polar

= [

Ermin (0.0

Emax |2pi

min  penhuma ™ circulo © tE'll'l'IE'lﬂh'I'I gdlida [

més nenhuma ©  circulo O tamanhul solido [

ezpeszura da linha IE densidade de plotagem I'I

[T somente valores positivos de r car

| ok, I cancelar | ajuda |

Apos digitar a equacdao e alterar a espessura da linha para 2, clica-se em

“ok” para obtermos o grafico da figura 74.

Figura 74: Rosacea de Quatro Pétalas

Os gréficos das equacgbes do tipo r = asen(nt) ou r = acos(nt) s&o
denominados de rosaceas. Se n é par, o grafico consiste de 2n lacos. Se n € impar

o grafico apresenta n lagos, com n inteiro positivo.
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3.3. CONICAS NO WINPLOT

3.3.1. Elipse

A fungdo “Equacao — Implicita” permite inserir a Elipse no gréafico do
Winplot. Sera exibida a construcao da elipse com centro em (1,—-2),a=2e b =1.

A Elipse é definida algebricamente pela equacéo (x_a’;") + (y;ZyO) = 1. Logo, para a

construcdo usa-se a sintaxe apresentada na figura 75 com os dados

correspondentes e deve-se clicar em “ok”:

Figura 75: Sintaxe da Elipse

i )
curva implicita . ﬁ

[ 2/ A4 {y+2] "2 =1

[ buszca longa car

v alhar espessura da linha |2

Iv fronteira

[ restigE0 < |

ak, | u:anu:elar| ajuda |

Apés isso, deve-se construir as retas focal e ndo focal, que passam pelo
centro (1,—2). Desse modo, tem-se a reta ndo focal vertical x =1 e a focal
horizontal y = —2. Para encontrar os focos da elipse, utiliza-se a equagdo a* = b* +

c?, onde os valores de a e b ja estdo definidos. Substituindo:

c’=a’*—-b*> &
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Assinale os focos 1 ++/3 e 1—+/3 . Paraisso, clica-se em “Um — Traco”.
Na janela, escreve-se x = 1 ++/3 e clica-se em “marcar ponto”. Repete-se 0 mesmo

processo para x = 1 —+/3 e clica-se em “fechar”. Seguindo o processo mencionado,

o grafico estara construido (Figura 76):

Figura 76: Elipse com Centro, Vértices e Focos

s
[ T R — T ——

A excentricidade de uma Elipse é um numero real positivo e >0 e se

define como o quociente entre a metade da distancia focal pela metade da medida
do eixo maior (e = 2) Como ¢ > 0 e a > 0 implica que e > 0. Para analisa-la através

do winplot, deve-se ir ao inventario e editar a equacéo, fazendo variar o valor de a.
Basta fazer a mudanca do valor 4 para A?. Apos isso, deve-se ir em “Anim” e definir
o0 menor valor para Asendo 1 e o maior valor para A sendo 2. Agora, clica-se em
“auto rev”’ para analisar. A seguinte sequéncia de imagens aparecera (Figuras 77,
78, 79 e 80):

Figura 77: Elipse
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Figura 78: Elipse

\\/)
Figura 79: Elipse
,:\n.,__‘/
o Figura 80: Elipse
sy

Aepe fquaghe Ve Mowe Um ODss Awe Ouver

D
N/

Como a metade da distancia focal é calculada pela férmula ¢* = a® — b?,

e temos b fixado como 1, pode-se substituir esse valor na equacgao e teremos:
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c=+a*—-1
o , .. Jai-1 .
Substituindo na féormula da excentricidade tem-se e = — Analisando
os valores extremos de a algebricamente verifica-se:
. va*-1 ) Vai-1 3
lim,_4 aT =0 e lim,_,, aT = g

Logo, quanto mais a excentricidade se aproxima de 0, mas proximo da
circunferéncia a elipse se encontra. Do mesmo modo, quanto maior o valor de a,

mais “achatada” é a elipse.

3.3.2. Hipérbole
2 2
Seja a Hipérbole ——>- =1 de centro C(0,0) e vértices em 4;(-1,0) ,

A,(1,0) , B1(0,2) e B,(0,—2) . Desse modo, a =1 e b = 2. Para calcular a distancia
focal, a hipérbole diferencia da elipse. Seja ¢ a distancia focal, calcula-se ¢ do

seguinte modo:
c?=a*+b*

2=1"+2*

c=+5

Logo, a distancia focal é V5. O retangulo de base da Hipérbole possui os
vértices da hipérbole como pontos médios dos lados. As assintotas sdo as diagonais
desse retangulo, ou seja, sao as retas que passam pelo centro da Hipérbole e tém

inclinacao ig . Como o centro da hipérbole que exemplifica € (0,0) e como 0s

valores de a e b sdo conhecidos, as assintotas possuem como equacéo y = +2x.
Desse modo, alguns passos devem ser seguidos para a construcdo da Hipérbole e

seus elementos:
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Passo 1) Para construir os ramos da hipérbole deve-se em “Equagéo —
Implicita”. Digita-se a equacdo x"2/1-y"2/4=1 e espessura da linha 2. Clica-se em

“ok”. A Hipérbole estara desenhada.

Passo 2) Marcam-se os focos F; e F,. Deve-se ir em “Equacao — Ponto —
(x,y)’. Na caixa de didlogo deve-se digitar o foco F, = (—V5,0). O software
reconhece a raiz com a sintaxe sqrt(5). Repete-se 0 processo para o foco F, =

(+/5,0), coloca-se o tamanho do ponto igual a 2 e clica-se em “sélido” de acordo com

a Figura 81. Os pontos aparecerdo no grafico.

Figura 81: Marcacéo do foco F,

tamanho do ponto |2 * solido O circulo

| &ncoraz |

ok | cancelar| cor | ajuda |

Passo 3) O recurso “Equacao — Segmento — (x,y)” auxilia no esbogo do
retdngulo de base da Hipérbole. Ao clicar nessa opc¢ao, digitamos os dados abaixo

de acordo com a Figura 82:

Figura 82: Construcdo de Um lado do Reténgulo de Base

1l hY I Fa

espessura dalinha |2 cor

pamtas [
* sdlido ¢ pontlhado © tracejado

setaz: & nephum  pl ¢ p2 © ambas
tamanhao da seta (pixels] |10

ok | cancelar| ajuda |
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ApoOs construir um dos lados do retangulo, constroem-se 0s outros

seguindo o exemplo dado.

4) A funcdo “Equacdo — Explicita” tracara as assintotas da hipérbole.
Escreve-se f(x) = 2x e teremos a primeira assintota. Depois se escreve f(x) = —2x
para desenhar a segunda. Assim, teremos a Hipérbole construida (Figura 83) com

0s seus elementos:

Figura 83: Hipérbole e Seus Elementos

Arquive Equagio Ver Mouse Um Dois Anim  Qutros

Ty

_Bl

Bl

3.3.3. Parabola

Em um sistema de coordenadas 0OXY sera construida uma Parabola com
vértice na origem e reta focal y = 0. Inicialmente, é necessario possuir a reta diretriz
e o foco. Seja a diretriz a reta x = —1 e 0 foco o ponto F = (1,0). Sabe-se que a
parabola possui como equacdo y* = +4px. Como o foco esta a direita da diretriz, a
equacdo é dada por y*=4px, onde 2p é a distancia do ponto F a diretriz.
Facilmente encontra-se p = 1. Assim, a equacdo da parabola é dada por y* = 4x. No
Winplot pode-se esbocar diretamente a pardbola através da sintaxe y”2=4x.
Todavia, ndo sera visivel a diretriz e o foco. Portanto, esboca-se os elementos

atraves dos passos abaixo:
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Passo 1) Em “Equacéo — Implicita” digita-se x = —1 e a reta diretriz sera

construida.

Passo 2) Vai-se em “Equagao — Ponto — (x,y)” e insira o ponto (1,0). Este

sera o foco da parabola.

Passo 3) Para finalizar, constroi-se a Pardbola com a sintaxe y~2=4x
(Figura 84).

Figura 84: Parabola e Seus Elementos

[ remnomei =08
Mg fgwgle Ve Mowe Um Dos  Acsen Outres

o "(.,a‘n"‘

/ \\\1"“

Reta Diretriz

O vértice da Parabola fora da origem (0,0) modifica a sua equacdo. No
caso em que o vértice é V = (x,,y,) € reta focal paralela ao eixo 0X, a equacédo €
dada por: (y — y,)? = 4p(x — x,) se o foco estiver a direita da diretriz e (y — y,)? =

—4p(x — x,) se o foco estiver a esquerda da diretriz. Seus elementos sé&o:

e Foco: F = (xo + p,¥o);
e Veértice: V = (xq,y0);
e Diretriz. x —xy, = —p , 0U S€ja, x = xy — p;

e RetaFocal: y—y,=0,o0useja,y=y,.

Como no caso anterior, considerando o0 mesmo sistema de coordenadas,

seja o vértice da Parabola V = (x,,y,) e reta focal paralela ao eixo 0Y. Se o foco
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esta acima da reta diretriz, a equacéo sera (x — x4)? = 4p(y — y,). No outro caso, se

o foco esta abaixo da diretriz, a equacéo serda (x — xy)?> = —4p(y — y,).

A atividade abaixo € proposta para resolucdo e construcdo da curva no
Winplot.

ATIVIDADE: Determine a equacgédo da Pardbola de vértice V = (3,4) e

foco F = (3,2). Encontre também a equacao de sua diretriz.

Solucdo: Como V = (3,4) e foco F = (3,2), obtém-se x = 3 a reta focal e
nota-se que F esta abaixo de V, ou seja, abaixo da reta diretriz. Logo a equacéo da

Parabola é da forma:

(x—=3)*=—-4p(y —4)

Como p é a distancia do vértice ao foco, facilmente calcula-se p = 2. A

equacdao da diretriz é y = 6 e da parabola é:
(x=3)*=-8(y —4)

Com a equacdo definida, diretriz, foco e vértice, basta inserir as equacdes

no Winplot para obter o grafico abaixo (Figura 85):

Figura 85:; Parabola e Seus Elementos
N o S
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3.4. CISSOIDE

Dado o circulo abaixo, considere 0A o diametro situado no eixo — X, um
segmento tangente ao circulo em A representado por AB e C é a interseccao entre

OB e o circulo (Figura 86).

Figura 86: Circulo que Gera uma Cisséide
Y

C

Fonte: Frensel

Considere P, tal que a distancia OP seja igual a distancia CB. A Cissoide
de Diocles € o lugar geométrico descrito por estes pontos P. A equacao polar dessa

curva é determinada como segue.

Seja 6 o angulo formado entre o eixo — x € 0 segmento OB. Do triangulo

AOB se obtém tg 6 = 2—2, de onde se conclui AB = 2a.tgf. Seja p = CB = OP. Pelo
triangulo ABC, senf = % Como CB = p,infere-se p = AB.senf. Isto posto,

substituindo o valor de AB encontramos p = 2a.tg6.senf, com 6 € (

m T
"2

) é titulada

equacao polar da curva.

A construcao da curva no Winplot se da de maneira simples, pois utiliza-

se a funcao “Equacao — Polar”. A janela correspondente a essa funcgéo é (Figura 87):
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Figura 87: Sintaxe da Cisséide

fit] =
Emin |-pid?

brnds |pid2
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max nenbuma * circulo © tamanhu:ul gélida [

espessura da linha |2 denzidade de platagem I'I

[™ zomente valores positivos de car

ak. I cancelar | ajuda |

Insira a equacdo com a sintaxe 4 tan(t) sin(t), a variacao do angulo de —g
a g e espessura da linha 2. O grafico correspondente a equacao inserida esta

desenhado na Figura 88:

Figura 88: Cissoide
R ___________________________________________________________________________ER ]
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T

Facilmente percebe-se que o valor de a na equacao é 2. Quanto maior o

valor de a, mais préximas estarao as duas partes acima e abaixo do eixo. Verifica-se
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esta propriedade através da funcdo “Anim”, variando a medida a. No inventario,
deve-se editar a equacdo e escrever 2a ao invés de 4. ApOs esta mudanca, a

animacao pode ser realizada.

3.5. CURVA DE AGNESI

Como j& foi visto nesta pesquisa, a equacao da Curva de Agnesi € dada
3

a . .. z .
pory =——. Da mesma forma foi definido o valor da area abaixo da curva para

a = 1, calculado de acordo com o procedimento que se segue.

Deseja-se obter a integral

f+°° L 0lx=f_0Oo L dx+f0Jroo L dx

-0 x241 x2+1 x2+1

Calcula-se as integrais do segundo membro da equacéo a parte:

+oo t
1 - 1 : -1t
J, e =tm | e = et

T
= tlim(tg_lt —tg~10) = lim tg~lt = >

0 1 S |
J dx = lim dx = lim tg~1x]?

x?+1 tooo J, x2+1 t—co
lim(ta=0 —ta-1) =0 — (=Y ="
—gl_)rg(tg 0—tg™'t)=0 ( 2)—2

As duas integrais sdo convergentes, consequentemente a integral dada é
convergente. Logo,

f+°° 1 4 _T[+T[_
L RF1IT2T T

Essa integral pode ser exposta como a area da regido determinada pela

1

Curva de Agnesi, pois = > 0.

xZ
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O grafico é esbogado no software em “Equacédo — Implicita”. Utiliza-se a

sintaxe y * (x? + 1) = 1. A curva sera (Figura 89):

Figura 89: Area da Curva de Agnesi
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Essa curva possui como caracteristicas ser simétrica em relacdo ao
eixo —y e possui 0 eixo —x como assintota. O valor maximo da curva € dado por

y = a. No exemplo acima o valor de a é 1.

3.6. CICLOIDE

Freixo afirma que o Unico modo conveniente de representar uma cicléide
€ por meio de equacbes paramétricas. Esta sera demonstrada através do circulo C
de raio R e centro situado na parte positiva do eixo y. Seja P o ponto de C
posicionado na origem do sistema. A curva é definida como o lugar geométrico de P
guando C rola sobre o eixo x. Ao rolar o circulo surgem os elementos que constam
na Figura 90:

P: ponto que determina a cicloide
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A e B: projecOes
C: centro
6: angulo PCQ

Figura 90: Circulo que Gera uma Cicléide
5 et FRA
degevn Igeegle Vo Mows Um Do dwem  Unbes

Sejam x e y as coordenadas de P. Pelo giro do circulo determina-se que
o valor do segmento OB coincide com a medida do arco BP. Determinando o valor

deste arco BP pela regra de trés, obtém-se:

2 —  27mR
0 - BP
De onde se conclui:
BP =R.0

Os segmentos PQ e CQ s&o obtidos facilmente. Basta aplicar as

definicdes de seno e cosseno no triangulo PCQ.

sen @ = %Q & PQ = R.senf
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cosf = % & CQ = R.cosf

Finalmente, as coordenadas do ponto P séo:
x=0B—AB =0B —PQ =R.0 —R.senf = R.(6 — senf)
y=CB—-CQ=R—R.cos8 =R.(1—cos0)

EquacBes Paramétricas séo inseridas no Winplot na funcdo de mesmo
nome. A partir do circulo que descreve a Cicloide, desenham-se varios para a
melhor visualizacdo da sua construcdo. O circulo utilizado possui raio 1 e centro
(0,1). Nesse caso, 0 ponto P que vai descrever a Cicléide esta posicionado em
(0,0). A principio, trace o circulo dado através da fungao “Equagdes — Implicitas”. A
equacdo deste circulo é x*+ (y — 1) = 1. No inventario é possivel duplicar uma
uma quantidade necessaria de vezes este circulo. Duplica-se alterando apenas o
centro realizando o giro. Obviamente, a ordenada permanece constante, alterando
apenas a abscissa. Os valores atribuidos a x foram de 1 a 5 e também 2n. Este
altimo valor para o centro foi atribuido, pois caracteriza a volta completa da
circunferéncia ja conhecido como o valor do comprimento de um giro completo. De
posse dos circulos ja tracados, basta desenhar a Cicléide. O grafico sera

desenhado na Figura 91 com a sintaxe abaixo empregada:
f(@) =R = (t —sin(¢))

g(t) = R+ (1 — cos(t))

Figura 91: Esbogo de Uma Cicloide
e ———————
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3.7. HIPOCICLOIDE

Como ja visto anteriormente, a Hipocicléide é definida pelas equacdes

parameétricas:

R—1r
x(0)=(R—71).cosO +r. cos( " .9)

R—r
y(@) = (R —1).sen(0) — r.sen( - .9)
Sejak = § , @s equacdes convertem-se ao seguinte formato:

x(0) =r(k—1).cosf +r.cos((k—1).0)
y(@) =r(k —1).sen(8) —r.sen((k —1).6)

E interessante perceber as alteracées nos valores de k na construcdo dos
graficos. Com a sintaxe apropriada escrevem-se as equacdes paramétricas no

Winplot. Seja 1 o raio do circulo que vai girar (r = 1). Atribuindo a k um valor inteiro

maior ou igual a 3, obtém-se os gréficos seguintes (Figura 92):

Figura 92: Exemplos de Hipocicléides
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3.8. LEMNISCATA

Frensel define a Lemniscata de Bernoulli conforme a equagé&o cartesiana

(x* + y*)? = xy. Transpondo a equacao para o software, o gréafico sera (Figura 93):

Figura 93: Lemniscata de Bernoulli

Nascimento define as lemniscatas com as equacdes que seguem na

forma polar:

2 = 4+ acos26
r? = +asen26

A funcao “Equacao — Polar” no Winplot esboga as seguintes lemniscatas
para a = 1 (Figura 94).

Figura 94: Exemplos de Lemniscatas

. ()
QO'O



91

A “Curva do Diabo” foi definida por Cramer em 1750 e, possui como
equacdo y2(y? —4) = x*(x? — 5) (STEWART, 1900). Sua representacdo geométrica

é a seqguinte (Figura 95):

Figura 95: Curva do Diabo

B
Sopan  Emaple Ve Mowa Umo Dos des Qulves

Frensel define o Foélium de Descartes com a equagdo x°+y®=

3axy, a > 0. O grafico construido em “Equacgdes — Implicita” é (Figura 96):

Figura 96: Folium de Descartes

B
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Na figura sdo apresentados os graficos para os valoresdea =1,a = 2

3.9. ESPIRAIS

Como visto anteriormente a Espiral de Arquimedes é da forma p = k@,
sendo p o raio vetor, k € uma constante que se relaciona com a inclinacédo da espiral
em relacdo ao raio vetor e # o0 angulo em coordenadas polares. Seja o gréafico da
Espiral p = 6. A funcdo “Equacado — Polar” permite a construcdo dessa curva.
Escreve-se f(t) =t, com k =1 e t variando de 0 a 6w para obter o esbo¢o da curva
na Figura 97.

Figura 97: Espiral de Arquimedes
R EEER
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Ja foi mencionado no presente trabalho que essa curva pode ser
chamada de Espiral Uniforme, pelo fato das distancias entre espirais serem

uniformes, conforme demonstracdo. Esta distancia € o valor 2m. k. Como k =1,

teremos o valor 27 ~ 6,28319.

O Programa permite visualizar a distancia entre as espirais de uma forma

simples. Trace a reta y = x e marque 0s pontos de interseccédo. Depois basta ir ao
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menu “Dois — Intersec¢&o”, marcar ponto e clicar em “prox. Interseccédo” até todas as

intersec¢Bes estarem marcadas. O grafico possuira a forma da Figura 98:

Figura 98: Intersecao da Espiral com uma Reta

e ________________________________________________________________Ca
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Com os pontos marcados, basta visualizar as distancias entre dois pontos
seguidos. No menu “Dois — Distancias” escolha dois pontos consecutivos da Espiral.
Como exemplo, tome os pontos (4,99824,4,99824) e (9,44113,9,44113). Clicando
em “distancia” o valor 6,28319 aparecera. Calculando a distancia entre dois
quaisquer pontos consecutivos no software, esse valor sera constante, conforme a

demonstracao realizada. A Figura 99 ilustra o que foi citado:

Figura 99: Distancia entre Duas Espirais

i .’
distancia -

|(x,v) = (4.99824330541 v|

|(x,¥) = (2.44112624357 ~|

fechar

F.28319
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A espiral logaritmica possui equacdo da forma r = a.e*?, com a >0 e
k > 0, ja definidos anteriormente. Do mesmo modo, a funcdo de equacdo polar
permitird a construcdo dessa curva no Winplot. A figura 100 expressa uma espiral
logaritmica com a = 1 e k = 0,5. A sintaxe é f(t) = exp(0.5*).

Figura 100: Espiral Logaritmica
R CERE
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Conforme visto, a distancia aumenta a taxas iguais (Progresséo
Geométrica). Para a demonstracdo deste teorema, definimos r; =ek®1 e 1, =
eki+2m) ‘com i inteiro e i € [1,5].

Assim:
k(01+2m) — ek91_82n.k

rn=e

Ty = ek(92+2n) — ek(91+2n+2n) — ek91_e4—n.k
— ek(93+2n') — ek(61+47'c+27'c) — ekel.eén'k

= ek(Ba+2m) — Sk(O1+6m+2m) — kb, 8Tk
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Calculando a distancia entre duas espirais consecutivas, obtém-se:

rZ _ rl — ekel- eZTE.k _ ek91 - ek91. (eZTE.k _ 1) — T.l(eka _ 1)
s — 1, = ek01 g4k _ gkby o2mk — okb1(gdmk _ g2k = . (g2mk _ 1)g2mk
T, —T3 = ek91.66”'k _ ekel. e41t.k — ek91(867r.k _ e47r.k) — rl(BZn.k _ 1)e4n_k

Ts — Ty = ekel_esn.k _ ekel_ e677.'.k — ek91(88n.k _ e6n.k) — r1(827r.k _ 1)e6n.k

Nota-se que os valores variam sempre a mesma razéo de e?™*, Portanto,

€ uma Progressao Geomeétrica.

Comprovando no Winplot, a reta y =x foi tracada e marcada as
intersecoes entre ela e a Espiral. Os pontos, a cada giro de 2w do raio vetor e que
intersectam a reta y =x, sao 0S seguintes:
(1,047205,1,047205), (24,23307 ,24,23307), (560,76997 ,560,76997) e
(12976,60568,12976,60568). Na funcdo Dois — Distancias, calculamos a distancia
de cada ponto, obtendo os seguintes resultados:

r, — 1, = 32,78976
rs — 1y, = 758,77777
1, — 15 = 17558,64324

Com o auxilio de uma calculadora, encontramos as razdes entre duas
diferencas consecutivas, do seguinte modo:

rs—1, 75877777
r,—1r  32,78976

= 23,1407

r,—7;  12976,60568
rs—1, 560,76997

= 23,1407

Esse valor satisfaz a razdo e?™* , com k = 0,5. Substituindo, teriamos e™ = 23,1407.
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3.10. KAMPYLE DE EUDOXIO

Conforme EVES ( 2004 ), h& indicios de que o problema da duplicacao do
cubo possa ter se originado nas palavras de algum poeta (talvez Euripedes) grego
antigo. A historia descreve um descontentamento do lendario rei Minos com as
dimensdes do tumulo que foi levantado para seu filho Glauco. A ordem de Minos era
dobrar o tamanho da sepultura. O poeta aconselhou Minos, de forma inexata, que
bastaria dobrar cada dimenséo do tumulo. Este erro do poeta induziu gebmetras a
procurar a solucdo desse problema de como dobrar um sélido mantendo seu
formato. Apds bastante tempo, Hipdcrates apresentou sua solugéo, por reducéo do

problema, utilizando médias proporcionais.

Outra histéria relata que, para se livrar de uma peste em que eram
castigados, o oraculo orientou aos delianos (nascidos na ilha de Delos, berco do
deus Apolo) dobrar o tamanho do altar de Apolo de formato cubico. Platdo, ao tomar
conhecimento do problema o submeteu aos estudiosos em Geometria. Por conta
disto, a duplicagcdo do cubo € denominada de problema deliano. Ndo se tem certeza
da veracidade dessa historia, no entanto o problema foi estudado na Academia de
Platdo, existindo solucbes geométricas de Eudoxio, Menaecmo e Platdo (Apesar de
haver duvidas).

De acordo com EVES a solugcdo de Eudoxo se perdeu. No entanto,
sugere-se que ele utilizou a Kampyle (do grego curvado), uma curva de equacao

cartesiana x* = x* + y?.

Vamos construir no Winplot, a Kampyle de equacédo y* = 5x* — x*. A figura

101 expbe a curva proposta:
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Figura 101: Kampyle de Eudéxio
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3.11 CATENARIA

Conforme Leithold, a catenaria pode ser definida utilizando o cosseno

hiperbdlico. A equacédo cartesiana quando o seu ponto mais baixo for (0,a) é da

forma y = a.cosh (i),a > 0.Para a construcdo no Winplot, em Equacdo — Explicita

escrevemos a sintaxe f(x) = 3 * cosh (g) e assim obteremos a curva descrita na

Figura 102:

Figura 102: Catenaria
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Como ja mencionado nesta pesquisa, a falta de significado na Matematica
a torna uma disciplina pouco atraente, uma vez que falta aos discentes observa-la e
utiliza-la em seu cotidiano. Isto os distancia dessa ciéncia tdo importante no
desenvolvimento das sociedades, pois ndo percebem o quanto ela tem importancia

na evolucgéo tecnoldgica/cientifica que estamos vivenciando.

O discente deve observar, através da histéria da matematica e das
apliagbes a linha ténue que h& entre a matemética com a musica, as artes, a
arquitetura etc. Alguns desses exemplos foram mostrados nesta pesquisa, no
entanto ha uma gama muito maior de aplicacbes da matematica nessas areas e nas
outras ciéncias. Com efeito, mostrando a finalidade da ciéncia, ela se torna mais

atraente.

As curvas mencionadas sao bastante aplicadas em diversos estudos das
mais variadas areas. Vimos o0 quanto as equacdes, que diversas vezes Sao

criticadas por nao haver sentido, sdo importantes nos estudos dessas curvas.

O uso da informatica pode também ser mais um estimulador para o
professor utilizar em sala de aula. Como a tecnologia atualmente se faz presente na
vida de quase toda a populacdo, o seu uso torna-se imprescindivel. AS TIC’s
possibilitam mais autonomia no processo ensino-aprendizagem e, certamente, o
Winplot € uma ferramenta que auxilia bastante na construcdo do conhecimento. Ele
também é um facilitador no estudo das fun¢bes, que pode também ser explorado

pelo leitor.

A grande quantidade de célculos gera uma reclamacédo por parte dos
alunos. Vimos que o uso do Winplot soluciona, de forma rapida e direta, muitos
calculos, devendo o aluno apenas raciocinar de que forma deve resolver o problema

com o auxilio da ferramenta.
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