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RESUMO

O ensino de Matematica vem passando por uma série de desafios, principalmente em relagéo a
aversdo que os discentes tém a essa disciplina. Os conteudos de funcdes afins e quadraticas séo
sempre trabalhados da forma tradicional pratica expositiva, sobrecarregando os alunos com um
amontoado de formulas, a fim de encontrar o resultado de maneira repetitiva. Este trabalho visa
apresentar uma maneira diferenciada de trabalhar esses conteidos, dando énfase aos métodos
algebrico e geometrico, bem como a aplicabilidade dos mesmos. Apresenta-se métodos de
resolucdo de equacGes de 1° e 2° graus de forma geomeétrica, inclusive 0 método de completar
quadrado de Al-Khwarizmi, que resolve geometricamente uma equac¢do quadratica utilizando
areas. Por fim, da-se a exploracdo das funcdes afins e quadraticas num ambiente dindmico
(Software GeoGebra). Com isso, busca-se nos alunos o gosto e o prazer pela Matematica,

tornando-os sujeitos ativos no processo de ensino-aprendizagem.

Palavras-chaves: Funcdo Afim. Fungdo Quadratica. Equacdes do 1° grau. Equacdes do 2° grau.

Métodos algébricos e geométricos. Software GeoGebra.



ABSTRACT

The teaching of Mathematics has been facing a lot of challenges, mainly when the subject is
the hate which some students own about this discipline. The contents about affine and quadratic
functions are always seen and exposed in a tradition way and practice, stimulating the students
to learn many formulas, in order to find the result in a repetitive way. This paper aims to show
a different manner of teaching these contents, giving an extra importance to the algebraic and
geometric method, and the utilization of them. It is presented methods of how to solve equations
of first and second degrees in a geometric manner, including the method of completing
quadrate, by Al-Khwarizmi, which solves geometrically a quadratic equation using areas. To
finish this theory, it occurs the exploration and the analysis of the affine and quadratic functions
in a dynamic environment (GeoGebra Software). This way, it is aimed in the students the
enthusiasm and the pleasure for the Mathematics, turning them into active players of the

teaching-learning process.

Keywords: Affine Function. Quadratic Function. Equations of 1° degree. Equations of 2°

degree.. Algebraic and geometric methods. GeoGebra Software.
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1 INTRODUCAO

O ensino de Matematica ndo é uma tarefa facil, tanto para o educando quanto para
o0 professor. Muitos sdo os desafios, pois além dos problemas conhecidos por todos, como a
falta de estrutura das escolas, excesso de alunos por sala, desmotivacgédo dos alunos (o que gera
em muitas vezes a desisténcia destes), formacéo inadequada e desvalorizacdo dos professores.
Apesar das inumeras adversidades, buscam-se sempre alternativas para que seja possivel

desempenhar um trabalho de qualidade com a educacao.

Na educacdo basica valorizam-se situacdes em que o desenvolvimento de
habilidades e competéncias possa acontecer, de maneira que 0 pensar matematicamente seja
vinculado ao fazer matematico. Assim, o ensino é proposto de forma investigativa, fazendo

com que o aluno construa seu aprendizado.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs)[2]:

Resolver um problema pressupde que o aluno: elabore um ou varios procedimentos
de resolugdo (como, por exemplo, realizar simulagdes, fazer tentativas, formular
hipoteses); compare seus resultados com os de outros alunos; e valide seus

procedimentos.

Assim, muitas vezes € necessaria a habilidade de realizar calculos mentais para que

o0 aluno adquira habilidades e competéncias para a solucdo de problemas.

Muitos povos, na histéria da Matemaética, utilizavam métodos de resolucdo de
equacbes de forma geométrica, 0 que ndo ocorre mais no ensino de hoje. O ensino de
Matematica, em geral, apresenta uma abordagem simbdlica com a utilizagdo de férmulas, ndo
havendo preocupagdo com a parte geométrica. Com isso, 0s alunos sempre sdo levados a
praticarem matematica apenas por meio do emprego de férmulas diversas e de maneira
exaustiva, de modo que as resolucgdes por eles trabalhadas sdo apenas numéricas, ndo existindo
0 incentivo a deducdo algébrica e geometrica ou a contextualizagédo historica sobre o processo

de criacdo das férmulas, nem tampouco a diversificacdo de métodos de resolucéo.

Com base nisso, este trabalho tem por objetivo geral fazer um estudo detalhado das
funcdes afins e quadraticas, bem como apresentar métodos algébricos e geométricos para
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encontrar os zeros destas fungdes, ou mais especificamente, para resolver equag6es do 1° e 2°

graus.

Na primeira parte deste trabalho, demos um enfoque ao estudo das fungdes, sendo,
na maioria das escolas, assunto de praticamente toda a 12 série do ensino médio, além de base
para algumas disciplinas nas universidades, e que aparece naturalmente em situacdes praticas
do cotidiano, cuja importancia esta respaldada nos parametros curriculares nacionais de

matematica para o ensino médio em [2]:

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica como a
linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relacao entre grandezas e modelar
situacdes-problema, construindo modelos descritivos de fendmenos e permitindo
varias conexdes dentro e fora da propria matematica. Assim, a énfase do estudo das
diferentes funcbes deve estar no conceito de fungéo e em suas propriedades em relagéo
as operacOes, na interpretacdo de seus graficos e nas aplicagdes dessas funcdes.
(p.121).

Faremos uma breve introducdo do conceito de funcao, logo em seguida o foco seréa
nas funcdes afins e quadraticas, suas propriedades, caracteristicas e aplicacdes diversas. Nesta
secdo, destacaremos a relagdo entre Funcdo Linear e Proporcionalidade, enfatizando sua

importancia nas aplicagBes dos conteudos.

A seguir, daremos énfase a resolucao de equacdes de primeiro e segundo graus de
forma geométrica, por meio de métodos fascinantes e curiosos. Aqui, daremos relevancia aos
métodos de resolucdo como: régua e compasso, completando quadrado (método de Al-

Khwarizmi), método de Descartes e de Thomas Carlyle.

Por fim, veremos como explorar funcbes afins e quadraticas num ambiente
dindmico, a saber, 0 GeoGebra, bem como utilizar esse software para encontrar a raiz positiva
de uma equacao especifica do 2° grau apenas por meio da variacdo da ferramenta seletor. Com
isso, buscaremos uma aprendizagem mais significativa e prazerosa para o aluno, saindo da

tradicional pratica educacional.
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2 FUNCOES

Nesta secdo daremos um breve historico da importancia das funcées, conhecer seu
conceito bem como destacar e explorar alguns de seus casos particulares, o quais tém bastante

praticidade no cotidiano das pessoas.

2.1 O Que é Fungao?
2.1.1 Breve Historico da Importancia das Funcdes

De acordo com Dante [3] no livro “Matematica: contexto e aplicagdes”, os papiros
egipcios apresentam problemas praticos ligados as necessidades cotidianas e ndo tinham o
objetivo de analisar o comportamento dos fendmenos. Desafiando a mente humana, as situagoes
sugeridas provocavam o pensamento logico, direcionando-o aos resultados numéricos. Mas o
carater de generalizacdo, proprio da Matematica, levou os estudiosos a avangos grandiosos. A
observacao de modelos presentes nos fendmenos, como por exemplo, a trajetdria da bala de um
canhdo, os fazia investigar e descobrir leis que regiam esses modelos. Interessava mais 0 caso
geral e menos o particular, aquele que acontece especificamente numa circunstancia, como um
caso isolado. Esse carater atribui a Matematica a qualidade de prever resultados por meio de
leis que tém como caracteristica relacionar as varidveis envolvidas no fendmeno. Nesse
contexto aparecem as funcdes, que apresentam muitas dessas leis e contribuem para as
pesquisas nas mais variadas areas: Fisica, Economia, Ecologia, Meteorologia, Genética,

Engenharia, etc.

Ainda segundo o autor, as paisagens do mundo inteiro contém pontes de diversas
formas e tamanhos. Um formato muito peculiar é o das pontes pénseis: os cabos que as
sustentam apresentam-se em curva, conferindo a elas uma beleza singular. No Brasil, a maior
ponte pénsil foi construida entre 1922 e 1926, no estado de Santa Catarina, ligando a ilha onde
fica a capital, Florianopolis, ao continente. Essa ponte recebeu o nome de Hercilio Luz, em
homenagem ao governador que promoveu sua constru¢do. Tem 819 metros de comprimento e

duas torres de 75 metros.

A curva formada pelos cabos que sustentam essas pontes foi descrita

algebricamente por meio de uma equacdo. Durante o século XVII, grandes matematicos de
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diversas partes da Europa, como Huygens, na Holanda, os irm&os Bernoulli, na Suica, e Leibniz,
na Alemanha, dedicaram-se a esses estudos, um independente do outro e publicando propostas
de solucBes, sendo a mais clara a de Bernoulli. Falaremos mais do formato dos cabos das pontes

pénseis em 2.3.5, secdo essa que fala de aplicagdes das fungdes estudadas neste trabalho. [3]

Figura 1 — Ponte Hercilio Luz (SC)

Fonte: Disponivel em:<http://www.joaquimbechhotel.com.br>

As funcoes, descri¢des algébricas da dependéncia entre grandezas, podem, também,
ser representadas graficamente, facilitando a linguagem e favorecendo sua compreensdo. O
crescimento populacional da Terra, fenbmeno de grande interesse, € com frequéncia

representado por graficos, o que permite tracar projecdes para o futuro.

O estudo das funcbes é fundamental para a construcdo do conhecimento
matematico, sendo o inicio de uma jornada, um convite a exploracdo dos varios campos que

compdem a Matematica.

2.1.2 Definicédo de Funcéo

O tema Fungdes, por sua abrangéncia e complexidade, apresenta dificuldades
especificas no ensino e na aprendizagem; uma delas se refere as diferentes representacdes
(lingua natural, forma algébrica, forma tabular e forma gréafica) desse objeto matematico, pois
por muito tempo o0s alunos o confundem com as suas representagfes. Tivemos um longo

processo historico até chegarmos a seguinte definicdo formal de fung&o, tendo como principal
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motivador a necessidade do homem em compreender os fenébmenos da natureza e as relagdes

intrinsecas existentes.

Conforme Roque [10]:

Atualmente, quando pensamos no conceito de fun¢do, algumas ideias vém a mente.
Por exemplo, a ideia de uma correspondéncia. Deste ponto de vista, pode-se dizer que
as tabelas babil6nias e egipcias ja pressupunham, de alguma forma, a ideia de fungéo,
uma vez que se tratavam justamente de registros de correspondéncia (por exemplo,
entre nimero e o resultado das operagdes que envolvem este nimero). As tabelas
cordas de Ptolomeu, similares as nossas tabelas de senos, também estabelecem
correspondéncia que consideramos hoje de natureza funcional. (p.264)

O conceito de funcdo é um dos mais importantes em Matematica, e estd associado
a andlise da variacdo entre grandezas. Ao longo da historia, esse conceito sofreu alteracoes,
porém, somente no inicio do século XX, passou a ser associado como relagdes univocas! entre

conjuntos.

Definicdo 2.1.1 Conforme Lima [5], dados os conjuntos X, Y, uma funcdo f: X —» Y (Lé-se
“uma fun¢do f de X em Y”) € uma regra que diz como associar a cada elemento x € X um
Unico elemento y = f(x) € Y. O conjunto X chama-se dominio e Y é o contradominio da
funcgéo f. Para cada x € X, o elemento f(x) € Y chama-se imagem de x pela funcéo f. Escreve-

se x ~ f(x) para indicar que f transforma (ou leva) x em f(x).

Exemplo 2.1.1 A éarea A de um circulo depende do seu raio r. A regra que conectar e A é
dada pela equacdo A = mr2. A cada nlimero r positivo esta associado um Unico valor de A e

dizemos que A é uma funcéo de r.

Exemplo 2.1.2 O custo C de enviar uma carta preferencial pelo correio depende de seu peso
w. Embora ndo haja uma férmula simples relacionando w e C, o correio tem uma férmula que

permite calcular C quando w é dado.
Recomendacdes: [5]

1. E importante ressaltar que f(x) é a imagem do elemento x € X pela funcdo f. Muitos
livros costumam dizer “a funcdo f(x)” quando deveriam dizer “a fung¢ao f. Por tornar a
comunicacdo mais rapida, fica dificil resistir a tentacdo de usa-la. Mas é muito importante
a cada momento ter a nogao precisa do que se esta fazendo.

1 Univoca: um elemento do primeiro sé pode estar associado a um Unico elemento no segundo conjunto.
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2. Uma funcdo consta de trés ingredientes: dominio, contradominio e a lei de correspondéncia
x » f(x). Assim, quando dizemos simplesmente “a fungao f”, ficam subentendidos seu
dominio X e seu contradominio Y. Para existir a funcdo, eles devem ser especificados.
Logo, uma pergunta do tipo “Qual ¢ o dominio da fun¢do f(x) = 1/x?”, ndo faz sentido.
A pergunta correta seria: “Qual é o maior subconjunto X c R tal que a formula f(x) =
1/x define uma funcédo f: X — R?”. Observa-Se que a pergunta incorreta é mais facil de

se formular. Se for feita assim, é preciso saber seu significado.

Definigdo 2.1.2 O gréfico de uma funcdo f: R — R € o subconjunto G ¢ R? formado pelos
pontos (x, f(x)), cuja abscissa € um numero real arbitrario x e cuja ordenada é o valor f(x)

que a funcdo assume no ponto x.

Lembrando de que para termos uma funcdo é preciso existir exatamente um valor
da variavel dependente para cada valor da varidvel independente no dominio da funcéo.
Geometricamente, isso significa que o grafico de uma funcdo pode ser interceptado por uma
reta vertical em, no méaximo, um ponto. Caso intercepte em mais de um ponto, entdo ndo temos
uma fungdo. Abaixo, temos dois conjuntos, em que 0 primeiro representa uma funcéo e o

segundo, ndo representa.

Figura 2 — Reta Vertical Interceptando em Um Ponto e em Dois

h Yy

- -g----

Depois dessa breve apresentacdo de fungdo, daremos agora enfoque aos conteldos

centrais desse trabalho: Funcdes Afim e Quadratica.
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2.2 Fungdo Afim

As funcdes afins podem fornecer uma interessante gama de aplica¢Ges que motivam
0 estudante e mostram, através de exemplos, como um conceito matematico tdo simples pode
ser usado para resolver problemas variados do nosso dia-a-dia. Daremos énfase ao caso
particular de funcdo afim, chamado funcdo linear, o qual € o modelo matematico para as
questdes referentes a proporcionalidade, que ha séculos é um dos instrumentos matematicos

mais empregados nas aplicacdes e na teoria.

Antes de apresentarmos o conceito de funcgdo afim, vejamos uma situacdo-problema

do nosso dia-a-dia, a fim de entendermos melhor as caracteristicas desta fungao.
Situacdo-problema

Jodo foi de taxi de sua casa a casa de seu amigo José percorrendo um total de 10
km de distancia. O valor cobrado pelo taxista engloba uma parcela fixa de R$ 2,00, chamada

bandeirada, mais R$ 1,80 por cada quildmetro percorrido. Pergunta-se:

a) Quanto Jodo pagou pela corrida de taxi?

b) Quanto Jodo pagaria para deslocar-se de sua residéncia até a praia situada a 20 km de
sua casa?

c) Jo#o pagou R$ 11,00 para deslocar-se de sua casa até o cinema. E possivel dizer qual a
distancia percorrida entre sua casa e o cinema? Se possivel, qual é esta distancia?

d) E possivel encontrar uma formula matematica que permita calcular o valor a ser pago

nas corridas de taxi?

Definicdo 2.2.1 Uma f: R — R chama-se funcdo afim quando existem constantes a, b € R

tais que f(x) = ax + b, paratodo x € R.

A situacdo apresentada acima pode ser modelada matematicamente por uma funcao
do tipo f(x) = ax + b, onde a e b sdo coeficientes especificos. Veja a solucdo da dltima

pergunta (item d) da situacdo-problema apresentada na introducéo de funcédo afim.
Situacdo-problema
O problema envolve:

e Um valor fixo (bandeirada): R$ 2,00 valor de “b”;

e Um valor por quilémetro rodado: R$ 1,80 valor de “a”;
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e Um valor variavel, que é a quantidade de quildmetros rodados (x).

Sendo assim, a formula que nos permitira calcular o valor pago nas corridas de taxi

em funcdo dos quilémetros rodados sera:
f(x) =1,80x + 2,00

Podemos, a partir dela, responder facilmente as outras perguntas, fazendo, para isso,

uma simples substituicéo.

2.2.1 Casos Particulares da Funcéo Afim
Existem alguns casos particulares da funcdo afim f(x) = ax + b. Vejamos alguns
deles.
1°) Funcéo Identidade
f:R — R, definida por f(x) = x, paratodo x € R. Neste caso,a =1eb = 0.
2°) Constante
f:R — R, definida por f(x) = b, paratodo x € R. Neste caso, a= 0.
Exemplos:

a) f(x)=2 (b =2);
b) f(x)=-05 (b = —0,5).

3% Translacéo (da Funcéo Identidade)
f:R — R, definida por f(x) = x + b, paratodo x € Re b # 0. Neste caso, a = 1.
Exemplos:

a) f(x)=x+10;
b) f(x) =x—2.

4%) Funcao Linear
f:R — R, definida por f(x) = ax, paratodo x € R. Neste caso, b = 0.

Exemplos:
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a) f(x)=2x (a = 2),
b) f(x) =-2x (a=-2).

Teorema 2.2.1 O grafico G de uma funcgdo afim f: x — ax + b é uma reta.

Demonstracdo. Vamos mostrar que trés pontos quaisquer do grafico sdo colineares, ou seja,

estdo numa mesma reta. Sejam P; (x;, ax; + b), P,(x,, ax, + b) e P3(x3, ax; + b) trés pontos
no grafico da funcéo f(x) = ax + b. Veja figura 3.

Figura 3 — Trés Pontos da Fungdo f(x) = ax + b

Y
4
P,
axg + b A L) 8
P i
Ay A Do ) 2 :
axy + hofereremmneennn o1
| i H
, |
, :
T ; + » X
Xq Xa X3

Para que os pontos Py, P, e P; sejam colineares é necessario e suficiente que um

dos trés nameros d(P;, P,), d(P,, P3) e d(P;, P3) seja igual a soma dos outros dois. Supondo
que x; < x, < x3, mostraremos que:

d(Pl,P3) = d(Pl,Pz) + d(Pz,Pg).

Usando a férmula da distancia entre dois pontos, obtemos:

d(Py, P) = \/(xz —x1)% + [(ax, + b) — (ax; + b)]?

= \/(xz —x1)? + (ax; — axy)?

= \/1(x2 —x1)% + a?(xy — x1)?

= \/(1 + a?)(x; — x1)?
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= (x; —x)Vl+a® (2.2.1)

d(Py, P3) = \/(xs —x1)% + [(ax3 + b) — (ax; + b)]?

= /(x5 — x1)% + (axz — ax;)?

= \/1(353 —x1)% + a?(x3 — x1)?

= \/(1 + a?)(x3 — x1)?

= (x3 —x)V1l +a? (2.2.2)

d(P,, P3) = \/(x3 —x3)? + [(ax; + b) — (ax, + b)]?

= /(x5 — x,)2 + (axz — ax,)?

= \/1(x3 —x3)% + a?(x3 — x2)?

= \/(1 + a?)(x3 — x,)?
= (x3 — x)V1 + a? (2.2.3)
Assim, das equag0es (2.2.1), (2.2.2) e (2.2.3), temos que
d(Py, P) + d(Py, P3) = (x; — x V1 + a2 + (x5 — x)V1 + a?
= (x, —x, + x5 — x)V1 + a2
= (x3 — x;))V1+ a?
= d(Py, Py), (2.2.4)
ou seja,
d(Py, P,) + d(P,, P;) = d(Py, P).

Portanto, trés pontos quaisquer do grafico da funcdo afim sdo colineares, o que
significa que o grafico € uma reta.
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Observacao: Em geral vale d(P;,P;) < d(P;,P,) + d(P,, P;) (Desigualdade triangular) e

ocorre a igualdade quando os trés pontos sdo colineares.

Considere a funcdo afim f(x) = ax + b. Geometricamente, b é a ordenada do

ponto onde a reta (que é o grafico da funcéo f) intersecta o eixo Oy.

O numero a chama-se a inclinacédo, ou coeficiente angular, dessa reta (em relacéo
a0 eixo Ox). Quanto maior o valor de a mais a reta se afasta da posi¢do horizontal. Quando
a > 0, o gréafico de f é uma reta ascendente; e quando a < 0, a reta é descendente. De fato,

dados x; e x, reais, temos:
e a>0
X1 > Xy, = axq > ax,.
Somando b real a ambos os membros, vem:
ax; > ax, = ax;+b>ax, +b = f(x1) > f(xy).
Assim,
x1 > X, = f(x1) > f(xz),
0 que mostra que f é crescente.
e a<0
X1 > Xy, = axq < ax,.
Somando b real a ambos os membros, vem:
ax; > ax, = ax;+b <ax, +b = f(x;) < f(xy).
Assim,
x1 > X, = fxg) < fxz),

demonstrando que f é decrescente.
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A abscissa do ponto em que o grafico da funcdo afim intersecta o eixo 0X é

chamado de zero da fungéo. Este assunto abordaremos com mais detalhes na sec¢éo 2.2.6.

Figura 4 — Gréfico da fungdo f(x) = ax + b

{0, y] =
:[:I_ |'J'_| a< 0 s r)l.l a 0 i

2.2.2 Funcéo Linear e Proporcionalidade

A Funcado Linear, que ja foi mencionada anteriormente, € 0 modelo matematico para
os problemas de proporcionalidade. A proporcionalidade &, provavelmente, a nogéo

matematica mais difundida na cultura de todos os povos e seu uso universal data de milénios.

Conforme Dante [3], a ideia de proporcionalidade é natural para nds, pois desde
crianca assimilamos esse conhecimento aplicando-o nas a¢Ges mais simples. A nocao de que,
guanto mais aumenta uma grandeza, mais aumenta outra, parece ser inerente ao ser humano.
Esta presente em nosso dia-a-dia na compra de alimentos (quanto mais gramas, mais se paga),
ao abastecer o carro (0 consumo de combustivel é diretamente proporcional a quantidade de
quildometros percorridos), no preparo de um bolo (para dobrar uma receita, dobramos a
quantidade dos ingredientes) e em muitas outras situacoes.

Sabe-se que a compreensdo do conceito de propor¢do acontece muito antes do
ensino formal. Desse modo, os problemas de propor¢do devem ser explicados mediante

estratégias diversificadas para que o aluno os assimilem melhor.

Na Fisica, a lei fundamental da dindmica afirma que “For¢a ¢é igual ao produto da
massa pela aceleragdo” e ¢é representada por F = ma. Quando se trata de aceleracdo da
gravidade, expressa por g, F ¢é a forca da atracdo que a Terra exerce sobre um corpo, a forca
peso. Nesse caso, sendo g constante, a fungdo acima fica expressa por P = mg, indicando que

0 peso é diretamente proporcional a massa de um corpo. [3]
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Grandezas diretamente proporcionais sdo expressas por meio da fungdo chamada

funcéo linear.

Definicdo 2.2.2 De acordo com Lima [7], duas grandezas sdo diretamente proporcionais
quando existe uma correspondéncia x — y, que associa a cada valor x de uma delas um valor

y bem definido da outra, de tal modo que sejam cumpridas as seguintes condi¢des:

1) Quanto maior for x, maior serd y. Em termos matematicos:
Sex— yex'+— y entdox < x"implicay < y'.

2) Se dobrarmos, triplicarmos, etc. o valor de x entdo o valor correspondente de y sera
dobrado, triplicado, etc. Na linguagem matematica: se x — y entdo nx +— ny paratodo

n € N.
Assim, a correspondéncia x — y chama-se uma proporcionalidade.
Os exemplos abaixo foram extraidos de LIMA [15].

Exemplo 2.2.1 Sejam r e s retas paralelas. Dado qualquer retdngulo que tenha dois lados
contidos nessas retas, chamemos de x o comprimento de um desses lados e z a area do

retangulo.

Figura 5 — Retangulo com lados contidos nas retas r e s

T?

A correspondéncia x +— z é uma proporcionalidade. Ou seja: quando a altura de

um retangulo é fixada, sua area z é proporcional a base x.

Com efeito, se x < x' entdo a area z' do retangulo de base x’ é igual a area z do

retangulo de base x mais a area de um retangulo de base x’ — x, logo z < z'. E um retangulo
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de base n - x pode ser expresso como unido de n retdngulos justapostos de base x (e mesma

area z), logo sua area é n - z.

Exemplo 2.2.2 Investindo uma quantia x numa caderneta de poupanca, apds o decurso de um
més obtém-se um montante y. A correspondéncia x — y é uma proporcionalidade, pois o que
se recebe no fim do més € proporcional ao que se aplicou. Com efeito, € claro que aplicando-se
mais recebe-se mais e investindo-se uma quantia n vezes maior do que x, pode-se considerar

essa operagdo como n investimentos iguais a x, 10go o que se recebe é n - y.

Por exemplo, uma aplicacdo de R$ 1000,00 que rende 0,7% ao més da um
montante de R$ 1007,00 no fim de um més; caso a aplica¢do seja R$ 2000,00, 0 montante no

final do més serd de R$ 2014,00. Veja a tabela abaixo:

Tabela 1 — Montante Proporcional ao Capital Investido

Capital inicial (C) Juros (J) Montante (M)
R$1000,00 R$ 7,00 R$ 1007,00
R$2000,00 R$ 14,00 R$ 2014,00

Observacgdo: Se uma quantia fixa gera, apds um més de investimento, um retorno y, ndo é
verdade que ap0s n meses essa mesma quantia gere o retorno n - y, mesmo que a taxa de juros
permaneca constante, pois ao final de cada més é como se tivesse sido aplicada novamente uma

quantia maior, igual a existente no més anterior mais os juros correspondentes.

Logo, num periodo fixo, o retorno é proporcional ao capital inicial investido, mas

ndo é proporcional ao tempo de investimento.

Depois desses exemplos, temos a seguinte formulacéo da definigdo matemaética de

proporcionalidade, onde as grandezas sdo substituidas por nimeros reais, que sdo suas medidas.

Definicdo 2.2.3 Uma proporcionalidade ¢ uma funcdo f:R* — R* com as seguintes

propriedades:

1) f é uma funcdo crescente, isto é, x < x’ = f(x) < f(x") para quaisquer x, x' € R*.
2) Paratodo x € R* e todon € N tem-se f(nx) = n - f(x).
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Teorema 2.2.2 (Teorema Fundamental da Proporcionalidade)

Se f: R* — R* é uma funcéo crescente tal que f (nx) = n- f(x) paratodo x € R* etodon €

N, entdo f(cx) = ¢ - f(x) para quaisquer x e c em R*.

Demonstracdo. De acordo com Souza [21], temos, por hipdtese, que é uma funcdo crescente,
logose x < x, entdo f(x) < f(x"). Além disso, temos que f(nx) = nf(x) paratodon € N e

todo x € R*.
Queremos mostrar que f(cx) = ¢ - f(x) para quaisquer x e ¢ € R*.

Essa propriedade ja € valida para ¢ € N, resta mostrar a validade para ¢ racional e

c irracional.

Sejamr = % um nGmero racional, comm,n € Ne x € R,

Como rx € R, por hipotese, temos que:
nf(rx) = furx) = f (n- 2 x) = f(mx) = mf(x)

= f(r0) == f ()

= f(rx) = rf(x).

A Ultima igualdade mostra a validade da propriedade f(cx) = c- f(x) para c

racional.

Para mostrar a validade da propriedade f(cx) =c-f(x) para c irracional,

adotaremos a prova por absurdo.

Suponha que exista ¢ > 0 irracional tal que f(cx) # c¢f(x) para algum x € R*.

Sendo assim, temos duas possibilidades: ou f(cx) < cf(x) ou f(cx) > cf (x).

f(ex)

Suponha que f(cx) < cf (x), que implicaem ¢ > T Seja r um numero racional
proximo de c, de modo que % <r<cistoé, f(cx) <rf(x) < cf(x). Comor é racional,

temos que rf(x) = f(rx). Com isso, reescrevendo a desigualdade anterior, obtemos f(cx) <
f(rx) < cf(x) e, em particular, f(cx) < f(rx). O que contradiz o fato de f ser crescente, ja
que rx < cx. Logo, ndo podemos ter f(cx) < cf(x). Analogamente, mostra-se que também

ndo podemos ter f(cx) > cf(x) para c irracional e algum x € R*.
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Dessa forma, podemos concluir que f(cx) = ¢f (x), para quaisquer ¢, x € R*.

Observacdo: Esse meétodo, inventado por Eudoxo de Cnido e usado por Euclides e

Arquimedes, é conhecido como Método da Exaustéo.

Corolario 2.2.1 Se f:R* — R* é uma proporcionalidade entdo tem-se, para todo x > 0,

f(x) = ax,onde a = f(1). O valor a recebe 0 nome de constante de proporcionalidade.

Demonstracdo. Com efeito, como, por hipotese, f é uma proporcionalidade, entdo pelo
Teorema Fundamental da Proporcionalidade, para todo x € R* e todo ¢ € N temos f(cx) =

cf (x), para qualquer x e c em R*. Como f satisfaz a propriedade acima, podemos escrever:
f(xc) =xf(c) (2.2.5)
Substituindo ¢ por 1 na equagéo (2.2.5), obtemos
fQ0) = xf(1) (2.2.6)

Fazendo a = f(1) na equacdo (2.2.6), obtemos f(x) = xa, que é uma funcao

linear com coeficiente a.

Esse corolario mostra que se f: R — R* é uma proporcionalidade, entdo f é uma

funcao linear.

Exemplo 2.2.3 Consideremos as retas r e s paralelas. Dado qualquer retangulo que tenha dois
lados contidos nessas retas, vamos chamar de x a medida de um desses lados e A a area da

regido retangular. Verifique se a correspondéncia x — A € uma proporcionalidade.

Figura 6 — Correspondéncia x — A e a Proporcionalidade

F 3
¥
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Considerando a a distancia entre as retas paralelas, temos:

X 1 2 3 c

la 2a 3a ca

Dividindo o valor da area A pelo comprimento x, vem:

que é a constante de proporcionalidade. Logo, x — A é uma proporcionalidade direta.

Como podemos observar, este exemplo é 0 mesmo do exemplo 2.2.1, porém aqui

resolvemos por meio da constante de proporcionalidade.

Exemplo 2.2.4 Consideremos x a medida do lado e A a area de uma regido quadrada. A
correspondéncia x — A ndo é uma proporcionalidade. De fato, para x = 1 cm, temos A =
1 cm?; parax = 2 ¢m, temos A = 4 cm?. Dobrando x (1 para 2), A quadruplica (1 para 4), ou
seja, A ndo dobrou nem ficou pela metade. Logo, essa correspondéncia ndo € uma

proporcionalidade.

Assim, a propriedade “quanto maior for x, maior serd y” ndo assegura a

proporcionalidade entre x e y.

Exemplo 2.2.5 O comprimento C de uma circunferéncia é dado em funcéo da medida D do
didmetro, pois C = m - D € uma funcéo linear. Entdo o comprimento C é proporcional a medida

D do diametro. Determine a coeficiente de proporcionalidade.

1 2 3 D

C 1 2T 3 Dr

Dividindo o valor da area C pelo diametro D, vem:

gue € a constante de proporcionalidade.
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2.2.3 Caracterizagéo da Fungao Afim

Teorema 2.2.3 Seja f:R — R uma funcdo crescente ou decrescente. Se a diferenca

f(x + h) — f(x) depender apenas de h, entdo f é uma funcdo afim. [5]

Demonstracdo. Suporemos que a funcéo f seja crescente. Assim, definamos a fungédo ¢: R —
R também crescente tal ¢(h) = f(x + h) — f(x) com h € R que e que ¢(0) = 0. Além disso,

para quaisquer h, k € R temos:
ph+k)=fx+k+h)—f(x)
= f(Ge+ ) +h) = flx+ 1)+ f(x + 1) = f(x)

= (h) + @(k).

Logo, pondo-se a = ¢(1), tem-se ¢(h) = ¢(1-h) = ¢(1) - h = a- h para todo
h € R (Teorema Fundamental da Proporcionalidade), isto é, f(x+h)— f(x) =a-h.
Tomando também b = f(0), resulta f(h) — f(0) = @(h) = f(h) =ah+ b, VhER, ou
seja, f(x) = ax + b paratodo x € R.

A reciproca do teorema acima é Obvia. Se f(x) =ax+b entdo f(x +h) —

f(x) =alx+h) +b— (ax + b) = ax + ah — ax — b = ah, ou seja, ndo depende de x.

A hipétese de que f(x + h) — f(x) ndo depende de x as vezes se exprime dizendo
que “acréscimos iguais de x correspondem acréscimos iguais para f(x)”. Outra maneira de

dizer isso ¢ “acréscimos sofridos por f(x) Sdo proporcionais aos acréscimos dados a x.
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Figura 7 — Variacdo de x Corresponde a Mesma de y

Ay

Ay

/

Fonte: Girado, Victor. Caracterizacdo da funcéo afim. PROFMAT-SBM-

Apresentacéo de slides, 2013.

Exemplo 2.2.6 Suponha um ponto que se movimenta sobre um eixo. Sua posi¢do, em cada
instante t, é determinada pela abscissa f(t). Diz-se que se trata de um movimento uniforme
guando o ponto se desloca sempre no mesmo sentido e, alem disso, em tempos iguais percorre
espagos iguais. Isto significa que f(t + h) — f(t), espaco percorrido no tempo h, a partir da
posicdo f(t), depende apenas de h, mas ndo de t. Entdo f é uma funcdo afim: f(t) = at + b,
onde a = f(t + 1) — f(t), espaco percorrido na unidade de tempo, e chama-se velocidade e

b = f(0) é a posicao inicial.

Proposicao 2.2.1 Uma func¢do afim leva progressdes aritméticas em progressoes aritméticas.
Demonstracdo. Seja f:R — R uma funcdo afim, a saber f(x) = ax + b. Considere
X1, X2, X3, ... UMa progressao aritmética; entdo r = x;,, — x; é constante. Tomando y; = f(x;),

entdo y;.q1 — y; = (axjz1 + b) — (ax; + b) = ax;;1 — ax; = a(x;y, — x;) = ar (constante).

Logo y4,¥,, 3, ... formam uma progressao aritmética de razéo ar.

Proposicdo 2.2.2 Se uma funcdo mondtona f:R — R leva progressdes aritméticas em

progressdes aritméticas, entdo f é uma funcao afim.

Demonstracdo. Com efeito, neste caso a fungdo g: R — R definida por g(x) = f(x) — f(0)

leva progressdes aritméticas em progressdes aritméticas. Para todo x € R, 0s numeros —x, 0, x
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formam uma progressdo aritmética. Logo, g(—x), g(0), g(x) também formam uma

progressao aritmética, portanto g(—x) = —g(x).

Em seguida, considerando x € Re n € N, os nimeros 0, x, 2x, ..., nx formam uma
progressao aritmética. Da mesma forma, 0, g(x), g(2x),...,g(nx) também formam uma
progressdo aritmética. A razdo dessa progressao é g(x) — 0 = g(x). Logo, g(nx) = ng(x)
vn € N.

Finalmente, se n é um inteiro negativo, temos —n € N. Logo, g(nx) =
—g(—nx) = —(—ng(gx)) = ng(x). Entdo g(nx) =ng(x),Vn € Z x € R. Assim, pelo
Teorema Fundamental da Proporcionalidade, segue que g é linear, ou seja, g(x) = ax.
Tomando f(0) = b, temos f(x) = g(x) + f(0) = ax + b,Vx € R.

O

Exemplo 2.2.7 Considere a funcdo afim f(x) = 2x + 1 e a sequéncia dos nimeros impares
(1,3,5,...,2n — 1). Como essa sequéncia € uma progressdo aritmética de razdo r = 2, entdo

substituindo seus termos na fungdo afim f, vem:
f(H)=2-1+1=3;
f3)=2-3+1=7;

f(5)=2-5+1=11;

fen-1)=2-Cn-1)+1=4n-1.

Assim, a sequéncia (3,7, 11, ...,4n — 1) forma uma progresséo aritmética de raz&o

r=a-r =2-2 =4, conforme a proposicao 2.2.1.

2.2.4 Determinacdo de uma Funcdo Afim Conhecendo-se seus Valores em dois Pontos

Conhecendo y; = f(x1) e ¥y, = f(x;) para x; e x, reais quaisquer, COm x; # X,
podemos explicitar os valores a e b da funcdo f(x) = ax + b bastando, para isso, 0 sistema

abaixo:

{y1=f(x1)=ax1+b
vy, =f(x) =ax; +b
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Assim temos:

yo, — vy, = (axy, + b) — (ax; + b) = ax, —ax; = alx, —x) =

Y2~ )1
==, 2.2.7
a Xy — %, X1 F Xy ( )

Substituindo esse valor de aem y, = f(x;) = ax; + b, obtemos o valor de b:

_(3’2—)’1
L=

)x1 +b =y, (x; — x1) = Y%7 — y1x1 + b(x; — x1)
X2 —Xq

= Yi1Xy — Y1X1 — YaX1 + y1x1 = b(xp — x1) =

_ Y1X2 — Ya2Xq
X2 — %1

b , X1 # Xa (2.2.8)

Veja abaixo um exemplo interessante de LIMA [5].

Exemplo 2.2.8 E.W. observou, numa sapataria, que o vendedor determinava o nimero do
sapato do cliente medindo seu pé com uma escala na qual, em vez de centimetros, estavam
marcados 0s numeros ... 36, 37,37, 38, ... O fato mais importante que ele percebeu foi que esses
numeros estavam igualmente espacgados, isto €, a distancia de cada um deles para o seguinte era
constante. Isto queria dizer que acréscimos iguais no tamanho do pé corresponderiam
acréscimos iguais no numero do sapato. Dito de outro modo: se um certo pé precisar de crescer
h centimetros para passar de tamanho 33 para 34, precisara de crescer 0s mesmos h centimetros
para passar de 38 para 39. Isto Ihe deu a certeza de que a funcdo que faz corresponder a cada
comprimento x de um pé o ndmero f (x) do sapato adequado é uma funcéo afim: f(x) = ax +
b (Teorema 2.2.3).

E.W. atravessou a rua. Do outro lado havia uma papelaria, onde comprou uma
régua. Voltou a sapataria e pediu emprestada a escala do vendedor. Como sua régua media até
milimetros enquanto a escala s marcava pontos e meios pontos, escolheu dois valores x; # x,
tais que os nimeros de sapato correspondentes, y; = f(x;) € y, = f(x,), assinalados na
escala, fossem inteiros. Tomou x; = 20, x, = 28 e viu que f(x;) = 32, f(x,) = 42. A partir

dai, calculou os coeficientes usando as formulas (2.2.7) e (2.2.8), chegando a férmula abaixo:
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5x + 28
4 )

f&) =

0 que da o numero do sapato de uma pessoa em funcdo do comprimento do seu pé em

centimetros.

O
2.2.5 Taxa de Variacdo da Funcédo Afim f(x) =ax+ b
Substituindo y; = f(x;) e y, = f(x,) naequacédo (2.2.7), obtemos:
a= flx2) = Fx0) , X1 F Xp (2.2.9)
X2 — X4

O parametro a é chamado de taxa de variacdo (ou taxa de crescimento). Essa taxa
é sempre constante para cada funcdo afim, e isso € uma caracteristica importante das fungdes
afins. Por exemplo, a taxa de variagdo da fungdo f(x) =5x +2 é 5 e a da fungdo g(x) =

—2x+3¢é-2.

Substituindo x; = 0 e x, = 1 na equagdo (2.2.9), temos:

NOEN IO

0o la=f(1)-f(0)]

Assim, a taxa de variagdo da fungdo afim f(x) = ax + b pode ser obtida fazendo

f) - £(0).
Sugestéo de [5]:

Se a funcdo afim f é dada por f(x) = ax + b, ndo é adequado chamar o nimero a
coeficiente angular da funcdo f. O nome mais apropriado, que usamos, € taxa de
variacdo (ou taxa de crescimento). Em primeiro lugar ndo ha, na maioria dos casos,
angulo algum no problema estudado. Em segundo lugar, mesmo considerando o grafico
de f, o &ngulo que ele faz com o eixo horizontal depende das unidades escolhidas para
medir as grandezas x e f(x). Assim, tem-se taxa de variacdo de uma funcdo e

coeficiente angular de uma reta.
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2.2.6  Zeroda Funcéo Afim

Definicdo 2.2.4 Zero de uma funcdo é todo numero x cuja imagem é nula, isto &, f(x) = 0.
Encontrar o zero de uma fungéo afim, com a # 0, corresponde a resolucéo de uma equagéo do

U, OU Seja, equivi solv uaca ixo.
1° grau, ou seja, e ale a resolver a equacao abaixo
ax+ b =0.

Observacgdo: Quando a = 0 e b # 0, a funcdo ndo tem zeros. Caso a = b = 0, todo numero

real é zero da funcéo afim.

Geometricamente, 0 zero € a abscissa (coordenada x) do ponto em que o grafico da

funcédo afim toca o eixo 0X.

Figura 8 — Zero da Funcéo Afim

\rl'_

A solucdo algébrica de uma equacéo do 1° grau baseia-se em dois axiomas:
1) Principio aditivo de igualdade ou principio de Euclides.

Podemos somar um numero real a ambos 0os membros de uma igualdade que ela

nao se altera. Em simbolos, dados a, b e ¢ nUmeros reais, tem-se:
a=b=>a+c=b+c.

2) Principio multiplicativo da igualdade.
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Podemos multiplicar ambos os membros de uma igualdade por um nimero real ndo

nulo que ela ndo se altera. Em simbolos, dados a, b e ¢ niUmeros reais, com ¢ # 0, tem-se:
a=b>a-c=b-c.
Com base nesses principios, vamos resolver a equagdo do 1° grau ax + b = 0.
Primeiramente, somando-se o0 oposto de b nos dois lados da igualdade, temos:
ax+ b+ (=b) =0+ (-b) =
ax = —b.

Como a # 0, multiplicando ambos os membros da igualdade pelo inverso de a, obtemos:

que € a raiz da equacdo do 1° grau.
Exemplo 2.2.9 Resolva a equagdo 2x — 8 = 2.

Nosso objetivo é isolar o termo que contém a incognita x no primeiro membro.

Logo, aplicando o principio aditivo, vamos adicionar 8 em ambos 0s membros da equacao.

Assim, temos:
2x—8+8=2+8=>=
2x = 10.

De acordo com o segundo principio, multiplicando os dois lados da equacao pelo

inverso de 2, obtemos:
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VVamos examinar agora o sinal da func¢do afim. Para isso, consideremos dois casos:

1) 1°caso:a >0

b
f(x)=ax+b>0<=>x>—a e

b
f(x)=ax+b<0=>x<—a.

2) 2°caso:a <0

b
f(x)=ax+b>0<:>x<—a e

b
f(x)=ax+b<0<:)x>—a.

Em ambos os casos, temos:

f(x)=ax+b=0<:)x=—§.
Exemplo 2.2.10 Estude os sinais da fungédo de cada fungéo abaixo:
a) f(x)=2x-10.
Temos f(x) =0=2x—-10=0=x =5.

Como a = 2 > 0, entdo:



f(x) >0 se x >5;

f(x) <0 sex<5e

f(x) =0 sex =5.

b) f(x) =—-2x+38.

Temos f(x) =0=>-2x+8=0>x =4.

Comoa = —2 < 0, entdo:

f(x) >0 se x < 4

f(x)<0sex>4e

f(x)=0 sex =4.

A figura abaixo da uma melhor compreensédo desse estudo dos sinais.

Figura 9 — Sinal da Funcdo Afim

a>0 a <0

2.3 Funcdo Quadratica

Conforme Albuquerque [20], a nocdo de funcdo quadratica associa-se
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originalmente a ideia de equacdo do 2° grau. J& na Antiguidade, por volta de 300 a. C., 0

matematico grego Euclides (325-265 a. C.) desenvolveu uma técnica denominada algebra

geomeétrica para lidar com o que veio a se chamar algebra. Naquela época, ndo havia a nogédo

de equacdo ou mesmo de funcdo. Se os gregos tivessem desenvolvido uma algebra com uma

linguagem mais adequada, a nogéo de funcdo teria quase que inevitavelmente aparecido como
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resultado da conjuncdo das ideias de curva e equagdo — em particular, de parabola com a
equacdo do 2° grau — e, de maneira mais geral, da algebra com a geometria. Porém, essa ideia
somente ocorreria no Renascimento motivada por varios fatores. Dentre eles, destacam-se as
tentativas de explicar o movimento de queda livre de um corpo ou a trajetoria de uma bala de

canhdo, que é uma parébola.

Varios tedricos dos séculos XVI e XVII tentaram explicar essa trajetoria, sem obter
a parabola. Tais explicacdes foram aperfeicoadas até se chegar a parabola associada a curva de
2° grau, o que acelerou a necessidade de se relacionar curvas a equacdes e, de modo geral,

algebra a geometria.

2.3.1 Um Pouco da Historia das Equacdes Quadraticas

De acordo com [4], [9] e [10], um dos primeiros indicios do uso de equacdes esta
relacionado, aproximadamente, ao ano de 1650 a. C., no documento denominado Papiro de
Rhind, adquirido por Alexander Henry Rhind, na cidade de Luxor — Egito, em 1858. O papiro
de Rhind também recebe o nome de Ahmes, um escriba que relata no papiro a solugdo de
problemas relacionados a Matematica. Nessa mesma época, os babildnios ja conseguiam
trabalhar com equagdes do segundo grau e tinham uma algebra bem desenvolvida e conseguiam
resolver seus problemas por métodos semelhantes aos que conhecemos hoje ou pelo método de
completar quadrados. As resolucbes eram interpretadas geometricamente e ndo fazia sentido

falar em raizes negativas. O estudo das raizes negativas foi feito a partir do século XVIII.

Na Grécia, a matematica era filosofica e pouco pratica. Euclides resolve equagdes
polinomiais do segundo grau atraves de métodos geométricos. Diofanto (séc. 111 d. C.), avancou
na resolucdo das equagOes apresentando uma representacdo introduzindo simbolos. Na india,
as equacOes eram resolvidas completando quadrados. Esta forma de resolucéo foi apresentada
por Al — Khowarizmi, no século IX, onde se descartavam raizes negativas por ndo serem

adequadas e aceitavam raizes irracionais.

Na China, a resolucdo das equacdes foi através do método fan — fan introduzido por
Zhu Shijie, no século XII1. Este método foi redescoberto no século X1X pelos ingleses William
George Horner e Theophilus Holdred e o italiano Paolo Ruffini. O método fan — fan ficou
conhecido na Europa como método de Horner, mas ja havia sido antecipado por Isaac Newton
em 1669.
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No Brasil, costuma-se chamar de formula de Bhaskara a férmula que d& solugdes a
equacao do segundo grau. Além de ser historicamente incorreto, esta nomenclatura ndo é usada
em nenhum outro pais. A férmula resolvente € devida ao matematico hindu Sridhara, do século
10. Ja em relacdo aos babil6nios, estes se utilizavam de tabletes de argila e tinham um sistema
de numeracdo bem desenvolvido com base 60. Dos tabletes que foram encontrados, existem

alguns que tratam das equacdes do segundo grau.

A matemaética grega € diferente da babil6nica e egipcia. Eles transformaram os
conhecimentos destas duas civilizacBes em resultados bem estruturados, onde a argumentacao
é feita através da demonstracdo matematica. A maneira dos matematicos gregos apresentarem
seus resultados é geométrica, como nos Elementos de Euclides, escritos por volta do ano 300
a.C.

A matemaética hindu ocorre entre 400 e 1200 d. C. e, seus primeiros registros, foram
encontrados em VArios sulvasutras (conhecimentos tedricos necessarios para construcdo de
altares) escritos entre 800 e 500 a. C. Ha também o manuscrito chamado Bakshali e importante
para 0 conhecimento da Matematica hindu. As equacbes do segundo grau surgem na
matematica hindu com os sulvasutras, sob as formas ax? = c e ax? + bx = ¢, sem apresentar
solucdes. J& com o Bakshali, descreve procedimento de solucdo correspondente a formula

moderna.

O matematico Ariabata | (476 d. C.) chegou a uma equacéo do segundo grau a partir
de um problema de progressGes aritméticas. Os arabes assimilaram a Matematica dos gregos e
fizeram progressos em varias areas. O matematico Muhammad bn Musa al — Khwarizmi (780
—850) foi o primeiro a escrever sobre a solucéo de problemas usando al — jabr (adicionar termos
iguais a ambos os membros de uma equacdo, a fim de eliminar termos negativos) e al —
mugabala (reducdo de termos positivos por meio de subtracdo de quantidades iguais de ambos
0s membros da equacdo). A solugdo de quadrados repostos ou equagao do segundo grau, quase

sempre envolvia partilha de bens entre herdeiros inventariados.

2.3.2 Zeros da Funcao Quadratica

Nesta secdo, daremos énfase a parte algébrica, apresentando alguns métodos para

determinar os zeros da fungdo quadratica.
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2.3.2.1 Problema Histérico

Comecaremos esse estudo com um problema histérico envolvendo equagbes do
segundo grau, e que servira de motivacdo para definirmos funcdo quadratica. Vejamos o
problema:

Problema 2.3.1 Encontrar dois nimeros conhecendo apenas a sua soma e o0 produto.

Solucéo. Considere a soma s € 0 produto p. Sendo um dos nimeros procurados x, 0 outro sera

s — x e dessa forma o produto sera
p = (s — x)x,

ou seja,

x2—sx+p=0. (2.3.1)

Como o mecanismo de resolucdo, como conhecemos nos dias atuais, s6 comegou a
ser utilizado pelo matematico Viéte, no final do século XVI, os babildénios possuiam uma

receita, que segundo Elon [5], era enunciada assim:

Eleve ao quadrado a metade da soma, subtraia o produto e extraia a raiz quadrada
da diferenca. Some ao resultado a metade da soma. 1sso dara o maior dos nimeros procurados.

Subtraia-o da soma para obter o outro nimero.

Trazendo para a nossa notacao atual, temos 0s nimeros:

(2.3.2)

Como os babilénios ndo se preocupavam com demonstracGes, 0S passos para

encontrar os valores procurados ndo eram justificados.

De acordo com os autores de [5], ha indicios de que os babil6nios chegaram a essas

expressdes da seguinte forma:

Considerando a e 8 0s numeros procurados, sdo conhecidos dois numeros s € p,

taisques = a + fep = a - . Assim, apesar de a e 8 serem desconhecidos, a média aritmética

atp

= %é conhecida e possui a propriedade de ser equidistante de « e de 3.
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Considerando a < 8, temos que % —a=p- % Chamando esta diferenca de d, o

problema de encontrar dois nimeros a e S se reduz a encontrar o Unico nimero d, pois a =

S S
S—def=>+d.

Assim, temos:
p=a-p
=(G-9)G+)
-G) -
Logo

como d é ndo negativo,

(2.3.3)

Como os dados s e p do problema eram sempre nimeros positivos, 0s babilénios

nunca tiveram preocupacdo com eventuais solugbes negativas fornecidas por sua regra. E no

2
caso de G) < p, eles simplesmente diziam que os numeros procurados ndo existiam.

O

Exemplo 2.3.1 Jo&o cercou uma regido retangular de area 12 m? com 14 m de corda. Encontre

as dimensdes dessa regido.

Sejam a e b os lados da regido retangular. As condi¢des sobre o perimetro e a area

desse retdngulo nos levam as seguintes equacoes:

22+ 2b=14=>a+b=7 e ab=12,
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ou seja, s = 7 e p = 12. Usando as formulas (2.3.3) , temos:

s (s)z 7 (7)2 12_7 1 7
*=3 2) “PT7 2 27 272
_s, (5)2 _7, (7)2 ol L7 1 8,
=3 2) TPT3 2 2T 2T T2

Portanto, as dimensdes da regido procurada sdo 3 e 4 metros.

=5=

N =

O

Segundo Boyer [1], ndo se sabia resolver uma equacao do segundo grau da forma
x%+px+q=0,p,q >0, pois isso daria duas raizes negativas. Assim, so havia trés tipos de
equacdo do segundo grau, e todas sdo encontradas em textos babildnicos antigos, ha

aproximadamente 4000 anos.
Sejam elas:
x? +px = q,
x2=px+q e
x?+q = px,
em que resolveremos geometricamente na se¢do 2.4.2.

Como vimos anteriormente, a resolucédo da equacéo do segundo grau ax? + bx +
c =0, a+0, tem sua origem no problema de descobrir dois nimeros inteiros positivos
conhecendo-se a sua soma s e seu produto p. E por meio de documentos e fontes historicas,
constatou-se que provavelmente os primeiros a resolverem o que hoje conhecemos como

equacdes quadraticas foram os babil6nios.

2.3.2.2 Soma e Produto

Veremos agora a relacdo existente entre a soma e o produto das raizes de uma

equacdo quadratica.
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Voltando a equagéo (2.3.1), temos que o coeficiente de x2 é 1, de x é —s e 0 termo
independente é p. Ao trabalharmos com uma equacédo de segundo grau qualquer, ndo é sempre
verdade que o coeficiente de x2 ¢ igual a 1. Ele pode assumir qualquer valor real, desde que

nédo se anule, pois, neste caso, a equagao recair-se-ia numa equagédo do primeiro grau.
Reescrevendo a equacdo ax? + bx + ¢ = 0 na forma (2.3.1), temos:

5 ax? bx , b c
ax“+bx+c=0>2—+—+—-=0=>x"+—-x+-=0.
a a a a a

Comparando a expressdo acima com (2.3.1), temos:

—S=—=>s5s=—— e
a
Cc
p= a
Assim, o problema histérico se transforma em descobrir dois nimeros x" e x' tais

que

e Equacao do segundo grau completa

Dizemos que uma equagcéo do segundo grau ax? + bx + ¢ = 0 é completa se seus

coeficientes a, b, c # 0.
e Equacéo do segundo grau incompleta,comb =0ec =10
Neste caso mais trivial, a Unica solugéo é zero.
Exemplo 2.3.2 Determine as raizes da equagéo 3x2 = 0.
Vemos imediatamente que:
3x2=0=x?=0=x =0.
e Equacéo do segundo grau incompleta,comb =0ec # 0

Neste caso, podemos obter explicitamente os valores das duas raizes.



Exemplo 2.3.3 Descubra as raizes da equagdo x> — 4 = 0.
Desenvolvendo a equagéo acima e isolando o termo x?2, temos:
xl—4=0=xrxl=4x=Vix =12
Logo, x' = -2 ex" = 2.

Geometricamente, podemos representar x? — 4 assim:

Figura 10 — Fatoragéo de x2 — 4

_— X -
X - 2
: 3
1
i
1 -
> : x—12
X x? X i
_______ i L
: 2
L4 |2 1 2
| |
- ] |
x—2 2 X — 2
X 2
x—=2 x—=2
X 2

Fonte: DANTE, Luiz Roberto. Matematica: contexto e aplica¢bes Vol. 01. 22 ed.

S3o Paulo: Atica, 2010.
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Observe que a area dada por x? — 4 é a mesma que a dada por (x — 2)(x + 2).

Assim, x2 — 4 = (x — 2)(x + 2). Logo,

*>—-4=0=x-2)x+2) =0

Exemplo 2.3.4 Determine as raizes da equacéo x? + 5 = 0.
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Resolvendo, temos:
x*+5=0=x%*=-5<x =+V-5.

Mas V=5 ¢ R. Logo, a equacdo acima ndo possui raizes reais, e seu conjunto

solucéo é S = @ no universo dos nimeros reais.
Assim, podemos inferir que para, esse tipo de equacéo, so existe solucdo se ¢ < 0.
e Equacéo do segundo grau incompleta,comc=0e b # 0

Utilizaremos um artificio, conhecido desde o ensino fundamental, que consiste em

colocar em evidéncia o fator comum a dois termos explicitos na equacao.
Exemplo 2.3.5 Calcule as raizes da equagéo x? + 2x = 0.

Observando a expressao, vemos que o fator x aparece nas duas parcelas da soma

no primeiro membro. Logo, devemos coloca-lo em evidéncia. Assim temos:
**+2x=0=xx+2'x=0=x-(x+2)=0.

Para que esse produto seja zero, € necessario que pelo menos um dos fatores seja

zero, Ou seja,
x=0 ou
x+2=0x=-2
Logo, as raizes da equacdo sdo x' = 0 ou x" = —2.
Geometricamente, temos:

Figura 11 — Fatoragdo de x2 + 2x

1 1 X 11

X x? x| X x| X| —x x X
X - X 11
X+ 2x x(x + 2)

Fonte: DANTE, Luiz Roberto. Matematica: contexto e aplicacdes Vol. 01. 22 ed.
S&o Paulo: Atica, 2010.
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Observe que a area dada por x? + 2x é a mesma que a dada por x(x + 2). Assim,
*+2x=02x(x+2)=0¢c
x'=-2oux"=0.

Observacao: O fato de uma equacdo do segundo grau nao ter raizes reais ndo significa que ndo
tenha solugcdo em qualquer conjunto. No corpo € dos nimeros complexos, toda equacéo de grau

n tem n raizes complexas, ndo necessariamente distintas entre si.

2.3.2.3 Metodo de Completar Quadrado

Os babilonios possuiam outra maneira de obter esses valores, que ¢ o “método de
completar quadrados”. Embora eles tivessem conseguido resolver muitos problemas
matematicos, suas solugdes era uma espécie de receita pratica, que ndo especificava nem a sua
férmula geral nem 0 modo como a solucdo havia sido obtida. Essas receitas quando aplicadas
a problemas do segundo grau conduziam de forma natural a deducdo da formula que
conhecemos hoje, porém os babilénios ndo chegaram a generalizar tais receitas. A formula de
resolucdo de equacles quadraticas que conhecemos hoje deve-se ao matematico indiano
Sridhara (870 — 930); este método foi bastante empregado pelos gregos em suas abordagens

geomeétricas.
De acordo com Soares [18], comecaremos com um caso simples:
2 —
ax“+c=0,

que pode ser resolvida isolando o valor de x, ou seja, por meio dos seguintes procedimentos:
subtraindo o valor de ¢ em ambos os membros; dividindo os dois lados da equagdo por a

(Principio de Euclides); e extraindo a raiz quadrada em ambos 0s membros.

Com isso, temos o seguinte valor de x abaixo:

Os alunos trabalham exemplos como esse, no entanto, no caso do trinémio estar em
sua forma completa os professores abandonam esse método e ja apresentam as formulas

resolutivas para resolver equacdes.
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E fundamental que o professor trabalhe casos do tipo:
alx+m)?>+k=0,

onde podemos usar 0 mesmo raciocinio anterior e isolando x, obtemos:

ou seja, a ideia consiste em partir de um trindmio completo (ax? + bx + ¢) e chegar a uma

expressdo do tipo a(x + m)? + k, que ja sabemos como determinar sua solugao.

Mostraremos agora como chegar na expressao de cima partindo do trinbmio do

segundo grau em (2.3.1), utilizando para isso o “método de completar quadrados”.

Considere o trinémio x2 — sx + p. Vamos escrevé-lo como um quadrado perfeito
do tipo x? — 2kx + k?. Ja temos:

S

2
_2
Ty

x +p.

- S 2 ~ - A -
Somando e subtraindo a parcela (E) para nao alterarmos o trinémio, temos:
2

x? —2%x+(§)2 - (i) +p.

Assim;

2 2

xz—sx+p=(x—%) —(%) + p.

Por meio desse trindbmio fatorado, podemos obter facilmente a solugédo da equacao
(2.3.1). Com efeito,
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que é a mesma solucdo que os babildénios encontraram ha 4000 anos!
O
Exemplo 2.3.6 Vamos resolver por completamento de quadrado a equacdo do exemplo 2.3.7.
Temos que x? + 2x = 0. Somando-se 1 a ambos os membros, vem:
x*+2x+1=0+1¢<
x+1)?=1o

r+l=1t/1e

Geometricamente, temos:

Figura 12 — Completando o Quadrado de x? + 2x

X2 1x
1x 1 »
-

Fonte: DANTE, Luiz Roberto. Matemética:
contexto e aplicacdes Vol. 01. 22ed. Séo Paulo:
Atica, 2010.

Observa-se que falta 1 regido quadrada. Por isso somamos e subtraindo 1 para

completar o quadrado, ou seja:
x°+2x+1—-1=(x+1)?-1.

Assim,
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oqueda x'=-2 ou x" =0.

O
Exemplo 2.3.7 Encontre dois nimeros cuja soma é 1 e cujo produto é —1.
De forma anéloga, temos a seguinte equacao do segundo grau:
x>2—x—1=0.
Completando o quadrado, temos:
22 ! + 1 1 1=0&
X 2T a Ty T
(r-2) -2-1-0
—_— —_— — — P=—9
*72) 71
(x-3) -5 =0
—_ — —_— — = =9
*732) 7%
1 +x/§
X > =T ) .
Logo:
, 1445 , 1-+5
X = > ou X = ) .
O valor positivo de x é conhecido como niimero de ouro.?
O

2.3.2.4 Método de Viete

O matematico francés Francgois Viéte (1540 — 1603) descobriu uma forma de
resolucéo da equacdo quadratica em que basicamente consiste em transformar a equagdo ax? +

bx + ¢ = 0 em uma equacéo incompleta sem o termo do 1° grau.

2 O nlmero de ouro é considerado um simbolo da harmonia. Aparece na natureza, na arquitetura, na arte, mdsica,
etc. Uma observacdo importante é que a razdo entre um termo e seu antecessor na sequéncia de Fibonacci
(1,1,2,3,5,8,13,21,...) converge para 0 nimero de ouro.
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Conforme [12], seja a equacdo quadratica ax? + bx + ¢ = 0,a # 0. Fazendo-se

x = u + v, onde u e v sdo incdgnitas auxiliares, e substituindo na equacao, temos:
au+v)?+blu+v)+c=0
au? +2uw+v3)+blu+v)+c=0
au? + 2auv + av? + bu + bv + c = 0.
Reescrevendo essa igualdade na incégnita v, obtemos:
av? + (Qau + b)v+ au* + bu+c =0. (2.3.4)

Anulando o coeficiente de v, vem:
2au+bhb=0=u = ——.
2a

Substituindo esse valor em (2.3.4), temos:

b\* b
av2+a<——> +b< >+c=0<:)
2a

" 2a
b%? b2
24— —— =0
av +4a 2a+c
5 b? — 2b? + 4ac
av- + =0
4a
5 b? — 4ac
v:i=———
4q?
Se b% — 4ac > 0 entdo v = + 22 | ogo,

2a

b Vb?%—4ac B —b +Vb?% — 4ac
2a 2a 2a i

Exemplo 2.3.8 Resolva a equagéo x? — 3x + 2 = 0 pelo método de Viéte.
Substituindo x = u + v naequagéo x? — 3x + 2 = 0, temos:
wu+v)2-3u+v)+2=0

wW422uw+rv?-3u—-3v+2=0=
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v2+Qu-3)v+u®?-3u+2=0.

3 — ~ .
Fazendo 2u — 3 = 0, obtemos u = > Substituindo esse valor na equacéo acima, vem:

Logo,

Assim,

Portanto, S = {1,2}.

2.3.2.5 Resolucéo por Fatoracéo

Seja a equagdo ax? + bx + ¢ = 0,coma,b e c € Re a # 0. Dividindo ambos os

membros por a, temos:

) b c ) b c
x“+—x+—=0o0u x*+—x=——
a a a a

.. ~_ b2 . .
Adicionando a expressao 702 @08 dois lados da igualdade, obtemos:
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Se b? — 4ac > 0, essa equacdo é equivalente a:

(+b)2 b% — 4ac 0o
x 2a 4q? -

+b+ b% — 4ac +b Vb?% — 4ac _o 235
x 2a 2a x 2a 2a a (2:3.5)

Da equacao (2.3.5), concluimos que

b Vb?—4ac b Vb?—4ac
X+—+—————=0 —_—
2a 2a 2a 2a

Reunindo em uma Unica férmula, temos:

b b% — 4ac
+ -

S =
2a 2a

X =

B —b +Vb?% — 4ac
B 2a '

X

Observe que aqui também foi usado o método de completar quadrado.

2.3.2.6 Representacdo de uma Fungdo Quadratica

Ha duas formas muito interessantes de se representar uma funcdo quadratica: a

forma candnica e a fatorada.

Defini¢do 2.3.1 Funcdo quadratica, ou fungdo polinomial do segundo grau, é a funcéo f: R —
R, que associa a cada x € R o valor f(x) = ax? + bx + ¢ € R, com a, b e ¢ nmeros reais e
a#0.
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Definicdo 2.3.2 Considere a funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + c. Dizemos que um
nimero a é raiz da equagdo f(x) = ax? + bx + ¢ = 0 se f(a) = 0. Como a anula a funcéo,

entdo dizemos também que a é um dos zeros da funcéo f. [16]

Proposicdo 2.3.1 Seja a equacdo x? — sx + p = 0. Se « é raiz desta equacéo, entdo g = s —

a também é raiz desta equacdo. [16]
Demonstracdo. De fato, como « € raiz da equacao, temos:
a’?—sa+p=0.
Substituindo f = s — a na equacao inicial, temos:
p*—sp+p=
=(G-a)Y-sGs—a)+p=
=s?—2sa+a’*—s’+sa+p=

=a’—sa+p=0.

2.3.2.6.1 Forma Candnica

Esta forma baseia-se na técnica conhecida como “completar quadrado”, ja
mencionada e explorada anteriormente, e consiste em criar um quadrado perfeito, fazendo os

devidos ajustes na expressao da funcéo.

De acordo com Soares [18], considere o trindmio ax? + bx + ¢, coma,b,c € Re

a # 0. Colocando o a em evidéncia e completando o quadrado, temos:

) ) b c
ax“+bx+c=alx*+—x+—
a a

ek ) -
-ax 2a* " \24 2a a

2

=) -G+
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Assim, podemos reescrever a fungéo f(x) = ax? + bx + ¢ da seguinte forma:

(x) = ( +b)2+4ac_b2 236
fx)=alx a P (2.3.6)
De maneira equivalente:
f(x) = alx —xp)? + y,, (2.3.7)
4ac—b?
ondexy=—— ey, = ”
O

Para um aluno de ensino médio representar uma funcdo quadratica na forma
candnica pode até parecer complicado e até mesmo indtil. No entanto, essa forma fornece

algumas propriedades importantes:
e 12 Propriedade: Valor maximo e minimo

Definicdo 2.3.3 Dadom € R, f(m) é o valor maximo da funcdo f se f(x) < f(m),Vx € R,

e dizemos que f(m) é o valor minimo se f(x) = f(m),vVx € R.

Observe que a forma (2.3.7) é composta por a(x — x,)?2, que varia com x e por

_ 4ac-b?

Yo = formada apenas por valores constantes.

4a '
Sea > 0,entdo a(x — xg)? = 0ealx —xy)% + vy, = 0 + y,.

ac—b?
4a

Assim: f(x) = y,, ou seja, f atinge o valor minimo y, = z quando x —x, =0, ou

melhor, em x = x,.

Sea < 0,entdo a(x —xg)? < 0ealx —xp)% + vy, < 0+ y,.
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bZ
- quando x —x, = 0, ou

. . . ;- 4
Assim: f(x) < y,, ou seja, f atinge o valor méximo y, = ai

melhor, em x = x,.

b ... .. -
Lo 0o, 0 onto xo = —— € 0 ponto que minimiza ou maximiza a funcao ,
0 2a

dependendo apenas do sinal de a.  [18]

Exemplo 2.3.9 Encontre o valor minimo da fungdo f(x) = x% — 8x + 19.
Passando f (x) para a forma canénica, temos:
f(x) = (x—4)%+3.
Comoa =1 > 0, entdo y, = 3 é valor minimo, que ocorre no ponto x = 4.

Observe que a partir da forma canodnica podemos determinar facilmente os valores

minimo ou maximo da funcdo.
e 22 Propriedade: Zeros da funcéo

Considere a forma can6nica em (2.3.5). Partindo de f(x) = 0, obtemos a equacéo:

( +b)2+4ac_b2—o 2.3.8
N\ T2 4a (238)

cuja solucéo é a famosa formula® abaixo:

—b ++Vb?% — 4ac
x = - , (2.3.9)

que é a mesma formula obtida pelo método de Viete, porém, o método de completar quadrado

foi usado muito ante do que o de Viete.
O termo b? — 4ac é representado pela letra grega A (delta),
A= b? — 4ac (2.3.10)

é chamado de discriminante, e tem grande importancia no estudo das raizes da equacao do

segundo grau.

3 Essa expresséo € conhecida, equivocadamente, no ensino basico brasileiro como Formula de Bhaskara. Porém,
ndo foi este matematico que deduziu ela, mas imortalizou seu nome por publica-la em um livro seu.
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Assim, com essa nova notacao, a equacgéo (2.3.8) pode ser representada por:

—b + VA
X = T (2311)
Das formulas (2.3.8) e (2.3.10) obtemos a seguinte equacao:
(r+2) =2 2312
*T2ad) T aa? (23.12)

que podemos extrair informacdes importantes sobre o estudo de suas raizes.

Como o primeiro membro de (2.3.12) esta elevado ao quadrado, entdo:

e Se A< 0, aequagio ndo possui raizes reais, pois VA € R.

e Se A= 0, entdo temos apenas uma raiz da equacédo (ou duas raizes iguais), a saber:

—b++0 b
— S x=——,
2a 2a

A=0>=>x =
que € o proprio valor de maximo ou minimo da funcdo quadratica.

e Se A> 0, entdo temos duas raizes reais distintas:

—b+ VA

A>0>=>x =
x 2a

Assim;

B ,,_—b+x/Z
X = 2a e x = 2a .

Observacédo: Mesmo que o valor de A seja negativo (consequentemente a equacdo ndo possuli

raizes reais), podemos esbocar ser grafico e determinar o ponto de maximo e minimo da funcéo.
O
Exemplo 2.3.10 Determine os zeros de cada fungéo abaixo.
a) f(x)=x2—-5x+6

Temos que:
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( 5)2 1 5+1
- =t eox==+-
X73) TaTXT3E,

Logo, x =2 0ux = 3.
b) f(x)=—-x?+2x—-1

De forma anéloga, temos:

—x?+2x-1=-1x-1)?*=0&

(x—-1)?=0,

ouseja, x = 1.
c) fr)=x?—x+1

Da mesma forma, temos:

2 +1—( 1)2+3—0<:>
X X =X > 4—

(r-3) =3
X—=] =—-
2 4
~ . . , . ;- . 3
que ndo possui raiz real. Porém, podemos ver facilmente que seu valor minimo € y, = 7 due

1
ocorre para xo = 3.

2.3.2.6.2 Forma Fatorada

Considere f(x) = ax? + bx + c. Suponha que « seja raiz dessa funcdo. Logo:
f(a) =aa?+ba+c=0.

Assim, podemos escrever f(x) = f(x) — f(a). Logo, temos:

f(x)— f(a) = ax? + bx + ¢ — (aa® + ba + c)
= ax?— aa’?+bx—ba+c—c

=a(x?—a®)+b(x —a)

=a[(x —a)(x+ a)] + b(x — a).
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Colocando a e (x — @) em evidéncia, temos:
b
f(x) =alx —a)(x+a+a).

Denotando a + Z = —f3, vem:

[fG) =alx—a)(x — B)] (2.3.13)

Esta forma é conhecida como forma fatorada da funcdo quadratica e sua maior
vantagem € determinar, visualmente, os zeros da fungdo. De fato, analisando a expressdo

(2.3.13), vemos que f so se anula quando pelo menos um de seus termos for nulo. Como a #

0, logo:
x—a=0x=aqa,
x—pf=0x=p0.
E mais, a partir da forma fatorada podemos obter mais uma propriedade importante
da funcdo f:

e 32 Propriedade: Sinal da Funcéo

Estudar o sinal de uma funcéo f € encontrar os valores de x para os quais a imagem
f(x) € um nimero negativo ou positivo. A forma fatorada fornece imediatamente a seguinte

informacdo sobre o sinal da fungédo quadratica:

Se x esta situado entre duas raizes da equacdo f(x) = 0, entdo f(x) tem sinal

oposto ao sinal de a. Caso contrario, ou x é raiz ou f(x) tem o mesmo sinal de a.

Com efeito, sejam a e B os zeros da fungdo f(x) = ax? + bx + ¢ e supondo, sem
perda da generalidade, que a < f3, 0 produto (x — a)(x — ) é negativo se, e somente se, x

estdentre a e B (@ < x < ). Assim, o sinal de f sera contrario ao de a.

Parax < a e x > f3, 0 produto (x — a)(x — ) é positivo e, consequentemente, 0
sinal de f ¢ o mesmo de a. Se a = f3, entdo temos f(x) = a(x — a)?. Neste caso a funcio se

anula apenas em x = a e terd 0 mesmo sinal de a para x # a, pois (x — a)? é sempre positivo.

Caso a funcdo ndo possua zeros reais, ndao podemos escrevé-la em sua forma
fatorada, mas podemos analisar o estudo de seus sinais através do valor maximo e minimo.

Veja:
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~ . ;- A ~ ~ . .
Se a > 0, a funcdo possui valor minimo — e Como a fungdo ndo possui zeros reais
(A< 0), o valor minimo seréa positivo e portanto f(x) = 0V x € R. De forma analoga, se a <
~ . - A ~ ~ . . s -
0, a fungdo possui valor maximo — .- Como a funcdo ndo possui zeros reais, o valor maximo

sera negativo e portanto f(x) <0V x € R.

O
Exemplo 2.3.11 Estude o sinal da fungdo f (x) = 2x% — 10x + 12.
Colocando a fun¢do em sua forma candnica, temos:
5\ 1
fw=2(x-3) -3
Calculando os zeros dessa funcédo, obtemos x' = 2 e x” = 3. Assim, sua forma fatorada é:
fO) =2(x—2)(x—3).
Logo, vemos que:
f)<0e2<x<3;
fx) =0 x=20ux=3;
fx) >0 x<2o0ux>3.
O

2.3.3 Caracterizacao das Funcdes Quadraticas

Definicdo 2.3.4 Uma progressao aritmética de segunda ordem € uma sequéncia y,, y,, Vs,

Y4, ... tal que as diferencas sucessivas
di =y2 = Y1, dz =y3—y2 d3=Y4— Y3 -
formam uma progressao aritmética de primeira ordem.

Exemplo 2.3.12 A progressao (1,4,9,16,25....) é de segunda ordem pois a diferencga entre

dois termos consecutivos forma uma PA de razdo 2. De fato:
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16 -9=7,
25—-16=09.
Assim, temos a PA (3,5,7,9, ...) de razdo 2.
O

As demonstracGes das proposicGes a seguir encontram-se em LIMA [5], “A

Matematica do Ensino Médio” vol. 01.

Proposicdo 2.3.2 A funcdo quadrética transforma uma progressao aritmética de razdo r em

uma progressao aritmética de segunda ordem de razdo 2ar?.

Demonstracédo: Inicialmente, uma progressao aritmética de segunda ordem € aquela em que as
diferengas entre os termos consecutivos formam uma P.A. de razéo diferente de zero. Seja
f(x) = ax? + bx + ¢ com a # 0 uma funcgdo quadratica arbitraria e {x;, x5, x3, X4, ..) UMma
progressdo aritmética de razdo r. A sequéncia {f(xy), f(xy), f(x3), f(xs), ..} goza da
propriedade de que as diferengas sucessivas: d; = f(x,) — f(x1), dy = f(x3) — f(xy), d3 =
f(x4) — f(x3), ... formam uma progressao aritmética de razdo 2ar?. De fato, seja x4 — X, =

r. Temos que:
f(ne1) = alxns)? + b(xpq) +¢ e
f(xn) = alxp)® + b(xy) +c.
Calculando a diferenca desses valores, vem:
dn = f(Xn+1) — F(xn)
= a(xp41)? + b(xpy1) + ¢ —[a(x,)? + bx, + ]
= al[(n41)? = O)?] + b[(p1) — %]

= a(xn+1 - xn) ' (xn+1 + xn) + br

ar - (xp41 + xp) + br
De maneira anéloga, calculando d,,, 4, vem:
dnv1 = f(Xn+2) = [ (Xn41)

= a(xp42)® + b(xpe2) + ¢ = [(tn41)* + b(xp41) + ]
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= a[(xn+2)? = (ens1)?] + b[(Xn12) — Xn14]
= a(Xp42 = Xn41) - (Cngz + Xpgq) + b1
=ar - (Xp4 + Xp4q) + br
Logo,
dn+1— dp = ar - (Xn42 + Xn4q) + br —[ar - (xn4q1 + xp) + br]
= ar - (Xp42 — Xp)

= ar(xl +n+2-Dr—(x;+(n— 1)r))

ar(x1 +n+Dr—(;+(n— 1)r))
=ar(x;+nr+r—x;,—nr+r)

ar(2r) = (constante).

Logo, a sequéncia {f (x;), f(x2),f(x3),f(xs),..} € uma progressédo aritmética de segunda

ordem.

Proposicéo 2.3.3 Toda funcédo continua f: R — R que transforma progressdes aritméticas em

progressdes aritméticas de segunda ordem é da forma f(x) = ax? + bx + c.

Demonstracdo: Primeiramente, sabemos que uma progressdo aritmetica € uma funcao restrita
ao conjunto dos numeros naturais. Tomando a = r e b = x; — r, entdo a equacgdo x,, = x; +
(n — 1)r pode ser escrita como x,, = an + b. Esta fungdo restrita aos naturais nos fornece o0s

termos x; = f(xy),x, = f(x3), x5 = f(x3), ..., x, = f(n), ..., da progressdo aritmética.

Ainda, se {yi, ¥2,¥3, Va4, ...} € Uma P.A. de segunda ordem, entdo existem a, b, c
naturais, tais que y = an?® + bn + ¢, para todo n natural. De fato, as diferencas sucessivas
dy,d,,ds,dy, ..., d,y, ... € Uma progressdo aritmética com primeiro termo d, e razao r. Assim,

temos:
d,=d;+(n—Dr =
Yn+1—¥n=02—y)+(—-Dr,vneN.
Sabemos que:

Vi1 = One1 = V) + O — Y1) + -+ (y3 — y2) + (2 — ¥1) + ;. Logo,
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Vi1 =i +(m-D)+d;, +(n—=2)r)+(dy+71)+d; +y;, =

nn-1)
2

Yns1 =ndq + r+y,Vné€N.

Como essa igualdade é verdadeira quando n = 0, podemos escrever:

m—1Dn - Z)r
2

Yn=Mm—-1)d; + +y, =
n?—3n+2
ynz(n—l)d1+Tr+y1:>
r 3r
yn=zn2+(d1—7)n+r—d1+y1.

Tomando a = g b=d, —%e c=r—d; +y, temos:

yo=an’+bn+c,VneN|

Teorema 2.3.1 (Caracterizacdo das FuncGes Quadraticas) A fim de que a funcdo continua
f:R = R seja quadratica é necessario e suficiente que toda progresséo aritmética ndo-constante
X1, X2, ..., Xn, ... S€ja transformada por f numa progressao aritmética de segunda ordem nao-

degenerada (Nao € uma P.A. ordinaria) y; = f(x1),y2 = f(x2), ... v = f(xp), ...

A necessidade e a suficiéncia foram demonstradas nas proposicoes 2.3.2 e 2.3.3.

Vejamos um exemplo para entendermos melhor esse teorema.

Exemplo 2.3.13 Considere a fungdo quadratica definida por f(x) = x? + 2x — 1. Vamos

calcular alguns valores de f(n), n € N.
f0)=0242-0—-1=—1;
f)=12+4+2-1-1=2;
f2Q)=22+2:2-1=7;
f3) =32+2-3-1=14;
f(4)=42+42-4—1=23.

Denotando a diferenga f(n) — f(n — 1) por &, temos:
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§=fD-fO)=2-(-1) =3
S =fR2)-f(1)=7-2=5;
=) -f2)=14-7=7,
6, =f(4)—f(3) =23—-14=09.

Observe que a sequéncia (83, 84, 03,04, ...,6,) = (3,5,7,9,...) forma uma P. A.
ndo trivial, ou seja, com razdo r # 0. Assim, os valores de f(n), n € N, formam uma P. A de

segunda ordem, conforme o Teorema 2.3.1 da caracterizagéo afirma.

O
Exemplo 2.3.14 Considere a sequéncia 5,11, 19, 29,41, 55, ..., de segunda ordem, pois as
diferencas sucessivas 11 — 5,19 — 11,29 — 19,41 — 29,55 — 41,..., formam a P.A.

ordinéria 6,8,10,12, 14, ..., de razdo 2 e primeiro termo d,; = 6. Segue-se da proposi¢do 2.2.3

, . A e e - , 2
que o n-ésimo termo da sequéncia inicial é dado por y,, = an?® + bn + ¢, onde a = 2 =-= 1,

b=d1—§=6—£=6—3=Bec:r—d1+y1=2—6+5=1.Ouseja,otermode
2 2

ordem n da sequéncia 5,11,19, 29,41,55, ... y, =n? + 3n + 1.

2.3.4 Grafico da Fun¢ao Quadratica

“O grafico de uma fungdo quadratica € uma parabola”. Muitos professores dizem
isso em suas aulas, sem antes mesmo de definir cada um. Com isso, o aluno acaba associando
a parabola, de forma equivocada, a qualquer grafico que possua o formato similar ao dela.
Assim, vamos definir a parabola e o grafico de uma funcdo quadratica e mostrar que eles sdo

iguais.

Definicédo 2.3.5 Consideremos no plano uma reta d e um ponto F fora dela. A parabola de foco

F e diretriz d € o conjunto dos pontos do plano que sdo equidistantes do ponto F e da reta d.
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Figura 13 — Parabola com foco F e diretriz d

A reta perpendicular a diretriz passando por F serd chamada de eixo da parabola e
0 ponto V, que é o ponto médio do segmento com extremidades em F e na intersecdo da diretriz
com o eixo da paradbola, sera chamado de Vértice. Este é o ponto da curva que esta mais proximo

da diretriz.

Demonstra-se por congruéncia de tridngulos que se o ponto P pertence a parabola
e P' é o seu simétrico em relacéo ao eixo, entdo d(P', F) = d(P,F) ed(P',d) = d(P,d). Logo

P’ também pertence a parabola. Isso significa a parabola possui um eixo de simetria.

Mostraremos agora que o grafico da fungdo quadratica f(x) = ax? é a parabola em

R?2 cujo foco é o ponto F = (0, ﬁ) e cuja diretriz é a reta horizontal y = —fa.

Consideremos o Vvértice V da parabola coincidindo com a origem do plano
cartesiano e o foco sendo o ponto de coordenadas (0, p), ou melhor: V = (0,0) e F = (0,p).

Dessa forma, a diretriz serd areta y = —p.

Considere P(x,y) um ponto qualquer da parabola. Como P é equidistante do foco

F e da diretriz d, entdo

JZEr G —pZ=y+p, (2.3.14)

em que o primeiro membro representa a distancia entre P e F, e 0 segundo membro, a distancia

entre P e a diretriz d. Veja a figura abaixo.
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Figura 14 — Representacdo da distancia de P a F e a diretriz d

Plxy)

Elevando ao quadrado os dois membros da equacdo (2.3.14), obtemos:
X+ -piP=G+p)ie
x* +y? = 2py +p® = y* + 2py +p?,
0 que resulta em:
4py = x?,

ou ainda:

Assim, os pontos da parabola de foco F(0,p) e diretriz d: y = —p satisfazem a

2

~ . e ~ L 1
equacdo y = Z—p, ou seja, pertencem ao grafico da funcdo quadratica f(x) = ax? coma = pre

Mostraremos agora que vale também a reciproca, ou seja, que 0s pontos do grafico

da funcdo f(x) = ax? pertencem a parabola de foco F (0, ﬁ) ediretrizd: y = — ﬁ

Seja P(x, ax?) um ponto do gréfico da funcéo f. Calculando a distancia entre P e

F, temos:

2

1 x? 1
d(P,F)=\/x2+<ax2—E> =\/x2+a2x4——+

2 16a?
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x2 1 1\2
— |p2,4 122 — 24—
jax t ot lea2 JO“ +4a>
1
A
ax (4a>|'

que é a distancia entre P e a diretriz d. Como essa igualdade é satisfeita para todo x € R, entéo

3
= |lax — =
4a

os pontos do grafico f(x) = ax? coincidem com os da parabola de foco F(0, ﬁ) e diretriz d:

y=-_

4a

O

Assim, se a > 0, a parabola f(x) = ax? tem concavidade voltada para cima e seu
veértice V7(0,0) é o ponto de menor ordenada (minimo). Se a < 0, a concavidade € voltada para

baixo e seu vértice é o ponto de maior ordenada (mé&ximo). Veja a figura abaixo.

Figura 15 — Concavidade da Parabola f(x) = ax?

a>0 a<0
F:(QJJ Y
Y 4q ]:l
‘J y 4q
> X
1 *
o o)
F=0-——
4a

Fonte: LIMA, Elon Lages et al. Temas e Problemas Elementares. 2. ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2005, 246 p.

Conforme SOARES [18], veremos duas propriedades sobre transla¢des que vao nos

auxiliar na obtencdo do grafico da funcdo quadratica em sua forma completa.

Propriedade 2.3.1 Sejauma funcdo g: R — R e x, € R. Se aplicarmos a transla¢ao horizontal
(x,y) » (x + x4,y), aqual leva o eixo vertical x = 0 na reta vertical x = x,, entdo o grafico
da nova fungédo é obtido a partir do grafico da funcdo g, deslocando-o horizontalmente x,

unidades, para a esquerda ou para a direita, conforme x, < 0 ou x, > 0.
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Propriedade 2.3.2 Seja uma funcdo g: R = R e y, € R. Se aplicarmos a translacéo vertical

(x,y) » (x,y + yo), a qual leva o eixo horizontal y = 0 na reta y = y,, entdo o gréafico da

nova funcéo é obtido a partir do grafico da fungdo g, deslocando-o verticalmente y, unidades

abaixo ou acima, conforme y, < 0 ou y, > 0.

Agora, examinemos o grafico da funcdo quadratica f(x) = a(x —m)?, que

também é uma parabola cujo foco é o ponto F(m, i) e cujadiretrizd éaretay = —i. Para

chegarmos a essa concluséo basta observar que o grafico de f(x) = a(x — m)? resulta daquele

de f'(x) = ax? pela translagéo horizontal (x,y) ~ (x +m,y), que leva o eixo vertical x = 0

na reta vertical x = m. Veja o grafico abaixo.

Figura 16— Translacdo Horizontal de f(x) = ax?

a>0

y= a(x—m)2
Fz(m,i)
4a
X
1
iy

Fonte: LIMA, Elon Lages et al. Temas e Problemas Elementares. 2. ed. Rio de

Janeiro: SBM, 2005, 246 p.

Finalmente, o gréafico da funcdo quadratica f(x) = a(x — m)? + k é a parabola

cujo foco é o ponto F(m, k + i) e cuja diretriz é d é a reta horizontal y = k —

1
4a’

Figura 17 — Translagdo Vertical de f(x) = a(x — m)?

a>0

v =al(lx—mn) 2 vk

= (m,k + L}
_ Aa

Fonte: LIMA, Elon Lages et al. Temas e Problemas Elementares. 2. ed. Rio de

Janeiro: SBM, 2005, 246 p.
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De fato, basta aplicarmos a translagdo vertical (x,y) ~ (x,y + k), que leva o eixo
OX naretay=kearetay= —i na reta y =k —ﬁ, no grafico da funcdo f'(x) =

a(x —m)?, obtendo, assim, o grafico de (x) = a(x — m)? + k.

Como qualquer fungdo quadrética f(x) = ax? + bx + ¢ pode ser escrita sob a
forma f(x) = a(x —m)? + k,em que m = —zb—a e k = f(m), entdo o grafico de uma funcgao

quadratica é sempre uma parabola.
O

Veremos agora o significado grafico tém os coeficientes a, b, ¢ da funcéo

quadratica f (x) = ax? + bx + c.

O valor de ¢ = f(0) é aabscissa do ponto em que a parabola f (x) corta o eixo OY.
O coeficiente a mede a maior ou menor abertura da pardbola. De fato, suponhamos, por
simplicidade, que a > 0. Entdo a < a’ = ax? < a’x? para todo x # 0, logo a parabola
f'(x) = a’x? situa-se no interior de f(x) = ax?. Assim, quanto maior for a mais fechada sera
a parabola e vice-versa. Caso a € a’ sejam negativos, o “maior” e “menor” devem ser tomados

em valor absoluto.

Figura 18- Significado Gréfico dos Coeficientes a e ¢

ax0

V= 2,\‘2 y= J\_2

YN y= ax? +hrte Y
/ y=1i
)} \ X X
N4 0

[n*]

O

Fonte: LIMA, Elon Lages et al. Temas e Problemas Elementares. 2. ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2005, 246 p.

Seja P um ponto de uma pardbola. Uma reta que passe por P determina dois
semiplanos. Diz-se que essa reta é tangente a pardbola no ponto P quando ela esta

completamente contida num desses semiplanos.
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Sabemos que a reta que passa pelo ponto P (0, ¢) e tem inclinacdo b é descrita pela
equacdo y = bx + c. Os semiplanos determinados por essa reta sd@o descritos pelas
desigualdades y > bx + ¢ (semiplano superior) e y < bx + ¢ (semiplano inferior). Como os
pontos (x,y) da pardbola cumprem y = ax? + bx + ¢, entdo todos eles estdo no semiplano
superior da reta y = bx + ¢ quando a > 0 ou estdo no semiplano inferior se a < 0. Logo, a
reta y = bx + ¢, de inclinagdo b, é tangente a parabola y = ax? + bx + ¢ no ponto P(0, ¢).
Em outras palavras, o coeficiente b € a inclinacdo da reta tangente a parabola no ponto P(0, ¢)
(ver figura abaixo).

Figura 19 — Inclinagdo da Reta Tangente a Parabola y = ax? + bx + ¢ no ponto P(0, ¢)

- a=0
AN Y

V= ax? +bx +c

o \ v =bx+c

Fonte: LIMA, Elon Lages et al. Temas e Problemas Elementares. 2. ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2005, 246 p.

Assim, podemos tirar conclusdes importantes em relacdo aos zeros da funcgédo
quadrética:

e Sea>0,c>0,b<0eA>00ua<0,c<0,b>0eA> 0entdotemos dois zeros
positivos, pois o grafico intercepta o eixo X a direita da origem; caso A= 0, temos
apenas um zero positivo.

e a>0,c>0,b>0eA>00ua<0,c<0,b<0eA>0 entdo temos dois zeros
negativos, pois o grafico intercepta o eixo X a esquerda da origem; caso A= 0, temos

apenas um zero negativo.

Portanto, se a e ¢ possuem mesmo sinal, e se este for oposto ao sinal de b, entdo

temos raizes (ou raiz) positivas; caso a, b e ¢ possuem sinais iguais, temos raizes (ou raiz)
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negativas. Para os demais casos, temos raizes de sinais contrarios ou nenhuma raiz. Os graficos

abaixo visualizam melhor essas conclusoes.

Figura 20 — Zeros Positivos de Fung¢des Quadréticas

Utilizaremos essas conclusdes na se¢do 2.4 quando apresentarmos métodos

geométricos de resolucdo da equacdo quadratica.

Exemplo 2.3.15 Construir o gréfico da funcdo f(x) = x2 — 4x + 4.
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Escrevendo a funcdo f(x) em sua forma candnica, obtemos f(x) = (x — 2)2.
Aplicando a translagdo horizontal (x,y) = (x + 2,y) nafuncio f'(x) = x? obtemos o grafico
da fungdo f(x) = (x — 2)2.

Figura 22 — Gréafico de f(x) = x% — 4x + 4 por Translagédo

\ 5 I

\ 1 flz)y=2>—4x +4

Observe que a reta x = 2 é 0 eixo de simetria da pardbola. Logo adiante veremos

com mais detalhes sobre eixo de simetria.

Depois de termos conhecido o gréfico de uma fungdo quadrética (parébola),
podemos extrair algumas informacdes sobre ele, como, por exemplo, o estudo dos zeros e do
sinal da funcdo. Na secdo 2.3.2.6 trabalhamos a maneira algébrica; aqui, veremos

geometricamente.
Em relacdo aos zeros da funcdo quadratica, podemos tirar as seguintes conclusdes:

» Se a funcdo possui zeros diferentes (A> 0), o grafico toca o eixo das abscissas em dois

pontos distintos. Assim, de acordo como no exemplo 2.3.10 item a) temos:
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Figura 23— Zeros da Fungdo f(x) = x2 —5x + 6

v a1t

Observe que fizemos uma translagdo para obtermos o gréafico de f(x). Os outros

exemplos procedemos do mesmo modo.

> Se afuncdo possui zeros iguais (A= 0), entdo o grafico toca o eixo x num Gnico ponto.

Assim como no exemplo 2.3.10 item b) temos:

Figura 24 — Zeros da Funcdo f(x) = —x? +2x — 1

flz) = —a?+ 20 -1

» O grafico ndo toca o eixo das abscissas quando a fun¢do ndo possui zeros reais (A< 0).

Veja o item c¢) do mesmo exemplo:
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Figura 25 — Zeros da Funcdo f(x) = x2 —x + 1

Ja fizemos o estudo do sinal de uma funcdo algebricamente a partir da forma
fatorada. Faremos agora esse estudo observando o seu grafico.
Quando se esboca o grafico de uma funcgéo, temos alguns casos a considerar:

» Se a > 0, a funcdo possui um valor minimo e, portanto, a concavidade da parabola é
voltada para cima. Caso A< 0, a parabola ndo toca o eixo x e dessa forma a fungéo sé
assume valores positivos (f(x) > 0) para todo x real; caso A= 0, a parabola toca no
eixo x em apenas um ponto e, neste caso, a funcdo se anula quando x for zero dessa
funcdo, e esta sera positiva para qualquer outro valor. Por Gltimo, a pardbola corta o
eixo x em dois pontos distintos quando A> 0. Ora, como A> 0, a func¢ao possui dois
zeros reais distintos. Sejam « e B os zeros da fung@o e considere @ < f8; a fungéo sera
positiva quando x < @ ou x > f3.

» Sea <0, f possui um valor madximo e, assim, a parabola tem a concavidade voltada
para baixo. Se A< 0, a parabola ndo toca o eixo x e, portanto, a funcdo assume somente
valores negativos para todo x real. Se A= 0, a parabola toca no eixo x em apenas um
ponto e, neste caso, a fungdo é zero quando x é raiz da equacdo e f serd negativa para
outro valor de x. Por fim, caso A> 0, a parabola toca o eixo x em dois pontos distintos.
Da mesma forma que nem no primeiro caso, sejam « e B os zeros da fung¢do, com a <
B, entdo f sera positiva quando x < a < [ e sera negativa quando x < a ou x > f.

Veja a figura abaixo para compreender melhor.



77

Figura 26 — Variagdo do Grafico da Fungdo Quadratica

a>0elA<0 a>0eA=0 a>0eA>0

N

a<0elA< 0 a<0elA=0 a<0DeA=10

~—

O

O gréfico abaixo dar um entendimento melhor para a varia¢do da funcéo f quando

o discriminante € positivo, variando apenas o valor de a.

Figura 27 — Sinal da Funcéo Quadréatica quando A > 0

ax0elA =0

Exemplo 2.3.16 Estude os sinais das funcdes abaixo (exemplo 2.3.10).

a) f(x)=x>—-5x+6
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2
~ A - 5 1
Escrevendo a fungdo em sua forma candnica, temos: f(x) = (x - 5) -+ Com

isso temos 0 esboco do grafico abaixo.

Figura 28 — Gréfico da fungéo f(x) = x2 —5x + 6

0.5 1

-0.5 1

De acordo com o gréfico acima, para2 < x < 3, f(x) < Oeparax < 2 oux > 3,
f(x) > 0.
b) f(x)=—-x2+2x—1

A forma candnica de f é f(x) = —(x — 1)2. Assim, seu esboco esta representado
abaixo.

Figura 29 — Gréfico da Fungdo f(x) = —x2 +2x — 1

-0.5 4

Parax <loux>1,f(x)<0;sex=1,f(x)=0.

¢) flx)=x?2—x+1
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2
A= 1 3 .
Escrevendo em sua forma candnica, temos f (x) = (x - E) + 3, @ seu eshogo esta

representado abaixo. Assim, para todo x € R, f(x) > 0, ou seja, a funcdo é sempre positiva

para todo x real.

Figura 30 — Grafico da Funcdo f(x) = x2—x + 1

0.5 4

-1.5 -1 -0.5 o 0.5 1 1.5 2

-0.5 4

Observe que os graficos ddo uma visdo notavel sobre os zeros de uma funcdo, bem

como o estudo do sinal da mesma.

Proposicdo 2.3.4 Seja f(x) = ax? + bx + ¢ uma funcdo quadratica, com x real. Entdo

f(x1) = f(x;) se, e somente se, 0s pontos x; € x, sdo simétricos em relacdo a reta vertical x =
b . X1t+Xx, b . T b , .

——, 0U seja, ——= = —— para todo x; e x, reais. Isto significa que x = —— € 0 eixo de
2a 2 2a 2a

simetria da parabola. [18]

Demonstracdo. Mostremos primeiro a ida. De fato, sejam x; e x, nUmeros reais com x; # x,

e tais que f(x;1) = f(x,), ou seja,
ax? + bx; + ¢ = ax? + bx, + c.
Agrupando os termos, temos:
a(x? —x2)+b(x;—x) =0
al(x; — x2) (1 + x2)] + b(xy — x3) = 0.

Colocando o termo (x; — x,) em evidéncia, vem:
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(x; —xy)[a(x; + x,) + b] = 0.
Como x; # x,, entéo
a(x1 + xz) + b = 0

ou seja,

X1 +x, b

2 2a’

X1+Xy

Mostraremos agora que se = —zb—a, entdo f(x;) = f(x,). De fato, ja

sabemos, visto anteriormente, que f(x) = (x — x0)? + y,, onde x, = —Zb—a. Assim:

flxy) = [x1 - (x1 ! x2>]2 + Yo

2

X1 + x5\ 2
( 2 >+y°

X} = 2%, + X5 N
4 Yo

(x2 ; xl)z + Yo

xZ+X1 2
== (F57)] o

= f(xz).

Logo f(x1) = f(x2).

O

Exemplo 2.3.17 As coordenadas do vértice de uma funcdo quadréatica f sdo (5, —3) e um de

seus zeros é 8. Qual o valor do outro zero dessa fun¢édo?

~ - - b . . . ~
Como a fungao possul a reta vertical x = — a como eixo de simetria, entdo 0s seus

zeros possuem a mesma distancia para a coordenada x do vértice. Logo, se um dos zeros € 8,

entdo o outro é 2.
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2.3.5 Aplicagdes das Fungdes Afim e Quadratica

A funcédo afim pode ser utilizada em muitos casos, tais como: diarias de hoteis,
planos de saude, planos com parcelamentos a longo prazo e suas alternativas, verificar lucro e
prejuizo, verificar o valor maximo de determinada coisa, coisas assim que podem ser vantajosas
se for observado bem, mas podem ser bem caras se mal observadas. A fungdo afim também é

aplicada a cinematica, economia, etc.

Por exemplo, conforme Vilches [19], na economia temos a funcdo oferta. A oferta
é a relacdo entre o preco de um bem e quantidade do mesmo que é oferecida pelos produtores.
A oferta de um produto depende essencialmente da quantidade, do preco e do custo do produto,
da tecnologia com que se produz o produto, dos concorrentes, etc. Assim, se denotarmos por p
0 preco unitario de um produto e por x a quantidade do produto oferecido no mercado, entdo a
funcdo p = f(x) e chamada funcdo de oferta. Essa funcdo define a relagéo existente entre o
preco de mercado de um produto ou bem e a quantidade desse mesmo produto ou bem que 0s
produtores estdo dispostos a produzir e a vender, e o0 seu grafico é chamado curva de oferta.

Uma curva de oferta tipica tem a forma ascendente, pois quanto maior o prego
unitario, maior o interesse dos empresarios em fabricar o produto. O modelo mais simples da
funcao oferta € o de funcdo afim. Observa-se que quando o preco de um bem aumenta, a oferta
também aumenta e decresce se o preco decresce. Assim, 0 modelo deve ter coeficiente angular

ndo negativo, ou seja:
p=f(x)=ax+b, a=0.

Para a = 0, significa que ha um preco constante independente da oferta. E se o
coeficiente angular ndo ¢ definido (reta vertical), indica que a oferta € constante, independente

do preco.

Exemplo 2.3.18 Quando o preco de mercado de certo produto atinge R$ 200,00 por unidade,
a fabrica ndo produz este produto; quando o pre¢o do produto aumenta R$ 10,00, a fabrica

disponibiliza 250 unidades do produto no mercado. Ache a fungéo de oferta se ela for afim.

Como a fungdo deve ser afim: p = f(x) = ax + b; para x = 0, temos b = 200 e

p = ax + 200; por outro lado,

250a + 200 = 200 + 10 =
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! X 200
= -
a=7s=1P() =3¢

que é a curva de oferta, cujo gréfico estéa representado abaixo.

Figura 31 — Curva de Oferta

200 A

200

100

o 100 200 200 400 s00 X

Observe que quando o valor a se aproxima de zero, temos um prego constante
independente da oferta, a saber, R$ 200,00.

O

Em relacdo a funcdo quadratica, esta tem bastante aplicacdo em areas como
estatistica, logistica, engenharia, medicina, fisica, etc. Nos lancamentos de projéteis, essa
funcdo também aparece, como por exemplo: ao lancar um objeto no espacgo (dardo, pedra, tiro
de canh&o) visando alcancar a maior distancia possivel, a curva descrita pelo objeto é
aproximadamente uma parabola, se considerarmos a resisténcia do ar desprezivel. Em
economia, o grafico originado do estudo desses investimentos chama-se curva de possibilidade
de producéo, que pode ser aproximada por uma funcéo quadratica. Por meio do valor maximo
da funcdo quadréatica, podemos obter o lucro maximo de uma empresa, usando, para isso, a

funcéo receita.
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A parabola (grafico da funcdo quadrética) é uma das figuras mais importantes da
Matematica e pode ser encontrada em muitas estruturas, fisicas ou tedricas no nosso dia-a-dia,

tais como: as antenas parabdlicas, os fogdes solares, os estudos de balistica*, etc.

2.4 Resolucdo Geométrica das Equacdes de 1° Grau e Quadratica

Nas secOes anteriores conhecemos a maneira algébrica de encontrar os zeros das

funcdes afins e quadréaticas. Agora, vamos encontrar seus zeros geometricamente.

2.4.1 Resolucdo Geométrica da Equacédo de 1° Grau

Conforme Ferreira [25], a equagdo do 1° grau do tipo ax + b = 0, podem ser
resolvidas geometricamente e faz-se referéncia a semelhanca de triangulos, utilizando o
teorema do matematico grego Tales de Mileto (640 —550a.C), o qual fala sobre
proporcionalidade de segmentos paralelos cortados por transversais. Geometricamente, x € 0

quarto proporcional para os trés segmentos de comprimento a, b e 1.

Considere duas retas r e s partindo da origem. Marcamos sobre r 0 ponto A e na
outra, o B, de modo que OA = a e OB = b; depois, ligamos os pontos A e B. Em seguida, sobre
a reta r marcamos o ponto C, de modo que 0C = 1 unidade. Logo apés, facamos uma reta
passando por C e que seja paralela ao segmento AB. A intersecdo dessa reta com s é o ponto D.
O segmento x = 0D ¢ a raiz da equagdo do 1° grau procurada. Todo esse procedimento

podemos fazer por meio de régua e compasso.

4 Ciéncia que se ocupa do estudo do movimento de projéteis.
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Figura 32 — Resolugdo Geomeétrica da Equagdo do 1° grau

De fato, como AB ¢ paralela a CD, entdo os tridngulos AOAB e AOCD séo

semelhantes. Utilizando o teorema de Tales sobre proporcionalidade, temos:

=—|Xx =
a

S S
Sl S
I
NE
0
e

e

Com base nisso, temos as seguintes observacées referente a equacdo ax + b = 0:

> Os segmentos OA = a e OB = b s&o dados em médulo por tratar-se de medidas;
» Se a e b tiverem 0 mesmo sinal, entdo temos uma raiz negativa,;

» Caso a e b tenham sinais diferentes, temos uma raiz positiva.

Quando o aluno aprende a resolucdo de uma equacéo do 1° grau , ele consegue ter
uma aprendizagem melhor de contetdos como razdo, proporcdo, regra de trés simples e
composta, como também na resolucdo de equacGes incompletas do 2° grau, o que sao resolvidas

por fatoracao.
Exemplo 2.4.1 Resolva geometricamente as equagdes do 1° grau abaixo:
a) 2x—8=0;

Como a e b tém sinais diferentes, entdo temos uma raiz positiva. Por meio de régua

e compasso, montamos o triangulo a partir dos coeficientes a = 2 e b = 8, tomados em maédulo.
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Figura 33 — Resolugdo Geométrica da Equagdo 2x —8 =0

B
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Aplicando o teorema de Tales, temos:

Q| ©
S
o”o
NE
0
NE
Nllloo

0 que resultaem x = 4.
b) —2x—-8=0

Como a e b tém sinais iguais, entdo temos uma raiz negativa. Tomando, em
modulo, a = 2 e b = 8, temos a mesma figura acima, construida por régua e compasso. Assim,

x = 4. Como a raiz tem que ser negativa, entdo na verdade tomamos x = —4.

2.4.2 Resolucdo Geométrica da Equacdo Quadratica

Na secdo 2.3.2 vimos varios métodos algébricos de resolver uma equacao

quadratica; nesta, conheceremos métodos geométricos bastante instigante e belos.

2.4.2.1 Régua e Compasso

De acordo com o artigo de Tunala [11], por meio de régua e compasso vamos

determinar as raizes da equacdo x2 + bx + ¢ = 0. Observe que a = 1; caso contrario, basta
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dividir toda a equacdo por a. Supondo que ¢ # 0, pois caso contrario teriamos sempre as raizes

0 e - b, temos dois casos a considerar:

1°caso: ¢ > 0

Neste caso, as raizes x; e x, tém o mesmo sinal e

{lel + |x| = |b|
|x1| ) |x2| =c

De fato,

Sex;>0ex,>0entdo x; +x, =—b>0=b<0. Logo, |x; +x,| =x; +

xZ == _b == |b|

Sex; <0ex,<0entdox; +x, =—b<0=b>0.Logo, [x; + x| =—x; +
—x; = —(xy + x) = —(=b) = b = |b|.

Portanto, o problema consiste em determinar dois segmentos de reta cuja soma seja

|b| e cujo produto seja c.

Construcao

Figura 34 — Resolucdo Geométrica da Equacdo x? + bx + ¢ = 0, com ¢ > 0
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Procedimentos Geométricos

Tracemos uma reta r e, sobre ela, marquemos os segmentos MN, NO e OP de

comprimentos, respectivamente, c, 1 e |b|;

A seguir, tracemos duas semicircunferéncias de didmetros MO e OP;

Por N levantemos a perpendicular s a reta r, determinando Q na semicircunferéncia de

diametro MO:;
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4. Por Q tracemos areta t, paralela a r, determinando U na semicircunferéncia de didmetro
OP;

5. Por U, tracemos a reta v, perpendicular a r, determinando G em r.

Os segmentos OG e GP representam os valores absolutos das raizes da equacéo
dada.

De fato, GU = NQ = +/ce GU? = 0G - GP. Temos 0G - GP = c e, além disso, por
construcdo, |b| = 0G + GP. Assim, OG e GP sdo dois segmentos cuja soma é |b| e cujo produto

é c. Vale ressaltar as seguintes consideragoes:

e Se b > 0, entdo as raizes sdo negativas, ou seja, x, = —0G e x, = —GP;

e Seb < 0, entdo as raizes sdo positivas, a saber, x; = 0G e x, = GP.
Em relacdo a ambas raizes positivas ou negativas, essas conclusdes foram
explicados com mais vigor na secdo 2.3.4, quando trabalhamos gréafico da funcédo quadratica.

~ x .. N i n —_— . . b
OBS.: Se a reta t no interceptar a semicircunferéncia de didmetro OP, isto €, se V/c < % as

raizes sao imaginarias (A < 0) e ndo podemos determina-las pela construcéo, pois a mesma é
para resolver a equacdo no conjunto dos reais. O mesmo ocorre, em particular, no caso

degenerado b = 0 (com ¢ > 0).

2°caso: ¢ <0

Neste caso, as raizes tém sinais contrarios. Supondo |x;| > |x,|, devemos ter:

{lel—lle = |b

1|« |z | =l
De fato,

)] Sex; >0ex,<0entdox; +x,=—b>0=b<0.Logo, |x;| —|x;] = x; +
x; = —b = |bl;

i) Sex; <0ex,>0entdox; + x, =—b <0=b>0.Logo, |x;| — |x;]| = —x; +

—x; = —(x; + x) — (=b) = b = |b|.

O problema consiste em determinar dois segmentos de reta, cuja diferenca seja |b|

e cujo produto seja |c|.
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Procedimentos Geométricos
Da mesma forma como no 1° caso, determinaremos os pontos M, N, O e P numa

reta r e o ponto Q. Como antes, temos NQ = +/c.
1. Translademos NQ numa direcdo paralela a s, obtendo o segmento OU;
2. Liguemos U ao centro I da circunferéncia, determinando o diametro GH;
Os segmentos UH e UG representam os valores absolutos das raizes da equaco.

De fato, UH — UG = GH = |b| (didmetro). Por outro lado, por ser OU tangente e

UH secante ao circulo de didmetro OP, temos:
0U=NQ =+Vc=

0U? =NQ?=|c| >
0U? =UH-UG =
lc| = UH - UG.

Construcéo
Figura 35 — Resolucdo Geométrica da Equacdo x? + bx + ¢ = 0, com ¢ < 0

Entdo UH e UG sdo dois segmentos cuja diferenca é |b| e cujo produto é |c|.

Lembrando as consideracdes abaixo:
Se b > 0, entdo x; = —UH e x, = UG sdo as raizes da equacdes;

[ ]
Se b < 0, entdo x; = UH e x, = —UG sdo as raizes da equagdes.

[ ]
OBS.: Neste caso, o problema sempre tem solucdo. Se b = 0, temos o caso degenerado em que
I = 0 = G = H (o raio da circunferéncia de centro I é zero) e asraizesséo UH = U0 e —UG =

-U0.



Figura 36— Resolucdo Geométrica da Equacdo x2 + bx + ¢ = 0,comc <0eb =0

Exemplo 2.4.2 Calcule, por meio de régua e compasso as raizes de cada equacdo quadratica
abaixo:

a) x2—4x+3=0
Como ¢ > 0, entdo fazendo os mesmos procedimentos geometricos do 1° caso,
temos a figura abaixo.

Figura 37 — Resolucdo Geométrica da Equacgdo x2 —4x +3 =0
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Vemos claramente que:
GU=0G-GP=3-1=3e

G+ GP =4.

89
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Assim, devemos determinar dois nimeros cuja soma é 4 e seu produto é 3,
considerando esses valores ja em mddulos. Como ¢ > 0 e b < 0, entdo temos duas raizes
positivas, a saber:

x1=_G=1 e XZ=G_P=3
b) x2—3x—4=0
Como ¢ < 0, entdo fazendo os mesmos procedimentos geométricos do 2° caso,

temos:

Figura 38 — Resolucdo Geométrica da Equagédo x2 —3x —4 =0
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Temos que:
oU =NQ =
OU?=NQ?=MN-NO=4-1=4>
oU? = 4.

Como OU é tangente e UH é secante a circunferéncia de diametro OP, temos que:

0oU? =UH-UG >

Temos também que:
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Assim, UH e UG sio dois segmentos cuja diferenca é 3 e seu produto é 4, dados
esses valores j& em modulos.

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo UOI, temos:

L 3\ 2
Uﬂ=0UL+m2=ﬁ+(9 =

9 25
Ul2=4+-=—>
4
_7_5
=
Assim,
UC=TI-Cl=2->=25
B 2 2 2

UG=1eUH=UG+GH=1+3=4.

Portanto, como ¢ < 0, entdo uma raiz é positiva e a outra, negativa. Como a soma de suas duas

raizes é o oposto do coeficiente b, entdo x; = —UG = —1ex, = UH = 4.

2.4.2.2 Meétodo de Completar Quadrado de Al-Khwarizmi

Este método geométrico é utilizado para achar a solugdo das equagdes:
x2+px=gq
x2=px+q
x?+q =px,
com p, g > 0, ja mencionadas na sec¢do 2.3.
1°caso: x? + px = q

De acordo com Pontes [26], consiste em pensar na quantidade x? + px como sendo
uma area, sendo x2 um quadrado de lado x e px um retangulo de lados de comprimento p e
largura x. Assim, constroi-se uma cruz formada pelo quadrado de lado x e dividindo o retangulo

px por 4, obtemos quatro retangulos de lados % e x. A area da cruz é exatamente x2 + px, que
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é igual a g. Logo, completa-se essa cruz com os quatro quadrados, cuja area de cada um vale

2 . , 2 2 2
% ,obtendo um quadrado maior de area q + 4 - % =q+ p:. Logo seu lado mede /q + %.

Assim,

P p?
L - =
+x+4 q+4
p?
_= —_——
X+ q+4
p p?
x= 2+ q+4.

| p P |
| 4 4 |

P H i P

4 i |

T o

P P

4 4 i |
| P P |
| 4 4 |
| R [ sssesy | ]

O

Uma descri¢do de uma variacdo do método de Al-Khwarizmi é dado abaixo por
meio de 4 procedimentos como na figura abaixo. Na secédo 3 exploraremos esse método usando

um ambiente dinamico.
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Procedimento 1: Escreve-se a equacdo x2 + px = g usando figuras. O quadrado e o primeiro
retdngulo tém altura x; suas larguras sdo, respectivamente, x e p. O retangulo menor a direita

tem area q.

Procedimento 2: Divide-se o primeiro retdngulo em duas partes iguais, sendo o corte paralelo

a sua altura, obtendo imagem da seguinte equagao:

x2+2(§-x)=q.

Figura 40 — Método de Completar Quadrado de Al-Khwarizmi (Procedimentos 1 e 2)

Procedimento 1 — —|— =

2 + px = q
Procedimento 2 — _|_ _

e 4aEe) -

Procedimento 3: Arruma-se as duas novas partes e gruda-se nas bordas do quadrado.
2
Procedimento 4: Adiciona-se 0 pequeno quadrado azul, cuja area é (g) , a0 desenho da

2 2
esquerda, obtendo-se um quadrado maior de &rea q + (g) . Assim, seu lado mede /q + (g) .

Como o termo da esquerda é um quadrado de lado x + g, entdo podemos escrever:
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Figura 41 — Método de Completar Quadrado de Al-Khwarizmi (Procedimentos 3 e 4)

Procedimento 3 — —_
2+ 2 (E . :c) = q
2
Procedimento 4 — —_—
R I C )
2 2 - 2

2°caso: x2 =px +q

Consiste em pensar na quantidade x2 como sendo uma éarea. Assim, divide-se essa
area em dois retangulos: um com medidas p e x e 0 outro medindo x e x — p. A seguir, divide-

se este ultimo retdngulo, obtendo uma figura B cujas medidas sdo x —p e g. Em seguida,

transladamos a figura B e, acima dela, construimos um quadrado de lado g.

A figura abaixo explica 0 passo-a-passo para resolver a equacao acima.
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Figura 42 — Construcdo Geométrica de x2 = px + q

p £ —p

< » < »
» 4

Como x2 = px + q, entdo px + q representa a parte azul da figura. Assim,

2
somando p: (quadrado vermelho) a g, obtemos a area de um quadrado de lado L, cuja medida

é:
2
L= |q+—
Como,
p_
X 2—L=>
14 p?
—_ — = e
x-5= 417
P p?
x—2+ q+4.
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Observacéo 1: Como estamos trabalhando com areas, ndo faz sentido a raiz negativa.

3°caso: x%2 + q = px

Pensamos na quantidade x2 + g como sendo uma érea. Depois, divide-se essa area
em um quadrado de lado x e um retdngulo cujas medidas s&o x e p — x. Construimos sobre esse

retingulo um quadrado de lado § (figura verde) e no préprio quadrado, construimos um

quadrado menor de lado g — x (figura marron). Por fim, fazemos uma translacdo da figura B.

A figura abaixo mostra o passo-a-passo da resolucdo da equagédo acima.

Figura 43 — Construgdo Geométrica de x2 + q = px

D p
P, [
- ? 2 -
4 A=’ q z[ A=z
2
p 1 P° P
37 &= 4 2
T T
p
2
p p
- i g—’u E 1 —> € gf:c B
2 2
al A = x? B a A=z B
p P p
2 ® 2 ° P
xT T
P
277 27"

Como q representa a parte verde, entdo subtraindo da area do quadrado de lado g,

2
(cujo valor é p:) a area g, obteremos a area do quadrado de lado g — x. Assim,
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Al — Khwarizmi partiu do principio que x < g. No caso contrario, existe uma outra

solucdo. Ele simplesmente dizia: “Se quiseres outra solugdo, em vez de subtrair, soma”. Porém,

0 matematico Ibn Tark realizou a demonstracdo geomeétrica para o caso x > g.

Observe também que a equacgdo x? + g = px € equivalente a x2 — px + q = 0.
Como o sinal de g (positivo) é oposto ao de p (negativo), entdo pela secdo 2.3.4 temos duas

raizes positivas.

Portando, o terceiro € o Unico que tera duas raizes positivas, obtidas pela férmula:

O

Exemplo 2.4.4 Considere a equacdo x? + 6 = 5x. Como ela é do 3° tipo, entdo existem duas

raizes positivas, a saber: x; =2 e x, = 3.
Observacéo: O 2° e 3° casos foram generalizados e adaptados de Neves [27].

Apesar de muito interessante, esse método possui a desvantagem de nao se obter
solugdes negativas da equacdo. Como x representa a medida do lado de um quadrado, x sempre
assumira o valor positivo. Porém, Al-Khwarizmi ndo percebeu isso porque na sua época ainda

ndo eram conhecidos 0s nUmeros negativos.

Mesmo assim, este método deve ser compartilhado com os alunos, pois permite
uma visdo diferente da habitual com relacdo a equacgdo quadratica, uma abordagem geométrica
que, em alguns casos, pode facilitar o entendimento e amplia um pouco o conhecimento
historico, sendo a parte historica essencial na apresentacdo do contetdo para os alunos. E mais,
0 conceito de completar quadrados se torna algo mais visivel e, portanto, mais facil de ser

compreendido.

Exemplo 2.4.5 Resolva geometricamente a equacdo quadratica x + 4x — 5 = 0.

Como x% + 4x — 5 = 0 é equivalente a x? + 4x = 5, entdo esta equacdo recai no

1° caso.
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Figura 88 — Construgdo Geométrica de x% + 4x = 5

———=—=—= ““___I
! 1 1 |
1 I 1
T o
1 €T 1
: 1 1 :
o ____ Bl R |

Constroéi-se uma cruz formada pelo quadrado de lado x e por quatro retangulos de
lados 1 e x, sendo esses retangulos obtidos da divisdo de 4x por 4. A area formada por esse
quadrado e pelos quatro retangulos sera x2 + 4x, que é igual a 5. Para completar o quadrado,

adicionamos quatro quadradinhos de area 1 a essa cruz, obtendo um quadrado maior de &area

5+4=29. Assim, o lado desse quadrado mede V9 = 3.

Como x + 2 = 3, entdo x = 1 € a solucdo da equacdo inicial.

2.4.2.3 Método de Descartes
No livro “La Géométrie de René Descartes (1596 — 1650) é descrito um método
geométrico para a resolucéo da equacdo do 2° grau.

Este método geométrico resolve equacgdes do tipo x> = bx +c, x> +bx=c e
x% + ¢ = bx, sempre com b e ¢ positivos. Conforme Pontes [26], temos a resolugdo abaixo

desses trés casos.
1°caso: x> = bx + ¢

Com o uso de régua e compasso, a resolucdo da x? = bx + ¢ segue 0s seguintes

passos:

1. Tragar um segmento AB de comprimento v/c;
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2. Tracar uma perpendicular a AB passando por A e nessa perpendicular toma-se um ponto

b

C, sendo AC = =

3. Construir uma circunferéncia de centro C e raio AC;
4. Construir uma reta que passa por B e C, cruzando a circunferéncia nos pontos E e D,

com BD = x. Veja a figura abaixo.

Figura 45 — Construcdo Geométrica de Descartes (x? = bx + c¢)

De fato, como BD = x, entdo BE = x — b. Aplicando o Teorema de Pitagoras no

triangulo retangulo ABC, temos:

b? b?
xz—bx+z=z+6$

Observacéo: Os segmentos BE e BD fornecem os valores absolutos das raizes da equagio
dada.

2°caso: x2+bx=c
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A demonstracao é construida de forma analoga a equacédo do 1° caso, bastando para

isso tomar BE = x no 4° caso. Veja a figura.

Figura 46 — Construcdo Geométrica de Descartes (x2 + bx = ¢)

Aplicando o Teorema de Pitagoras no triangulo retangulo ABC, temos:

BC? = AC*+ AB* >

Gor) - -

2 2

b2 b2
2 b _—=— =
X<+ x+4 4+c

Observacgéo: Os segmentos BE e BD fornecem os valores absolutos das raizes da equagio
dada.

3°caso: x2 + ¢ = bx
Nessa construgdo tem a seguinte mudanca no 4° passo:

Tracar em B uma perpendicular a AB cruzando a circunferéncia nos pontos D e E,

sendo BD = x. Observe a figura abaixo.
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Figura 47 — Construgdo Geométrica de Descartes (x2 + ¢ = bx)

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos triangulo retangulo CFD, vem:

CD? =CF*+ DF?* >

B - -

2 2
—=x2—bx+z+c=>

4

Observacgéo: Os segmentos BE e BD fornecem os valores absolutos das raizes da equagio

. b . ~ . .. .
dada. Neste caso, se 0 raio > for maior que v/c, temos duas solugdes reais e distintas; se for igual

a+/c, temos uma raiz real dupla; e se for menor, ndo existe raiz real.

Exemplo 2.4.6 Resolva a equacgéo x? — 3x — 4 = 0 pelo método de Descartes.

Como x2 — 3x — 4 = 0 é equivalente a x? = 3x + 4, entdo recaimos no 1° caso.

Temos que b = 3 e ¢ = 4; assim, a resolucéo segue 0s seguintes procedimentos:

1. Tracar um segmento AB de comprimento V4 = 2;



102

. Tracar uma perpendicular a AB passando por A e nessa perpendicular toma-se um ponto
3.

C, sendo AC = .

Construir uma circunferéncia de centro C e raio AC;
Construir uma reta que passa por B e C, cruzando a circunferéncia nos pontos E e D,

com BD = x. Veja a figura abaixo.

Figura 48 — Construcdo Geométrica de Descartes (x? = 3x + 4)
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Observe que os segmentos BE = 1 e BD = 4 fornecem os valores absolutos das

raizes da equacao.

2.4.2.4 Método de Thomas Carlyle

Este método utilizado por Carlyle (1775 — 1881) utiliza coordenadas cartesianas
e é usado para a resolucéo da equacdo x? + bx + ¢ = 0, para quaisquer b e ¢ pertencentes aos

reais. A figura abaixo mostra graficamente esse método.

Figura 49 — Construcédo de Thomas Carlyle (x? + bx + ¢ = 0)

T~

B = (—b,c)

N

P= (21,0) Q= (2,0) oz

Os procedimentos geométricos desse método sdo descritos pelos seguintes passos:

Determine os pontos A(0,1) e B(—b, ¢) usando, para isso, um papel quadriculado;
Determine o ponto médio M de AB;

Construa uma circunferéncia com centroem M e raio AM;

M w0 e

A circunferéncia cruza o eixo X nos pontos P e Q.
Os comprimentos OP e 0Q representam as raizes da equagdo x? + bx + ¢ = 0.

De fato, como AM = BM = PM = QM =r, onde r é o raio da circunferéncia,

entdo calculando a metade da distancia entre os pontos A(0,1) e B(—b, ¢), temos:

Jb?+ (c—1)?

2

T =

Como o ponto médio do segmento AB é
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M—( bc+1>
“\ 2" 2 )

que € o centro da circunferéncia, entdo tomando o ponto X (x, 0) pertencente a circunferéncia

de centro M e raio r, vem:

(D) +f-5Y -

( +b>2+(c+1)2_b2+(c—1)2=>
XT3 2 ) = 4

b? cz+20+1_b2+cz—2c+1

2 b _ — =

x+x+4+ 1 1

>+ bx + 2+C2+C+1—b2 - Cbas

X T T T T s Ty T2,
x2+bx=—-c=>

|x2 + bx + ¢ = 0.

O

Dependendo do ponto (—b, c), a circunferéncia podera cortar 0 eixo x em dois
pontos distintos, tangenciar ou ndo toca-lo. Isso ocorrerd quando o raio €, respectivamente,

maior, igual ou menor que a distancia entre o centro da circunferéncia M e 0 eixo x.

Observacéo 1: Considere a equacdo ax? + bx + ¢ = 0. Dividindo ambos 0s membros por a

e fazendo

temos a equagdo x? + b’'x + ¢’ = 0. Tomando os pontos A(0,1) e B(—b’, ¢"), podemos usar o
mesmo procedimento. Assim, o Método de Carlyle resolve qualquer equacdo completa do 2°

grau.

Observacéo 2: Se no procedimento 1 tomarmos A = (0,—1) e B = (—b, —c), obteremos o

mesmo resultado.
Exemplo 2.4.7 Usando o Método de Carlyle, resolva as equacdes abaixo.

a) x2—5x+6=0;
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Temos a =1, b = =5 e ¢ = 6. Assim, marcamos os pontos A = (0,1) e B =
(—b, c) = (5,6), tracamos o segmento AB, calculamos o ponto médio M de AB e construimos
a circunferéncia de centro M e raio AM, temos a intersecédo da circunferéncia com o eixo X nos

pontos P = (2,0) e P = (3,0). Logo, 2 e 3 sdo as soluc¢des da equacdo acima.

Figura 50 — Construcdo de Thomas Carlyle (x? — 5x + 6 = 0)

b) —x2+2x—1=0;
Como a = —1, entéo dividindo ambos 0os membros por —1, temos:
x2=2x+1=0

Temos a =1, b = —2 e ¢ = 1. Procedendo de modo anélogo ao exemplo anterior, temos a

intersecdo da circunferéncia com o eixo X somente no ponto P = (2,0). Logo, 2 é a solucdo da
equacao acima.
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Figura 51 — Construgdo de Thomas Carlyle (—x? + 2x — 1 = 0)

2_

1.5

0.5+

B=(2,1)

I =@

IJ'

(1,0)

c) x?—x+1=0;

25

Temosa =1, b = —1 e ¢ = —6. De modo anélogo, temos que ndo ha intersecdo

da circunferéncia com o eixo X. Logo, ndo existe solucdo real para a equacdo dada. Veja a

figura.

Figura 52 — Construgdo de Thomas Carlyle (x2 —x + 1 = 0)

1.5 4

Y

A=(0,1)
1 &

0.5 4

B={1,1}

148
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d 2+x-2=0.

Comoa =1,b =1ec = —2, entdo, de maneira analoga, temos a figura abaixo. A
circunferéncia toca o eixo X nos pontos P = (—2,0) e Q = (1,0), logo —2 e 1 s&o as solucbes

da equacéo.

Figura 53 — Construcgdo de Thomas Carlyle (x? —x — 2 = 0)

2_

B={-1,-2)

Portanto, o0 Método de Thomas Carlyle € bastante simples e pratico do ponto de
vista geométrico, podendo ser realizado apenas com o uso de um material quadriculado, régua
e compasso para obter as solugOes reais de uma equacdo quadratica. Além disso, podemos
trabalhar plano cartesiano, circunferéncia, ponto médio e segmento de reta por meio desse

método.
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3 TRABALHANDO FUNCOES AFIM E QUADRATICAS NO AMBIENTE
DINAMICO (GEOGEBRA)

O uso de metodologias diferenciadas é fundamental para despertarem o interesse
dos alunos e estimular o aprendizado dos mesmos. Vamos utilizar um software de geometria
dindmica, 0 GeoGebra®, para trabalhar fungdes afim e quadraticas, porém, o uso produtivo deste
recurso em sala depende muito do dominio dos conteldos que serdo explorados através do

mesmo.

Este programa proporciona uma grande variedade de possibilidades para serem
exploradas pelos alunos, fazendo com que eles saiam do tradicional lapis e papel e vejam formas
diferentes de resolver o problema. Além disso, os alunos podem até encontrar novas formas ou

propriedades do mesmo problema.

A escolha do GeoGebra se deve pelas seguintes razdes: como ja haviam outros
programas no mercado, o desenvolvedor incorporou as ferramentas mais oportunas; o programa
pode ser baixado gratuitamente e pode ser usado nas escolas, ja que tem uma versdo para Linux,
sistema operacional de praticamente toda escola publica; por fim, o programa inclui

funcionalidades algébricas e geométricas que auxiliam o aprendizado.

3.1 Conhecendo O Software GeoGebra

O GeoGebra é um software educativo interativo que tem como objetivo trabalhar
conceitos matematicos e facilitar a compreensao desses conceitos por alunos e professores de
todos os niveis de ensino. Ele é um programa de matematica dinamica, escrito em java, roda
em qualquer plataforma (Windows, Linux, Macintosh, etc.) e pode ser baixado gratuitamente
através do link: http://www.geogebra.org.

Este software é capaz de lidar com variaveis para nimeros, vetores e pontos, derivar
e integrar funcGes e ainda oferece comandos para encontrar raizes e pontos extremos de uma
funcdo, bem como verificar o grafico da mesma com a variacdo dos coeficientes da funcdo. A

caracteristica mais destacavel do Geogebra é a percepcdo dupla dos objetos, ou seja, cada

> Esse software foi criado em 2001 pelo Professor austriaco Markus Hohenwarter e uma equipe computacional
de programadores, como resultado de uma dissertagdo de mestrado e posteriormente foi melhorado na tese de
doutorado.
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expressdo na Janela de algebra corresponde a um objeto da Zona de gréficos e vice-versa. Os

objetos adaptam-se automaticamente as mudancas realizadas em qualquer delas.

Veja a figura abaixo da tela inicial do Geogebra.

Figura 54 — Tela Inicial do Geogebra

2 GeoGebra - o IEd
- 4,Barra de Menus
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar,
( [ ralllE . =
=] ALA O] 4] Nec]=2][ ] <—
» Janela de Algebla X | » Janela de Visualizagao Xl | ¥ Planilha X
% | AREEEEEEE
Barra de Ferramentas A [ s [ e
5 k] 2
2
» . 3
Zona Algébrica 4 a

Entrada;

Planilha de Calculo —
X 3 :
8
o

ona Grafica
: 10
1 q

~

Entrada de Comando 22}

-

Barra de menus: para acessar os icones da barra de menus, basta clicar com o botdo
esquerdo do mouse sobre eles. Sugerimos que os estudantes cliquem rapidamente em
cada icone para se familiarizarem com 0s mesmos, bem como observar as funcgdes
disponiveis e sua aplicabilidade;

Barra de ferramentas: cada icone dessa barra tem varias op¢oes, relacionadas com as
funcdes descritas no desenho do icone;

Entrada de comando: zona destinada ao usuario inserir férmulas matematicas e
funcoes;

Zona algébrica: nesta janela aparecem indicacdes dos objetos (coordenadas de pontos,
equacdes de retas, de circunferéncia, comprimentos, &reas, etc.);

Zona grafica: onde aparecem os pontos, figuras geométricas e apresenta um sistema de
eixos coordenados. Nela sdo apresentados os desenhos, que podem ser desenhados pela
entrada de comandos ou pela barra de ferramentas;

Planilha de calculo: ndo fica aparente quando o Geogebra é aberto, é utilizada como
uma planilha de célculo, se assemelhando ao Excel e possui uma barra de ferramentas
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diferente das demais. Em uma célula é possivel digitar valores numéricos, coordenadas

de pontos, funcdes, segmentos, poligonos, etc.

A sequir, apresentaremos uma numeracdo de 1 a 12 da barra de ferramentas para
facilitar a identificacdo ao longo do trabalho. Sugerimos que o professor apresente essas janelas
e suas op¢Oes de forma interativa de modo que os estudantes conhe¢am e construam ao mesmo

tempo.

Figura 55 — Janelas da Barra de Ferramentas

%' .A? /v Hﬂ_l:l:l:'-;? If\l‘? ®? O? é:“? x ABC? iﬂ? ‘%,

W

L]
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

3.2 Usando o GeoGebra

Nosso objetivo principal é preencher lacunas existentes no ensino tradicional,
fazendo com que o aluno, por intermédio do professor, possa compreender funcbes afim e
quadratica através do software GeoGebra, promovendo, assim, conhecimentos matematicos
através de uma forma ludica, com atividades diferenciadas e dessa forma sanar as dificuldades
do aluno. Trabalhar com ambiente dindmico é uma inovagdo da pratica educacional docente,

buscando uma aprendizagem mais significativa, pratica e prazerosa.

3.2.1 Funcao Afim

Construa o grafico da fungéo afim, seguindo os passos abaixo:

1) Digite no campo de entrada a seguinte equagdo: f(x) = ax + b. Na caixa que aparecer
clique em “Criar Controles Deslizantes”. Aparecera automaticamente o grafico da

fungéo afim, junto com os controles deslizantes a e b.



111

Figura 56 — Grafico da Funcdo Afimcoma = 1eb = 1

2) Apos isso, para melhor interpretacdo geométrica, mantenha o coeficiente a fixo e varie
o0 b; depois, mantenha o coeficiente b fixo e varie o a. O que vocé pode concluir sobre

o efeito da variagdo do coeficiente angular a sobre o grafico? E do coeficiente linear b?

Figura 57 — Graficos da Funcdo Afim Variando Apenas o Coeficiente a

T
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Figura 58 — Gréficos da Fungdo Afim Variando Apenas o Coeficiente b

Figura 59 — Graficos da Fungdo Constante Variando b

a=0
>
54 h=3

-

3) Qual a condicdo de existéncia para que a funcédo seja afim?

4) Quando o coeficiente b é nulo, o que acontece com a funcéo?

Essa atividade faz com que os alunos compreendam melhor o comportamento da

variacao dos coeficientes da funcdo afim e suas particularidades (funcdo constante e linear).

Considere agora o caso particular da funcdo afim em que b = 0, ou seja, a funcéo

linear f(x) = 2x e o seu grafico para alguns valores atribuidos a x.
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Figura 60 — Proporcionalidade da Fungéo f(x) = 2x para X' = 2

=2
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h=0
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Figura 61 — Proporcionalidade da Fungdo f(x) = 2x para X' = 4
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Observe que para X' = 2 temos Y’ = 4; duplicando o valor de X', o valor de Y’
também é duplicado; triplicando o primeiro, 0 segundo tambeém é triplicado. Além disso,
quando maior for X', maior sera Y'. Assim, de acordo com a definigdo 2.2.2 da mesma se¢éo,
Y’ é proporcional a X’. Observe também que dividindo Y’ por X', o resultado é o coeficiente

angular a da fungéo.

3.2.2 Conceito, Construgédo e Analise de Gréaficos da Fungdo Afim

Conforme Mota [17], essa atividade visa trabalhar com funcGes e facilitar a
articulacdo do software GeoGebra com a Matematica. Nessa proposta, buscar-se-4& uma outra
alternativa, além da convencional, para o ensino/aprendizagem da fungdo afim onde seréo

abordados o conceito de funcdo, construcao e analise de gréaficos.
e Nogdes de Funcoes

Instrucdo 1: Joana pensou em trés numeros quaisquer e multiplicou-se por 2. Logo apos,
identificou o par ordenado (X, y) onde x representa o0 nimero pensado e y representa 0 nimero

obtido e registrou todos os valores na tabela abaixo:

Tabela 2 — Trés Pontos Alinhados

NUmero pensado NUmero obtido Par ordenado
2 4 (2,4)
0 0 (0,0)
-2 -4 (-2,-4)

Instrucéo 2: Em seguida, abra o software GeoGebra, va na opgao “Novo Ponto” e clique sobre

o plano para determinar cada par ordenado, encontrado por Joana, na tabela anterior.
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Figura 63 — Trés Pontos no Plano

A=(2,8)

o

2 -
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-2 A

C=214)

Instrucdo 3: Va em “Reta Definida Por Dois Pontos” (Janela 3), clique em qualquer um dos

dois pontos distintos dentre os trés determinados no plano.

O que vocé observou?

Que relacdo existe entre 0 numero pensado e a abscissa do ponto A?

Que relacdo existe entre 0 numero obtido e a ordenada do ponto B?

Que relacdo existe entre 0 niUmero pensado obtido e a ordenada do ponto C?

Que relacdo existe entre 0 nUmero pensado X e 0 nimero obtido Y?

Com base no item anterior, esta relacdo pode ser representada através de uma férmula.
Indique por X o numero pensado e por Y o ndmero obtido. Que férmula vocé

representaria o valor de y em fungéo de x?
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Figura 64 — Reta Passando por Trés Pontos

3.2.3 Funcéo Quadrética e a Variagédo dos seus Coeficientes

Esta oficina foi extraida e adaptada de [14] e tem como objetivo fazer com que o
aluno seja agente produtor de seus conceitos atraves da manipulacdo de caracteristicas similares
entre parabolas de mesma familia. Teremos abaixo cinco exemplos relacionados a funcéo

quadratica.
» 1%exemplo

Considere a fungdo f(x) = ax? + 2x + 1. Variando o valor do coeficiente angular
a, 0 que podemos afirmar sobre o seu grafico? Usando o GeoGebra, desenhe o gréafico dessa

funcéo quando o coeficiente a assume cada valor abaixo, e responda.
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Tabela 3 — Relacéo entre o Coeficiente a de uma Funcéo e a Concavidade de seu Grafico

Coeficiente a O gréfico é uma parabola com concavidade voltada para

cima, para baixo ou é uma reta?

a=-2

a=-1
a=0
a=1
a=2

a) Quando a = 0, o que ocorre com o grafico da fungédo f(x)? Qual a condigéo para que
a funcdo f seja quadratica?

b) O que podemos afirmar sobre a concavidade da pardbola da fungdo f quando o
coeficiente a assume valores positivos? E se a assumir valores negativos?

c) Podemos estabelecer alguma relacéo entre o sinal do coeficiente a e a concavidade da

parabola? Que relacdo é essa?

Nessa primeira atividade, espera-se que o aluno, através da simples manipulacéo
do valor do coeficiente a, observe a relagdo existente entre a variacdo desse coeficiente e a
concavidade da parabola, bem como, a partir desse caso particular de fungéo, o aluno possa
generalizar para todo tipo de funcdo. Assim, o sentido da concavidade pode ser determinada
apenas pela simples observacao de a, 0 que é um passo importante para o esboco do gréfico da
funcdo quadrética. Abaixo temos os graficos formados de acordo com a variagao do coeficiente

a.
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Figura 65 — Gréficos de f (x) = ax? — 4x + 1 Variando o Coeficiente a

@
n

®

» 2°exemplo

Usando o GeoGebra, desenhe o grafico da funcédo f (x) = x% + x — 3. Em seguida,

responda as perguntas abaixo.

a) Adicionando 1 a funcdo dada, o grafico de f sofre algum deslocamento? Esse

deslocamento ocorre na horizontal ou vertical? Qual o ponto em que a parabola “corta

0 eixo das ordenadas?

Figura 66 — Translagdo de f(x) = x? + x — 3 adicionando 1 unidade

b Janela de Algebra [«] | » Janela de Visualizagéo

-~ Fungio g
' ----- ® f(x) =x*+x—3 f
- g(x) =x*+x—3+1
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b) Adicionando -1 a funcdo dada, o gréafico de f sofre algum deslocamento? Na horizontal

ou vertical? Qual o ponto em que a parabola “corta” o eixo das ordenadas?

Figura 67 — Translagdo de f(x) = x? + x — 3 adicionando —1 unidade

b Janela de Algebra | | # Janela de Visualizagédo
Funcao

c) De acordo com o que observamos nos itens a) e b), existe alguma relacdo entre o ponto

de “corte” da parabola com o eixo das ordenadas? O que esses pontos tém em comum?

Essa segunda atividade faz com que o aluno compreenda que o gréafico da funcéo
sofre um deslocamento horizontal e vertical quando adicionamos, respectivamente, valores
positivos e negativos. Além disso, a parabola corta o eixo das ordenadas num ponto em que a
coordenada x do par ordenado é sempre nula; com isso, o aluno tem mais um ponto importante
para 0 esboco do grafico da funcdo quadratica: a intersecdo da pardbola com o eixo das

ordenadas.
» 3%exemplo

De acordo com as funcbes abaixo, complete a tabela e responda as perguntas

abaixo.
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Tabela 4 — Relagdo entre o Discriminante A e os Zeros de uma Fungdo Quadratica

Funcdo quadratica Discriminante (A= b? — 4ac) Zeros (se existirem)
f(x)=x*—6x+8 A=

gx)=x*—-6x+9 A=
h(x) = x* —6x+ 10 A=

a) Existe alguma relacéo entre o valor de A e a quantidade de zeros da fungdo quadréatica?
Qual é essa relagdo?
b) Usando o GeoGebra, construa cada gréafico abaixo e verifique a intersecdo com 0 eixo

das abscissas quando A > 0,A <0eA=0.

Figura 68 — Intersecéo da Parabola com o Eixo x quando A> 0,A=00uA<0

b Janela de Algebra #| | » Janela de Visualizagdo

- Funcdo
@ f(x) = x—6x+8

@

: glx) =x*—6x+9 \d
(Y h(x) = x*—bx+4 10 ]

m

I

w

3]

Observacéo: Processo andlogo quando o coeficiente a for negativo.

Essa atividade faz com que o aluno perceba a relacdo existente entre o valor do
discriminante A e a intersecdo da parabola com o eixo das abscissas, associando o fato de que
se A> 0 a intersec¢do ocorre em dois pontos distintos; se A< 0, s6 ocorre em apenas um ponto

e se A= 0 ndo ha intersecdo. Assim, essa relacdo auxilia o aluno no esboco de graficos, pois 0s
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zeros sdo pontos notaveis do grafico, e por meio desses zeros o aluno pode até determinar o

valor da abscissa do vértice da pardbola e calcular o valor maximo ou minimo.

» 4°exemplo

Considere a tabela abaixo. Usando o Geogebra, faca o grafico de cada funcgéo

abaixo e verifique as coordenadas do vértice da parébola.

Tabela 5 — M&ximos e Minimos de Fun¢des Quadraticas

Funcdo quadratica Coeficientes b A V= (x,y,)

xv:_ﬁ yv=_a

fxX))=x*-6x+8 a= ,b= ,c=
gx)=x*-6x+9 a= ,b= ,c=
h(x)=x*-6x+10 a= ,b= ,c=

i(x) =x%*-3x a= ,b= ,c=

j(x)=-x*+5x-6 a= ,b= ,c=

Qual ¢ a condicédo para que uma funcdo quadratica f(x) = ax? + bx + ¢ possua

valor maximo? E valor minimo?

Figura 69 —Valor M&ximo ou Minimo de uma Funcéo de acordo com o Sinal
do Coeficiente a

b Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio
-~ Fungio i
- fx) =x"—6x+8
®gx)=x"—6x+9
'. h(x) = %2 —6x+ 10 §
® i(x) = x*—3x

. jx) = —x*4+3x -2
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Com essa atividade, o aluno deve perceber a existéncia de valor méximo (se a < 0)
ou de valor minimo (se a > 0) em cada gréafico, associando a ordenada do Vértice de cada
funcdo. Com isso, temos mais um passo importante na determinacdo do vértice de uma funcéo
quadrética, que por sua vez, é um fator importante no esboco de seu gréafico e analise de

problemas de maximo e minimo.

O uso de recursos computacionais € de fundamental importancia para a abstracédo
matematica de visualizar um grafico, e com o computador a manipulacédo de parabolas € feita

rapidamente e de modo pratico.
» 5%exemplo

Esta atividade € um resumo de tudo que vimos em relacdo a variacdo dos
coeficientes a, b e ¢. Por meio do grafico de uma funcdo quadratica, podemos tirar todas as

conclusoes relacionadas a variacdo dos coeficientes da mesma.

1. Construimos o gréfico da funcio f(x) = x? — 4x + 3 com o Geogebra.

Figura 70 — Informagdes dos Elementos de uma Fungdo Quadratica , 1° caso

b Janela de Algebra # [ » Janela de Visualizagio
Funcio

bl f(x) = 152 —Ax+3 a=1
Nimera

Xv, =2

=
@ [t

[ X X 3
Booa
ALy

0BS. Coeficiente

k=]
0
=
=
7]

A- altera a orientagdo da concavidade € a abertura da pardbola.
Quanto maior o valor absoluto de A, menor a abertura.

B - altera a posigdo do vértice da parabola. Sem alterar a
concavidade, abertura e ponto em gue a curva corta o eixo Y.

604 G- & oponto em gue a curva corta o eixa ¥
0

ext1 ="0BS. Coeficiente 1

L L g
&
3
El
g

@
g
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De acordo com o gréfico, observamos que quando o coeficiente a é positivo, a
concavidade da parabola € voltada para cima, assim, a funcao possui valor minimo, a saber y =
—1; o coeficiente b negativo faz com que a reta tangente a parabola no ponto ¢ seja decrescente;
e por ultimo, o ¢ positivo faz com que a parabola corta 0 eixo y acima da origem. Além disse

como A= 4 > 0, a pardbola corta o eixo x em dois pontos.

2. De modo anélogo, construimos o grafico da fungdo f(x) = x? — 4x + 4.

Figura 71 — Informacgfes dos Elementos de uma Funcdo Quadratica, 2° caso

P Janela de Algebra #| | b Janela de Visualizagao
=~ Fungio
@ f(x) = 16 —4x+4 a=1

. @
- Mimero
Xv1 =2 b=4
Yv, =0 @
. a=1 ez 4
i@ c=4 -
e A=0 0BS. Cosficients
- Ponto
. A=1(0,9604) A- altera a orientagdo da concavidade & a abertura da parabola
@ V=(20) Quanto maior a valor absoluto de A, menor a abertura
@ Xv=(2,0) '
i@ Yu={(0,0) . 3 X

Segmento B - altera a posicdo do vérice da pardbola. Sem alterar a

@ d=2 concavidade, abertura & ponto em que a curva corta o gixo Y.
.. e=0
@ g=9604 C- &0 ponto em que a curva corta o eixo Y.

4

exto
i@ text! ="OBS. Coeficiente

Neste caso, a Unica diferenca do primeiro gréfico é que neste o discriminante A é
nulo, o que faz com que a parabola corta o eixo X em apenas um ponto e o valor minimo coincide

com o proprio zero dessa funcéo.

3. Considere agora a funcéo f(x) = x2 — 4x + 5.
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Figura 72 — Informagdes dos Elementos de uma Fungdo Quadratica, 3° caso

» Janela de Algebra [ | » Janela de Visualizagio
Fungdo
f---o_r(x) =1x?—4x+5 a;
Numero
Ky =2 b= -4
=1 &

wononn
[

i@ textl="0BS. Coeficiente

c=5

0BS. Coeficiente

A- altera a orientagdo da concavidade e a abertura da pardbola
Quanto maior o valor absoluto de A, menor a ahertura

B - altera a posicdo do vértice da parabola. Sem alterara
concavidade, abertura & ponto em que a curva corta o eixo Y.

C- &0 ponto em que a curva corta o gixo Y.

Ja, neste caso, como o discriminante A= —4 ¢ negativo, a parabola ndo corta o eixo

X, no entanto, a fungdo possui um valor minimo no ponto y = 1.

4. Considere uma fungdo em que o coeficiente a seja negativo, a saber, f(x) = —x? —

4x + 5.

Figura 73 — Informagdes dos Elementos de uma Fungdo Quadratica, 4° caso

P Janela de Algebra [#] | » Janela de Visualizagao
Funcio
5----.’f(x) = —x2—4x+5 3:,:1
Nimero
Xv, =-2 b=-4
) YV, =8 @
-
c=5
@ b=4
@ c=5
- =36 0OBS. Coeficients
onto
A=1(0,-10385) A- altera a orientagdo da concavidade e a abertufa da parabola.
V={-29 "
Quanto maior o valor absoluto de A menor a abgrtura.
Av={(-2,0)
Yv=1{0,9}
egmento B - altera a posigdo do vértice da parabola. Seq alterara
d=2 concavidade, abertura e ponto em que a curvg corta o eixo Y.
e=9
@ g=10404 - & oponto em gue a curva corta o eixo Y.
Texto

@ textl="0BS. Coeficiente
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Em relacdo a este grafico, observamos que quando o coeficiente a é negativo, a
concavidade da parébola é voltada para baixo, assim, a funcdo possui valor maximo, a saber
y = 9; Além disse como A= 36 > 0, a parabola corta 0 eixo x em dois pontos. Observe também
que o ponto x = 2 em que a funcéo atinge o valor maximo € a média aritmética das raizes dessa

funcéo (—5e 1).

Resumindo: o coeficiente a altera a orientacdo da concavidade e a abertura desta.
Se a for positivo, a concavidade é voltada para cima e, consequentemente, havera um valor
minimo; se a for negativo, é voltada para baixo e, consequentemente, havera um valor maximo.
Quanto maior o valor absoluto de a, menor abertura da parabola e vice-versa. O coeficiente b
altera a posicéo do vértice da pardbola, sem alterar a concavidade, abertura e o ponto em que

corta 0 eixo y. E 0 ¢ € 0 ponto em que a curva corta 0 €ixo y.

3.2.4 Construindo e Explorando a Parabola a partir da Definicéo

Esta atividade busca explorar a construgédo da parabola com o GeoGebra, buscando
uma consciéncia da importancia do significado da parabola e do uso desse software no ensino

da Matematica e, especificamente, no ensino das fun¢fes quadréticas.

Temos abaixo 0 passo-a-passo da construcdo conforme [17], porém ndo
especificaremos em qual janela do GeoGebra o aluno deve entrar, com a finalidade de que este

tenha busque a total exploracdo do ambiente dinamico

Instrucédo 1: Construa um ponto F (Janela 2) que serd o nosso foco. Construa uma reta a
paralela ao eixo das abscissas e que ndo passe por F. Pinte-a de vermelho. Esta reta sera a

diretriz da parabola.
Observe na janela algébrica a equacédo dessa reta. Qual é o seu grau?

Dica: Para que tenhamos uma boa manipulacdo da parabola, clique com o botdo direito do
mouse sobre o0 ponto B, selecione “propriedades” e marque a opgdo “fixar objeto”. Em seguida,

clique no ponto B para que a diretriz fique fixa.
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Instrucgdo 2: Construa um ponto C sobre a diretriz. Faca uma reta r perpendicular a diretriz que
passe por C (Janela 4).

Figura 74 — Construgdo da Pardbola — Instrugdes 1 e 2

i
@ F
@
4 -
(1 B =
2 & o
0
T T T T
-z ] z 4 G

Instrucéo 3: Construa um segmento com extremidades F e C (janela 3). Em seguida, encontre

0 ponto médio (Janela 2). Nomeio-o de D.

Instrucé@o 4: Construa uma reta b perpendicular ao segmento FC que passe pelo ponto D.

Obtenha o ponto E que sera o ponto de intersecdo das retas b e r (Janela 2).

Figura 75 — Construgdo da Parabola — Instrucdes 3 e 4
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Instrugdo 5: Construa um segmento FE e EC e calcule suas distancias (Janela 8).

e Movimente-o 0 Foco. Compare as medidas de FE e EC.

e Que relacéo existe entre elas?

Figura 76 — Construcdo da Parabola — Instrucdo 5

T /
- f E

f= 368 41 =4

Instrucgéo 6: Selecione a op¢ao “lugar geométrico” na janela 4. Clique sobre E e depois sobre
C. Automaticamente o Geogebra mostra o lugar geométrico de todos 0s pontos pertencentes a

parabola.

Figura 77 — Construgdo da Parabola — Instrucdo 6
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Instrucéo 7: Clique na janela 7 e selecione a opgéo conica. Construa cinco pontos sobre o lugar
geométrico obtido anteriormente para que 0 GeoGebra o reconheca como parabola. O quinto

ponto devera coincidir com o ponto E.

Instrucéo 8: Trace uma reta perpendicular h passando por um dos cinco pontos que definiram
a parabola anteriormente e pela diretriz. Determine o ponto de intersec¢do entre eles e chame-o

de J. Construa o segmento FG e GJ.

Instrucéo 9: Compare as medidas de FG e GJ com FE e EC.

Figura 78 — Construcgdo da Parabola — Instrucdes 7,8 e 9

h

=64

Instrucéo 10: Repita o procedimento anterior passando pelos outros pontos que definiram a

parabola.

e Compare as medidas dos segmentos FG e GJ e identifique qual é a relacdo que existe
entre eles.

e Compare as medidas dos segmentos FE e EC e identifique qual ¢ a relagcdo que existe
entre eles.

e Analisando as relagfes entre os segmentos citados acima, qual € o nome que a curva
destacada recebe?

e Os pontos E e G pertencem a parébola? Justifique.
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3.2.5 Meétodo do Jardineiro para Tracar uma Parabola

Mostraremos abaixo como tracar mecanicamente a Parabola no plano (papel,

cartolina, chdo, etc.) tendo como base as defini¢des usuais, processo conhecido como “Método

do Jardineiro”.

Conforme [13], para tracar uma Parabola no plano, siga 0s seguintes passos:

1. Fixe uma régua (diretriz) e um ponto que serd o foco (F) da parabola;

Figura 79 — Método do Jardineiro — Passo 1

@

Foco

Construcdo da Parabola no Plano

Mova o ponto P 35
[w 1° PASSO
Fixe uma régua (diretriz)
e o Foco(F) da parabola.
[ 2°PAsSO
[ 3°PaAsso

F

d: diretriz

s
Fonte: LIMA, Jodo Paulo de. Uma proposta para o ensino das se¢des

conicas no ensino basico mediante o uso de um ambiente dindmico —

Mossord, 2014, 146 p.

2. Tome um esquadro e uma corda de comprimento igual ao cateto maior do esquadro e

no foco;



Figura 80 — Método do Jardineiro — Passo 2
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Construgdo da Parabola no Plano

[v 1° PassO

Fixe uma régua (diretriz)
e 0 Foco(F) da parabola. A

[v 2° PASsO

Tome um esquadro e

uma corda de comprimento

igual ao cateto maior do

esquadro. Fixe a corda //
/ /
//..!"

na extremidade de menor &ngulo
do esquadro e no foco.

[~ 3°PASSO

d: diretriz A B

Mova o ponto P

Foco

o
@)

Corda
— 13

>

Fonte: LIMA, Jodo Paulo de. Uma proposta para o ensino das secbes

conicas no ensino basico mediante o uso de um ambiente dinamico —

Mossor6, 2014, 146 p.

3. Com um l&pis prenda a corda no lado do esquadro e movimente-o com a corda sempre

esticada.
Figura 81 — Método do Jardineiro — Passo 3
trucdo da Parabok 8| 3
Construcéo da Parabola no Plano Mova o ponto P Foco o~ Construgdo da Parabola no Plano Mova o ponto P Foco %
[v 1°Passo Corda || [v 1°PASSO
Fuxe uma régua (¢rer ° 13 Fixe uma régua (diretz)
0 Foco[F) daparsboia. Aq P ©0Foco(F) da parabola.
[v 2° passo ,/ [V 2 Passo
Tome umesquadoe { Tome um esquadro e
uMma corda G2 Compnmentd uma corda de comprimento
igual a0 cateto maior 0 Igual ao cateto malor do
esquadro. Foe a corda esquadro. Fixe a corda
na extremidade de menor ngulc na extremidade de menor dngulo
00 esquadro £ no oco. do esquadro & no foco.
[v 3°passo [v 3 Passo
F
Comum|dpisprandaacorda 7 Com umIapis prenda a corda
10 1200 60 esquad & movimente-o no lado do esquadro e movimenté-o
com a corda sempre esicada. G coma corda sempre esficada.
d: diretriz B i d: diretriz
[ Parabola [ Parabola
PA=0.26 PA=1.79
PB=12.74 PB=11.21
PF=12.74 PF=11.21

5

IS

Fonte: LIMA, Jodo Paulo de. Uma proposta para o ensino das se¢des conicas no ensino basico mediante

0 uso de um ambiente dindmico — Mossoro, 2014, 146 p.

Observe que qualquer ponto da curva tracada é equidistante a régua e ao foco F.

Logo, trata-se de uma parabola de foco no ponto fixo F escolhido e diretriz sendo a reta que

contém o lado da régua fixa em contato com o esquadro.



131

3.2.6 Variagdo do Método de Al-Khwarizmi no GeoGebra

Na sec¢do 2.4.2.2 vimos uma variacdo do Método de Al — Khwarizmi que usava
areas de figuras, conhecido como Método de Completar Quadrado. Aqui, utilizamos o software
GeoGebra para a manipulacdo de solucdes geomeétricas. Através da ferramenta Seletor,
podemos variar os parametros da equacdo envolvida na construcdo geométrica. Assim, este
recurso metodologico para o ensino de equacdes quadraticas propicia ao estudante a percepcao

de que a Matematica € uma ciéncia que vem sendo historicamente construida.

Segundo Oliveira [31], considere a equacdo de Al — Khwarizmi do tipo x2 + px =

q, com p e g positivos. O quadrado marrom tem por lado uma raiz positiva da equacgao e 0s
retangulos verdes possuem lados x (raiz positiva da equacao) e g. Observe ainda que a soma
das éreas das trés regides em destaque (marrom e verde) € justamente q.

Tomando p =8 e q =84, temos a equagdo x2+ 8x = 84. Primeiramente,
deixamos variamos um seletor de modo que o parametro p fique igual a 8; a seguir, variamos

0 parametro x até que a area do poligono ACKJHG seja igual a 84. Como a soma das areas em

destaque é:

2 4 b+ b
x“+x -+ x5 =
2 2

A(ABJE) + A(BCK]) + A(EJHG) =
36+24+24=84=gq,

verificamos que o quadrado marrom tem area 36 e, portanto, a medida de seu lado vale v36 =

6. Logo, a equacdo possui raiz real positiva x' = 6.

Observe, ao lado da figura, que a outra raiz seria x'' = —14. Como estamos

trabalhando com areas, essa raiz ndo faz sentido.
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e O que acontece com as areas quando o parametro p for igual a zero?
e Sex = 0, 0 que acontece com cada area?

e Sep = x, qual arelacdo das areas do quadrado marrom com os dois retangulos verdes?

Perguntas como essas fazem com que o aluno explore ainda mais a rela¢do que os

coeficientes e a raiz da equagdo dada tém com suas respectivas areas.

Figura 82 — Construcdo de Al — Khwarizmi no GeoGebra

e ' +pr=gq
® 22+ 8z + 16 = 49

Area:BCKJ+EJHG  Apea: ACKJHG (T + 4)2 — 49

1 e
EJHG=12 $2+8$ = 33 (T—I—-’—l)z: +v/49
JKLH= 16

o= z+4=+7

Area de GACL=49

J K .’I,':i?—4

; ' L
% ABJE=19 BCKI=12 xr = 3 ou r =—=11

@ 2® + 8z + 16 = 100

Area: BCKJ+EJHG  Area: ACKJHG (z+ 4)9 =100
T re
EJHG = 24 72 +8r =84 (T + 4)2 = ++/100

JKLH=16

1= z4+4=+10

J K r==+10-4

Area de GACL=100
'
r=6 ou z=-14

ABJE=36 Sl
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Modificar algo ou propor uma mudanca nao se faz da noite para o dia, entretanto,
vivemos em constantes modificagdes e adaptacdes e ndo podemos ignorar esses fatos. Com
iSso, a nossa proposta teve como finalidade apresentar uma metodologia diferenciada e mais
adequada para trabalhar funcdes afins e quadraticas de forma tedrica, algébrica, geométrica e
histdrica, bem como a insercdo das TICs nesses conteudos, despertando no aluno o gosto e

prazer por essa disciplina.

Acreditamos que podemos motivar nossos alunos propondo para eles uma nova
maneira de enxergar o contedo da matematica, saindo da passividade e se tornando sujeito

ativo no processo de ensino-aprendizagem, estando o professor apenas como mediador.

Quando abordamos a forma geométrica das funcdes afins e quadraticas, aparece
uma série de beneficios para os discentes, tais como: utilizacdo dos recursos tecnolégicos nas
aulas de Matematica, contato dos alunos com ideias desconhecidas para eles e relacdo da
algebra com a geometria no tratamento de fungdes, fazendo com que o aluno busque varios

caminhos para o entendimento do conteudo.

Assim, espera-se que este trabalho contribua para o ensino das fungdes afins e
quadraticas e que sirva de incentivo para os professores que desejam mudar suas praticas de
ensino, saindo da tradicional pratica expositiva e investigando algo mais dinamico e
interessante, buscando uma autoavaliacdo na forma de ensinar essas fungdes. Ao invés de
incentivar a decorar uma série de formulas sem significado e buscar o resultado de forma
mecanica e repetitiva, o professor deve priorizar no aluno o raciocinio I6gico-matematico,
proporcionando a ele a reflexdo e a andlise de forma consciente e construindo e desenvolvendo

junto com o professor uma melhor maneira de aprender o conteudo.

A forma tradicional de ensinar da énfase em decorar férmulas, bastando para isso
encontrar o resultado, de maneira repetitiva. Buscamos, com este trabalho, fazer com que o

aluno busque o entendimento, o raciocinio l6gico e atratividade pela disciplina.

Portanto, € indispensavel que o professor que se detém a apenas uma forma de
ensinar passe a fazer uso de varios métodos, tanto os antigos como os atuais, buscando, na
maioria das vezes, utilizar a tecnologia para que os discentes tenham um melhor aproveitamento

desses conteudos e, com isso, possam enxergar as suas utilidades e aplicacdes no cotidiano,
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pois muitos ficam até curiosos em descobrirem qual a aplicabilidade daquilo que estdo

aprendendo.
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