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RESUMO

Em 1989, Gyarfas conjecturou que, para todo r natural, r caminhos monocromaéticos sao
suficientes para vértice-particionar qualquer grafo completo r-aresta-colorido. Mais tarde,
Erdés, Gyarfas e Pyber propuseram uma versao mais forte dessa conjectura, na qual r
ciclos monocromaticos sao procurados em vez de r caminhos monocromaticos. Nesta dis-
sertacao, apresentamos varios problemas e resultados relacionados com tais conjecturas,
incluindo problemas onde o grafo a ser colorido nao é um grafo completo, mas sim um
grafo multipartido completo. Destacamos ainda como o Lema da regularidade de Sze-
merédi pode ser aplicado nesse contexto. Além disso, provamos dois resultados originais.
No primeiro deles, estendemos alguns argumentos introduzidos por Gyarfas e Lehel a fim
de obtermos uma prova alternativa, mais simples, para um resultado devido a Pokrovskiy.
Enquanto que no segundo, mostramos que 4 ciclos monocrométicos sao suficientes para
vértice-particionar qualquer grafo bipartido completo balanceado 2-aresta-colorido, redu-
zindo assim o numero de 12 ciclos monocromaticos que havia sido obtido anteriormente
por Schaudt e Stein. Por fim, discutimos algumas estratégias que podem ser seguidas
em trabalhos futuros a fim de reduzir a quantidade de ciclos monocroméaticos necessarios

nesse caso de 4 para 3, o que é o minimo possivel para tal caso.

Palavras-chave: Particoes de vértices. Coloracoes de arestas. Grafos multipartidos

completos.



ABSTRACT

In 1989, Gyarfas conjectured that, for every natural r, » monochromatic paths are suffi-
cient to vertex-partition any r-edge-coloured complete graph. Later, Erdos, Gyarfas and
Pyber proposed a stronger version of this conjecture, in which r monochromatic cycles
are wanted instead of » monochromatic paths. In this dissertation, we present many pro-
blems and results related to such conjectures, including problems where the graph to be
coloured is not a complete graph, but a complete multipartite graph. We also highlight
how the Szemerédi’s regularity lemma may be applied in this context. Furthermore, we
prove two original results. In the first one, we extend some arguments introduced by
Gyarfas and Lehel in order to obtain an alternative, simpler, proof for a result due to
Pokrovskiy. Whereas in the second, we show that 4 monochromatic cycles are sufficient to
vertex-partition any 2-edge-coloured balanced complete bipartite graph, thereby reducing
the number of 12 monochromatic cycles that had been previously obtained by Schaudt
and Stein. Lastly, we discuss some strategies that may be followed in future works in
order to reduce the quantity of monochromatic cycles needed in this case from 4 to 3,

which is the minimum possible for such case.

Keywords: Vertex-partitions. Edge-colourings. Complete multipartite graphs.
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1 INTRODUCAO

H4& cerca de cinquenta anos, em um estudo sobre problemas do tipo Ramsey,
Gerencsér e Gyérfds (1967) afirmaram em uma nota de rodapé (e Gyérfds (1983) formali-
zou uma prova anos mais tarde) que em todo grafo completo cujas arestas sao coloridas de
vermelho e azul é possivel encontrar um par de caminhos de cores distintas que compar-
tilham apenas uma extremidade e cobrem todos os seus vértices.!i Tal resultado, embora
tenha recebido pouco destaque a priori, possui uma grande importancia histérica por ser
um dos primeiros e mais elementares de uma série de problemas relacionados com o objeto
de estudo desta dissertacao: a cobertura ou o particionamento do conjunto de vértices de
grafos aresta-coloridos através de caminhos e/ou ciclos monocromaticos.

Nesse nosso contexto, é comum que uma aresta, um vértice e o conjunto vazio
sejam considerados como um caminho ou um ciclo. Isso evita que certas excecoes desne-
cessarias sejam criadas e permite que os problemas sejam enunciados e provados de uma

forma mais compacta e abrangente.

1.1 Caminhos simples hamiltonianos

Serd conveniente iniciarmos esta secao estabelecendo a seguinte definicao rela-

tiva & estrutura mencionada acima.

Definicao 1.1. Um caminho P em um grafo cujas arestas sao coloridas de vermelho e
azul é simples quando é a uniao de dois caminhos de cores distintas que compartilham
apenas uma extremidade. Seu subcaminho vermelho (resp. azul) é denotado por Pg
(resp. Pg), seu ponto médio é o seu unico vértice que pertence tanto a Pgr quanto a Pg e

sua extremidade vermelha (resp. azul) é a sua extremidade que pertence a Pr (resp. Pp).

@urnnnnmsas@unnnnr ¢ ¢ ¢ EEEEEN@EEEEEEEEEQEEEEEEEEE e————— ¢ ¢ ¢ — )
Ts ™ T bl bt

Figura 1.1: Um caminho simples P que ¢ a uniao do caminho vermelho
Pr = (z,7r1,...,7rs) e do caminho azul Pg = (x,by,...,b;). Seu ponto médio
é x e suas extremidades vermelha e azul sao rg e b; respectivamente.

Utilizando a linguagem dessa definicao, a afirmacgao feita por Gerencsér e

Gyarfas se traduz no teorema abaixo. Como uma forma de familiarizarmos o leitor com

algumas técnicas que utilizaremos na-'Secao 3, apresentaremos uma prova para esse e para

M.

1Eles utilizaram esse fato para concluir que todo grafo completo com pelo menos k + I vértices cujas
arestas sao coloridas de vermelho e azul possui um caminho vermelho de comprimento k£ ou um caminho
azul de comprimento .
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outros resultados sempre que considerarmos oportuno.

Teorema 1.2 (Gerencsér e Gyarfés; 11967). Se G € um grafo completo cujas arestas sao

coloridas de vermelho e azul, entao G possui um caminho simples hamiltoniano.

Prova. Seja P = (rg,...,r1,2,by,...,b) um caminho simples de tamanho maximo de G

) Y ) Y 7 ) Y
onde x é seu ponto médio e r, e b; sao suas extremidades vermelha e azul respectivamente.
Suponha por contradicao que P nao é hamiltoniano. Dai, seja y um vértice que nao
pertence a P. Podemos assumir sem perda de generalidade que a aresta xy é vermelha.
Dai, o caminho simples (g, ...,71,2,y,b1,...,b;) é maior que P, uma contradi¢ao. Logo,

o resultado segue. O]

s6 de provar a existéncia como também de construir explicitamente em tempo O(n) um
caminho simples hamiltoniano em um grafo completo com n vértices cujas arestas sao

coloridas de vermelho e azul.

substituindo-se caminho por ciclo no seu enunciado. Outro corolario possivel é o seguinte.

T T by

“_..............-..........._._.\
"‘
%,
"'-----..........-............_._../

7‘5 Z/ l)t

e,

DY
o

Figura 1.2: Um ciclo simples que é a uniao do caminho vermelho
(x,71,...,75,y) € do caminho azul (x, by, ..., b, y).

Corolario 1.3. Se G € um grafo completo cujas arestas sao coloridas de vermelho e
azul, entao G pode ser vértice-particionado em um caminho monocromdtico e um ciclo

monocromdatico de cores distintas.

Prova. Seja C' um ciclo simples hamiltoniano de G, onde (z,71,...,75,y) e (,b1,..., b, y)
sao seus caminhos vermelho e azul respectivamente. Podemos assumir sem perda de
generalidade que a aresta xy é azul. Dai, segue que G pode ser vértice-particionado no

caminho vermelho (ry,...,7rs) e no ciclo azul (z,by,...,b,y). O



13

Naturalmente, podemos nos questionar se é possivel estendermos esses resul-

tados para outras classes de grafos hospedeiros. Nesse sentido, a fim de estendermos o

balanceados, i.e. que suas classes de particao tenham o mesmo tamanho. De fato, se
uma de suas classes de particao tivesse pelo menos dois vértices a mais do que a outra,
nao seria possivel encontrarmos nem mesmo um caminho hamiltoniano qualquer. Ja se
uma de suas classes de particao tivesse apenas um vértice a mais do que a outra, até
conseguiriamos encontrar um caminho hamiltoniano, mas ainda assim nao seria possivel
encontrarmos um ciclo hamiltoniano qualquer e, como vimos acima, isso também é rele-
vante. Além disso, é necessario exigirmos que a coloragao desses grafos nao pertenga ao

tipo de coloracao descrita na seguinte definicao.

Definicao 1.4. Seja G um grafo bipartido, com classes de particao X e Y, cujas arestas
sao coloridas de vermelho e azul. A coloracao de G é split quando existem conjuntos

disjuntos e nao-vazios X1, Xs, Y7 e Y5 tais que X = X7 U X5, Y =Y, UY, e as arestas

entre X; e Y; sao vermelhas se e somente se i = j. (Veja a Figura 1.3.)

Figura 1.3: Uma coloracao split.

De fato, considere um grafo bipartido cujas arestas sao coloridas de vermelho
e azul e assuma que sua coloracao é split. E facil verificar que qualquer caminho simples

desse grafo cobre no méaximo trés dos quatro conjuntos que satisfazem as condicoes da

Em outro estudo sobre problemas do tipo Ramsey, Gyarfds e Lehel (1973) pro-
varam implicitamenté?] o teorema a seguir, o qual foi devidamente enunciado por Gyarfas

(1983) apenas anos mais tarde.

Teorema 1.5 (Gyarfds e Lehel; 11973). Seja G um grafo bipartido completo balanceado
cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul. Se a coloracao de G nao € split, entao G

possut um caminho simples que cobre todos exceto no mdximo um de seus vértices.

Cerca de quarenta anos se passaram até que finalmente, ao provar o teorema

2Qriginalmente, eles provaram que se k e [ sio ntimeros naturais impares, entdo todo grafo bipartido
completo balanceado com k + [ vértices cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul possui um caminho
vermelho de comprimento £ ou um caminho azul de comprimento .
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arestas sao coloridas de vermelho e azul. Se a coloragao de G nao € split, entao G possui

um caminho simples hamiltoniano.

extensao da prova apresentada por Gyérfas e Lehel (1973), mas esse ndo ¢ o caso. A prova
apresentada por Pokrovskiy é mais engenhosa: ele inicia provando alguns lemas poderosos
que ja garantem uma boa estrutura inicial e depois finaliza com algumas andlises mais
simples. Enquanto que a prova apresentada por Gyarfas e Lehel é mais natural: eles
tomam um caminho simples de tamanho maximo e mostram que no maximo um vértice

fica de fora dele.

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

1.6" apenas tomando um caminho simples de tamanho mdximo e mostrando que ele é

hamiltoniano.

Corolario 1.7. Seja G um grafo bipartido completo balanceado cujas arestas sao coloridas
de vermelho e azul. Se a coloracdo de G nao € split, entao G pode ser vértice-particionado

em um caminho monocromdtico e um ciclo monocromdtico de cores distintas.

Pela mesma razao do caso bipartido, eles exigiram que tais grafos fossem justos, i.e. que
cada uma de suas classes de partigao contivesse no maximo a metade de seus vértices. Por
outro lado, observe que nesse caso nao ha nenhuma restricao quanto ao tipo de coloracao

desses grafos.

k > 3, cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul, entao G possui um caminho simples

hamiltoniano.
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também possa ser generalizado para grafos k-partidos completos justos, com k& > 3. Ade-

mais, eles provaram a seguinte versao ligeiramente mais fraca.

k > 3, cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul, entao existem um caminho mo-
nocromdtico e um ciclo monocromdtico disjuntos e de cores distintas que cobrem todos

exceto no mdximo um dos vértices de G.

Classe d.o grafo Camln.ho S{mples Caminho -+ Ciclo
hospedeiro hamiltoniano

Completo v v
Bipartido nao-split v v
Multipartido v exceto um vértice

1.2 Vértice-particionamentos em caminhos monocromaticos

Naturalmente, todo grafo que possui um caminho simples hamiltoniano pode

ser vértice-particionado em no maximo dois caminhos monocromaticos. Sob essa perspec-

77777777777777

Erdés, Gyarfas e Pyber (1991) afirmaram que essa conjectura nao pode ser
melhorada e apresentaram uma ideia de como construir, para todo r, grafos completos
r-aresta-coloridos que nao podem ser vértice-particionados em menos de r» caminhos mo-
nocromaticos. Tal ideia consiste no seguinte. Considere um grafo completo G e particione
seu conjunto de vértices em r subconjuntos Ay, ..., A,. Para todos i,j € {1,...,r} com
i < j, pinte a aresta xy com a cor ¢ sempre que x € A; e y € A;. Dai, eles observaram
que se | A;| cresce suficientemente rapido com i, entao G nao pode ser vértice-particionado

em menos de 7 caminhos monocromaticos. Por exemplo, Gyarfds (2016) mostrou que é

suficiente tomar |A4;| = 2° — 1 para todo i € {1,...,7}.

conjectura foi provado apenas recentemente por Pokrovskiy (2014) e isso envolveu nao

s6 uma boa quantidade de paginas como também varios outros resultados, dentre eles o
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Para grafos bipartidos completos balanceados cujas arestas sao coloridas de

vermelho e azul, é facil verificar que se suas coloragoes forem split, entao tais grafos podem

Corolario 1.11 (Pokrovskiy;2014). Se G € um grafo bipartido completo balanceado cujas
arestas sao coloridas de vermelho e azul, entao G pode ser vértice-particionado em no

mazximo 3 caminhos monocromaticos.

A fim de generalizar esse coroldrio para um numero arbitrario de cores, Po-

Conjectura 1.12 (Pokrovskiy;:2014). Todo grafo bipartido completo balanceado r-aresta-

colorido pode ser vértice-particionado em no mdzimo 2r — 1 caminhos monocromdticos.

Ademais, Pokrovskiy (2014) afirmou que essa conjectura nao pode ser me-
lhorada, uma vez que, para todo r, existem grafos bipartidos completos balanceados
r-aresta-coloridos que nao podem ser vértice-particionados em menos de 2r — 1 caminhos
monocromaticos. Embora o exemplo apresentado por ele no artigo citado acima esteja
incorreto, é possivel aproveitar a sua ideia para construir infinitos exemplos que mostram
que a sua afirmacao ¢ realmente valida. De fato, considere um grafo bipartido completo
balanceado G com classes de particao X e Y. Particione X e Y em r subconjuntos
Xi,..., X, e Yy, ..., Y, respectivamente de modo que |X;| = x;, onde x; é um natural
qualquer, para todo i € {1,...,r — 1}, |Y;| = 32/} @; 4+ para todo j € {1,...,7} e
| X,| = |Y| = 320Z) ;. Para todos i,j € {1,...,7}, pinte as arestas entre X; e Y; com a
cor i+j (mod r). Dai, observe que todo caminho monocromatico de G contém vértices de
no maximo um dos subconjuntos de cada classe e portanto sao necessarios » — 1 caminhos
monocromaticos para cobrirmos os vértices de X \ X,. Para cada j € {1,...,r}, observe
ainda que existe pelo menos um vértice de Y; que nao esta coberto pela uniao de tais
caminhos e portanto sao necessarios mais r caminhos monocromaticos para cobrirmos os
vértices restantes. Logo, segue que G nao pode ser vértice-particionado em menos de

2r — 1 caminhos monocromaticos.

que talvez todo grafo k-partido completo justo r-aresta-colorido, com k£ > 3, possa ser
vértice-particionado em menos de 2r — 1 caminhos monocromaticos, inclusive até em no

maximo 7 deles.
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1.3 Vértice-particionamentos em ciclos monocromaticos

Em todos os problemas acima, podemos nos questionar se é possivel substi-

Teorema 1.13 (Gyarfés; 11983). Se G' € um grafo completo cujas arestas sao coloridas
de vermelho e azul, entao existem dois ciclos monocromadticos de cores distintas que com-

partilham no mdzrimo um vértice e cobrem todos os vértices de G.

pode ser vértice-particionado em um caminho vermelho P = (rq,...,7) e um ciclo azul
C = (x,b1,...,b,y) de modo que as arestas r1x e ryy sejam vermelhas. Podemos assumir
ainda que o ciclo C' tem tamanho maximo. Agora, observe que as arestas 717, 71y € TsX
nao podem ser todas azuis, pois nesse caso GG poderia ser vértice-particionado no caminho
vermelho (rg,...,75_1) e no ciclo azul (rs,x,b1,...,b;,y,71), 0 qual é maior que C. Dali,

o resultado segue diretamente. O

Novamente observamos que Gyarfas (1983) apresentou um algoritmo capaz nao
s6 de provar a existéncia como também de construir explicitamente em tempo O(n) dois
ciclos satisfazendo as condi¢oes do teorema acima em um grafo completo com n vértices

cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul.

costumava ser conhecido como Conjectura de Lehel, o qual nao permitia a possibilidade

dos ciclos compartilharem um vértice. No entanto, essa conjectura acabou se revelando

provou apenas para alguns tipos especiais de coloracoes. Mais tarde, Luczak, Rodl e

suficientemente grandes. Depois, Allen (2008) também provou o mesmo resultado, mas
com um limite melhor para o tamanho dos grafos. Embora tenham utilizado estratégias
semelhantes, Allen conseguiu melhorar esse limite por ter aplicado o Teorema de Ramsey
enquanto que Luczak, Rodl e Szemerédi aplicaram o Lema da regularidade de Szemerédi.
Finalmente, apenas cerca de trinta anos apds a Conjectura de Lehel ser primeiro citada

por Ayel (1979), Bessy e Thomassé (2010) a transformaram no teorema a seguir por meio

de uma prova elementar e relativamente curta.

Teorema 1.14 (Bessy e Thomassé; 2010). Se G ¢ um grafo completo cujas arestas sao
coloridas de vermelho e azul, entdo G pode ser vértice-particionado em um ciclo vermelho

e um ciclo azul.

Com o teorema acima, Bessy e Thomassé provaram nao sé a Conjectura de
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Lehel como também o caso » = 2 da conjectura a seguir, a qual é uma versao mais forte

Gyarfas, Ruszinké, Sdrkézy e Szemerédi (2011) provaram o caso r = 3 dessa
conjectura em uma versao assintética, a qual permite o(n) vértices descobertos em um
grafo com n vértices. Utilizando esse resultado, eles provaram ainda que 17 ciclos mo-
nocromaticos sao suficientes para vértice-particionar qualquer grafo completo 3-aresta-
colorido suficientemente grande. Mais tarde, Lang, Schaudt e Stein (2015) mostraram
como reduzir esse nimero para 10 com uma ligeira modificagao do método aplicado ori-
ginalmente.

Embora a versao assintética obtida por Gyarfas, Ruszinkd, Sarkozy e Sze-

krovskiy (2014) acabou refutando essa conjectura para todo r > 3 através da construcao
de infinitos contraexemplos.

Para r arbitrario, nao é sequer ébvio que o niimero de ciclos monocromaticos
suficiente para vértice-particionar qualquer grafo completo r-aresta-colorido com n vértices
independe de n. No entanto, Erdos, Gyarfas e Pyber (1991) provaram que esse numero €
de fato uma fungao apenas de r, a qual é O(r?logr). Para grafos suficientemente grandes,

o melhor limite superior conhecido para essa funcao é devido a Gyarfas, Ruszinkd, Sarkozy

Conjectura 1.16. Todo grafo bipartido completo balanceado r-aresta-colorido pode ser

vértice-particionado em no maximo 2r — 1 ciclos monocromdticos.

Schaudt e Stein Q2015D provaram o caso r = 2 dessa conjectura em uma versao
assintdtica, a qual permite o(n) vértices descobertos em um grafo com n vértices. Em
compensagao, essa versao também é valida para grafos k-partidos completos justos, com

k > 3. Dal, utilizando esse resultado, eles provaram o seguinte teorema.

cientemente grande cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul. Se k > 3, entao G
pode ser vértice-particionado em no mdzimo 14 ciclos monocromdticos. Se k = 2, entao

G pode ser vértice-particionado em no mdzrimo 12 ciclos monocromdticos.

ciclos monocromaticos sao suficientes para vértice-particionar qualquer grafo bipartido
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completo balanceado cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul, melhorando assim
nao s6 o numero de ciclos monocromaticos como também o limite para o tamanho do

grafo no caso k = 2 desse teorema. Observe que nosso resultado utiliza apenas um ciclo

Assim como no caso de grafos completos, também nao é 6bvio que existe uma
fungao f(r) tal que f(r) ciclos monocromaticos sao suficientes para vértice-particionar
qualquer grafo bipartido completo balanceado r-aresta-colorido. No entanto, Haxell
(1997) provou que essa funcao de fato existe. Ademais, ela concluiu que essa funcao
é O((rlogr)?) para r suficientemente grande e que f(3) < 1695. Mais tarde, Peng, Rodl
e Ruciniski (2002) afirmaram que o limite superior para f(r) pode ser melhorado para
O(r?log ) substituindo-se um resultado utilizado por Haxell por um resultado obtido por

eles. Para r = 3, Lang, Schaudt e Stein (2015) melhoraram o limite superior para 18.

Para isso, assim como no caso r = 2, eles primeiro provaram uma versao assintotica do

n vértices.

1.4 Coloragoes locais

Um grafo é localmente r-aresta-colorido quando as arestas incidentes em cada
um de seus vértices sao coloridas com no maximo r cores. A despeito dessa restricao,
observe que o nimero total de cores utilizadas para colorir as arestas de um grafo local-
mente r-aresta-colorido pode ser arbitrario. Naturalmente, podemos nos questionar se é

possivel generalizarmos os problemas acima para coloragoes locais.

lizacao da Conjectura de Lehel, i.e. eles provaram que todo grafo completo localmente
2-aresta-colorido pode ser vértice-particionado em 2 ciclos monocromaticos de cores dis-
tintas. Para r arbitrario, eles provaram que O(r?logr) ciclos monocromaticos sao su-

ficientes para vértice-particionar qualquer grafo completo localmente r-aresta-colorido,

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

eles provaram que todo grafo bipartido completo balanceado localmente 2-aresta-colorido
pode ser vértice-particionado em no maximo 3 caminhos monocromaticos. Ademais, eles
provaram que 472 ciclos monocromaticos sao suficientes para vértice-particionar qualquer
grafo bipartido completo balanceado localmente r-aresta-colorido suficientemente grande,

nao s6 generalizando como também melhorando assim os resultados obtidos por Haxell

(1997) e por Peng, Rédl e Ruciniski (2002).



1.3el4

Classe do grafo Niumero de Numero de Numero de
hospedeiro cores caminhos ciclos
2 2 2
Completo 3 3 ] [4,10F
r>4 [r,100r log 7} [r 41,1007 log r}*
2 3 3, 4]
Bipartido 3 [5,18]" 5,18}
r >4 2r — 1,47 [2r — 1,477
Multipartido 2 2 [2, 14]"

Uma udltima referéncia. Para leitores interessados em conhecer mais problemas re-
lacionados com os que apresentamos aqui, recomendamos um artigo recente de um dos
precursores do tema estudado nesta dissertagao: Gyarfas (2016) La, ele aborda diversos
outros tipos de variacoes desses problemas, nas quais outras classes de grafos hospedeiros

sao consideradas e/ou outros tipos de estruturas monocrométicas sao procuradas.

*Limite superior para grafos suficientemente grandes.
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2 O METODO DA REGULARIDADE

Desde que Szemerédi provou o seu famoso Lema da regularidade ha cerca de
quarenta anos, tal ferramenta foi se mostrando cada vez mais importante a medida que
ela foi sendo utilizada para resolver os mais diversos tipos de problemas, dentre os quais
estd o tipo estudado nesta dissertacao. De fato, muitos dos resultados que vimos na Se¢ao
1 foram obtidos a partir de aplica¢oes do Lema da regularidade de Szemerédi e de outras

ferramentas relacionadas a ele. Como um exemplo disso, reproduziremos na Segao 2.2 a

2.1 Preliminares

A fim de enunciarmos o Lema da regularidade de Szemerédi, é preciso estabe-

lecermos algumas defini¢oes. As duas primeiras delas sao as seguintes.

Defini¢ao 2.1. Sejam G um grafo e A, B C V(@) subconjuntos disjuntos. O niimero de
arestas de G que possuem uma extremidade em A e outra em B é denotado por ||A, B]|.

A densidade do par (A, B), denotada por dg(A, B), é o nimero real entre 0 e 1 dado por
|4, B|
|Al|B]-

Defini¢ao 2.2. Sejam G um grafo e A, B C V(G) subconjuntos disjuntos. Dado & > 0,

o par (A, B) é e-regular quando para quaisquer subconjuntos X € A e Y C B com
| X| > elA| e |Y| > ¢|B| vale que |dg(X,Y) — dg(A, B)| < e.

Observe que se (A, B) é um par e-regular em relacdo a um grafo G, entao
(A, B) também é e-regular em relagio ao seu complemento G, uma vez que dz(A, B) =
1—dg(A, B). Além disso, observe que quanto menor for o valor de £, mais uniformemente
serao distribuidas as arestas de um par e-regular.

A 1ltima definicao que precisaremos é a seguinte.

Definig¢ao 2.3. Seja P = {Wy, W1, ..., W;} uma partigao do conjunto de vértices de um
grafo G. Dado ¢ > 0, a particao P é e-reqular quando satisfaz as trés seguintes condigoes.
(i) [Wol < elV(G)I.
(il) |Wh| = ... = |Wy.

(iii) Todos exceto no méximo et? dos pares (W;, W;) com 1 <14 < j <t sao e-regulares.

Observe que se (W;,W;) é um par e-regular de um grafo G, entao (W;, W;)
também é um par &’-regular de G para todo &’ > . Assim, se P é uma particao e-regular
de G, entao P também é uma particao ¢’-regular de G para todo ¢’ > ¢.

Ao longo dos anos, diversas versoes do Lema da regularidade de Szemerédi

foram desenvolvidas a fim de que ele se adequasse as diversas situacoes em que seria
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aplicado. No nosso caso, como pretendemos aplica-lo para grafos multipartidos, sera

conveniente o enunciarmos na seguinte versao.

Lema 2.4 (Lema da regularidade com preparticao). Para quaisquer € > 0 e mg,s € N,
eriste my € N tal que para todo grafo G com pelo menos my vértices e toda parti¢ao
{V1,...,Vi} de seu conjunto de vértices, existe uma particao e-reqular {Wy, Wy, ..., Wi}
de G satisfazendo as duas sequintes condicoes.

(i) mo <t <my.

(i) Para cada i € {1,...,t}, existe j € {1,...,s} tal que W; C V.

Por fim, iremos apresentar um resultado auxiliar que devera ser aplicado depois
que tivermos obtido uma partigao e-regular do grafo através do lema acima. Para isso,

precisaremos das seguintes definigoes.

Definicao 2.5. Seja G um grafo cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul. Um empa-
relhamento vermelho (resp. azul) de G é conero quando estd contido em uma componente

conexa do subgrafo induzido pelas arestas vermelhas (resp. azuis) de G.

Defini¢ao 2.6. Seja P = {W,, Wy,..., W;} uma particao e-regular de um grafo G. O
grafo reduzido de G relativo a P é o grafo que tem {W7, ..., W,;} como conjunto de vértices

e onde W;W; é uma aresta se e somente se o par (W;, W;) é e-regular.

O lema a seguir nos mostra que para encontrarmos ciclos monocromaticos gran-
des em um grafo basta encontrarmos emparelhamentos monocromaticos conexos grandes
em seu grafo reduzido. Esse tipo de abordagem é devida originalmente a Luczak (1999>
Porém, a versao que apresentaremos aqui foi retirada, com algumas adaptagoes, de um
artigo de Benevides (2013).

Lema 2.7. Sejam G um grafo multipartido completo justo cujas arestas sao coloridas de
vermelho e azul, P = {Wy, W1, ..., W;} uma parti¢ao de G que é e-reqular nas duas cores
e refina suas classes de particio e R o grafo reduzido de G relativo a P. Assuma que
as arestas de R sao coloridas de vermelho e azul de modo que para cada aresta vermelha
(resp. azul) W;W; de R vale que a densidade em vermelho (resp. azul) do par (W;, W;) em
G € pelo menos p, onde e/p < 1/20. Dado 0 < A < 1/4, se existem dois emparelhamentos
monocromaticos conexos disjuntos e de cores distintas que cobrem todos exceto no marimo
MV (R)| vértices de R, entdo ezistem dois ciclos monocromdticos disjuntos e de cores

distintas que cobrem todos exceto no mdximo (A + 10¢/p)|V(G)| vértices de G.

2.2 Exemplo de aplicagcao no nosso contexto

Iniciaremos esta secao com um lema simples e bastante 1til, o qual nos mostra
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.....

entao G possui um subgrafo gerador tripartido completo justo.

Prova. A prova é por inducao em k. Para k = 3, o resultado segue trivialmente. Para
k > 4, considere o subgrafo de GG obtido deletando-se as arestas entre suas duas menores
classes de partigdo. Observe que tal subgrafo é (k — 1)-partido completo e justo, pois
caso contrario as duas menores classes de particao de GG juntas conteriam mais da metade
de seus vértices e dai o mesmo se aplicaria também para suas duas maiores classes de
particao juntas, o que é uma contradicdo. Assim, podemos aplicar a hipdtese de inducao

para esse subgrafo, donde o resultado segue. O]

Como pretendemos utilizar o Lema 2.7 adiante, primeiro precisaremos provar

os dois seguintes lemas.

arestas sao coloridas de vermelho e azul, onde n € um natural par. Sejam ainda Vi, Vo e V3
as classes de partigao de G. Dado € > 0, se para cada i € {1,2,3} e cada v € V; vale que
|Vi] > 3en ed(v) > (1—¢)(n—|Vi]), entao existem dois emparelhamentos monocromdticos

conexos disjuntos e de cores distintas que cobrem todos exceto no madxrimo 36en vértices
de G.

Prova. Sejam Mg e Mp dois emparelhamentos monocroméaticos conexos disjuntos e de
cores distintas que cobrem o maior nimero possivel de vértices de G de modo que o
subgrafo G' = G — V(Mg U Mpg) é justo. Digamos que Mg é vermelho e, portanto, que
Mp é azul. Sejam ainda Vi o conjunto de vértices da componente conexa vermelha que
contém Mpg, Vg o conjunto andlogo para a cor azul e V. = V(G) \ (Vg U V3).

Afirmamos que existem [ € {1,2,3} e X € {R, B} para os quais as duas

seguintes condigoes sao satisfeitas.

(i) Vx 2 V(G)\ (VU V).
(i) V2N Vi| < en para todo i € {1,2,3} com i # .

De fato, primeiro suponha que existe [ € {1,2,3} tal que |[V. N V)| > en.
Podemos assumir sem perda de generalidade que [ = 1. Pela condi¢ao imposta pelo
enunciado no grau dos vértices, vemos que todo vértice de G possui menos de en nao-
vizinhos nas classes de particao as quais nao pertence. Dai, como nao podem existir
arestas entre V. e Vg N Vg, segue que (Vg N Vp) C V. Consequentemente, temos que
VonVa| < ene |VoNVs| < en. Como |Va| > 3en, temos que |V \ Vz| > 2en. Dai, podemos
assumir sem perda de generalidade que |V, N V| > en. Observe que nao podem existir
arestas entre Vo N Vg e V3 N Vi, pois caso contrario terfamos (Vz N Vg) N (Vo U V3) # 0.
Dai, vemos que (V3 \ V.) C Vp. Invertendo os papéis de V, e V3, vemos também que

(Vo \ V) € Vp. Assim, temos que as condigoes (i) e (ii) sdo satisfeitas para [ = 1 e
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X =B8B.

Agora suponha que |Vz NV;| < en para todo i € {1,2,3}. Se |V(G")| > 36¢en,
entao temos que suas duas maiores classes de particao V{ e V; contém mais de 9en vértices
cada. Dal, pela condicao imposta pelo enunciado no grau dos vértices, temos que o grau
médio de G[V{ U V3] é maior que 8en. Podemos entao assumir sem perda de generalidade
que o grau médio do subgrafo de G[V] U V;] induzido pelas arestas vermelhas é maior que
4en. Aplicaremos para esse subgrafo um fato bastante conhecido que diz que todo grafo
H possui um subgrafo H’ cujo grau minimo é pelo menos metade do grau médio de H.
Assim, obtemos dois subconjuntos Uy C V] e Uy C Vj tais que o grau minimo do subgrafo
de G[U; U Us] induzido pelas arestas vermelhas é maior que 2en. Em particular, temos
que Uy e Uy contém mais de 2en vértices cada. Pela maximalidade de Mg e pelo fato de
que o subgrafo G’ — V(e) é justo para toda aresta vermelha e entre U; e Uy, temos que
as arestas entre U; U Us e Vi sao azuis. Em particular, as arestas entre U; U U e algum
x € Vg N Vg fixo sao azuis. Podemos assumir sem perda de generalidade que U; C V;
e que z ¢ Vi. Como |U;| > 2en, temos que x possui mais de en vizinhos em U;, donde
segue que |V; N Vp| > en. Dai, vemos que V(G) \ (V- U V;) C Vp. Assim, temos que as
condigoes (i) e (ii) sao satisfeitas paral=1e X = B.

Em todo caso, nossa afirmacao segue e portanto podemos assumir sem perda
de generalidade que as condigoes (i) e (ii) sao satisfeitas paral=1e X = B.

Agora, sejam V! = V. \ V] e Mj; um emparelhamento azul que cobre o maior
nimero possivel de vértices de G — V! de modo que o subgrafo G” = G — V(M) é justo.
Por (i), sabemos que M} é conexo. Pela maximalidade de M}, se e é uma aresta azul de
G" — V!, entao o subgrafo G” —V (e) nao ¢ justo. Isso significa que ambas as extremidades
de e nao pertencem a maior classe de particao de G” e que tal classe de particao contém
metade dos vértices de G”. Assim, vemos que as arestas de G” — V. sao todas vermelhas
ou G” possui um subgrafo gerador bipartido balanceado H tal que toda aresta azul de H
é incidente em algum vértice de V.. Dal, seja M} um emparelhamento conexo vermelho
que cobre o maior nimero possivel de vértices de G” — V! ou de H — V! de modo que o
subgrafo G" = G" =V (Mp) ou G" = H — V(M},) é justo. Seja ainda xy € M}, e observe
que as arestas entre {z,y} e G"” — V! sdo vermelhas. Dai, suponha por contradigdo que
|[V(G")| > 36en. Nesse caso, temos que as duas maiores classes de particao de G contém
mais de 9en vértices cada. Dai, por (ii) e pela condigdo imposta pelo enunciado no grau
dos vértices, vemos que as vizinhancas de x e de y nas duas maiores classes de particao de
G"" — V! sado grandes o suficiente para induzir pelo menos uma aresta, a qual é vermelha.

Assim, pela maximalidade de My, obtemos uma contradi¢ao. Logo, o resultado segue. [

cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul. Assuma que a coloragcao de G ndao € split.

Sejam ainda Vi e Vy as classes de particio de G. Dado € > 0, se para cada v € V(G)
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vale que d(v) > (1 —e€)n/2, entdo existem dois emparelhamentos monocromdticos conezos

disjuntos e de cores distintas que cobrem todos exceto no mdximo 6en vértices de G.

Prova. Sejam Mpg e Mp dois emparelhamentos monocroméaticos conexos disjuntos e de
cores distintas que cobrem o maior nimero possivel de vértices de G. Digamos que
Mp é vermelho e, portanto, que Mp é azul. Sejam ainda Vy o conjunto de vértices da
componente conexa vermelha que contém Mpg, Vp o conjunto anadlogo para a cor azul
e V. = V(G)\ (Vg UVp). Dividiremos o restante da prova em dois casos. Mas antes,
observamos que, pela condi¢ao imposta pelo enunciado no grau dos vértices, todo vértice
de G possui menos de en nao-vizinhos na classe de particao a qual nao pertence.

No primeiro caso, suponha que

|Vi \ Vx| > 2en para todo i € {1,2} e todo X € {R, B}. (2.1)

Podemos assumir sem perda de generalidade que existe z € (VxR N Vg) N Vs.

Dai, como nao podem existir arestas entre x e V. NV}, temos que

V.nVi| < en. (2.2)

Como nao podem existir arestas entre Vg \ Vg e Vg \ Vg, temos que existem
jg € {12} eY € {R,B} tais que |V; N (Vy \ V)| < en, onde Z € {R, B} ¢é tal que
Y # Z. Em outras palavras, temos que |V} \ (V. U Vz)| < en. Por (2.1), isso implica que
[V-NVj| > en. Por (2.2), vemos entao que j = 2. Dali, segue que (VgNV5)NV; = 0. Assim,
temos que V; \ V. pode ser particionado nos subconjuntos Vig = Vg \ Vg e Vig = Vg \ Vi.
Por (2.1) e (2.2), vemos que Vi e Vip contém mais de en vértices cada, donde segue que
Vo \ Vo = VgNVp. Dai, observe que as arestas entre V5 \ V. e Vg sdo vermelhas, enquanto
que as arestas entre V5 \ V. e Vip s@o azuis. Pela defini¢ao de V., observe ainda que as
arestas entre V. NV, e Vig sao azuis, enquanto que as arestas entre V. NV, e Vip sao
vermelhas. Dai, vemos que V. NV} # (), pois caso contrario a coloracao de G seria split.
Como nao podem existir arestas entre V.N'V; e Vo \ Vo = VR N Vg, temos que |V \ VZ| <
en. Assim, podemos encontrar facilmente dois emparelhamentos monocromaticos conexos
disjuntos e de cores distintas que cobrem todos exceto no méaximo 6en vértices de G.

No segundo caso, suponha que existem ¢ € {1,2} e X € {R, B} tais que o
conjunto V/ = V; \ Vx contém no maximo 2en vértices. Podemos assumir sem perda de
generalidade que i = 1 e X = B. Dal, seja M um emparelhamento azul que cobre o
maior numero possivel de vértices de G — V/. Observe que My ¢é conexo e que todas as
arestas de G — (V) U V(Mp)) sdo vermelhas. Assim, podemos encontrar facilmente um

emparelhamento conexo vermelho M}, que cobre todos exceto no maximo 4en vértices de

G —V(My). O

Agora, ja temos todas as ferramentas necessarias para provarmos o resultado
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em que o método da regularidade sera diretamente aplicado. Porém, precisaremos ainda

da seguinte definicao.

Definicao 2.11. Seja G um grafo multipartido com n vértices cujas arestas sao coloridas
de vermelho e azul. A coloracao de G é §-préoxima de uma coloragao split quando é
possivel fazer com que G seja bipartido e sua coloragao seja split deletando-se no méaximo

on? arestas de G.

O teorema a seguir é uma versao aproximada do problema de vértice-particio-

nar grafos multipartidos completos justos 2-aresta-coloridos em ciclos monocromaticos.

_____

grafo k—partzdo completo justo G com n vértices, onde k 2 2 en > ng, cujas arestas sao
coloridas de vermelho e azul vale o sequinte: se a colorac¢ao de G nao € d-proxima de uma
coloracao split, entdo existem dois ciclos monocromdticos disjuntos e de cores distintas

que cobrem todos exceto no mdximo on vértices de G.

Prova. Dado § > 0, podemos aplicar o Lema 24 com parametros ¢ < ¢% (i.e. ¢ sufici-
entemente menor que %), mg = 1/e e s =2 ou s = 3 a fim de obtermos dois valores de
my, dentre os quais tomamos o maior. Dal, seja G um grafo k-partido completo justo
com n vértices, onde k > 2 e n > my, cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul.
Dividiremos o restante da prova em trés casos.

No primeiro caso, suponha que k£ = 2. Dai, sejam V; e V5 as classes de particao
de G. Pelo Lema 2.4; sabemos que existe uma particao P = {Wy, Wy,..., W;} de G que é
e-regular nas duas cores, refina {V}, V4} e satisfaz mg <t < my. Observe que |W;| < n/t
et > (1—¢e)n/|Wi| > /en/|Wi|. Dai, seja R o grafo reduzido bipartido de G relativo a
P. Como P é e-regular, sabemos que existem no méximo £t? nao-arestas entre as classes
de parti¢ao de R. Dai, vemos que existem no mdximo /et vértices de R que possuem
pelo menos /et nao-vizinhos na classe de parti¢ao a qual nao pertence. Assim, podemos
deletar no méximo /et vértices de R de modo que todo vértice do subgrafo obtido R’
possua menos de /et ndo-vizinhos na classe de partigao a qual ndo pertence. Sejam U] e

Ul as classes de partigdo de R'. Para cada i € {1,2}, observe que

Vil —en
|||W1| — et > Vi |—2\/'13

Vil
> U] 2 WA

Wil

Podemos assumir sem perda de generalidade que U7 é a maior classe de partigao

de R'. Como G é balanceado, segue que

il _ Vol
AR

Uil < | < |U3| + 2vet.

Dai, podemos deletar no maximo 24/ct vértices de R’ de modo que o subgrafo
obtido R” seja balanceado. Seja t” = |V (R")|. Observe que t > t" > (1 — 3\/e)t > 2t/3.
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Dai, temos que para cada v € V(R") vale que d(v) > t"/2 — /et > (1 —3y/e)t" /2. Agora,
podemos colorir as arestas de R” de vermelho e azul de modo que para cada aresta
vermelha (resp. azul) W; W, de R” valha que a densidade em vermelho (resp. azul) do par
(Wi, W;) em G ¢ pelo menos §/2. Dal, assuma que a colora¢ao de G nao é §-préxima de
uma coloragao split. A despeito disso, observe que a coloragao de R” ainda pode ser split.
Se esse for o caso, observe também que basta mudarmos a cor de uma tnica aresta de R”
para que sua coloracgao deixe de ser split. Dali, afirmamos que existe pelo menos uma aresta
W;W,; de R" tal que a densidade do par (W;, W;) em G é pelo menos d/2 em ambas as cores.
De fato, caso contrério, seja G’ o subgrafo de G obtido tomando-se apenas as arestas da
cor majoritdaria de cada par (W;, W;) de G tal que W; W, é uma aresta de R”. Dal, observe
que a coloragao de G’ é split e que |E(G) \ E(G")| < en? + (et? + 3/et? + 126 /2)|W1|* <
en® + (et? + 3/et*> + 126/2)(n/t)* = (2 + 3v/e + §/2)n* < dn?, uma contradigao. Assim,

podemos assumir que a coloragao de R” nao é split. Dai, pelo Lema 2.10, sabemos
que existem dois emparelhamentos monocromaticos conexos disjuntos e de cores distintas
que cobrem todos exceto no méximo 18,/ct” vértices de R”. Observe que esses dois
emparelhamentos cobrem todos exceto no méaximo 214/et vértices de R. Daf, pelo Lema
2.7, temos que existem dois ciclos monocrométicos disjuntos e de cores distintas que
cobrem todos exceto no maximo (21/¢ + 20e/0)n < on vértices de G.

Para os dois 1iltimos casos, iremos considerar que k > 3. Dai, podemos aplicar
o algoritmo da prova do Lema 2.8 a fim de obtermos um subgrafo gerador tripartido
completo justo G de G. Sejam Vi, V5 e V3 as classes de particao de é, onde |V| > V3| >
V3.

No segundo caso, suponha que |V3| < dn/4. Como G é justo, temos que
V4| < |Va| 4 dn/4. Dai, seja G’ um subgrafo bipartido completo balanceado de G obtido
deletando-se os vértices de V3 e | V1| —|Va| vértices de V4. Observe que deletamos no méaximo
dn/2 vértices de G. Pelo algoritmo da prova do Lema 2.8, observe ainda que V; e V5 sdo
classes de particao originais de G. Assim, temos que |E(G) \ E(G")| < dn?/2. Agora,
assuma que a coloracao de GG nao é d-proxima de uma coloracao split. Dai, afirmamos
que a coloragao de G’ nao é ¢/2-préxima de uma coloragao split. De fato, caso contrario,
poderfamos deletar no maximo dn?/2 arestas de G’ de modo que a coloracao do subgrafo
obtido G” fosse split. Dai, terfamos que |E(G) \ E(G")| < én?/2 + én*/2 = dn?, uma
contradicao. Assim, pelo caso anterior, sabemos que existem dois ciclos monocromaticos
disjuntos e de cores distintas que cobrem todos exceto no maximo on/2 vértices de G'.
Dai, temos que esses dois ciclos cobrem todos exceto no méaximo én/2+dn/2 = on vértices
de G.

No terceiro caso, suponha que |V3] > én/4. Pelo Lema 2.4, sabemos que
existe uma partigao P = {Wy, Wy,..., W;} de G que é e-regular nas duas cores, refina
{V1, Vo, V3} e satisfaz my < t < my. Observe que n/|Wi| >t > (1—e)n/|Wy| > /en/|Wi|.

Dai, seja R o grafo reduzido tripartido de G relativo a P. Como P é e-regular, sabemos
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que existem no méaximo et? nao-arestas entre as classes de particao de R. Dai, vemos
que existem no maximo 4/t vértices de R que possuem pelo menos /et nao-vizinhos nas
classes de particao as quais nao pertence. Assim, podemos deletar no maximo /et vértices
de R de modo que todo vértice do subgrafo obtido R’ possua menos de /et nao-vizinhos
nas classes de particdo as quais nao pertence. Sejam Uy, U} e Uj as classes de partigao de

R'. Para cada i € {1,2,3}, observe que

Vil
W] =

Podemos assumir sem perda de generalidade que U7 é a maior classe de partigao

Vil —en
Al

—\/_t>‘ ’—2\/}

U/
= Uil = Wi

de R'. Como G é justo, segue que

VAl _ [Val + Vil

U/l <
S A

< |Us| + |Us| + 4+/zt.

Dai, podemos deletar no maximo 44/ct vértices de R de modo que o subgrafo
obtido R” seja justo e possua um nimero par de vértices. Sejam t” = |V(R")| e Uy, Uy
e U} as classes de particao de R”. Observe que t > t” > (1 — 5\/e)t. Como R" é justo,
observe ainda que para cada i € {1,2,3} vale que t" — |U/'| > t"/2 > (1 — 5/e)t/2 > t/3.
Dai, temos que para cada ¢ € {1,2,3} e cada v € U/ vale que d(v) > t" — |U/| — /et >
(1 —=3y2)(t" = |U/|). Ademais, temos que

Vil
WA

U1 = |U;| =

4|W | — 6v/et > (5/4 — 6+/2)t > 9/et.

Agora, podemos colorir as arestas de R” de vermelho e azul de modo que para
cada aresta vermelha (resp. azul) W;W; de R" valha que a densidade em vermelho (resp.
azul) do par (W;, W;) em G ¢é pelo menos 1/2. Dai, pelo Lema 297 sabemos que existem
dois emparelhamentos monocroméaticos conexos disjuntos e de cores distintas que cobrem
todos exceto no méaximo 108,/ct” vértices de R”. Observe que esses dois emparelhamentos
cobrem todos exceto no méaximo 1134/et vértices de R. Dali, pelo Lema 27, temos que
existem dois ciclos monocromaticos disjuntos e de cores distintas que cobrem todos exceto
no méximo (1134/z + 20e)n < dn vértices de G. O

Observe que se G é um grafo bipartido completo balanceado com n vértices cuja
coloragao é o-préxima de uma coloracgao split, entao existem trés ciclos monocromaticos

disjuntos que cobrem todos exceto no méximo 14v/dn vértices de G. De fato, pela De-

subgrafo obtido G’ seja split. Ademais, podemos deletar no méximo v/on vértices de cada
classe de particao de G' de modo que cada vértice do subgrafo obtido G” possua menos

de v/dn néo-vizinhos na classe de particdo & qual nio pertence. Dai, podemos vértice-
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particionar G” em no méximo trés subgrafos bipartidos balanceados monocromaticos. Por
fim, podemos encontrar em cada um desses subgrafos um ciclo monocromatico que cobre

todos exceto no méaximo 4v/on de seus vértices.

sera preciso reservamos primeiro subgrafos que possuam a propriedade descrita na seguinte

definicao.

Definicao 2.13. Um grafo bipartido balanceado H com 2n vértices é c-hamiltoniano
quando todo subgrafo bipartido balanceado de H com pelo menos (1 — £)2n vértices é

hamiltoniano.

dois lemas abaixo. O primeiro nos garantira a existéncia de subgrafos e-hamiltonianos

suficientemente grandes. O segundo nos permitird utilizar esses subgrafos para cobrir os

todo grafo bipartido balanceado com pelo menos 2n vértices, onde n > ng, € pelo menos

yn? arestas possui um subgrafo v /4-hamiltoniano com pelo menos v3°*4/7n /3 vértices.

(81”)8% vale o sequinte: se G é um grafo bipartido completo

r-aresta-colorido cujas classes de particao contém n e m vértices respectivamente, entao

quaisquer n > ng e m <

existem 2r ciclos monocromdticos disjuntos que cobrem todos os m wvértices da menor

classe de particao de G.

Finalmente, podemos provar o resultado que haviamos prometido.

arestas sao coloridas de vermelho e azul. Pelo Lema 2.8, podemos assumir que 2 < k < 3.
Dai, sejam Vi, V5 e, possivelmente, V3 as classes de particao de G, onde |Vi| > |Va| > |V3].

§ = 2712302 Por questoes técnicas, dividiremos o restante da prova em

Ademais, tome
trés casos.

No primeiro caso, suponha que

Vil < [Va| + |Va] — on. (2.3)

Observe que nesse caso |V3| > dn e, portanto, G é tripartido. Dai, para cada
indice i € {1,2,3}, tome subconjuntos disjuntos U, U¥ C V; com |dn/4] vértices cada,

onde j e k sao os outros dois indices. Agora, seja G; = G[U;, U}]. Assumindo que n é

induzido pelas arestas da cor majoritaria a fim de obtermos um subgrafo monocromatico
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26053 vértices em cada uma de suas classes

1/8-hamiltoniano H; de G; com pelo menos on/
de particao W} e W{. Dai, seja H = G — U?:1 V(H;). Por (2.3) e pelo tamanho dos sub-
conjuntos U! tomados inicialmente, observe que H ¢ justo e que cada uma de suas classes
de parti¢ao contém pelo menos dn/2 vértices. Dai, tome § = §/2°118. Assumindo que n é

suficientemente grande, sabemos que a coloracao de H nao é ¢’-préxima de uma coloracao

disjuntos que cobrem todos exceto no maximo §'n vértices de H. Dai, seja X o conjunto
dos vértices de H que nao foram cobertos por esses dois ciclos monocrométicos. Se | X|
é impar, entao podemos tomar um dos vértices de X como um ciclo monocromatico, de
modo que o numero de vértices descobertos de H se torna par. Assim, assumiremos de
agora em diante que | X| é par. Sem perda de generalidade, podemos assumir ainda que
| X N V3 > max{|X NVi|,|X NV;5|}. Nesse caso, podemos particionar X em dois sub-
conjuntos de mesmo tamanho X; e X5 de modo que X NV, C X; e X NV, C X,. Dai,

observe que | X;| < d'n/2 = on /251 < |W3|/16%*. Assumindo que n ¢é suficientemente

ciclos monocromaticos disjuntos que cobrem todos os vértices de X; e | X;| vértices de
W3. Analogamente, podemos obter 4 ciclos monocrométicos disjuntos que cobrem todos
os vértices de X, e | X;| vértices de W3. Dali, como Hz é 1/8-hamiltoniano, sabemos que
os vértices restantes de Hs podem ser cobertos por um ciclo monocromatico. Ademais,
como H; e Hy também sdo 1/8-hamiltonianos, sabemos que H; e Hy possuem um ciclo
monocromatico hamiltoniano. Logo, concluimos que G pode ser vértice-particionado em
no maximo 14 ciclos monocromaéticos.

No segundo caso, suponha que G ainda ¢ tripartido mas (2.3) nao ¢é satisfeita.

Temos entao que

Vi > [Va] + V5] — dn. (2.4)

Tome um subconjunto X C V3 com |Va|+|V3| —| V4| vértices. Por (2.4), observe
que | X| < dn. Dali, seja G’ o grafo bipartido completo balanceado cujas classes de partigao
sao Vi e Vi = VLU (V3 \ X). Tome subconjuntos Uy C Vi e Uy C V, com [n/4] vértices

cada. Dai, seja G = G[U,U;]. Assumindo que n é suficientemente grande, podemos

majoritaria a fim de obtermos um subgrafo monocromatico 1/8-hamiltoniano H; de Gy

20052 vértices em cada uma de suas classes de particao W, e Ws. Dali,

com pelo menos n/
proprio teorema, sabemos que se n é suficientemente grande, entao existem no méaximo
trés ciclos monocromaéticos disjuntos que cobrem todos exceto no maximo 14v/n vértices
de H. Dai, seja X’ o conjunto dos vértices de H que nao foram cobertos por esses trés

ciclos monocrométicos. Observe que |X'| é par. Dai, se |X| é impar, entdo podemos
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tomar um dos vértices de X como um ciclo monocromatico, de modo que o niimero de
vértices descobertos de G — V/(H;) se torna par. Assim, assumiremos de agora em diante
que |X U X'| é par. Nesse caso, podemos particionar X U X’ em dois subconjuntos de
mesmo tamanho X; e X3 de modo que (X UX')NV; C X; e (XUX')NVy C X, Dal,
observe que |Xi| < 8/0n = n /26148 < |W,|/16%*. Assumindo que n é suficientemente
ciclos monocromaticos disjuntos que cobrem todos os vértices de X; e |X;| vértices de
W5. Analogamente, podemos obter 4 ciclos monocromaticos disjuntos que cobrem todos
os vértices de Xy e |Xs| vértices de Wi. Dai, como H; é 1/8-hamiltoniano, sabemos
que os vértices restantes de H; podem ser cobertos por um ciclo monocromatico. Logo,
concluimos que G pode ser vértice-particionado em no méaximo 13 ciclos monocromaticos.

No terceiro e ultimo caso, suponha que G é bipartido. Dai, observe que po-
demos proceder exatamente como no caso anterior, mas com a vantagem de sabermos
que X = () e, portanto, que | X U X’| é par. Assim, podemos evitar um dos ciclos mono-
cromaticos obtidos anteriormente. Logo, concluimos que G pode ser vértice-particionado

em no maximo 12 ciclos monocromaéticos. O
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3 ALGUMAS CONTRIBUICOES

Esta secao ¢ dedicado a apresentacao de alguns resultados originais obtidos

pelo autor durante a preparacao dessa dissertacao.

3.1 Completando uma prova de Gyarfas e Lehel

Nesta se¢ao, apresentaremos uma prova para o Teorema1.6.que é uma extensao

estratégia utilizada por eles, provaremos de forma equivalente o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Seja G um grafo bipartido completo balanceado cujas arestas sao coloridas

de vermelho e azul. Se G nao possui um caminho simples hamiltoniano, entao a coloragao
de G € split.

Prova. Seja P = (rg,...,11,2,b1,...,b) um caminho simples de tamanho méximo de G,
onde x € seu ponto médio e r, e b; sao suas extremidades vermelha e azul respectivamente.

Se P nao é hamiltoniano, entao temos os trés seguintes casos para analisar.

(A) Suas extremidades pertencem a classes de particao distintas. (Veja a Figura 5’1 )
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Figura 3.1: Caso (A).

Como G ¢ balanceado, sabemos que existe pelo menos um vértice que nao pertence
a P em cada classe de parti¢cao. Dal, seja y ¢ V(P) um vértice que pertence a classe
de particao diferente da de x. Podemos assumir sem perda de generalidade que a
aresta xy é vermelha. Dai, o caminho simples (y,x,r1,...,7s,b;,...,b1) é maior que

P, uma contradicao.

(B) Suas extremidades e seu ponto médio pertencem a mesma classe de particao. (Veja
a Figura'3.2.)

Seja y ¢ V(P) um vértice que pertence a outra classe de particdo. Podemos assumir
sem perda de generalidade que a aresta zy é vermelha. Dai, o caminho simples

(rsy. oy 71,2,Y, b, ..., by) é maior que P, uma contradigao.
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Figura 3.2: Caso (B).

(C) Suas extremidades pertencem a mesma classe de particdo e seu ponto médio pertence

a outra. (Veja a Figura'5.3.)

s r by by

Figura 3.3: Caso (C).

Sejam X e Y as classes de particao de G. A fim de provarmos que a coloragao de G é
split, definiremos a seguir conjuntos X7, X, Y] e Y5 satisfazendo todas as condig¢oes
da Definigao 1.4. Para isso, iremos assumir sem perda de generalidade que = € X.

Primeiramente, sejam X; = XNV(P), Y] = YNV (Pg) e Yy = YNV (Pp). Queremos
mostrar que as arestas entre X; e Y] sao vermelhas, enquanto que as arestas entre

X e Yy sao azuis. De fato, a aresta ryz é vermelha, pois caso contrério o caminho

simples (r1,...,7s, x,b1,...,b) satisfaria o caso (B), com ponto médio ry. Dai, temos
que

para cada r; € X, a aresta r;b; é azul, (3.1)
pois caso contrario o caminho simples (7;_1,...,71,Z,Ts, ..., T;, b, ..., by) satisfaria o

caso (B), com ponto médio b;. Agora, suponha por contradigdo que a aresta r;z é

azul para algum r; € Y/ fixo, com 1 < j < s. Dai, seja y € X \ V(P). Temos que

para cada r; € Y/, a aresta yr; é azul, (3.2)

pois caso contrario o caminho simples (y,7;,...,71,2,7rs,...,Tit1,b1,...,b;) seria
maior que P. Em particular, sabemos por (3.1) que a aresta r;_1b; é azul e por
(3.2) que as arestas yry e yr; também sao azuis. Dai, vemos que G[V(P) U {y}]
pode ser vértice-particionado em um caminho vermelho de tamanho par e um ciclo
simples cujos caminhos vermelho e azul também tém tamanho par, a saber no ca-

minho vermelho (7j41,...,7,) € no ciclo simples cujos caminhos vermelho e azul sao
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(r1,...,m-1) e (r1,y,75, 2, b1, ..., by, 7—1) respectivamente. Agora, considere uma
tal vértice-particao P de G[V(P) U {y}] em que o tamanho do caminho azul do
ciclo simples é maximo. Sejam (uq,...,u;) o caminho vermelho e (vy,...,v;) e
(v, w1, ..., Wy, v1) respectivamente os caminhos vermelho e azul do ciclo simples
de P (veja a Figura 34) Como todos os caminhos tém tamanho par, sabemos que
cada um deles possui uma extremidade em cada classe de particao de G. Sem perda
de generalidade, podemos assumir entao que u; e v; pertencem a mesma classe de
particao e, portanto, que uy e v; pertencem a outra. As arestas u,v; € uiv; nao po-
dem ser ambas azuis, pois nesse caso G[V (P) U {y}] poderia ser vértice-particionado
no caminho vermelho (vg,...,v,_1) e no ciclo simples (uy, ..., Ug, V1, Wy, - . ., W1, V),
cujo caminho azul é maior do que o do ciclo simples de P. Sem perda de gene-
ralidade, podemos assumir entao que a aresta uiv; é vermelha. Dai, o caminho
simples (uy, ..., ug, U1, ..., 0, W1, ..., Wy) é maior que P, uma contradi¢ao. Logo,
para cada r; € Y/, a aresta r;xz é vermelha. Analogamente, para cada b, € Y, a
aresta b;x é azul. Em outras palavras, acabamos de mostrar que as arestas entre x
e Y/ sao vermelhas, enquanto que as arestas entre z e Y sao azuis. Ademais, sabe-
mos por (31) que cada r; € X7 é o ponto médio de um caminho simples @) tal que
X1 =XnV(@Q),Y =YNV(Qr) e Y] =Y NV(Qp), a saber do caminho simples
Q= (ric1,... 71,2, 7s,. .., 75 b, ..., b1). Analogamente, sabemos que cada b; € X;
também é o ponto médio de um caminho simples com tal propriedade. Dai, podemos
concluir que as arestas entre X; e Y] sdo vermelhas, enquanto que as arestas entre

X1 e Y] sdo azuis, como queriamos.

Uy Ug
T @ rsmmsmmzmas ¢ o ¢ mmsmmsmsszas @ ussssnnnnnnnnnn Y
’Ul [ ............... @uusnmmmmEEEE ¢ ¢ ¢ mmmEmEEEEEEE @rssazzsunnnnuns ’Ul
w1y W

Figura 3.4: A vértice-parti¢ao P de G[V(P) U {y}].

Agora, sejam Xy = X \ V(P), Y/ = {2z € Y \ V(P): a aresta xz é vermelha} e

Y ={w e Y\V(P): aaresta zw ¢ azul}. Por (3.2), sabemos que para cada y € X
e cada r; € Y/, a aresta yr; é azul. Analogamente, para cada y € X, e cada b; € Y3,
a aresta yb; é vermelha. Para cada y € X, e cada z € Y/, a aresta yz é azul,
pois caso contrario o caminho simples (y, z,x,71,...,7s,ba, ..., b;) seria maior que
P. Analogamente, para cada y € X5 e cada w € Yy, a aresta yw é vermelha. Para
cada z € Y/ e cada r; € X1, a aresta r;z é vermelha, pois caso contrario o caminho
simples (T, ..., 741, iz2, ..., 71, T, 2,73, b1, ..., by) satisfaria o caso (B), com ponto

médio z. Analogamente, para cada w € Yy e cada b; € X1, a aresta b;w ¢é azul. Para
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cada z € Y/ e cada b; € X1, a aresta b;z é vermelha, pois caso contrario o caminho
simples (7s,...,7r1, %, 2,b;,...,b1,bi19,...,b;) satisfaria o caso (B), com ponto médio
z. Analogamente, para cada w € Yy’ e cada r; € X, a aresta r;w é azul.
Assim, temos que os conjuntos X, Xo, Y7 = Y/UY/ e Y, = YJUY) satisfazem todas
as condigoes da Defini¢ao 1.4, donde segue que a coloragao de G é split.

]

3.2 Vértice-particionando grafos bipartidos completos balanceados 2-aresta-

coloridos

Nesta secao, provaremos que todo grafo bipartido completo balanceado cujas

arestas sao coloridas de vermelho e azul pode ser vértice-particionado em no méximo

analisaremos dois casos separadamente dependendo se a coloragao do grafo é split ou nao.
O caso em que a coloragao do grafo é split é bem mais simples de ser provado.
De fato, o lema a seguir nos mostra que na verdade 3 ciclos monocrométicos ja sao

suficientes para esse caso.

Lema 3.2. Seja G um grafo bipartido completo balanceado cujas arestas sao coloridas de
vermelho e azul. Se a coloracao de G € split, entao G pode ser vértice-particionado em

no maximo 3 ciclos monocromdticos.

Prova. Sejam X e Y as classes de particao de G. Como a coloracao de G é split, sabemos
que existem conjuntos X, Xy, Y] e Y5 que satisfazem todas as condig¢oes da Defini¢ao
1.4. Podemos assumir sem perda de generalidade que |X;| > |Y;|. Como |X| = |V,
temos que | X1| — |Y1| = |Y2| — | X3 e, portanto, |X3| < |Ya|. Dai, vemos que G pode ser
vértice-particionado em um ciclo vermelho que cobre todos os vértices de Y; e |Y]| vértices
de X1, um ciclo vermelho que cobre todos os vértices de X5 e | X5| vértices de Y5 e um

ciclo azul que cobre todos os vértices restantes de X, e Y5. O

Para o caso em que a coloracao do grafo nao é split, nossa estratégia se divide
nas duas seguintes etapas. Primeiro, aplicamos o Coroldrio 1.7 para esse grafo a fim
de obtermos uma particao de seu conjunto de vértices em um caminho monocromatico
e um ciclo monocroméatico. Depois, provamos que o subgrafo induzido pelo caminho
monocromatico da particao obtida pode ser vértice-particionado em no méaximo 3 ciclos

monocromaticos.

Por completude, comegaremos provando o Coroldrio 1.7

Prova do Coroldrio 1.7. Seja G um grafo bipartido completo balanceado cujas arestas sao

coloridas de vermelho e azul. Pelo Teorema 1.6, sabemos que se a coloracao de G nao é
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split, entdo G possui um caminho simples hamiltoniano, digamos P = (rs,...,r1,2,by,. ..,
by), onde x é seu ponto médio e ry e b; sdo suas extremidades vermelha e azul respec-
tivamente. Podemos assumir que o tamanho de Pr é méximo. Dai, primeiro supo-
nha que x e b, pertencem a classes de particao distintas. Temos entao que a aresta
xby é azul, pois caso contrario o subcaminho vermelho do caminho simples hamiltoni-
ano (rg,...,ry, T, by, ..., by) seria maior que Pg. Assim, vemos que G pode ser vértice-
particionado no caminho vermelho (rs,...,7) e no ciclo azul (x,by,...,b;). Agora,
suponha que z e b, pertencem a mesma classe de particao. Como G é balanceado,
observe que r, pertence a outra classe de particao. Temos entao que a aresta ryb;
é azul, pois caso contrario o subcaminho vermelho do caminho simples hamiltoniano
(by,rsy ... m1,2,b1,...,b,_1) seria maior que Pg. Dali, se a aresta r,x também é azul,
entdo G pode ser vértice-particionado no caminho vermelho (r_1,...,71) e no ciclo azul
(rs,x,b1,...,b). Por outro lado, se a aresta rsxr é vermelha, entdo G pode ser vértice-
particionado no ciclo vermelho (7, ..., 71, 2) e no caminho azul (by, ..., b;). Em todo caso,

o resultado segue. O

O lema a seguir nos d& o outro resultado que precisamos.

Lema 3.3. Seja G um grafo bipartido completo balanceado cujas arestas sao coloridas de
vermelho e azul. Se G possui um caminho hamiltoniano monocromdtico, entao G pode

ser vértice-particionado em no mazrimo 3 ciclos monocromdticos.

A prova desse lema é bem mais elaborada e envolve uma série de resultados

Por fim, formalizaremos o resultado principal desta secao no seguinte teorema.

Teorema 3.4. Se G ¢ um grafo bipartido completo balanceado cujas arestas sdo colo-
ridas de vermelho e azul, entao G pode ser vértice-particionado em no mdzximo 4 ciclos

monocromdaticos.

Prova. Pelo Lema 3.2, podemos assumir que a coloragdo de G nao é split, pois caso
contrario nao haveria mais nada a fazer. Dai, pelo Coroldrio 1.7, sabemos que G pode
ser vértice-particionado em um caminho monocromatico P e um ciclo monocromatico.
Pelo Lema 3.3, sabemos ainda que G[V'(P)] pode ser vértice-particionado em no maximo

3 ciclos monocromaticos. Logo, o resultado segue. O

3.2.1 Prova do Lema 3.3

Ao longo desta secao, iremos lidar com grafos bipartidos completos balancea-

dos cujas arestas sao coloridas de vermelho e azul que possuem um caminho hamiltoniano
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monocromatico. Assim, a fim de evitarmos repeticoes exaustivas, serd conveniente esta-

belecermos a seguinte definicao.

Definicao 3.5. Um grafo bipartido completo balanceado com 2n vértices cujas ares-
tas sao coloridas de vermelho e azul é um grafo zigzag vermelho quando suas clas-
ses de particio sao X = {z1,...,z,} e Y = {y1,...,y,} e o caminho hamiltoniano

P = (x1,Y2, %3, ..., Y3, T2,41) é vermelho. (Veja a Figura3.5.)
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Figura 3.5: O caminho hamiltoniano vermelho P = (x1, s, x3,...,Ys,

x9,y1) de um grafo zigzag vermelho com 2n vértices.

Para todo k < n, definiremos ainda os conjuntos X = {z1,..., 2%}, Yi =
{vi, k), Sk =Xk UYj e Sp =Sy, \ Sk

Além dessas e de outras definigoes que aparecerao adiante, iremos estabele-
cer também alguns fatos simples que nos auxiliarao nas provas dos resultados principais
desta secao. Tais fatos serao apenas enunciados como observagoes, uma vez que eles sao
imediatos ou podem ser facilmente verificados.

A primeira observacao que faremos é a seguinte.

Observagao 3.6. Seja G um grafo zigzag vermelho com 2n vértices. Para ¢ < n, temos

que:

(a) se a aresta x;y; é vermelha, entdo o subgrafo G [Sf’z:] possui um ciclo hamiltoniano

(b) se a aresta x;y;12 (resp. x;12y;) é vermelha, entdo o subgrafo G [,5/';/1] pode ser vértice-
particionado em dois ciclos vermelhos, a saber no ciclo vermelho (z;, ¥i12 PZiyo, Yit1)
(vesp. (Tiy1, Yir2PTit2,y:)) € no ciclo-aresta (i1, y;) (vesp. (i, yir1)). (Veja a Figura
3.6b.)

Observe também que provar o Lema 3.3 é equivalente a provar que todo grafo
zigzag vermelho pode ser vértice-particionado em no méaximo 3 ciclos monocromaticos.
Dai, vemos que o lema a seguir é uma versao mais fraca do Lema 3.3, a qual permite
que um ciclo monocromatico extra seja utilizado. Como compensacao, essa versao nos da

algumas informacoes adicionais sobre os ciclos monocromaticos da particao obtida.
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Figura 3.6: O subgrafo G[S;_1] de acordo com os casos (a) e (b) da Ob-
servagao 3 6

Lema 3.7. Se G € um grafo zigzag vermelho com 2n vértices, entdo G pode ser vértice-
particionado em no mdzimo t ciclos monocromdticos satisfazendo uma das sequintes
condicoes.

(i) t =2.

(i) t =3 e a aresta x1y;, € usada em algum ciclo azul da parti¢ao.

(11i) t =4 e as arestas x1y; e Tays SGo usadas em ciclos azuis distintos da parti¢ao.

Prova. A prova é por indugao em n. Para n < 2, temos que G satisfaz a condigao (i)
trivialmente. Para n > 3, podemos assumir que G nao satisfaz a condigao (i), pois caso
contrério nao haveria mais nada a fazer. Dai, pela Observacao 3.6, sabemos que as arestas
T1Y1, T1Y3 € x3y1 sao azuis. Agora, aplicamos a hipdtese de indugao para o subgrafo G [571]
Se G[5,] satisfaz as condicdes (i) ou (ii), entdo podemos simplesmente tomar a aresta 1y,
como um ciclo azul e dai vemos que G satisfaz as condigoes (ii) ou (iii) respectivamente.
Por outro lado, se G[gl] satisfaz a condigao (iii), entao podemos usar as arestas =1y, T1Y3
e x3y; para estender o ciclo azul da particao de G [§1] que usa a aresta x3ys e dai vemos

que G também satisfaz a condigao (iii). Em todo caso, o resultado segue. ]

Tendo em mente a prova do Teorema:3.4, observe que o lema acima possui certa
relevancia por si s6, uma vez que ele implica que 5 ciclos monocromaticos sao suficientes

para vértice-particionar qualquer grafo bipartido completo balanceado cujas arestas sao

felizmente o Lema 3.7 é apenas o primeiro passo para obtermos um resultado ainda mais
forte.
O préximo passo serd provarmos um caso particular do Lema3.3. Para isso,

precisaremos da seguinte definicao.

Definicao 3.8. Seja G um grafo zigzag vermelho com 2n vértices. Para k < n, o conjunto
Sk € um conjunto especial azul quando as duas seguintes condi¢oes sao satisfeitas.

(i) Os subgrafos G[Sk_s] e G[Sk_1] possuem um ciclo hamiltoniano azul.
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(ii) O subgrafo G[Sk] possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as arestas Ty_1yk_1 €

TrYk-
Ademais, precisaremos da seguinte observacao.

Observacao 3.9. Sejam G um grafo zigzag vermelho e Cy = (uq,...,us) e Cy = (vy,.. .,
v;) dois ciclos azuis disjuntos de G, onde uy,v; € X. Se as arestas ujv; e vius sdo azuis,
entao existe um ciclo azul de G que passa por todas as arestas de C7 e Cy exceto ujug e
v1v; e cobre todos os vértices de C e Csy, a saber (ug,...,us, v1,...,v;). (Veja a Figura

Figura 3.7: O ciclo azul (uq, ..., usv1,...,0).

O lema a seguir nos mostra que a existéncia de um conjunto especial azul em

um grafo zigzag vermelho é uma condicao extra suficiente para que o Lema3.3seja vélido.

Lema 3.10. Seja G um grafo zigzag vermelho com 2n vértices. Se G possui um con-
gunto especial azul, entdo G pode ser vértice-particionado em no mdzimo 3 ciclos mono-

cromaticos.

Prova. Seja S, um conjunto especial azul de G para algum k < n. Pela Definicao 38(11),
temos que G[Sg] possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as arestas Ty _1Yx_1 € TxYk-
Dai, podemos assumir que n > k + 2, pois caso contrario nao haveria mais nada a fazer.
Pela Observagao 3.6(b) e pela Defini¢ao :3.8(i), podemos assumir ainda que as arestas
Th-1Yk+1, Thi1¥k-1, ThUk+2 € Tri2yk SA0 azuis. Agora, aplicamos o Lema 3.7 para o
subgrafo G[E;;] Se G[E;;] satisfaz a condigao (i), entdo podemos simplesmente tomar
um ciclo hamiltoniano azul de G[Si] para obtermos uma particao desejada de G. Pela
Observagao 39, se G[Sy] satisfaz a condicio (ii), entdo podemos usar as arestas Ty_1Yp41
e Trpi1Yk—1 para construir um ciclo azul de G que cobre todos os vértices de G[Sy] e do
ciclo azul da particao de G [:gvk] que usa a aresta Tpi1Yrr1, obtendo assim uma particao
desejada de GG. Observe que o ciclo azul construido anteriormente passa pela aresta x;yx.
Dai, se G [:S’vk] satisfaz a condigao (iii), entdo podemos primeiro proceder novamente como
no caso anterior e depois podemos usar as arestas Tpyri2 € Tri2yk para construir um ciclo
azul de G que cobre todos os vértices de G[Si| e dos dois ciclos azuis distintos da partigao
de G [:S”;] que usam as arestas Tyi1Yk+1 € TrroYrtro, Obtendo assim uma particao desejada

de G. Em todo caso, o resultado segue. [
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Para provarmos o proximo lema, serd necessario fazermos uma analise bem

Assim, como uma forma de facilitar o nosso trabalho e a compreensao do leitor, faremos
algumas consideracoes primeiro.

Uma aresta z;y; em um grafo zigzag vermelho ¢ par quando 7 e j tém a
mesma paridade, i.e. quando ¢ + j é par. Observe que quanto menores forem os indices
i e j de uma aresta par vermelha x;y;, maior serd o numero de vértices cobertos pelo
ciclo (z;Py;). Assim, a fim de encontrarmos uma vértice-particio de um grafo zigzag
vermelho no menor nimero de ciclos monocromaéaticos possivel, uma estratégia natural
seria procurarmos primeiro por uma aresta par vermelha x;y; cujos indices 7 e j sao os

menores possiveis. Isso lida diretamente com a estrutura descrita na seguinte defini¢ao.

Definicao 3.11. Seja G um grafo zigzag vermelho com 2n vértices. Para k& < n, o

subgrafo G[Sk| é um trancado par azul quando todas as suas arestas pares sao azuis.

Observe que as arestas pares de um trancado par azul G[Sy| induzem uma
vértice-partigdo de G[Sk] em dois subgrafos bipartidos completos balanceados azuis, um

formado pelos vértices de indice impar e outro formado pelos vértices de indice par, os

Em relacao a esses subgrafos, faremos as seguintes observacoes.

Gis: o
L4 Ya
XX . n
X7 H Y7
2 X Is ”
\ T3 Y3
Ty h
(b)

Figura 3.8: (a) O trangado par azul G[S;]. (b) Os subgrafos bipartidos
completos balanceados azuis HI e HI.

Observacao 3.12. Seja G um grafo zigzag vermelho com 2n vértices. Para k < n,
temos que se o subgrafo G[Sy| é um trancado par azul, entdao G[Si] pode ser vértice-
particionado em dois ciclos azuis, a saber em um ciclo hamiltoniano azul de H] e em um

ciclo hamiltoniano azul de H ,f .
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Observacao 3.13. Sejam G um grafo zigzag vermelho com 2n vértices e G[S] um
trangado par azul de G para algum k < n. Sejam ainda @ = (uq,...,us) e R = (v1,...,v;)
dois caminhos azuis disjuntos de G tais que uy, vy € V(H}), ug, vy € V(H]') e os demais
vértices de () e R nao pertencem a G[Si]. Temos que:

(a) se uy,v; € X e vy, u, € Y, entdo para cada aresta e € (E(H]) \ {uiv1}) U (E(HE) \

{usv,}) existe um ciclo azul de G que passa pela aresta e e cobre todos os vértices de

(b) se uy,v; € X (resp. Y) e us,v; € Y (resp. X), entao para cada vértice z € V(HL)NY
(resp. X), cada vértice w € V(H{) N X (resp. Y) e cada aresta e € E(H} — 2) U

E(HF —w) existe um ciclo azul de G que passa pela aresta e e cobre todos os vértices

(c) se ui,us € X e vy,v; € Y, entao para cada aresta e € (E(HY) \ {ujv1}) U (E(HE) \

{usv,}) existe um ciclo azul de G que passa pela aresta e e cobre todos os vértices de

(d) se uj,us,v; € X e vy € Y, entdo para cada vértice 2 € V(H') NY e cada aresta

e € (E(H)\{ujv1}) UE(HL — 2) existe um ciclo azul de G que passa pela aresta e e

X Y X Y X Y X Y
e e v,
HP U
Ut Us
R Q
U1
Uy
Hj
(o Uy
—
(a) (b) (c) (d)

Feitas essas consideragoes, podemos passar entao para o nosso proximo resul-

tado. Como veremos adiante, o Lema 3.3 segue quase diretamente do lema abaixo.

Lema 3.14. Seja G um grafo zigzag vermelho com 2n vértices. Se o subgrafo G[Sy] é
um trangado par azul para algum k < n, entao pelo menos uma das sequintes condigoes é
satisfeita.

(i) G pode ser vértice-particionado em no mdximo 3 ciclos monocromdticos.

(11) G[Sk+1] também € um trancado par azul.
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Prova. Podemos assumir que a condigao (i) nao é satisfeita, pois caso contrario nao haveria

mesma paridade e pelo menos uma das arestas x;11y; ou ;yi+1 € vermelha. Mostraremos

a seguir que isso implica que G possui um conjunto especial azul, o que é uma contradicao

Dividiremos o restante da prova em dois casos dependendo da paridade de k.
Esses casos sao tratados bastante similarmente, mas em alguns pontos nao sao totalmente
analogos. Assim, daremos todos os detalhes para ambos os casos sempre que for necessario

e apenas orientaremos como fazer a analogia sempre que for possivel.

Caso A: k é par.

Afirmagao 1A. Seja j um natural impar menor que k. Se a aresta Ty11y; (resp. Z;Yx+1)

é vermelha, entao as arestas Ty, € Tx_1Yy2 (resp. Txy1 € Tayx_1) Na0 sdo ambas azuis.

Prova. Suponha por contradigdo que as arestas xiyy € Tx_1y2 sdo azuis (veja a Figura

310) Nesse caso, provaremos que Si.o ¢ um conjunto especial azul de G. De fato,

ser vértice-particionado no ciclo vermelho (xy, yx+1PZr+1,y;) € em um ciclo azul que usa
as arestas z1y, e Zy_1y2 e cobre todos os vértices de G[Sy] exceto xy e y;. Dal, pela
usa as arestas z1yx e xpy;. A aresta z41yx—1 ¢ azul, pois caso contrario G' poderia ser
vértice-particionado no ciclo vermelho (xg, ygy1PTri1,yYx—1) € em um ciclo azul que usa
as arestas Ty € Tr_1Yy2 € cobre todos os vértices de G[Sk] exceto zj e yx—1. A aresta
Zj11Yp+1 também € azul, pois caso contrario G' poderia ser vértice-particionado no ciclo
vermelho (41, Yk+1P%r41,y;) € em um ciclo azul que usa as arestas z1y; € Tx_1Ys € cobre
todos os vértices de G|[Si| exceto ;41 e y;. Dai, vemos que o subgrafo G[Si11] possui um
ciclo hamiltoniano azul que usa a aresta x;y; e o caminho (211, Yg+1, Trt+1, Yk—1). Pela
Observagao 3.6(a), segue que a aresta Ty oyrio ¢ azul. A aresta xy4oy; ¢ azul, pois caso
contrario G poderia ser vértice-particionado no ciclo vermelho (zgi1, Yk+2PTrra, Yg), DO
ciclo-aresta (41, Yr+1) € em um ciclo azul que cobre todos os vértices de G[Sy] exceto 44
e yYr, 0 qual pode ser construido da seguinte maneira: tomamos um ciclo hamiltoniano
azul de G[Sy] que usa as arestas Ty_1y2 € 2xY; € passa pela aresta x;,1yy; removemos
os vértices xj1; e y; do ciclo tomado; e ligamos as extremidades do caminho obtido. A
aresta Tryro também é azul, pois caso contrario G poderia ser vértice-particionado no
ciclo vermelho (zy, Yx12PTgya, Ypr1), no ciclo-aresta (41, yx—1) € em um ciclo azul que
usa as arestas Ty € Ti_1Y2 € cobre todos os vértices de G[Sy| exceto z, e yx_1. Dai, vemos

que o subgrafo G[Sy. 2] possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as arestas Ty 1ygi1 €
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TrioVYks2, 0 qual pode ser construido da seguinte maneira: tomamos um ciclo hamiltoniano
azul de G[Si+1] que usa a aresta 1y, ¢ o caminho (2,41, Ykt1, Tht1, Yk—1) € passa pela
aresta Tpyx; e usamos o caminho (zx, Yxr2, Trr2, Yx) Para estender o ciclo tomado. Assim,
temos que Siio € um conjunto especial azul de G, uma contradi¢ao. Logo, o resultado

segue.

Figura 3.10: O caso em que as arestas 1y, € Tj_1¥s SA0 azuis.

Afirmagao 2A. As arestas xp,1y1 € T1Yxy1 S0 azuis.

Prova. Suponha por contradi¢do que a aresta zy41y; ¢ vermelha (veja a Figura 3.11).
Nesse caso, temos que G pode ser vértice-particionado no ciclo vermelho (.1 Py;) e no
caminho vermelho (z1,y2Pxk_1,yx). Pela Afirmagao 1A, sabemos que as arestas Ty
e Tp_1Yy2 nao sao ambas azuis. Dai, vemos que GG pode ser vértice-particionado em no
maximo 3 ciclos monocrométicos, uma contradigao. Logo, a aresta xy,1y; é azul. Analo-

gamente, a aresta x1y;,1 também é azul. Logo, o resultado segue.
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Figura 3.11: O caso em que a aresta xy,1y; ¢ vermelha.
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Afirmagao 3A. A aresta xj oyrio é azul.

Prova. Pela Afirmacao 2A; vemos que o subgrafo G[Sj11] pode ser vértice-particionado
em um ciclo hamiltoniano azul de H ,f e em um ciclo azul que cobre xyy1, yry1 € todos
os vértices de H], o qual pode ser construido da seguinte maneira: tomamos um ciclo
hamiltoniano azul de H,g que usa a aresta z1y;; e usamos o caminho (1, Yxi1, Trr1, Y1)

para estender o ciclo tomado. Dai, pela Observacao 36(&), o resultado segue. O

Afirmagao 4A. Seja j um natural impar tal que 1 < j < k. Se a aresta xj.1y; (resp.

z;Yi+1) € vermelha, entdo as arestas z,;41y1 € Tayjia (T€SP. T1Yj1+1 € Tj42Yy2) SA0 azuis.

Prova. Suponha por contradicao que a aresta z;,.;y; é vermelha (veja a Figura '3.12).
p p Gao q j+1Y J
Nesse caso, temos que G pode ser vértice-particionado no ciclo vermelho (x4 P41,
y1 Py;) e no caminho vermelho (x1,yoPry_1,yr). Pela Afirmacio 1A, sabemos que as
arestas x1y € Tp_1y2 nao sao ambas azuis. Dai, vemos que GG pode ser vértice-particionado

em no maximo 3 ciclos monocromaticos, uma contradi¢ao. Logo, a aresta x;1y; ¢ azul.
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Figura 3.12: O caso em que a aresta z;41y; ¢ vermelha.

Agora, suponha por contradicao que a aresta xy;42 é vermelha (veja a Figura
313) Nesse caso, temos que a aresta xiy, é azul, pois caso contrario G poderia ser
vértice-particionado nos ciclos vermelhos (2411 Py 42, 22 Py;) € (1, Y2 Pxr—1,Yx) € no ciclo-
aresta (z;41,71). Pela Afirmacao lA, segue que a aresta xj_1ys € vermelha. Observe
que as arestas z1y; € ;41Yx sao pares e, portanto, azuis. Dai, vemos que G' pode ser
vértice-particionado nos ciclos vermelhos (zy11Pyj12, x2Py;) € (y2Prr_1) € no ciclo azul

(@1, Yk, Tj41, Y1), uma contradigdo. Logo, a aresta xoy; o é azul.

PP T,
gust® Ttaay, eswseRsEEna,
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-

>
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Trensnn@irnnsnas o ¢+ saszmssas@bznnsy

Tennali@uanns o o o

Tasssa@uuEn ¢ ¢ ¢ ssss@emmmaans

T1 Yo Th—1 Yk Thkt1 Yj+2 Tj+1 Yj T2 N

Figura 3.13: O caso em que a aresta ay,42 ¢ vermelha.

]

Para o restante do Caso A, assumiremos sem perda de generalidade que a

aresta xj41y; ¢ vermelha para algum natural impar j fixo tal que 1 < j < k. Dai, pela
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afirmacao acima, segue que as arestas ;1Y € T2y;42 sao azuis. No caso em que j = k—1,

observe que isso significa que as arestas xpy; € Toyg+1 SA0 azuis.

Afirmacgao 5A. As arestas ;yii2 € Tit2yk SA0 azuis.

Prova. Suponha por contradi¢do que a aresta x;y,12 é vermelha (veja a Figura 3.14).
Nesse caso, temos que G pode ser vértice-particionado no ciclo vermelho (x;Pxj41,

Y Pyri2) e no subgrafo G[S;_1]. Porém, observe que o subgrafo G[S;_;] é um trangado

.....
........

P e+ ammmns@Aimmmsasci@ennnnssnnnunnnnnr o o (R — Y
Lj Lh+1 Yk+2 Yj
» Tj—1 e o UYj—1 P
Hiyoo . Hjy
Ty e ® Y2
; Tj—2 e e Yj—2 s
Hj ; : Hj
T1 e o Y1

Figura 3.14: O caso em que a aresta x;y2 ¢ vermelha.

Agora, suponha por contradicao que a aresta x; oy, é vermelha. Nesse caso,
afirmamos que G também pode ser vértice-particionado em no maximo 3 ciclos mono-

cromdticos. De fato, se j = k— 1, entao temos que as arestas xyy; e Tayg1 Sa0 azuis (veja

no ciclo vermelho (g1, YrioPTrio, yx) € em um ciclo azul que usa a aresta zy; e o ca-
minho (21, Yxi1, 2) € cobre yi11 e todos os vértices de G[Si] exceto y,. Por outro lado, se

j < k—1, entdo temos que y;.2 € H] (veja a Figura:3.15b). Dai, pela Observagao 313(b),
vemos que G pode ser vértice-particionado no ciclo vermelho (xgi1, YrsoPTri2,Yr), NO
ciclo-aresta (1, yx+1) € em um ciclo azul que usa as arestas =411 € T2y 42 € cobre todos
os vértices de G[Sk] exceto 1 e y,. Em todo caso, obtemos uma contradi¢ao. Logo, a
aresta xrpoyx € azul.

O

Afirmagao 6A. O subgrafo G[Ss] possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as arestas

Tha1Yks1, Throlrro € Trpioyr. Consequentemente, a aresta . 3yri3 € azul.
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ZTjt+1 o
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Tr—1

o

(@ j=k-1 (b) j<k—1

Figura 3.15: O caso em que a aresta xj oy € vermelha.

tomamos um ciclo azul de G que usa a aresta x;11y; € o caminho (Z;, Yk+a, Trt2, Yk),
passa pela aresta z1y; e cobre xy o, yYpr2 € todos os vértices de G[Sy]; e usamos o caminho
(71, Yrt1, Tey1, y1) para estender o ciclo tomado. Dai, pela Observagio 3.6(a), segue que

a aresta xp.3yris € azul.

Th+2 \ / Yk+2

T+1 » Yk+1

L Yk
HP Tji1 a HF
T2 : ° Y2
Ll—1 ® Yk—1
Hi % Hj;
I hn

Figura 3.16: Um ciclo hamiltoniano azul de G[Sk2].

Afirmacgao 7TA. A aresta z;y,41 ¢ azul.

Prova. Suponha por contradigao que a aresta x;y,+1 ¢ vermelha. Nesse caso, provaremos
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que Sky2 ¢ um conjunto especial azul de G. De fato, pela Afirmagao 4A; temos que as

vemos que o subgrafo G[Sy] possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as arestas x 1y

e T1Yj4+1. Se j = k — 1, entao temos que as arestas Toyii1 € Tr41y2 sao azuis. Dai, pela

usa os caminhos (1, Yx11,%2) € (Y1, Tri1,y2). Por outro lado, se j < k — 1, entdo temos
que Zji2,yj42 € HE. Dali, vemos que o subgrafo G[Sk1] possui um ciclo hamiltoniano
azul, o qual pode ser construido da seguinte maneira: tomamos um ciclo hamiltoniano
azul de G[Sk] que usa as arestas Zy;+2 € Tj12y2 € passa pela aresta z1y;; e usamos o
caminho (x1, Yki1, Tkt1,y1) para estender o ciclo tomado. Em todo caso, temos que o
subgrafo G[Sk41]| possui um ciclo hamiltoniano azul. Dai, pela Afirmacao 6A, vemos que

Ski2 € um conjunto especial azul de GG, uma contradi¢cao. Logo, o resultado segue.

Tk+1 Yk+1 Tpi1 « o Yk+1

T Yk Tk o Yk
HF Titl & E Yir1 HF
L2 Y2 s e E Y2
Tk—1 @ ® Yk—1 L1 ® Yk—1
H} Tjt2 f Yire2 H}
T U1 T : E Y
(a) j=k—1 (b)j<k-—-1

Figura 3.17: O caso em que a aresta x;y;+1 ¢ vermelha.

O

Afirmacao 8A. Existe um ciclo azul de G que cobre todos os vértices de G[Sk41] exceto

Ti+1 € Yk-

Prova. Se j = k — 1, entdo temos que as arestas Ty, € Tayr+1 sdo azuis (veja a Figura

G[Sk41] exceto xpy1 € yx, 0 qual pode ser construido da seguinte maneira: tomamos um
ciclo azul de G que usa as arestas ;111 € ZTay;j42, passa pela aresta x;y; e cobre todos
os vértices de G[Sk] exceto 1 e yx; e usamos o caminho (z;, k41,21, Y1) para estender o

ciclo tomado. Em todo caso, o resultado segue.
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Y41 Yk+1
o Yk o Yk
Hj; Hj;
° Yo e Y2
o Y1 o Yk—1
H] s Yjro HI
hn : A1
(@ j=k-1 (b) j<k—1

Figura 3.18: Um ciclo azul que cobre todos os vértices de G[Sk41] exceto
Tk+1 € Yk-

Afirmacgao 9A. A aresta xp,1yrr3 € azul.

Prova. Suponha por contradi¢do que a aresta zj1yx+s ¢ vermelha (veja a Figura 3.19).
Dali, pela Afirmagao 8A, vemos que G pode ser vértice-particionado no ciclo vermelho
(Ths1, Y3 PTrys, Ypr2), no ciclo-aresta (zx42,yx) € em um ciclo azul que cobre todos os

vértices de G[Sk11] exceto i1 € yg, uma contradigao. Logo, o resultado segue.

Tk+3
Tr+2

Ll+1

T
Tg—1 o ® Yr—1
T e o Y1

Figura 3.19: O caso em que a aresta xy,1Yyx+3 € vermelha.

Afirmagao 10A. As arestas 1y, € T 1Y2 nao sao ambas azuis.

Prova. Suponha por contradigdo que as arestas xTiyy € Txi1Y2 sdo azuis (veja a Figura

3.20). Nesse caso, provaremos que Sg4o ¢ um conjunto especial azul de G. De fato, pela
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usa as arestas Tj{1y; € T1yg. Vemos também que o subgrafo G[Sjy1] possui um ciclo
hamiltoniano azul que usa a aresta zj11y; e o caminho (1, Ygt1, Tk11,¥2). Dai, pela
Afirmacao 6A; vemos que Sy4o ¢ um conjunto especial azul de G, uma contradi¢ao. Logo,

o resultado segue.

Tk41

Gy
HF Zjy1

l‘z'

Tp—1

X1

Figura 3.20: O caso em que as arestas 1y € Tjy1¥Yo SA0 azuis.

Afirmagao 11A. A aresta zoy; o € azul.

Prova. Suponha por contradicdo que a aresta oYy ¢ vermelha (veja a Figura 3.21).

arestas r1yx € Tr11y2 nao sao ambas azuis. Dai, vemos que G pode ser vértice-particionado

em 3 ciclos monocromaticos, uma contradicao. Logo, o resultado segue.

Z1 Y2 Y Tk+1 Y42 ) Y1

Figura 3.21: O caso em que a aresta xayi1o ¢ vermelha.

Afirmagao 12A. A aresta . 3yi1 € azul.

Prova. Suponha por contradi¢do que a aresta j 3yr41 ¢ vermelha (veja a Figura 3.22).

(Tk+2, Yer3PTrt3, Ykt1), no ciclo-aresta (xg41,yx) € em um ciclo azul que usa a aresta
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Tj41y1 € o caminho (%2, Yk12, ;) € cobre yg o € todos os vértices de G[Sy] exceto yx, uma

contradicao. Logo, o resultado segue.

Figura 3.22: O caso em que a aresta xy3yx+1 € vermelha.

O

Afirmacao 13A. O subgrafo G[Siy3] possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as

arestas T oUr € Trisyris. Consequentemente, a aresta Ty, 4Yriq € azul.

Prova. Pela Afirmacao 6A, podemos construir um ciclo hamiltoniano azul de G[Sk43)
que usa as arestas TpioUr € Tri3Yr+s da seguinte maneira: tomamos um ciclo hamil-
toniano azul de G[Skio] que usa as arestas Tpy1Yki1 € TpioYk; € usamos o caminho
(Tkt1, Ykt3, Thts, Yk+1) para estender o ciclo tomado. Dali, pela Observagao 3.6(a), se-

gue que a aresta Tyi4Yriq € azul. O

Afirmagao 14A. As arestas Ty i4Ur € TioYkiqa SA0 azUis.

Prova. Suponha por contradi¢io que a aresta ji4y; é vermelha (veja a Figura 3.23).

Dai, pela Afirmacao 8A, vemos que G pode ser vértice-particionado no ciclo vermelho
(That1, Yk, Thas, YkraPTria, Yr), 0O ciclo-aresta (1o, yr+3) € em um ciclo azul que cobre
todos os vértices de G[Sky1] exceto xx 11 e yx, uma contradigao. Logo, a aresta xp 4yy €
azul.

Agora, suponha por contradi¢cio que a aresta xpioyris € vermelha (veja a

no ciclo vermelho (zx42, Yk+aPTri4, Yprs), Do ciclo-aresta (rgi3,yx) € em um ciclo azul
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Lht1 el e Yk+1
oy o "70 Yk
Tip—1 0 o Yr—1
Ty e ‘ a1

Figura 3.23: O caso em que a aresta xy4yx ¢ vermelha.

que cobre Yo € todos os vértices de G[Syy1] exceto yg, o qual pode ser construido da
seguinte maneira: tomamos um ciclo azul de G que usa a aresta z;;1y; e o caminho
(@2, Yr+2, ), passa pela aresta x1y; e cobre yx42 € todos os vértices de G[Si] exceto yy; e
usamos o caminho (1, Yx41, Tx+1, Y1) para estender o ciclo tomado. Assim, obtemos uma

contradicao. Logo, a aresta xpioykiq ¢ azul.

Ll+4
Tk43

LTk+2

Tk41

T
HEP Tj1

To @

Figura 3.24: O caso em que a aresta Xy o4 € vermelha.
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Afirmagao 15A. O subgrafo G[Ski4] possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as

arestas Tr43VYk+3 € ThralYk+4-

que usa as arestas Ty i3Yr+s € TriraYrr4 da seguinte maneira: tomamos um ciclo ha-
miltoniano azul de G[Syy3] que usa as arestas Ty oy € Tri3Ykrs; € usamos o caminho

(Tkr2, Ykta, Thia, Yx) Para estender o ciclo tomado. O

azul de GG, o que é nossa contradicao final para o Caso A.

Caso B: k é impar.

Afirmagao 1B. Seja j um natural par menor que k. Se a aresta zy11y; (resp. ;ypi1) €

vermelha, entdo as arestas Toyg € Tx_1y1 (resp. xrys € T1yk—1) NA0 sdo ambas azuis.

Prova. Basta invertermos os papéis de x; e o, de y; e y2 e de H e H{ na prova da
Afirmagao '1A. O

Afirmagao 2B. As arestas xj1Yy2 € Toyr1 SA0 azuis.

Prova. Suponha por contradi¢do que a aresta zy41ys ¢ vermelha (veja a Figura 3.25).
Nesse caso, temos que G pode ser vértice-particionado no ciclo vermelho (x4 Pys), no
caminho vermelho (y1, 2 Px_1,yx) € no vértice x1. Pela Afirmacao 1B, sabemos que as
arestas oy € Tj_1Y1 nao sao ambas azuis. Dai, vemos que G pode ser vértice-particionado
em 3 ciclos monocrométicos, uma contradi¢ao. Logo, a aresta x,1ys é azul. Analoga-

mente, a aresta xayr 1 também é azul. Logo, o resultado segue.

Figura 3.25: O caso em que a aresta xy,1ys ¢ vermelha.

Afirmagao 3B. A aresta xp oyr.o é azul.

Prova. Basta invertermos os papéis de z; e zq, de y; e y5 e de H} e H} e substituirmos

a Afirmacao 2A! pela 2B na prova da Afirmagao 3A. O

Afirmacao 4B. Seja j um natural par tal que 2 < j < k. Se a aresta zj41y; (resp.

z;yi+1) € vermelha, entdo as arestas j11ys € T1Y 2 (resp. Tayji1 € Tj4oy1) sA0 azuis.
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Prova. Suponha por contradigdo que a aresta z;11y2 ¢ vermelha (veja a Figura }3.26)
Nesse caso, temos que G pode ser vértice-particionado no ciclo vermelho (zj41Pxj41,
y2Py;), no caminho vermelho (y;, z2Pxj_1,yx) € no vértice x1. Pela Afirmagio 1B, sa-
bemos que as arestas oy € Tp_1y; nao sao ambas azuis. Dai, vemos que G pode ser
vértice-particionado em 3 ciclos monocromaticos, uma contradicao. Logo, a aresta x11y»

é azul.
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Figura 3.26: O caso em que a aresta x;,1y2 ¢ vermelha.

Agora, suponha por contradi¢do que a aresta z1y;1o é vermelha (veja a Fi-
gura 327) Nesse caso, temos que G pode ser vértice-particionado no ciclo vermelho
(41PYj42, x1Py;), no caminho vermelho (y1, 2o Pxy_1, y) € no vértice x; 1. Pela Afirma-
cao 1B, sabemos que as arestas zoy ¢ Tx_1y; ndo sao ambas azuis. Dai, vemos que G
pode ser vértice-particionado em 3 ciclos monocroméaticos, uma contradigao. Logo, a

aresta x1y;42 € azul.
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T Yi Tj+1 Yj+2 Th+1 Yr Tk-1 T2 Y

Figura 3.27: O caso em que a aresta x;y;,2 ¢ vermelha.

]

Para o restante do Caso B, assumiremos sem perda de generalidade que a aresta
Zp41Y; ¢ vermelha para algum natural par j fixo tal que 2 < j < k. Dali, pela afirmacao
acima, segue que as arestas x; 12 € T1¥;4+2 sao azuis. No caso em que j = k — 1, observe

que isso significa que as arestas xys € T1yr1 Sa0 azuis.

Afirmacgao 5B. As arestas x;yi12 € Tp2yk SA0 azuis.

: 4 I P I P
Prova. Basta invertermos os papéis de 1 e xg, de y1 € yo, de H; ; e H;_; e de H; e H

na prova da Afirmagao 5A. O

Afirmagao 6B. O subgrafo G[Sy. 2| possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as arestas

Thi1Yks1, Trrolrro € Trpioyr. Consequentemente, a aresta T 3yris € azul.

Prova. Basta invertermos os papéis de x; e o, de y; e y2 e de H}l e HI na prova da

Afirmagao 6A. O
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Afirmacao 7B. A aresta x;y41 ¢ azul.

Prova. Basta invertermos os papéis de z; e o, de y; e yp e de H{ e H]" e substituirmos
a Afirmagao 4A!pela4Bie a6A pela 6B na prova da Afirmacao TA. O

Afirmagao 8B. Existe um ciclo azul de G que cobre todos os vértices de G[Sk41] exceto
Lk+1 € Yk-

Prova. Basta invertermos os papéis de x; e o, de y; e y2 e de H e HI na prova da
Afirmagao 8A. O

Afirmagao 9B. A aresta xp1yr.3 é azul.

Prova. Basta substituirmos a Afirmacao 8A! pela 8B na prova da Afirmagao 9A. O

Afirmagao 10B. As arestas xoy, € 11y, nao sdo ambas azuis.

Prova. Basta invertermos os papéis de x1 e xs, de y; e yo e de H. ,ﬁ e H ,f e substituirmos

a Afirmagao ‘6A pela 6B na prova da Afirmagao 10A. O

Afirmagao 11B. A aresta x1yi.o é azul.

Prova. Suponha por contradi¢do que a aresta z;yg4o ¢ vermelha (veja a Figura 3.28).

e Try1Y1 nao sao ambas azuis. Dai, vemos que GG pode ser vértice-particionado em no

maximo 3 ciclos monocromaticos, uma contradicao. Logo, o resultado segue.
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Figura 3.28: O caso em que a aresta x1y;.2 é vermelha.

Afirmacgao 12B. A aresta zj,3yrs1 ¢ azul.

Prova. Basta invertermos os papéis de z; e zo, de y; e y2 e de HY e H{ na prova da

Afirmagao 12A. O

Afirmacao 13B. O subgrafo G[Sk.3]| possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as arestas

TkioVUk € Trr3Yrrs. Consequentemente, a aresta xpi4ypiq € azul.
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Prova. Basta substituirmos a Afirmagao 6A! pela 6B na prova da Afirmacao 13A. O

Afirmacgao 14B. As arestas T 4yi € Trioykra SA0 azuis.

Prova. Basta invertermos os papéis de z; e zo, de y; e yp e de H{ e H] e substituirmos

a Afirmagao ‘8A! pela:8B na prova da Afirmagao 14A. O

Afirmagao 15B. O subgrafo G[Sy. 4] possui um ciclo hamiltoniano azul que usa as arestas

Tr+3Yk+3 € Ti4alYk+4-

azul de GG, o que é nossa contradicao final para o Caso B.
O

Agora, podemos finalmente provar o Lema 3.3. Porém, por uma questao de
concordancia com a linguagem utilizada ao longo desta secao, provaremos de forma equi-

valente o seguinte lema.

Lema 3.15. Se G é um grafo zigzag vermelho com 2n vértices, entao G pode ser vértice-

partictonado em no mdzximo 3 ciclos monocromdaticos.

Prova. Pela Observagao :3.6(a), podemos assumir que a aresta xiy; é azul, pois caso

contrario nao haveria mais nada a fazer. Dai, temos que o subgrafo G[S;] é um trangado

desejado. De fato, observe que o subgrafo G[S,,] ndo pode ser um trangado par azul, uma

vez que a aresta x,y, é vermelha por definicdo. Assim, a condicao (i) deve ser satisfeita

apos no maximo n — 1 iteracoes do Lema 3.14. O
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Ao conhecermos as provas dos resultados apresentados nas se¢oes anteriores,
fica nitido que qualquer alteracao no enunciado, por mais inécua que ela aparente ser,

pode elevar bastante o grau de dificuldade do problema. De fato, isso acontece por

**********************

,,,,,,,,,,,,,,,,,

X3 Ys

X2 Y2

il Y U1
Figura 4.1: Um grafo zigzag vermelho que nao pode ser vértice-particio-
nado em menos de 3 ciclos monocromaticos.

[

Por fim, lembramos que, até que se prove o contrario, é possivel que existam

grafos bipartidos completos balanceados 2-aresta-coloridos que nao podem ser vértice-

pelo menos para r = 2.
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INDICE REMISSIVO

Hi e Hf,40.
Xk) Yka Sk € Sk7 3737773

Aresta par, 40,

Caminho simples, '11;
Ciclo simples, 112,
Coloracao
d-préxima de split, 26,
split, 113,
Conjunto especial azul, 38,

Densidade de um par, 21;
Emparelhamento conexo, 122,

Grafo
e-hamiltoniano, 29,
k-partido justo, 14
bipartido balanceado, 13,
localmente r-aresta-colorido, 119,
reduzido, 22,
zigzag vermelho, 37

Par e-regular, 21,
Partigao e-regular, 21,

Trangado par azul, 40;
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