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“A persisténcia € o menor caminho do éxito”.

(Charles Chaplin)



Resumo

Nessa dissertagao apresentamos resultados de complexidade relativos ao niimero
de hull e o niimero de convexidade na convexidade P3. Mostramos que o niimero de
hull e o nimero de convexidade é NP-dificil mesmo em grafos bipartidos. Motivados
por nossa pesquisa em convexidade baseada em caminhos introduzimos uma nova
convexidade a qual definimos como convexidade dos caminhos induzidos de ordem
trés ou P3. Mostramos uma relacao da convexidade geodésica com a convexidade
P§ no caso onde o grafo ¢ uma juncao de um K,, com um grafo nao completo.
Estudamos também convexidade geométrica e caracterizamos algumas classes de
grafos em determinadas convexidade como as florestas de estrela na convexidade
P3, cografos cordais na convexidade Py, e as florestas na convexidade TP. Mos-
tramos também convexidades que sao geométricas somente em uma determinada
classe de grafos como os cografos na convexidade Py+-free, os grafos livres de F
na convexidade F-free entre outras. Por fim demonstramos alguns resultados de
convexidade geodésica e P3 na em grafos com poucos P}’s.

Palavras-chave: convexidade em grafos, nimero de hull, nimero de con-
vexidade, convexidade P3, convexidade geodésica, convexidade Py, convexidade
geométrica.



Abstract

In this dissertation we present complexity results related to the hull number
and the convexity number for Ps convexity. We show that the hull number and the
convexity number are NP-hard even for bipartite graphs. Inspired by our research
in convexity based on paths, we introduce a new convexity, where we defined as
convexity of induced paths of order three or P;. We show a relation between the
geodetic convexity and the P35 convexity when the graph is a join of a K,, with
a non-complete graph. We did research in geometric convexity and from that we
characterized graph classes under some convexities such as the star florest in P
convexity, chordal cographs in P3 convexity, and the florests in TP convexity. We
also demonstrated convexities that are geometric only in specific graph classes such
as cographs in P,+-free convexity, F free graphs in F-free convexity and others.
Finally, we demonstrated some results of geodesic convexity and P35 in graphs with
few Py’s.

Key-words: convexity in graph, hull number, convexity number, Ps convexity,
geodetic convexity, P3 convexity, geometric convexity.
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1 Introducao

Nessa dissertagao consideramos 2 temas no contexto de convexidade: Convexidade em
Grafos e Convexidade Geométrica. Nos tltimos anos, muitos artigos foram publicados
estendendo os conceitos e métodos de matematica pura e matematica discreta para teoria
dos grafos. O conceito de convexidade é um desses topicos de interesse. Podemos fazer
uma analogia entre os conceitos de conjunto convexo em matematica pura e matemaética
discreta se consideramos subconjuntos de vértices de um grafo e caminhos entre vértices
como um espaco métrico. Assim sendo, dado um conjunto finito V' e uma familia C de
subconjuntos de V', dizemos que o par (V,C) é uma convexidade se ) € C, V € C e, para
todo 51,52 € C, temos que S1 N Sy € C. Os conjuntos de C' sao chamados conjuntos
convezos. Dada uma convexidade (V,C), o fecho convezo (ou hull set) de um subconjunto
S C V, denotado H(S) é o menor conjunto convexo que contém S.

Muitos artigos foram publicados a exemplo de (CENTENO et al., 2011), (CENTENO;
DOURADO; SZWARCFITER, 2009), (BARBOSA et al., 2011), (DOURADO et al.,
2012) e (BENEVIDES et al., 2013), fazendo uma certa extensdo do conceito de con-
vexidade matematica para a convexidade em grafos.

Vérios tipos de convexidade sao estudados considerando os tipo de caminhos (um ca-
minho em um grafo é uma sequéncia de vértices tal que de cada um de seus vértices ha
uma aresta para o préximo vértice da sequéncia), como caminhos induzidos ((DOURADO;
PROTTI; SZWARCFITER, 2010), (FARBER; JAMISON, 1986), (FARBER; JAMISON,
1987)), caminhos minimos ((DOURADO et al., 2010a)) e caminhos triangulares ((CHAN-
GAT; MATHEW, 1999)).

Entre as convexidades baseadas em caminhos temos: a P3, (CAMPOS et al., 2012),
onde um conjunto S é convexo se, para todo P x —y — z, onde x, z € S, temos que y € S.
Temos também a geodésica (ARA(IJO; SAMPAIO; SZWARCFITER, 2013) onde um
conjunto S é convexo se, para todo caminho minimo P entre dois vértices de S, os vértices
de P pertencem a S, e temos a monofonica (DOURADO; PROTTI; SZWARCFITER,
2010), onde um conjunto S é convexo se, para todo caminho induzido P entre dois vértices
de S, os vértices de P pertencem a S, entre outras convexidades.

No capitulo 2 introduzimos as notacoes e defini¢oes principais que utilizaremos nesse
trabalho. Definiremos nimero de hull, nimero de intervalo, nimero de convexidade,
nimero de Carathéodory, nimero de Radon e tempo méaximo de percolagao. Definiremos
algumas propriedades que classificam uma convexidade como sendo uma Converidade
Geométrica. Mostraremos algumas definicoes para a caracterizacao de uma determinada
classe de grafos em uma convexidade geométrica.

Dizemos que uma convexidade é geométrica se satisfaz a propriedade adicional de

Minkowski-Krein-Milman: cada conjunto convexo é o fecho convexo de seus pontos extre-
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mos, que sao os elementos cuja remo¢ao mantém o conjunto convexo. Sabe-se que essa
propriedade é equivalente a propriedade Antiexchange: para qualquer conjunto S e dois
pontos distintos z,y ¢ S,z € H(S U {y}) implica y ¢ H(S U {z}).

A primeira parte do nosso trabalho é uma exposicao de um trabalho nosso publicado
no LAGOS - 2013 (ARAUJO; SAMPAIO; SZWARCFITER, 2013), onde provamos a NP
completude do ntmero de hull e do nimero de convexidade para a convexidade P; em
grafos bipartidos.

O Capitulo 4 também é uma exposicao do nosso trabalho (ARA(JJO; SAMPAIO;
SZWARCFITER, 2013) onde apresentamos a convexidade dos caminhos induzidos de
ordem tres e a relagao dessa com a convexidade geodésica.

No capitulo 5, estudamos convexidades geométricas, apresentamos alguns resultados
conhecidos como a caracterizagdo dos grafos cordais na convexidade monofonica (FAR-
BER; JAMISON, 1987), os grafos Ptolemaicos na convexidade geodésica (FARBER; JA-
MISON, 1987) e os grafos livres de HHDA na convexidade m? (DRAGAN; NICOLAT;
BRANDSTADT, 1999). Também apresentamos resultados novos como a caracterizacao
dos grafos estrela na convexidade Ps, os cografos cordais na convexidade P5, as florestas
na convexidade TP (que sera definida posteriormente) entre outros resultados.

No Capitulo 6, mostramos alguns resultados para a convexidade geodésica e P; em

grafos com poucos P,’s. Esse capitulo ¢ uma extensao do nosso trabalho (ARAUJO;
SAMPAIO; SZWARCFITER, 2013).
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2 Conceitos Basicos

2.1 Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V) E) que consiste em um conjunto de vértices V' e um
conjunto de arestas F, disjunto de V', e uma funcao de incidéncia ¢ mapeando elementos
de E a pares nao ordenados de elementos de V. Utilizamos n = |V(G)| e m = |E(G)|.
Se e é uma aresta e ¥g(e) = uv, entao dizemos que u e v sdo extremidades de e.

A denominagao grafo vem do fato do mesmo poder ser ser representado graficamente,
os vértices como pontos e as arestas como linhas ligando suas extremidades.

Consideraremos apenas os grafos que nao possuem lagos (arestas com extremidades
idénticas) e nem arestas multiplas (duas arestas com as mesmas extremidades). Além
disso as arestas nao sao orientadas, o que significa que uv e vu representam a mesma
aresta.

Dizemos que dois vértices sao adjacentes (vizinhos) se u,v € V(G) e uwv € E(G). O
conjunto de vértices adjacentes ao vértice v é chamado de vizinhanca de v e representado
por Ng(v). O nimero de vizinhos de v é chamado de grau de v e é representado por d(v).

Um grafo é k — regular, 1 < k < |V(G)| — 1 se todos os seus vértices possuem grau
k. O complemento de um grafo G, denotado por G, é o grafo com V(G) = V(G) e
B(G) = {u,v)/(uw,0) ¢ E(G)}

O grau maximo de um vértice em G ¢ denotado por A(G) e o grau minimo por §(G).

Um grafo G é completo se existe uma aresta entre qualquer par de vértices de GG, denotado

por K,,.
Um caminho em um grafo G é uma sequéncia de vértices distintos p = (vy, ve, . .., Ug)
tais que {(v1, v2), (va,v3), ..., (Vk—1,vk)} C E(G). Dizemos que v; e v, sao as extremidades

do caminho p.

Um ciclo em um grafo G consiste de uma sequéncia de vértices distintos ¢ = (vy, vy, ..., vUg)
tais que {(vy, v2), (v2,v3), ..., (g, v1)} € E(G). Um grafo aciclico é chamado por floresta.
Uma floresta conexa é chamada de arvore.

Dizemos que G é conexo se existe um caminho entre u e v para quaisquer u,v € V(G),
caso contrario dizemos que G é desconexo.

Sejam u e v dois vértices de um grafo conexo G, a distancia, d(u,v) de u até v é o
comprimento (nimero de arestas) do menor caminho de u até v em G.

Dizemos que H ésubgrafode Gse V(H) C V(G) e E(H) C {uv € E(G)|u,v € V(H)}.
Se E(H) = {uv € E(G)|u,v € V(H)}, H é subgrafo induzido de G. Por outro lado, se
H nao é subgrafo induzido de G, entao dizemos que G ¢é livre de H.

Dizemos que um grafo é vazio se ele nao possui arestas. Chamamos um conjunto de
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vértices que induz um grafo completo de cligue e um conjunto de vértices que induz um
grafo vazio de conjunto independente .

Um grafo G é bipartido se V(G) pode ser particionado em dois conjuntos disjuntos X
e Y taisque XUY =V(G) e X e Y sao conjuntos independentes de G.

Um grafo G é split se V(G) pode ser particionado em dois conjuntos disjuntos X e Y’
tais que X UY = V(@) e X é uma clique de G e Y é um conjunto independente de G.

Um grafo nao direcionado G' é chamado cordal se cada ciclo de tamanho estritamente
maior que 3 possui uma corda, ou seja, uma aresta unindo dois vértices nao consecutivos
do ciclo. Como G nao possui subgrafos induzidos isomorfos a C,,n > 3, o maior ciclo de
G é um triangulo, e logo G é também chamado triangulado.

Um vértice v em um grafo G é dito simplicial se v e sua vizinhaga foram uma clique
em G. Uma ordem de eliminacao perfeita em um grafo G é uma ordenacgao dos vértices
do mesmo tal que, para cada vértice v, v é simplicial no subgrafo de G induzido por v e
os vértices que sucedem na ordem.

Dados os grafos GGy e G5, a uniao disjunta G; U G5 é o grafo obtido a partir da uniao
dos conjuntos de vértices e conjunto de arestas, e a juncao G; + Gy é o grafo obtido a
partir de G; U (G5 incluindo todas as arestas entre G e Gs.

Essas e outras defini¢oes podem ser encontradas em (BONDY; MURTY, 2008)

2.2 Convexidade

Nessa secao, explanaremos um pouco sobre o conceito de convexidade, algumas con-
vexidades estudadas pela literatura e os parametros usados nelas.

Espaco de convexidade é um tema classico, estudado em alguns ramos diferentes da
Matematica. O estudo das convexidades aplicados a grafos foi iniciado um pouco mais
tarde, cerca de 50 anos atrds. Em seguida, os parametros de convexidade motivaram a
definicao de alguns parametros de grafos, cujo estudo tem sido uma das questoes centrais
em convexidades em grafos. Em particular, os aspectos relacionados com a complexidade
do célculo destes parametros tem sido o objetivo principal de varias publicagoes recentes.

Considere um grafo G. Um conjunto de vértices C de subconjuntos de um conjunto
de V(G) é uma convexidade sobre V(G) se

e ), V(G)eCe

e C é fechado sobre intersecoes.

Os elementos de C sao chamados conjuntos convexos. Dada uma convexidade (V,C), o
fecho convexo (ou hull set) de um subconjunto S C V', denotado H(.S) é o menor conjunto
convexo que contém S. Se H(S) = V(G), nds dizemos que S é um conjunto de fecho (
hull set).
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Muitas convexidades sao definidas através de um conjunto P de caminhos em grafos.
Neste caso, um subconjunto C € V(G) é convexo precisamente quando C contém todos
os vértices pertencentes aos caminhos de P cujos vértices extremos estao também em C.

Na converidade P3 , um conjunto S é convexo se, para todo P3 x—y—z, onde x, z € S,
temos que y € S.

Na convexidade monofonica, um conjunto S é convexo se, para todo caminho induzido
P entre dois vértices de S, os vértices de P pertencem a S.

Na convexidade geodésica, um conjunto S é convexo se, para todo caminho minimo P
entre dois vértices de S, os vértices de P pertencem a S.

Dizemos que um caminho P em um grafo é um T-caminho se para quaisquer dois
vértices z,y a distancia maior do que 2 em P nao sao adjacentes. Ou seja, as Unicas
arestas entre vértices de P e que nao sao arestas de P sdo entre vértices a distancia 2 (ou
seja, s6 criam triangulos).

Em (CHANGAT; MATHEW, 1999), definiu-se um conjunto S como sendo TP-convexo
se, para todo z,y € S, todos os vértices em T-caminhos entre x, y pertencem a S. Provou-
se que o numero de Carathéodory da TP-convexidade é menor ou igual a 2 e o nimero
de Radom é menor ou igual a 4 em qualquer grafo.

Na converidade m?, um conjunto S é convexo se os vértices de caminhos induzidos
de tamanho maior ou igual a 3 entre dois vértices de S pertencem a S.

3

Diremos que um conjunto é m-convezo, g-convero, m>-convexo ou Ps-convero se é

3 ou Pj, respectivamente.

convexo na convexidade monofonica, geodésica, m

Agora iremos descrever alguns parametros relacionados a convexidade em grafos.

O namero de fecho hn(G) de G é o tamanho do menor conjunto hull. O nidmero de
intervalo in(S) é o tamanho do menor subconjunto S C V(G) que nao estd contido em
nenhum conjunto convexo préprio distinto de V(G)(ou seja, o tnico conjunto convexo
que contém S é V(G)). O ndmero de convexidade cx(G) é o tamanho do maior conjunto
convexo distinto de V(G). O nimero de Carathéodory cth(G) é o menor inteiro ¢ tal
que, para todo vértice u e para todo conjunto S tal que u € hull(S), existe um conjunto
F C S com |F|<ceué€ hull(F). O nimero de Radon rd(G) é o menor k tal que todo
subconjunto V' de V(G) de tamanho pelo menos k tem uma particao (V/,Vy) tal que
hull(VY) N hull(Vy) # 0.

Claramente, cada um desses parametros depende da convexidade que esta sendo con-
siderada. Por exemplo, existe o nimero de hull-P; hnp,(G) e o ntiimero de hull geodésico
hngq(G).

Dado um conjunto S C V(G), seja Zp,(S) o conjunto com os vértices de S e todos
os vértices em algum caminho P3 entre dois vértices de S (ou seja, todos os vértices com
dois vizinhos em S). Seja tp,(S) o menor k tal que ZF, (S) = Zp57'(S), onde ZF, (S) ¢ a
k-ésima funcao iterada de Zp,. O Ps-percolation time tp,(G) é definido como o maior

tp,(S) entre todos os conjuntos hull de G na convexidade P3. Analogamente definimos o
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tempo de percolacao geodésica t,q(G).

2.3  Convexidade Geométrica

Dada uma convexidade (V,C) e um conjunto convexo S C C, dizemos que p é um
ponto extremo de S se S\ {p} também é convexo.

Um convexidade (V,C) é geométrica (ou antimatrdide ) se satisfaz a propriedade adici-
onal de Minkowski-Krein-Milman: cada conjunto convexo é o fecho convexo de seus pontos
extremos. Sabe-se que essa propriedade é equivalente a propriedade Antiexchange: para
qualquer conjunto S e dois pontos distintos z,y ¢ S,z € H(SU{y} implicay ¢ H(SU{x}).
O termo antiexchange vém da teoria de matroéides.

Para qualquer convexidade geométrica o seguinte resultado fundamental se mantém.

Teorema 2.1. Seja (V,C) uma convezidade geométrica. Entio S € C se somente se existe
uma ordenacdo (x1, T, ...,xx) de V\S tal que x; é um ponto extremo de S U {x;,...,zx}
parai=1,...k (DRAGAN; NICOLAI; BRANDSTADT, 1999)

Algumas classes de grafos podem ser caracterizadas da seguinte forma. G é um membro
da classe se somente se existe uma ordenagao (vy,...,v,) de V(G) tal que v; satisfaz uma
certa propriedade P no subgrafo induzido por {v;, ..., v,}.

Por exemplo, se a propriedade P significa simplicial (ou seja, a vizinhanga do vértice
é uma clique), entao estamos tratando da classe dos grafos cordais.

O teorema sugere que certas classes de grafos podem estar relacionadas a uma con-
vexidade geométrica. Por isso, é interessante perguntar para quais classe de grafos uma

certa convexidade é geométrica.
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3 Convexidade P53

3.1 Introducao

Recentemente varios artigos tem sido publicados referentes a Teoria dos Grafos em
diversos temas e um dos temas bastante interessantes é a convexidade. Neste capitulo,
mostraremos alguns resultados obtidos na literatura em relacao a convexidade P3 e os

resultados que obtivemos (ARAUJ O; SAMPAIO; SZWARCFITER, 2013) para a conve-

xidade geodésica.

3.2 Convexidade P

Em 2011, Centeno et al. (CENTENO et al., 2011) provaram que o nimero de fecho-
P; é N P-dificil em grafos gerais. Em 2009, Centeno et al. (CENTENO; DOURADO;
SZWARCFITER, 2009) provaram que o nimero de intervalo-P3; é NP-dificil em grafos
bipartidos. No mesmo artigo, eles provaram que o niimero de convexidade-P3 é NP-dificil
em grafos split. Em 2012, R. Barbosa et. al. (BARBOSA et al., 2011) provaram que
o numero de Carathéodory P; é NP-dificil em grafos bipartidos. Em 2012, R. Barbosa
et. al. (DOURADO et al., 2012) provaram que o nimero Radon-P; é NP-dificil em
grafos bipartidos. Em 2012, Benevides et. al. (BENEVIDES et al., 2013) provaram que
é NP-completo decidir se o tempo de percolacao-P; é no maximo 7 em grafos bipartidos.

Resumindo esses resultados temos o seguinte teorema.

Teorema 3.1 ((CENTENO et al., 2011; CENTENO; DOURADO; SZWARCFITER,
2009; BARBOSA et al., 2011; DOURADO et al., 2012; BENEVIDES et al., 2013)). Os
sequintes parametros da convexidade Py sao NP-dificeis em grafos bipartidos: niumero de

intervalo, nimero de Carathéodory, numero de Radon e tempo de percolagao.

Neste trabalho, nés provamos a NP-completude em grafos bipartidos dos parametros
restantes: o numero fecho-P3 e o nimero de convexidade-P3. As provas desses resultados

estao nas duas préximas segoes.

Teorema 3.2. Tempo de percolagao é NP — completo para grafos bipartido e qualquer
k> 17 fixo.

3.3 A NP-Completude do niimero de fecho-P;

Teorema 3.3. O numero de Carathéodory-Ps, o numero de Radon-Ps3, nimero de intervalo-

P3 e tempo de percolagao-Ps é NP-dificil em grafos bipartidos.
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Teorema 3.4. O numero fecho-P3 ¢ NP-dificil em grafos bipartidos.

Para provar o teorema acima, faremos a redugao a partir do problema SAT, que foi o
primeiro problema NP-completo conhecido, demonstrado no Teorema de Cook. Usaremos
o problema do 3-SAT na nossa reducao, que é um SAT onde cada clausula tem 3 literais.
Definimos o SAT como uma cole¢ao de clausulas C' = {¢1,¢a,...,¢,} em um conjunto
finito U de varidveis tal que |¢;| = 3 para 1 <i <m. (GAREY; JOHNSON, 1990)

Demonstragao. Como em (CENTENO et al., 2011) nés obtemos a reducao a partir do

SAT com as seguintes restricoes:
e cada clausula tem no maximo 3 variaveis.
e cada literal é de alguma clausula.

e 0s literais x; ou T; aparece no maximo 3 vezes V.

Consequentemente:

e cada literal estd contido em pelo menos uma e no maximo duas clausulas (e, se for

x; em um, entao T; ¢ em dois, e vice-versa).

Dada uma instancia ¢ com k variaveis e m clausulas do problema SAT, construimos

um grafo bipatido G tal que ¢ é satisfeito se somente se o nimero de fecho-P; de G é

7k + 3m.

Z

'Y /nyl ® Tli\‘

Figura 1 — engrenagem de variavel.

Toda engrenagem de z; variavel tem os vértices y;, 7, 2i, Z; Se x;(T;) estd em somente
uma clausula se introduz um novo vértice em G e conectamos a y;(7;).

Toda engrenagem de clausula C; = (z,V x, V z.) tem vértices C/, C%, C?, C¢ conectado
com uma aresta C; com os vértices (x,, Ty, ¥.) na varidvel de engrenagem. Conectar com
uma aresta C? com y,, C? com 1, e C¢ com L.

Vamos supor que exista uma atribuicao de valores verdade para satisfazer ¢. Seja S

o conjunto com todos os vértices de grau 1 e o conjunto {z; : x; é verdadeiro} U {z; : z;

é falso}.
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Figura 2 — engrenagem de clausula.

Notemos que G tem 6k + 3m vértices de grau 1.

Notemos que |S| = 7k 4+ 3m. Afirmamos que S é um conjunto fecho. Observe que, se
z; € S, entao todos os vértices do lado esquerdo do engrenagem de variavel sao percolados
em no maximo quatro passos de tempo, incluindo o vertice x;. Também observemos que,
se z; € S, entao todos os vértices do lado direito do engrenagem de variavel sao percolados
em no maximo quatro passos de tempo, incluindo o vértice z;.

Uma vez que C; é satisfativel, para toda clausula C; entao o vértice da clausula C; tem
um vizinho percolado e consequentemente a clausula C; é percolada em em cinco passos
de tempo. (Uma vez que também tem um vizinho de grau 1). Assim, é facil ver que

todos os vértices da engrenagem de cldusula sao percolados em no maximo 8 intervalos
G4

7 Z

® /fYI [ Ti\‘

Figura 3 — vértice z;.

de tempo.

Uma vez que todo literal z; estd em uma ou duas clausulas, entao o vértice y; é
adjacente a um vértice C¥, C]l? ou C§ e um vértice de grau 1, ou y;, e adjacente a de um
vértice C¢, CY ou Cf e outro vértice Cf', C} ou Cf. Consequentemente, todo vértice y; é
percolado em 9 passos de tempo e todo vértice z; é percolado em no maximo 10 passos

de tempo. Novamente todos os vértices da engrenagems sao percolados em 14 passos de
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tempo. Com isso, todos os vértices sao percolados e S é um conjunto fecho com 7k 4+ 3m
vértices.

Para a volta, vamos supor que G tem um conjunto fecho S com 7k + 3m vértices
Observemos que o quadrado da engrenagem de varidavel na figura 4 é um conjunto convexo
e, consequentemente, todo conjunto fecho deve ter pelo menos um vértice no quadrado de
cada engrenagem de varidvel. Todo o vértice de grau 1 deve estar em S. Checando todas
as possibilidades, nao é dificil ver que os possiveis vértices sao z; ou z;, para toda variavel
;. Se é z; ou z; respectivamente, nés vemos que o vértice x; ou T; respectivamente sao
percolados em 4 passo de tempo.

Observemos que. se existe alguma clausula C; sem adjacentes percolados em quatro
passo de tempo, entdo o vértice C} nao pode ser mais infectado. Como S é um conjunto
fecho, isso nao pode acontecer. Entao, todos os vértices C'j'- tem um adjacente percolado
na engrenagem de vértice. Isso implica que, ao atribuir o valor de verdade a x; se S
contém z; e falso, caso contrario, assim, todas as clausulas serao satisfeitas e isso é uma

atribuicao de valoragao verdadeira para satisfazer ¢.

% v, Y.y,
j !zl éXz X{ Xz%

® /fyl ® Ti\b ® /fyz ° Zf\b

Figura 4 — engrenagem de clausula e variavel
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3.4 A NP-Completude do niimero de convexidade-P;

Teorema 3.5. O numero de convexidade-P3 é NP-dificil em grafos bipartidos.

Faremos a reducao do Exact Cover para o problema do nimero de convexidade Pj.

Dada uma colegao S de subconjuntos de X, uma cobertura exata é um subconjunto S*
de S tal que cada elemento em X pertence a exatamente um subconjunto de S*. Dizemos
que cada elemento de X é coberto por exatamente um subconjunto de &*. Em ciéncia
da computacao, o problema do Exact Cover é um problema de decisao para decidir se
existe ou nao uma cobertura exata de X com subconjuntos de S. Sabe-se que o problema
do Exact Cover é um problema NP-completo (GAREY; JOHNSON;, 1990). Usaremos o

problema da cobertura exata com conjuntos 3.

Demonstracao. Obtemos a redugao a partir do Exact Cover by 3-sets.

Seja o conjunto U = {Uy,us, ..., us, } e uma familia S = {57, 5, ..., S, } de trés ele-
mentos subconjuntos de U, o objetivo é decidir se existe uma subfamilia S’ C S, com
| S |=n. Vamos construir um grafo bipartido G tal que existe uma cobertura exata de U
se somente se o numero de convexidade-P; de G é n + 1

O grafo é construido da seguinte maneira: Criamos trés vértices auxiliares W, U’eU"”
e duas arestas (WU') e (WU"). Para cada conjunto S; € S, criamos um vértice S; em G
e conectamos ele com uma aresta de W. Para cada elemento u; € U, criamos um vértice
uj em G e o conectamos com uma aresta de U’ e U”. Se u; € S;, criamos uma aresta do

vértice u; para o vértice S; em G.

-“T
s, 5,/ 8 \§ S,
AN
ﬂ"bcdef'gh'i

Figura 5 — Grafo G

Se existe uma cobertura exata C' de U, é facil ver que a vértices de G associados aos
subconjuntos na cobertura C' e o vértice auxiliar W formam um conjunto P3-convexo em
G (uma vez que os adjacentes destes vértices nao tém intersecgao) com n + 1 vértices.

Para a volta, vamos supor que G tem um conjunto Ps-convexo C' # V(G) com
n + 1 vértices. Se C tem dois vértices u; e u;, entdo hull(C) = V(G), uma vez que
U U" € hull({u;,w}), todos os vértices u; € hull({U’,U"}), todo o vértice S), €
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hull({uy, ug, ..., usp}) e W € ({51, 52, ...,5,}). Analogamente, C' ndo pode conter um
vértice u; e o vértice .

Se C' contém dois vértices de S; e Sy, tal que o conjunto S; N Si # 0 o hull({S;, Sk}),
contém o vértice u; e o vértice W e consequentemente hull(C') = V(G) como foi obser-
vando anteriormente.

Agora os casos onde s6 sao possiveis se C' contém exatamente um vértice S; e um vértice
u;, ou C' contém o vértice o vértice W e vértices S, Sia, ..., Sin, tal que S;, NSy, # 0 para
qualquer a < b € {1,2,...,n}. Considerando n > 1 o tinico caso possivel é o segundo. Isto

implica que S, ..., S;, formam um exact cover.

]
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4 Convexidade dos caminhos induzidos de or-

dem trées

4.1 Introducdo

Um dos temas da nossa dissertacao é a convexidade dos caminhos induzidos de ordem
trés, uma métrica para conjuntos convexos na qual conseguimos um paramétro interes-

sante entre as convexidades conhecidas e que iremos introduzir a partir de agora.

4.2 A convexidade P

Embora nosso estudo tenha iniciado em busca de resultados para a convexidade
geodésica, em meio a nossa busca, construimos uma nova convexidade que relaciona a
convexidade P5 com a convexidade geodésica, que denominamos por convexidade Fj.

Na convexidade P, os conjuntos convexos sao fechados sob caminhos induzidos de
comprimento dois. Isto é, um subconjunto S C V(G) é Pj-convexo se todos os vértices
de um caminho induzido de comprimento 2 (ou seja, um Pj3 entre dois vértices de S
também pertence a S.

Uma motivacao para o estudo da convexidade proposta é que, além de ser parecida com
a convexidade Pj, ela preenche uma lacuna existente entre as convexidades monofonica e
m?3.

Mas, de fato, a principal motivagao é a forte relacao com a convexidade geodésica

descrita no teorema abaixo.

Teorema 4.1. Seja m um inteiro positivo e H um grafo nao completo. Seja G = H+K,,.

Entao,
[} hngd(G) = hnpg (H),

® and(G) = anék (H),

cxya(G) = cxp; (H) +m,

cthga(G) = max{cthp; (H), 2},

tgd(G) = maX{tpg(H), 1}

Para simplicar a prova do teorema acima, vamos dividi-lo em cinco lemas e provar o

lema auxiliar abaixo.
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Lema 4.1. Dado um inteiro m > 1 e um grafo H, seja G = H + K,,,. Seja S C V(H)

um subconjunto contendo dois vértices nao adjacentes. Portanto
Hgac(S) = Hpya(S) = Hppu(S) ULV (Kn)}
Zga,c(S) = Lpy,c(S) = Lpyu(S) ULV (Kn)}

Demonstracao. Todo caminho minimo em G entre vértices de H é uma aresta ou forma
um P; induzido. Além disso todo Ps induzido em H é um caminho minimo. Finalmente
como S tem dois vértices nao adjacentes, temos que o intervalo de S contém os vértices
da clique K,,. O

Lema 4.2. Dado um inteiro m > 1 e um grafo H, temos que hngq(H + K,,) = hnp;(H)
e tga(H + Ky,) = max{tp; (H), 1}.

Demonstragao. Seja G = H + K,,. Seja C' um conjunto hull de H na convexidade P;.
Queremos provar que C' também ¢é um conjunto hull de G na convexidade geodésica.
Considere o seguinte processo de infeccao de H na convexidade Pj: Cy, Cy,Cy, ..., Cy,
onde Cjy1 = Zps(C;), para todo 1 < i < t, Cy = C e C; = V(H). Podemos supor que
|Col < |Ch] < ... < |Cyl.

E facil ver que Cy tem dois vértices nao adjacentes (caso contrério, Cjy nao infectaria
ninguém). Também ¢é facil ver que todos os vértices do K, estdo em Z,(C;). Note
ainda que todo vértice de G esta a uma distancia 1 ou 2 de qualquer outro vértice de
G. Seja z € Ciyq e z & C;, para algum 1 < ¢ < t. Logo existem vértices z,y € C; nao
adjacentes entre si e adjacentes a z. Portanto, xzy é um caminho minimo entre x e y.
Consequentemente, z € Z,4(C;), e portanto Ciyq U K,y € Zya(C;).

Note ainda que todo vértice infectado geodesicamente s6 pode ter sido infectado se-
gundo o modo descrito acima. Logo, Ciy1 UK, = Z,4(C;). Portanto, Cy, C1 UV (K,,), CoU
V(Kn),...,Ci UV(Ky) = V(G) é uma infecgao geodésica. Logo C' = Cy é um con-
junto hull de G na convexidade geodésica. Portanto, hny(G) < hnp;(H). Note que,
se C' = V(H), entao t = 0, mas o tempo de percolacdo geodésica de C' em G seria 1.
Portanto t,4(G) > max{tp; (H), 1}.

Seja agora C um conjunto hull minimal de G na convexidade geodésica. Considere
o seguinte processo de infecgdo de G na convexidade geodésica: C{,C1,C5, ..., Cy, onde

"1 = Zga(C}), para todo 1 < i < t', Cj = C" e C}, = V(G). Podemos supor que
|Gy < |C] < ... < |Chl.

Note que os vértices do K, nao infectam ninguém, pois estao a distancia 1 de qualquer
outro vértice de GG. Isso implica que C” nao contém vértices do K,,, caso contrario nao seria
minimal. Seja 2’ € C,, NV(H) e 2’ ¢ C;, para algum 1 < i < t. Logo existem vértices
2,y € C! tal que 2’ estd em um caminho minimo entre 2’,y’. Como, em G, 2’ e y’ estao
a distancia 2, entao 2’ é adjacente a ambos. Consequentemente, 2’ € Zp;(Cy;), e portanto
Ci,,NV(H) CZu(C;NV(H)). Com isso é facil concluir que Cf é um conjunto hull de
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H na convexidade P;. Logo, hnp;(H) < hng(G). Note que, se C' = V(H), entdo t' = 1,
mas o tempo de percolagao Py de C' em H seria 0. Portanto t,4(G) < max{tp;(H),1}.
Portanto hngd(G) = hnpg (H) e tgd<G) = maX{tpg (H), 1} ]

Lema 4.3. Dado um inteiro m > 1 e um grafo H, temos que ingg(H + K.,,) = inp; (H).
Demonstragao. Segue direto do Lema 4.1. O]

Lema 4.4. Dado um inteiro m > 1 e um grafo H, temos que cxyq(H + K,,) = crpy (H) +

m.

Demonstragao. Seja G = H+K,,. Se C' ¢ um conjunto convexo P; de H, entao CUV (K,,)
é um conjunto convexo geodésico de G, pois nao ha vértice fora de C' vizinho a dois
vértices nao adjacentes de C' e portanto todos vértices em caminhos de tamanho 2 entre
dois vértices de C' ja pertencem a C'.

Seja agora C’ um conjunto convexo maximo de GG na convexidade geodésica. E f4cil
ver que (' contém os vértices do K,,, caso contrario nao seria méximo. Além disso,
C'NV(H) é um conjunto convexo na convexidade Py, pois nao ha vértice fora de ¢’ em
um caminho de tamanho 2 entre dois vértices nao adjacentes de C’.

Logo, cxga(H + Ky,) = cxp; (H) +m.

O

Para provar o resultado andlogo para o ntimero de Carathéodory, é util usar uma
definicao alternativa para esse parametro. Dizemos que um conjunto S de vértices de um

grafo G é um conjunto de Carathéodory se o conjunto OH(S) definido como

OH(S) = H(S)\ U H(S\ {s})
seS
é nao vazio. O nimero de Carathéodory pode também ser definido como sendo o tamanho

do maior conjunto de Carathéodory.
Lema 4.5. Dado um inteirom > 1 e um grafo H, temos que cthyq(H+K,,) = max{cthp; (H),2}.

Demonstracao. Seja G = H + K,,. Seja S um conjunto de Carathéodory de H na
convexidade Pj. Queremos provar que S também é um conjunto de Carathéodory de GG
na convexidade geodésica. Observe que S nao pode ser uma clique pois sendo 9(S) = ().

Logo H44(S) contém a clique K,,. Portanto, do Lema 4.1, temos o desejado, pois

OMgac(S) = Heac(S) \ | Hoac(S\ {s}) =

ses
=Hpy c(S)\ | Hrro(S\{s}) 2 Hprun(S)\ | Hps.u(S\ {s}) # 0
seS seS
Seja agora S’ um conjunto de Carathéodory de GG na convexidade geodésica com mais

de dois vértices. Queremos provar que S’ também é um conjunto de Carathéodory de
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H na convexidade P;. E facil ver que S’ ndo é uma clique, caso contrario OH(S) = 0.
Observe que S’ nao contém vértices da clique K,,. Isso porque, se S’ tivesse um vértice s
da clique K,,, entdo Hgqc(S"\ {s}) = Hga,c(5’), pois S’ tem dois vértices nao adjacentes
que infectam s e o vértice s nao é extremidade de nenhum caminho minimo de tamanho
maior ou igual a 2. Portanto S’ C V(H). Observe ainda que, como S’ tem pelo menos
trés vértices e pelo menos dois nao adjacentes entre si, entao existe um vértice s € S’ tal
que Hgac(S"\ {s}) contém a clique K,,.

Com isso, desses argumentos e do Lema 4.1, temos que

OMps u(S") = Hpyu(S)\ | Hepu(S'\ {s}) =

ses’!

= Hoarr(S)\ | Hoarr (S'\ {5}) 2 Hgac(S)\ | Hgac(S"\ {s}) # 0

ses’ ses’
Finalmente, note que todo par {z,y} de vértices nao adjacentes de H forma um
conjunto de Carathéodory de G na convexidade geodésica, pois Hga.c({,y}) contém os
vértices da clique K, mas Hygc({z})UHac({y}) = {z,y}. Portanto, cth,(G) > 2. O

Observe que, em grafos livre de triangulos, a convexidade P; é idéntica a convexidade
P3, uma vez que cada caminho de comprimento dois é induzido. Temos entao, pelos

resultados do capitulo anterior, o seguinte teorema.

Teorema 4.2. Os seguintes parametros da convexidade P5 sao NP-dificies em grafos
bipartidos: hull number, interval number, convexity number, Caratheddory number, Radon

number e percolation time.

Com isso, podemos obter redugoes polinomiais da convexidade P; para a convexidade

geodésica, que implicam o seguinte.

Teorema 4.3. O hull number, o convezrity number, o interval number, o Carathéodory

number e o percolation time da convexidade geodésica sao NP-dificeis.

Desses resultados, o unico resultado novo de NP-completude é o percolation time
geodésico, pois os demais ja foram obtidos entre 2010 e 2012 nos artigos (ARAUJO et al.,
2011; DOURADO et al., 2012; DOURADO et al., 2010b; DOURADO et al., 2013).
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5 Convexidades Geométricas

5.1 Introducao

Dada uma convexidade (V,C) e um conjunto convexo S C C, dizemos que p é um
ponto extremo de S se S\ {p} também é convexo.

Um convexidade (V,C) é geométrica (ou antimatrdide) se satisfaz a propriedade adi-
cional de Minkowski-Krein-Milman: cada conjunto convexo é o fecho convexo de seus
pontos extremos. Sabe-se que essa propriedade é equivalente a propriedade Antiex-
change: para qualquer conjunto S e dois pontos distintos =,y ¢ S,z € H(S U {y})
implica y ¢ H(S U {z}).

Para qualquer convexidade geométrica, o seguinte resultado fundamental se mantém.

Teorema 5.1 ((FARBER; JAMISON, 1986)). Seja (V,C) uma convexidade geométrica.
Entao S € C se somente se existe uma ordenagdo (1, T, ...,x1) de V\S tal que x; é um

ponto extremo de SU{x;,...,xx} parai=1,.. k

Algumas classes de grafos podem ser caracterizadas da seguinte forma. G é um membro
da classe se somente se existe uma ordenagao (vy, ...,v,) de V(G) tal que v; satisfaz uma
certa propriedade P no subgrafo induzipo por {v;, ..., v, }.

Por exemplo, se a propriedade P significa simplicial (ou seja, a vizinhanga do vértice
é uma clique), entao estamos tratando da classe dos grafos cordais.

O teorema sugere que certas classes de grafos podem estar relacionadas a uma con-
vexidade geométrica. Por isso, é interessante perguntar para qual classe de grafos uma
certa convexidade é geométrica. Diremos que uma classe de grafos é caracterizada por
uma certa convexidade se essa convexidade s6 é geométrica em grafos desta classe.

Nos artigos (HOWORKA, 1981),(FARBER; JAMISON, 1986), (HARARY; HEDET-
NIEMI, 1970) estudaram quais classes de grafos sdo caracterizadas pelas convexidades

3

monofonica, geodesica e m?, ou seja, investigaram em quais grafos essas convexidades

sao geométricas. Também podemos fazer a pergunta inversa. Dada uma classe de gra-
fos, existe alguma convexidade que sé é geométrica nessa classe? Ou seja, existe uma

convexidade que caracteriza esta classe?

5.2 Resultados Conhecidos

5.2.1 Convexidade monofdnica

Nesta segao, mostraremos os resultados do artigo (FARBER; JAMISON, 1986) pro-

vando que a convexidade monofonica caracteriza os grafos cordais. Um grafo é cordal se
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ele nao contém ciclos de tamanho maior que 3 em um subgrafo induzido.
Um vértice é simplicial se a sua vizinhanca induz um subgrafo completo. O seguinte

teorema caracteriza os grafos cordais.

Teorema 5.2 ((ROSE, 1970)). Seja G um grafo. Entdo as sequintes proposi¢oes $ao

equivalentes
(a) G € cordal.

(b) Cada conjunto de corte minimal de cada subgrafo induzido de G induz um grafo

completo.
(¢) Cada subgrafo induzido de G tem um vértice simplicial

Observe que um vértice v é ponto extremo de um conjunto m-convexo K se e somente
se v é simplicial em G[K]. Por isso, a convexidade monofonica de um grafo G' é uma con-
vexidade geométrica se G é cordal. O teorema abaixo mostra que essa condi¢ao necesséria

é também suficiente.

Teorema 5.3 ((FARBER; JAMISON, 1986)). Em um grafo cordal, cada vértice ndo

simplicial encontra-se em um caminho induzido entre dois vértices simpliciais.

Demonstracao. Vamos provar por inducao no nimero de vértices, o caso base é trivial.

Seja G um grafo cordal com n vértices e suponha que o teorema ¢é valido para cada
grafo cordal com menos que n vértices. Suponha que v é um vértice nao simplicial de G.
Entao v tem dois vizinhos nao adjacentes, dizemos u; e us. Seja C' um conjunto minimal
de vértices de V' \ {u1,us} que satisfaz todos os caminhos u; — uy. Claramente v € C.
Para i = 1,2, seja W; o conjunto de vértices da componente de G — C' que contém u;
e seja G; = G[W; U C]. Entao C é um conjunto de corte minimal de G[W; U W, U C],
e assim G[C| é um grafo completo pelo teorema 5.2. Pela hip6tese de indugado, ou u; é
simplicial em G; ou u; encontra-se em um caminho induzido entre vértices simpliciais de
G;. Em ambos os casos, GG; tem um vértice simplicial, z;, em W;, para ¢ = 1,2, uma vez
que G[C] é um grafo completo. Observe que z; é também simplicial em G. Uma vez que
C' é um corte minimal em G[W; UW, U (], existe um caminho induzido z; — v, chamamos
de P, em G[W;U{v}], e um caminho induzido v — z9, chamamos de Py, em G[WyU {v}].
Uma vez que C' é um conjunto de corte P, - P, é um caminho coral em G de jungao de
vértices simpliciais e contendo v.

A validade do teorema segue por inducao.

]

A partir do teorema 5.3 nés obtemos um andlogo do teorema de Minkowski-Krein-

Milman, que segue como corolério.
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Corolario 5.1 ((FARBER; JAMISON, 1986)). Se G € cordal, entio a convexidade mo-

nofonica de G é uma convexidade geométrica.

Corolério 5.2 ((FARBER; JAMISON, 1986)). Em um grafo cordal G(V, E) um subcon-
junto K de vértices é m-convero se e somente se, existe uma ordena¢ao vy, v, ..., v de

V\ K tal que, para cada i =1,2,....1,v; € simplicial em G[K U {v;, viy1, ..., v }]

Demonstracao. Isso segue imediatamente de Teorema 5.1, Corolario 5.1, e a relagao entre

vértices simpliciais e pontos extremos do conjunto m-convexo. O

5.2.2 Convexidade Geodésica

Nesta segao, mostraremos os resultados do artigo (FARBER; JAMISON, 1986) pro-
vando que a convexidade geodésica caracteriza os grafos Ptolemaicos. Um grafo G ¢é
ptolemaico se para quaisquer 4 vértices a, b, x, y de uma mesma componente conexa de G

a seguinte desigualdade é valida.
d(a7 b) ’ d(fL’, y) < d(av l’) ’ d<b7 y) + d(b7 ZL’) ’ d(av y)

O teorema abaixo apresenta varias caracterizagoes para os grafos Ptolemaicos. Por
exemplo, mostra que os grafos Ptolemaicos sao os grafos cordais livres de 3-fan (ver figura
6), e que sao também os grafos cordais que sao distancia-hereditaria (um grafos é distiancia-
hereditdria se as distancias em qualquer subgrafo induzido conexo sao as mesmas do grafo

original).

Figura 6 — 3-fan

O teorema seguinte mostra a relagao entre essas propriedades.

Teorema 5.4 ((FARBER; JAMISON, 1986)). Seja G um grafo. FEntdo as sequintes

propriedades sao equivalentes

(a) G é um grafo Ptolemaico.
(b) G € cordal e cada ciclo de 5 vértices tem no minimo 3 cordas.
(¢c) G € cordal e nao contém 3-fan induzido.

(d) G € cordal e todo o induzido é um menor caminho.
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(e) A convexidade geodésica de G é uma convexidade geométrica.

(f) G é cordal e a converidade monofonica e geodésica de G sao idénticas.

Demonstracao. A equivaléncia de (a), (c) e (d) é devido a Howorka (HOWORKA, 1981),
e a equivaléncia de (b) e (c¢) é trivial. Vamos estabelecer 3 implicagoes, ou seja, (d) implica
(e), (e) implica (f), e (f) implica (c). O fato da condigao (d) implicar a condicao (e) segue
imediatamente do Corolario 5.1.

Suponha que a condigao (e) é vélida. Como todo ponto extremo de um conjunto K
g-convexo é um vértice simplicial em G[K], entdo G deve ser cordal pelo Teorema 5.2.
Além disso, todo conjunto g-convexo deve ser convexidade monofonica pelo Coroléario
5.2. Claramente, qualquer conjunto m-convexo é g-convexo. Portanto, a condic¢ao (f) se
mantém.

Finalmente, suponha que G ¢ cordal e contém 3-fan, seja u,, u1, us, us 0 caminho indu-
zido e vu; € E para i =0,1,2,3. Observe que {uj, us} esta contido no fecho monofénico
de {ug, us}.Por outro lado, afirmamos que nem u; nem uy é um fecho convexo de {ug, us}.
Seja A o conjunto de vértices entre o caminho ug — uz. Observe que uy,uy ¢ A. Uma vez
que, d(ug, u3) = 2, A\ {ug, us} é um conjunto de corte minimal G[A]. Por isso, A\ {ug, us}
induz um subgrafo completo, pelo Teorema 5.2. Disso resulta que A é g-convexo. Por

isso, a condicao (f) implica a condicao (c). O

5.2.3 Convexidade m?

Nesta se¢ao, mostraremos os resultados do artigo (DRAGAN; NICOLAT, BRANDSTADT,
1999) provando que a convexidade m? caracteriza os grafos bipolarizados-fracos (weak bi-

polarizable), definidos como os grafos livres de HHDA (ou seja, livre de Hole (buraco),
House (casa), Dominé e o grafo A da Figura 7) em (OLARIU, 1989).

Figura 7 — grafo livre de HHDA

Casa Buraco Domind A

Dizemos que um vértice é semisimplicial se nao estd no meio de um P, induzido.

Lema 5.3. Um vértice v é um ponto extremo de um conjunto m?3-convexo K se e somente

se v é semisimplicial em G[K].



Capitulo 5. Convexidades Geométricas 30

Nesta se¢ao, mostraremos a prova de (DRAGAN; NICOLALI,; BRANDSTADT, 1999)
de que os vértices semisimpliciais estao para a convexidade m? e os grafos bipolarizados-
fracos assim como os vértices simpliciais estao para a convexidade monofonica e os grafos
cordais (ver Lema 5.7).

Mostraremos também a prova de (DRAGAN; NICOLAI; BRANDSTADT, 1999) de
que a convexidade m? é geométrica se e somente se o grafo é bipolarizado fraco (ver
Teorema 5.6).

Para a prova desses resultados e por completude sao necessarios alguns resultados
auxiliares.

3

Seja M3(G) denotado pelo conjunto de todo os conjuntos m?-convexo de um grafo.

3_convexo hull m3-conv(S) ¢ o menor membro de M?3(G)

Para um conjunto S C V om
contendo S.

Um conjunto H C V' é homogeéneo se e somente se N(z)\ H = N(y)\ H para cada par
de vértices x,y de H. um conjunto homogéneo é préprio se e somente se 1 < |H| < |[V].

O proximo lema da um bom critério para verificar a semisimplicialidade de um vértice.

Lema 5.4. (DRAGAN; NICOLAI; BRANDSTADT, 1999) Um vértice v de um grafo
G ¢é semisimplicial em G se e somente se a componente conexa de todo complemento de

G(N(v)) sao homogéneos em G.

Demonstracao. Se v nao é semisimplicial entdo existe um P, contendo v como ponto
central, por exemplo u; — v —us —us. Agora u; e up pertencem a uma componente conexa
C' de complemento de G(N(v)). Porém C nao é homogéneo em G devido a us.

Para comprovar o contrario seja C' uma componente conexa do complemento de
G(N(v)) e suponha que C' ndo é homogéneo em G. Entdo deve haver vértices x,y € C
e um vértice z € V' \ C tal que zy € E mas yz ¢ E. Podemos escolher = e y tal que a
sua distancia no complemento de G(C') é minimal. Obviamente, z # v. Além disso, uma
vez que yz ¢ E mas cada vértice de N(v) \ C' deve ser adjacente a cada vértice de C'
temos z ¢ N(v). Assim z € N?(v). Sexy ¢ Fentao z —x —v—y éum P;. Sexy € E
entdo seja © —uy — ... —u, —y um caminho mais curto no complemento de G(C'). Assim,
zuy ¢ E. A distancia minimal de z, y agora implica uyz ¢ E. Portanto, z —x — v — uy é
um P;. L]

Teorema 5.5. (DRAGAN; NICOLAI; BRANDSTADT, 1999) Um grafo G € bipolarizado
fraco se e somente se cada subgrafo induzido F' de G é cordal ou contém um conjunto

homogéneo proprio (OLARIU, 1989).

Seja H um conjunto homogéneo préprio em G e v € H Entao a redu¢dao homogénea
HREd(G, H,v) é o grafo induzido por V(G) \ (H \ {v}). Por outro lado, a extensdo
homogénea HExt(G,v, H) de G via um grafo H em v com V(H)NV(G) = () é o grafo
obtido ao substituir v por H tal que os vértices de H possui os mesmos vizinhos fora de

H como v tem em G.
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Lema 5.5. (DRAGAN; NICOLAI; BRANDSTADT, 1999) Seja H um conjunto ho-
mogéneo proprio de um grafo G livre de HHD e sejav € H.

(1) Se x é semisimplicial em HRed(G, H,v) mas nao em G, entao x € H, isto é, x = v.

(2) Se x € H é semisimplicial em H mas nao em G, entao nenhum vértice de H é

semisimplicial em G e v nao € semisimplicial em H Red(G, H,v).

Demonstracao. Uma vez que nenhum P, contém um conjunto homogéneo préprio, nos

concluimos que qualquer 4-caminhos P de G, ou P C H ou |[PU H| < 1.

(1) Uma vez que = nao é semisimplicial em G, deve estar em um ponto médio de algum
Py induzido. Se x ¢ H entdo a semisimplicidade de x em H Red(G, H,v) implica
|PUH| = 1. Mas agora podemos substituir o vértice de PUH por v obtendo um P,
em HRed(G, H,v), que contém z como um ponto médio, uma contradigdo. Assim

r € H,isto é, x = v.

(2) Se x € H é semisimplicial em H, mas nao em G, entdo nenhum P, em G contém
x como um ponto médio estd completamente contido em H. Assim PU H = {z}
para qualquer P, induzido em G com ponto médio x. Uma vez que H é homogéneo
podemos substituir x em P por qualquer vértice de H. Assim nenhum vértice de

H ¢ semisimplicial em G, e v ndo é semisimplicial em H Red(G, H,v).
]

Em (FARBER; JAMISON;, 1986) ¢é provado que em um grafo cordal cada vértice nao
simplicial encontra-se em um caminho induzido entre dois vértices simpliciais. Em seguida

apresentamos um resultado mais forte que iremos utilizar subsequentemente.

Lema 5.6. (DRAGAN; NICOLAI: BRANDSTADT, 1999) Seja G um grafo cordal e
P = v — ... — v, um caminho induzido de tamanho pelo menos dois, isto €, k > 3.
Entao existem wvértices u;,t = 1,...;5 e w;,7 = 1,...,t tal que uy,w; sao simpliciais e

U —Ug— oo —Ug— Vg — ... — VUp_1 — Wy — ... — Wy — Wy em um caminho induzido em G.

Demonstracdao. Se tanto vy e vy sao simpliciais entao é trivial. Entao suponha que v; nao
é simplicial.

Seja M o m-convexo hull de {vy,...,v:} e S a vizinha de v; em M. Evidentemente,
S é um separador v; — v3 em M, isto é, vy e v3 estao em diferentes componentes conexas
de G(M)\ S. Nés mostramos que S é um separador v; — v3 em G também. Assumindo
o contréario deve haver um caminho induzido P em V' \ S juntando v; e v3. Uma vez que
S é o conjunto de vizinhos de v; em M que contém vértices de V' \ M uma contradi¢do
com a m-convexidade de M. Portanto, S é um separador v; — v em G.

Recordamos que todos os grafos cordais ou sao completos ou contém pelo menos dois

vértices simpliciais nao adjacentes. Assim G(M) como um grafo cordal deve conter pelo
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menos dois vértices simpliciais. Uma vez que a retirada de um vértice de um conjunto
m-convexo preserva a m-convexidade e desde que M m-convexo hull de {vy, ..., v} ime-
diatamente concluimos que v; e v, sao os unicos dois vértices simpliciais de M. Assim S
é completo.

Uma vez que v; nao é simplicial e todos os vizinhos de v; estao contidos em F' :=
G(K US), em que K é uma componente conexa de G\ S contendo vy, o grafo cordal F
nao é completo e portanto existem dois vértices simpliciais nao adjacentes em F'. Pela
completude de S no maximo 1 deles estd em S. Assim temos um vértice simplicial u; em K
que também é simplicial em G. Agora considere um caminho P conectando os vértices vy e
uy; em K. Nenhum vértice até v, de um subcaminho induzido ©; —. .. —u,—v9 do caminho
P Uwvvy tem um vizinho em {Ug, - ,vk}. Consequentemente, u; —...—Us — Vg — ... — U
¢ um caminho induzido. Para v, procedemos de forma analoga.

]

Note que todo vértice simplicial é semisimpicial e assim, todo vértice nao semisimplicial

¢ nao simplicial.

Lema 5.7. (DRAGAN; NICOLAI; BRANDSTADT, 1999) Todo vértice nio semisimpli-
cial de um grafo bipolarizado fraco G encontra-se em um caminho induzido de tamanho

pelo menos 3 entre dois vértices semisimpliciais.

Demonstracdo. Provamos a afirmagao por indugao no tamanho de G. A afirmacao é vélida
para todos os grafos com no méaximo quatro vértices ja que o tnico grafo deste tamanho
que contém um vértice nao semisimplicial é o P; Seja x um vértice nao semisimplicial de
G, ou seja, x ¢ um ponto médio de algum P;. Se G é cordal entao pelo lema 5.6 exite
um caminho P de tamanho no maximo 3 contendo x tal que ambas as extremidades de
P sao simpliciais e assim semisimpliciais em . Consequentemente, esta provado.

Agora assumindo que G nao é cordal. Consequentemente, pelo teorema 5.5, G contém
um conjunto homogéneo préprio H.

Casol. z € H.

Suponha que z é semisimplicial em H Red(G, H, x). Entao pelo lema 5.5 (2), o vértice
x nao é semisimplicial em H. Pela hipotese de inducao x encontra-se em um caminho
induzido de tamanho pelo menos 3 entre vértices semisimpliciais v,z em H. Pelo lema
5.5 (2), y e z devem ser semisimpliciais em G também.

Agora vamos supor que x nao é semisimplicia em H Red(G, H,z). Pela hip6tese de
inducao x encontra-se em um caminho induzido entre vértices semisimplicais y,z em
HRed(G, H,z). Em particular, y,z ¢ H. Assim pelo lema 5.5 (1), tanto y como z devem
ser semisimpliciais em G também.

Caso 2. x ¢ H.

Do lema 5.5 (1) imediatamente concluimos que x nao é semisimplicial em H Red(G, H, v),

onde v é um vértice semisimplicial no grafo bipolarizado fraco H. Pela hipotese de
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indugao = encontra-se em um caminho induzido entre vértices semisimpliciais y, z em
HRed(G, H,v). Suponha que y nao é semisimplicial em G. Do lema 5.5 (1), deduzimos

y = v. Mas agora y = v nao é semisimplicial em G também. [

Teorema 5.6. (DRAGAN; NICOLAI; BRANDSTADT, 1999) As sequintes condigoes

sao equivalentes para um grafo G
(1) G € bipolarizado fraco.

(2) Em cada subgrafo induzido F de G cada vértice nao semisimplicial encontra-se em

um caminho induzido de tamanho pelo menos 3 entre vértices semisimpliciais de F.

(3) Cada conjunto m>-convexro de G € o hull dos seus vértices semisimpliciais, isto €,
V(G), M3(G)) é uma convezidade geométrica.

(4) Um conjunto S de G é m®-convexo se e somente se existe uma ordenagdo (vy, . .., vg)
de V(G)\S tal que para cadai = 1,... k o vértice v; € semisimplicial em G({v;, ..., vx}U

S), isto é, S € alcangdvel.

Demonstracao. A prova de (1) = (2) se devem ao Lema 5.7. A prova de (2) = (3)
se deve ao fato de os vértices semisimpliciais serem extremos na convexidade M?® (ver
Lema 5.3) e a propriedade de Minkowsk-Krein-Milman. A prova de (3) = (4) se deve
ao Teorema 5.1 S6 precisamos provar que (4) = (1)

Afirmagao 1. Se S é um conjunto m?-convexo em F := Hred(G, H,v), onde H é um

conjunto homogéneo préprio de G, entao

S vg S
SUH wves

S =

3_convexo em G

ém

Suponha que S’ nao é m3-convexo em G. Entao deve haver vértices z,y € S e
um caminho induzido de tamanho pelo menos 3 juntando z e y tal que P\ S’ # () Se
|P N H| < 2entao ou P ou (P\ H)U {v} é um caminho induzido em F' de tamanho
pelo menos 3 juntando os vértices de de S quem tem pelo menos um vértice fora de S,
uma contradicao a m3-convexidade de S em F. Agora Suponha |[H N P| > 2. Note que
P\ H # (. Faga P' = u; — ... — uy, ser um maximal pela inclusdo do subcaminho de
P completamente contido em H. Suponha K > 2. Se u; = x entao uy # y uma vez
que P\ H # (). Uma vez que H é homogéneo u; deve ser adjacente ao vizinho de uy; em
P\ P’ uma contradigdo. Se u; # x entdo o mesmo argumento pode ser aplicado para wuy
e o vizinho de u; em P\ P'. Agora seja k = 1. Para |H N P| > 2 deve haver um vértice
z€ HN P\ N(up). Mas agora N(uy) \ H = N(z)\ H e |P| > 4 implica algumas cordas

3

em P, novamente uma contradicao. Portanto, S’ é m°-convexo em G.
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Afirmacao 2 Todo conjunto homogéneo H de um grafo G' é m3-convexo.

Seja z,y vértices nao adjacente de um conjunto homogéneo H em G. Se z tem um
vizinho z fora de H entao yz € E e vice versa. Assim qualquer caminho induzido entre
vértices nao adjacentes de H contendo vértices a partir de V' \ H deve ser de tamanho 2.

3_convexo em G.

Consequentemente H é m

Afirmagao 3 Seja H o conjunto homogéneo préprio de um grafo G. Se S é m3-convexo
em G(H) entdo ele é assim em G

Uma vez que S é um subconjunto de H podemos usar os mesmo argumentos da prova
da Afirmacao 2.

Afirmacao 4 Se v é um vértice simplicial em um grafo G entao qualquer conjunto
m3-convexo de G \ {v} é m3-convexo em G.

Uma vez que a vizinhanca de um vértice simplicial v é completa nenhum caminho
induzido de tamanho 3 pode conter v como um ponto interior.

Agora vamos provar por indugao no tamanho de G' que qualquer grafo que satisfaz (4)
é bipolarizado fraco, isto é, livre de HHDA. Uma vez que qualquer (singleton) de V (G)

3_convexo, G possui uma ordenacao simplicial, e portanto ndo contém

¢ um conjunto m
um buraco ou dominé (ver 7). Seja F' um subgrafo induzido de G isomorfo a casa 7 e K
uma 3-clique. Agora o conjunto m3-convexo K deve ser satisfeito, mas nenhum vértice
de F'\ K é simplicial em F' - uma contradigdo. Portanto, G é um grafo livres de HHD.
Caso 1 G contém um conjunto préprio homogéneo H.
Seja v um vértice de H, F := Red(G, H,v) e S um conjunto m>*-convexo em F. Entao

3_convexo em G e assim satisfeito. Por isso, S

S’ tal como definido na Afirmacao 1 é m
é satisfeito em F' uma vez que cada vértice semisimplicial de G é semisimplical em cada
subgrafo induzido que contém este vértice. Portanto, F' satisfaz (4) e, pela hidtese de

3_convexo de

inducao, é livre de HHDA. Aplicando o mesmo argumento a um conjunto m
H e usando a Afirmacao 3 implica que H é livre de HHDA. Concluimos que G por ele
mesmo ¢ livre de HHDA com a extensao homogénea do grafo F' livre de HHDA pelo grafo
H livre de HHDA.

Caso 2 G tem um conjunto homogéneo proprio.

Suponha que G contém um A induzido pelo ciclo de tamanho 4 x—c—d—y—x e vértices
(pendant) a,b onde ax € E e by € E. Provamos também que M := D(a,1)U D(b,1) é
m3-convexo em G. Assim M deve ser satisfeito, mas nem ¢ nem d sao simpliciais em A
uma contradigao;

Primeiro note que todo vértice semisimplicial v de G é simplicial devido ao lema 5.4.
A partir da Afirmagao 4 concluimos que G\ {v} é satisfaz (4), pela hpdtese de indugao, é
livre de HHDA. Portanto, a e b sdo os tnicos vértices simpliciais de G, e D(a, 1), D(b, 1)

sao completos.

e Se existe um vizinho z em comum de a e b, entao 2z é adjacente a todos os vértices

a, bv &) da z,y.
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Considere o ciclo z —a—x —y —b— z implica as arestas zx e zy. Agora {z,z,y,c,d}
induz uma casa (ver 7), portanto z¢c € E. Supondo zc ¢ E. Entao zd € E e

{a, z,x,c,d} induz uma casa. Consequentemente ambos zc € F e zd € E.

e N(a) C N(c)e N(b) C N(d)

Seja w um vizinho de a e suponha we ¢ E. Assim w # z,wx € E, e wb # E. Uma
vez que G \ {a} é livre de HHDA w deve ser adjacente a y ou d. Se wy € E entao
o grafo induzido por {w,z,y,c,d} implica wd € E . Assim wd € E. Mas agora

{a,z,w,c,d} induz uma casa.

e Cada vértice de N(a) é adjacente a cada vértice de N (b)

Se w € N(a)NN(b) entao w é adjacente a todos os vértices de N(a)U N (b) uma vez
que tanto D(a,1) e D(b,1) sao completos. Entao suponha o contrério, que existe
vértices nao adjacentes z € N(a) \ N(b) e w € N(b) \ N(a). Desde que zy € F

temosouz=rew=y, z2Frew=youz#rew#y.

Primeiro assumimos z = x (analogamente w = y) O grafo induzido por {w, d, y, ¢, z}
implica we € E Mas agora {b, y,w, z, ¢} induz uma casa. Entdo seja z # z e y # w
Pelos mesmos argumentos acima podemos assumir zy € E e wr € E. Agora
considere {w, d,y, z, ¢} entdo zd € E ou we € E. Por simetria, temos we € E. Mas

isso gera uma casa induzida por {b,y,w, z, c}.

Para completar a prova suponha que M = D(a,1)UD(b, 1) nao é m*-convexo em G.Entao
deve haver vértices nao adjacentes w,z € M e um caminho induzido P e tamanho pelo
menos 3 juntando w e z tal que P\ M ¢ nao vazio. Um avez que cada vértice de N(a) é
adjacente a todo vértice de N(b) concluimos {w, z} N {a,b} # 0. Dizemos z = a. Entao
w # D(a,1). Seja z'o vizinho de z em P, isto é, 2’ € N(a). Se w € N(b) entao z'w € E.
Uma contradigao. Consequentemente w = b. Agora considere o vizinho w’ de w em P.

A partir de w’ € N(b) concluimos z’w’ € E novamente uma contradicao. O

5.3 Resultados Novos

5.3.1 Convexidade P;

Nesta se¢ao, provamos o seguinte teorema.

Teorema 5.7. A convexidade Py é geométrica em G se e somente se G é uma floresta

de estrelas.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que a convexidade P3 é geométrica em G.
Se G possui um K3 {z,y, 2}, temos que S = {z} é um conjunto convexo, z € H(SU{y})
ey € H(SU{z}), o que contradiz a propriedade Antiexchange. Logo G ¢é livre de
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triangulos. Se G possui um Cjy induzido {a,b, c,d} com arestas ab, be, cd, da, temos que
S = {c¢,d} é um conjunto convexo pois G é livre de tridngulos e portanto nao existe
vértice adjacente a ¢ e d. Portanto, a € H(S U {b}) e b € H(S U {a}), o que contradiz a
propriedade Antiexchange. Logo G é livre de Cy. Se G possui um Cj induzido {a, b, ¢, d, e}
com arestas ab, bc, cd, de, ea, temos que S = {c,d, e} é um conjunto convexo. Isso porque
{c,d} e {d, e} nao infectam nenhum vértice, visto que G é livre de K3, e {¢, e} nao infectam
nenhum vértice v, caso contrario teriamos um Cj induzido {c,d, e, v} (note que vd nao
pode ser aresta pois G ¢ livre de K3. Portanto, a € H(SU{b}) e b € H(S U {a}), o que
contradiz a propriedade Antiexchange. Logo G é livre de (5. Se G possui um P, induzido
wzyz, temos que S = {w, z} é um conjunto convexo. Isso porque se existisse um vértice u
adjacente a w e z, terfamos que ux e uy ndo seriam arestas (pois G ¢ livre de triangulos)
e portanto {wzyzu} seria um Cs induzido, uma contradigdo. Portanto, x € H(S U {y})
ey € H(SU{z}), o que contradiz a propriedade Antiexchange. Logo G é livre de Pj.

Resumindo, G é livre de K3, Cy e P, induzidos (note que ser livre de P; implica ser
livre de C5). Ou seja, G é um cografo livre de K3 e Cy (lembre que os cografos sdo os
grafos livres de P;). Sabe-se que todo cografo conexo G é a jungao de dois cografos Gy
e 3. Se G possui uma aresta ab entdo terfamos um K3 {abz} com qualquer vértice z
de G5, uma contradi¢ao. Logo, GG; e G nao possuem arestas. Se G e G5 possuem mais
de 2 vértices cada, entao tertamos um Cj induzido {uy, vy, us, v2} com quaisquer vértices
uy,v; € V(Gy) e ug,ve € V(Gy), uma contradi¢ao. Portanto, G; ou Gy possui apenas um
vértice. Isso significa que a jungao de G e Gy gera uma estrela K ;.

Como G pode ser desconexo, isso significa que G é uma floresta de estrela.

Por outro lado, se G é uma estrela com pelo menos 3 vértices e centro ¢, note que ¢ é o
unico vértice com grau maior do que um. Logo ¢ é o tinico vértice que pode ser infectado,

isso satisfaz a propriedade Antiezchange e portanto a convexidade P; é geométrica. [

5.3.2 Convexidade P3

Nesta se¢ao provamos o seguinte teorema.

Teorema 5.8. A convexidade P5 é geométrica em G se e somente se G é um cografo

cordal.

Demonstra¢ao. Suponha inicialmente que a convexidade P; é geométrica em G.

Se G possui um Cy induzido {a, b, ¢,d} com arestas ab, bc, cd, da, temos que S = {c,d}
é um conjunto convexo pois c¢d é uma aresta. Portanto, a € H(SU{b}) e b € H(SU{a}),
o que contradiz a propriedade Antiexchange. Logo G é livre de Cy induzido.

Se G possui um Py induzido {a,b,c,d} com arestas ab, bc, cd, temos que o conjunto
S ={a,d}U(N(a)NN(d)) formado pelos vértices a, d e todos os vértices v € N(a)NN(d)
(ou seja, avd é um P3 induzido) forma um conjunto convexo. Isso porque, se N(a) NN (d)

contém dois vértices v e v nao adjacentes entre si, entao avdv’ induziria um Cj, uma



Capitulo 5. Convexidades Geométricas 37

contradigao. Ou seja, N(a) N N(d) induz uma clique e consequentemente S é convexo.
Portanto, b € H(S U {c}) e ¢ € H(S U {b}), o que contradiz a propriedade Antiexchange.
Logo G é livre de P;. Resumindo, G é livre de Cy e P, induzidos. Se G tivesse um ciclo
induzido de tamanho maior do que 4, entao G teria um P, induzido, uma contradicao.
Portanto, G é cordal. Além disso G é um cografo pois é livre de P;’s. Ou seja G é um
cografo cordal.

Por outro lado, se G é um cografo cordal, entao todo caminho induzido tem tamanho
no maximo 2, pois G ¢ livre de P,. Portanto, a convexidade monofonica é equivalente a
convexidade P35 em G. Ou seja, todo conjunto convexo de G na convexidade monofonica
é convexo na convexidade Py e vice versa. Como a convexidade monofonica é geométrica

em grafos cordais, entao a convexidade P; ¢ geométrica em G. n

5.3.3 convexidade T'P

Relembre que um caminho P em um grafo é um T-caminho se para quaisquer dois
vértices z,y a distancia maior do que 2 em P nao sao adjacentes. Ou seja, as Unicas
arestas entre vértices de P e que nao sao arestas de P sao entre vértices a distancia 2 em
P (ou seja, s6 criam triangulos). Relembre ainda que um conjunto S é TP-convexo se,
para todo z,y € S, todos os vértices em T-caminhos entre x,y pertencem a S.

Nesta secao provamos o seguinte teorema.
Teorema 5.9. A convezidade TP é geométrica em G se e somente se G € uma floresta.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que a convexidade TP é geométrica em (. Se
G possui um K3 induzido {z,y, z}, temos que S = {z} é um conjunto convexo, x €
H(SU{y}) (pois ha o T-caminho yzz entre y e z passando por z com uma tnica corda yz
que forma um triangulo) e y € H(SU{x}) (pelo mesmo motivo anterior), o que contradiz
a propriedade Antiexchange. Logo G é livre de triangulos.

Se G possui um ciclo induzido vy, vs, ..., v, para k > 4, temos que S = {vy,v3} é um
conjunto T-convexo, pois nao existem T-caminhos entre vy e v3 visto que G ¢ livre de
triangulos. Note que v; € H(SU{v4}) e vy € H(SU{v1}), o que contradiz a propriedade
Antiexchange. Logo G é livre de ciclos induzidos. Como todo ciclo contém um ciclo
induzido, temos que G ¢ livre de ciclos. Ou seja G é uma floresta.

Por outro lado, suponha que G é uma floresta. Logo G nao contém triangulos. Com
isso, todo T-caminho de G' é um caminho induzido, e vice-versa. Ou seja, todo conjunto T-
convexo de GG é monofonicamente convexo, e vice-versa. Isso quer dizer que a convexidade
TP e a convexidade monofonica sao idénticas em G. Como G é uma floresta, entao G
é cordal, o que implica que a convexidade monofonica é geométrica em G e portanto a
convexidade TP também é geométrica em G.

m
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5.3.4 Convexidade P, -free

Nessa secao, tentamos encontrar uma convexidade de grafos que caracteriza os cografos
(ou seja, uma convexidade que é geométrica se e somente se o grafo for um cografo).
Lembre que os cografos sao os grafos livres de P, induzido.

Lembre que, dado um grafo G, um conjunto S é P;-convexo, se VP; induzido abc, se
ac € S, entdao b € S. Similarmente, definimos um conjunto S como sendo P, -convezo, se
VP, induzido abed, se acd € S, entao b € S.

Teorema 5.10. A converidade P;" é geométrica em G se e somente se G é um cografo
(livre de Py)

Demonstracao. Se G ¢ livre de Py, entao, por defini¢ao, todo subconjunto de vértices de G
é P;f-convexo. Portanto, a propriedade Antiexchange é sempre satisfeita e a convexidade
é geométrica.

Suponha entao que G possui um P, induzido abed. Note que S” = {a, d} é P, -convexo.
Note ainda que b € H(S" U {c}) e que ¢ € H(S" U {b}), o que contradiz a propriedade

Antiexchange. Logo, a convexidade nao é geométrica. O]

5.3.5 Convexidade F-free

Definicao 5.8. Seja H um grafo com pelo menos dois vértices. Dado um grafo G, dizemos
que um conjunto S C V(G) é H-free convexo se para todo S" C S, |S’| = |V(H)|—1 temos
que, se S"U{x} induz um grafo H, entio x € S. Dada uma familia F de grafos com pelo
menos dois vértices, dizemos que um conjunto S C V(G) é F-free convexo se é H-free

convexo para todo H € F.

Teorema 5.11. A convexidade F-free é geométrica em G se e somente se G € livre de

F.

Demonstracao. Se G nao possui nenhum subgrafo induzido H € F, entao por defini¢ao
todo subconjunto S C V(G) é H-free convexo. Portanto, a propriedade Antiezchange é
sempre satisfeita e a convexidade é geométrica.

Suponha entao que G possui algum subgrafo de F. Seja H um grafo de F que aparece
em G e tem um numero minimo de vértices. Seja S um conjunto de vértices de G que
induz H. Sejam z, y dois vértices distintos de S e seja S’ = S\{z,y}. Note que S’ é F-free
convexo, pela minimalidade de H. Note ainda que y € H(S'U{x}) e que z € H(S'U{y}),

o que contradiz a propriedade Antiexchange. Logo, a convexidade nao é geométrica. [

Os dois corolarios a seguir seguem diretamente do teorema acima e das caracterizagoes
dos grafos bipartidos (grafos sem ciclos impares) e dos grafos planares (grafos livres de

uma subdivisao do K5 ou do K33, de acordo com o Teorema de Kuratowski.
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Corolario 5.9. Seja F = {Cory1: k=1,2,3,...} a familia infinita dos ciclos impares.

A convexidade F-free é geométrica em G se e somente se G € bipartido.

Corolario 5.10. Seja F = {T K5, TK33}, onde T representa topological minor, a familia
infinita dos grafos que podem ser obtidos a partir do K5 ou do K33 através de subdivisao

de arestas. A convezidade F-free € geomélrica em G se e somente se G ¢ planar.
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6 Grafos com poucos Py

6.1 Introducao

Babel e Olariu em (BABEL; OLARIU, 1998) definiram um grafo como (q, ¢ — 4)-grafo
se nenhum conjunto com ¢ vértices induz mais do que ¢ — 4 diferentes P,’s. Assim sendo,
cografos sao (4,0)-grafos, ou seja, nao possuem P,’s induzidos (CORNEIL; LERCHS;
BURLINGHAM, 1981). Grafos Pj-esparsos sao (5, 1)-grafos (PERFECT..., 1985). Es-
truturalmente, sabe-se que todo cografo é desconexo ou seu complemento é desconexo, e
que todo grafo Ps-esparso é um cografo ou é uma aranha.

Dizemos que um grafo é uma aranha (R,C,S) se o seu conjunto de vértices pode
ser particionado em conjuntos R, C' e S, grafo aranha onde C = {c1,...,ct} e S =

{s1,...,sr} para k = |C| = |9] tais que:
i. C' induz uma clique;
ii. .S induz um conjunto independente;
iii. Todo vértice de R é adjacente aos vértices de C' e nao-adjacente aos vértices de S;

iv. (a) s; é adjacente a ¢; se e s6 se i = j, para todos 1 < 4,5 < k (aranha magra); ou

(b) s; é adjacente a ¢; se e s6 se i # j, para todos 1 < i,j < k (aranha gorda)

Podemos visualizar R, C' e S respectivamente como a cabega, o corpo e as pernas da

aranha.

Figura 8 — Aranha gorda.
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S

Figura 9 — Aranha magra.

Note que R pode ser vazio e, nesse caso, dizemos que a aranha é sem cabeca.

Figura 10 — Aranha sem cabega.

A wunido disjunta (ou simplesmente uniao) de dois grafos Gy e Gy é o grafo G1 U Gy,
onde V(G1 UGsy) = V(Gh) UV (Gy) e E(Gh UGy) = E(Gh) U E(Gy). A jungao de dois
grafos G1 e Gy é o grafo G V Go, onde V(G V Gy) = V(G) UV (Gy) e E(Gy V Gy) =
E(G1) U E(Gy) UV (Gh) x V(Gg). A operagao de jungao é a operacao de uniao com a
inclusao de todas as arestas possiveis entre G e Gs.

(JAMISON; OLARIU, 1995) provaram um importante resultado estrutural para grafos
quaisquer, usando grafos p-conezros. Um grafo é p-conexo se, para toda particao dos
vértices de G em conjuntos A e B nao vazios, existe um P, com vértices de A e B. Uma
p-componente separdvel é um subgrafo p-conexo maximal com uma bipartigao (Hy, Hs)

tal que todo Py wxyz com vértices em Hy e Hy é tal que x,y € Hy e w,z € H,.

Teorema 6.1 ((JAMISON; OLARIU, 1995)). Seja G = (V, E) um grafo simples. Entao

G satisfaz um dos itens abaizo:
(i) G € desconezo;

(ii) G ¢ desconexo (onde G € o complemento de G );
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(i1i) G € p-conezo;
(11i) G possui uma p-componente separdvel H = (Hy, Hy) tal que todo vértice de V(G)—H

¢ adjacente aos vértices de Hy e ndao-adjacente aos vértices de H.

Além disso, tal caracterizacao pode ser obtida em tempo linear no nimero de arestas de

G.

(BABEL; OLARIU, 1998) também provaram que todo (g, ¢ —4)-grafo p-conexo é uma
aranha sem cabeca ou tem menos do que g vértices. Portanto, pelo teorema acima e pelo
fato de que o complemento de um (q,q — 4)-grafo é também um (q, g — 4)-grafo, temos

diretamente o seguinte resultado.

Corolério 6.1. Seja ¢ > 4 um inteiro fizo. Dado um (q,q — 4)-grafo G = (V, E), entdo

G satisfaz um dos itens a sequir:
(a) G = G1 UG,y € a unido de dois (q,q — 4)-grafos Gy e Ga;
(b) G =GV Gy € ajuncao de dois (q,q — 4)-grafos G1 e Go;
(¢c) G € uma aranha (R,C,S) tal que G[R] € um (q,q — 4)-grafo;
(d) G tem menos de q vértices;

(e) G possui uma p-componente separdvel H = (Hy, Hy) com menos de q vértices tal
que todo vértice de V(G) — H € adjacente aos vértices de Hy e ndo-adjacente aos

vértices de H,.

Além disso, tal caracterizacao pode ser obtida em tempo linear no niumero de arestas de

G.

Em 2011, Canpos et al em (CAMPOS et al., 2012) obtiveram um algoritmo em tempo
polinomial para todos os parametros P3 convexos em grafos (¢,q — 4), para todo ¢ fixo,
que sao os grafos, tal que cada conjunto conjunto com no méaximo ¢ vértices induz no
méximo ¢ — 4 P,’s. Cografos e grafos Pj-esparsos sao respectivamente o grafos (4,0) e o
grafo (5,1).

Obtivemos algoritmo em tempo linear para cada parametro geodésico e P; em grafos
em grafos Pj-esparsos.

O teorema a seguir é valido para as convexidades Pj e geodésica.
Teorema 6.2. Se G = G U Gy entao:

o hn(G) = hn(Gy) + hn(G2),

o cx(G) = maz{n, + cx(Gs), cx(Gy) + na},

o in(G) = in(Gy) + in(Gy),
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o cth(G) = max{cth(G,),cth(Gs)},
o 1d(G) =rd(Gy) +1rd(Gs) —1 e
e t(G) = max{t(G),t(Gs).

Demonstracdao. A prova é direta. O

6.2 Convexidade Geodésica em grafos (q,q — 4)

Para a juncao de dois grafos, temos 3 possibilidades: (a) os dois grafos sdo completos,
(b) s6 um dos grafos é completo e (c) nenhum dos grafos é completo. O caso (b) ja foi

tratado na Secdo 4 no Teorema 4.1. O caso (a) é trivial e enunciamos abaixo.
Lema 6.2. Se G = Gy + G5 sdo cliques, entdo:

o hng(G) =n,

o iny(G) =n,

o cryy(G) =n—1,

o rdy,(G) =1.

Demonstracao. E facil ver que o nimero de hull serd o nimero de vértices do grafo
todo, pois, se um vértice nao pertence ao conjunto, ele nunca sera infectado pois estard
a distancia 1 de qualquer outro vértice. O mesmo argumento vale para o nimero de
intervalo. E facil ver que o ndmero de convexidade ¢ n — 1 pois todo vértice v estd a
distancia 1 de qualquer outro vértice e portanto nao serd alcancado. E facil ver que o
nimero de Carathéodory é 1, pois qualquer par {z,y} de vértices forma uma aresta e
portanto o hull de {z, y} é igual a unido do hull de {z} e o hull de {y}. O t,4(G) = 0 pois
se algum vértice nao for infectado no tempo 0 ele nunca mais serd infectado. Note que,
para qualquer subconjunto S com pelo menos 2 vértices, nao ha como particiond-lo em
dois conjuntos de modo que o hull das duas partes se intersectem, pois ambas as partes

formam cliques. Por isso o nimero de Radon ¢ igual a 1. O
O caso (c) é tratado no teorema abaixo.
Teorema 6.3. Seja G = G + G5 Se Gy e Gy nao sao cliques entao:

o hng(G) = cth(G) =2,
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o cxy(G) =w(Gh) + w(Gq),

ngd(G) = w(Gl) + Ld(GQ) + 1,

ingd(G) = min{4,inp; (G1),inp; (G2)} e

tgd(G) € {1, 2}

Demonstracao. E facil ver que o numero de hull é 2, pois quaisquer dois vértices nao
adjacentes em (G ou (G5 infectarao o grafo inteiro. E f4cil ver que o nimero de convexi-
dade sera o tamanho da maior clique de GG, pois, caso tenhamos pelo menos dois vértices
nao adjacentes em G, eles infectarao todos os vértices de G e dois vértices nao adja-
centes de (G5 infectarao todos os vértices de G;. Logo o niimero de convexidade deve ser
w(G) = w(Gy1) + w(G3). O nimero de Radon é o tamanho da maior clique de G mais 1,
pois qualquer conjunto desse tamanho deve possuir dois vértices nao adjacentes que irao
infectar o grafo todo. E facil ver que ingq(G) < 4, pois dois vértices nao adjacentes de G4
com dois vértices nao adjacentes de GGy conseguem infectar o grafo inteiro em um passo.
Além disso, ingyq(G) < inp; (G1), pois qualquer conjunto de intervalo de G deve ter dois
vértices ndo adjacentes, que irao infectar G. Pelo mesmo motivo, ing(G) < inps (G2). O
tempo maximo é 1 se, para todo par {x,y} de vértices nao adjacentes, z e y sdo adjacentes
a todos os demais vértices. Caso contrario o tempo maximo ¢é 2, pois qualquer par de
vértices nao adjacentes de GG; infecta G5 em um passo e qualquer par de vértices de G,

infecta G7; em um passo. O]

Para a prova em aranhas, o resultado é a mesmo tanto para aranhas magras como
gordas, pois os vértices das patas sao simpliciais e portanto nao existem caminhos minimos

passando por elas.
Teorema 6.4. Se G € uma aranha (R, K,S) e R # (), entao:
o hngy(G) = hnp; (G[R]) + k,
e ing(G) = inp; (G[R]) + k,
o cryy(G) =n—1,
o cthyy(G) = max{cthp;(G[R]),2},
o rd,y(G) =w(G[R]) +k+1e
o 134(G) = max{tp; (G[R]), 1}

onde k = |K| = |S|,n = |V(G)| e w(G) € o tamanho da maior clique de G
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Demonstracao. E f4cil ver que todo vértice simplicial deve estar em todo conjunto de hull,
pois nao existem caminhos minimos passando por eles. Por esse motivo, todos os vértices
de S devem estar em todo conjunto hull, pois sao simpliciais. Com isso, todos os vértices
do corpo sao infectados pelas patas. Além disso, nenhum subconjunto de vértices de KUS
consegue infectar algum vértice de R. Portanto, para infectar R, é preciso um conjunto
de vértices V' de R tal que todos os demais vértices de R estejam em um caminho minimo
(ou seja, de tamanho dois) entre dois vértices de V'. Logo hng(G) = hnps(G[R]) + k.
Usando os mesmos argumentos, temos que inyq(G) = inp; (G[R]) + k. E facil ver que
cryq(G) = m — 1, pois o conjunto de vértices com excegao de uma pata ¢ um conjunto
convexo. E facil ver que o rdyq(G) > w(G[R]) + k, pois o conjunto formado pela maior
clique de G[R] e K forma uma clique e, portanto nao satisfaz a propriedade de Radon.
Considere entdao um conjunto X de tamanho w(G[R]) + k + 1. Entao certamente X
contém dois vértices {x1, x2} ndo adjacentes. Considere a particao de X em dois conjuntos
{z1,29} ¢ X \ {21, 22}. A parte {z1, 22} infecta K e, se X contém algum vértice de K
entao esta seria uma particao Radon. Suponha entao que X nao contém vértices de K. Se
X \{x1,z2} contém dois vértices ndo adjacentes entao eles infectariam K, o que implicaria
que isso também é uma partigdo Radon. suponha entdo que X \ {z1, 25} é uma clique
de G[R]. Logo |X|—2 < w(G[R]). Como |X| = w(G[R]) +k+1 ek > 2 temos uma
contradi(;éo.E facil ver que todos os vértices da pata sao infectados no tempo 0, se todos
os vértices da cabega G[R] estiverem infectados no tempo 0, o corpo serd infectado no
tempo 1 e assim todo o grafo é infectado. Como as patas sao sempre infectadas no tempo
0 e os vértices de G[R] estao a distancia 1 ou 2 entre si, caso nem os vértices da cabeca
nao sejam infectados no tempo 0 entao o tempo serd a maior quantidade de interacoes
que levara para infectar toda a cabeca. Os vértices do corpo sao sempre infectados em
tempo 1, ou por dois vértices da para ou dois vértices nao adjacente da cabega ou 1
vértice da pata e 1 da cabeca. Lembrando novamente que os vértices da cabega estao

a distancia 1 ou 2 entre si entao o tamanho do menor caminho esta limitado. Logo o
tga(G) = mazx{tp; (G[R]), 1}. O

Teorema 6.5. Se G € uma aranha (R, K,S) e R =1 entdo:
o hng(G) =k,
o ing(G) =k,
o cryy(G) =n—1,
o cthy(G) =2,
o rdyy(G)=k+1e

° tgd(G) =1
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onde k = |K| = |S]|,n =|V(G)| e w(G) € o tamanho da maior clique de G

Demonstracao. E ficil ver que todo vértice simplicial deve estar em todo conjunto de
hull, pois nao existem caminhos minimos passando por eles. Por esse motivo, todos os
vértices de S devem estar em todo conjunto hull, pois sao simpliciais. Com isso, todos
os vértices do corpo s@o infectados pelas patas, como G[R] é vazio logo hng(G) = k.
Usando os mesmos argumentos, temos que ingq(G) = k. E fécil ver que cryq(G) =n—1,
pois o conjunto de vértices com exce¢ao de uma pata é um conjunto convexo. E facil ver
que todos os vértices da pata sao infectados no tempo 0, se todos os vértices da cabeca
G|[R)] estiverem infectados no tempo 0, o corpo serd infectado no tempo 1 e assim todo o
grafo é infectado. Como as patas sao sempre infectadas no tempo 0. Os vértices do corpo
sao sempre infectados em tempo 1, ou por dois vértices da pata. Logo o t,4(G) = 1. Com
relac@o com o numero de Carathéodory, é facil ver que cth(G) > 2 pois, para qualquer par
{s1, 52} de vértices de S, temos que OHyq({s1, s2}) # 0, pois Hya({s1,s2}) contém vértices
de K, mas Hga({s1}) UHga({s2}) = {s1,s2}. Também ¢ facil ver que cth(G) < 3, pois,
para qualquer conjunto X com 3 vértices, 0H,q(X) = ). Para isso basta checar os casos
em que X possui 3 vértices de K, ou X possui 3 vértices de S, ou X possui 2 vértices
de K e um vértice de S, ou X possui um vértice de K e 2 vértices de S. E facil ver que
rn(G) = k+ 1, pois se pegarmos os vértices de K para qualquer modo que particionemos
eles nao conseguem infectar ninguém e por isso a intersecao serd vazia. Agora pegamos
K mais um vértice {v} € S, como existe pelo menos um vértice de K que nao é adjacente
a v colocamos esses dois vértices na mesma particao e o resto em outra particao. Assim

a intersecao dos conjuntos hull nao sera vazia.

]

6.3 Convexidade P; em grafos (q,q — 4)

Nessa secao vamos provar os parametros conhecidos de convexidade a partir da nossa
nova convexidade em grafos (¢,q — 4). Para o caso da unido o teorema é o mesmo da
convexidade geodésica (ver Teorema 6.2). Como no caso da convexidade geodésica da
segao anterior dividimos a jungdo em 2 casos com (G;) ou (Gs) sendo uma clique e o

outro sem cliques. Comegaremos com o caso sem cliques.

Teorema 6.6. Seja G = G| + G5. Se Gy e Gy nao sao cliques, entao:
o hnp:(G) = cthp: (G) = 2,
o crp:(G) = w(Gy) + w(Go),
o 7dp; (G) = w(Gy) +w(Ga) +1,

[ J an§ (G) = min{4, Z.npg(Gl), ZTLP; (GQ)} (&
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. th*(G) S {1,2}

Demonstracao. A argumentagao para todos os parametros desse teorema é idéntica a do
Teorema 6.3
O

Agora o caso em que temos uma clique.

Teorema 6.7. Se G = G + K,, e Gy nao é uma clique, entao:
o hnp:(G) = hnps(G1),
o inp:(G) = inp: (G1),

[ J Cl'pék (G) = C.Z'pé* (Gl) + m,

Cthp; (G) = maX{Cthpg (Gl), 2},
o tp:(G) = max{tp;(G1),1} e
[ po; (G) = W(Gl) +m+1.

Demonstracdo. A demonstracao deste teorema é idéntica a do Teorema 4.1, pois todo P

induzido ¢ um caminho minimo em G e vice-versa. O
Agora para o caso quando o grafo for uma aranha.

Teorema 6.8. Se G € uma aranha (R, K,S) e R # (), entao:
o hnp:(G) = hnps (G[R]) + k,
e inp;(G) = inp: (G[R]) + k,

o crp:(G)=n—1,

cthpy(G) = max{cthp; (G[R]), 2},

o 7dp;(G) = w(G[R]) +2k + 1 ¢

e tp;(G) = max{tp;(G[R]), 1},
onde k = |K| = |S|,n = |V(G)| e w(G) é o tamanho da maior cliqgue de G
Demonstracao. A demonstracao deste Teorema é idéntica a do Teorema 6.4. O

Para o caso de aranha sem cabega temos resultados diferentes se a aranha é gorda ou

magra.

Teorema 6.9. Se G € uma aranha (R, K,S) e R =), entao:
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o hnp:(G) =k +4,
e inp:(G) =k +9,
o crp:(G)=n—1,
o cthp:(G) =2,
o 7dp;(G)=k+1e
o tp:(G) =1,
onde 0 =1 se G € uma aranha magra, e =0, caso contrdrio.

Demonstracao. E facil ver que o hnps(G) > k, pois todos os vértices de S devem estar
infectados no inicio pois nao ha caminhos passando por eles. Também é facil ver que
o conjunto S mais um vértice de K é suficiente para infectar o grafo inteiro e portanto
hnpy(G) < k + 1. No entanto, se G ¢ uma aranha magra, S ¢é convexo e portanto
hnps(G) > k e consequentemente hnp; (G) = k + 1. Mas se G é uma aranha gorda, S ¢
um conjunto hull e portanto hnp;(G) = k. O mesmo argumento vale para o nimero de
intervalo. E facil ver que o nimero de convexidade é n — 1 pois o conjunto de vértices
inteiro com excecao de um vértice de S é convexo. O tempo serd 1 pois todos os demais
vértices serao infectados no primeiro passo. E f4cil ver que cth(G) > 2 pois, para qualquer
par {s1,¢c2}, onde 51 € S, ¢y € K e s1¢5 ndo ¢ aresta, temos que OH p; ({s1,c2}) # 0, pois
Hp; ({51, c2}) contém vértices de K, mas Hps({s1}) UHp;({c2}) = {51,c2}. Também ¢é
facil ver que cth(G) < 3, pois, para qualquer conjunto X com 3 vértices, OHp; (X) = 0.
Para isso basta checar os casos em que X possui 3 vértices de K, ou X possui 3 vértices
de S, ou X possui 2 vértices de K e um vértice de S, ou X possui um vértice de K e 2
vértices de S. B facil ver que rn(G) = k + 1, pois se pegarmos os vértices de K, para
qualquer modo que particionemos, os conjuntos hull das partes nao se intersectam, visto
que as partes sdo cliques. Agora pegamos K mais um vértice {v} € S, como existe pelo
menos um vértice de K que nao é adjacente a v colocamos esses dois vértices na mesma

particao, assim a interse¢ao nao sera vazia. O
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