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Resumo

A teoria dos jogos é um ramo da matematica dedicado ao estudo de situacoes que
surgem quando miultiplos agentes de decisao buscam atingir seus objetivos individuais,
possivelmente conflitantes entre si. Em sua formulagao dindmica linear quadratica (LQ),
as solucoes de equilibrio de Nash dos jogadores podem ser obtidas em termos das equacoes
algébricas de Riccati acopladas, que, a depender do método numeérico utilizado para seu
calculo, podem gerar resultados insatisfatorios sob o ponto de vista da estabilidade e
precisao numérica. Neste sentido, esta dissertacao propoe um novo algoritmo para uma
solucao alternativa das equacoes algébricas de Riccati acopladas associadas aos jogos
dindmicos (LQ), com estrutura de informagao em malha aberta, utilizando, para isso,
conceitos da teoria da dualidade e otimizacao estatica convexa. Em adicao, obtém-se
uma nova metodologia para a sintese de uma familia de controladores 6timos. A teoria
dos jogos também revela um enorme potencial de aplicacao em problemas de controle
multiobjetivo, no qual esta incluido o controle H,, que pode ser formulado como um jogo
dinamico de soma-zero. Considerando essa formulacao, as novas metodologias propostas
neste trabalho sao estendidas aos problemas de controle H,, com rejeicao de perturbacao,
gerando resultados com melhores propriedades de desempenho e estabilidade que os obti-
dos via equagao algébrica de Riccati modificada. Por fim, através de exemplos numéricos e
simulacoes computacionais, as novas metodologias sao confrontadas com as metodologias

tradicionais, evidenciando-se os aspectos mais relevantes de cada abordagem.

Palavras-chave: Equacao Algébrica de Riccati Acoplada, Equilibrio de Nash, Jogo

Dinamico Linear Quadratico, Problema de Contole H.
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Abstract

The game theory is a branch of mathematics concerned with the study of situations
that arise when multiple decision agents seek to attain their own objectives, possibly
conflicting each other. In a dynamic linear quadratic (LQ) formulation, the Nash equi-
librium solutions of the players can be obtained in terms of the coupled algebraic Riccati
equations, which, depending on the method used for calculation, can yield unsatisfactory
results under the stability and the numerical precision points of view. In this sense, this
work proposes a new algorithm for an alternative solution for the coupled algebraic Riccati
equations associated with the dynamic (LQ) games, with open-loop structure informa-
tion, through concepts of the duality theory and static convex optimization. In addition,

a new methodology for the synthesis of a family of optimal controllers it’s obtained.

The game theory also reveals great potential application for multi-objective control
problems, where the H,, control is included, which can be formulated as a zero-sum
dynamic game. Considering this formulation, the new proposed methodologies in this
work are extended to H, control problems with disturbance rejection, yielding results with
better stability and performance properties than the ones obtained via modified algebraic
Riccati equation. Finally, through numerical examples and computational simulations,
the new methodologies are confronted with the traditional methodologies, showing the

most relevant aspects from each approach.

Keywords: Coupled Algebraic Riccati Equation, Nash Equilibrium, Dynamic Linear

Quadratic Game, H, control problem
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1 INTRODUCAO

Um problema fundamental de importancia teérica e pratica para a teoria de controle
é o projeto de controladores que tenham propriedades aceitaveis de desempenho e de
estabilidade nao somente para um sistema dinamico com sinais de controle conhecidos,
mas para uma familia de sistemas submetidos a varios tipos de sinais de controle e de
perturbacoes. Este problema tem sido tema de muitos trabalhos cientificos nos tltimos
cinqiienta anos, e tem como etapa inicial comum desses trabalhos a formulacao de um
problema bem definido matematicamente. Esta formulacao requer a otimizacao de um
indice de desempenho associado a metodologias disponiveis ou a serem desenvolvidas para
a solucao do problema de projeto de controladores. Duas dessas metodologias, analise de
sensibilidade e o projeto Linear Quadratico Gaussiano (LQG) dominaram a teoria de
controle nos anos setenta e oitenta. A analise de sensibilidade considerava a presenca
de pequenas perturbacoes no modelo nominal, enquanto o projeto LQG permitia uma
descricao estatistica Gaussiana para as perturbacoes. Neste periodo, a tentativa do em-
prego da teoria dos jogos dindmicos (Basar & Olsder (1999); Rasmusen (2001); Pachter
& Pham (2010); Engwerda & Salmah (2010); Engwerda (2007); Engwerda (2006); Shen
& Cruz (2006)) para o projeto de controladores robustos foi considerada com a termi-
nologia de controlador minmazr adotada da teoria de decisao dos anos cinqiienta. Para
esta formulacao do problema de controle, o objetivo é obter a sintese de controladores que
minimizem um dado indice de desempenho sob os piores sinais de perturbagao possiveis ou
sob as variagoes paramétricas, onde em tais casos se maximiza o mesmo indice de desem-
penho. No entanto, a teoria de jogos dinamicos, considerando as estruturas de informacgao
do problema de controle, apresentava resultados preliminares que nao permitiram o de-
senvolvimento de métodos suficientemente consistentes para o projeto de controladores
robustos. Com os importantes desenvolvimentos de técnicas de solucao de problemas de
jogos dinamicos, ocorridos nos ultimos anos, passou-se a considerar a obtencao de métodos
numéricos que pudessem refletir o maximo possivel as propriedades fisicas do problema,

de modo que fosse possivel garantir, além de uma boa eficiéncia computacional para o
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método, resultados fisicamente significativos. A partir dos anos noventa, a pesquisa nesta
direcao revelou um enorme potencial de aplicagao de teoria dos jogos dinamicos e de méto-
dos de programacao convexa em diversos problemas de controle até entao nao resolvidos,
como por exemplo, o problema de controle com multiplos objetivos (normalmente con-
flitantes) no qual esté incluido o problema de controle robusto Hy (Zhou et al. (1996);
Green & Limebeer (1995); Doyle et al. (1991); Francis (1987); Basar (2003); Boyd et al.
(2002); Nogueira & Oliveira (2009); Rank (1998)).

Neste sentido, dentre as varias metodologias distintas para o problema do projeto do
controlador H,, a que utiliza ferramentas da teoria de jogos dinamicos parece ser a mais
simples e mais intuitiva, ou seja, o problema original de controle H,, é um problema de
otimizacao multiobjetivo, podendo, portanto, ser tratado como um jogo dinamico de soma,
zero (Basar & Bernhard (1995); Basar (1991); Xu & Koichi (1994); Stoorvogel (2000)).

1.1 Motivacao e Objetivos da Dissertacao

Boyd et al. (2002) apresenta uma metodologia para a solu¢ao do problema do regu-
lador linear quadratico (Filho & Alencar (2010); Naidu (2003); Lewis & Syrmos (1995);
Ogata (1995)), em que o problema dindmico primal é transformado em um problema
estatico com estruturas matriciais especiais, que favorecem e possibilitam a proposicao de
um interessante método alternativo para a obtencao da solugao equivalente matricial de

Riccati.

Ja Vilmar & Filho (2007), em sua dissertacao, apresenta uma metodologia para a
solucao do problema do regulador linear quadratico, onde, através de principios da duali-
dade, o problema é redefinido em sua forma dual, via método de Lagrange, e, posteri-
ormente, transformado em um problema estatico. Baseando-se nessa nova formulacao,
é, também, apresentado um novo algoritmo para a solucao das equacoes algébricas de
Riccati (ARE) e uma nova metodologia para a sintese de controladores, tanto para o

problema do regulador linear quadratico, quanto para o problema de controle H.

Neste sentido, a motivacao para esta dissertacao resulta da possibilidade da trans-
formacgao de problemas dinamicos em problemas estaticos equivalentes, representando,
para a teoria dos jogos, uma forma de se obter, a partir de um jogo dinamico descrito
por equagoes complexas, um jogo estatico dual equivalente descrito por equacoes mais

simples, como pode ser visto em Filho & Bottura (1992).

Essa nova formulacao estatica do jogo sera considerada, nesta dissertacao, como um
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passo intermediario para a proposicao de uma nova metodologia de jogos dinamicos li-
neares quadraticos (LQ) (Basar & Olsder (1999); Pachter & Pham (2010); Nian et al.
(2006); Engwerda (2006)) de tempo discreto, baseada nas estratégias de equilibrio de
Nash em malha aberta (Engwerda (2005); Engwerda (1998a); Engwerda (1998b); Pa-
pavassilopoulos et al. (1979); Shen & Cruz (2006)), em que os seguintes objetivos deverao

ser alcancados.

1.1.1 Objetivo Geral

Desenvolver um novo algoritmo para uma solucao alternativa das ARE acopladas
associadas aos jogos dinamicos L(Q, baseando-se na teoria da dualidade e otimizacao es-
tatica convexa para a solucao do jogo dinamico LQ, e, conseqiientemente, propor uma

nova metodologia para a sintese de uma familia de controladores 6timos.

1.1.2 Objetivos Especificos

» Propor uma nova metodologia (método I) via otimizagdo convexa para o projeto e
sintese de controladores L(Q) para o problema de jogos dinamicos LQ com realimen-
tacao de estado e estrutura de informacao em malha aberta, em que os controladores

nao sejam parametrizados em termos do par de equacoes acopladas de Riccati.

» Propor uma nova metodologia (método II) para o projeto e sintese de controladores
LQ para o problema de jogos dinamicos LQ com realimentagao de estado e estru-
tura de informacao em malha aberta, em que, através do emprego de estratégias
de regularizagao em regioes de confianca, seja possivel obter uma familia de ga-
nhos estabilizantes para o jogo, tais que, com esta metodologia, melhores indices
de desempenho possam ser atingidos e solu¢oes melhores condicionadas obtidas, em

comparagao com os métodos tradicionais via ARE acopladas.

» Formular o problema de controle H,, como um jogo de soma zero e estender as
novas metodologias desenvolvidas para a sintese de controladores H,,, via métodos

I e II, aplicando-as em problemas de rejeicao de perturbacao.

» Comparar, via exemplos numéricos e simulagoes computacionais, a metodologia
tradicional via ARE com a metodologia proposta neste trabalho para o projeto de
controladores LQ tanto em jogos dinamicos de soma nao zero quanto em problemas

de controle Hy, (jogos dinamicos de soma zero).
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1.2 Estrutura da Dissertacao

Esta dissertagao esta estruturada da maneira descrita a seguir:

» Capitulo 2: Fundamentos da Teoria dos Jogos

Neste capitulo, sao apresentados os fundamentos da teoria dos jogos necessérios
para a obtencao do jogo em sua formulacao tradicional, servindo como um jogo
de referéncia frente as novas metodologias de jogos a serem desenvolvidas na se-
qiiéncia do trabalho. Uma breve pesquisa bibliografica é realizada na introdugao,
apresentando-se, desde alguns dos trabalhos pioneiros na area da teoria dos jogos,
até as publicacoes mais recentes. Em seguida, alguns conceitos bésicos sao sucinta-
mente discutidos e os elementos principais de um jogo sao introduzidos. Por fim, o
conceito de estratégia de equilibrio de Nash ¢ definido e sua solugao é obtida para
jogos estaticos e dinamicos de soma zero e soma nao zero. Consideragoes acerca da

estabilidade, existéncia e unicidade da solugao de Nash sao também estabelecidas.

» Capitulo 3: Nova Metodologia para Sintese de Controladores LQ via

Jogos Dinamicos

Neste capitulo, é apresentada, como contribuicao desta dissertacao, uma nova metodo-
logia para a solu¢ao das ARE acopladas presentes em problemas de jogos dinamicos
de soma nao zero e, em adi¢cao, sao propostos dois novos métodos para a sintese
de controladores LQ), baseando-se nesta nova metodologia. O problema de controle
H, é formulado como um jogo de soma zero e as novas metodologias desenvolvidas

sao estendidas para esta classe de jogo dinamicos.

» Capitulo 4: Analise e Resultados

Neste capitulo, sao apresentados trés exemplos de projetos de sintese de contro-
ladores para sistemas dinamicos, em que se obtém as solugoes via jogo de referéncia
e via novas metodologias desenvolvidas no capitulo 3. Com os resultados obtidos,
através de simulagoes computacionais, é possivel comprovar a equivaléncia entre a
solucao das ARE acopladas via novo método e metodologia tradicional. O mesmo
ocorre para o método I, proposto, e o método tradicional, utilizados para a sintese de
controladores LQ). Em particular, é mostrado que o método II é bastante atraente
para o projeto e sintese de controladores, no sentido de se obter uma familia de

ganhos estabilizantes que geram solu¢oes bem condicionadas.

» Capitulo 5: Conclusoes e Perspectivas
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Neste capitulo, sao apresentadas as conclusoes do trabalho.

1.3 Producao Cientifica

Durante o periodo de desenvolvimento desta dissertacao, foi produzido o seguinte

artigo:

» Regulador Linear Quadratico via Otimizagao Convexa, José Tarcisio Costa
Filho, André Luiz Sampaio de Alencar, XLII Simposio Brasileiro de Pesquisa Ope-
racional, Bento Gongalves, Brasil, Agosto, 2010.



2 Fundamentos da Teoria dos Jogos

2.1 Introducao

A teoria dos jogos é um ramo da matematica dedicado ao estudo de situacdes que
surgem quando miultiplos agentes de decisao buscam atingir seus objetivos individuais,
possivelmente conflitantes entre si. Dessa forma, o desempenho de um agente de decisao
(no sentido de atingir seu objetivo) é influenciado pela agdo dos demais agentes de decisao
envolvidos na situagao, o que pode contribuir para um aumento da competitividade entre
0os mesmos, principalmente se o éxito de alguns desses agentes implicar o fracasso de

outros.

Embora existam registros de trabalhos anteriores (Bertrand (1883); Neumann (1928);
Hotelling (1929)), nos quais identificam-se alguns elementos diretamente relacionados a
teoria dos jogos, o tema ganhou maior notoriedade em Neumann & Morgenstern (1944),
resultado da parceria entre o matematico hingaro John von Neumann e o economista
austriaco Oskar Morgenstern. Neste livro, os autores aprofundam as idéias desenvolvidas
até o momento, tanto por eles mesmos quanto por outros pesquisadores, e produzem a
mais abrangente obra sobre a teoria dos jogos, até entao conhecida na época. Essa obra
é responsavel pelo surgimento do conjunto de modernos conceitos mateméaticos sobre
teoria dos jogos, o qual foi inicialmente, inclusive na obra em questao, aplicado na éarea
da economia, tendo o objetivo de examinar as interagoes entre agentes econdmicos, tais
como empresas em um mercado. Posteriormente, conflitos de interesses do ponto de vista
das ciéncias politicas, das estratégias militares e da sociologia passaram a ser modelados

sob a otica da teoria dos jogos.

Em Nash (1950) e Nash (1951), o matematico inglés John Nash concebe suas maiores
contribuigoes para a area da teoria dos jogos, destacando-se em sua obra a demonstracao
do Ponto de Equilibrio de Nash, que surge quando o autor considera a possibilidade da

coexisténcia entre competicao e cooperacao.
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Avancando algumas décadas, destacam-se alguns trabalhos de J. B. Cruz e M. A.
Simaan (Simaan & Cruz (1973a); Simaan & Cruz (1973c); Simaan (1977); Cruz (1978)),
que concentraram suas pesquisas na estratégia de Stackelberg, introduzindo as primeiras
idéias sobre os jogos hierarquicos. Além disso, em Simaan & Cruz (1973b) é proposta
uma metodologia para a obtencao da solucao de Nash para o jogo em malha aberta, e em
Papavassilopoulos et al. (1979) ¢ feita uma andlise acerca da existéncia de tal solugao. Uma
contribuicao efetiva para a computacao assincrona paralela e distribuida de estruturas

especiais de jogos dinamicos é apresentada em Filho & Bottura (1991).

De particular interesse para esta dissertagao, o jogo linear quadratico (Papavassilopou-
los & Olsder (1984); Engwerda (2006); Pachter & Pham (2010)), definido na Se¢ao 2.4.2,
apresenta caracteristicas interessantes que auxiliam na andlise do jogo, possibilitando a
obtencao das solugoes de equilibrio de uma maneira mais simples, tanto em sua forma
estatica como dindmica. Em Engwerda & Salmah (2010) sdo estabelecidas condigoes
necessarias e suficientes para a obtencao da solucao analitica de equilibrio de Nash em
malha aberta (Abou-Kandil & Bertrand (1986); Nian et al. (2006)) em termos de suas
equagoes acopladas de Riccati (FREILING et al., 1997). J&a em Engwerda (1998b) sao con-
siderados os aspectos computacionais para se obter essa solucao de equilibrio nos jogos

LQ (lineares quadraticos).

Basar (1991), Xu & Koichi (1994), Basar & Bernhard (1995) e Stoorvogel (2000)
mostram que o problema de rejeigao de perturbacao (Baek (2003); Petersen (2006); Renato
et al. (2010)) pode ser solucionado fazendo uso direto de resultados obtidos com os jogos
dinamicos LQ de soma zero, resultando em metodologias alternativas para o projeto de
controle Hy (Yaesh & Shaked (1991); Stoorvogel et al. (1994); Dong & Yang (2008);
Boyd et al. (2002)) para solucdo deste problema.

2.2 Conceltos Basicos

Ao longo desta secao, serao explanados, de forma sucinta, alguns conceitos bésicos
relacionados a teoria dos jogos, descrevendo os elementos que compoem um jogo, e diferen-
ciando algumas das varias configuragoes de jogos disponiveis. Basar & Olsder (1999) é

utilizado como referéncia principal para a escrita dessa secao.

Considerando a situacao de jogo descrita na secao 2.1, em que varios agentes de decisao
buscam atingir o seu objetivo individual, e sabendo-se que tal procedimento depende nao

apenas de sua propria agao, mas também da agao dos outros agentes de decisao, podemos
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identificar os elementos basicos de um jogo, a saber: o conjunto de agentes de decisao, o
conjunto de possiveis acoes de cada agente de decisao e o conjunto de funcoes custo de

cada agente de decisao.

O conjunto de agentes de decisao ou jogadores é formado pelos elementos en-
volvidos na situacao conflituosa ou jogo. Neste trabalho, o i-ésimo jogador envolvido no
jogo é denotado por AD;. Os jogadores determinam suas agoes, decigoes ou controles
em resposta a uma estratégia ou regra de decisao adotada pelos mesmos, onde U; e
®; representam o conjunto (espago) das agoes e estratégias, respectivamente, admissiveis
a AD;. As estratégias podem ser deterministicas ou estocasticas, sendo as primeiras
classificadas como estratégias puras e as tultimas como estratégias mistas. Como
é sabido, a acao de um jogador qualquer possui influéncia no resultado do jogo, dessa
forma, admitindo-se que os jogadores sao racionais, é esperado que cada jogador adote a
estratégia que lhe proporcione o melhor resultado do jogo, considerando as informacoes

que ele possui.

A funcao objetivo representa o grau de satisfacao do jogador com respeito ao pro-
cesso de otimizacao a ser realizado através de um indice de desempenho. Com a analise
da funcao objetivo, pode ser possivel adotar um critério que permita a formacao de uma
estratégia para o jogador. Normalmente, é constituida por importantes parametros do
jogo, como as variaveis de controle (ou variaveis de decisdo) dos jogadores e variaveis de
estado do sistema (considerando o contexto do controle de sistemas dinamicos). Quando
o critério de otimizacao é maximizar a funcao objetivo, ela pode ser chamada de funcao
utilidade. Caso o critério seja a minimizacao da funcao objetivo, ela pode ser chamada
de fungao custo. Matematicamente, a funcao objetivo de AD; pode ser representada
através do mapeamento abaixo, considerando U; o conjunto das acoes admissiveis desse

jogador, e um total de IV jogadores envolvidos no jogo:

J; U xUyx...x Uy =R (2.1)

Em um jogo de soma zero, a soma das func¢oes custo de todos o jogadores en-
volvidos no jogo ¢ igual a zero, ou seja, considerando, respectivamente,u; e J; como
o vetor de decisao e a funcao custo de AD;, em um total de N jogadores, temos que
Zij\il Ji(ug,ug,...,uy) = 0. Caso o valor desse somatorio seja uma constante diferente
de zero, temos um jogo de soma nao zero, que pode ser transformado em um jogo de

soma zero através de uma simples translacao, sem alterar as caracteristicas essenciais do

jogo.
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Quando um jogo possui um nimero contavel de niveis ou estagios, em que um estigio
de um jogo pode ser entendido como uma rodada de decisoes dos jogadores, ele é clas-
sificado como um jogo discreto. Se o processo de decisao ocorrer de forma continua no
tempo, o jogo é classificado como um jogo continuo. Neste sentido, em um jogo discreto,
cada jogador atua somente em intervalos discretos de tempo, enquanto que, em um jogo
continuo, cada jogador atua ao longo de um intervalo tempo que pode ser fixado a priori

ou determinado através das regras do jogo e das acoes dos jogadores.

Os jogos em que cada jogador possui disponivel um conjunto finito de possiveis acoes
sao denominados de jogos finitos. Caso o espago das estratégias seja infinito, tém-se os

jogos infinitos.

Um jogo dinadmico é definido como um jogo no qual se permite que pelo menos
um jogador utilize uma estratégia que dependa de ages passadas dele e/ou de outros
jogadores. Jogos com um estégio, onde os jogadores atuam de maneira independente entre
eles, ou seja, atuam simultaneamente, sao denominados de jogos estaticos. Entretanto,
por um abuso de linguagem, quaisquer jogos com mais de um estagio, mesmo com oS

jogadores atuando simultaneamente, sao considerados dinamicos.

Em um jogo nao cooperativo, os jogadores agem de maneira egoista, sem levar em
conta interesses e limitagoes dos demais jogadores, nao sendo possivel haver algum tipo de
negociacao ou acordo entre jogadores, com o objetivo de formular as acoes que devem ser
tomadas, de tal forma que os interesses e limitacoes de todos os demais jogadores sejam

considerados.

A comunicagao entre os jogadores é permitida nos jogos nao cooperativos. Entretanto,
nao pode haver nenhum tipo de acordo entre os mesmos, ou seja, o interesse individual
prevalece sobre o interesse dos demais jogadores. Dessa forma, as fungoes custo associadas
a cada jogador devem ser tratadas independentemente e otimizadas simultaneamente, nao
sendo possivel a formulagao de um problema de controle 6timo equivalente. Para o caso
de um jogo de N jogadores, serd associado N problemas de otimizagao do tipo:

nlllinJi(ul,...,ui,...,uN)7 1= 1,2,...,]\[. (22)
;

Neste ponto do trabalho, com a apresentagao de alguns conceitos relacionados a teoria
dos jogos, ¢ possivel descrever a partir de quais ramos da matematica a teoria dos jogos
se fundamentou. Na Tabela 2.1, observa-se a relacao existente entre a otimizacao e a

teoria dos jogos nao cooperativos. A teoria dos jogos estaticos constitui uma extensao da



2.3 Estratégia de Equilibrio de Nash em Jogos Estdticos nao Cooperativos 10

programagcao matematica, quando se considera um problema com mais de um agente de
decisao. Analogamente, a teoria dos jogos dinamicos constitui uma extensao da teoria de

controle 6timo, quando no problema existe mais de um agente de decisao envolvido.

Um Jogador (Otimizacio) Varios Jogadores (Teoria dos Jogos)

Problema Estatico Programacao Matemaética Jogos Estaticos
Problema Din&mico Controle Otimo Jogos Dinamicos

Tabela 2.1: Relacao entre a otimizagao e a teoria dos jogos nao cooperativos.

Neste trabalho, serd explorada a relacao entre o problema de controle 6timo e o jogo
dinamico para a derivagao de importantes resultados relacionados ao controle de sistemas
dinamicos. Além disso, serd considerada a possibilidade da transformacao de um jogo
dinamico descrito por um conjunto de equacoes dinamicas complexas em um jogo estatico

descrito por um conjunto de equagoes estaticas mais simples.

2.3 Estratégia de Equilibrio de Nash em Jogos Estati-
cos nao Cooperativos

Nesta secao, sao definidas as estratégias de equilibrio de Nash para jogos estaticos nao
cooperativos. Para isso, os conceitos de resposta 6tima e curva de reacao sao formalmente
apresentados. Consideragoes acerca da estabilidade, existéncia e unicidade da solucao de

equilibrio de Nash sao posteriormente realizadas.

Algumas defini¢oes sao necessarias a formulagao do jogo. Considera-se um jogo de N
jogadores, sendo {AD;}, Vi € I, I ={1,2,..., N} o conjunto destes agentes, em que AD;
possui uma funcao custo J; que depende nao apenas de sua acao, mas também da acao
de alguns ou de todos os outros agentes. A acao de AD;, denotada por u;, é representada

como um elemento de um espaco de dimensao finita U;.

2.3.1 Resposta Otima e Curva de Reacao

Os conceitos de resposta 6tima e curva de reagao para jogos de soma nao zero,

estaticos e nao cooperativos sao estabelecidos através da definicao que segue:

Definicao 2.3.1 Em um jogo de soma nao zero com N jogadores, considere que o mi-
nimo de Ji(wy,...,uy) em relacio a w; seja obtido para cada u_; = (g, us, ..., uy) €

U_1 = (UyxUsx...xUy). Entio, o conjunto ly(u_y) C Uy é chamado de resposta dtima
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ou reacao racional e € definido como:
Lh(uy) ={{€U: (¢ uy) < Ji(u,uy),Vu; € Up} (2.3)

Se ly for um conjunto singleton, ou seja, que possui um unico elemento vy € Uy para todo
u_; € U_q, entao, serd chamado de curva de reacao de AD,. As curvas de reacao dos

outros jogadores sao definidas de maneira similar.

Considerando um jogo especifico de 2 jogadores, em que U; = U; = R, sao apre-
sentadas, na Figura 2.1(a), as curvas de nivel de Jy(u1,u2) e Jo(uy, ug) referentes a cada
jogador, em que J; é estritamente convexa em relagao a u; e Jy é estritamente convexa
em relagdo a us. Para uy = kq, k1 € R, a melhor decisao de AD, é aquela que minimiza
Jo ao longo da linha u; = k;. Uma vez que este problema de minimizagao admite uma
tnica solugao, a resposta 6tima de AD, é determinada, graficamente, como o ponto onde
a linha u; = k; é tangente a uma curva de nivel constante de J, ou, equivalentemente,
através de uma analise em 3 dimensoes (Figura 2.1(b)), como o ponto de interse¢ao entre

o plano u; = k; e a superficie J5, que gera o menor valor de Js.

O conjunto de todos os pontos 6timos formam a curva de reagado de AD, e é indicada

na Figura 2.1(a) por l. A curva de reacao, l;, de AD; é similarmente construida.

—> I

Uo ]
J1 !

J2

*

>
>
ujp Ky Up

(a) Curvas de reacao dos 2 jogadores. (b) Resposta 6tima de ADy a
agao de AD; (u1 = k1).

Figura 2.1: Analise grafica das curvas de reacao.

2.3.2 Equilibrio de Nash

A solucao de equilibrio de Nash para jogos de soma nao zero, estaticos e nao coopera-

tivos é estabelecida através da definicao a seguir:



2.3 Estratégia de Equilibrio de Nash em Jogos Estdticos nao Cooperativos 12

Defini¢ao 2.3.2 Em um jogo com N jogadores, o conjunto de agoes {uj,uj, ... uy}

constitui uma solugao de equilibrio de Nash, se Vuf € U;,1 € I:

Ji &£ Ji(uf, . uy) <0 Ji(ug,ubuy)

TR Tuguy) < (g, u) (2.4)
Th & Uy, uy) <0 Jx(ufug uy)

Observacao 2.3.1 Quando a solucao de Nash € obtida, nenhum jogador poderd melhorar

o resultado de sua funcao custo através de uma ac¢ao individual.

Baseando-se nas curvas de reacao dos jogadores, pode-se estender uma interpretagao
grafica a solucao de equilibrio de Nash. Neste caso, a solucao de Nash deve estar,
simultaneamente, sobre a curva de reagao de todos os jogadores envolvidos no jogo. Con-
siderando o jogo descrito na Figura 2.1, a solugao de Nash corresponde ao ponto de

intersecao entre [y e 5.

Vale ressaltar que podem existir casos em que a solucao de Nash, se existir, podera
ser nao-tunica. Considerando, novamente, um jogo de 2 jogadores, em que U; = Us = R,
sao exibidas nas Figuras 2.2(a) e 2.2(b), duas situagoes tais que as curvas de nivel dos
jogadores nao se interceptam, conseqiientemente a solu¢ao de Nash nao existe para esses
jogos. Nas Figuras 2.2(c) e 2.2(d), sdo ilustrados, respectivamente, um jogo com infinitas

solucoes de Nash e um jogo com trés solugoes possiveis.

2.3.3 Estabilidade da Solucao de Nash

Consideracoes acerca da estabilidade da solucao de equilibrio sao importantes para
uma caracterizagao mais ampla da mesma. Neste sentido, dada uma solugao de equilibrio

de Nash em um jogo de 2 jogadores, considere a seguinte seqiiéncia de eventos:
(i) AD; desvia-se de sua estratégia otima;
(ii) AD observa a situacdo, e minimiza sua fun¢io custo de acordo com a nova estratégia de AD;;
(iii) AD; volta a empregar sua estratégia 6tima, minimizando sua funcao custo;

(iv) ADy continua reagindo otimamente, etc.
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Figura 2.2: Possiveis Configuracoes das Curvas de Reagao.

Se esta seqiiéncia infinita de eventos converge para a solucao de equilibrio de Nash
original, independentemente do desvio inicial de AD; em relagdo a sua estratégia 6tima,
esta solucao de equilibrio de Nash é estavel. Se a convergéncia ocorrer somente para
pequenos desvios iniciais, a solucao é localmente estavel. Caso contrario, a solucao é

instavel.

As curvas de reagao de dois diferentes jogos sdo mostradas na Figura 2.3 (considere
Uy = Uy, = R). Na Figura 2.3(a), percebe-se que se AD; escolher uma acao que nao
coincida com a da solucao de equilibrio de Nash, e que na seqiiéncia tanto AD; como AD,
reajam iterativamente otimizando suas proprias func¢oes custo, havera uma convergéncia
para o ponto onde as duas curvas de reacao se cruzam, que, como se sabe, corresponde a
solugao de equilibrio de Nash. Ja na Figura 2.3(b), esta solugao de equilibrio nao é obtida
a partir do processo iterativo decorrente de uma escolha de AD; que nao corresponda a
solucao de equilibrio, pois a cada jogada aumenta-se a distancia em relacao ao ponto de

cruzamento existente entre as curvas de reacao.

Pode-se estender a nogao de estabilidade de um jogo de 2 jogadores para um jogo de
N jogadores através da seguinte definicao formal para uma solucao de equilibrio de Nash

estavel (BASAR; OLSDER, 1999).
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I2

v
v

(a) Solucdo de Nash Estavel (b) Solugdo de Nash Instéavel

Figura 2.3: Convergéncia de Solucoes de Equilibrio de Nash.

Definigcao 2.3.3 Uma solucao de equilibrio de Nash u}, i € I, é estdvel com respeito a

um esquema V de desvio da solucao, se pode ser obtida como o limite do processo iterativo:

u, = klim u;(k), k=0,1,2, ... (2.5)
—00
u(k+1) = arg mig Ji(u¥t w), w(0)eU, iel, (2.6)
w; €U;

onde Vi indica que a escolha de u’! depende do esquema de desvio selecionado.

Um possivel esquema de desvio da solucao é:
u?t = u_,(k), (2.7)

que corresponde & situagao em que os jogadores reajustam suas acoes simultaneamente
em resposta as mais recentes acoes dos outros jogadores. Se a iteracao da Definicao 2.3.3
converge para qualquer esquema de desvio da solucao, entao a solugao de equilibrio de

Nash é globalmente estavel.

2.3.4 Existéncia e Unicidade da Solucao de Nash

Como visto anteriormente, uma solucao de equilibrio de Nash em jogos de N jogadores
pode ser obtida desde que as curvas de reacao dos jogadores possuam um ponto de inter-
secao, supondo que todas as curvas de reacao sejam bem definidas. Em Basar & Olsder
(1999), a existéncia da solugdo de Nash é obtida pelo teorema do ponto fixo de Brouwer.
Neste trabalho, propoe-se, dada a particularidade do jogo aqui considerado, através do
Teorema 2.3.1 e da Proposigao 2.3.1, as condicoes suficientes de existéncia e unicidade

para se obter a solucao de equilibrio de Nash em jogos estéticos de N jogadores.
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Proposicao 2.3.1 Seja a funcao custo J; : Uy X ... x Uy — R conjuntamente continua
em todos os seus argumentos e estritamente convera em u;, para todo u; € U;, j €
I, j#1i. Entao, existe uma func¢ao L : U — U tal que u = L(u), onde, usando nota¢ao
vetorial, u = {uy,..,un} €U 2 U, x ... x Uy e L = {l1, ..., In}.

Demonstracao: Devido a convexidade estrita, existe um tnico mapeamento [; : U_; —
Ui, tal que u; = [;(u_;) unicamente minimiza J;(uy,...,uy) para qualquer u_;. Com
efeito, [; é a curva de reacao de AD; nesse jogo. Dessa forma, usando notagao vetorial,
pode-se representar os mapeamentos [; : U_; — U,; para todos os N jogadores na forma

compacta u = L(u), onde u = {uy,..,un} €U 2 U; x ... x Uy e L={ly,....Iy}. O

Teorema 2.3.1 Considere que para cada i € I, seja U; um subconjunto compacto e
convezo de um espaco Euclidiano' S; dotado de uma métrica d;, onde d; : U; x U; — R.
Suponha S; completo em relagao a d;. Se o mapeamento L : U — U, conforme Proposi¢ao
2.3.1, for uma contragcao em relagao a métrica d de U, onde d : U x U — R, entao, o
jogo de soma nao zero de N jogadores considerado, admite solucao de equilibrio de Nash

e essa solugao € unica.

Demonstracao: Na seqiiéncia serd mostrado que as curvas de reacao individuais [; sao
continuas em seus argumentos e, por isso, L é um mapeamento continuo. J& que L
promove o mapeamento de um subconjunto compacto U de um espaco de dimensao finita
no proprio subconjunto, e que esse mapeamento é uma contracao em relacao a métrica d

de U, entao a seguinte equagao é valida para quaisquer {a,u} € U:

d(L(R), L&) < pd(d,@), 0<p< 1. (2.8)

Logo, pode-se afirmar, com base no teorema do ponto fixo de Banach (ver Apéndice A),
que existe um tnico u* € U tal que u* = L(u*), onde u* é o ponto fixo de L e, obviamente,

os elementos de u* constituem a solucao de equilibrio de Nash, que, nesse caso, ser tnica.

Para completar a prova do Teorema 2.3.1, deve ser mostrada a continuidade de ;.
Considere i = 1 e considere que, ao contrario, [ é descontinua em (uz(0),...uy(0)). Além
disso, seja I1(uy(0),...,un(0)) = uy(0). Entdo, existe uma seqiiéncia de vetores {ti(k) =
(ug(k),...,un(k)); k=1,2,..} tal que (uz(0),...,un(0)) &€ o limite desta seqiiéncia, mas

u;(0) nao é o limite de [y (uy(k), ...,uy(k)) quando k& — oo. Pelo fato de os espagos das

!Espago linear real de dimensdo finita e munido de um produto interno.
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agoes serem compactos, ha uma subseqiiéncia de {t(k)}, denominada {u(k)}, tal que
l;(0(k)) converge para um limite 01;(0) # u;(0) e, simultaneamente, a seguinte inequagao
é valida:

J1(11(0), uz(0), ..., un(0)) < J1(u1(0), uz(0), ..., un(0)), (2.9)
que, juntamente a 13 (0) # uy(0) constitui uma contradi¢ao com respeito a hipotese inicial
de que u;(0) é 0 tinico u; que minimiza J; (uy, uy(0), ..., un(0)). Logo, l; é continua. A con-

tinuidade de [;,7 > 1 pode ser demonstrada de maneira analoga. 0

2.4 Jogos Dinamicos Discretos e Deterministicos

Nesta secao, os jogos dinamicos discretos e deterministicos sao formulados e a solugao
de Nash em malha aberta para esta classe de jogos é obtida. Posteriormente, é proposta
um maneira de se calcular o custo 6timo de AD;. Uma breve andlise do problema em
estado estacionario, ou seja, quando o nimero de estagios do jogo tende ao infinito,
é realizada na seqiiéncia. Por fim, os jogos dinamicos de soma zero sao introduzidos,
obtendo-se a solucao de ponto de sela para este tipo de jogo, tanto para horizonte finito

como para horizonte infinito.

2.4.1 Formulacao Geral

Adotando a terminologia utilizada na teoria de controle de sistemas, define-se um jogo

dinamico discreto deterministico com duragao fixa como (BASAR; OLSDER, 1999):

Definicao 2.4.1 Um jogo dindmico discreto deterministico com N agentes de decisao

(jogadores) e com duragao fiza é aquele que compreende:

1. Um conjunto de N agentes de decisao (AD) indezados pelo conjunto I = {1...,N}.

2. Um conjunto K = {0,...,T—1} de estdgios (instantes) do jogo, onde T € o niimero

mdazimo possivel de jogadas permitidas a cada agente de decisao durante o jogo.

3. Um conjunto infinito X, com alguma estrutura topoldgica, caracterizando oespaco
(conjunto) dos estados do jogo para o qual o estado x(k) € obtido para k € K e
E=T.

4. Um conjunto infinito U} definido para k € K ei € I, com alguma estrutura topold-
gica, denominado de espago dos controles, para o qual os controles u;(k) de AD;

sao admissiveis no estagio k;
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5.

10.

11.

Uma fungio gr : X X Ul X ... x UN — X definida para cada k € K, tal que:
X(k+1) :gk(x(k)7ul(k)7'"7uN(k)>7 k€ Ka (210)

para o estado inicial do jogo x(0) € X. A equagao (2.10) é denominada: a equagdo

de estados do jogo dindmico e descreve a evolugao do processo de decisao.

Um conjunto Y, com alguma estrutura topoldgica, definido para cadak € K ei € I,
denominado de conjunto de observagao de AD; no estdigio k para o qual y;(k) é

a varidvel de observacgio de AD; no estdgio k.
Uma fungio hi : X — Y} definida para cada k € K e i € I tal que:

yi(k) =hi(x(k)), ke K, K=T, icl, (2.11)
¢ a equagao de observacdo de AD; relativa ao valor de x(k).

Um conjunto finito 0, para k € K e i € I é definido como uma sub-cole¢io de
{(y100), .., ¥1(T);y2(0), ..., y2(T); -5y (0), o, yn(T); Wi (0), - .., wi (T—1)5u2(0),
coowe(T —1);..5un(0), ..., un(T — 1)} determinando a informagao recebida e
requisitada por AD; no estdgio k do jogo. A especificagcdo de . para todo k € K
caracteriza a estrutura de informacgao de AD; e a colecao destas estruturas para

1 € I forma a estrutura de informacgao do jogo.

Um conjunto N} para cada k € K e i € I definido apropriadamente como um
subconjunto de { (Yo x ... x YE) x ... x (Y& x ... x Y x (Ul x...x U}t ) x...x
(UYN x ... x UN_|)} compativel com ., caracterizando o espago de informagio de

AD; no estdgio k, induzido por 1.

Um conjunto especificado @' das funcoes ¢ : Nj — U} que definem as estratégias
admissiveis de AD; no estdgio k. O conjunto ® para ¢" = {@}, ..., ¢} na forma
agregada, tal que ¢ € @i, k € K, é denominado de conjunto de estratégias de
AD;. Desta forma, a agao (controle) de cada agente de decisao é completamente
determinada pela relacao:

w, = ¢'(n'), i€l (2.12)

onde w; = [u? (0),ul (1),...,ul (T — D]", ¢" e n° estao na forma agregada.

Um funcional J; : (X xULx. . . UMYX (XxUfx... xUN)x.. (XxUL_x...UN ) —
R definido para cada i € I € denominado de fung¢ao custo de AD; no jogo.
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Definicao 2.4.2 Num jogo dindmico deterministico discreto de duracao fixa de N jo-
gadores, a estrutura de informacao® de AD;, i € I, estd em malha aberta com somente

o estado inicial x(0) conhecido, se i, = {x(0)}, k € K.

Definicao 2.4.3 Em um jogo dindmico discreto e deterministico de N jogadores e du-
racao fiza, diz-se que a func¢ao custo de AD;, i € I ¢é aditiva por estdgio se eriste

fi: X xULx...,UN parai €I, k € K, tal que:

T-1

Ty, o) =Y fi(wi(k), .. ay (k) x(k)). (2.13)
k=0
Observagao 2.4.1 Se a funcao Ji(uy,...,uy) também depender do estado x(T), serd

denominada de func¢ao custo terminal.

Considera-se uma classe especial de jogos dinamicos discretos e deterministicos com
duragao fixa (T estagios) denominados jogos lineares quadraticos (Freiling et al.
(1997); Basar & Olsder (1999); Nian et al. (2006); Engwerda (2007); Pachter & Pham
(2010)), segundo a defini¢ao abaixo.

Definicao 2.4.4 Um jogo dindmico discreto deterministico de N jogadores € do tipo li-
near quadrdtico se X =R", Ui =R™, ie ke K) e

ge(x(k),uy(k), ... un(k)) = A(k)x(k)JrZBi(k:)ui(k), (2.14)

T(x(k),ui(k),...,uy(k)) = %{XT(/{Z)QZ-(]{Z)X(]{?)+Zu?(k)Rij(k)uj(/{Z)},(ZlE))

Fx(T) = X DQUTIXT), (2.16)

J=1

onde A(k), Bi(k), Qi(k) e R;;j(k) sao matrizes de dimensées n X n, n X m;, n X n
e m; X m; respectivamente, Q;(k) € simétrica semi-definida positiva e R;;(k) simétrica

definida positiva para i € I e k € K.

2Para informacoes detalhadas sobre outras estruturas de informagao, consultar Basar & Olsder (1999).
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2.4.2 Solucao de Equilibrio de Nash em Malha Aberta

Os jogos dinamicos nos quais a estrutura de informacgao encontra-se em malha aberta
(Defini¢ao 2.4.2) tém a solugdo de Nash denominada “solugao de equilibrio de Nash em
malha aberta”. Essa solugdo pode ser obtida via programagao dindmica (STARR; HO,
1969) ou, como serd apresentado nesta se¢ao, através do emprego de técnicas da teoria
de controle 6timo (Pindyck (1977); Filho & Bottura (1992); Basar & Olsder (1999)). Ha,
de fato, uma relacao proxima entre a determinacao da estratégia de equilibrio de Nash
em malha aberta e o problema de se resolver conjuntamente N problemas de controle
6timo. Como se pode verificar, cada uma das desigualdades de (2.4), juntamente com as
equagoes (2.10) e (2.13) descrevem um problema de controle 6timo, cuja estrutura nao é
afetada pelas acoes de controle dos outros jogadores. A seguir é apresentado um teorema

que sintetiza a solucao de equilibrio de Nash em malha aberta.

Teorema 2.4.1 Dado um jogo dindmico discreto deterministico de N jogadores do tipo
linear quadrdtico definido em (2.4.4), sejam E(k) e M;(k) (i € I,k € K) matrizes com
dimensoes compativeis, definidas por:
N
E(k) = I+) B;(k)R; (k)B] (k)M;(k+ 1), (2.17)
j=1

Mi(k) = AT(RMi(k + DE ' (A(K) + Qi(k), M(T)=Q(T). (218)

Se as matrizes E(k) (k € K), definidas de maneira recursiva, sao inversiveis, o jogo

admite uma inica solucao de equilibrio de Nash em malha aberta, dada por:
¥(x(0)) = ul (k) = —R; (k)BI(B)M;(k + DE Y (k)A(k)x*(k) (i€ I,k € K), (2.19)
onde trajetoria de estados otima {x*(k+1);k € K} associada ao jogo é determinada por:
x*(k+1) =EY(k)A(k)x*(k), x*(0)=x(0), (2.20)

e ganhos dindmicos de realimentacao de estados do tipo u;(k) = —F;(k)x(k) (i € I)

podem ser obtidos como:

F;(k) = R;' (k)BT (k)M;(k + )E~ (k) A (k). (2.21)
Demonstragao: Desde que Q;(k) > 0 e Ry (k) > 0, J;(uy,...,uy) é uma funcao estrita-
mente convexa em u; para todo u; € R™7 j £ 4 j € I e para todo x(0). As condigoes

necessarias de otimalidade sao dadas pelas equacoes:
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o x'(k+1)= % = A(k)x"(k) + ZBj(k)u;-(k:), (2.22)

o Di(k) = 5t = QU (k) + AT(h)pi(k + 1), (2.23)

¢ a0 G0 = uilh) = —RIGBI (Rpi( ), (224)
. PiT) = QUNX(T), (2.25)

é a funcao Hamiltoniana.

A partir dessas condigoes necessarias de otimalidade, uma tunica solu¢ao candidata

(BASAR; OLSDER, 1999) é obtida, como se segue:

Considere que os vetores de co-estado pf(k) , i € I sao da seguinte forma:

p; (k) = M;(k)x*(k). (2.27)

Substituindo a equagao (2.27) na equacao (2.24), obtém-se:
u (k) = =R (k)B] (k)M;(k + 1)x*(k 4 1), (2.28)

que é substituida na equagao (2.22), onde obtém-se:
N
x*(k+1) = A(k)x*(k) + Z Bj(k){—R;jl(k)Bf(k)Mj(k + 1)x*(k + 1)},
j=1

{I + Z B; (k)R (k)BT (k)M (k + 1)}x*(k +1) = A(k)x*(k),

E(k)
X (k4 1) = B~ (k) A(k)x* (k), (2.29)
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supondo-se que E(k) é inversivel.

A proxima equagao é obtida substituindo (2.27) em (2.23):

M, (k)x* (k) = Qq(k)x*(k) + AT (k)M (k + 1)x*(k + 1). (2.30)

Por fim, substituindo (2.29) em (2.30), obtém-se:

M, (k)x*(k) = Qi(k)x*(k) + AT(E)M;(k + D)E~ (k) A (k)x*(k),
M, (k)x*(k) = {Qi(k) + AT (B)YM,(k + 1)E1(I<:)A(k)}x*(k:),
(2.31)
ou seja,
M (k) = A" (k)M;(k + DE " (F)A(k) + Qu(k), (2:32)

onde (2.32) representa as N equagGes a diferengas de Riccati acopladas que surgem

na obtencao da solucao de Nash em malha aberta para um jogo dinamico linear quadratico.

A partir de (2.25) e (2.27) é possivel obter as condi¢oes de contorno associadas as
equacgoes de Riccati:

M;(T) = Qi(T), (2.33)

permitindo com que as mesmas possam ser resolvidas recursivamente a partir do tltimo

instante de tempo 7.

Para o calculo dos ganhos dinamicos de realimentacao de estados, utilizam-se as

equagoes (2.24), (2.23) e (2.27), sendo possivel escrever o controle w;(k) de AD;, como:

ws (k) = ~R3 (k)BT (B)pi (k + 1),

u; (k) = =R (k)B] (k)(AT (k)™ (p; (k) — Qi(k)x"(k)),

u; (k) = =R (k)B] (k) (AT (k)" (Mi(k) — Qi(k))x"(k),

u; (k) = =F;(k)x"(k), (2.34)
onde

Fi(k) = Ry (F)B] (k) (AT (k)" (M, (k) — Qi(k)), (2.35)

F;(k) = R;' (k)B (k)M;(k + )E~ (k)A(k). O (2.36)
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Observagao 2.4.2 Nesta estratégia de controle em malha aberta, as matrizes Ri;(k),
(i,j € 1), i # j sao irrelevantes para a sintese dos controladores, uma vez que estas
matrizes nao aparecem na solucao.

Avaliacdo do Indice de Desempenho Minimo

Avaliando o indice de desempenho minimo do jogo dinamico LQ) descrito anterior-

mente, propoe-se o seguinte resultado.

Proposicao 2.4.1 Dado um jogo dindmico discreto deterministico de N jogadores do
tipo linear quadrdtico como o definido em (2.4.4) e descrito no Teorema (2.4.1), o valor
do indice de desempenho minimo, ou seja, o valor do custo funcional étimo deste jogo €

dado pela sequinte equacao:
1
() = x0T ML(0)x(0) +

2 %{ *(k+1) (ZM (k+1)B;(k)R; (k:)Bf(k))Mi(k + Dx*(k+1) +
Z (k+1)"M;(k + 1)B;(k)R (k)R (k)R (k)B] (k)M (k + 1)x*(k + 1)}.

(2.37)
Demonstracao: ver Apéndice B. OJ

Corolario 2.4.1 Para o caso particular de um jogo dindmico de 2 jogadores, onde ocor-

rem as sequintes iqualdades:
i. Ri1(k) = Roy(k),
ii. Raoo(k) = Rya(k),
. Qu(k) = Qa(k),
a equagao (2.37) reduz-se a
7w, u5) = 5x°(0)M(0)x (0), (2.33)

onde Ji = J5 = J*, M,(k) = May(k) = M(k) (k € K).

Demonstracgao: ver Proposicao 2.4.1. [

Jogo Linear Quadratico com Horizonte Infinito
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Considerando o caso no qual o nimero de estagios do jogo dinamico tende ao infinito,
e considerando o sistema dinamico definido em (2.4.4) invariante no tempo, o problema

de jogos LQ pode ser reescrito como:

N
x"(k+1) = Ax"(k) + > _Bjuj(k), k=0,1,2, .. (2.39)
j=1
onde o custo funcional de AD; é dado por:
) 1 N
Ji(ul, Ce ,LIN> = Z Q{XT(]{)QZXUf) + Z UJT(]C)RUUJ(]{I)} (240)
k=0 j=1

Nesta situagao, considerando que as equagoes a diferencas acopladas de Riccati (equagao
(2.32)) possuam comportamento assintotico®, M;(k) atingird um valor de estado esta-

cionario M;, de tal forma que:

~

M, (k) =M;(k+1) = M,, (2.41)
resultando nas Equagoes Algébricas de Riccati (ARE) acopladas, dadas por:

N
M; = A"MET'A+Q;, E=I1+)» BR;'BIM, (2.42)

=1
em matrizes de ganho de realimentacao de estado invariantes no tempo, dadas por:

F, = R;'B/M,E'A = R;;'BY(A”) (M, — Q)), (243)

e em custos funcionais 6timos, dados por:

1 .
T, uy) = 5x7(0) Mix(0) +

o0 N
1 * T 9 —1pT \ N/ *

; 5{—){ (k+1) (Z M,B;R ;B! )Mix (k+1)+

N

> x*(k+ 1)"M;B,R;R;R;;'BI Mx* (k + 1)}.

Jj=

1

Jj=1

(2.44)

3Em Freiling et al. (1997) sao estabelecidas as condigdes necessarias para a existéncia das solugoes das
equacoes algébricas acopladas de Riccati.
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2.4.3 Jogos de Soma Zero

Nesta subsecao, é considerado o jogo de tempo discreto de 2 jogadores, onde um dos
jogadores, AD;, deseja minimizar uma determinada fun¢ao objetivo .J, enquanto o outro
jogador, AD,, deseja maximiza-la. Esta situacao pode ser representada matematicamente
através da seguinte consideracio: f} = —fZ £ fi, ou equivalentemente, J; = —J, = J.
Com isso, nota-se que o equilibrio de Nash representado pelas desigualdades de (2.4)

reduz-se a uma desigualdade de ponto de sela, dada por:
J(ul,uy) < J(uj,uy) < J(uy,uj) (2.45)

que, nesse caso, representa um equilibrio minimax.

Essa classe especial de jogos dinamicos de soma nao zero é designada por jogos dinami-
cos de soma zero de 2 jogadores. De particular interesse para essa dissertacao, considera-
se o caso onde a funcao objetivo associada ao jogo é quadrética, resultando nos jogos
dindmicos quadraticos de soma zero de 2 jogadores, que podem ser descritos pela

equacao de estado linear:
x(k+1) = A(k)x(k) +Bi(k)ui(k) + Ba(k)ua(k), k€ K (2.46)

e pela funcao objetivo:
J(up,uy) =

+ (x" (k) Q(k)x(k) + uj (k)us (k) — vy (k)us(k)), (2.47)

onde as matrizes de ponderacao dos controles sao, sem perda de generalidade, dadas por
Ri(k) = Ri(k) = —Ra1(k) = 1 e Ra(k) = Rya(k) = —Raa(k) = —1. Dessa maneira,
a hipotese de que Ryi(k) > 0 e Roa(k) > 0, considerada no Teorema (2.4.1), é mantida.
Considerando também a hipotese de que Q(k) > 0, (Q(k) = Q1(k) = —Qa(k)), segue que
J(uy,uz) é estritamente convexa em u;. Uma vez que se estd lidando com um problema
minimax, a concavidade estrita de J(uy, uz) em relacao a ug deve ser garantida. O lema
a seguir estabelece as condigoes necessarias e suficientes para que a equagao (2.47) seja

estritamente concava em us.

Lema 2.4.1 Para um jogo dindmico quadrdtico de soma zero de 2 jogadores, a func¢ao



2.4 Jogos Dindmicos Discretos e Deterministicos 25

objetivo J(uy,ugz) € estritamente concava em ug (Yuy € le’T) se, e somente se,
I-Bl(k)S(k+1)By(k) >0, (k€K), (2.48)

onde S(k) € dado por:

S(k) = Qk)+AT(k)S(k + 1)A(k)
+ AT(E)S(k + 1)By(k)[I — BL(k)S(k + 1)Ba(k)] 'BY (k)S(k + 1) A(k),
S(T) = Q(T). (2.49)

Demonstracao: ver Basar & Olsder (1999). O

Neste momento, a solugao de ponto de sela para um jogo dinamico de soma zero
de 2 jogadores, cuja estrutura de informacao encontra-se em malha aberta, pode ser

apresentada através do teorema que segue.

Teorema 2.4.2 Dado um jogo dindmico L) de soma zero de 2 jogadores descrito pelas
equagoes (2.46) e (2.47), com Q(k) > 0 (Vk € K), e considerando a condi¢io dada
pela equagao (2.48) satisfeita, sejam E(k) e M(k) (k € K) matrizes com dimensoes

compativeis, definidas por:
E(k) = T+ (By(k)BY (k) — By(k)BI (k) M(k + 1), (2.50)

M(k) = AT(k)M(k+ DE~ (H)A(K) + Q(k), M(T)=Q(T).  (251)

Se as matrizes E(k) (k € K), definidas de maneira recursiva, sao inversiveis, o jogo

admite uma inica solucao de ponto de sela em malha aberta, dada por:

¢ (x(0) = uj(k) = =BT (k)M(k + 1)E™ (k) A(k)x" (k), (2.52)

v (x(0)) = ui(k) = By ())M(k + DE™ (k) A(k)x"(k), (k € K), (2.53)
onde trajetoria de estados otima {x*(k+1);k € K} associada ao jogo é determinada por:
x*(k+1)=E Y (k)A(k)x*(k), 2*(0)=x(0), (2.54)

ganhos dindmicos de realimentagao de estados do tipo w;(k) = —F;(k)x(k) (i € {1,2})

podem ser obtidos como:

Fy(k) = By (k)M(k + DE™ (k) A(k) = By (k)(A" (k)" (M(k) — Q(k)),  (2.55)
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Fy(k) = =B (k)M(k + 1)E™ (k)A(k) = —B; (k) (A" (k)T (M(k) — Q(k)),  (2.56)
e o valor da funcao objetivo no ponto de sela € dado por:

J*(uj,u;y) = %XT(O)M(O)X(O). (2.57)

Demonstracao: A demonstracao deste teorema é obtida de forma analoga & demons-
tracdo do Teorema 2.4.1, introduzindo-se as seguintes igualdades: f} = —fZ = f, pi(k) =
—pis(k) 2 p*(k), H = —Hy 2 H, Ry(k) = Ryy(k) = —Roi1(k) = 1, Ra(k) = Rya(k) =
—Ros(k) = —1e Qu(k) = —Qa(k) = Q(k). O

Considerando o caso de horizonte infinito (7" — 00), como anteriormente feito para
os jogos lineares quadraticos de soma nao zero, em que a equagao a diferengas de Riccati
(equagao (2.51)) possui um comportamento assintotico, M(k) também atingird um valor

de regime M, resultando na equacao algébrica de Riccati, dada por:

M=A"TME'A+Q, E=I+ (BB -B,Bl)M. (2.58)

Neste caso, as matrizes de ganho de realimentacao de estado invariantes no tempo sao
dadas por:

F, = BITME A = BN (AT)"'(M - Q), (2.59)
F, = —BIME'A = BI(AT)"'\(M - Q), (2.60)

e o valor da funcao objetivo no ponto de sela é dado por:

JH(u},u) = %XT(O)MX(O). (2.61)

2.5 Comentario Final

Neste capitulo, os aspectos mais importantes da teoria dos jogos necessarios para
fundamentacgao da metodologia proposta no capitulo 3 foram discutidos. De fundamental
importancia, cabe ressaltar a proposta de teoremas e proposicoes, que sao de particular
interesse para esta dissertacao, no que tange as condicoes de estabilidade, existéncia e
unicidade da solucao de equilibrio de Nash para jogos estaticos nao cooperativos. Tais
resultados sao significativos para a proposicao de uma nova metodologia para a solucao

do problema de jogo dinamico LQ sem o uso das tradicionais ARE acopladas.
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O objetivo de considerar neste capitulo o jogo dinamico LQ dinamico via equagoes
acopladas de Riccati é apresenta-lo como um jogo de referéncia frente a nova proposta a

ser desenvolvida no proximo capitulo.
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3 Nowva Metodologia para Sintese de
Controladores L(Q via Jogos
Dindmacos

3.1 Introducao

Neste capitulo, a teoria da dualidade (Bazaraa et al. (1993); Luenberger (1997);
Stephen & Vandenbergue (2008)) é utilizada para que um jogo dindmico LQ, descrito
por equacoes complexas, possa, através da sua formulacao dual, ser transformado em
um jogo estatico, descrito por equacoes mais simples. Baseado nesta nova formulacao de
jogo, é apresentado um novo algoritmo para a solucao das equacgoes algébricas acopladas
de Riccati em jogos dinamicos LQ de tempo discreto e, em adi¢ao, sao propostos dois novos
métodos para a sintese de controladores LQ. Além disso, considerando a possibilidade da
formulagao do problema de rejeicao de perturbagao como um jogo dinamico LQ de soma
zero, estende-se a metodologia desenvolvida até o momento, ao problema de controle H,
com o objetivo de obter um novo método de projeto de controladores para este tipo de

problema.

3.2 Formulacao do Problema

Considerando o sistema dinamico linear e invariante no tempo, o jogo dinamico LQ
descrito na defini¢ao (2.4.4) é, logo abaixo, reescrito como um problema de minimizagao

quadratico com restricao linear:
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| —

IIllllZHJ (111, ..., u Z { (l{?) + Zu;[(k:)RZ]uj(k)},V@ € I,

s.a. x(k+1 )+ Z Bju;(k (3.1)

em que, sem perda de generalidade e por simplicidade de notacao, as matrizes de pon-
deragao do custo funcional sdo consideradas invariantes no tempo, ou seja, Q;(k) = Q; e
R;;j(k) = R;j, Vi,j € I. As matrizes A, B;, Q; e R;; sdo de dimensées n X n, n X m;,
n X n e m; X m;, respectivamente, Q; é simétrica semi-definida positiva e R;; simétrica

definida positiva. Ressalta-se que u,;(7) =0,Vj € 1.

3.3 Formulacao Estatica via Teoria da Dualidade

Utilizando o método de Lagrange no problema (3.1), a restri¢ao pode ser incorporada a
funcao custo, dando origem a funcdo custo aumentada (J:!) ou ao Lagrangeano associado

ao problema:

JA = Z{% [XT(k)Qix<k)+; u? (k) Roju (k)] +p7 (k+1) [Ax(k)—l—; B,u, (k) —x(k+1)] }

k=0
(3.2)
Vi € I, onde p;(T + 1) = p;(0) = 0. Essa equagao pode ser reescrita como:
-1y N
k=0 j=1
1
~ PTX() | = BITIX(T) + 35T (T)Q(D) (3.3
Dessa forma, a fungao dual L;(p;) associada ao problema (3.1), é definida como:
Lz(pz) = min JiA(ul, ceey llN)7 (34)

em que p; = [p! (1),...,pl (T)]" encontra-se na forma agregada. Com efeito, associando
ao custo funcional, dado pela equagao (3.4), as condi¢oes necessarias de otimalidade dadas

pelas equagoes (2.23) e (2.24) como restri¢oes lineares, tém-se o seguinte problema dual:
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max min J; Jt = i{% [x"(k)Qix(k) + Z u; (k)Riju;(k)] +p/ (k+ 1) [Ax(k) + Z B;u;(k)]

S

({0 } = B (TIX(T) + <7 (T)QX(T),
k) = Qi (pi(k) — ATpi(k + 1)),

x(T) = Q; 'pi(T),

(K) = R BIpy(k + 1)

|
o

o
%o oX X

=

Teorema 3.3.1 Dada a concavidade estrita da fun¢ao dual L;(p;) e as restrigoes dadas
por (3.6), (3.7) e (3.8), o problema dual dindgmico pode ser resolvido através da seguinte

forma quadrdtica estdtica:

1 .
max  Li(B) = 58/ Hi;B; + B]b; + ¢, (3.9)

T
s.a. B, €R"™

onde HY;, é uma matriz simétrica, bloco tridiagonal, definida negativa e composta por blocos

de dimensao nT' x nT'. O wvetor b; possui dimensao nT' X 1, c; € um escalar e
pi(1)
B; = : c R, (3.10)
pi(T)

Demonstragao: A funcio custo aumentada J:!, mostrada em (3.5), pode ser reescrita

da seguinte maneira:

3= {L R 0Qx0) ¢ S Wm0 o O 0]

+ p; (1)[Ax(0) + Z Bjuj(O)+Biui(0)}}

=1,

+ y {%[XT(@Q@X(I{?)—F Z uf(k‘)Rijuj(k:)+uf(k)Riiui(k;)]

k= j 1,j#i
+ p/(k+1)[Ax(k Z Bju; (k) + Bju;(k)] — pZT(k;)X(k)}
J=1,j#i
— pI(T)x(T) 1xT<T>Qix<T>. (3.11)
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Substituindo as restri¢oes (3.6), (3.7) e (3.8) em (3.11), obtém-se:

N

1 1 1
it = {5 0Qx0)+ 5 3w ORyu0)+ 1! (UBRBIp ()
j= 1js«éz‘
T —1nT
& BIAXO) P D Bu0) b (BB (1))
J=1,j#i

ST (F) — pF (k + DAIQQQ; [pu(k) — A”pu(k + 1)

1
-p; (k+1)B,R;'B]p;(k + 1)

k=
1 N
+ 5 > uf(k)Rz‘juj(k)+2

+ pi(k+1)AQ; '[pi(k) — ATpi(k+ 1))+ pl (k+1) > Bjuy(k)

=1,

+ p; (k+1)Bi[-R;'B] ps(k + 1)] — p; (k)Q; '[pi(k) — ATpi(k + 1)]}

T (1)QQiQ; ' pu(T). (3.12)

p! (1)Q; ' pu(T) +

Desenvolvendo e realizando algumas manipulagoes algébricas, obtém-se:

Vy

A 1 T 1 = T 1 T —1pT
J= 15X (0Qx(0) + 5 D uf (0)Ryw(0) - 5pf (1) BR;'B] pi(1)
j= 1#1‘
+ p; ()Ax(0) +p; (1 Z Bju;(0 }
J=Lj#0
Vi
— 1 1 T —1AT
+ Y3 =5l )Q pilk) + 5PT () [Q7 T AT ik + 1)
k=1
V3 V2
L 7 TTAT . —1RTT L p ~1
- ol DIAQTAT T BRIBIp(k 4 1)+ gl -+ D AQT IR
1 N
+ 3 Z ul (k)Riju;(k) + p; (k+1) Z B; u;(k) }
J=17#i J=1,37#i —R._.IB.Tp-(k)
1
- —pz( )Q; 'pi(T). (3.13)

Desenvolvendo o somatorio, obtém-se L;(3;) como dado em (3.9). Para k = 1,...,7T e

Vi, =-V3—Q/', Vi, , =Vl Vi, =V, Vi, =-V, —Q;" tém-se que:
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Vi, Vi
Vi Vi Vig
ViT—l,T
i ViT,T—l ViT,T |
AX(O) - Z] 1, j#i B R 1BTPJ<]‘)
— B,R,'Blp;(2
b; = S P;(2) (3.15)
i - Zjvﬂ i BjRj_le;"ij (T) i
1 TR A,
¢i=5x(0)Qx(0) + 5 D > uj(B)Ryu;(k) (3.16)

Observacgao 3.3.1 Pode-se garantir que a matriz H

um Lema proposto em Vilmar € Filho (2007).

3.4 Solucao de Equilibrio de Nash

seja definida negativa através de

A obtencao da solucao de equilibrio de Nash para o jogo quadratico estatico definido

em (3.9) envolve a determinagdo das curvas de reagao de cada agente. Como o problema

dual é um problema de maximizagao, ou seja, L;((3;) é uma fungio estritamente concava,

as curvas de reagao podem ser definidas como o resultado da maximizacao das respectivas

fungoes objetivo (L;(3;)) em relagao as variaveis de decisao, como é mostrado abaixo:

W.(B,,...

ou seja,

W.(B,...

76

= 1,j#i

OL(B,, ...,

Y

Z H 3, + 1,

b;

(3.17)

(3.18)
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onde Hij é a matriz bloco diagonal nT" x nT" com blocos n X n dada por:

B,R;'B!

H;; = : (3.19)
B,R;'BT
(§]
[ Ax(0) |

0
ry = _ : (3.20)

0

Dessa forma, uma solucao de equilibrio de Nash deve satisfazer o sistema de equacoes:

Wi(By,....0y) =0, i€l (3.21)

que pode ser reescrito na seguinte forma compacta:

HB+F =0, (3.22)
onde
[ H, -H}, - -Hjy |
H— —H3, HZ, | - —Hiy ’ (3.23)
L —Hﬁl _H'%z H%N ]
BT = (B;,...,8y) e 1 = (r1,...,ry), sendo entao possivel estabelecer a unicidade e a

existéncia da solucao de equilibrio de Nash, através da seguinte proposicao:

Proposicao 3.4.1 O jogo estdtico e quadrdtico de Nash de N jogadores definido pelas
funcoes objetivo (3.9), onde Hi, < 0, admite uma solugdo tinica B* se, e somente se, a

matriz definida por (3.23) for inversivel.

Demonstracao: De (3.22), tém-se que:

g =-H'% O (3.24)
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3.5 Estabilidade da Solucao de Equilibrio de Nash

Normalmente, a estabilidade é tratada somente depois da especificacao de um procedi-
mento de ajuste (ou de uma classe de procedimentos) em que os jogadores individualmente
ajustam os valores de suas variaveis de decisao em cada iteracdao. A maioria dos algorit-
mos iterativos sao procedimentos de ajuste, sendo que, neste trabalho, sao equivalentes a

solucao de sistemas de equacoes lineares.

Nesta dissertacao, através do Teorema 2.3.1, tém-se estabelecido as condicoes de su-
ficiéncia para estabilidade de procedimentos de ajuste (métodos iterativos) baseando-se
nas hipoteses de convexidade estrita e na contracao das curvas de reacao. Estas hipoteses
levam ao tratamento tedrico seguro da garantia da existéncia, unicidade e estabilidade da

solucao de equilibrio de Nash, particularmente para o caso especial do sistema de equacoes
(3.21).

Os procedimentos de ajuste podem, entao, ser definidos a partir dos algoritmos itera-

tivos, como:
B(t+1) =L(B(t), t =0,1,... (3.25)

onde L 6 o procedimento de ajuste sobre R™ 7. Neste sentido, a definicio de jogo com-
pletamente estavel com relacao aos procedimentos de ajuste considerados é dada na se-

giiéncia.

Definicao 3.5.1 Um jogo estdtico nao cooperativo € completamente estdvel se todos os

. .. . ~ T
procedimentos bdsicos de ajuste convergem para 3 = (85, ..., B ).

Uma condicao especial de suficiéncia para a estabilidade completa do jogo é dada pelo

Teorema 2.3.1.

3.6 Novo Algoritmo para a Solucao das ARE Acopladas

Em conformidade com a formulacao estatica do jogo dinamico L(Q, sao derivados dois
importantes resultados: Proposicoes 3.6.1 e 3.6.2, que permitem a obtencao de um novo

algoritmo para a solugao das ARE acopladas.

Proposicao 3.6.1 O jogo linear quadrdtico descrito em (3.1) de 2-jogadores e T' estdgios

de tempo, tem o custo funcional dtimo de AD; dado pela sequinte equagao:
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Jr (1) = =x7(0){Q; — AT(hY + h}})A}x(0)

T

1

§xT<o>AT{Z[<hff )T 4B — (b 4 7T (04 ) b Ax(0)
k=1

Viel, j—=1I—{i}, I={1,2}, (3.26)

onde:

Demonstracao: Sem perda de generalidade, é considerado um jogo com N = 2 jo-
gadores, I = {1,2}, e com T = 2 instantes de tempo, K = {0,1}. Dessa maneira, o

problema descrito pela equacdo (3.1) pode ser reescrito como:

A = 3 0@ + Y ul IR |+ T 2)Qx(
= X 0)Qx(0) + 5ul ()R (0) + Jul (0)Rpu5(0)
b ()Qux() + gul (R (1) + Juf (R ous(1)
+ X Qx()

(3.27)

O objetivo é, entao, reescrever a equagao (3.27) de uma maneira alternativa, que possa

evidenciar alguma estrutura ou caracteristica relevante para a obtencao da ARE acoplada
de ADz

O custo 6timo pode ser obtido substituindo as restricoes dadas pelas equagoes (3.6),
(3.7) e (3.8) em (3.27), resultando em:
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K = T 0)Qx0)+ 3{pT0Q 1) - BT (1QATR2)

— P RAQ R + P (2)AQ AR} + 16210 pi2)

1 1
+ §P1T(1)}31Rf11Ri1Rf1lB{P1(1) + §P2T(1)]32R2_21Rz'2R521]32T/P2(1)
f:1 T‘ZQ
1 1
+ §p?(2)lefllRilRfllB£p1<2) + §Pg(2)]32R521Ri2R521B£P2(2)7
ﬂ T:2
(3.28)
que pode ser reescrita da seguinte forma:
L L 7 L o7 L o7
Ji(ar, uz) = X (0)Qix(0) + 5[51 G + 552 G283y + 5@ IL;3;, (3.29)
onde
(1
8, = [ p E2§ ] Viel, (3.30)
Pi
T,; O .
Gij = ,VZ,] S I, (331)
0 T,
M, — [ EQ ' x &T o | TET (3.32)
—AQ; i AT+ Q

Por outro lado, define-se a inversa da matriz H, com dimensées nNT x nNT, dada

na equagao (3.23), para N = 2, como:

H, H
H'=| " "% (3.33)
H21 H22

onde cada bloco ﬁ,;j,‘v’i,j € I, com dimensoes nT" x nT', é definido, para 1" = 2, como:

_ hil hi2
H;; = [ 5 ] : (3.34)
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de tal forma que cada sub-bloco h¢, VI, c € {1,...,T} e Vi,j € I , possui dimensoes n X n.

YR

Utilizando a equac@o (3.24) juntamente com a equacao (3.33), tém-se:

o) [ 1)

onde r =r;,Vi € I. O resultado do produto é dado pelas seguintes equagoes:
,61 = _(ﬁll +ﬁ12)r, (336)
,62 = —(ﬁgl + ﬁzg)’l“, (337)

que podem ser expandidas utilizando-se a equacao (3.34):

6__[Gﬁ+h@ mﬁ+%@][AM®]__[ﬂﬁ+h@Aﬂm

= . (3.38)
(hi] +hi;) (hii +hi}) (hi} + hi;)Ax(0) ]

0n><1

By = =

_[a@+hw ®£+%@][AM®]

(hy; + h33) Ax(0)
(h3; +h3;) (h3f + h3})

] . (3.39)
(h3; + h33)Ax(0)

0n><1

A seguir, explora-se a identidade abaixo para que substituicoes futuras possam ser

efetuadas adequadamente:

HH ' =1, (3.40)
H! —H! H,, H 10
11 12 _11 _12 _ ’ (3.41)

dando origem, entao, as seguintes equacoes:

H H;;, —H,Hy; =1, (3.42)
H},H,, — H},H,, = 0, (3.43)
H3,H, — H3 Hy; = 0, (3.44)

HZ,Hy - HH,, =1 (3.45)
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Considera-se, sem perda de generalidade, a funcdo custo, dada pela equacao (3.29),

de ADy, que é reescrita logo abaixo:

Tasm) = X" O)Qx(0) + 381G, + 1 FIGB, + ATTLE (3.40)

Expandindo a equagao (3.42) em termos das submatrizes dadas pelas equagoes (3.14),

(3.19) e (3.34), tém-se:

H} H, - HLH, =1,
[va v%zi [hﬂ h%%] ~ [B:RGBY 0

hl! hg]_ [10]
Vi, Vi, | | hil b3 0 B:;R,, B}

21 22
h21 h21

[ Vihii + Vhit — BoRy, Bihyt  Vihii + Vi hit — BoRy, BIhj ] _ [ I0 ]
Vi hii + Vi,hit — BoRy, Bih3l Vi hif + Vihit — BoRy, BIhi
(3.48)

o mesmo procedimento é realizado para a equagao (3.43), resultando em:

[ Viihi; + Vihi — BoRyy Bihyy  Vihi3 + Vi,hiZ — BoR;, Bihy ] _ [ 00 ]
Viihiy + Vihi — BoRyy Bih3y  Viihi3 + Vi,hiZ — BoR;, BIhi 00
(3.49)

Os termos individuais que compoem a funcao custo de AD;, que podem ser vistos

através da equacao (3.46), sdo explorados através das substitui¢des que seguem:

> 31GuB,

_ [ (hil + hi})Ax(0 B,R;'BT 0

) (hi + hi})Ax(0) ]
(2! + h2}) Ax(0) 0 B,RBY

)

)

(hi} + hi;) Ax(0)

= x7(0)AT(hi! + h1)"B,R;!'BY(hi! + hl})Ax(0)
+ xT(0)AT (12 + h2)"B,R'BT (h?] + h2))Ax(0), (3.50)
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> ﬁ{ﬂlﬁl
| (hi} +hj3)Ax(0) —Q'AT (hi + h{3)Ax(0)
(h2! + h2}) Ax(0) AQ1 AQT'AT + Qi | | (W2 +h2)Ax(0) |
= x"(0)AT(h!} + h})TQ; ! (hi! + hi})Ax(0)
— x"(0)A"(h3} + hi))"AQ; " (hi] + hi})Ax(0)
— x"(0)A"(h{} + h{})"Q;'AT (hi] + hi})Ax(0)
+ xT(0)AT(h3} + h3)T(AQ; A + Q) (b2} + h?h)Ax(0), (3.51)
> Banﬁz
| (hi} +h33)Ax(0 Ty, O (h3 + h3})Ax(0)
(h3} + h3})Ax(0 0 Ty (h3} + h3})Ax(0)

)
)
)
)

= x'(0)A"(hy + hy) " BoR3y RisRy, By (hy; + hyy) Ax(0)
+ x'(0)A"(h3; + h3) BoRyy RioRyy By (h3) + hi,) Ax(0),
(3.52)
somando (3.50) com (3.51), e agrupando os termos em comum, obtém-se:
> B1GuB, + BI1ILS,
— XT(0)AT(h!! + b1 [Q;" + BiR;B(h!! + hl})Ax(0)
Vi,
— x'(0)A" (b +hiy)" AQ; (hy) + hyy) Ax(0)
——
Vi
— x'(0)A"(hy; +hyy)" QAT (hi} + hi})Ax(0)
——
Vi
+ x"(0)AT(hi} + hi)" (AQ'AT + Q! + BiR'BY)(hi] + hi3)Ax(0),

~
1
7V22

_ —xT(O)AT{<hﬂ RV (B R + (B2 4 B2)TV (Bl + )
Ll RV, 02 4 B2 4 (B2 4 b2V (02 4 b >}Ax<0>, (3.53)

utilizando as equagoes (3.48) e (3.49) na equagao (3.53), e desenvolvendo, tém-se:
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= —XT(O)AT{ (hiy + )" [Vishiy + Vi,hi] + Viihip + Vi, i

I+B2Ry, Bhi] B:R,, B]h}}

+ (hi] +hiy)" [Vaihiy + Viphiy + Vo, hip + Vi, hi }AX(OL

ByR,, BI h3} B:R,, B] h3}

= —XT(O)AT{(hﬂ +hip)" + (hiy + hyy) " BoRyy By (hy; + hy)
+ (b4 )T BaREBI (1) + 1)) {Ax(0) (351)
substituindo as equagoes (3.52) e (3.54) na equagao (3.46), obtém-se:
1
Jl(ul, 112) = §XT(O>{Q1 — AT(hﬂ + h%%)TA}X(())
1 _ _
- §XT(0)AT{(hﬂ +hy3)" BoRyy By (hyy + hy,) + (i} +hiy) " BoRyy By (hi; + hiy)
— (hy +hy)"BoRyy RixR;, By (hyy + hy)
- (bl )RR R B (03] + 1) Ax). (3.55)

A funcao custo de ADs pode ser obtida através de um procedimento anélogo, resultando

em:

1
Jg(ul, 112) = EXT(O){QQ — AT(hé% + h;%)TA}X(O)
1
— 5XT(O)AT{(h;} +h3)"BR{ Bl (hi] + hi}) + (h31 + h3))'B,R;'Bf (h}] + hi))
— (hy; + h33) " BiR' Ry Ry BT (hy) + hyy)
~ (b3} + h3)TBIR Ry R BI (3] + h%%)}Ax(O).
(3.56)

Ao se estender a metodologia desenvolvida até o momento para um jogo com 71 estagios,

obtém-se a equagao (3.26). O

Corolario 3.6.1 Considerando o caso particular de um jogo de 1 jogador, ou seja, um

problema de controle dtimo, a equagao (3.26) torna-se:

Ji(ur) = 2x7(0){ Qi — AT (b)) A}x(0). (3.57)
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Demonstragao: Nesse caso, tém-se que Ty = T = 0, ja que By = 0. Além disso, hi} =
0, pois Hy, = 0, ja que nio existe um segundo jogador. Dessa forma, substituindo estas
igualdades na equacao (3.55), obtém-se a equagao (3.57). Tal resultado fora anteriormente

obtido em Vilmar & Filho (2007) para o projeto de controladores 6timos.

Proposigao 3.6.2 O jogo linear quadrdtico descrito em (3.1) para N = 2 jogadores e T
estdgios de tempo, tem a matriz de Riccati de AD;, no instante k = 0, dada pela sequinte
equacao:

M,(0) = Q; — A”(h} +h}})A (3.58)

Demonstracao: Utilizando a equacdo (2.37) (A(k) = A, B;(k) = B;, R;j(k) = R;; ¢
Qi(k) =Q; (Vi,j € I, I ={1,2})), e considerando, sem perda de generalidade, um jogo

com T' = 2 estagios, chega-se ao seguinte custo funcional 6timo (i = 1):

1
1 1
Ji(uj,u3) = §X*(0)TM1(0)X*(0) + §{X*(k’ +1) Mo (k + 1) T My (k + 1)x"(k + 1)
+ x*(k+1)"My(k + 1)T oMy (k + 1)x*(k + 1)}, (3.59)
desenvolvendo o somatoério e substituindo a equagao (2.27), tém-se:

S = X0 M0 ) + 3 -pi1) Tapi()

+ P3(1)" Tiaps(1) — P5(2)" T22pi(2) + PS(Q)TTupS(?)},

(3.60)

substituindo as equagoes (3.38) e (3.39) na equacdo anterior, tém-se:

1 1
Ji(uf,ug) = S5x(0)" ML (0)x7(0) - §X*(0)TAT{(h§i +hyy) T (hy) + hyy)

(hgy + hyy) " Tia(hyy + hyy) + (h3) + hi,)" Top(hi) + hi,)
(02 + 02" Tl + 1) pAx(0), (3.51)
Como dito na Secao 2.4.2, em um jogo linear quadratico onde Q; > 0 e R;; > 0, a solucao

de equilibrio de Nash (uj, u}) é inica. Logo, os custos 6timos dados pelas equagoes (3.61)

e (3.55) devem ser iguais, uma vez que os mesmos foram obtidos para o mesmo jogo linear



3.7 Sintese de Controladores LQ) 42

quadrético. Com efeito, tal igualdade s6 ocorrera se a igualdade abaixo for valida:
M, (0) = Qi — A'(hy; +hy,) A, (3.62)

concluindo, entao, a demonstracao. Il

Para o caso de um jogo linear quadratico em estado estacionario (7" — oo) de 2

jogadores, a equagao algébrica acoplada de Riccati de AD; é novamente dada por:

ML = Q- A" (Rl + B)A. (3.63)

Observacao 3.6.1 Na prdtica, nao €, de fato, necessdrio fazer T — oo para se obter
a M;. Devido ao comportamento assintotico caracteristico das equagoes a diferencas
acopladas de Riccati, existe um t € N finito, tal que M;(k) = M;(k + 1) = M, para
k>t.

Observagao 3.6.2 Como se pode observar pela equagao (3.63), para o cilculo da matriz
de Riccati 56 sao utilizadas duas submatrizes da matriz H™', que pode ser vista logo abaizo.
Para o caso de AD1, sdo utilizadas as matrizes hil e hil em cinza claro, e para o caso de
ADy sdo utilizadas as matrizes hil e hil em cinza escuro, independentemente do mimero

de estagios do jogo.

11 12 17 11 12 1T
hll hll TR hll h12 h12 . .. h12
21 122 or 21 122 2T
hll hll ) hll h12 h12 . .. h12
O { T1 1,712 " T1 T2 T
-l [HH H12] | Y} n? ... nI7| b hF ... b
oo o 11 12 1T 11 12 1T
21 122 or 21 122 2T
h21 h21 ) h21 h22 h22 . .. h22
T1 1,72 " T1 1,712 T
| h21 h21 . .. h21 h22 h22 DY h22 ]

3.7 Sintese de Controladores LQ

Nesta secao, sao sugeridos dois métodos de se obter uma lei de controle com realimen-
tacao de estado para um jogo de 2 jogadores (I = {1,2}) com estrutura de informagao em

malha aberta, sem a utilizacao das correspondentes ARE acopladas, onde a realimentacao
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de estado é do tipo:
w (k) = —Fx(k), (3.64)

wy (k) = —Fox(z). (3.65)

3.7.1 Meétodo I - Sem Procedimento de Regularizacao

A proposicao que segue ilustra o primeiro método de se calcular os ganhos de reali-

mentacao.

Proposicao 3.7.1 Considere um jogo linear quadrdtico de 2 jogadores que utiliza reali-
mentagao de estado do tipo dado pelas equagoes (3.64) e (3.65). Os ganhos de realimen-

tacao de estado podem ser dados por:

F, = -Ry'B{ (hi] + hi})A, (3.66)

A

Fy = Ry B, (hy; + hy)A. (3.67)

Demonstracao: Com efeito, as equagdes (3.66) e (3.67) sao obtidas substituindo a

equagao (3.63) na equacdo (2.60) para i€ [. [

Observagao 3.7.1 Como se pode observar nas equagoes (3.66) e (3.67), o algoritmo
proposto no método I necessita da inversa da matriz H. A primeira vista, isto pode repre-
sentar um obstdculo para aplicagoes em tempo real com horizonte infinito, entretanto, esta
wmwversa pode ser, previamente, computada off-line utilizando diversos métodos numeéricos
diretos tais como: fatorizacao de House-Holder, rotacao de Givens, fatoracao de Cholesky

e decomposi¢ao em valores singulares (GOLUB; LOAN, 1996).

3.7.2 Meétodo II - Com Procedimento de Regularizagao por Regioes
de Confianca

Nesta subsecao, é proposta uma estratégia para a obtencao de um problema equiva-
lente ao original (3.9), de tal forma que o mesmo seja resolvido através de subproblemas
auxiliares, empregando regioes de confianca ( Trust Regions Subproblems). Dessa maneira,
& possivel garantir que a matriz Hessiana H!, tenha dominancia bloco diagonal (Zhang

et al. (2010); Feingold & Varga (1962)), possibilitando uma reducao nas dimensoes da
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mesma. Portanto, define-se o seguinte problema de otimizacao baseado em regides de

confianca, para AD;:

1 .
max  L;(B;) = §B?Hz‘iﬁi +B8/b; +c; (3.68)

S.Q. ||ﬁz|l <A, A;>0.

A estrutura especial do problema (3.68) proporciona caracterizagoes dos maximizadores
muito mais poderosas que no caso geral de otimizagao irrestrita (MARTINEZ; A.SANTOS,
1998). No Apéndice C, encontra-se uma descrigdo mais detalhada sobre a estratégia aqui
adotada. Neste apéndice, sao apresentados dois teoremas que garantem a existéncia de

uma soluc¢ao B; para o problema que satisfaz a (3.9).

Através de experimentos, é possivel verificar que para 1" pequeno, o erro do residuo

IV L;(3;)] € reduzido, tornando a matriz HY; melhor condicionada (VILMAR; FILHO, 2007).

ii
Neste sentido, é possivel uma reducao significativa da dimensio da matriz H;, de nT para
nd (d € N), onde d < T, o que possibilita diminuir seu fator de condicionamento, e ratifica
o fato de que pode-se resolver o problema de otimizag¢ao (3.9) por intervalos ao se resolver

sucessivas vezes o problema (3.68).

Seguindo essa proposta de reducao da ordem do sistema, considera-se d = 2. Dessa
forma, o problema (3.9), para N = 2 jogadores, é aproximado ao problema (3.68), de

modo que a equacao (3.22) pode ser reescrita da seguinte maneira:

H! —-H! arlonxon  O2nx2n N
1; 212 142nx2 2nXx2 Bl _ ’ (369)
—-Hj3 Hj O2nx2n  2l2nxon B r

[ J/

+

T <

sendo possivel, através da reducdo o valor de «; (i € I), ou apenas fazendo a; <
min{0, —0,} (ver Apéndice C), situar os autovalores de H™! dentro de uma determinada
regiao, obtendo-se dominancia bloco diagonal e, conseqiientemente, boas propriedades de

convergéncia, e uma maior estabilidade numérica.

A Proposicao 3.7.2 ilustra o segundo método proposto para a obtengao de ganhos de
realimentacao. Este método é viavel para jogos de 2 jogadores em que a matriz hessiana

H!, (i € I) possui dimensdes 2n x 2n, ou seja, jogos de T = 2 estagios.
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Proposicao 3.7.2 Considere um jogo linear quadrdtico de 2 jogadores que utiliza reali-
mentagao de estado do tipo dado pelas equagoes (3.64) e (3.65). Os ganhos de realimen-
tagao de estados podem ser gerados a partir da alocagao de polos na matriz Ag, de forma
que com o0s ganhos obtidos, os autovalores desta matriz coincidam com os autovalores da

matriz ©; (i € I), onde

- - _ F
Ay = (A-BF), Bz[Bl Bg}, F=|_'|, (3.70)
F,
€
0=~ {-mi + nihA + AT+ nA L 5.71)

Demonstracao: Utilizando as equagoes (3.64) e (3.65) pode-se reescrever a equagao
(2.22), para N = 2, como:

x(k+1) = Ax(k)— BFx(k) — BoFox(k),
x(k+1) = (A—BF, — ByFy)x(k),

Fy
x(k+1) = (A— [ B1~B2] P >x(k),
x(k+1) = (A-BF)x(k),
x(k+1) = Apx(k),
x(k+1) = (Ap)"x(0). (3.72)

Por outro lado, a partir da equacao (2.23), reescrita logo abaixo, para k = 1:
x(1) = Q7 (pi(1) — A'pi(2)), (3.73)

escolhendo arbitrariamente ¢ = 1 e substituindo a equagao (3.38), obtém-se:

x(1) = czfl{—<hﬁ i Ax(0) + AT(h2 ¢ h%%)Ax<o>},

x(1) = —Qll{—(hﬁ FRIDA 4 AT+ h%%)A} x(0). (3.74)

J/

-~

(S
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Logo, comparando as equagoes (3.74) e (3.72), para k = 0, tém-se que o ganho F e
conseqiientemente os ganhos e F, podem ser obtidos por alocagao de pélos (Kautsky
& Dooren (1985); Chen (1999)) na matriz Az. Em outras palavras, o algoritmo de
alocagao de polos fornece um ganho F que faz com que os autovalores das matrizes Aj e

©; (i € I) sejam os mesmos. [J

Observacao 3.7.2 Através de ajustes em oy, € possivel situar os autovalores de ©; numa
determinada regiao de interesse, ou seja, em uma regiao que gere ganhos que atendam
satisfatoriamente as especificacoes de projeto dos controladores. Neste sentido, variando-
se «;, pode-se gerar uma familia de ganhos de realimentagdo sem a utilizacao das ARE

acopladas.

Observagao 3.7.3 Caso fosse considerado i = 2 na equagao (3.73), a nova equagao

obtida seria:

x(1) = —Q;l{—<h§% T hIA + AT(h2 + h%%)A} x(0). (3.75)

g

(CD)

Note que as equagoes (3.74) e (3.75) sao obtidas a partir da condicdo necessdria de oti-
malidade em (3.73). Portanto, para o cdlculo de F, pode-se utilizar também a equacgao

(5.75) e obter os mesmos resultados.

3.8 Controle H,, via Jogos de Soma Zero

Dada a possibilidade da formulacao de um problema de controle H,, com re-
jeicao de perturbagao como um jogo dindmico de soma zero (Basar (1991); Basar &
Bernhard (1995); Baek (2003); Dong & Yang (2008); Renato et al. (2010)), os resultados
apresentados na Subsec¢ao 2.4.3, para jogos de soma zero, possuem importantes aplicacoes
em problemas de controle H,,. Nesta secao, apresenta-se sucintamente, como extensao da
Subsecao 2.4.3, a sintese do controlador H,, via nova metodologia. Para maiores detalhes
sobre a teoria de controle H.,, ver Doyle et al. (1991); Green & Limebeer (1995); Zhou
et al. (1996); Stoorvogel (2000).

Seja o sistema dinamico linear discreto e invariante no tempo descrito por:

x(k+1) = Ax(k)+ Bju(k) + Bayw(k), (3.76)
z(k) = Cx(k)+ Du(k), (3.77)



3.8 Controle Hyo via Jogos de Soma Zero 47

para k € K, em que x(k) € R™ é 0 estado, u(k) € R™ ¢ a entrada de controle, w(k) € R™2
& a perturbacdo e z(k) € R? é a variavel controlada. Considera-se que: C'D = 0,
D'D=1IeCTC=Q>0.

O objetivo é encontrar o controle u(k) € h[0,00), dado por u(k) = —Fx(k), que
minimiza a norma H,, da fungdo de transferéncia T, da entrada w(k) para a saida
z(k). Neste sentido, de acordo com Basar & Bernhard (1995), a fungdo objetivo a ser

minimizada, pode ser definida como:

T

J(u(k) = > (lz®)5 — 2w ®)]3).

= D _&"(k)Qx(k) +u” (k)yu(k) — y*w" (k)w(k)), (3.78)

k=0

onde é importante observar que a minimizacao da func¢ao objetivo da equagao (3.78) im-
plica na escolha de uma entrada de controle levando-se em consideracao que a perturbacao

w(k) é a pior possivel para o sistema.

Nota-se que existe uma semelhanca entre este problema de controle H,, e o jogo
de soma zero comentado na Subsecao 2.4.3. Nos dois casos, ha um jogador tentando
minimizar uma fun¢ao objetivo (ui(k) no jogo de soma zero e u(k) no problema de
controle H.), e um jogador tentando maximizar a mesma func¢ao objetivo (uz(k) no
jogo de soma zero e w(k) no problema de controle H,). Desta maneira, a perturbagao
w(k) atua no sistema dinamico como um jogador que tenta maximizar a fungao objetivo,
enquanto o controle u(k) atua como um jogador que tenta minimizar a mesma fungao.
Com efeito, fazendo uy(k) = u(k), uz(k) = w(k) e Ra(k) = —7* na equagio (2.47),

obtém-se o problema de controle H,, através do jogo de soma zero.

Uma vez que Q > 0, sabe-se que J(u,w) é estritamente convexa em u. A condigao
necessaria e suficiente para que J(u, w) seja estritamente convava em relacao a w ¢ esta-

belecida no Lema 2.4.1, efetuando-se as seguintes modificagoes:

i. A equacdo (2.48) torna-se:

Y I-BIS(k+1)By >0, (k€ K); (3.79)



3.8 Controle Hyo via Jogos de Soma Zero 48

ii. A equacdo (2.49) torna-se:

S(k) = Q+A"S(k+1)A
+ ATS(k+1)By[y’ I - BIS(k+1)By 'BIS(k + 1)A. (3.80)

A solucao de ponto de sela com estrutura de informacao em malha aberta para esse
problema de controle H,, é dada através do Teorema 2.4.2, efetuando-se as seguintes

modificacoes:

i. A equagao (2.50) torna-se:

E(k) =1+ (BB —vy7?B,BI)YM(k + 1); (3.81)
ii. A equagao (2.53) torna-se:

w* (k) =y ?BIM(k + DE" (k) Ax* (k); (3.82)

iii. A equagdo (2.56) torna-se:
Fo (k) = — 2BIM(k + DE (A = — *BI(AT) {(M(F) - Q). (3.89)

~

Considerando o caso em horizonte infinito (7" — oo) em que M(k) = M(k+ 1) =M
e uma lei de controle com realimentacio de estado do tipo u(k) = —Fx(k) e w(k) =

—F,x(k), obtém-se os seguintes ganhos:

F=B'ME'A =B (AT (M - Q), (3.84)

F,=—"BJME'A = —’Bj(AT)" (M - Q), (3.85)
sendo E =1+ (B;BT — 4y 2B,B])M.

Na Figura 3.1, pode-se visualizar o diagrama de blocos do sistema com realimentacao

de estados, utilizando a formulagao do controle H,.

3.8.1 Projeto de Controle H,, via Nova Metodologia

Considerando a metodologia desenvolvida na Secao 3.6, o jogo dinamico de soma zero,

descrito pelas equagoes (3.76) e (3.78) e obtido a partir do problema de controle Hy,, tem
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w(k) —
B2 < -F. |«
x(k+1) x(k)
7! » C —>@—>Z(k)
A
uk) —
Bl -F < ’_' D [

Figura 3.1: Diagrama de blocos do sistema de controle.

sua equagao algébrica de Riccati, conforme Proposicao 3.6.2 e equagao (3.63), dada por:

M=Q — AT (hil + h!))TA. (3.86)

O objetivo agora é, a partir do indice de desempenho derivado da norma H.,, obter
uma lei de controle com realimentacao de estado sem a utilizacao da ARE. Para isso,

utilizam-se as metodologias de projeto desenvolvidas nas Subsecoes 3.7.1 e 3.7.2.

Neste sentido, considerando uma realimentacio do tipo u(k) = —Fx(k) e w(k) =
—wa(k), os ganhos gerados pelo método I sao obtidos, para este caso, substituido a

equacao (3.86) nas equagoes (3.84) e (3.85), resultando em:

F=-BY(h!! + hi))TA. (3.87)
F, =7 2Bl (hi! + h!))TA. (3.88)

Vale ressaltar, que como a funcao objetivo deve ser estritamente concava em relacao a
w, deve-se escolher um 7 tal que a matriz H2, se mantenha definida positiva, caso contrario
nao se pode garantir a existéncia de uma solucao de ponto de sela para o problema, e,
conseqiientemente, o projeto de ganhos estabilizantes para o problema de controle H.,

fica comprometido.

Considerando que o procedimento de regularizacao em regides de confianca tenha sido
empregado neste jogo, obtém-se, para d = 2, o seguinte sistema de equacoes matriciais

lineares:
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-B,BT - Q! Q 'AT 77?B;BY 0rxcn
AQ! ~AQ'AT - B,BT - Q! Opxn 77?B,B]
BIB{ Onxn Q_l - 7_2B2Bg _Q_lAT
Onxn BlB’iT _AQ_l Q+AQ_1AT _7_2B2Bg
_ pi(1) Ax(0)
n o1lanxon  O2nx2n p1(2) _ 0,x1 . (3.89)

02520 a2lopxon p2(1) Ax(0)
p2(2) 0n><1

Portanto, pode-se utilizar o método II através da alocagao de pdlos na matriz Ag, de

acordo com os autovalores da matriz ®;, em que:

o= -q -l nHA T ATOE WAL ier-(12 (o)

Ap=(A-BF). B=|B | F=|F] (3.91)

para o calculo de ]?‘, e

A; = (A -BF), B:[BQ], F:[Fw], (3.92)

para o calculo de F,,. Utiliza-se do fato de o sistema ser linear para que os ganhos possam

ser obtidos separadamente.

E sabido que com o procedimento de regularizacao pode-se conseguir dominancia bloco
diagonal através de variagoes do parametro «; (i € I), sendo possivel situar os autovalores
de H!; (i € I) dentro de uma determinada regido. Neste problema de controle H,, tém-se
que a; < 0 e ap > 0 para que a condigao de que J(u, w) seja estritamente convexa em

relacao a u e estritamente concava em relagao a w seja respeitada.

3.9 Comentario Final

Neste capitulo, foi apresentado, sob a forma de proposicoes mateméticas, um novo
algoritmo para a solucao das ARE acopladas que surgem em problemas de jogos dinami-

cos com estrutura de informacao em malha aberta. Além disso, também sob a forma de
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proposicoes mateméticas, foram apresentados dois novos métodos para a sintese de contro-
ladores LQ) com realimentacao de estado sem o emprego das ARE acopladas, comumente
necessarias, para jogos dinamicos. O segundo método (método IT) mostrou-se particular-
mente interessante, pois, por recorrer a um procedimento de regularizacao visando tornar
o problema melhor condicionado e de ordem reduzida, possibilita a obtencao de uma

familia de ganhos de realimentacao de estado através de ajustes em um parametro escalar
(@)

Na seqiiéncia, o problema de rejeicao de perturbacao com o emprego do controle
H, foi formulado como um jogo de soma zero. As novas propostas desenvolvidas até
o momento foram, entao, estendidas para esse tipo de jogo, resultando em um novo
algoritmo para a solugao da ARE modificada e dois novos métodos para a sintese de
controladores H,,, de modo que o segundo método apresenta as mesmas caracteristicas

interessantes do método II descrito anteriormente.
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4 Andlise e Resultados

Neste capitulo, a nova metodologia desenvolvida no capitulo 3 é confrontada com
o jogo de referéncia descrito no capitulo 2. Para isso, sao ilustrados trés exemplos de
projetos de controladores, em que através de simulagoes computacionais evidenciam-se as
caracteristicas de cada uma das abordagens utilizadas e suas particularidades frente as

especificagoes de projeto.

O projeto 1, utilizado como um exemplo didatico, considera a nova metodologia para
a solucao das ARE acopladas e sintese de controladores L(Q) em jogos de soma nao-zero, e
a compara com a metodologia tradicional via ARE. Enquanto os projetos 3 e 4 conside-
ram a formulagao do problema de controle H,, como um jogo de soma zero e obtém os

controladores via nova metodologia.

Na Tabela 4.1, encontra-se um resumo com os principais resultados apresentados
ao longo desta dissertacao, evidenciando se os mesmos sao oriundos das metodologias
tradicionais descritas no Capitulo 2 ou das novas metodologias propostas no Capitulo 3.
Para evitar qualquer tipo de confusao entre os novos métodos e os métodos tradicionais,
a matriz de Riccati em regime permanente e o ganho de realimentacao, associados a AD;,
obtidos pelo método tradicional serdo designados por M; e F;. Enquanto a matriz de
Riccati em regime permanente e o ganho de realimentacao associados a AD; e obtidos

pelo novo método serao designados por M; e F.
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Modelo do Jogo Dinamico x(k + 1) = Ax(k) + Biuy (k) + Baua(k)

Custo Funcional Ji(ur,u2) =377 %{ T'(k)Qix(k) + Z] 14 ul (k )R”u](k)}

Método tradicional

Jr = Lx*(0)TM; (0)x* (0) + 372 3{—x*(k + 1)TM; (k + 1)T;;M;(k + 1)x* (k + 1)
Custo Funcional Otimo +x*(k+ D)TM;(k+1)T;M;(k+ L)x*(k+1)}, j=1-{i}

Método Proposto

Ji = 5x7(00{Qs — AT(h}] + hj3)A}x(0), j=1-{i}
f%xT(O)AT{Zkzl (b + hEHTTy;(h +hig) — (hi] + h53)T Ty;(h] + h’;%)]}Ax(O)

ARE Método tradicional Método Proposto

M; = ATMLE'A + Q; M; = Q; — AT(hl] + hIHTA

Controle a ser Aplicado u;(k) = —F;x(k)

Ganhos de Realimentagdo  Via ARE Método T Método 1T

F; =R;;'BT(AT)"1(M; - Q;) ; = —R'BT (b} + hlHA Alocacio de polos em O

Tabela 4.1: Tabela comparativa entre os métodos tradicionais e os novos métodos propostos
para solucionar o problema de um jogo dindmico de 2 jogadores.

4.1 Projeto 1- Jogo Dinamico LQ

Como um exemplo didatico, considera-se o sistema dinamico estudado em (FILHO;

BOTTURA, 1992), dado por:

0 1 1 0
x(k+1) = 0,35 1,0 ] x(k) + 0 u (k) + [ ) ] uy(k), (4.1)
%(0) = 1 ] , (4.2)

cuja funcao objetivo a ser minimizada é

0,01 0 , ,
Zx [ 0.01 ] x(k) +ui(k) + u;(k). (4.3)

Para esse jogo em particular, as condi¢oes descritas no Corolario (2.4.1) sao validas,

logo J; = Jo = J e o desempenho otimizado pode ser dado por:

Jr = %x*(O)TMi(O)x*(O), i=1ou2, (4.4)
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ou, utilizando a nova metodologia, por:

J* = (0){Qi — A"(hj{ + h}})A}x(0), i=1lou2,. (4.5)

Na Tabela 4.2, encontram-se os custos 6timos obtidos utilizando as duas obordagens

consideradas.

Custo 6timo via método tradicional (J*) 0,0295

Custo 6timo via novo método (J*) 0,0295

Tabela 4.2: Custos via novo método e método tradicional.

Utilizando a equagao a diferengas de Riccati (2.32), é possivel evidenciar a caracteris-
tica assintotica que a matriz M;(k) adquire 4 medida que o namero de estagios T do
jogo & aumentado. Como o valor de M;(k) é obtido recursivamente de tras para frente
(backward) em termos dos instantes de tempo (M;(T) = Q;), o valor de regime (M) sera
atingido a medida que k£ — 0, desde que T seja suficientemente grande para o jogo em

questao.

Considerando que a matriz M;(k) seja dada por:

mn(k) mlg(k?>

mgl(k’) mgg(k?

Ml(k) = [ ] ’ mP(I(k) S Rv vp7q < {172}7 vk S Kv (46)
¢ possivel observar na Figura 4.1 o comportamento dos elementos da matriz M;(k) ao

longo do tempo e sua convergéncia para os coeficientes da matriz M.

Na Tabela 4.3, pode-se comparar o novo método para o calculo da matriz de Riccati
em regime permanente (1\71 =M, = 1\712) com o método tradicional via ARE (M =M, =
).

Estégios (T') M NI M — N
3| oot ooms | | 01 o.ome | 622X
0[S e || s o | S8 x 107
o [ o | [ e o | e

Tabela 4.3: Comparagao entre as matrizes acopladas de Riccati obtidas pelo método tradicional
e pelo novo método.

Nas Tabelas 4.4 e 4.5, podem-se visualizar os ganhos obtidos utilizando o método I,
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0.1
0.08} il .
- © —-ml2
0.06} m21 :
—*— m22
0.04+ .
0.02 i
of i
-0.02f , : : .
c S50 ceS sSe
_0.04 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 10 20 30 40 50 60

Estagios(k)
Figura 4.1: Convergéncia dos coeficientes da matriz M;(k) com T = 50.

proposto na Subsec¢ao 3.7.1, variando-se o niimero de estigios do jogo, e o quao proximos

estes ganhos estao dos obtidos pelo método tradicional.

Estéagios (T) F, By |Fy — By
3 [ 0,0041 —2,3355x10"* ] [ 0,0041 —0.0002 | 1,6457 x 1077
10 [ 0,0084 —0,0096 | [ 0,0084 —0,0096 | 4,1921 x 1017
100 [ 0,0084 —0,0096 ] [ 0,0084 —0,0096 | 1,0889 x 1076

Tabela 4.4: Comparagao entre ganhos 1 obtidos pelo método tradicional e pelo método I.

Estagios (T) F, 8 [Fy — s
3 [ —0,0195 0,0551 ] [ —0,0195 0,0551 | 3,6222 x 10717
10 [ —0,0293 0,0765 ] [ —0,0293 0,0765 | 2,4237 x 10716
100 [ —0,0294 0,0766 | [ —0,0294 0,0766 | 6,0591 x 10~*7

Tabela 4.5: Comparacao entre os ganhos 2 obtidos pelo método tradicional e pelo método I.

Observando as Tabelas 4.3, 4.4 e 4.5, percebe-se a equivaléncia entre o novo método
e o método tradicional, tanto para o calculo da matriz acoplada de Riccati, quanto para
o céalculo dos ganhos de realimentacao de estado. Além disso, como anteriormente dito
na Observacao 3.6.1, nao hd mudancas significativas nos resultados com o aumento dos
estagios do jogo, desde que com o nimero atual de estagios tenha-se atingido o regime
permanente. Como com 7" = 10 o sistema dinamico ja atingiu o regime permanente,

conforme Figura 4.1, nao ha melhoria significativa ao se utilizar 7" = 100. Além disso, o
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fator de condicionamento da matriz H, a ser invertida, aumenta para valores maiores de
T, como mostrado na Tabela 4.6, podendo gerar um problema numericamente instavel,
devido ao fato de que alteracoes nos dados da matriz H podem ocasionar grandes erros

no resultado do problema. O fator de condicionamento da matriz H é definido como
[ = 1] s 1P

Observacao 4.1.1 Conforme esta definicao, o fator de condicionamento é dependente
de uma norma. Em geral, se uma matriz € bem ou mal condicionada com relacao a uma
norma, ela € também bem ou mal condicionada com relacao a outras normas. Para uma

andlise mais detalhada do condicionamento de matrizes, consultar Golub & Loan (1996).

Estagios (T') cond(H)

3 49,8910
10 336, 7061
100 614.2560

Tabela 4.6: Analise do condicionamento da matriz H.

Nas Figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, pode-se observar a equivaléncia, tanto para as tra-
jetorias de controle quanto de estado, entre os resultados obtidos pelo método I e pelo
método tradicional. Nos dois métodos utiliza-se 7" = 10 para o célculo dos ganhos de

realimentacao.

Trajetdria de Estado, T=10

1.2
= = = Método |
1L Método Tradicional |
0.8 1
::; 0.6} 1
(o]
°
8
& 04y 1
0.2 1
o 4
~0.2 i i i i i i
0 5 10 15 20 25 30 35

Estéagios (k)

Figura 4.2: Trajetorias de estado obtidas através do método tradicional e método I.
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Figura 4.3: Trajetorias de estado obtidas através do método tradicional e método I.
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Figura 4.4: Trajetorias de controle obtidas através do método tradicional e método I.

Empregando a estratégia de regularizacao por regioes de confianca, com d = 2 e
a1 = ap = a < 0, realiza-se o célculo dos ganhos através do método I, como proposto na
Subsecao 3.7.2, obtendo-se os resultados mostrados nas Figuras 4.6-4.9, nas quais também
apresenta-se o resultado obtido pelo método tradicional, com 7" = 10. Como se pode
observar, através da variacao do parametro e podem ser obtidos resultados mais eficientes,
uma vez que o transitorio da trajetoria de estados é reduzido, sendo o regime atingido mais
rapidamente. De fato, é possivel compor uma familia de ganhos estabilizantes através da

variacao do parametro .
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Figura 4.5: Trajetérias de controle obtidas através do método tradicional e método 1.

Observacao 4.1.2 Para uma melhor andlise do método I, a reducao d < T € associada
a contracao de matrizes. Para tanto, neste trabalho, define-se a norma espectral da matriz
A=A - Bf‘, como a norma induzida pela norma euclidiana, ou seja:
[Agll = max [[Agpx]|. (4.7)
[[x]|=1
Do quociente de Rayleigh (GOLUB; LOAN, 1996), resulta de imediato a seguinte pro-

priedade:
[Azl = \/ o (A" Ag), (4.8)

em que pr(As" Ag) representa o mdrimo autovalor de (A" Ag) ou, equivalentemente,

o maior valor singular de Ay, designado por oy (Ag).

Uma matriz € dita pequena quando ela produz uma grande atenuacao para todas as
diregoes dos vetores sobre os quais opera (Figura 4.10). Assim, diz-se que Ay € pequena,
se, e somente se, op(Agp) < 1. Como o objetivo dos controladores dtimos é levar o
estado x(k) para zero, uma contragao em Ag € desejdvel. Pode-se observar, pelo exposto
anteriormente, que com o ajuste do parametro o € possivel obter uma familia de ganhos,

de modo que oy (Ag) < 1, ou seja, os autovalores de Ag situem-se no circulo unitdrio.

Na Tabela 4.7, pode-se comparar a norma dos ganhos obtidos pelo método tradicional
e pelo método II, para trés valores distintos de a. Analisando esta tabela, juntamente com
a Figura 4.10, que mostra a contracao da matriz A—]?S]?‘, conclui-se que os bons resultados

obtidos pelo método II ocorrem as custas de maiores ganhos, no que se refere as suas
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Figura 4.6: Trajetorias de estado obtidas através do método II e método tradicional.
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Figura 4.7: Trajetorias de estado obtidas através do método II e método tradicional.

normas, quando comparados aos ganhos obtidos via método tradicional, intensificando a

contracao da matriz A — BF na medida em que « é diminuido. Dessa forma, a utilizacao

do método II no projeto exige um maior esforco de controle, como pode ser visto nas

Figuras 4.8 e 4.9.

A Tabela 4.8 ilustra a reducao do fator de condicionamento de H na medida em que

a é diminuido, o que representa mais uma vantagem em se utilizar o método II para a

sintese de controladores LQ.
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Figura 4.8: Trajetorias de controle obtidas através do método II e método tradicional.
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Figura 4.9: Trajetorias de controle obtidas através do método II e método tradicional.

Fy F, [F [[F:

T=10 [0,0084 —0,0096 | [ —0,0294 0,0766 | 0,0128 0,0820

« Fl FZ ||1A:‘1H ||F2H

-1,5 [ —0,5563 1,0672 | [ —0,4172 0,6437 | 11,2035 0,7671

-6 [ —0,4950 1,1385 | [ —0,4885 0,7050 | 1,2415 0,8578

—-12 [ —0,4357 1,1654 | [ —0,5154 0,7643 | 11,2442 0,9219

Tabela 4.7: Comparagao entre os valores dos ganhos obtidos pelo método II, com suas respec-
tivas normas.
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Estagios (T) Valor de o cond(H)

d =100 0 614, 2560
d=2 ~1,5 17,4136
d=2 -6 14, 8365
d=2 ~12 12,5213

Tabela 4.8: Analise do condicionamento da matriz H.

Figura 4.10: Contragdo da matriz A — BF.

4.2 Projeto 2 - Sistema Térmico

Este projeto considera o sistema térmico (Figura 4.11 ) estudado em Jacquot (1995),
no qual um elemento térmico, representado por u(k), é responséavel pelo aquecimento
ou resfriamento do meio 2, enquanto deseja-se controlar a temperatura do meio 1, pos-
sivelmente perturbada pela temperatura ambiente variavel Tj. O modelo nominal deste

sistema é dado por:

[ 0,6277 0,3597 0,0126 0,0251
x(k+1) = x(k) + u(k) + w(k),
| 0,0899 0,8526 0,0575 0,1150
2
x(0) = ) ] ,

(4.9)
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T,

Ty

u(k)

Figura 4.11: Sistema Térmico.
e a fungao objetivo a ser minimizada é

J =) (x®)5+ )5 =" [wk)ll2) (4.10)

[e.e]
k=0
em que Q = I,«,. Considera-se a perturbagdo w(k) como sendo ruido branco gaussiano

com média zero e variancia 0, 03.

Na Tabela 4.9, pode-se observar a equivaléncia entre os custos 6timos obtidos através

das duas abordagens consideradas.

Custo 6timo via método tradicional (J*) 12,1628

Custo otimo via novo método (J*) 12,1628

Tabela 4.9: Custos via método tradicional e novo método.

Analisando as Tabelas 4.10, 4.11 e 4.12, juntamente com as Figuras 4.12 e 4.13, é
possivel, mais uma vez, comprovar a equivaléncia entre o novo método (método I para o
célculo dos ganhos) e método tradicional para o célculo da matriz de Riccati e dos ganhos
de realimentacao de estado. A Tabela 4.13 mostra o aumento do fator de condicionamento

da matriz H na medida em que se aumenta o nimero de estigios do jogo.

Estagios (1) M NI M — M|
0 [he ote ] [ o] oserxo
50 _;fgg? 33;33;: :;:2323 3:;33;: 6,4724 x 1014
100 :g:‘fggg ij;ggg: :32(1)222 ?:%gg: 1,0612 x 10-13

Tabela 4.10: Comparagao entre as matrizes acopladas de Riccati obtidas pelo método tradi-
cional e pelo novo método.
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Estéagios (T) F F |F—F|
10 [0,2193 0,7252 ] [ 10,2193 0,7252 ] 1,3878 x 10710
50 [ 0,2531 —0,8486 ] [ 0,2531 —0,8486 ] 7,9606 x 1075
100 [ 0,2531 —0,8486 ] [ 0,2531 —0,8486 ] 1,3253 x 1071

Tabela 4.11: Comparagao entre os ganhos 1 obtidos pelo método tradicional e pelo novo

método.

Estagios (T) F, P, [Fo — Fu
3 [ —0,1715 —0,5667 | [ —0,1715 —0,5667 ] 4,1198 x 10~1%
10 [ —0,1979 —0,6631 ] [ —0,1979 —0,6631 ] 2,4081 x 10~14
100 [ —0,1979 —0,6632 ] [ —0,1979 —0,6632 ] 4,3578 x 10-14

Tabela 4.12: Comparagao os ganhos 2 obtidos pelo método tradicional e pelo novo método.

Estagios (T) cond(H)

10 186, 2163
50 2,3156 x 103
100 3,7341 x 103

Tabela 4.13: Analise do condicionamento da matriz H.

Trajetéria de Estado, T=30,y=0.8

= = = Método |
Método Tradicional 1
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Figura 4.12: Trajetorias de estado obtidas através do método tradicional e método I.

Nas Figuras 4.14 e 4.15 sao mostrados os resultados obtidos com a utilizagao método
I, onde d = 2 e o = —as = a < 0. Mais uma vez, percebe-se que os estados tendem

mais rapidamente para zero com a diminui¢ao do «, gerando resultados com melhor de-
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Trajet6ria de Controle, T=30,y=0.8
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Figura 4.13: Trajetérias de controle obtidas através do método tradicional e método 1.

sempenho que os obtidos pelo método tradicional. Observando a Figura 4.15, juntamente
com a Tabela 4.14, conclui-se que os bons resultados obtidos pelo método II advém de
um maior esfor¢o de controle resultante de ganhos de realimentagao maiores (em norma)
e uma conseqiiente intensificacdo da contracdo da matriz A — B, F, ver Figura 4.16. A

Tabela 4.15 ilustra o melhor condicionamento de H com a diminuicao de a.

Trajetéria de Estado, y=0.8

= = = Método II, a=-0.1
= = = Método I, a=—0.3
Método Il, a=-0.5
= = = Método Tradicionall]

*  Perturbagdo

Estado xl(k)

20 40 60 80 100
Estagios (k)

Figura 4.14: Trajetorias de estado obtidas através do método II e método tradicional.
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Trajetdria de Controle, y=0.8
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Figura 4.15: Trajetorias de controle obtidas através do método II e método tradicional.

40

60
Estagios (k)

80 100

F F, IF| [Fll
T=30 [0,2528 0,8475 ] [ —0,1976 —0,6623 | 0,8844 0,6912
o F F, i3l (i3]
—-0,1 [ 0,1069 1,9144 ] [ 0,2129 3,82838 ] 1,9174  3,8347
—-0,3 [ 0,7843 3,9892 | [ 1,5677 7,9772 ]  4,0656 81298
—-0,5 [ 1,5584 5,1788 ] [ 3,1164 10,3549 |  5,4082 10,8137

Tabela 4.14: Comparacao entre os ganhos obtidos pelo método I, com suas respectivas normas.

Estagios (T') Valor de « cond(H)
d=30 0 1,2675 x 103
d=2 -0,3 5, 7665
d=2 ~0,3 4,3545
d=2 ~0,5 3,5878

Tabela 4.15: Analise do

condicionamento da matriz H.
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y=0.8

Figura 4.16: Contracio da matriz A — B F.

Considerando o caso de um projeto de controle via método tradicional, ou método
I, com v = 0,4, tém-se violada a condigao de concavidade estrita de J(u, w) em relagao
a w(k), estabelecida no Lema 2.4.1, ou, equivalentemente, viola-se a condi¢ao de que
H32, > 0. Neste sentido, com os ganhos obtidos com este projeto, os estados do sistema
nao tendem para zero, resultando no projeto de controladores instaveis para o sistema,
ver Figura 4.17(b). Entretanto, essa situagdo pode ser revertida com a utilizagao do
método II, sem necessidade de se alterar o parametro . Através da escolha adequada
do parametro «, pode-se ter a condicao de concavidade estrita novamente respeitada,

resultando no projeto de ganhos estabilizantes, como pode ser visto na Figura 4.17(a).

Trajetoria de Estado, T=30,y=0.4 Trajetéria de Estado,y=0.4
2500 T T T T T T T
— — — Método II, a=-0.1
I s L et a0
Método Tradicional . o s ’;' -
Perturbagao erturbagéo

1500 -
= = 4
= <
2 1000} ] S
= o
A 7}
il i ]

500 [- : H N ) .

B K o.o . e ~*
0 L. L
~500 i i i i 05 i i i i
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Estagios (k) Estagios (k)
(a) (b)

Figura 4.17: Exemplo de estabilizagdo do sistema com o emprego do método I para a sintese
dos controladores.
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4.3 Projeto 3 - Controle Digital de Motor CC

Nesta secao, utiliza-se o método II para a sintese de um controlador digital de veloci-
dade de um motor de corrente continua (CC) com realimentagao de estado. O modelo
discretizado do motor fora obtido anteriormente, através de métodos de identificacao ex-

perimental (AGUIRRE, 2007), em Alencar & Filho (2008), e é dado por:

x(k +1) = 0,9587x(k) + 0,0401u(k) + 0, 1w (k). (4.11)

A funcao objetivo associada é:

J = (x5 + k)5 = ~*[[w(k)|I3)- (4.12)

Considera-se a perturbagdo w(k) como sendo ruido branco gaussiano com média zero e

variancia 0, 01.

Na Figura 4.18, observam-se os melhores desempenhos gerados pelo método II em
comparac¢ao com o método tradicional. Na Figura 4.19, é possivel, mais uma vez, observar
o maior esforco de controle necessario para levar os estados mais rapidamente para a

referéncia, ao empregar o método II.

Trajetéria de Estado,y=2.4

Método Il, a=-0.05
Método II, a=-0.1

0.8 Método Il, a=-0.5 []
1 — — — Método Tradicional
| *  Perturbagéo

0.6

Estado x(k)

-0.2}+ . . c 'o, L Y :H

50 100 150 200 250 300
Estagios (k)

Figura 4.18: Trajetorias de estado obtidas através do método II e método tradicional.

A Figura 4.20 ilustra, novamente, um caso em que com um determinado valor de
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Figura 4.19: Trajetorias de controle obtidas através do método II e método tradicional.

7, 0 projeto de controle via metodologia tradicional gera controladores instéaveis (Figura
4.20(a)), mas que com o emprego do método II, e uma escolha adequada do parametro
a, a estabilidade do sistema pode ser recuperada para o mesmo valor do 7 utilizado

anteriormente (Figura 4.20(b)).

107 Trajetoria de Estado, T=150,y=0.9
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Figura 4.20: Estabilizando a saida do sistema com o emprego do método II para a sintese dos
controladores.

4.4 Comentario Final

Neste capitulo, foram apresentados trés exemplos de projetos de controladores LQ

para sistemas dinamicos, sendo, os dois ultimos, projetos de controle H., que se baseiam



4.4 Comentdrio Final 69

em sua formulacao como um jogo de soma zero. Foram empregadas tanto a metodologia
tradicional, apresentada no capitulo 2, quanto a nova metodologia, proposta no capitulo
3, para obtencao das matrizes acopladas de Riccati e para a sintese dos controladores
LQ. Com os exemplos numéricos e simulagoes computacionais foi possivel comprovar a
equivaléncia entre as metodologias consideradas, tanto para o calculo da matriz acoplada
de Riccati, como para o cdlculo dos ganhos de realimentacao de estado via método I

proposto.

O método II mostrou ser uma opcao bastante atraente para a sintese de contro-
ladores, pois, além de permitir a utilizacao de modelos de ordem reduzida, pode propor-
cionar uma boa diminuicao nos transitérios do sistema, através de escolhas adequadas
do parametro «, conferindo caracteristicas de desempenho satisfatorias. Em adigao, o
método II mostrou-se bastante flexivel no sentido de ser possivel compensar escolhas nao
adequadas do parametro v (que levam o sistema a instabilidade) através de ajustes em
a, resultando em boas condicoes de estabilidade. Entretanto, vale ressaltar que o atu-
ador presente na planta deve ser capaz de gerar a energia demandada pelo método, pois,
como foi visto nos resultados apresentados, um maior esforco de controle é exigido ao

emprega-lo.
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5 Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho apresentou, sob a forma de uma proposicao matematica, uma nova
metodologia para a solucao das equagoes algébricas de Riccati acopladas associadas aos
jogos dinamicos lineares quadraticos com estrutura de informagao em malha aberta. Na
metodologia de jogos dinamicos L(Q) proposta, empregou-se a programacao convexa € a
formulagao via regioes de confianga, para reducao da ordem dos problemas de otimizagao,
garantindo a convexidade da solugao alternativa das equacgoes acopladas de Riccati, com
as equacoes matriciais bem condicionadas. Além disso, com a introducao do parametro
a, foi possivel garantir dominancia bloco diagonal as matrizes Hessianas associadas aos
jogadores, resultando em solugoes numericamente melhores condicionadas. Uma simpli-
cidade algébrica de calculo off-line foi obtida, sendo possivel dispor de uma variedade
de métodos numéricos com boas propriedades de estabilidade e precisao numérica. Estas
caracteristicas, normalmente criticas em outras metodologias distintas, mas matemati-
camente equivalentes, puderam reduzir significativamente a sensibilidade da sintese dos
controladores com relacao ao condicionamento das matrizes computadas. Tal abordagem
via jogos dinamicos LQ tornou possivel atingir especificagoes de desempenho e estabili-
dade aceitaveis para uma ampla faixa de ganhos. As novas metodologias de sintese de
controladores para problemas de jogos dinamicos LQ propostas (métodos I e II) estao

matematicamente consolidadas através de proposicoes originalmente formuladas.

O problema de controle H,, foi abordado de uma maneira nao usual, onde o mesmo
foi formulado como um jogo dinamico de soma zero, em que o controle tenta minimizar a
funcao objetivo, enquanto a perturbacao tenta maximiza-la. Essa formulacao foi de fun-
damental importancia para que as novas metodologias propostas neste trabalho pudessem
ser naturalmente empregadas em problemas de controle H., com rejeicao de perturbacao.
O projeto de controladores para sistemas dinamicos discretos com ganho estéatico de re-
alimentacao de estado foi, entdo, desenvolvido (sem o emprego de equagdes modificadas
de Riccati) a partir da metodologia de projeto via jogos dinamicos proposta. Com esta

metodologia, basta definir um 7 (controle sub-6timo) para em seguida, através do fator de
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ajuste o, obter uma matriz de ganho de realimentacao de modo que os pdlos desta matriz
estejam dentro de uma determinada regiao, com o cuidado de computar-se a norma e
verificar se esta ¢ menor que . Com isso, considerando problemas de controle H,, em
que as solugoes via ARE sao instaveis para um determinado valor de -y, foi possivel re-
cuperar a estabilidade do sistema através de ajustes do parametro «, o que nao pode ser
feito, efetivamente, via métodos convencionais. Assim, nao so é possivel evitar a equagao
mal condicionada de Riccati, mas também atender especificagoes distintas na sintese de

controladores, para explorar limites de desempenho e estabilidade.

Com a anélise dos resultados obtidos via simulacao, foi possivel comprovar a equiva-
léncia entre o novo algoritmo e o algoritmo tradicional para a solugao das ARE acopladas,
e a equivaléncia entre o método I e o método tradicional via ARE para a sintese de con-
troladores. O método 11, desde que adequadamente ajustado, mostrou ser uma boa opg¢ao
de projeto para a sintese de controladores, com melhores propriedades de desempenho
que os obtidos via ARE, inclusive em problemas de rejeicao de perturbacao, em que a
nova metodologia foi formulada como um jogo de soma zero e empregada para o projeto

de controle H..

5.1 Trabalhos Futuros

Como perspectivas futuras, sao possiveis destacar:

» Estender o conceito de jogo de Stackelberg para incluir jogos multiniveis dinamicos
e discretos, onde os agentes sao divididos em dois grupos: um grupo de agentes
lideres (multiplos coordenadores) e um grupo de agentes seguidores (controladores
locais), e cada jogador pode ou ndo estar cooperando dentro de seu grupo, segundo

as estratégias de equilibrio em malha fechada de Stackelberg, Nash, e Pareto.

» Estender a metodologia desenvolvida para problemas de jogos dinamicos que em-
preguem outros tipos de estrutura de informagcao, além da malha aberta, e com

restrigoes dinamicas nao lineares e fungoes objetivo nao quadraticas.

» O estudo e desenvolvimento de metodologias, baseadas na teoria de jogos multi-
niveis, para resolver o problema do controle misto Hy/H,, para a obtenc¢ao de um
controlador pratico que seja capaz de prover desempenho e estabilidade robusta, em

face das incertezas no comportamento do sistema dinamico.

» Avaliar a possibilidade de se embarcar o algoritmo de sintese de controladores LQ
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proposto neste trabalho em um chip, visando favorecer e facilitar o emprego desta
metodologia de projeto em aplicagoes reais encontradas na industria, e, até mesmo,
tornar possivel sua comercializacao como uma nova tecnologia na area de controle

e automacao.
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APENDICE A - O Teorema de Ponto Fixo de

Banach

Teorema A.0.1 Seja S um conjunto dotado de uma métrica d e suponha S completo em
relacao a d. Seja U um subconjunto fechado de S e seja L : U — U uma func¢io de U
em U. Supondo que L seja uma contragcao em relacao a métrica d, ou seja, exista um

nimero p com 0 < p <1 tal que ¥{x,y} € U valha:

d(L(x,y)) < pd(x,y). (A.1)

Entao, a equacao de ponto fizo x = L(x) tem solugao em U e essa solugao € inica. Além
disso, para qualquer x(0) € U, a seqiiéncia x(n) = L(x(n—1)), n > 1, obtida aplicando-se
repetidamente L a partir de x(0), converge (rapidamente) ao ponto fito X na métrica d.

A saber, tem-se que

d(x(n),x) < d(x(1),x(0)). (A.2)
Demonstragao: Como U é um subconjunto fechado de um espaco métrico completo,
entao U é também completo em relacao a mesma métrica. Com efeito, pode-se provar
que {x(n)} é uma seqiiéncia de Cauchy em U. Para isso, sejam m e n dois nimeros
naturais quaisquer tais que m < n. Entao, usando a desigualdade triangular n —m vezes,

tém-se:
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d(x(m),x(m+1)) +d(x(m +1),x(m + 2)) + ... + d(x(n — 1),x(n)).
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Pela propriedade de contragao, segue que:

d(x(a),x(a+1)) = d(L(x(a—1)), L(x(a))) < pd(x(a—1),x(a)) < ... < p?d(x(0),x(1)), a € N.

(A.3)
Logo,
d(x(m), x(n)) < (o™ + p™* + ..+ g 1)d(x(0), x(1)), (A4)

e, portanto,

dGe(m), x(m) < P14 p o+ 4 P )A(0),x(1)) < (3 p7)d(x(0), x(1))
a=0
pm
= 1—_qd(x(0),x(1)). (A.5)
Isso prova que {x(n)} é uma seqiiéncia de Cauchy, pois p™ pode ser feito arbitrariamente

pequeno tomando m grande, para qualquer n > m.

Como {x(n)} é uma seqiiéncia de Cauchy em U e U é completo, deve haver um x em

U tnico ao qual a seqiiéncia converge. Usando a desigualdade triangular, segue que:
d(x,x(m)) < d(x,x(n)) + d(x(n),x(m)). (A.6)

Tomando m < n, tém-se:

d(x, x(m)) < d(x,x(n)) + 1'0—:nqd(x(0), x(1)). (A7)

Como x(n) se aproxima de x para n grande, pode-se fazer o termo d(x,x(n)) arbitraria-

mente pequeno, tomando n grande, sem alterar os demais. Com isso, conclui-se que:
d(x,x(m)) < 7—d(x(0),x(1)), (A.8)

sendo possivel verificar que x(m), de fato, aproxima-se exponencialmente rapido de x.

O objetivo agora é demonstrar que x, o limite da seqiiéncia {x(n)}, ¢ um ponto fixo

de L. Para isso, calcula-se d(x, L(x)). Pela desigualdade triangular, segue que:
A%, L(x)) < d(x,x(m + 1)) + d(x(m + 1), L(x)), (4.9)

para todo m. Usando a equagao (A.8) e a contratividade de L, segue que:

. L)) < 2 dx(0),x(0)) + pllx(on). ) < £ x(0),x(0)) + £ ax(0). x(1)
= 2" ix(0), x(1). (A.10)

1—g¢q
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Como m é arbitrario, pode-se fazer m — oo e obter d(x, L(x)) = 0, o que implica que
x = L(x).

Por fim, resta demonstrar que x é o tnico ponto fixo de L. Para isso, supoe-se que

haja um outro X = L(%X). Usando a contratividade, tém-se:
d(x, %) = d(L(x), (%)) < pd(x, %), (A.11)

ou seja, (1 — p)d(x,%) < 0. Entretanto, p < 1, o que implica d(x,X) = 0, que por sua vez

implica x = X. Isso completa a prova do Teorema do Ponto Fixo de Banach. [
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APENDICE B - Demonstracdo da Proposicao
(2.4.1)

A funcao custo do i-ésimo jogador é:

Ji(ag, ..., uy) = Z %{XT(k)QZ(k‘)x(k) + Z u; (l{;)RU(k)u](k)}
b X (D)QUIT)X(T)

(B.1)

Multiplicando os dois lados da equagao (2.31) por x*(k)T, obtém-se:

X" (k)" M (k)x* (k) = x* (k)" Qi(k)x" (k) + x" (k)" AT (B)Mi(k + 1)x"(k + 1), (B.2)

substituindo a equagao (2.29) na equagao anterior, obtém-se:

x* (k)M (k)x* (k) = x* (k)" Qu(k)x* (k) + x*(k + D)TET ()M, (k + 1)x*(k + 1),

+x*(k+1)T (I + Z B; (k)R (k)BT (k)M (k + 1)) M;(k + 1)x*(k + 1),

" (B.3)
entao,
x" (k)" Qi(k)x" (k) = x" (k)" Mi(k)x" (k) — x"(k + 1)"My(k + 1)x"(k + 1)
*(k+1) <Z M; (k4 1)B; (k)R (k;)BJT(k;)) M, (k + 1)x*(k + 1). (B.4)

Também, da equacdo (2.28), tém-se:



Apéndice B — Demonstragao da Proposicao (2.4.1) 77

(—x*(k+ 1)"M;(k + 1)B; (k)R (k) Ry (—R;; (k)BT (k)M (k + 1)x*(k + 1)).
(B.5)

Logo, substituindo as equagoes (B.4) e (B.5) na equacdo (B.1), obtém-se o custo 6timo
J}, dado por:

Jz‘*(uﬂlﬂv' 7u*N) =
g %{ (B)"M;(k)x* (k) — x*(k + D" M, (k + 1)x*(k + 1)

“(k+1) <ZM (k+1)B; (k)R (k)Bf(k))Mi(kH)x*(kH)Jr

Zx*(k: +1)"M;(k + 1)B;(k)R;; (k)R (k)R (k)BT (k)M (k + 1)x*(k + 1)} +
1:1

T (1) Qi(T)x*(T),
(B.6)

desenvolvendo o somatorio para os dois primeiros termos e rearranjando, tém-se:

Ji(ul,...,uy) =
S (0)ML(0)x*(0) — (T MU(T)*(T) + 5 (1) QuT)x"(T) +
%{ (k+1) <ZMJ (k+1)B;(k)Rj; (k)Bf(k))Mi(kJrl)x*(kJr 1) +
k=0
Z 1M, (k + 1)B;(k)R;;} (k)R (k)R (k)BT (k)M (k + 1)x*(k + 1)}.

(B.7)
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Da equagao (2.33), sabe-se que M;(7T) = Q;(T), logo, a equagao (B.7) torna-se:

1
2

<

F(uf, . uy) = ox7(0)" M (0)x7(0) +

’ﬂ

J

N —

{ “(k+1) <ZM (k+1)B, (k)R (k)BT(k:)>MZ-(k+1)x*(k+1)+

iy
o

WE

77 77 J

x*(k+1)"M;(k + 1)B; (k)R (k)R (k)R (k)BT (k)M; (k + 1)x*(k + 1)}.

<.
Il
-

(B.8)
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APENDICE C - Procedimento de
Regularizacao por Regioes de

Confianca

Neste apéndice é considerado o problema de otimizacao quadratica sobre uma bola:

w13, = BTGB, Bb e, 1)

sa. 1Bl <A, A0,

onde H, € R"7*"T ¢ simétrica, b; € R"", ¢; € Re ||.| = ||.||2, convengao adotada daqui

em diante.

Para se obter um subproblema (C.1) que forne¢a uma solugao para (3.9) apresen-
tando matrizes bem condicionadas e convergéncia garantida, consideram-se os seguintes

teoremas (MARTINEZ; A.SANTOS, 1998):

Teorema C.0.2 Se 3] ¢ solugao de (C.1), entao B; € solug¢io da equagao
(Hj; + 1) = —b;, (C.2)
com oy <0, (H, + 1) <0 e ay(B7 87 — A?) = 0.

Demonstrac¢ao: O problema (C.1) é equivalente a

ma,X Li(B;) (C.3)

sa.  BIB; <AL (C.4)

Como B} é solugao de (C.1), B; satisfaz as condi¢oes de Karush-Kuhn-Tucker (Bazaraa
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et al. (1993); Stephen & Vandenbergue (2008)) para (C.3), isto &, existe a; < 0 tal que

H;3; +b; + ;3] =0, (C.5)

(87" B; — AY). (C.6)
Portanto, 3 e «; verificam (C.1).

Para mostrar que (H!, + a;I) < 0, considera-se inicialmente que 3; # 0. Como 3}
¢ solugao de (C.1), 87 também é maximizador global de L;(83;) sujeita a ||B;]| = ||3;].

Entao

Li(B7) > Li(B,), (C.7)
para todo ||3;]| = ||3;]|. Substituindo (C.2) em (C.7), tém-se:
1 . ‘ 1 . .
56?}121‘61‘ - BT (H, + ), < 513;‘FH;§: - BT (H, + )35 (C.8)

Rearranjando (C.8), segue que:
1 * 7 *
§(ﬁz — BT (H; +a.1)(8; - B8;) <0 (C.9)

para todo B; tal que [|B]| = [|B;[. Como B; # 0, as diregdes tais que [|3;|| = 5]
envolvem todas as dire¢oes do espago exceto as ortogonais a 3;. Agora, qualquer vetor
ortogonal 37 ¢ o limite de uma seqiiéncia de vetores vy para os quais, neste caso vi (HY +
a;T)vy < 0. Portanto, passando ao limite, a expressao v (H:, + o;I)v < 0 vale também

para os vetores v ortogonais a 3;. Portanto, (H}, + o;I) < 0.

Se B3, = 0, por (C.2) tém-se que b; = 0. Entao 3; = 0 é solucao de
m L BTH: 3. + (C.10)
Bi 2 (] KX (3

s.a.  BIB; < A% (C.11)

uma vez que H, <0, ja que vI (HE, + o;I)v < 0 vale para todo v € R"" com «; = 0. [

O proximo teorema fornece condigoes suficientes que garantem que 3, é solugao de

(C.1).

Teorema C.0.3 Sejam o; € R e 3; € R tais que

(H;Z +a,1)3; = —b; com (H;Z + o,I) <0. (C.12)
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(a) Se a; =0 e ||B7]] < A, entao B] € solugao de (C.1).

(b) Se ||B}]| = A, entao B € solugao de

m@x Li(B;) (C.13)

sa. B, = A (C.14)

(c) Se a; <0 e ||BF|| = Ai, entdo B € solugao de (C.1).

Além disso, se (H;, + ;I) < 0, entio B; € tnica em (a), (b) e (c).
Demonstracao: Se o; e 8] satisfazem (C.12), 8] é maximizador da quadratica:

~

L(8) = 3BT (H, +a0)8, + b, +c. (©15)

Logo,
SBT(T, + ), + bIB, + o < BT (ML +al)B] + b/ +ei  (C.16)
para todo 3; € R". De (C.16) segue que:
Li(By) < Li(B}) + 5 (8;" B; - BIB,) (€.17)
para todo 3; € R"T.

As afirmacoes (a), (b) e (¢) s@o conseqiiéncias imediatas de (C.17). A unicidade segue
de (C.16), pois se (H:, + o,I) < 0, a desigualdade ¢ estrita para 3; # 3,. O

Os Teoremas (C.0.2) e (C.0.3) mostram que se existe uma solu¢do 8; do problema
(C.1) situada na fronteira da bola, esta deve satisfazer, com seu multiplicador correspon-

dente «;, as seguintes equacoes:
(Hj; + )87 = —b;, 18] = A, (C.18)

com a; < 0 e (H,; + ;I) < 0. Solugdes de (C.1) no interior da bola s6 podem existir se
H, ¢ semidefinida negativa e, nesse caso, 3;, com norma menor que 4A;, deve ser solugao

de (C.1).

Se 01 < ... < g, sdo os autovalores de H,, a condigao de (HY, +;I) < 0 é equivalente

1)
a o; < —o,. Assim, as limitacdes sobre o multiplicador «;, para detectar solucdes de
fronteira, se resumem em:

a; < min{0, —0,}. (C.19)
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Portanto, para encontrar solugoes de (C.1) na superficie da bola, basta perceber que
a; < 0, uma vez que HY, no problema (3.9) é definida negativa, portanto o sistema
(H, + o,I)37 = —b; tem solugao tnica 3; = —(H! + o;,I)"'b;, jA que, neste caso,
(HY, + ;1) é nao-singular. Portanto, encontrar o; < 0 satisfazendo (C.18) é equivalente

a resolver:

[(H}; + 1) by = A, (C.20)
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