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Resumo

Os problemas de coloração estão entre os mais estudados dentro da Teoria dos Grafos de-
vido a sua grande importância teórica e prática. O problema da L(2,1)-coloração, por exem-
plo, pode ser aplicado na atribuição de frequências de rádio a torres de transmissão visando
a diminuição de interferências nas transmissões. No entanto a maior parte das colorações de
Grafos é de difı́cil resolução(NP-Difı́ceis).

Nesta dissertação, estudamos os problemas de L(2,1)-coloração, coloração harmônica e
M-partição. Tendo em vista que os problemas de coloração abordados nesta dissertação são
todos NP-difı́ceis, decidimos estudar as restrições destes problemas a (q,q−4)-grafos , com q
fixo. As soluções utilizam a decomposição primeval destes grafos. Ressaltamos ainda que esta
classe contém os cografos e os grafos P4-esparsos. Os algoritmos encontrados desta maneira
são chamados de Fixed Parameter Tractable(FPT), pois são polinomiais quando consideramos
um determinado parâmetro como um valor fixo.

Além da obtenção de algoritmos para diversos problemas de coloração restritos aos (q,q−
4)-grafos, com q fixo, também avaliamos a Conjectura de Griggs-Yeh com relação aos grafos
P4-Esparsos e P4-Laden.

PALAVRAS-CHAVE: L(2,1)-Coloração, (q,q−4)-grafos, Coloração Harmônica, Decomposição
Primeval, M-Partição, Complexidade Parametrizada.



Abstract

The coloring problems are among the most studied in the graph theory due to its great the-
oretical and practical importance. The L(2,1)-labeling problem, for instance, can be applied to
the frequency assignment of transmission towers in order to decrease interference in transmis-
sions. However most of the graph coloring problems are difficult to solve (NP-hard).

In this thesis, we study the L(2,1)-coloring, the harmonious coloring and M-partition of
graphs. Considering that the coloring problems addressed in this thesis are all NP-hard, we de-
cided to study the restrictions of these problems to (q,q−4)-graphs, with q fixed. The solutions
use the Primeval decomposition of these graphs. We also emphasize that this class contains the
cographs and P4-sparse graphs. The algorithms found in this way are called Fixed parameter
tractable (FPT), because they run on polynomial time if we consider a certain parameter as a
fixed value.

Besides obtaining algorithms for several coloring problems restricted to (q,q− 4)-graphs,
with q fixed, we also evaluated Conjecture of Griggs-Yeh graphs with respect to P4-Sparse and
P4-Laden graphs.

KEYWORDS: L(2,1)-Labeling, (q,q− 4)-graphs, Harmonious Coloring, Primeval De-
composition, M-Partition, Parameterized Complexity.
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6.3 Coloração harmônica de (q,q−4)-grafos conexos . . . . . . . . . . . . . . . p. 46

7 Conclusões p. 49

Referências Bibliográficas p. 50
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1 Introdução

O primeiro problema de Coloração de grafos teve sua origem na famosa Conjectura das

Quatro Cores proposta por Morbiüs em 1840. Esta conjectura afirmava que qualquer mapa

poderia ter suas regiões coloridas com no máximo quatro cores sem que regiões vizinhas tives-

sem a mesma cor. Em 1852 Guthrie formulou a mesma conjectura de maneira independente.

Como não obteve êxito em prová-la levou o problema a seu professor, de Morgan, que por

sua vez apresentou o problema a Hamilton. Ambos não conseguiram obter uma prova para a

conjectura.

Em 1879, Alfred Kempe observou que poderia, a partir de qualquer mapa, obter sua represen-

tação estrutural se marcasse em cada região um ponto e ligasse os pontos que representavam

regiões vizinhas através de segmentos de linha. Desta maneira, o problema de determinar se

as regiões do mapa podem ser coloridas com quatro cores sem que regiões fronteiriças tives-

sem a mesma cor é equivalente ao problema de determinar se os pontos de sua representação

poderiam ser coloridos com quatro cores, de forma que quaisquer dois pontos ligados por um

segmento tenham cores diferentes. Utilizando esta nova abordagem Kempe tentou provar a va-

lidade da conjectura, mas sua prova continha um erro que foi descoberto apenas 11 anos depois

por Heawood.

A Conjectura das Quatro Cores ficou em aberto até 1976 quando Kenneth Appel e Wolfgang

Haken provaram a sua validade. A dificuldade é uma constante quando se trata de coloração de

grafos, encontrar uma coloração própria ótima de um grafo qualquer, por exemplo, é NP-difı́cil

e o mesmo é válido para praticamente todas as outras colorações.

Desde então surgiram diversos problemas relacionados a colorir grafos, dentre estes po-

demos citar o Problema da Coloração Própria, Problema da Coloração Completa, também

conhecido como a-Coloração, Problema da b-Coloração, cada um destes com restrições di-

ferentes na forma como se deve colorir os vértices do Grafo e com diferentes definições de

otimalidade. Temos também o Problema da Coloração de Arestas e o Problema da Coloração

Total, no qual tanto vértices como arestas devem receber cores.
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Por serem assuntos de grande relevância teórica e prática, os problemas de coloração são

alguns dos mais estudados dentro da Teoria dos Grafos. Devido a dificuldade de se encontrar

colorações ótimas de grafos gerais é comum, no estudo desdes problemas, buscarmos classes

de grafos para as quais é possı́vel resolvê-los de forma eficiente ou mesmo limitar o número de

cores necessárias para colorir um grafo qualquer.

Neste trabalho, iremos examinar diversos tipos de coloração de grafos quando estes são

restritos a classes de grafos que possuem um número de P4’s induzidos limitado. Para isso,

iremos utilizar uma decomposição de grafos conhecida como Decomposição Primeval para

explorarmos propriedades estruturais dos grafos examinados.

Iremos nos concentrar em uma classe de grafos chamada (q,q−4). Obteremos algoritmos

polinomiais para esta classe de grafos quando consideramos q um valor fixo. Os algoritmos

encontrados são classificados como Fixed-Parameter Tractable(FPT). Um algoritmo é conside-

rado FPT se sua complexidade pode ser escrita como f (k)nO(1), onde f é uma função arbitrária

que depende apenas de um parâmetro fixo k e n é o tamanho da entrada.

No Capı́tulo 2, apresentamos as definições e terminologia que servirão de base para o de-

senvolvimento deste trabalho.

No Capı́tulo 3, estudamos o problema de L(2,1)-Coloração e mostramos um algoritmo

FPT para determinar uma L(2,1)-Coloração ótima de um (q,q− 4)-grafo se considerarmos o

parâmetro q fixo. Além disso mostramos que a Conjectura de Griggs-Yeh, que será apresentada

mais adiante, é válida para os grafos P4-esparsos, P4-Laden e alguns (q,q−4)-grafos conexos.

No Capı́tulo 4, abordaremos uma generalização do problema do Capı́tulo 3, a L(h,1)-

coloração. Mostraremos como adaptar um algoritmo que calcula λ (G) em espaço polinomial

para calcular λ(h,1)(G).

No Capı́tulo 5, estudamos o problema de M-Partição de Grafos e mostramos um algoritmo

FPT para determinar se é possı́vel realizar uma M-partição de um (q,q−4)-grafo quando con-

sideramos o parâmetro q fixo.

No Capı́tulo 6, apresentamos o problema de Coloração Harmônica e mostramos um algo-

ritmo FPT para determinar uma coloração harmônica ótima de um (q,q− 4)-grafo conexo se

considerarmos o parâmetro q fixo.

A maior parte dos resuldados utiliza a decomposição primeval dos (q,q−4)-grafos para ob-

ter um algoritmo para os problemas investigados. Porém, dado que os problemas abordados são

bastante distintos, a semelhança entre as provas é vista somente na utilização da decomposição.

Os resultados obtidos nesta dissertaçao foram publicados em [Cerioli et al., 2010], [Sales et al.,
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2010] e [Sales et al., 2011].
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2 Conceitos Básicos

2.1 Grafos

Um grafo G é um par ordenado (V (G),E(G)) composto de um conjunto, não vazio, V (G)

de vértices e um conjunto E(G), disjunto de V (G), de arestas. Cada aresta é um par não orde-

nado de vértices de G. Se o par (u,v) está em E(G), escreve-se uv ∈ E(G) e diz-se que u e v

são extremidades da aresta uv.

A denominação grafo vem do fato do mesmo poder ser representado graficamente, os

vértices como pontos e as arestas como linhas ligando suas extremidades. Dizemos que dois

vértices são adjacentes quando eles são extremidades de uma mesma aresta. De maneira

análoga duas arestas são adjacentes se compartilham uma extremidade. Uma aresta que pos-

sui extremidades iguais é chamada laço. Duas arestas distintas com extremidades iguais são

chamadas de arestas múltiplas.

Um grafo G é finito se V (G) e E(G) são finitos. Um grafo G é dito simples se G é finito,

não possui laços e não possui arestas múltiplas. A partir de agora, toda vez que mencionarmos

grafo, estaremos nos referindo a um grafo simples.

O complemento de um grafo G = (V,E) é o grafo G = (V,E ′) tal que uv ∈ E ′ se e somente

se uv /∈ E. Um grafo que possui uma aresta entre qualquer par de vértices é chamado de grafo

completo, um grafo completo com n vértices é denotado por Kn. Um grafo que não possui

nenhuma aresta é chamado de grafo vazio.

O grau de um vértice v em G é o número de vértices que são adjacentes a v em G e é

denotado por dG(v). Se não houver ambiguidade com relação ao grafo a que nos referimos

denota-se o grau de um vértice v apenas por d(v). O grau máximo de um grafo G é o maior

grau de um vértice de G e é denotado por ∆(G).

Dado um grafo G para todo vértice v ∈ V (G), N(v) denota o conjunto dos vizinhos, ou

vizinhança, de v. De maneira semelhante podemos pensar na vizinhança de um conjunto de

vértices X ⊆V (G) como N(X) =
⋃

v∈X N(v).
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Uma coloração de um grafo G é uma função c: V (G)→ N. Dizemos que uma coloração c

é própria se para qualquer aresta uv ∈ E(G) tem-se c(u) 6= c(v).

Um caminho é uma sequência não vazia W = v0e1v1e2v2 . . .ekvk na qual os termos são

alternadamente vértices e arestas sem repetição, tais que, para 1 ≤ i ≤ k, ei = vi−1vi. Neste

caso v0 e vk são as extremidades de W. Como trataremos apenas de grafos simples, podemos

omitir as arestas na descrição de um caminho. Um caminho com n vértices é denotado por Pn

e o comprimento de um caminho é o número de arestas que este possui. A distância entre dois

vértices u e v em um grafo G é o comprimento do menor caminho que possui extremidades u e

v em G.

Seja um grafo G = (V,E). O grafo H = (V ′,E ′) é dito um subgrafo de G se V ′ ⊆ V e se

E ′ ⊆ E. Seja um grafo G = (V,E) e V ′ ⊆ V . O subgrafo de G cujo conjunto de vértices é V ′

e o conjunto de arestas é o conjunto de arestas de G que tem ambas as extremidades em V ′

é chamado de subgrafo de G induzido por V ′ e é denotado por G[V ′], podemos dizer também

que G[V ′] é um subgrafo induzido de G. Chamamos um conjunto de vértices que induzem um

grafo completo de clique e um conjunto de vértices que induzem um grafo vazio de conjunto

independente.

Um grafo G é a união disjunta de dois grafos G1 e G2, escrevemos G = G1∪G2, se V (G) =

V (G1)∪V (G2) e E(G) = E(G1)∪E(G2). Além disso um grafo G é um junção de dois grafos

G1 e G2, escrevemos G = G1∨G2, se V (G) =V (G1)∪V (G2) e E(G) = E(G1)∪E(G2)∪{uv :

u ∈V (G1) e v ∈V (G2)}.

2.2 Grafos (q,q−4)

Em nosso trabalho estudaremos colorações de grafos. Como os problemas estudados são

NP-difı́ceis para grafos gerais, iremos resolvê-los restringindo o número de P4’s induzidos que

os grafos estudados podem possuir.

Babel e Olariu definiram em [Babel e Olariu, 1998] um grafo como (q,q− 4)-grafo se

nenhum conjunto com no máximo q vértices induz mais do que q− 4 P4’s distintos. Sendo

assim, cografos são grafos (4,0), ou seja, não possuem P4’s induzidos [Corneil et al., 1981]

enquanto que grafos P4-esparsos são grafos (5,1) [Hoàng, 1985]. Estruturalmente, sabe-se que

todo cografo é desconexo ou seu complemento é desconexo, e que todo grafo P4-esparso é

desconexo, ou possui complemento desconexo ou é uma “aranha”.

Dizemos que um grafo é uma aranha (R,C,S) se o seu conjunto de vértices pode ser parti-
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cionado em conjuntos R, C e S, onde C = {c1, . . . ,ck} e S = {s1, . . . ,sk} com k ≥ 1 tais que:

i. C é uma clique;

ii. S é um conjunto independente;

iii. Todo vértice de R é adjacente aos vértices de C e não-adjacente aos vértices de S;

iv. (a) si é adjacente a c j se e só se i = j, para todos 1≤ i, j ≤ k (aranha magra); ou

(b) si é adjacente a c j se e só se i 6= j, para todos 1≤ i, j ≤ k (aranha gorda)

Chamamos R, C e S, respectivamente, de cabeça, corpo e patas da aranha. Note que R pode ser

vazio e, nesse caso, dizemos que a aranha é sem cabeça.

R

C

S

(a) Aranha Magra

R

C

S

(b) Aranha Gorda

Um grafo é p-conexo se, para toda partição dos vértices de G em conjuntos A e B não

vazios, existe um P4 com vértices de A e B. Uma p-componente separável é um subgrafo p-

conexo maximal com uma partição (H1,H2) tal que todo P4 wxyz com vértices em H1 e H2 é tal

que x,y ∈ H1 e w,z ∈ H2. Jamison e Olariu provaram um importante resultado estrutural para

grafos quaisquer, usando grafos p-conexos.

Teorema 2.1 ( [Jamison e Olariu, 1995]) Seja G = (V,E) um grafo simples. Então G satisfaz

um dos itens abaixo:

(i) G é desconexo;

(ii) G é desconexo;

(iii) G é p-conexo;

(iv) G possui uma p-componente separável H com partição (H1,H2) tal que todo vértice de

V (G)−H é adjacente aos vértices de H1 e não-adjacente aos vértices de H2.
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Além disso, tal caracterização pode ser obtida em tempo linear no número de arestas de G.

Babel e Olariu provaram em [Babel e Olariu, 1998] que todo (q,q− 4)-grafo p-conexo é

uma aranha sem cabeça ou tem menos do que q vértices. Desta forma, aplicando o teorema

acima sobre um (q,q−4)-grafo, temos diretamente o resultado abaixo.

Corolário 2.2 ( [Babel e Olariu, 1998]) Seja q ≥ 4 um inteiro fixo e G um (q,q− 4)-grafo,

então G satisfaz um dos itens a seguir:

(a) G é desconexo;

(b) G é desconexo;

(c) G é uma aranha;

(d) G possui uma p-componente separável H com bipartição (H1,H2) com menos de q

vértices tal que todo vértice de V (G)−H é adjacente aos vértices de H1 e não-adjacente

aos vértices de H2.

Além disso, tal caracterização pode ser obtida em tempo linear no número de arestas de G.

O Corolário 2.2 leva a uma decomposição dos (q,q− 4)-grafos. Nesta decomposição as

folhas são p-componentes com menos do que q vértices ou grafos aranha sem cabeça. Os

nós internos são operações de União disjunta ou Junção, que correspondem respectivamente,

aos itens a e b do Corolário, ou uma operação que adiciona todas as arestas entre um grafo e

uma parte determinada de outro grafo, correspondendo ao item c(ligando um grafo ao corpo de

uma aranha sem cabeça) e ao item d (ligando um grafo ao subgrafo H1 de uma p-componente

separável H com bipartição (H1,H2)).

Iremos utilizar esta decomposição para criarmos algoritmos que resolvem recursivamente,

em tempo polinomial, os problemas de coloração estudados neste trabalho, se considerarmos q

um parâmetro fixo.
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3 L(2,1)-Coloração

3.1 Introdução

Normalmente dois transmissores sofrem interferência mútua se estes operam com a mesma

frequência e estão fisicamente próximos um do outro. Um problema prático clássico que pode

ser modelado como uma coloração em grafos consiste em conceder a cada transmissor de rádio

uma determinada frequência, tal que dois transmissores que se interferem não possuam canais

iguais. O objetivo neste caso é usar o menor número possı́vel de frequências.

No entanto transmissores muito próximos podem causar interferência mesmo sem operar

na mesma frequência bastando que estejam operando em frequências semelhantes, além disso

não podemos permitir que dois transmissores enviem informações para um mesmo receptor

usando frequências iguais. Como as freqüências são fornecidas em intervalos, o objetivo se

torna, então, minimizar o intervalo de freqüências utilizado.

Em 1988, F. S. Roberts [Roberts, 1988] propôs o problema de atribuir, de forma eficiente,

frequências de rádio usando inteiros não negativos para representá-las, de modo que transmis-

sores próximos receberiam canais diferentes e transmissores muito próximos receberiam canais

com diferença pelo menos dois. Modelando o problema em um grafo temos a seguinte definição

de L(2,1)-coloração:

Definição 3.1 Uma função c: V (G)→N é uma L(2,1)-coloração ou λ -coloração de um grafo

G(V,E), se para cada u, v ∈ V (G) tem-se:

• se uv ∈ E(G) então |c(u)− c(v)| ≥ 2;

• se a distância entre u e v é 2 então c(u) 6= c(v).

O termo “eficiente” neste caso não se refere ao número de frequências utilizadas, mas a

diferença entre a maior e menor frequências. A diferença entre a maior e menor cores utilizadas

na coloraçõa é chamada de span. Usualmente iniciamos uma L(2,1)-coloração com a cor 0,
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0

2

3 4

2

0

4

0

(c) Exemplo de L(2,1)-coloração de uma rede de transmissores

assim o span é igual ao valor da maior cor utilizada. Desta maneira, o número λ -cromático de

uma grafo G é definido da seguinte forma:

Definição 3.2 O número λ -cromático de G, denotado por λ (G), é o menor inteiro k tal que

existe uma λ -coloração de G com span k.

Determinar o número λ (G) é NP-completo como mostraram Griggs e Yeh em [Griggs

e Yeh, 1992]. Neste mesmo artigo os dois também conjecturaram que se ∆(G) ≥ 2, então

λ (G)≤ ∆(G)2.

Desde então esta conjectura se tornou um dos problemas mais estudados dentro do es-

copo das λ -colorações e permanece em aberto, tendo sido provada apenas para algumas classes

especı́ficas de grafos. Por exemplo, grafos planares de grau máximo ∆ 6= 3 [Heuvel e Mac-

Guinness, 2003] [Bella et al., 2007] e grafos com grau suficientemente grande [Havet et al.,

2008].

Decidir se λ (G) ≤ k é NP-completo para todo k ≥ 4 fixo como provado por Fiala et al.

em [Fiala et al., 2001]. Posteriormente Havet e Tomassé provaram que o problema continua

NP-completo mesmo quando G pertence a uma subclasse dos grafos bipartidos, chamada de

grafos de incidência [Havet e Thomassé, 2009]. Havet et al. provaram ainda que o resultado

também é válido para grafos planares [Havet et al., 2010]. Calamoneri organizou os principais

resultados obtidos sobre a L(2,1)-coloração em [Calamoneri, 2011].

Neste capı́tulo mostraremos um algoritmo FPT(Fixed-Parameter Tractable) para determi-

nar uma λ -coloração ótima para um (q,q− 4)-grafo qualquer, este algoritmo determina esta

coloração em tempo polinomial se considerarmos que q é um inteiro fixo. Também provamos
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que a conjectura de Griggs-Yeh é válida para os grafos P4-esparsos, P4-laden e para alguns

(q,q−4)-grafos conexos.

3.2 Complexidade do Problema de L(2,1)-coloração

Nesta seção apresentaremos a prova da NP-completude do problema de L(2,1)-coloração

como mostrada por Griggs e Yeh em [Griggs e Yeh, 1992]. Apresentaremos esta prova pois foi

a primeira apresentada para este problema, além de ser bastante simples em relação às demais.

Lema 3.3 ( [Griggs e Yeh, 1992]) Dado um grafo G. As seguintes afirmações são equivalen-

tes:

1. Existe uma função injetiva f : V (G)→ [0, |V (G)|−1], tal que | f (x)− f (y)| ≥ 2 para todo

xy ∈ E(G);

2. G possui um caminho hamiltoniano.

Prova: Seja f uma função que satisfaz a afirmação (1). Como f é injetiva, a função f−1 existe.

Agora ordene os vértices de G da seguinte maneira: vi = f−1(i), 0 ≤ i ≤ |V (G)| − 1. Assim

vi é adjacente a vi+1 em G, uma vez que | f (vi)− f (vi+1)| = 1 e portanto vivi+1 /∈ E(G). Logo

v0,v1, . . . ,v|V (G)|−1 formam um caminho hamiltoniano em G.

Seja P = v0,v1, . . . ,v|V (G)|−1 um caminho hamiltoniano em G. Defina a função f : V (G)→
[0, |V (G)|−1] como f (vi) = i, 0≤ i≤ |V (G)|−1. É fácil ver que f é injetiva. Seja xy ∈ E(G),

então f (x) = f (vi) = i e f (y) = f (v j) = j para algum i, j ∈ [0, |V (G)|−1]. Como xy ∈ E(G), i

e j não podem ser consecutivos pois x não é vizinho de y em G, ou seja | f (x)− f (y)| ≥ 2. Logo

f satisfaz a afirmação (1). �

A partir do Lema anterior podemos definir o seguinte problema de decisão.

Coloração injetiva de distância 2(IDL)

Instância: Grafo G = (V,E).

Pergunta: Existe uma função injetiva f : V (G)→ [0, |V (G)|−1], tal que | f (x)− f (y)| ≥ 2

para todo xy ∈ E(G)?

A NP-completude de (IDL) é consequência direta do Lema 3.3 e da NP-completude do

problema de caminho hamiltoniano.

Considere agora a seguinte forma do problema de L(2,1)-coloração:
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Coloração de distância 2(DL)

Instância: Grafo G = (V,E) com diâmetro 2.

Pergunta: λ (G)≤ |V (G)|?

Teorema 3.4 ( [Griggs e Yeh, 1992]) (DL) é NP-completo.

Prova: Para mostrar que (DL) é NP-completo faremos uma redução de (IDL) para (DL). Seja

G = (V,E) uma instância de (IDL). Construa o grafo G′ tal que V (G′) =V (G)∪{v∗} e faça v∗

ser adjacente a todos os vértices de V (G). Então temos que V (G′) =V (G)+1 e o diâmetro de

G′ é 2.

Resta-nos apenas mostrar que existe uma função injetiva f : V (G)→ [0, |V (G)|−1], tal que

| f (x)− f (y)| ≥ 2 para todo xy ∈ E(G) se e somente se λ (G′)≤ |V (G′)|.

Suponha que existe uma função f que satisfaz as condições acima. Defina g(v) = f (v)

para todo v ∈ V (G) e g(v∗) = |V (G)|+1 = |V (G′)|. É facil ver que g é uma L(2,1)-coloração

mı́nima de G′. Logo λ (G′) = |V (G′)|.

Agora suponha que λ (G′)≤ |V (G′)|, isto é, existe uma coloração g que utiliza um intervalo

de cores com span no máximo |V (G)|+ 1 para colorir G′. Suponha que g(v∗) 6= 0 e g(v∗) 6=
|V (G)|+1, então nenhum vértice v ∈ V (G) poderia usar as cores g(v∗), g(v∗)−1 e g(v∗)+1.

Uma contradição, uma vez que desta maneira terı́amos |V (G)| − 1 cores para colorir |V (G)|
vértices com cores distintas.

Assim temos que g(v∗) é 0 ou V (G)+1. Se g(v∗) = 0 definimos f : V (G)→ [0, |V (G)|−1]

como f (v) = g(v)− 2. Se g(v∗) = V (G)+ 1 então definimos f (v) = g(v) e obtemos a função

injetiva f desejada. �

3.3 L(2,1)-Coloração de (q,q−4)-grafos

Nesta seção apresentamos um algoritmo FPT para encontrar uma λ -coloração ótima de

um (q,q− 4)-grafo, para tanto utilizamos a caracterização deste tipo de grafos apresentada no

Corolário 2.2.

Se G=G1∪G2 é a união disjunta de dois grafos G1 e G2, é fácil ver que λ (G)=max
{

λ (G1),

λ (G2)
}

, pois toda cor usada em G1 também pode ser usada em G2 e vice-versa. Portanto, no

restante da seção consideraremos que G é conexo.
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Dado um grafo G, denota-se por c(G) o menor número de caminhos disjuntos necessários

para cobrir todos os vértices de G. O seguinte Teorema relaciona λ (G) com c(G).

Teorema 3.5 ( [Georges et al., 1994]) Se G é um grafo com n vértices, temos que

(a) λ (G)≤ n−1 se e somente se c(G) = 1.

(b) Para r ≥ 2, λ (G) = n+ r−2 se e somente se c(G) = r.

Intuitivamente, dada uma cobertura de caminhos no complemento G de G, podemos obter

uma λ -coloração onde cada vértice tem uma cor distinta do seguinte modo: a cor do (i+ 1)-

ésimo vértice do j-ésimo caminho é igual à cor do i-ésimo vértice do mesmo caminho mais um,

para i > 1, e a cor do primeiro vértice do ( j+1)-ésimo caminho é igual à cor do último vértice

do j-ésimo caminho mais dois para j > 1 (a cor do primeiro vértice do primeiro caminho é 0).

(d) Grafo G

0

1

2

4

5

6

7

(e) Obtenção
de uma L(2,1)-
coloração a partir
de uma cobertura
por caminhos de G

Note que se conhecemos λ (G), pelo Teorema 3.5, podemos determinar a quantidade mı́nima

de caminhos necessários para cobrir todos os vértices de G. O inverso no entanto não é ver-

dadeiro. Babel et al. mostraram que podemos determinar c(G) em tempo polinomial para um

(q,q−4)-grafo G com q fixo em [Babel et al., 2001].

Corolário 3.6 ( [Georges et al., 1994]) Sejam G1 e G2 grafos com n1 e n2 vértices respectiva-

mente e seja G = G1∨G2 o grafo resultante da junção de G1 e G2. Então

λ (G) = max
{

n1−1, λ (G1)
}

+ max
{

n2−1, λ (G2)
}

+2
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Usando o Corolário 3.6 podemos determinar o valor de λ (G), onde G é uma aranha magra

e, além disso, mostramos uma L(2,1)-coloração ótima de G.

Lema 3.7 Seja G uma aranha magra com partição (R,C,S), tal que |C| = |S| = k > 3. Se

R = /0, então λ (G) = 2k−2. Caso contrário λ (G) = max
{
|R|−1,λ (G[R])

}
+ 2k.

Prova:

Começaremos com o caso em que R 6= /0.

Considere uma λ -coloração mı́nima f de G[C∪R]. Seja si um vértice de S e ci o vértice de

C adjacente a si.

Pelo Corolário 3.6, tem-se λ (G[C∪R]) = max
{
|C|−1,λ (G[C])

}
+max

{
|R|−1,λ (G[R])

}
+

2. Como C induz uma clique, as cores atribuı́das aos seus vértices devem ter uma diferença de

duas unidades entre si. Sendo assim λ (G[C]) = 2k− 2; logo λ (G) ≥ λ (C∪R) = max
{
|R|−

1,λ (G[R])
}
+2k.

Observe que ao colorirmos G[C] com estas 2k− 2 cores, k− 1 cores não são de fato utili-

zadas, além disso, há pelo menos outra cor que não é usada visto que as cores de G[R] e G[C]

devem ter uma diferença de pelo menos 2 unidades. Observe também que para cada vértice si ε

S apenas duas dentre essas k cores não podem ser atribuidas a si, a saber, f (ci)−1 e f (ci)+1.

Como k > 3, temos sempre uma cor viável para atribuir a qualquer vértice si de S e podemos

estender f ao grafo inteiro. Assim temos uma λ -coloração de G com max
{
|R|−1,λ (G[R])

}
+

2k, logo λ (G) = max
{
|R|−1,λ (G[R])

}
+ 2k.

Agora considere o caso em que R = /0.

Podemos colorir os vértices da clique com um intervalo de 2k− 2 cores. Como anterior-

mente k−1 das cores deste intervalo não são utilizadas de fato. Assim, pelos mesmos motivos

ressaltados acima, temos sempre uma cor viável para atribuir aos vértices de S dentro do inter-

valo.

�

O caso em que G é uma aranha magra com |C|< 3 é tratado no Teorema 3.10.

No lema abaixo observe que |C| > 1, uma vez que G é conexo, e que se |C| = 2 então G

também é uma aranha magra. Sendo assim podemos supor que |C|> 2.

Lema 3.8 Seja G uma aranha com partição (R,C,S) e k = |C|= |S|. Se G é uma aranha gorda
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com k > 2, então

λ (G) =

λ (G[R])+2k, se λ (G[R])≥ |R|+
⌈ k

2

⌉
−2

|V (G)|+
⌈ k

2

⌉
−2, caso contrário.

Prova:

Primeiramente devemos observar que o complemento de uma aranha gorda com partição

(R,C,S) é uma aranha magra com partição (R,S,C).

Se λ (G[R]) ≥ |R|+
⌈ k

2

⌉
− 2 e

⌈ k
2

⌉
≥ 2 então, de acordo com o Teorema 3.5, temos que

c(G[R]) ≥
⌈ k

2

⌉
. Ou seja, o grafo G[R] precisa de pelo menos

⌈ k
2

⌉
caminhos disjuntos para ser

coberto totalmente. Neste caso, iremos mostrar que é possı́vel cobrir todo G usando apenas

c(G[R]) caminhos.

Formamos um caminho usando os vértices c j de C e seu adjacente s j em S. Como todos

os vértices de R são adjacentes a s j em G podemos agregar um dos caminhos em G[R] ainda

não utilizados e finalizamos utilizando os vertices s j+1 e c j+1. Realizamos o processo para todo

1 ≤ j ≤ k ı́mpar. Desta maneira, cobrimos S∪C utilizando
⌈ k

2

⌉
caminhos de G. Basta apenas

usar os caminhos restantes em G[R] para cobrir G completamente.

Observe que, c(G) ≥ c(G[R]) uma vez que não podemos utilizar vértices de S para unir

dois caminhos de G[R] de forma a obter uma cobertura menor que c(G[R]), pois ao fazê-lo os

vértices de C adjacentes a eles formarão um caminho com um único vértice.

Como apresentamos uma cobertura de tamanho c(G[R]) de G, então c(G) = c(G[R]). Logo,

pelo Teorema 3.5, λ (G) = |R|+ |C|+ |S|+c(G)−2= |R|+c(G[R])−2+ |C|+ |S|= λ (G[R])+

2k.

Agora suponha que λ (G[R])< |R|+
⌈ k

2

⌉
−2. Pelo Teorema 3.5, então temos que, c(G[R])<⌈ k

2

⌉
. Ou seja, G[R] precisa de menos que

⌈ k
2

⌉
caminhos disjuntos para ser coberto totalmente.

É fácil ver que o número mı́nimo de caminhos usados para cobrir o corpo e as patas de uma

aranha magra é
⌈ k

2

⌉
, uma vez que todos os k vértices que formam as patas da aranha possuem

grau 1. Assim temos que c(G)≥
⌈ k

2

⌉
. Resta-nos apenas apresentar uma cobertura de caminhos

de G com
⌈ k

2

⌉
caminhos para termos o resultado. A formação destes caminhos é similar ao

caso anterior. Formamos um caminho usando os vértices c j de C e seu adjacente s j em S.

Como todos os vértices de R são adjacentes a s j em G, podemos agregar um dos caminhos em

G[R] ainda não utilizados e finalizamos utilizando os vertices s j+1 e c j+1. Procedemos desta

maneira para j = 1,3,5, . . ., até que os caminhos em G[R] sejam todos utilizados. Quando isto

ocorrer, continuamos o mesmo procedimento exceto que, como não há mais caminhos em G[R],
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os caminhos serão compostos apenas por c j, s j, s j+1 e c j+1, até que j atinja |C| ou |C|−1. Logo

temos que c(G) =
⌈ k

2

⌉
e, pelo Teorema 3.5, λ (G) = |V (G)|+

⌈ k
2

⌉
−2.

�

Lema 3.9 Seja q um inteiro fixo. Seja G um grafo com mais de 2q vértices que contém uma

p-componente separável H = (H1,H2) com menos que q vértices tal que todo vértice de G−H

é adjacente aos vértices de H1 e não-adjacente aos vértices de H2. Para cada cobertura ψ por

caminhos de H, sejam β1(ψ), β2(ψ) e β3(ψ), respectivamente, o número de caminhos de ψ

com extremidades em H1, o número de caminhos de ψ com extremidades em H2 e o número de

caminhos de ψ com uma extremidade em H1 e outra em H2. Então,

c(G) = min
ψ∈C(H)

{
max

{
c(G−H)−β1(ψ),

⌈
β3(ψ)

2

⌉
,1
}
+β2(ψ)

}
onde C(H) é o conjunto de todas as coberturas por caminhos de H. Além disso, dada uma

cobertura por caminhos mı́nima de G−H, é possı́vel obter em tempo linear uma cobertura por

caminhos mı́nima de G.

Prova:

Seja ∆ uma cobertura por caminhos de G−H e seja ψ uma cobertura qualquer por caminhos

de H. Sejam B1, B2 e B3, respectivamente, o conjunto dos caminhos de ψ com extremidades

em H1, o conjunto dos caminhos de ψ com extremidades em H2 e o conjunto dos caminhos

de ψ com uma extremidade em H1 e outra em H2. Portanto, |B1| = β1(ψ), |B2| = β2(ψ) e

|B3|= β3(ψ).

Observe que se |∆|< |B1|+ |B3|/2, podemos partir alguns caminhos de ∆ para obter |∆|=
|B1|+ d|B3|/2e, visto que G−H tem mais do que q vértices. Logo, podemos assumir que

|∆| ≥ |B1|+ d|B3|/2e.

Para cada i = 1, . . . , |B1|, ligue a segunda extremidade do i-ésimo caminho de ∆ com a

primeira extremidade do i-ésimo caminho de B1 e ligue a segunda extremidade do i-ésimo

caminho de B1 com a primeira extremidade do (i+1)-ésimo caminho de ∆. Esse procedimento

obtém apenas um caminho em G a partir de |B1|+1 caminhos de ∆ e dos caminhos de B1.

Seja Ω o conjunto do caminho formado por esse procedimento juntamente com os caminhos

de ∆ não utilizados e os caminhos de B2.

Para i= 1, . . . , |B3|, ligue a extremidade do i-ésimo caminho de B3 que está em H1 a primeira

(se i for par) ou segunda (se i for ı́mpar) extremidade do di/2e-ésimo caminho não utilizado de

Ω\B2. Substitua os caminhos de Ω utilizados nesse passo pelos gerados.
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Com isso, obtemos uma cobertura por caminhos de G com |∆| − |B1|+ |B2| caminhos.

Portanto, c(G) ≤ |∆|− |B1|+ |B2|. Como isso vale para qualquer ψ ∈C(H), então vale para o

valor mı́nimo entre todas as coberturas em C(H).

Seja agora Γ uma cobertura mı́nima de G. Sejam ∆ e ψ respectivamente as coberturas de

G−H e de H por caminhos induzidas por Γ. Sejam B1, B2 e B3 definidos como anteriormente.

Claramente, os caminhos em B2 são também caminhos de Γ.

Agora suponha que existe um caminho P em ψ ∩Γ com uma extremidade u em H1. Logo,

não existe nenhum caminho em Γ com extremidade em G−H, pois caso contrário ligando tal

extremidade a u obtem-se uma cobertura por caminhos de G menor do que Γ, o que seria uma

contradição. Agora, observe que, como V (G−H) tem pelo menos q vértices e V (H) tem menos

do que q vértices, existe ao menos uma aresta vw ∈ E(G−H) contida em algum caminho P′

de Γ. Seja P′v o subcaminho de P′ contendo v e não contendo w. Substituindo P e P′ em Γ por

P′v +P e P′−P′v obtemos uma cobertura por caminhos de G de mesmo tamanho que Γ e que

possui menos extremidades de caminhos em H1. Como a quantidade de extremidades em H1 é

finita, podemos repetir o processo até que não sobre nenhum caminho com extremidade em H1

em Γ∩ψ .

Temos então que todo caminho em B1∪B3 está ligado em Γ a algum caminho de ∆. É fácil

ver que a forma mais eficiente de ligar este caminhos é como descrito anteriormente. Desta

forma, temos que |∆| ≥ |B1|+ d|B3|/2e. Daı́, como B2 ⊆ Γ, temos que:

c(G) = ∆−|B1|+ |B2| ≥ c(G−H)−β1(ψ)+β2(ψ)

Como isso vale para ψ , vale também para o mı́nimo entre todas as coberturas em C(H).

�

Teorema 3.10 Seja q um inteiro fixo. Dado um (q,q−4)-grafo G, podemos obter uma L(2,1)-

coloração mı́nima de G e determinar o número λ -cromático λ (G) em tempo O((2q)4q ·n).

Prova: Pelo Corolário 2.2, temos que G é uma união disjunta, uma junção, uma aranha ou

possui uma p-componente separável com menos do que q vértices. Os casos de junção e aranha

são resolvidos pelo Corolário 3.6 e pelos Lemas 3.7 e 3.8, com exceção de aranhas magras com

k ≤ 2.

No caso em que G possui uma p-componente separável H com menos do que q vértices,

temos que G é também um (q,q− 4)-grafo e que H é uma p-componente separável de G com

menos do que q vértices. Se G tem no máximo 2q vértices, podemos gerar todas as L(2,1)-
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colorações possı́veis de G em tempo O((2q)4q). Senão, pelo Lema 3.9, conseguimos calcular

c(G) gerando todos as coberturas por caminhos de H. Uma vez que H tem menos do que q

vértices, |C(H)| ≤ qq.

Pelo Teorema 3.5, se c(G)> 1, então λ (G) = |V (G)|+c(G)−2. Precisamos então analisar

o caso em que c(G) = 1.

Observando a fórmula do Lema 3.9, é fácil ver que c(G−H)< q. Note que os vértices de

G−H devem ter cores diferentes entre si e não podem usar cores de H1 nem de H2 (todo vértice

de H2 tem um vizinho em H1, que por sua vez está ligado a todo vértice de G−H). Os únicos

vértices que podem eventualmente usar cores iguais são os vértices de H2.

Seja G′ o grafo obtido de G substituindo G−H por uma clique de tamanho c(G−H).

Intuitivamente, cada vértice dessa clique representa um caminho de G−H. Note que G′ tem no

máximo 2q vértices.

Queremos provar que uma λ -coloração ótima de G′ produz uma λ -coloração ótima de G.

Considere uma λ -coloração mı́nima de G′. A cada cor usada em algum vértice de G′−H

podemos associar um intervalo de cores do tamanho do caminho representado por este vértice.

Aplicando este procedimento sucessivamente, obtemos uma λ -coloração de G com λ (G′)+

|V (G−H)|− c(G−H).

Considere agora uma λ -coloração mı́nima de G. Seja r o número de intervalos de in-

teiros consecutivos que são cores de G−H. Claramente r ≥ c(G−H) senão terı́amos uma

cobertura por caminhos de G−H de tamanho menor do que o mı́nimo. Seja G′′ o grafo ob-

tido de G substituindo G−H por uma clique de tamanho r. Aplicando o procedimento an-

terior, podemos obter a L(2,1)-coloração mı́nima original de G a partir da L(2,1)-coloração

de G′′ usando λ (G′′)+ |V (G−H)| − c(G−H). Como G′ é subgrafo induzido de G′′, então

λ (G′′) ≥ λ (G′). Logo a coloração de G induzida por G′ tem no máximo o mesmo número

de cores que a coloração mı́nima e, portanto, também é ótima. Como G′ tem no máximo 2q

vértices, podemos obter uma λ -coloração mı́nima em tempo O((2q)4q).

Observe que o raciocı́nio acima pode ser aplicado para aranhas magras com k≤ 2, uma vez

que nosso algoritmo obtém λ (G[R]) e, por consequência, c(G[R]). �

3.4 Conjectura de Griggs-Yeh para Grafos P4-Esparsos

Como mencionado na introdução deste capı́tulo, dentre os problemas relacionados a L(2,1)-

coloração, a conjectura de Griggs e Yeh é um dos mais estudados na literatura.
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Conjectura 3.11 ( [Griggs e Yeh, 1992]) Seja G um grafo qualquer, se ∆(G)≥ 2 então λ (G)≤
∆(G)2.

No mesmo artigo em que propuseram a conjectura, Griggs e Yeh observaram que um al-

goritmo guloso usa, no pior caso, um intervalo com ∆(G)2 + 2∆(G) cores. Jonas mostrou

em [Jonas, 1993] que este limite poderia ser melhorado para ∆(G)2 +2∆(G)−4. Chang e Kuo

mostraram então que λ (G)≤ ∆(G)2 +∆(G) [Chang e Kuo, 1996]. O melhor limite conhecido

é ∆(G)2 +∆(G)− 2 e foi mostrado por Gonçalves em [Gonçalves, 2008] utilizando o mesmo

algoritmo de Chang e Kuo.

Um limite natural para λ (G), dado um grafo G com n vértices é 2n− 2. Este limite pode

ser facilmente obtido se colorirmos, iterativamente, cada vértice com uma cor 2 unidades maior

que a última cor utilizada. Este limite será muito utilizado nas provas a seguir.

Definição 3.12 Um grafo G é P4-esparso se todo subgrafo induzido de G com 5 vértices, possui

no máximo um P4 induzido.

Jamison e Olariu provaram o seguinte teorema que caracteriza de forma recursiva a classe

dos grafos P4-esparsos:

Teorema 3.13 ( [Jamison e Olariu, 1992]) Um grafo G é P4-esparso se, e somente se, todo

subgrafo H induzido em G com no mı́nimo 2 vértices, satisfaz uma das seguintes afirmações:

1. H é desconexo

2. H é desconexo

3. H é isomorfo a uma aranha

Observe que a primeira situação corresponde a operação de União Disjunta entre dois gra-

fos P4-esparsos. Esta operação preserva a validade da conjectura, isto é dado dois grafos que

obedecem a conjectura, o grafo resultante da operações de União entre eles, também obedecerá

a conjectura. Sendo assim nos resta apenas mostrar que o segundo e o terceiro caso também

tem esta propriedade.

Começaremos analisando o caso em que G é desconexo.

Lema 3.14 Se G é tal que G é desconexo e ∆(G) = ∆≥ 2 então λ (G)≤ ∆2.



25

Prova: Se G é desconexo existe uma partição de V (G) em dois conjuntos não vazios V1 e V2 tal

que uv ∈ E(G) para todo u ∈V1 e para todo v ∈V2. Considere |V1|= n1 ≥ n2 = |V2|.

Como os vértices de V2 são adjacentes a todos os vértices de V1 então ∆2 ≥ n1
2. Pelo

Corolário 3.6 temos que λ (G)=max
{

n1−1,λ (G[V1])
}
+max

{
n2−1,λ (G[V2])

}
+2≤ 2n1−

2+2n2−2+2≤ 4n1−2. Se n1 ≥ 4 então ∆2 ≥ n2
1 ≥ 4n1−2≥ λ (G) que satisfaz a conjectura.

Se n1 = 3 e existirem arestas entre vértices de V2 então ∆2 ≥ 16 e λ (G)≤ 10 e a conjectura

é respeitada. Caso n1 = 3 e V2 for um conjunto independente temos, pelo Corolário 3.6, que

λ (G)≤ 8 < 9≤ ∆2.

Se n1 = n2 = 2 e existirem arestas entre os vertices de V1 ou entre os vertices de V2 então

∆2 ≥ 9 e λ (G) ≤ 6 e a conjectura é respeitada. Caso n1 = n2 = 2 e tanto V1 como V2 forem

conjuntos independentes temos, novamente pelo Corolário 3.6, que λ (G) = ∆2 = 4. No caso

de n1 = 2 e n2 = 1 temos um P3 ou um K3 para os quais a conjectura é válida. A conjectura

também é obviamente válida quando n1 = 1 uma vez que neste caso temos um P2. �

Nos voltamos agora para o caso em que G é isomorfo a uma aranha.

Lema 3.15 Se G é uma aranha magra com partição (R,C,S) e grau máximo ∆ > 1 então,

λ (G)≤ ∆2.

Prova: Admita |C|= c e |R|= r. É fácil ver que ∆ = r+ c, logo ∆2 = r2 +2rc+ c2.

Pelo Lema 3.7, sabe-se que se c > 3 então λ (G) = max{r−1,λ (G[R])} + 2c.

Se c≤ 3 e R 6= /0, pelo Corolário 3.6, λ (G[C∪R]) = max{r−1,λ (G[R])}+2c, além disso

podemos atribuir mais uma cor aos vértices de S e obtemos uma λ -coloração de G, logo λ (G)≤
max{r−1,λ (G[R])}+2c+1. Uma vez que λ (G[R])≤ 2r−2 então λ (G)≤ 2r+2c−1 que é,

claramente, menor que r2 +2rc+ c2 = ∆2, pois c 6= 0.

Se c≤ 3 e R = /0 temos as seguintes L(2,1)-colorações:

0 4

2

3 1

5
(f) Grafo Aranha com |C|= 3 e R = /0

0 32 1

(g) Grafo Aranha com |C|= 2 e R = /0

Se c = 1 e R = /0, então ∆ = 1.
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�

Lema 3.16 Se G é uma aranha gorda com partição (R,C,S) e o grau máximo ∆ > 1 então,

λ (G)≤ ∆2

Prova: Admita |C| = c e |R| = r. É fácil ver que ∆ = r+ 2c− 2, assim temos que ∆2 = r2 +

4rc−4r+4c2−8c+4. Pelo Lema 3.8 temos que:

λ (G) =

λ (G[R])+2c, se λ (G[R])≥ r+
⌈ c

2

⌉
−2

|V (G)|+
⌈ c

2

⌉
−2, caso contrário.

Para analisarmos o primeiro caso, devemos observar que λ (G[R])≤ 2r−2 . Assim temos,

∆2 = r2 + 4rc− 4r+ 4c2− 8c+ 4 ≥ 2r− 2+ 2c ≥ λ (G), pois c ≥ 3 e portanto a conjectura é

respeitada.

O segundo caso é ainda mais simples, visto que temos ∆2 = r2 +4rc−4r+4c2−8c+4≥
2c+ r+

⌈ c
2

⌉
−2 = λ (G) uma vez que c≥ 3, logo a conjectura também é respeitada.

�

Pelos Lemas 3.15 e 3.16 temos o seguinte resultado:

Teorema 3.17 Para qualquer grafo P4-esparso G, com grau máximo ∆ > 1, λ (G)≤ ∆2.

3.5 Conjectura de Griggs-Yeh para (q,q−4)-Grafos conexos

Como observamos na seção anterior todo grafo aranha G obedece a Conjectura 3.11, o

mesmo é válido para qualquer grafo G cujo complemento é desconexo. Logo para verificarmos

essa conjectura dentre os (q,q− 4)-grafos conexos devemos observar apenas o caso (d) do

Corolário 2.2.

Lema 3.18 Seja q um inteiro fixo. Seja G um grafo com mais de 3q
2 vértices que contém uma

p-componente separável H = (H1,H2) com menos que q vértices tal que todo vértice de G−H

é adjacente aos vértices de H1 e não-adjacente aos vértices de H2. Se ∆(G) = ∆ ≥ 2 então

λ (G)≤ ∆2.

Prova: Considere |V (G−H)| = r. Dado um vértice v ∈ H1 temos que d(v) ≥ r+ 2, uma vez

que v é adjacente a todos os vértices de G−H, a pelo menos um vértice em H1 e a pelo menos

um vértice em H2. Sendo assim ∆2 ≥ r2 +4r+4.
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Sabemos que λ (G)≤ 2|V (G)|−2≤ 2r+2q−2. Logo, como G possui mais que 3q
2 vértices,

r ≥ q
2 . Sendo assim temos que ∆2 ≥ r2 +4r+4≥ 2r+2q−2≥ λ (G). �

Teorema 3.19 Para todo (q,q− 4)-grafo conexo G com mais de 3q
2 vértices e grau máximo

∆ > 1, temos que λ (G)≤ ∆2. Além disso se G é um (q,q−4)-grafo desconexo tal que todas as

suas componentes conexas tenham mais que 3q
2 vértices então λ (G)≤ ∆2.

Prova: O caso em que G é conexo seque diretamente do Corolário 2.2 e dos Lemas 3.15, 3.16,

3.14 e 3.18.

Seja agora o caso em que G é desconexo. Seja U(G) o conjunto de todas as componentes

conexas de G, temos que λ (G) = max
{

λ (H)|H ∈ U(G)
}

. Como ∆ > 1 então λ (G) ≥ 3.

Admita agora uma componente H que satisfaz max
{

λ (H)|H ∈U(G)
}

, certamente ∆(H)> 1,

caso contrário λ (H)≤ 2. Então pelos Lemas 3.14, 3.15, 3.16 e 3.18, λ (H)≤ ∆(H)2 no entanto,

como ∆(H)≤ ∆, então λ (G)≤ ∆2. �

3.6 Conjectura de Griggs-Yeh para Grafos P4-Laden

Definição 3.20 Um grafo G é P4-laden se todo subgrafo induzido de G com até seis vértices

contém no máximo dois P4’s induzidos ou é um grafo split.

Nesta seção nós investigamos a Conjectura de Griggs-Yeh para grafos P4-Laden introdu-

zidos por Giakoumakis em [Giakoumakis, 1996]. Tais grafos possuem uma decomposição

bastante semelhante aos grafos estudados anteriormente. No entanto antes de abordarmos tal

decomposição é necessário definirmos alguns novos tipos de grafos.

Dado um grafo split G com partição (C,S) dos vértices, onde S é um conjunto independente

e C uma clique, dizemos que G é original se todo vértice de S possui um não vizinho em C e

todo vértice de C possui um vizinho em S.

Definição 3.21 Um grafo G é pseudo-split se seu conjunto de vértices possui uma partição

(R,C,S) tal que S∪C induz um grafo split original com partição (C,S) e todo vértice de R é

adjacente a todo vértice de C e não-ajacente a todo vértice de S.

Definição 3.22 Uma quase-aranha é um grafo obtido de uma aranha (R,C,S) com no máximo

um vértice de S∪C substituı́do por um grafo K2 ou K2 (respeitando-se as adjacências).
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Após definirmos grafos pseudo-split e quase-aranhas podemos avançar para a decomposição

dos grafos P4-laden.

Lema 3.23 ( [Giakoumakis, 1996]) Um grafo G é P4-laden se e só se exatamente uma das

condições abaixo é satisfeita:

(a) G é a união disjunta de dois ou mais grafos P4-laden.

(b) G é a junção de dois ou mais grafos P4-laden.

(c) G é uma quase-aranha, tal que a cabeça induz um grafo P4-laden.

(d) G é pseudo-split, tal que a cabeça induz um grafo P4-laden.

(e) G é isomorfo a P5 ou P5.

(f) V(G) é vazio ou tem apenas um elemento.

Os casos (a) e (b) já foram resovidos nas seções anteriores.Os itens (e) e ( f ) são triviais.

Sendo assim resta-nos apenas examinar os casos em que G é uma quase-aranha ou em que G é

pseudo-split.

Começaremos com o caso especial em que G é pseudo-split com |R|= 0 e |C|= 2.

Lema 3.24 Seja G pseudo-split com partição (R,C,S) e grau máximo ∆ > 1. Se |R| = 0 e

|C|= 2, então λ (G)≤ ∆2.

Prova: Sejam C = {c1,c2} e S1 e S2 os subconjuntos dos vértices de S que estão ligados res-

pectivamente à c1 e c2. Observe que S1 e S2 são não-vazios e disjuntos, uma vez que todo

vértice de S deve ter pelo menos um não vizinho em C e G é conexo. Temos também que

∆ = max{|S1|, |S2|}+1.

Primeiro provamos que se |S1| 6= |S2| então podemos colorir o grafo com max{|S1|, |S2|}+2

cores. Suponha s.p.d.g que |S1| > |S2| então atribuimos a cor 0 à c1 e a cor 2 à c2. Para

i = 1, . . . , |S1| atribuı́mos a cor i+2 ao i-ésimo vértice de S1 e para j = 1, . . . , |S2| atribuı́mos a

cor j+3 ao j-ésimo vértice de S2.

Se |S1|= |S2| então podemos colorir G com |S2|+3 cores da mesma maneira que mostramos

acima. Assim temos λ (G)≤max{|S1|, |S2|}+3≤ (max{|S1|, |S2|})2+2max{|S1|, |S2|}+1 =

∆2. �
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Lema 3.25 Se G é pseudo-split com partição (R,C,S) e grau máximo ∆ > 1, então λ (G)≤ ∆2.

Prova: Observe que se u ∈ C e v ∈ R então |N(u)| ≥ |N(v)| uma vez que C é uma clique e R

é completo a C. O mesmo é válido caso v esteja em S, uma vez que S é um conjunto estável.

Logo, existe algum vértice em C cujo grau é máximo em G. Finalmente, observe que, pelo

princı́pio da casa dos pombos, existe algum vértice de C que é adjacente a pelo menos
⌈
|S|
|C|

⌉
vértices de S. Logo:

∆ ≥ |R|+ |C|−1+
⌈
|S|
|C|

⌉
(3.1)

Se adicionarmos todas as arestas que faltam entre C e S, teremos um novo grafo G′ tal que

λ (G′)≥ λ (G). Observe que G′ é obtido de uma junção entre os grafos G[R∪S] e G[C]. Logo,

pelo Corolário 3.6, temos que:

λ (G′) = max{|R∪S|−1,λ (G[R])}+2|C| (3.2)

Pois λ (G[R∪S]) = λ (G[R]) uma vez que não existem arestas entre R e S e S é um conjunto

independente.

Como λ (G[R])≤ 2|R|−2 e considerando |S|= s, |R|= r e |C|= c, temos:

λ (G′) ≤

r+ s−1+2c, se r+ s−1≥ λ (G[R])

2r−2+2c, caso contrário.

Pela Equação 3.1, sabemos que ∆ ≥ r+ c. Logo, no segundo caso temos ∆2 ≥ (r+ c)2 ≥
2(r+ c−1)c≥ λ (G′).

Agora considere o caso em que r + s− 1 ≥ λ (G[R]). Se s ≤ c, então temos que ∆2 ≥
r2+2rc+c2 ≥ r+3c−1≥ r+ s+2c−1, exceto no caso em que r = 0 e c = 2, que é resolvido

pelo Lema 3.24.

Se s > c então queremos mostrar que:

∆
2 ≥ r2 +2rc+2r

⌈ s
c

⌉
−2r+ c2 +2c

⌈ s
c

⌉
−2c+

⌈ s
c

⌉2
−2
⌈ s

c

⌉
+1≥ r+ s+2c−1≥ λ (G)

(3.3)

Para isso consideramos os casos em que r 6= 0 e r = 0.

Se r 6= 0 então,
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• r2 ≥ 0,

•
⌈ s

c

⌉2−2
⌈ s

c

⌉
≥ 0, pois

⌈ s
c

⌉
≥ 2

• 2rc−2c+1≥ r,

• 2c
⌈ s

c

⌉
≥ s,

• c2 ≥ 2c,

• 2r
⌈ s

c

⌉
−2r ≥ 0.

Se r = 0 então,

• c2 +
⌈ s

c

⌉2−2c+1≥ 2c−1, pois
⌈ s

c

⌉
≥ 2,

• c
⌈ s

c

⌉
≥ s,

• (c−2)
⌈ s

c

⌉
≥ 0, pois c > 1.

�

Resta-nos apenas provar que toda quase-aranha também satisfaz a Conjectura 3.11.

Lema 3.26 Se G é um grafo quase-aranha magra com partição (R,C,S) e grau máximo ∆ > 1

então, λ (G)≤ ∆2.

Prova: Se G for uma aranha magra então temos o resultado pelo Lema 3.15. Sendo assim

podemos assumir que G é uma aranha magra que possui um vértice duplicado em C∪S. Cha-

maremos este par de vértices de v e v′. Tome |R|= r e c = max{|C|, |S|}−1.

Certamente ∆≥ r+c. Observe que se ignorarmos o vértice v′ temos exatamente as mesmas

restrições de colorirmos uma aranha magra. Sendo assim, como observado no Lema 3.15,

podemos fazer uma coloração parcial de G com max
{

r−1,λ (G[R])
}
+2c+1≤ 2r−2+2c+1

cores, na qual o único vértice não colorido é v′. Para evitarmos conflitos com os vértices já

coloridos podemos atribuir a v′ uma cor 2 unidades superior à maior cor da coloração parcial.

Assim temos que λ (G)≤ 2r+2c+1≤ r2+2rc+c2 ≤ ∆2 exceto nos casos em que (c = r = 1),

(c = 1, r = 0) e (c = 2 ,r = 0).

Nos casos em que (c = r = 1) e (c = 1,r = 0) temos ∆≥ 2 e λ (G)≤ 4.

No caso em que (c = 2,r = 0), quando o vértice duplicado ocorre em C temos ∆ ≥ 3 e

λ (G)≤ 5. Já quando o vértice duplicado pertence a S temos ∆≥ 2 e λ ≤ 4. �
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Usando uma abordagem parecida com a do lema anterior conseguimos provar o mesmo

resultado para quase-aranha gorda.

Lema 3.27 Se G é um grafo quase-aranha gorda com partição (R,C,S) e grau máximo ∆ > 1

então, λ (G)≤ ∆2.

Prova: Novamente se G for uma aranha gorda então temos o resultado pelo Lema 3.16. Sendo

assim podemos assumir que G é uma aranha gorda que possui um vértice duplicado em C∪S.

Chamaremos este par de vértices de v e v′. Tome |R|= r e c = max{|C|, |S|}−1. Observe que

c≥ 3 caso contrário G seria uma aranha magra ou seria desconexo.

Certamente ∆ ≥ r+2c−2, assim ∆2 ≥ r2 +4rc−4r+4c2−8c+4. Novamente devemos

observar que se ignorarmos o vértice v′ temos exatamente as mesmas restrições de colorirmos

uma aranha gorda. Sendo assim, como observado no Lema 3.8, o subgrafo G′ induzido por

V (G)− v′ possui número λ -cromático:

λ (G′) =

λ (G[R])+2c, se λ (G[R])≥ r+
⌈ c

2

⌉
−2

|V (G)|+
⌈ c

2

⌉
−2, caso contrário.

Da mesma forma em que fizemos no lema anterior para evitarmos conflitos, podemos ex-

pandir essa coloração de G′ para o grafo G, colorindo v′ com uma cor duas unidades superior à

maior cor atribuida na coloração parcial. Sendo assim temos que:

λ (G) ≤

λ (G[R])+2c+2, se λ (G[R])≥ r+
⌈ c

2

⌉
−2

|V (G)|+
⌈ c

2

⌉
, caso contrário.

No primeiro caso temos λ (G)≤ 2r−2+2c+2≤ r2 +4rc−4r+4c2−8c+4≤ ∆2, uma

vez que c≥ 3. Pelo mesmo motivo temos, no segundo caso, λ (G)≤ r+2c+
⌈ c

2

⌉
≤ r2 +4rc−

4r+4c2−8c+4≤ ∆2.

�

Teorema 3.28 Para todo grafo P4-laden G com grau máximo ∆ > 1, λ (G)≤ ∆2.

Prova: Se G for desconexo basta aplicar o resultado às componentes conexas de G. Se G tem

apenas um elemento o resultado é válido, uma vez que ∆ = 0. Se G for isomorfo a um P5 é

fácil observar que ∆ = 2 e λ (G) = 4. Se G for isomorfo a um P5 é fácil observar que ∆ = 3 e

λ (G) = 4. Os demais casos seguem diretamente dos Lemas 3.23, 3.14, 3.26, 3.27 e 3.25. �
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4 Algoritmos Exponenciais

4.1 Introdução

No Capı́tulo 3 abordamos o problema de L(2,1)-coloração para diversas classes especı́ficas

de grafos. Neste capı́tulo iremos estudar este problema para grafos gerais assim como uma

generalização da L(2,1)-coloração, a L(h,1)-coloração.

Enquando na L(2,1)-coloração vértices adjacentes deveriam ter cores com diferença pelo

menos 2, na L(h,1)-coloração esta diferença deve ser de no mı́nimo h. Mais formalmente

podemos escrever:

Definição 4.1 Uma função c: V (G)→ N é uma L(h,1)-coloração ou λ(h,1)-coloração de um

grafo G(V,E), se para cada u, v ∈ V (G) tem-se:

• se uv ∈ E(G) então |c(u)− c(v)| ≥ h;

• se a distância entre u e v é 2 então c(u) 6= c(v).

O número λ(h,1)-cromático, λ(h,1)(G), de um grafo G é o menor inteiro k tal que G possui

uma λ(h,1)-coloração com span k.

O problema de determinar se λ(h,1)(G)≤ k é obviamente NP-completo para qualquer k≥ 4,

uma vez que este problema é uma generalização da L(2,1)-coloração. Havet et al. mostraram

um algoritmo que computa λ (G) em tempo O(3.8730n) [Havet et al., 2011]. Esse algoritmo foi

melhorado em [Junosza-Szaniawski et al., 2011] e [Rzazewski et al., 2011] atingindo comple-

xidade O(3.2361n). Kratochvı́l et al. apresentaram ainda um novo algoritmo para o problema

da λ -coloração com complexidade O(2.2461n) em [Kratochvı́l et al., 2011].

No entanto, todos os algoritmos citados no parágrafo anterior utilizam uma quantidade de

memória exponencial em relação ao tamanho do grafo de entrada. Em [Liedloff et al., 2011]

Liedloff et al. mostraram um algoritmo exponencial com base constante que calcula λ (G)
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usando quantidade polinomial de memória em relação a G. Neste capı́tulo apresentaremos tal

algoritmo além de mostrarmos uma possı́vel adaptação do mesmo para calcular λ(h,1)(G) e as

dificuldades decorrentes dessa adaptação.

4.2 Algoritmo Exponencial para L(2,1)-coloração

O algoritmo que iremos apresentar nesta seção resolve, na verdade, um problema um pouco

mais geral que o de L(2,1)-coloração e foi originalmente apresentado em [Liedloff et al., 2011].

Seja G um grafo qualquer e Y,Z,M ⊆ V (G). Uma k-L̃M
Z (Y )-coloração de G é uma L(2,1)-

coloração parcial de G com intervalo de cores [1, . . . ,k] onde todos os vértices de Y são coloridos

de forma que os vértices de M não recebem a cor k e os vértices de Z não recebem a cor 1. Assim

como no problema da L(2,1)-coloração podemos definir o parâmetro ΛM
Z (Y,G) como o menor

k para o qual G admite uma k-L̃M
Z (Y )-coloração. Tal parâmetro é, por definição, igual a zero no

caso em que Y = /0.

Observe que ao atribuirmos as cores neste problema iniciamos com a cor 1, ao contrário do

que fazı́amos na L(2,1)-coloração quando iniciávamos usualmente com a cor 0. Além disso o

problema de encontrar λ (G) pode ser reduzido ao problema de encontrar ΛM
Z (Y,G), uma vez

que Λ /0
/0(V (G),G) = λ (G)+1.

Um subconjunto X ⊆V (G) é um 2-pacote em G se X é um conjunto independente e nenhum

par de vértices de X possuem um vizinho em comum. Observe que as classes de cores de uma

L(2,1)-coloração definem 2-pacotes.

Seja G um grafo, uma G-partição correta de Y ⊆V (G) é uma tripla (A,X ,B) tal que:

• Os conjuntos A,X ,B⊆ Y formam uma partição de Y .

• X é um 2-pacote não-vazio em G.

• |A| ≤ |Y |2 e |B| ≤ |Y |2

O algortimo utiliza uma abordagem de divisão e conquista. No princı́pio verificamos exaus-

tivamente se ΛM
Z (Y,G)≤ 3. Se este não for o caso então para cada G-partição correta (A,X ,B)

de Y aplicamos uma chamada recursiva do algoritmo para o conjunto A e para o conjunto B.

Para X precisamos apenas de uma cor visto que este é 2-pacote.

A ideia principal é resolver o subproblema de colorir A independentemente do subproblema

de colorir B. Para tanto, estabelecemos que os vértices de A recebem o intervalo de cores
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[1, . . . ,kA], os vértices de X recebem exatamente a cor kA + 1 e os vértices de B recebem o

intervalo de cores [kA + 2, . . . ,kA + kB + 1]. Observe que a importância do conjunto X reside

no fato que a cor atribuı́da a ele impõe uma diferença de pelo menos duas unidades entre as

cores utilizadas em A e cores utilizadas em B. Assim A e B podem ser coloridos de maneira

independente e devemos apenas nos preocupar com a vizinhança de X .

Algoritmo 1: Encontra-Λ(G,Y,Z,M)

Entrada: Grafo G e Conjuntos Y,Z,M ⊆V (G)
Saı́da: ΛM

Z (Y,G)
inı́cio1

se Y = /0 então2

retorna 0;3

para k← 1 até 3 faça4

se Existe uma k− L̃M
Z (Y )-coloração de G então5

retorna k;6

k← ∞;7

para cada G-partição correta (A,X ,B) de Y faça8

se (A = /0 e X ∩Z 6= /0) ou (B = /0 e X ∩M 6= /0) então9

kX ← 2;10

senão11

kX ← 1;12

kA← Encontra-Λ(G,A,Z,N(X));13

kB← Encontra-Λ(G,B,N(X),M);14

k←min{k,kA + kX + kB};15

retorna k;16

fim17

Liedloff et al. mostraram a corretude do Algoritmo 1 e provaram o seguinte Teorema:

Teorema 4.2 ( [Liedloff et al., 2011]) Dado um grafo G, λ (G) pode ser calculado em tempo

O(7.4922n) usando espaço polinomial de memória.

4.3 Algoritmo Exponencial para L(h,1)-coloração

Nesta seção daremos uma ideia de como adaptar o algoritmo anterior para calcularmos

λ(h,1)(G) e as dificuldades inerentes desta adaptação. Começaremos definindo um problema

auxiliar que usaremos para resolver a L(h,1)-coloração.

Definição 4.3 Dado um grafo G, conjunto Y ⊆ V (G) e famı́lias de subconjuntos de vértices

M = (M1, . . . ,Mh−1) e Z = (Z1, . . . ,Zh−1) e um inteiro h. Uma k− L̃M
Z (Y,h)-coloração de G
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é uma L(h,1)-coloração parcial de G com cores {1, . . . ,k}, onde todos os vértices de Y são

coloridos tais que:

• Os vértices em Mi não recebem as cores {k− h+ i+ 1, . . . ,k}, ou seja, as h− i últimas

cores.

• Os vértices em Zi não recebem as cores {1, . . . ,h− i}, ou seja, as h− i primeiras cores.

O parâmetro ΛM
Z (Y,h,G) é o menor k para o qual G admite uma k− L̃M

Z (Y,h)-coloração.

Tal parâmetro é, por definição, igual a zero no caso em que Y = /0. De maneira similar à

seção anterior temos que o problema de encontrar λ(h,1)(G) pode ser reduzido ao problema de

encontrar ΛM
Z (Y,h,G), uma vez que ΛM

Z (V (G),h,G) = λ(h,1)(G)+ 1, se para todo 1 ≤ i < h,

Mi = /0 e Zi = /0.

Uma familia de h−1 subconjuntos de vértices X = (X1, . . . ,Xh−1) é um h-pacote em G se⋃
1≤i<h Xi é um conjunto independente, tal que para todo par de vértices u,v∈ Xi, N(u)∩N(v) =

/0. Observe que em qualquer L(h,1)-coloração de G, um intervalo contı́guo de h−1 classes de

cor formam um h-pacote.

Dado um grafo G, uma (G,h)-partição correta de um conjunto Y ⊆ V (G) é uma (h+ 1)-

tupla (A,X1, . . . ,Xh−1,B) tal que:

• Os conjuntos A,X1, . . . ,Xh−1,B formam uma partição de Y .

• (X1, . . . ,Xh−1) é um h-pacote não vazio em G.

• |A| ≤ |Y |2 e |B| ≤ |Y |2 .

A ideia inicial se resume a resolver, para toda (G,h)-partição correta (A,X1, . . . ,Xh−1,B)

de Y , os subproblemas dos vértices de A e de B e, assim como no algoritmo anterior, colorir o

h-pacote X = (X1, . . . ,Xh−1) com h−1 cores contı́guas, uma para cada conjunto Xi. Feito isso

temos uma diferença de pelo menos h entre as cores utilizadas em A e as cores utilizadas em B

e podemos resolver ambos de maneira independente.

No entanto caso A(respectivamente B) precise de menos que h− 1 cores para ser colorido

podemos ter que algum vértice de X receba uma cor que esteja proibida por um dos conjuntos

de Z (respectivamente M ). Neste caso terı́amos de adicionar algumas cores de “folga” entre

X e A (X e B).

O problema então reside em encontrar a melhor folga a ser aplicada entre estes conjuntos,

visto que ao alterarmos a quantidade de cores entre os mesmos mudamos os subproblemas
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gerados para os conjuntos A e B. No entanto é fácil de verificar que se quaisquer um dos

conjuntos forem coloridos com menos que h−1 cores tal conjunto deve ser independente, caso

contrário terı́amos pelo menos dois vértices adjacentes que, por tanto, deveriam receber cores

cuja diferença deve ser de pelo menos h.

Mesmo que a aplicação da folga só seja nescessária nos casos em que A ou B são conjuntos

independentes o cálculo da mesma não é trivial. Poderemos ter que utilizar mais de uma cor

nestes conjuntos devido a vértices com vizinhos em comum. Deixaremos este problema para

ser tratado em trabalhos futuros.
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5 M-Partição

5.1 Introdução

Os problemas de coloração de vértices consistem, em sua maioria, em dado um grafo

G = (V,E), particionarmos V (G) em classes de cor, sendo estas classes sujeitas a regras de

particionamento tanto internas quanto entre duas classes de cor distintas. Uma vez que esta-

mos estudando problemas de coloração em grafos com poucos P4’s é natural que nos voltemos

para problemas de coloração mais gerais para esta classe de grafos. Abaixo definimos uma

Coloração Generalizada de um grafo G, problema também conhecido como M-partição.

Definição 5.1 Seja M ∈ {0,1,∗}k×k uma matriz simétrica, M é dita uma matriz de partição.

Um grafo G = (V,E) admite uma M-partição se seus vértices podem ser particionados em k

conjuntos disjuntos V1, . . . ,Vk tal que:

• Para todo i∈ 1, . . . ,k, se Mi,i = 0 então Vi é um conjunto independente, e se Mi,i = 1 então

Vi é uma clique;

• Para todo i, j ∈ 1, . . . ,k com i 6= j, se Mi, j = 0 então não existem arestas entre Vi e V j, e

se Mi, j = 1, então existem todas as arestas entre Vi e Vj.

As entradas * significam ausência de restrição.

O problema de M-partição consiste em, dado um grafo G, determinar se G admite uma

M-partição. Uma variação natural deste problema consiste em associar um conjunto de listas L

aos vértices de G. Uma lista L(v) de um vértice v é um subconjunto de {1, . . . ,k} que determina

em que partes v pode ser colocado. Observe que esta é uma generalização do problema original

visto que o caso trivial em que todas as listas são {1, . . . ,k} corresponde exatamente ao problema

sem listas.
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V2

V3

V3 V3

V2V1

(h) Exemplo de matriz e partição dos vértices a ser calculada

É grande o interesse no estudo deste problema visto que o mesmo generaliza diversos pro-

blemas de coloração de grafos, por exemplo, o problema da k-Coloração Própria. Por este mo-

tivo é claro que se trata de um problema NP− completo, de fato, ele permanece NP-completo

mesmo quando restrito a classe dos grafos cordais [Feder et al., 2005].

Um grafo G que não admite uma M-partição é chamado de M-obstrução. Também podemos

dizer que G obstrui M. Seja ϒ um conjunto de matrizes, dizemos que G é uma ϒ-obstrução se

G é uma M-obstrução para todo M ∈ ϒ.

Quando desejamos nos referir a restrição do conjunto de listas L a um certo conjunto de

vértices S escrevemos LS.

O complemento de uma matriz M é a matriz M obtida de M trocando os elementos 1 da

matriz original por 0 e os elementos 0 por 1. Um fato importante a ser observado é que G admite

uma M-partição se e somente se G admite uma M-partição.

5.2 M-Partição de (q,q−4)-grafos

Nesta seção apresentamos um algoritmo FPT, considerando um inteiro q fixo, para deter-

minar, dado um (q,q−4)-grafo e listas L, se este admite uma M-partição obedecendo L . Para

tanto utilizaremos novamente a caracterização recursiva dos (q,q− 4)-grafos apresentada no

Corolário 2.2.

Dados dois conjuntos de ı́ndices P,Q⊆ {1, . . . ,k}, denotamos MP,Q como a submatriz de M

tomando as linhas em P e as colunas em Q. Também denotamos MP,P por MP.

Lema 5.2 ( [Feder et al., 2006]) Sejam ϒ um conjunto de matrizes, G = G1∪G2 e L um con-

junto de listas relacionadas aos vértices de G.

Então G é uma ϒ-obstrução se e somente se para qualquer matriz M ∈ ϒ e quaisquer dois

conjuntos P,Q de ı́ndices de M tais que MP,Q não possui 1, o grafo G1, com suas respectivas
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listas, é uma MP-obstrução, ou o grafo G2, com suas respectivas listas, é uma MQ-obstrução.

O Lema 5.2 nos fornece um algoritmo eficiente para resolver o problema de M-partição

para as operações de União e Junção. Considere um nó t na árvore de decomposição de G

que representa um subgrafo Gt de G. Se t é um nó com filhos t ′ e t ′′, tal que Gt = Gt ′ ∪Gt ′′ ,

então sabemos que G obstrui MX se e somente se para qualquer P ⊆ X , Q ⊆ X onde MP,Q

não contém 1, ou o grafo Gt ′ obstrui MP ou o grafo Gt ′′ obstrui MQ. Assim podemos obter a

famı́lia de submatrizes de M que são obstruı́das por Gt a partir das famı́lias de submatrizes de

M obstruı́das por G′t e G′′t . Se Gt = Gt ′+Gt ′′ utilizamos as propriedades do complemento como

discutido na introdução deste capı́tulo (lembre-se que a dimensão da matriz M é fixa).

Obviamente ao calcularmos para um nó t as submatrizes de M que são obstruı́das por Gt

também obtemos as submatrizes que são admitidas por Gt . Desta maneira podemos associar

a cada nó t uma famı́lia de submatrizes ϒt que tem esta propriedade. Como o Conjunto ϒt

possui no máximo 2k elementos, uma vez que há no máximo esta quantidade de subconjuntos

de {1, . . . ,k}, podemos calcular ϒt em tempo O(2k) para as operações de União e Junção. Este

resultado foi mostrado por Feder et al. em [Feder et al., 2006].

Os próximos dois Lemas nos fornecem um algoritmo para resolver o problema de M-

partição para um grafo aranha com partição (R,C,S) se fornecidas todas as submatrizes de

M que são admitidas por G[R]. Tal algorimo foi mostrado por Hannnebauer em [Hannnebauer,

2010].

Lema 5.3 ( [Hannnebauer, 2010]) O problema de M-partição com listas para grafos aranha

sem cabeça pode ser resolvido em tempo O(nk + 16kk2), onde n corresponde ao número de

vértices do grafo.

O lema a seguir é apresentado em [Hannnebauer, 2010] para aranhas. Porém durante nosso

estudo do artigo em questão, percebemos que o lema é válido para qualquer grafo G com

partição (R,H), tal que H = (H1 ∪H2) e todo vértice de R é adjacente a todo vértice de H1

e não-adjacente a todo vértice de H2. Abaixo escrevemos o lema de forma distinta à encontrada

em [Hannnebauer, 2010] para englobar tais grafos.

Lema 5.4 ( [Hannnebauer, 2010]) Seja G= (R∪H,E) um grafo com listas L e H = (H1∪H2)

tal que todo vértice de R é adjacente a todo vértice de H1 e não adjacente a todo vértice de H2.

Então G admite uma matriz M ∈ {0,1,∗}k×k se e somente se existem submatrizes MR ,MH

de M (com H ,R ⊂ {1, . . . ,k}) tais que G[R] com listas LR admite MR e G[H] admite MH com
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listas L′ definidas abaixo:

L′(h) =

L(h)\{x ∈ [k] | Existe y ∈R para o qual Mx,y = 0}, se h ∈ H1

L(h)\{x ∈ [k] | Existe y ∈R para o qual Mx,y = 1}, se h ∈ H2.

Prova: Suponha que o grafo G com listas L admite uma matriz M ∈ {0,1,∗}k×k. Então G

possui uma M-partição com partes A1, . . . ,Ak que obedece às listas de L. Sejam R ⊆ {1, . . . ,k}
o conjunto de ı́ndices i tais que Ai possui pelo menos um vértice de R e H ⊆ {1, . . . ,k} o

conjunto de ı́ndices i tais que Ai possui pelo menos um vértice de H.

Como G admite a uma M-partição com partes A1, . . . ,Ak que obedece às listas de L, esta

mesma M-partição será válida quando restrita a G[R] com listas LR. O mesmo argumento pode

ser aplicado ao grafo G[H] com listas LH . Como todos os vértices de R estão em partes Ai com

i ∈R e todos os vértices de H estão em partes Ai com i ∈H , então G[R] com listas LR admite

MR e G[H] com listas LH admite MH .

Devemos provar ainda que G[H] admite MH com listas L′ ao invés de LH . Pela definição

de L′, isto é verdade se não há partes x ∈H e y ∈R tais que:

• ∃h ∈ H1 tal que h ∈ Ax e Mx,y = 0

• ∃h ∈ H2 tal que h ∈ Ax e Mx,y = 1

Ambos casos não podem acontecer uma vez que se y ∈R então Ay∩R 6= /0. Sendo assim

como todo r ∈ R é adjacente a todo h1 ∈ H1 e não adjacente a todo h2 ∈ H2 terı́amos que

A1, . . . ,Ak não é uma M-partição válida para G. Desta maneira G[H] com listas L′ admite MH .

Agora suponha R,H ⊂ {1, . . . ,k}, tais que G[R] com listas LR admite MR e G[H] com

listas L′ admite MH .

Então G[R] possui uma MR-partição com partes RAi(i ∈ R) e listas LR e G[H] tem uma

MH -partição com partes HAi(i ∈H ) e listas L′. Os outros conjuntos de partes são vazios,

RAi = /0(i ∈ {1, . . . ,k}\R) e SAi = /0(i ∈ {1, . . . ,k}\H ). Podemos provar que a união destas

partes Ai = RAi∪ SAi(1≤ i≤ k) é uma M-partição de G com listas L.

Os conjuntos A1, . . . ,Ak são superconjuntos de RA1, . . . ,R Ak e HA1, . . . ,H Ak que obedece às

listas L′ que são restrições das listas L, então não há um par de vértices do mesmo subgrafo

G[R] ou G[H] que violem a partição em A1, . . . ,Ak. Além disso se um par de vértices u,v viola

a partição, então u ∈ R∩Ay para algum y ∈R e v ∈H∩Ax para algum x ∈H . Se v ∈H1 então
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x ∈ L′v e desta forma, pela definção de L′, Mx,y 6= 0, assim u,v não podem corresponder a uma

violação da partição. O raciocı́nio é análogo se v ∈ H2.

Desta maneira a partição A1, . . . ,Ak do grafo G é uma M-partição válida, ou seja, G com

listas L admite M.

�

Os Lemas 5.3 e 5.4 nos fornecem um algoritmo linear em |C| para encontrarmos todas as

submatrizes de M que são admitidas por um grafo aranha G com partição (R,C,S), se fornecidas

todas as submatrizes de M admitidas por G[R]. Tal algoritmo e seu tempo de execução são

apresentados no lema a seguir.

Lema 5.5 ( [Hannnebauer, 2010]) Seja um grafo aranha G com partição (R,C,S) e listas L.

Sejam ainda M ∈ {0,1,∗}k×k e MR o conjunto de todas as submatrizes de M admitidas por

G[R] com listas LR.

Então, o conjunto de todas as submatrizes de M admitidas por G pode ser calculado em

tempo O(4kck+64kk2), onde c = |C|= |S|.

Prova: Para cada conjunto de partes R ⊂ {1, . . . ,k} tal que G[R] com listas LR admite a sub-

matriz MR de M os três passos abaixo são executados. Note que MR ∈MR.

Passo 1: Sejam as listas L′ para o grafo G[C∪S] definidas como no Lema 5.4. Calcular L′

leva tempo O(ck2): temos 2c listas para calcular e cada uma contém no máximo k partes. Para

todo v ∈ (C∪ S) e para cada parte i ∈ L(v) temos que verificar |R| ≤ k elementos de M para

saber se i permanece ou não na lista.

Passo 2: Aplicando o Lema 5.3 para todas as submatrizes de M existentes, calculamos o

conjunto MCS de todas as submatrizes de M que são aceitas por G[C∪S] com listas L′ em tempo

O(2k(ck+16kk2)) = O(2kck+32kk2).

Passo 3: Para cada conjunto de partes H tais que MH ∈MCS, o Lema 5.4 implica que G

admite MR∪H , como temos no máximo 2k submatrizes em MCS e |R∪H | ≤ k, podemos unir

R e todos os MH ∈MCS em tempo O(2kk).

Todo o processo leva tempo O(2kck+ 32kk2), uma vez que o tempo dos passos 1 e 3 são

dominados pelo tempo do passo 2. Como este processo deve ser repetido para cada um dos, no

máximo, 2k conjuntos de partes R ∈MR, calculamos todas as submatrizes admitidas por G em

tempo O(2k(2kck+32kk2)) = O(4kck+64kk2). �

Podemos utilizar o Lema 5.4 e uma ideia bastante semelhante à do algoritmo acima para
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obtermos um algoritmo para o caso em que G possui uma p-componente separável com menos

do que q vértices.

Lema 5.6 Seja um grafo G com listas L, tal que G possui uma p-componente separável H =

(H1,H2) com menos do que q vértices. Sejam ainda M ∈ {0,1,∗}k×k uma matriz e MR o

conjunto de todas as submatrizes de M admitidas por G\H com suas respectivas listas.

Então, o conjunto de todas as submatrizes de M admitidas por G pode ser calculado em

tempo O(4kkq).

Prova: Observe que o Lema 5.4 se aplica também a estes grafos. O Algoritmo é análogo ao

do Lema 5.5 considerando G\H, H1 e H2 respectivamente como G[R], G[C] e G[S]. Abaixo

analisamos a complexidade de cada passo a ser executado.

Passo 1: Calcular L′ leva tempo O(qk2), temos no máximo q listas para calcular e cada uma

contém no máximo k partes. Para cada parte i ∈ L(v) temos que verificar |R| ≤ k elementos de

M para saber se i permanece ou não na lista.

Passo 2: Calcular o conjunto MH de todas as submatrizes de M que são aceitas por G[H]

com listas L′ leva tempo O(2kkq+1q3). Para cada submatriz M′ de M, verificamos se G[H]

possui uma M′-partição investigando todas as partições possı́veis de H; isto pode ser feito em

tempo kq3. Como há no máximo kq tais partições e como M tem 2k submatrizes obtem-se o

tempo estimado.

Passo 3: Como temos no máximo 2k submatrizes em MH e |R ∪H | ≤ k, podemos unir

R e todos os MH ∈MH em tempo O(2kk).

Todo o processo leva tempo O(2kkq+1q3), uma vez que o tempo dos passos 1 e 3 são

dominados pelo tempo do passo 2. Como este processo deve ser repetido para cada um dos, no

máximo, 2k conjuntos de partes R ∈MR , calculamos todas as submatrizes admitidas por G em

tempo O(4kkq+1q3). �

Assim temos nosso resultado principal.

Teorema 5.7 Seja G um (q,q−4)-grafo, onde q é fixo, e L um conjunto de listas relacionadas

aos vértices de G. Podemos determinar se G possui uma M-partição que obedece às listas L

em tempo linear para qualquer matriz de partição M de dimensão constante.

Prova: Diretamente do Corolário 2.2 e dos Lemas 5.2, 5.5 e 5.6. �
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6 Coloração Harmônica

6.1 Introdução

Definição 6.1 Uma coloração harmônica c de um grafo G(V,E) é uma coloração própria de

V (G) tal que para cada par (i, j) de cores distintas existe no máximo uma aresta uv ∈ E(G) tal

que c(u) = i e c(v) = j.

Uma das motivações para o estudo de colorações harmônicas é obter um rotulamento único

das arestas de um grafo a partir de uma coloração dos seus vértices. O número cromático

harmônico h(G) é o número mı́nimo k tal que existe uma k-coloração harmônica de G. Dizemos

que uma coloração harmônica de um grafo G é ótima se ela usa exatamente h(G) cores.

(i) Exemplo de coloração harmônica

Muitos problemas NP-completos em grafos possuem algoritmos de tempo polinomial se

o grafo de entrada pertencer a certas classes especı́ficas, como os grafos de intervalos, grafos

split, cografos ou grafos P4-esparsos. Entretanto, o problema da coloração completa continua

NP-completo mesmo para cografos como provou Bodlaender em [Bodlaender, 1989].

Definição 6.2 Uma coloração completa c de um grafo G(V,E) é uma coloração própria de

V (G) tal que para todo par de cores i e j, existe uma aresta uv∈ E(G), com c(u) = i e c(v) = j.
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É fácil ver que o número acromático χa(G) e o número cromático harmônico h(G) estão

relacionados. Por exemplo Chartrand e Zhang mostraram em [Chartrand e Zhang, 2009] que,

1 ≤ χa(G) ≤
⌊

1 +
√

1+8m
2

⌋
≤ h(G) ≤ n,

onde n e m são respectivamente o número de vértices e o número de arestas de G.

Se uma coloração não é completa, existem duas classes de cor i e j tais que não há arestas

entre seus vértices. Desta forma, podemos fundir as classes i e j em uma única classe, dimi-

nuindo o número de cores, até obtermos uma coloração completa. O número acromático χa(G)

de um grafo G, introduzido por Harary e Hedetniemi em [Harary e Hedetniemi, 1970], é o

maior número k tal que G possui uma k-coloração completa.

A prova da NP-completude do problema da coloração completa para cografos, obtida por

[Bodlaender, 1989], também estabelece diretamente a NP-completude para cografos de outro

problema de coloração: a coloração harmônica. Isto se dá devido ao fato de que toda coloração

completa ótima é também uma coloração harmônica ótima no grafo utilizado na redução que

prova a NP-completude da coloração completa.

Apesar de ser NP-completo para cografos, o problema da coloração harmônica é fácil para

cografos conexos, como mostraremos mais adiante.

No que diz respeito a outras classes de grafos, Asdre et al. provaram em [Asdre et al.,

2007] que determinar h(G) é NP-Difı́cil mesmo para grafos de intervalos conexos, grafos de

permutação e grafos split. Em 2010, Ioannidou e Nikolopoulos [Ioannidou e Nikolopoulos,

2010] provaram que o problema também é NP-Difı́cil para grafos colineares.

Sendo difı́cil para classes tão simples de grafos, surge a questão sobre quais classes pos-

suem algoritmos polinomiais para o problema da coloração harmônica. Neste Capı́tulo nós

mostraremos um algoritmo FPT para determinar o número harmônico de um (q,q− 4)-grafo

conexo G, considerando o parâmetro q fixo. Além disso ao obtermos este resultado, também

determinamos uma coloração harmônica ótima de G.

6.2 Complexidade do Problema de Coloração Harmônica

Nesta seção apresentaremos a prova da NP-completude do problema de coloração harmônica

como mostrada por Bodlaender em [Bodlaender, 1989]. Para tanto usaremos a seguinte descrição

do problema:

Problema do Número Harmônico(HN)
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Instância: Grafo G = (V,E) e inteiro K ≤ |V (G)| .

Pergunta: λ (G)≤ K?

Para provarmos que (HN) é NP-completo utilizaremos uma redução a partir do problema

de 3-Partição descrito abaixo:

Problema de 3-Partição(3P)

Instância: Conjunto A = {a1, . . . ,a3m}, inteiro positivo B e função de peso s(a) ∈ Z+ para

todo a ∈ A, tal que B
4 < s(a)< B

2 e ∑a∈A s(a) = mB.

Pergunta: O conjunto A pode ser particionado em conjuntos A1, . . . ,Am, de tal forma que

para cada conjunto Ai, ∑a∈Ai s(a) = B?

Observe que devido a restrição B
4 < s(a)< B

2 , cada conjunto Ai deve possuir exatamente 3

elementos. Além disso, podemos supor que para todo a ∈ A, s(a)> m, caso contrário podemos

multiplicar todos os s(a) e B por m+ 1. Garey et al. provaram em [Garey et al., 1975] que o

problema (3P) é NP-completo.

Teorema 6.3 ( [Bodlaender, 1989]) (HN) é NP-completo mesmo quando restrito a cografos.

Prova: Dada uma instância de (3P) geramos o seguinte grafo. Tome uma clique com m vértices,

uma clique com B vértices, adicione um vértice v∗ adjacente a todos os vértices das cliques. Para

cada a ∈ A adicione uma árvore de altura 1 com s(a) folhas. O grafo resultante é um cografo

desconexo G, uma vez que não possui P4’s induzidos.

Resta-nos mostrar apenas que λ (G) ≤ m+B+ 1 se e somente se A pode ser particionado

em conjuntos A1, . . . ,Am, de tal forma que para cada conjunto Ai, ∑a∈Ai s(a) = B.

Primeiro observe que o número de arestas em G é:

m(m−1)
2

+
B(B−1)

2
+m+B+

3m

∑
i=1

s(ai) =
(m+B+1)(m+B)

2
=

(
m+B+1

2

)

Para toda coloração harmônica de G e todo par de cores distintas i, j deve haver no máximo

uma aresta com extremidades coloridas com as cores i e j. Portanto o número cromático

harmônico de G não pode ser menor que m+B+ 1. Além disso caso seja igual, em qualquer

coloração harmônica de G com m+B+1 cores devemos ter, para cada par de cores distintas i

e j, exatamente uma aresta com extremidades coloridas com i e j.

Agora suponha que existe uma partição de A em conjuntos A1, . . . ,Am, tal que para cada

conjunto Ai, ∑a∈Ai s(a) = B. Vamos mostrar como obter, a partir desta partição, uma coloração
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harmônica de G com m+B+ 1 cores. Atribua cores 1, . . . ,m aos vértices da primeira clique.

Atribua cores m+ 1, . . . ,m+B aos vértices da segunda clique. Se ai ∈ A j, então atribua cor j

a raiz da i-ésima árvore. Agora cada cor j ∈ {1, . . . ,m} está atribiuda as raizes de três árvores

que possuem, somadas, B folhas. Atribua a cada uma dessas B folhas uma cor diferente em

{m+ 1, . . . ,m+B}. Como resultado temos uma coloração harmônica de G com exatamente

m+B+1 cores.

Suponha que λ (G) = m+B+ 1. Considere uma coloração harmônica f de G que utiliza

m+B+1 cores. Sem perda de generalidade podemos supor que f (v∗) = m+B+1. Como v∗ já

é adjacente a outros m+B vértices, nenhum outro vértice possui cor m+B+1. Desta maneira

podemos supor, sem perda de generalidade, que os vértices da primeira clique possuem cores

1, . . . ,m e que os vértices da segunda clique possuem cores m+1, . . . ,m+B.

Como para todo a ∈ A s(a) > m não podemos colorir a raiz de uma das árvores com uma

cor de {m+ 1, . . .m+B}. Caso contrário os vértices com esta cor seriam adjacentes a mais

que m+ B outros vértices. Assim terı́amos mais de duas arestas com as mesmas cores nas

suas extremidades, uma contradição. Desta maneira as raı́zes de cada árvore recebem cores de

{1, . . . ,m}.

Agora faça ai ∈ A j se e somente se a raiz da i-ésima árvore(com s(ai) folhas) é colorida

com a cor j. Cada cor j deve ser adjacente as cores m+1, . . . ,m+B por meio das arestas das

árvores. Cada uma dessas B cores deve ser atribuida a apenas uma folha de uma das árvores

cuja raiz foi colorida com a cor j. Assim para todo conjunto Ai, ∑a∈Ai s(a) = B. �

6.3 Coloração harmônica de (q,q−4)-grafos conexos

Nesta seção apresentamos um algoritmo FPT para encontrar uma coloração harmônica

ótima de um (q,q−4)-grafo conexo. Para tanto utilizamos a caracterização deste tipo de grafos

apresentada no Corolário 2.2

Lema 6.4 Seja G um grafo tal que Ḡ é desconexo. Então h(G) = |V (G)|.

Prova: Seja k > 1 o número de componentes conexas de Ḡ. Seja (C1, . . . ,Ck) uma partição de

V (G) que induz as componentes conexas de Ḡ. Logo, para todos 1≤ i < j ≤ k, cada vértice de

Ci é adjacente a cada vértice de C j no grafo G.

Seja c uma coloração harmônica de G. Sejam xi e x j vértices de Ci e C j respectivamente.

Claramente, a cor c(xi) de xi deve ser diferente da cor c(x j) de x j. Se |C j| > 1, seja y j outro
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vértice de C j. Como c é harmônica, então a cor c(y j) deve ser diferente da cor c(x j), pois senão

terı́amos duas arestas xix j e xiy j cujas extremidades estariam coloridas com o mesmo par de

cores.

Portanto, uma cor não pode ocorrer em componentes diferentes e nem pode ocorrer duas

vezes na mesma componente. Ou seja, cada vértice deve ter uma cor distinta. �

No lema abaixo, observe que uma aranha gorda com |C| = 1 é desconexa e com |C| = 2 é

também uma aranha magra. Por isso, podemos supor que |C|> 2.

Lema 6.5 Seja G uma aranha com partição (R,C,S). Se G é uma aranha magra, então h(G) =

|R|+ |C|+1, e se G é uma aranha gorda com |C|> 2, então h(G) = |V (G)|.

Prova: Considere uma coloração harmônica de G. Como C induz uma clique, todos os seus

vértices devem ter cores diferentes entre si. Por um raciocı́nio análogo ao do Lema 6.4, sabemos

que cada vértice de R∪C deve ser colorido com uma cor distinta dos demais.

Considere agora que G é uma aranha magra. Seja si um vértice de S. Seja ci o vértice de

C que é adjacente a si. A cor de si não pode ser uma cor de um vértice c j de C \ {ci}, pois

senão cisi e cic j seriam duas arestas com o mesmo par de cores nas extremidades. Pelo mesmo

motivo, a cor de si não pode ser uma cor de um vértice r j de R. Portanto, deve ser uma nova cor.

Assim, h(G) ≥ |R|+ |C|+ 1. Se colorirmos cada vértice de S com essa nova cor, não haverá

duas arestas com o mesmo par de cores nas extremidades, pois essa nova cor aparece apenas em

S e cada vértice de S está ligado a exatamente um vértice de C diferente dos demais. Ou seja,

h(G)≤ |R|+ |C|+1.

Considere agora que G é uma aranha gorda com |C|> 2. Pelos mesmos motivos anteriores,

os vértices de S não podem receber cores de C nem de R. Resta saber se dois vértices si e s j

de S podem receber a mesma cor. Como |C| > 2, existe um vértice ck de C que é adjacente a

si e s j. Portanto, si e s j devem receber cores diferentes em uma coloração harmônica. Ou seja,

todos os vértices devem receber cores distintas. �

Aplicando o Lema 2.2 sobre um (q,q− 4)-grafo conexo G, temos a ocorrência dos itens

(b), (c) ou (d), visto que G é conexo. Os dois lemas desta seção calculam o número cromático

harmônico para os casos (b) e (c). Suponha então que G satisfaz o item (d). Como G−H2 é um

Join então temos, pelo Lema 6.4, que este deve ser colorido com |V (G−H2)| cores. Resta saber

como colorir H = H1∪H2. Intuitivamente, como H é pequeno (tem menos do que q vértices),

podemos obter todas as colorações possı́veis de H em tempo constante e, a partir delas, calcular

o número cromático harmônico de G. Essa é a ideia do lema abaixo.
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Lema 6.6 Seja q um inteiro fixo e seja G um grafo (q,q−4) conexo. Suponha que existem dois

subconjuntos disjuntos H1 e H2 de vértices de G tais que H = H1 ∪H2 tem menos do que q

vértices e todo vértice de V (G)−H é adjacente aos vértices de H1 e não-adjacente aos vértices

de H2. Então, podemos obter uma coloração harmônica mı́nima de G em tempo linear no

número de vértices.

Prova: Sabemos que qualquer coloração harmônica válida do grafo G−H2 deve atribuir uma

cor diferente a cada vértice. Sendo assim podemos nos ater ao problema de colorir H2 conside-

rando que os vértices de G−H2 foram previamente coloridos com cores {1, . . . , |V (G−H2)|}.

Como H2 possui menos do que q vértices podemos gerar todas as colorações possı́veis para

o mesmo em tempo O(qq), como cada vértice em H2 possui no máximo q− 2 vizinhos em

G podemos verificar se cada coloração gerada é válida apenas checando a vizinhança de cada

vértice, fazemos isso em tempo O(q2).

Assim geramos todas as colorações harmônicas válidas de G em tempo O(qq), consequen-

temente encontramos uma coloração harmônica ótima e calculamos o número harmônico de

G.

�

Teorema 6.7 Seja q um inteiro fixo. Dado um (q,q− 4)-grafo conexo G, podemos em tempo

linear no número de arestas determinar o número cromático harmônico h(G) de G e obter uma

coloração harmônica mı́nima de G.

Prova: Segue do Corolário 2.2 e dos Lemas 6.4, 6.5 e 6.6. �
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7 Conclusões

Os problemas de coloração de grafos são amplamente estudados na literatura e estão entre

os mais importantes da teoria dos grafos. Esta importância das colorações de grafos advém

não só de sua relevância prática, com inúmeras aplicações reais, como também do interesse

do ponto vista teórico, uma vez que estes problemas desempenham papel importante na área

de Teoria da Complexidade. No entanto, devido a dificuldade dos mesmos não conhecemos

algoritmos polinomiais para resolvê-los.

Ao estudarmos estes problemas restringindo-os aos (q,q− 4)-grafos, com o parâmetro q

fixo, passamos a observá-los sob o prisma da Complexidade Parametrizada. Isso nos permite a

busca por algoritmos eficientes para os mesmos. Nesta dissertaçao estudamos os problemas de

L(2,1)-coloração, Coloração Harmônica e M-partição de Grafos quando restritos aos (q,q−4)-

grafos. Para todos os problemas obtivemos êxito em encontrar algoritmos FPT de resolução.

O que nos leva a crer que a técnica utlizada nesse trabalho pode ser aplicada com sucesso em

outros problemas de coloração.

Além disso, ao abordarmos o problema de L(2,1)-coloração, pudemos comprovar a vali-

dade da famosa conjectura de Griggs-Yeh para P4-esparsos, P4-laden e alguns (q,q−4)-grafos.

Também indicamos uma possı́vel adaptação de um algortimo exponencial que calcula λ (G)

para calcular uma forma mais geral do parâmetro, λ(h,1)(G).

Os resultados obtidos nesta dissertaçao foram publicados em [Cerioli et al., 2010], [Sales

et al., 2010] e [Sales et al., 2011].
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