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RESUMO

Neste trabalho investigamos algumas aplicagoes do formalismo de escala em mapeamentos
discretos. Exploramos os decaimentos assintéticos ao estado estacionario com foco em trés
tipos de bifurcagoes em mapeamentos unidimensionais: bifurcagao transcritica, bifurcagao
supercritica de forquilha e bifurcacao de duplicagao de periodo. Caracterizamos este
comportamento através de uma funcao homogénea generalizada com expoentes criticos
bem definidos. Préximo ao ponto de bifurcagao o decaimento ao ponto fixo ocorre através
de uma funcgao exponencial cujo o tempo de relaxagao é caracterizado por uma lei de
poténcia que independe da nao linearidade do mapa. Os resultados obtidos numericamente
hamornizam com os resultados analiticos. Aplicamos também o formalismo de escala em
mapeamentos bidimensionais conservativos e dissipativos. No caso conservativo, nosso
objetivo foi analisar o comportamento de orbitas cadticas proximas a transicao de fase de
integravel para nao integravel. Préximo a esta transicao, descrevemos o sistema dinamico
utilizando uma fun¢ao homogénea generalizada para a qual encontramos um lei de escala
que descreve o comportamento da acao quadratica média proximo a transicao. Através
de uma discussao fenomenolégica, encontramos expoentes criticos que corroboram com a
descrigao analitica. No caso dissipativo, nosso principal objetivo foi investigar a influéncia
na dinamica ao ser introduzido um termo dissipativo, causando a supressao da difusao
ilimitada da varidvel acao quadratica média. Seguimos uma descricao fenomenolédgica
acompanhada de uma descricao analitica e assim, determinamos os expoentes criticos
usando uma funcao homogénea generalizada.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos. Leis de Escala. Expoentes Criticos. Caos.Transicao
de Fase.



ABSTRACT

In this work we are going to investigate the scale formalism in discret mappings. In 1D
mappings, we explore the asymptotic decays to the steady state with focus in three types
of bifurcation: transcriptical, pitchfork and period-doubling. We identify this behavior
through a well defined generalized homogeneous function with critical exponents. Next to
the bifurcation point, the decay to the fix point occurs by an exponential function, which
is given by a power law that is independent of the non-linearity mapping. The numerical
results obtained agree with the analytical results. We also apply the scale formalism
in conservatives and dissipatives bidimensional mappings. In the conservative case, our
goal was analyze the behavior of the chaotics orbits next to the phase transition from
the integrable to the non-integrable. Next to that transition, we describe the dynamical
system using a generalized homogeneous function for which we found a power law that
describe the behavior of the criticality. Through a phenomenological discussion, we found
critical exponents in agree with the analytical description. In the dissipative case, our
main goal was to investigate the influence of a dissipative term in the dynamics, causing
a phase transition - suppression of unlimited difusion of the action variable. Following a
phenomenological approach with an analytical description, we were able to determine the
critical exponents using a generalized homogeneous function.

Keywords: Dynamics Systems. Scaling Law. Critical Exponents. Chaos. Phase Trasition.
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1 INTRODUCAO

Esta tese de doutorado apresentara discussoes e resultados sobre a aplicacao
de leis de escala em mapeamentos discretos. Para tal fim, exploraremos mapeamentos
unidimensionais e bidimensionais, cujas associacoes sao conhecidas na literatura, tais
como mapa logistico, mapa cibico e mapa padrao conservativo e dissipativo.

Inicialmente, investigamos uma familia de mapeamentos do tipo logistico, cujo
principal objetivo é descrever através do formalismo de escala a evolucao em torno do
equilibrio em trés tipos de bifurcagoes: transcritica, forquilha e de duplicacao de periodo.
Através de observacoes fenomenologicas, foi possivel supor hipdteses de escala que nos
levaram a trés expoentes criticos bem definidos. E criada uma robustez as observagoes
através de um resultado analitico que harmoniza com os resultados numéricos.

Em seguida, consideramos uma familia de mapeamentos bidimensionais ha-
miltonianos dos quais nosso principal objetivo é caracterizar algumas propriedades es-
tatisticas de dOrbitas cadticas em torno da transicao de fase, de integravel para nao in-
tegravel, atingida quando a variavel acao diverge no limite em que a variavel angulo tende
a zero. Aplicamos o formalismo de escala que mostrou-se de acordo com os resultados
obtidos nas simulagoes numéricas.

Por ltimo, abordaremos o mapa padrao com um termo de dissipagao. Focare-
mos na supressao da difusao ilimitada da acao pela introducao de um termo dissipativo. A
observagao que conduz a hipdteses de escala ficam bem alicercadas pela fun¢gao homogénea
generalizada em que é obtida uma lei de escala. Nossa descrigao tedrica corrobora com os

resultados numéricos.
Contexto historico

A procura por explicagdo e compreensao a cerca do movimento dos corpos
impulsionou a ciéncia no passado e ainda impulsiona a comunidade cientifica dos tempos
atuais. A formulacao de leis que explicassem esses movimentos é alcancada com o sur-
gimento da ciéncia moderna, no final do século XV, com os trabalhos de Galileu Galilei
(1564-1642) e Isaac Newton (1642-1727). A importante formulagdo do movimento dos
corpos, da mecanica celeste e o desenvolvimento do Célculo Diferencial possibilitaram a
descricao e previsao de muitos sistemas fisicos. Isto fez com que os estudos em sistemas
dinamicos tivesse seus embasamentos originados concomitantemente aos estudos mais an-

tigos sobre o movimento. Contudo, podemos dizer que o desenvolvimento em sistemas
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dinamicos foi uma ramificacao da matematica por muito tempo. Os trabalhos do cien-
tista Isaac Newton caracterizam um marco, onde as equagoes diferenciais tornaram-se a
principal técnica pela qual se descreve um sistema dinamico [I]. O desenvolvimento da
mecanica newtoniana nos forneceu uma ferramenta matematica que utilizava a evolucao
temporal em suas leis, permitindo assim um dominio sobre o comportamento do universo e
possibilitando através destas regras matematicas a previsao certa de estados futuros tanto
quanto de estados passados. O entrelaco entre efeitos e causas reforcou uma corrente fi-
loséfica vigente da época, o Determinismo. O auge dessa corrente filoséfica é atingido com
as ideias do fisico e matemédtico Pierre Simon Laplace (1724-1827), onde ele afirma que
a existéncia de uma inteligéncia suficientemente grande seria capaz de conhecer estados
presentes e futuros, de modo que nada mais seria encoberto aos seus olhos - inteligéncia
esta que ficou conhecida como “Demonio de Laplace”.

Acontece que muitos fenomenos na natureza sao nao lineares. A maioria deles
nao possuiam solucoes analiticas, tendo sido evitados até o inicio do século XX, quando
retornaram a ter destaque apos o desenvolvimento dos primeiros computadores, na metade
deste mesmo século. Além disto, podemos também atribuir a demora em explorar tais
problemas devido ao pensamento que dominava a ciéncia desde Newton, o Determinismo.
Nele, era irrefutavel a légica de que, sendo as condigoes iniciais bem definidas de um dado
problema cuja a evolucao era conhecida, seus resultados finais seriam inquestionaveis.
Porém, essa confianca total na previsibilidade comegava a ser abalada no inicio do século
XX pela investigagao tanto microscépica, com o desenvolvimento da Mecanica Quantica
que trazia um carater essencialmente probabilista, quanto macroscépica, com os trabalhos
de Poincaré sobre o problema de trés corpos.

Observamos que a solidificacao na area de sistemas dinamicos ocorre basica-
mente mediante a dois trabalhos que desempenharam uma referéncia fundamental na
estruturagao principalmente da Teoria do Caos - O problema de trés corpos, prenunciado
por Henri Poincaré em 1890 [2] e o trabalho sobre fluxos deterministicos nao periédicos
de Edward Lorenz em 1963 [3]. No caso dos trés corpos, Poincaré prenunciou um pro-
blema de integrabilidade e a nao resolugao analitica deste problema. A integrabilidade
conceitua que um sistema deve possuir graus de liberdade iguais ao niimero de constantes
de movimento desse mesmo sistema. Nessa busca, observou-se que as leis da fisica até
aquele momento pareciam nao prever tanto assim o resultado final dos sistemas fisicos
realisticos. A natureza poderia até demonstrar sinais de ser bem comportada, mas ela era
muito sensivel as condicoes iniciais. Essa possivelmente foi a primeira ideia do que viria
a ser conhecido na década de 1970 como caos.

No entanto, apesar das ideias comecarem a ganhar forca no inicio do século XX,
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Figura 1: Ilustragdao da segcao de Poincaré. Figura retirada da referéncia [8].

ainda houve atrasos na solidificacao da teoria. Ha de se pensar em dois principais motivos.
Primeiro, a influéncia da Mecanica Quantica, que demandou esforcos de varios cientistas
em torno da consolidagao da teoria desfocando o problema da dinamica nao linear; em
segundo, essa ciéncia sé obteve destaque e adeptos apds o advento dos computadores e seu
uso como ferramenta de trabalho cientifico [4]. Apés o aprimoramento dos computadores
e a chegada ao mercado de maquinas cada vez mais modernas, os sistemas dinamicos
ganham destaque e comecam a despertar um grande interesse da comunidade cientifica
em diversas areas.

Portanto, sistemas dinamicos sao assim ditos porque possuem uma relacao
atraves de uma regra matematica que liga estados presentes e estados futuros de suas
variaveis de estado. Em outras palavras - sao sistemas nos quais a evolucao de suas
variaveis de estado dependem do tempo como uma variavel. Podem ser classificados em
continuos ou discretos [I, B]. S&o ditos continuos quando utilizam o tempo como uma
variavel continua, sendo representados por equacgoes diferenciais cuja solugao é conhecida
como fluxo. Quando sao discretos, utilizam a varidavel tempo de modo discreto e suas
solugoes sao chamadas de drbitas, nas quais sao obtidas a partir da iteracao de um mapa.
Ao conjunto de todas as érbitas chamamos de espago de fases. Portanto, os mapeamentos
sao frequentemente usados para caracterizar a evolucao de um sistema dinamico utilizando
o tempo como variavel discreta [1I, 5, 6, [7]. HHHHHHH

A denominacao de mapa é dado a uma sistema dindmico que evolui no tempo
de forma discreta [6]. Também pode ser chamado como equagao das diferencas finitas.
Contudo, o mapa ¢ 1til para auxiliar na compreensao de modelos descritos por equagoes
diferenciais de um sistema dinamico.

A secao de Poincaré é utilizada para reduzir um sistema dinamico continuo

no tempo com intuito em discretiza-lo, procedimento este que elimina pelo menos uma
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variavel do sistema. O mecanismo para a obtencao de uma secao de Poincaré é definir uma
superficie transversa ao fluxo de trajetérias em um espago de fases do sistema. Considere
um sistema n-dimensional que evolui de acordo com & = f(x). Seja S uma segao de
dimensao n — 1, conforme mostrado na Figura . Sendo S transversal ao fluxo, logo
todas as trajetérias interceptam esta secao. Entao, o mapa de Poincaré é uma fungao P

que gera uma sequéncia de pontos x, € S, definido por:

Se z* é um ponto fixo, entao P(z*) = x*. Isto significa que a trajetéria comeca em x*
e retorna a x*, apés um determinado tempo, sendo uma orbita fechada para o sistema
& = f(z). Uma anédlise do comportamento de P em torno do ponto fixo 2* nos permite
determinar a estabilidade desse ponto fixo. Assim, a secao de Poincaré converte um
problema sobre orbitas fechadas a um problema sobre pontos fixos de um mapeamento
[8].

Um trabalho interessante foi anunciado por Robert May [9] com aplicagoes
direta na biologia [10]. Este trabalho trata de uma dindmica que envolve uma populagao
de insetos observada pela regra que relaciona o corrente ano z,, com o ano posterior z, 1.
Apesar das equagoes simples, a dinamica mostrou-se riquissima neste trabalho. Nesse
momento, surgia o caos deterministico - um sistema bem definido em equagoes geram
uma dinamica imprevisivel apds a variagao dos parametros de controle. A variacao de tais
parametros produziam uma mudanca estrutural nos pontos fixos, levando ao aparecimento
de bifurcagoes. Em seguida, um grande nimero de trabalhos utilizando mapeamentos
foram aplicados na fisica, quimica, biologia, engenharia, matematica, economia, entre
outras ciéncias [11], 12, 13| 14], [15], 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22], 23, 24, 25]. kkkkkkzzzzz

No capitulo 2 desta tese, trataremos de uma familia de mapeamentos unidi-
mensionais, cujo objetivo é caracterizar a dinamica no ponto de bifurcacao e em suas vizi-
nhancas. Um sistema dinamico possui um ou mais parametros que controlam a dinamica
e, quando variados, apresentam alteragoes em seu espaco de fases. Dentre as alteragoes,
destacamos a bifurcagao que é uma mudanca estrutural na estabilidade de um ponto fixo.
Caracterizamos este comportamento através de uma lei de escala. Analisamos também a
bifurcacao de duplicacao de periodo.

Os Sistemas Dinamicos podem ainda ser classificados como conservativos e
dissipativos. E dito ser conservativo se durante a evolugao temporal ha preservacao no
espaco de fases, isto €, os pontos de um dado volume se movem e com o passar do tempo,
estes pontos ocupam um volume que permanece inalterado. Ja no caso dissipativo, os

pontos que ocupam um determinado volume se movem e, durante uma evolugao tem-
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Figura 2: Ilustra¢io do rotor pulsado. Figura extraida da referéncia [27].

poral, eles ocupam um volume menor; hd uma contracao do volume no espaco de fases.
Os sistemas conservativos também sao chamados de sistemas hamiltonianos, por serem
regidos pelas equagdes de Hamilton [26].

Um mapa bastante estudado na literatura é o Mapa Padrao ou mapa de Chi-
rikov [28]. Este mapa possui vérias analogias & sistemas fisicos reais e sua origem nasce
com o modelo do rotor pulsado [28], 26]. O modelo consiste em uma barra presa em uma
das extremidades e capaz de girar livremente em um plano, como mostra a Figura .
A forca é aplicada periodicamente na extremidade da barra. Sendo assim, o torque serd
maximo durante a aplicagao da forca e nulo nos intervalos em que ela nao estiver atuando.

O mapa ([1.2)) representa esse sistema fisico:

Pnt1 = Pn + k Sln(en) (1 2)

en—l-l - en + Pnt1
onde p representa o momento, a variavel 6 a coordenada e k controla a intensidade dos
pulsos aplicados ao rotor. Para confinar a dinamica numa geometria toroidal, modula-se
as duas equacoes do mapa em 27.

A familia de mapeamentos bidimensionais que abordaremos é composta de um
sistema hamiltoniano nao linear, tratado nas variaveis angulo e agdo. A medida em que
a acao torna-se minima, a variavel angulo diverge. Dois parametros de controle estao
presentes nesta dinamica: € que controla a transicao de integrabilidade - de integravel

para nao integravel e v que relaciona o expoente a acao em que define o angulo. Para
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valores da acao pequenos, o espaco de fases é cadtico enquanto que para valores elevados
da acao a dinamica torna-se regular. Mostraremos que a agao média obedece a uma lei
de escala com trés expoentes criticos bem definidos. As descricbes em ambos sistemas

envolvem um estudo fenomenoldgico confirmado por uma investigagao analitica.
Oganizacgao da tese

Esta tese estd organizada da seguinte forma: o presente capitulo faz uma
abordagem que contextualiza aspectos histéricos com modelos que utilizamos para nossos
estudos. No capitulo 2, investigamos uma familia de mapeamentos unidimensionais, onde
através de um estudo nas condigoes ao equilibrio e uma aproximacao analitica nos conduz
a obtencao de uma lei de escala que descreve este comportamento. Os expoentes criticos
foram obtidos tanto numérico quanto analiticamente. No capitulo 3, tratamos de uma
familia de mapeamentos hamiltonianos, cujo foco reside em caracterizar o comportamento
da varidavel acao proximo a transicao de fase de integravel para nao integravel. Através de
uma descri¢ao fenomenolégica usando uma condicao inicial da agao muito pequena, com
o objetivo de garantir que estas érbitas estejam na regiao de caos, obtivemos expoentes
criticos que descrevem propriedades estatisticas no mar de caos como funcao do parametro
¢ e do niumero de iteragoes n, atingindo uma lei de escala que relaciona trés expentes
criticos bem definidos. Fizemos também uma conexao com o mapa standard possibilitando
uma analise na trasicao do caos local para o caos global. No capitulo 4, estudamos o mapa
padrao com a introducao de um termo de dissipagao. Aqui, nosso objetivo foi suprimir
a difusao ilimitada da acao, através do termo dissipativo. No dominio cadtico, fizemos
uma descri¢ao fenomenoldgica e, através de hipdteses de escala associadas a uma funcao
homegénea generalizada obtivemos numericamente trés expoentes criticos. Fazendo uma
aproximacao analitica, obtivemos os mesmos expoentes. Por fim, conclusoes e perspectivas
no capitulo 5. Salientamos que a letra grega A serd usada nos capitulos 2,3 e 4 para
designar diferentes aplicagoes, com a finalidade de mantermos a mesa estrutura utilizada

nos artigos publicados ao longo do desenvolvimento deste trabalho.
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2 PROPRIEDADES DE ESCALA EM UMA FAMILIA DE MAPAS
UNIDIMENSIONAIS

Mapeamentos discretos sao usados para descrever diversos sistemas fisicos que
evoluem no tempo de forma discreta. O mapa ¢é a via pelo qual ocorre a evolucao entre um
estado anterior e um estado posterior. Na maioria dos casos, os mapeamentos possuem
parametros de controle que, quando variados, podem ser observadas alteragoes no sistema.
Dentre estas mudancas podemos destacar a ocorréncia de caos, bifurcacoes de varios tipos
e até mesmo eventos de crise [29].

Um sistema é dito ser estruturalmente estavel quando, uma pequena per-
turbacao nas equagoes que definem seu fluxo de solugoes produzir um novo fluxo que
é topologicamente equivalente ao fluxo sem perturbacao. Quando essa exigéncia nao é
satisfeita, ocorre uma bifurcacao, que provoca uma mudanca estrutural no estado de
equilibrio do sistema.

Nosso objetivo principal nesse capitulo é estudar a evolucao dinamica para o
estado estacionario em mapeamentos unidimensionais, nos parametros de controle onde
ocorrem bifurcagoes e em suas vizinhancas. Veremos que os decaimentos ao estado es-
tacionario em mapeamentos unidimensionais sao assintéticos e obedecem a uma lei de
escala bem definida. Nossos resultados sao embasados em um conjunto de hipdteses feno-

menoldgicas associadas a um procedimento analitico que fornecem os expoentes de escala.
2.1 O mapa
O mapa que abordaremos é unidimensional e escrito como
Tpt1 = Rx,(1—27) (2.1)

onde v é o parametro que controla a nao linearidade do mapa e consideraremos nesse
trabalho v > 1, R é o parametro de controle e x a variavel dinamica.

Os pontos fixos sao encontrados resolvendo a equagao
Tpi1 = Tp = 2" . (2.2)
Substituindo a equagao (2.2)) na equacao (2.1)), obtemos:
1= R(1—2")]=0. (2.3)

Dois casos devem ser considerados: (i) quando 7 for um numero par; e (ii) quando ~y for
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um numero qualquer (impar, irracional, etc). Vejamos:

(i) Quando «y for um nimero par ocorrerd a existéncia de trés pontos fixos: em z = 0 que
serd assintoticamente estével para R € [0,1) e os outros dois sdo x = +[1 — 1/R]Y/7,
que serdo também assintoticamente estéveis para R € (1,(2+v)/v). Em R =1
temos uma bifurcagao classificada como supercritica de forquilha [7, [30], isto é, uma
6rbita estavel no ponto de bifurcacao da origem a duas érbitas também estaveis e,

nesse mesmo ponto, a 6rbita que deu origem torna-se instavel [6]; e

(ii) Quando  for um nimero impar, irracional, etc. existirdo apenas dois pontos fixos:
um em z = 0 que é assintoticamente estével para R € [0,1) e o outro em x =
[1 — 1/R]*7, sendo assintoticamente estével para R € (1,(2 +7)/7). Em R = 1
ocorre uma bifurcacao do tipo transcritica, isto é, ocorre uma troca de estabilidade

no ponto de bifurcacao coexistindo 6rbitas estéveis e instaveis [6].

Um ponto fixo é dito ser assintoticamente estavel se, apés uma pequena per-
turbac@o na condigao inicial em torno do ponto fixo (z*), houver uma convergéncia para
(z*) quando t — oo. Todas as trajetérias contidas nas proximidades deste ponto serao
atraidas a ele [5].

A equacao trata de mapas conhecidos na literatura para valores es-
pecificos de 7. Para 7 = 1 recuperamos o mapa logistico; para 7 = 2 recuperamos o
mapa cubico. Para qualquer outro valor temos o mapa “logistic-like” .

Na Figura [3| temos o diagrama de érbitas do mapa logistico. Esse mapa
foi proposto pelo bidlogo Robert May, em 1976 [9], para descrever o crescimento de uma
populacao de insetos, onde x,, é o nimero de individuos no n-ésimo intervalo de tempo e R
a taxa de crescimento destes. Apesar da modelagem ser regida por uma equacao simples,
sua dinamica tornou-se muito relevante por apresentar uma rica estrutura. Podemos ver
ainda na Figura |3| que o ponto fixo x = 0 sofre uma bifurcacao transcritica em R = 1.
A partir deste parametro o ponto fixo se torna instavel até R = 4 cruzando a regiao do
atrator cadtico. Neste mesmo ponto em que R = 1, o ponto fixox = 1 —# se torna estavel
e, em R = 3 sofre outra bifurcagao, conhecida como bifurcacao de duplicacao de periodo.
Entao, segue-se uma sequéncia de cascatas de bifurcacoes e, em seguida, instaura-se o
caos no sistema. Em R = 4, o atrator cadtico é destruido abruptamente pelo cruzamento
com a Orbita instavel, fenomeno conhecido como crise de fronteira [29].

Na Figura [4, temos o diagrama de drbitas do mapa ctibico. Podemos notar
que o ponto fixo x = 0 da origem a dois outros em R = 1 que sao assintoticamente

estaveis. Em R = 1 ocorre uma bifurcagao do tipo supercritica de forquilha. Em seguida,



0,8

0,6

0,4

0,2

I L I J T
Bifurcaciio de duplicacio de periodo

Bifurcacio transcritica

|
2
R

Figura 3: Esboco do diagrama de érbita do mapa logistico: v = 1.
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ocorre uma duplicagao de periodo em R = 2 e, na sequéncia, varias bifurcacoes até que

uma faixa cadtica é estabelecida. O ponto fixo instdvel em x = 0 choca-se com a regiao

dos atratores em R = 4 provocando uma crise. Essa crise é conhecida como crise unindo

atratores [29]. Estas bifurcagoes estao identificadas nas Figuras 3] e

2 —
1F
Bifurcacio supercritica de forquilha
x 0
-1F
] 1
-2 -
0 0,5

Figura 4: Diagrama de érbita do

mapa cubico: v = 2.
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Figura 5: Esboco da convergéncia ao estado estaciondrio em x = 0 para v = 1.

2.2 O estado estacionario x = 0

Nosso principal objetivo nesse capitulo é investigar o comportamento dinamico
da evolucao para o ponto fixo x = 0 no ponto de bifurcacao e em suas vizinhangas. O
parametro de controle onde ocorre a bifurcagao é R. = 1 e, portanto, podemos relacionar

sua vizinhanca através da expressao

12

p=R.—R=0, (2.4)

com R < R.. A grandeza dinamica natural que descreve a convergéncia ao ponto fixo é
a distancia ao préprio ponto fixo [31I]. De fato, sendo o ponto fixo z = 0, a distancia ao
ponto fixo é a prépria variavel dinamica x. Esse observavel é a distancia da iterada do
mapa ao ponto fixo e é uma funcao de n, ou seja, é funcao do niimero de iteracoes. Além
disso, essa distancia também é funcao das condigoes iniciais e do parametro u. Entao, no
ponto de bifurcacao podemos dizer que u = 0, pois u = R. — R.

As Figuras [f] e [6] mostram a convergéncia ao estado estaciondrio x = 0 para
diferentes condicoes iniciais proximas deste estado. Nestas Figuras, consideramos os casos
em que v = 1 e v = 2, respectivamente, porém, a generalizacao ¢ imediata.

Podemos observar nas Figuras [f e [6] que, dependendo da condigao inicial, a
orbita segue num plato constante e entao, em um determinado ponto esse regime é alterado
para um decaimento em lei de poténcia. O ponto em que ocorre a mudanca do regime
constante para o regime em lei de poténcia é chamado de crossover, e esse decaimento

em lei de poténcia é dado por um expoente critico no qual chamamos de 5. Podemos
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Figura 6: Esboco da convergéncia ao estado estaciondrio em x = 0 para vy = 2.

ainda ressaltar que, quanto mais préximo ao ponto fixo essa condicao inicial for dada,
mais demorada é sua convergéncia ao ponto fixo. Isso se deve ao fato do expoente quanto
maior menos interferir no decaimento ao estado estacionério.

Observando os resultados numéricos obtidos das simulacoes expostos nas Fi-
guras [] e [6, podemos entao, através de uma descri¢ao fenomenolégica do comportamento

apresentado nesses graficos, propor trés hipéteses que poderao explica-los. Vejamos:

1. No regime de plato constante, com um numero suficientemente pequeno de n, ou

seja n < ng, 0 comportamento x vs. n é dado pela equagao
z(n) x xy , paran <K n, , (2.5)

logo podemos concluir que x o« xy. Concluimos, portanto, que o expoente critico é

a=1.

2. Para um numero suficientemente grande de n, isto é, no regime do decaimento em

lei de poténcia, n > n,, a varidvel dinamica é escrita como
z(n) < n? | paran>n, (2.6)

onde o expoente [ é chamado de expoente de decaimento. O valor numérico nao é

universal e depende da nao linearidade do mapeamento.

3. Finalmente, o nimero de iteracoes, crossover, n,, é dado por

Ny X 2§ (2.7)
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Figura 7: Grdfico do mimero de iteragdes de crossover em funcio das condi¢des iniciais para y = 1.

onde z é também um expoente critico que indica a troca do regime em plato cons-

tante para o regime de decaimento em lei de poténcia.

O expoente 8 é obtido considerando especificamente o decaimento observado
nas Figuras [ e [f] Depois do platd constante, o ajuste das retas nos fornece o valor de
B. O expoente z é obtido do comportamento de n, vs. zy e indicado na Figura [/} Esse
ajuste de z para v = 1 que se refere ao caso do mapa logistico, é de z = —1,0058(0) e
para 7 = 2 que corresponde ao mapa ctubico, é de z = —2,00004(5). Note, portanto, que
o expoente z depende de 7, ou seja, da nao linearidade do mapa.

Esses comportamentos sao descritos fenomenologicamente atraves de uma funcao

homogénea generalizada, assunto que discutiremos na proxima secao.

2.3 O uso da Funcao Homogénea Generalizada para explicar os decaimentos
ao ponto fixo

Fungoes Homogéneas Generalizadas sao funcoes que satifazem

f(.%', y) = lf(lal', lby> (28)

onde [ é um fator de escala, a e b sao valores arbitrarios. Baseado nas informacoes das trés
hipéteses de escala, o comportamento de x pode ser descrito usando as fungoes homogéneas
generalizadas [32]. O procedimento que sera aplicado adiante foi usado previamente em

[33], no qual foi verificada a presenga de escala no modelo Fermi-Ulam.
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2.3.1 Decaimento ao ponto fixo quando p =0

O comportamento de x pode ser descrito por uma funcao homogeénea genera-
lizada nas variaveis n e xy. Primeiramente, vamos tratar do caso em que consideramos

1 = 0. Usando uma funcao homogeénea generalizada do tipo
x(zo,n) = lw (1%, 1’n) | (2.9)

onde [ é um fator de escala, a e b sao expoentes caracteristicos. Sendo [ o fator de escala,
podemos escolher {“zy = 1, logo: | =z, /4 Qubstituindo esse resultado na equacao (12.9),
obtemos
—1/a —b/a
x(zo,n) = x5 "x(l,xy "n) . (2.10)

~ . —b
Entao, podemos assumir que o termo z(1, z, /a

n) é constante para n < n,. Comparando
com a equagao (2.10) podemos concluir que o = —1/a.
Agora, escolhendo uma segunda hipétese na qual temos que [°n = 1 e, portanto

| = n~Y* podemos substituir novamente na equacao (2.9) obtendo
x(xg,n) = n~Vou(n"’xy, 1) . (2.11)

Supondo novamente que o termo x(n_“/ bxo, 1) é constante para n > n,, e comparando
com a segunda hipétese de escala, concluimos que = —1/b.

Finalmente, podemos comparar as duas expressoes obtidas nas equacgoes
e do fator de escala, nos levando a expressao n, = xg /8. Portanto, encontramos a
relagao n? ~ x§. A terceira hipétese de escala nos conduz a obtencao dos trés expoentes

criticos a, B e z convergindo para a lei de escala
z=—. (2.12)

Note que ao conhecermos quaisquer dois expoentes, o terceiro também sera conhecido,
conforme podemos ver na equagao .

De posse desses expoentes, podemos reescalar as variaveis n e x conveniente-
mente na forma x — x/x§ e n — n/xf e entdo conseguimos a projecao de todas as curvas

obtendo uma curva universal de x vs. n, como apresentado na Figura [§] (a) paray=1e

na Figura (8] (b) para v = 2.

2.3.2 Decaimento ao ponto fixo quando p # 0

Vamos agora observar o que ocorre em torno das vizinhancas do ponto de

bifurcacao. Nessas vizinhangas, observamos que o comportamento é caracterizado por
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um decaimento exponencial do tipo
z(n, p) oc e (2.13)
onde 7 é o tempo de relaxacao ao estado estacionario descrito por
7ol (2.14)

e 0 é o expoente de relaxagio. A Figura[d| (a) e (b) mostram o comportamento de 7 vs.
para diferentes valores de . Através do ajuste da reta, encontramos o = —1 e este

expoente ¢ independente do valor escolhido para +.
2.4 Uma abordagem analitica

Nesta secao abordaremos de forma analitica o que foi discutido anteriormente.

Nossa abordagem compreende os dois casos: p =0 e pu # 0.

241 Casol: pu=20

Consideraremos o caso em que u = 0, isto é, R = R. = 1. Usando a equacao

do mapeamento (2.1, podemos substituir esta informac¢ao no mapa e obtermos

Ty = Tp — 2] (2.15)
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Figura 9: Comportamento do tempo de relazagdo ao ponto fixo para (a) vy =1 e (b) v = 2.

Muito préximo ao ponto fixo, podemos considerar que x seja uma variavel continua.

Portanto, a equagao (2.15) pode ser reescrita da seguinte forma:

Tnt1 — Tn
Tptl — Tp = T2
i (n+1)—n
d
~ % = (2.16)

Agrupando claramente os termos da equagao ([2.16)):

dx

x'Y‘i’l

= —dn . (2.17)

Tomando as condigoes iniciais de xy para n = 0, e para um valor qualquer de n teremos

um z(n) também genérico. Aplicando uma integragdo e usando esses limites, temos:

—— [ an. (2.18)
Lo .T7+1 0

Resolvendo a equagao (2.18)) e, com algumas manipulagdes algébricas, obtemos a seguinte

expressao:
Lo
z(n) = ———~ . (2.19)
o+ 177
Tendo encontrado a solugao, podemos discutir a equagao (2.19)) observando os

seguintes casos:
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e Quando xyn < 1: Observando a equagao (2.19)), fica visivel que neste caso
z(n) =z , (2.20)

correspondendo ao caso no qual n < n,, abordado na primeira hipotese de escala.
Comparando a equagao (2.20)) com a equagao (2.5)) oriunda desta hipdtese, podemos

concluir que a = 1;
e Quando x}yn > 1: Da equagdo ([2.19)), podemos ver que:
z(n) ~n Y7 (2.21)

Comparando a equacao ([2.6) da segunda hipdtese de escala com a equagao obtida
(2.21)), nos é permitido concluir que = —1/7, correspondendo ao regime em que

n >Ny e

e Quando x}yn = 1: Neste caso, consideramos que n = n, e obtemos:
ne = xy . (2.22)
Comparando a equagao (2.7) com a equagao (2.22)), concluimos que z = —~.

Nossa discussao resulta em obtermos os trés expoentes criticos discutidos an-
teriormente em funcao do parametro e da nao linearidade . Simula¢oes numéricas foram
realizadas para diferentes valores de -, considerando niimeros pares, impares, irracionais
dentre outros conjuntos, com a finalidade de verificar a veracidade da lei de escala. To-
das as simulacoes confirmam a validade tanto da lei de escala quanto do procedimento

analitico.

2.4.2 Caso 2: p#0

Nesta segao discutiremos o que ocorre imediatamente antes do ponto de bi-

furcacao, ou seja, em R < R.. Usando a equagao (2.1) podemos reescrevé-la da forma:

Tpi1 — Ty = xo(R—1)— Ralth
Tpi1 — Tn dx
(n+1)—n dn’
= z(R—1)— R . (2.23)

Lembrando que g = 1 — R, logo: (R — 1) = —pu. Préoximo ao estado estécionario z = 0
considerando que v > 1, o termo 27! tende a zero mais rapidamente que o termo que esté

ligado ao x. Essa consideragao nos permite chegar a uma aproximacao para a equagao
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Figura 10: Convergéncia ao ponto fito em R =3 para v = 1.

diferencial
dx
— = —xU . 2.24
o = T (2.24)

Considerando os limites de integracao sendo n = 0 para xy e n para x,:

/ % = —u/ dn’ . (2.25)
xQ 0

Apés integrarmos a equacao ([2.25)) e da reagrupagao dos termos, obtemos:
x(n) = xoe M. (2.26)

Comparando a equagao ([2.26) com as equagoes (2.13)) e (2.14]), podemos con-

cluir que o expoente § = —1. Estes resultados estao de acordo com as simulagoes obtidas

nas Figuras[J (a) e (b).
2.5 Bifurcacao de duplicacao de periodo

Investigamos também a convergéncia ao estado estacionario na bifurcacao de
duplicagao de periodo, que ocorre quando R = 3 para v = 1. Neste caso, foi observado nas
simulagoes numéricas que o decaimento ao estado estacionario tem um expoente critico
g = —1/2, de acordo com a Figura . Além disso, observamos que, neste caso, o expoente
B independe de 7, ou seja, independe da nao linearidade do mapa.

Nesta secao, faremos uma descrigao analitica da convergéncia ao estado esta-
cionério na bifurcacao de duplicacao de periodo para esta mesma familia de mapeamentos

unidimensionais. Mostraremos que, no ponto de bifurcacao, a convergéncia ao ponto fixo



27

é descrita através de uma funcao homogénea generalizada com trés expoentes fixos bem
definidos: «a, § e z. Veremos que os expentes z e § dependem da nao linearidade do
mapeamento, enquanto que o expoente « é universal.

No ponto de bifurcacao, a convergéncia é caracterizada por uma funcao ho-
mogenea generalizada. Proximo a esse ponto a evolucao ao ponto fixo é dada por um
decaimento exponencial. Nossa ideia nesta secao ¢ complementar os resultados obtidos
para o estado estaciondrio na primeira bifurcacao do mapeamento ({2.1)) aplicando o mesmo

procedimento analitico para a bifurcacao de duplicacao de periodo.

2.5.1 O mapa e os procedimentos ao estado estacionario

Vamos reescrever o mapeamento e seus pontos fixos. Entao, recapitulando o

inicio do capitulo, temos:
Tpy1 = F(R,z,) = Rr,(1 —2)) (2.27)

onde v > 1, R é parametro de controle e x a variavel dinamica. A solugao de z,,1 =
x, = =¥ nos fornece os pontos fixos.

Quando v é um ntimero par, existem trés pontos fixos: um em z* = 0 que é
estdvel (assintoticamente estdvel) para R € [0,1) e dois outros em z* = £[1 — 1/R]'/7,
estaveis para R € (1,(2 + v)/v). A bifurcacdo em R = 1 é chamada de supercritica de
forquilha ou pitchfork.

Quando v é um numero fmpar (ou irracional, etc...), existem dois pontos fixos:
um em z* = 0 que é estavel e outro em z* = [1 — 1/R]*/7, estavél para R € (1, (2+7)/7).
A bifurcacao em R =1 é chamada de transcritica.

Feita a revisao do inicio do capitulo, nosso objetivo agora é descrever a con-
vergéncia ao ponto fixo na duplicagao de periodo. Esse ponto é obtido quando:

dF
| =R- (4R =1, (2.28)

onde o valor —1 marca o “flip incipiente” no ponto de bifurcacao de duplicacao de periodo.
Substituindo o ponto fixo onde ocorre a bifurcacio, ou seja, em x* = [1 — 1/R]*"7, vamos
obter o parametro para o qual ocorre a primeira bifurcacao de duplicagao de periodo,
dada por

R,=——. (2.29)

Na bifurcacao de duplicacao de periodo, as érbitas periddicas sao obtidas pela



segunda iteracao do mapa. Portanto, a expressao sera:

Tpy2 = FI(%2)<xn)

Ry (1= ap)

R[Rz,(1 —2))]|1 — (Rz,(1 —x]))"
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(2.30)

Nossa ideia é expandir a equagao (2.30) em série de Taylor em torno das

variaveis x, = 2* + vy, e R = R.+ u, onde ¥, corresponde a distancia entre o ponto fixo e

a n-ésima iterada e p é a distancia na coordenada do parametro de controle onde ocorre

a bifurcacao. Entao:

2
F(x,) =

jo + (2, — 2*)j1 + (R — Re)jo + (xn — 2%)%j3 +
(R - RC>2j4 + (In - ‘T*)(R - Rc)jf) + (xn - x*)]G +
(R = R)*jr + (z, — 2)*(R — R.)js +

(2 — 2*) (R — Re)%jo + ...

onde os termos auxiliares sao:

Jo

J1

J2

J3

Ja

Js

Je

J7

J8

Jo

FP(a")
OF®)
ox
OF®)
OR
10?F®

2 922

19?F®
2 OR?
O2F(2)
O0xOR
103F®
6 Ox3

103F®)
6 OR?

103F®
20120R
1PF®
2 0r0R?

xT*

*
z,

I
| —— |
[\
—I—‘w
)
_

Re

z*,Re

x*7Rc

z*,Re

x*7RC

m*7RC

z*,Re

x*,Re

=0,

Y

_277

2=

(2.31)

(2.32)
(2.33)
(2.34)
(2.35)
(2.36)
(2.37)
(2.38)
(2.39)
(2.40)

(2.41)
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Figura 11: Grdficos do comportamento de ja, jo, j7 € js como fungdo do parametro . Retirada da

referéncia [34).

Considerando as expressoes x, = x*+vy, e R = R.+u e a expansao de Fg) ()

podemos reescrever a Eq. (2.30]) convenientemente como

Glym,p) = FP(xn) — FO(a")

Yo + 1124+ 270 + Y2 g6 + 127 + y2ids + yui®y? (2.42)

2

Agora comecaremos as discussao das propriedades para a convergéncia ao ponto fixo
exatamente no ponto de bifurcagao. Logo, estamos considerando que g = 0. Com isto,

temos que:
G(yn: 0) = Y + Ypds - (2.43)

Sendo G(y,,0) a distancia entre o ponto fixo e a n-ésima iterada, y, entao podemos

considerar a seguinte aproximacao:

~ Y .
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% 1 2 3 4 5
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I —18 —32 — 2750 —40/3 —28+/392

: 4 2 36 3 80 4 250 5

i -4 — 2 — 28 J50 —- 80927 — 20 /4802

s 3 62 6520 203 15112

Figura 12: Tabela de valores para js, je, j7 € js para valores diferentes do parametro ~y. Retirada da

referéncia [34).

Portanto, devemos resolver a equagao diferencial Eq. (2.44]) integrando de modo que

y(n)d n
/y—:‘; :jﬁ/dn . (2.45)
Yo 0

Resolvendo a integral da Eq. (2.45)), encontramos a expressao

yn) = ——2 (2.46)

V1 —2j6y¢n

O termo negativo no denominador pode parecer estranho a primeira vista. No entanto,

se lembrarmos que jg < 0 fica permitido reescrever a Eq. (2.46|) da forma

y(n) = %0 (2.47)

V1 —2ljeldn
Podemos discutir através da Eq. (2.47) os resultados numéricos exibidos na

Figura [10, Da Figura, notamos dois tipos distintos de comportamento: um para um

nimero pequeno de iteragoes e outro para um numero grande de iteracoes, sendo mar-
cado a mudanga entre os dois regimes por um numero de crossover, n,. Fazendo um
procedimento semelhante ao que foi realizado para a primeira bifurcacao, a primeira lei

escala surge da condicao

jslyn < 1, (2.48)
na qual obtemos
y(n) ocyo - (2.49)
Comparando com a hipotese de escala proposta em Eq. , encontramos

y(n) < yg (2.50)

o que nos possibilita concluir que o = 1. Este expoente é universal para esta familia de

mapeamentos discutida neste capitulo e nao depende da nao linearidade, ou seja, de 7.



31

A segunda lei de escala é obtida considerando a condi¢ao
2ljslyon > 1 (2.51)

e, quando incorporada a Eq. (2.47)), encontramos

1
y(n) o« ——n"2 (2.52)
vV 2| s
A segunda hipédtese de escala enunciada na Eq. (2.6) argumenta que
y(n) o< n® . (2.53)
Entao, analiticamente encontramos o expoente § = —1/2. Este expoente estd de acordo

com resultado da simulagao apresentado na Figura , cujo expoente é de f = —0,499925(4).

Finalmente, o expoente z é extraido da condigao
jalyn =1 . (2.54)

Esta condicao leva a mudanca de regime do plato constante para o regime de decaimento.

Portanto, obtemos:

1
2|j6ly3 )
Ne = Y2 . (2.56)

A dltima hipétese de escala, na Eq. 2.7 propoe que
Ny X Y5 (2.57)

Numericamente o resultado obtido e mostrado na Figura [7] o expoente é z =
—2,00004(5), corroborando com o resultado encontrado analiticamente.

Agora, discutiremos o caso em que pu = 0 e, para tal, devemos considerar, da
Eq. (2.42), que:

G (Yns 11) = Yo + 27Ynbt + JoYp - (2.58)
Transformando a equacao de diferencas numa equacao diferencial, temos que

~ dy ,
= = =y(2vu+ jey?) (2.59)

G(ym VJ) — Yn dn
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Logo, devemos resolver a integracao

y(n) n

/ y(2wdijey2) :0/ - (250

Yo

Resolvendo a integracao e agrupando os termos convenientemente, obtemos:

241y { ( 241y ) D
yn)=4/— 1+ — —1)e " . 2.61
=Tl 1 el g

Para uma maior clareza da Eq. (2.61]) é conveniente fazermos um expansao em Série de

Taylor. Portanto, temos:

2#7{ 1(2m )4 n
y(n) = [T (1= 5 (b — 1) ehom| 2.62
() | Je| 2 \ w5 lJs] ( )

Considerando apenas a poténcia linear de y, desprezando os termos de ordem p, /i, a Eq.
(2.62)) pode ser escrita como

27:“ T —4puyn
yn) — | —— = /5—¢€ . 2.63
() | Je] 2|j6| ( )

A Eq. (2.63) permite uma comparacao com a Eq. (2.14), de onde extraimos que

y(n) oc e MH (2.64)

na qual a hipotese de escala é:

y(n) oce (2.65)

onde 7 o< p°. Comparando as Eq. (2.64) e (2.65) podemos concluir que § = —1, confir-

mando os dados numéricos obtidos da simulacao exibida na Figura @D
Conclusoes Parciais

Ao longo deste capitulo consideramos a convergéncia ao estado estacionario
para uma familia de mapeamentos unidimensionais no ponto de bifurcacao e vizinhancas.
Investigamos o comportamento na bifurcacao transcritica, na supercritica de forquilha
e duplicagao de periodo. Usamos uma descricao através da observacao adquirida das
simulagoes numéricas exibindo um comportamento inicialmente constante e, apds um
determinado nimero de iteracoes, um decaimento. A partir dessa observacao, pudemos
supor trés hipéteses de escala afim de explicar esse comportamento. Fazendo uso da

funcao homogénea generalizada, obtivemos a relagao entre trés expoentes criticos gerando
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uma lei de escala do tipo z = a/f. Préximo ao ponto de bifurcacdo a convergéncia ao
ponto fixo é dada por um decaimento exponencial, cujo o tempo de relaxacao é descrito
por uma lei de poténcia do tipo 7 o< ©’. Encontramos § = —1 que independe da néo
linearidade do mapeamento. Estes resultados fenomenoldgicos sao confirmados por uma
descrigao analitica valida para qualquer v > 1. Para a bifurcacao de duplicagao de
peiodo encontramos os expoentes « = 1, § = —1/2, z = —2 e sao independentes da nao

linearidade do mapa.
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3 PROPRIEDADES DE ESCALA EM MAPEAMENTOS
BIDIMENSIONAIS HAMILTONIANOS

Neste capitulo trataremos de uma familia de mapeamentos hamiltonianos bidi-
mensionais que s@o descritos em termos das variaveis angulo () e a¢do (I), consideraremos
que a variavel angulo diverge quando temos uma agao muito pequena, ou seja, no limite
em que a variavel acao tende a zero. Nosso interesse esta na transicao de integrabilidade
para nao integrabilidade. Portanto, focaremos na transicao de fase de integravel para nao
integravel onde espago de fases é do tipo misto. Um espaco de fases deste tipo contém
um rica dinamica, exibindo ilhas de periodicidade, envoltas em uma mar de caos e curvas
invariantes do tipo spanning. O mar de caos preenche todo o espago de fases, porém
nao penetra dentro das ilhas de estabilidade e também nao cruza uma regiao de curvas
invariantes. Por outro lado, as curvas invariantes funcionam como uma barreira fisica que
impedem a passagem de érbitas cadticas. Quando as curvas invariantes sao destruidas, o
mar de caos cresce ilimitadamente levando o sistema a uma difusao ilimitada da varidvel
acao. Usaremos o formalismo de lei de escala para caracterizar o comportamento das
propriedades estatisticas do mar de caos. Por tltimo, faremos uma descricao fenome-
nolégica e também analitica para o comportamento da média da agao e obteremos uma
lei de escala que controla a transicao integrabilidade do sistema. O mesmo formalismo
sera extendido para outros sistemas incluindo mapas dissipativos dando continuidade aos

trabalhos da tese.
3.1 Mapeamentos Hamiltonianos e parametros de controle

Consideraremos uma Hamiltoniana genérica [30] que descreve um sistema
dinamico de dois graus de liberdade. Essa Hamiltoniana é composta por duas partes,
dada por:

H(IL,I5,01,09) = Ho(I1, 1) + eH (11, I, 01, 65) (3.1)

A parte integravel é denotada por Hy(Iy, Is) enquanto que a parte nao integravel é dada
por Hy (I, I5,0,,05) e controlada por um parametro de controle €, cujo parametro controla
a transicao de integravel para nao integravel no sistema. Quando € = 0 o sistema é
integravel, ou seja, a quantidade de constantes do sistema ¢é igual ao nimero de graus de
liberdade e, para € # 0, o sistema é dito ser nao integravel. Neste tultimo caso, o espago
de fases gerado é misto, composto por ilhas de periodicidade rodeadas por um mar de
caos limitado por um conjunto de curvas invariantes. Essas curvas invariantes sao do tipo

spanning, invariantes por iterada e atuam como barreiras impedindo que o mar de caos
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se difunda ilimitadamente.

Como H nao depende do tempo, podemos eliminar a variavel I, restando
trés variaveis. Aplicando a se¢ao de Poincaré [30] podemos reduzir o fluxo tridimensional
para uma aplicacao de um mapeamento bidimensional no plano I; x ¢ para 6, constante.

Entao, o mapeamento genérico pode ser escrito

{ -[n-i-l == ]n + Eh(env ]7H—1) (3 2)

9n+1 = [9n + k(In-i-l) + ep(9n7 [n+1)] mod(27r)

onde h(0,, Iii1), k(I41) € p(On, Iny1) s@o fungoes nao lineares de suas varidveis. O indice
n é inteiro e denota a n-ésima iterada do mapa (3.2]).

O mapeamento da Eq. preserva area no espago de fase [35] e, portanto,
o determinante da matriz jacobiana é igual a 1. De fato, podemos escrever os coeficientes

da matriz da seguinte forma:

a9n+1 a9n+1
oln 00,

Olny1  Olnga
J:( Oln — 00n ) : (3.3)

a]n—l-l — 14+ Eah(e'm In—i—l) aIn—l—l
(9In a[n+1 86%
B 1
N O (Bn,Tnt1
1—c¢ [—(Bln+1+ )}
Oy _ (0 Tus) | (0 Lusr) Ol
89n 86n aIn+1 aen ’
aen—i-l ak([n—H) aIn—i—l ap(ena In—i—l) a]n—i-l
= A
ar, oL, oL, " or. oI, (34)

_ ak(]n+1) Eﬁp(Qn,[n_H) 81n+1
a_[n+1 a_[n+1 a‘[’l’b I

a(9n+1 — 14+ ak<[n+l) a[n+1 + Eap(ena [nJrl) + 68p<9n7 [nJrl) a[n+1
a6, o, 00, a6, e 06,
ap(ena ]n+1) i ak([nJrl) n Eap(em [n+1) Ol
96, O, O, 96,

= 1l+e

Dados os coeficientes, o determinante da matriz jacobiana J é dado por:

Op(OnsTns1)
1+4+€ [—p o }

R CLIC ey
1 E[—BIHH ]

DetJ =

(3.5)
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Podemos perceber que o mapeamento preserva a area no espaco de fases so-
mente quando a seguinte condicao é satisfeita:

ap(ena ]n-‘,-l) + ah(ena ]n—i—l)

S =0 (3.6)

Em alguns casos [30] é conveniente considerar p(6,, I,+1) = 0. Considerando
uma fungao periddica para h, do tipo: h(6,) = sin(6,), diferentes aplicagbes sao encon-

tradas na literatura, na qual podemos destacar:

e k(l,+1) = I,41: descreve o mapa padrao ou mapa standard [28];

k(I,11) = 2/1,41: obtemos o modelo Fermi-Ulam (FUM - Fermi-Ulam Model) [36];

k(I,11) = (I,41: onde ¢ é uma constante, descreve o modelo bouncer [37];

No caso:

1 1

4C2(In+1 - [721+1 - ?> se Inq1 > Z )

0n+1 = [en + k(In+1) + €p<0na [nJrl)] mOd(Qﬂ') .

k(]n+1) -

com ( constante, recuperamos o modelo Fermi-Ulam hibrido [38] 39 40]; e

k(Iy11) = Ing1 + CI2,, obtemos o mapa logistico twist [41].

Consideraremos para este trabalho que h(6,, I,41) = sin(f,) e k = +— com
n+1

v >0e p(ln I11) = 0. Fazendo tais consideragoes, podemos reescrever o mapeamento

(3.2)) como:

Iy =1, +esin(6,)

Or = {Gn 4 L} mod(2r) (3.7)

|In+1|’y

Quando € = 0 o espaco de fases do mapeamento apresenta uma dinamica
regular, na qual nos fornece um regime peridédico ou quase periédico. Para ¢ # 0 a
regularidade é destruida e o espaco de fases exibe uma composi¢cao mista. Dependendo
das condigoes iniciais sera mais visivel na dinamica exibida pelo espago de fase caos ou
regularidade, ou ambos, acompanhado pela presenca de ilhas de periodicidade, podendo
exibir ainda curvas invariantes que limitam o mar de caos do sistema. Um espago de fase
tipico para o mapeamento (3.7)) é mostrado na Figura [13]

Um aspecto interessante nesta dinamica é que quando I ¢é suficientemente pe-

1

queno, o termo [Hn + m} fica descorrelacionado com o termo 6,1, levando o sin(6,,)

a se comportar como uma func¢ao randomica e produzindo difusao na variavel acao I.
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Figura 13: Esboco do espaco de fase para o mapeamento .Consideramos para a construgdo deste
grifico os parametros e = 1072 e y = 1.

Quando a agao cresce, aparece uma correlacao entre 6, e 6,1 produzindo uma regulari-
dade no espago de fase. Para valores elevados da acgao, é observada a existéncia de curvas
invariantes do tipo spanning. A primeira curva invariante funciona como um limite no
qual nao permite que érbitas que pertencam a regiao do mar de caos ultrapassem essa
fronteira.

O comportamento da média da acao como func¢ao do niimero de iteragoes n é o
observavel mais importante que queremos descrever neste capitulo. Quando € = 0 a média
da acao é uma constante e nao muda com a funcao n, uma consequéncia de ser integravel.
No entanto, quando € # 0 o cendrio muda completamente e o sistema apresenta uma
regiao cadtica na qual tem sua difusao limitada, cujo comportamento observaremos ao
analisarmos a variavel I em funcao de n, Iy e €. Observamos também que existe simetria
no espago de fase para e = 0 , particularmente na integrabilidade, e é quebrada quando
e # 0, levando o espaco de fase a conter partes nao integraveis. Isto é o que caracteriza a

transicao de integravel para nao integravel.



38

: %j

00 e—1x10™
B8 ¢_5x10”
—0 o 1-in> i

e=1x10 it

10 10° 10" 10° 10 w' w® ot ow 1w 1w

(a) n (b) nel

Figura 14: a) Grdfico de Ipns vs. n para trés parametros de controle diferentes. b) O mesmo grdfico

de (a) apds uma transformacao n — ne.

3.2 Uma descricao fenomenolégica para os expoentes criticos e lei de escala

Discutiremos nesta secao as propriedades de escala da acao quadratica média,

medida no mar de caos, usando uma descricao fenomenoldgica cuja equagao serd descrita

p:ii liﬁ. (3.8)
M n AN '
i=1 j=1
onde M corresponde a média do ensemble de condigoes iniciais da varidavel angulo de
0 € [0,27] e n é o nidmero de iteragdes do mapa. E vélido ressaltar que o somatorio
em j é tomado ao longo da érbita enquanto que o somatério em 7 é realizado sobre o
ensemble das condigoes iniciais. Para investigarmos a difusao na acao quadratica média
iniciaremos com uma condicao inicial muito pequena na acao, por exemplo Iy = 103,
na qual € é também muito pequeno, garantindo que estejamos proximo a transicao de
integrabilidade para nao integrabilidade. Esta ultima condi¢ao garante um rendimento
maximo na difusao da acao. Pelo fato de existirem curvas invariantes tipo spanning, a
acao se difunde visitando “todos”os estados acessiveis do espaco de fases e entao satura
num valor constante. As Figuras e mostram o comportamento de Iry5 = \/ﬁ V8. N
para trés diferentes parametros de controle. O indice em Igys significa Root Mean Square
indicando o valor quadratico médio da variavel acao.

A Figura[l4l mostra que as curvas de Iry¢ para cada condicao inicial diferente
denotam um comportamento similar uma das outras. Elas comecam a crescer de acordo

com o crescimento de n e, num determinado ponto, elas mudam esse regime passando a
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Figura 15: a) Grdfico de Ipnrs vs. n para trés parametros de controle diferentes. b) O mesmo grdfico
2

de (a) apds uma transformacao n — ne®.
assumir um comportamento de saturagao marcado por um plato constante. A esse ponto
onde ocorre a mudanca de regime chamamos de crossover.

Aplicando a transformacao empirica n — ne? podemos observar que todas
as curvas colapsam juntas para valores pequenos de n. Aqui, esta transformacao foi re-
alizada empiricamente; no entanto, veremos mais adiante uma outra forma onde essa
transformacao sera obtida naturalmente. No ponto onde o regime muda seu comporta-
mento de crescimento para um plato constante, fica caracterizado o ntimero de iteracao
de crossover n,. Usaremos um procedimento similar ao utilizado no capitulo 2 para ana-
lisarmos fenomenologicamente o comportamento apresentado na Figura através das
hipdteses de escala.

Portanto, vamos supor que:

1. Quando n < n,, as curvas sao descritas como
[RMS X (HEQ)B s (39)
onde [ é chamado de expoente de aceleracao;

2. Para n > n,, todas as curvas se direcionam ao regime de saturacao no qual o plato
constante é dado por

Irnvs sar o< €, (3.10)

e a é chamado de expoente de saturacao;
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3. Por fim, o nimero de iteracoes que marca o crossover é dado por:
ng X €, (3.11)
no qual z é chamado de expoente de crossover.
Utilizaremos a fungao homogénea para descrever o comportamento destas hipdteses.
3.3 Funcao homogénea generalizada aplicada ao comportamento de Izpss

Baseado nas trés hipéteses da secao anterior, utilizaremos a fungao homogénea
dada por
IRMs(n€2, 6) = lIRMs(laTLEQ, le) y (312)

para descrever o comportamento de Igysg, onde [ é o fator de escala, a e b sao expoentes

caracteristicos. Sendo [ o fator de escala, podemos escolher, portanto:
1°ne? =1 =1 = (ne?)~1e . (3.13)

Substituindo a equacao (3.13) na equacao (3.12), obtemos:

[RMg(n€2,€> = (nez)*l/“[RMS(l, (neQ)*b/ae) , (3.14)
chamando
Tras(1, (ne?) %) = I,((ne*)~"%%) , (3.15)
entao:
Trns(ne?, €) = (ne?) YL, ((ne?) %) | (3.16)

considerando que n < n,. Comparando a equagao (3.16) com a equagao (3.10), onde

assumimos [ constante para n < n,, que é a primeira hipétese de escala, obtemos o

expoente:
1
= ——. 3.17
f=— (317
Nossas simulagoes fornecem um expoente 5= 1/2, logo a = —2.
Agora, escolhendo
lbe=1=1=¢", (3.18)

e substituindo a equagao(3.18)) na equacao (3.12)) obteremos:

Trns(neé® €) = e Volpys(e neé® 1) (3.19)
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para o qual
Trus(e 7 ne® 1) = Ig(e ¥’ne?) . (3.20)

Portanto, usando as equagoes (3.19) e (3.20]), podemos escrever:
Irns(ne €) = e VoIg(e’ne?) | (3.21)

para o regime onde n > n,. Comparando a equagao (3.21) com a segunda hipotese
de escala dada pela relagao da equagao (3.9) e assumindo I constante para n > n,,
chegaremos ao expoente:

1

a=—7. (3.22)

Dos resultados da simulacao numérica, nesse regime de platd constante, podemos concluir
que o = 1 e, consequentemente, b = —1.
Para o expoente z podemos obté-lo combinando as equagoes (3.13)) e (3.18)

que sao expressoes distintas para o fator de escala [, temos,
(ne?)~Ya = /b (3.23)
e, substituindo as relagoes para ( e «, a seguinte relacao é obtida:

(ne2)5 =

ng = €i’. (3.24)

Comparando a equagao (3.24) com a equacao (3.11]) da terceira hipétese de escala, con-
cluimos que:
a

Z:E—Q, (3.25)

Note que a equagao envolve os trés expoentes criticos «, e z, definindo uma lei
de escala. Conhecendo-se pelo menos dois expoentes o terceiro é obtido naturalmente.

O expoente de aceleracao 3 ¢é obtido fazendo-se um ajuste em lei de poténcia
para o regime de crescimento, ou seja, em n < n,. O ajuste numérico obtido para este
expoente foi de = 1/2. Ja o expoente critico o é obtido no regime em que n > n, para
valores elevados de n e para valores onde a média da acao é dada aproximadamente pelo
regime de saturacao. Estamos considerando aqui que o parametro € é muito pequeno desde
a transicao de fase e, para obtermos o expoente critico o, mantivemos fixo o parametro
7 e variamos € num intervalo de e € [107%,1072].

A Figura (a) mostra o comportamento de Irps,sar vS. € para o parametro
v = 1. Neste grafico, obtivemos o expoente critico através de uma ajuste em lei de

poténcia de aw = 0,519(4). Para a Figura [16| (b) temos o comportamento também de
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Figura 16: Comportamento de Ipys vs. € para: (a) v =1 onde o expoente critico obtido é
a =0,519(4); (b) v =2 cujo expoente critico obtido € o = 0,346(2).

Irms,sar vs. € agora para o parametro v = 2 e, para este caso, obtivemos um ajuste em
lei de poténcia de a = 0, 346(2).

No caso do expoente critico z sua obtencao se dé através do grafico n, vs. € para
um determinado valor fixo de v. De fato, n, corresponde ao ponto onde a curva de Igpsg
muda de regime, passando do regime de crescimento para o regime de saturacao. A Figura
mostra esse comportamento para v = 1. Obtivemos através de simulagao numérica o
expoente critico z = —1,12(1) para v = 1, sendo estes resultados bem compativeis com a
equacao da lei de escala. Para a Figura , na qual o parametro é v = 2, obtivemos
também por simulagdo numérica um expoente critico z = —1,30(2), cujos resultados

também estao compativeis com o comportamento da lei de escala.

©--© Dados numéricos |
— Melhor ajuste 7

Figura 17: Comportamento de n, vs. € v = 2. Obtivemos dos dados numéricos o expoente
z=-1,12(1).



43

10°F T —————g
C — Melhor ajuste i
L =2 J
: z=-137(1)
107¢ 3
o | ]
1045_ E
103 o ; : : : = I_ : ; : : = 2
10" 10° 10°
£
Figura 18: Comportamento de n, vs. € para v = 2. Da simulagdo, obtivemos z = —1,37(1).

O conjunto de expoentes criticos obtidos na regiao cadtica, préxima a transigao
de integrabilidade para nao integrabilidade, é invariante de escala. Para visualizarmos
isso, podemos agrupar todas as curvas de Igy;s obtidas para diferentes € em uma mesma
curva universal, através das transformagoes Igys — Irys/€® e n — n/e*. A Figura
mostra todas as curvas plotadas em uma tunica curva universal apds esta transformagcao
de escala paray=1e vy = 2.

0

10 e T T T T 10°F T T T T T = T3
« [ E
IRMS/e [ IRMS/e L
I 10'F E
10'F ;
[ y:] _2— ’Y:2
i ooe=I1x10" 10°F ooe=Ix10"
o—ae=5x10" F o-ae=5x10"
o—oe=1x10" . o—oe=1x10"
10°F E I
0’ 107 10° 10° 10" 10* 10° 10° 107 10"

(a) | nle” (b) nle”

Figura 19: Sobreposicio de todas as curvas mostradas na Figumplotadas numa mesma curva
universal apds as transformacoes Ipnrs — Irns /€ e n — n/e2. O pardmetro usado foiy = 1. Em (a)
paray =1 e (b) para v = 2.

3.4 Investigacao tedrica dos expoentes criticos

Na segao anterior, discutimos como os expoentes criticos foram obtidos, des-
crevendo o comportamento da acao quadratica média ao longo do mar de caos, usando
uma descrigao fenomenoldgica. Nesta secao, serd abordado um caminho diferente para
obtermos estes mesmos expoentes criticos a, $ e z. O mar cadtico é limitado por um

conjunto de curvas invariantes do tipo spanning e a curva mais baixa limita a difusao da
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6rbita cadtica. Acima da curva invariante mais baixa no espaco de fases ha regioes de
regularidade e de caos local. Abaixo da curva, a regiao é composta por ilhas periédicas
e caos, mas devemos destacar que é caracterizada principalmente pela auséncia de curvas
invariantes. Portanto, a curva invariante mais baixa caracteriza a transicao do comporta-
mento caético local para o global. A curva invariante separa duas regides: I) Abaixo da
curva, onde o comportamento caético global domina a dinamica; e II) Acima da curva,
onde observamos caos local.

Um regime similar que relaciona o que descrevemos acima é observado no mapa

standard [30], descrito pelo mapeamento:

{JM4:1n+kgnw@ (3.26)

Opni1 = [0n + Ini1] mod(27)

onde k é o parametro que controla a transicao da integrabilidade - quando k& = 0 o sistema
é integravel e quando k # 0 o sistema é nao integravel. O sistema exibe um espago de
fases misto para valores pequenos de k e a transicao do caos local para o caos global ocorre
quando k. ~ 0.9716..., valor no qual a tltima curva invariante é destruida [42]. Usaremos
esta propriedade aqui, extendendo o que foi usado em [43] para estimar a localizagdo da
curva invariante spanning mais baixa, dando também uma expressao para a correcao de
segunda ordem da localizacao da curva.

O primeiro passo para a localizagao da primeira curva invariante é considerar

que proximo a ela a variavel dinamica pode ser escrita
I,=1+AI, , (3.27)

onde I corresponde ao valor caracteristico da acao ao longo da curva invariante e Al,
uma perturbacao de I. Usando essa aproximacao, a primeira equacao do mapeamento
(13.2)) é dada por:

Inyy = I, +esin(6,)

Al,;1 = Al, +esin(6,) (3.28)
1
9n+1 = |:0n + ’V_:| mod2m
In—l—l

i1 } mod2 . (3.29)

{en+~—
(I + Al )
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Manipulando algebricamente a equagao (3.29)) e eliminando o mod2r temos:

1
0n+1 == en + ~ AL ~
n+1
Y (e
1 Al -
= Ot = (1 + Il‘“) . (3.30)
Como % — 0 (Al,41 é muito pequeno comparado com I ), podemos fazer

a expansao em Série de Taylor, o que conduz a:

AL\ " Al 1 AL\
(1+ i“) =1+ (—7) j+1+§7(7+1)( jH) + ... (3.31)

AL . . .
Sendo ;*1 muito pequeno, desconsideraremos os termos a partir da segunda ordem.

Portanto:

o 1 AInJrl

_ [en - VM"“} . (3.32)

I f’y—i—l

Para fazermos a conexao com o mapa stardard, temos que multiplicar a equacao (|3.28|)

1

por —=L— e, na sequéncia, adicionar o termo %

I+
— L ALy = ——LAL - L esino,)
Jr+1 Jr+1 Jr+1
gl L 1y
ijAlnH + i ffwlAI" + = pﬂesm(ﬁn) .

Definindo convenientemente o conjunto das novas variaveis

1 Al,
J, = = - 12 (3.33)
I Jr+1
_ 1 ’VAIn—H
e = T (3.34)
entao:
S SN LR
Jnt1 = Jn ﬁﬂesm(ﬁn),

9n+1 = en + Jn+1 .
Fazendo ainda: ¢,, = 6,, + 7, obtemos o mapeamento:

e
Jpi1 = Jp, — =——sin(o,
o Fror 00 (3.35)

Gni1 = [P + Jny1] mod(2m)

onde k.y = 7 € o parametro de controle efetivo.
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Figura 20: (a) Grdfico do comportamento de Ivs.e onde os circulos abertos correspondem a satura¢do
quando n — 0o e a linha continua corresponde a previsdo tedrica, ver equacdo (3.33) para a mais baiza
curva invariante. (b) Mesmo grdfico mostrado em (a) apds a transformagao I — I1/1.8 para a curva
inwvariante. O parametro usado para compor os graficos foi v = 1.

De acordo com [30], préximo a curva invariante o parametro de controle efetivo
key = 0,9716..., onde ocorre a transi¢ao do caos local para o caos global. Portanto,

podemos concluir que a localizagao da curva invariante mais baixa para o menor valor da

~ F+1
i= (%) T (3.36)
ef

A correcao de segunda ordem para curva invariante mais baixa é:

AI 1 kf ’Yﬁl’l Y
2 ef S
O (_f ) = ) (—7 ) e+l | (3.37)

A posigao da curva invariante mais baixa define o limite do mar cadtico. O

acao é dada por

comportamento de Iry;g deve ser relacionado com I. O valor numérico de I RMS que
ocorre para n >> n, é definido a partir de uma fracao de I. Entao, I deixa explicito

a regra para a qual gy s obedece. Comparando as equagoes ((3.36) com ([3.10) podemos

concluir que
1

a= m : (3.38)
Esta relacao fornece a conexao entre o expoente a e o parametro de controle
v, onde definindo um dos trés expoentes criticos os outros dois estarao definidos.
A Figura20|a) mostra o comportamento de I vs. € para o valor de saturagdo,
correspondendo a linha que contém os circulos abertos, obtido quando n — oo, enquanto

que a linha continua corresponde a previsao tedrica da equagao (3.36). As curvas se
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sobrepoem apés a aplicagdo I — I/1,8 na previsdo tedrica, mostrado na Figura (b)
O fator de transformacao 1,8 foi obtido empiricamente e corresponde somente a uma
estimativa.

Agora, vamos discutir como obter o expoente 3. Usando a primeira equagcao

do mapeamento (3.7 e elevando ambos os lados da equagao ao quadrado:

Inyy = I, +esin(f,)
I}, = I+2Lesin(0,) + € sin*(0,) . (3.39)

Extraindo a média da equagao (3.39)) sobre o ensemble de condigbes iniciais de
6 € [0, 2], obtemos:

sin(6,) = 0
- 1
) _
sin“(6,) = 5
— — 62
I2n+1 == I2n + 5 . (340)

Quando € é suficientemente pequeno e sendo 12,1 — I?, também muito pequeno, podemos

usar a seguinte aproximagao:

T9 ED) o I2n+1 _[2n

2, — 12, — =
H (n+1)—n
L TE
& = 3.41
dn 2 ( )

Entao, temos a equagao (3.41)) é uma EDO de primeira ordem e deve ser resolvida

I(n) 0

R 62
[ [Car. )
Iy n

Integrando ambos os lados e aplicando a raiz quadrada teremos:

/ 2

No limite em que I é suficientemente pequeno, concluimos que a equagao (3.43)) se reduz

a

N

ITnms = %(7%2) (3.44)

Comparando a equagao (3.44) com a equacao (3.9)), poderemos concluir que o expoente

de aceleragdo = 1/2, resultado este bastante coerente com o resultado encontrado
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numericamente. Outra observacao é que o termo ne? que foi acrescentado empiricamente
a equacao e agora aparece naturalmente na equacao ([3.44)).

O expoente z pode ser também obtido analiticamente. Basta usar os limites
de integracao que foram usados na equacao quando Iy — 0 e I(n) = I/1,8. Em

tais limites, uma boa aproximacao para n, €

1 1
1 | ve |+ ngy€e2]?
— | — = . 3.45
sl -5 a9
Isolando n,, obteremos
2 v =2
= | — y+1 o, 346
o I 340
Uma comparagao da equagao (3.46)) com a equagao (3.11]) nos permite concluir que
2
r=——T (3.47)
v+1

As expressoes obtidas para os expoentes criticos a;, 3 e z estao de acordo com os resultados

obtidos previamente na literatura [44] bem como nesta secao.

Conclusoes Parciais

Neste capitulo caracterizamos a dinamica na transicao de fase de intrgravel
para nao integravel usando dois procedimentos para tal fim - um que observa o fenomeno e
outra uma aproximagao tedrica. Na observacao fenomenoldgica, consideramos um regime
cuja condicao inicial I é suficientemente pequena para garantir que as dérbitas estejam
no mar de caos. obtivemos expoentes criticos através da observacao do comportamento
das curvas e usamos hipoteses de escala para descrevé-los. Em seguida, comparamos os
resultdos obtidos com uma fungao homegénea geralizada, obtendo trés expoentes criticos:
a que é o expoente de saturacao, S que é o expoente de aceleracao e z o expoente de
crossover. Validando as hipoteses de escala, os mesmos expoentes foram obtidos analiti-
camente, utilizando uma conexao com o mapa standard, na localizacao da menor curva
invariante spanning. A primeira curva invariante separa duas regioes - abaixo dela pode-se
observar uma comportamento cadtico local enquanto que acima dessa curva ha um com-
portamento cadtico global. Semelhante a este regime dinamico, temos o mapa standard
que exibe os mesmo comportamento de transicao do caos local para caos global. A partir
da transformacao da equagao de diferenca em uma equacao diferencial de primeira ordem
e apds obter sua solucao, encontramos os mesmos expoentes propostos nas hipoteses de

escala, avaliando a solucao nos limites de saturacao e crescimento.
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4 LEI DE ESCALA EM MAPAS DISSIPATIVOS BIDIMENSIONAIS

Abordaremos, neste capitulo, propriedades dinamicas do mapa padrao dissi-
pativo. Como vimos no capitulo anterior, o mapa padrao ou mapa de Chirikov, originou
varios modelos amplamente discutidos na literatura, tais como o modelo Fermi-Ulam, mo-
delo bouncer, mapa twist e suas variacoes. Muitos destes modelos em versoes dissipativas,
também sao conhecidos pela comunidade cientifica. Nossa proposta é descrever fenome-
nolégico e analiticamente a transicao quando a acao deixa de se difundir ilimitadamente
através da introdugao de um termo dissipativo. Mostraremos que o comportamento da
acao quadratica média segue uma lei de escala bem definida em ajuste numérico e justi-

ficado analiticamente.

4.1 O mapa e espago de fases

O mapeamento é escrito como

{ Lyyy = (1 =)L, + ksin(6,) (4.1)

9n+1 = (9n + [n+1 mOd(Qﬂ_)

onde as variaveis dinamicas sao I e 6, acao e angulo respectivamente. O parametro k
controla a nao linearidade do sistema e v é o parametro de dissipacao. Observe que

quando v = 0 recuperamos o caso conservativo, ou seja, sem dissipacao.

Figura 21: Esboco do espaco de fases para o mapeamento . Os parametros de controle usados
foram~v=0ek=0,6.
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Usando o mapeamento [4.1] obtivemos um espago de fases tipico, onde para
essa construcao consideramos k£ = 0,6, v = 0 e usamos uma grade de 140 condicoes
iniciais e 10 de iteracoes no mapa, mostrado na Figura . Observamos que o espaco de
fases é misto, composto por ilhas de estabilidade, caos e curvas invariantes. Destacaremos

trés tipos de transicao que este mapeamento apresenta ao variarmos os parametros k e 7.

k=0 k=0,6

IO .

ok 2l

Ak -

P N TR P A
0 1 2 3 4 5 6
(a) 6 (b

[P R
0O 1 2 3 4
) 6
Figura 22: Em a) o espaco de fases é integrdvel. A Figura b) exibe um espaco de fases com ilhas
periodicas, caos e curvas invariantes do tipo spanning.

Destacamos entao trés transicoes consideraveis:

1) Quando k = 0 o sistema é integréve]E] e quando k # 0 o sistema é nao integravel
- neste caso, o espaco de fase apresenta uma composicao mista, contendo ilhas de
periodicidade, caos e curvas invariantes do tipo spanning, dependendo das condicoes
iniciais e dos paramentros de controle. Portanto, o parametro k controla a transicao
de integrabilidade de integravel para nao integravel. A Figura 22| mostra o espaco

de fase obtido para k =0e k = 0,6.

2) Em k£ > 0,9716... e v = 0 (conservativo) ocorre a transigao de caos local para caos
global [30]. Neste valor critico de k, é observada a destruigao das curvas invariantes
e a difusao ilimitada da a¢ao, podendo ser observado na Figura As curvas inva-
riantes funcionam como uma barreira fisica impedindo a difusao de érbitas cadticas
pelo espago de fases. Ao serem destruidas, uma consequéncia imediata é a difusao

ilimitada da acao no espaco de fases.

'Um sistema é dito ser integravel quando para N graus de liberdade existirem N constantes de
movimento independentes.
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Figura 23: Em a) o espaco de fases exibe curvas invariantes bem definidas; na Figura b) podemos ver
ainda a existéncia destas curvas, porém em menor quantidade; e na Figura ¢) ocorre a destrui¢ao das
curvas invatiantes e a difusao ilimitada da agcao no espaco de fases. O parametro utilizado para
construir as figuras foi v = 0.

3) Supressao da difusao ilimitada da acdo - transigao da difusdo ilimitada da agao
para limitada através da introducao do parametro de dissipacao . Na Figura [24],
podemos observar que, mantendo o k = 1 e variando o parametro v, quanto mais

préximo ao limite conservativo (quando v — 0) mais a acao se difunde.

Quando um sistema ¢ conservativo, o volume no espaco de fase é preservado.
E através dos coeficientes da matriz jacobiana que, fazendo o determinante desta matriz,
podemos descobrir se o sistema é conservativo ou nao. Se o determinante desta matriz for
+1 entao o sistema é conservativo. Quando v # 0 o sistema exibe atratores. Atratores
constituem-se de um ponto ou um conjuntos de pontos para os quais as érbitas conver-
gem em tempos suficientemente longos [5]. Considerando que estes atratores ndo estejam
no infinito, uma consequéncia imediata de v # 0 é a supressao da difusao ilimitada da
acao, marcando assim uma transicao entre a difusao ilimitada para limitada. Concen-
traremos nesta transicao nossas analises e veremos que na vizinhanca dessa transicao a
acao quadratica média que serd o nosso observavel, apresenta comportamento de escala
semelhante aos presentes em transigao de fase ja discutida na literatura [45, [46].

A Figura [23| mostra trés espacos de fases construidos para k = 10, k£ = 100,

k = 1000 e v = 1072 em que podemos observar apenas um atrator caético em todo o
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Figura 24: Espaco de fases quando k =1 e ~y varia de acordo com as indica¢oes nos grdficos.

espaco de fases em cada figura. A estrutua existente para parametros de menor valor de k
foram destruidas e substituidas por um atrator. Podemos ainda ressaltar que o tamanho

desse atrator é proporcional a k. Podemos observar isto na Figura

4.2 O Irys e as hipoteses de escala

O observavel que iremos utilizar é a média quadratica da acao, que chamaremos
de Igys (root mean square), pois somente a média feita em I nao constitui um bom

observavel. Definimos Igyg como

M n

Ipys = % > %Z 2], (4.2)

=1 L7 j=1

que sao duas médias realizadas na variavel I: a primeira, M, é realizada sobre o ensemble
de condigoes iniciais de 6 € [0, 27| e a segunda, n, é realizada ao longo da érbita. Vemos, na
Figura 7?7 o comportamento de I vs. n para diferentes combinacoes de k e y. Considerando
Iy =~ 0 para tempos muito curtos observamos uma comportamento crescente das curvas
de acordo com uma lei de poténcia. Apds um determinado nimero de iteragoes n,, esse
comportamento muda e ao ponto onde ocorre essa mudanca chamamos de nimero de

crossover. Apds o crossover, as curvas passam a se comportarem em regime de saturacao
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Figura 25: Espaco de fases para trés valores diferentes de k e fizo em v = 1072,

bem marcado por um plato constante. Analisando a Figura [26] observamos que quanto
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Figura 26: Comportamento de Ignrs vs. n para diferentes parametros de controle.

maior o parametro de controle £ maior sera a saturagao daquela curva, a medida que,
quanto menor o parametro de dissipacao 7, também serd maior o valor da saturacao.
Baseado no comportamento das curvas observadas na Figura[26] iremos propor

as seguites hipoteses de escala:

1. Para n < n,, as curvas podem ser descritas como

Trus o< (nK?)P, (4.3)
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Figura 27: (a) Comportamento de Ipns vs. k para vy = 1073. Um ajuste em lei de poténcia nos
fornece a; = 1,002(3). (b) Comportamento de Ipnrs vs. v para k = 102. Um ajuste em lei de poténcia
nos fornece ag = —0, 5038(6).

onde [ é chamado de expoente de aceleracao.

2. Para n > n,, todas as curvas convergem em direcao a um regime de saturacao,

marcado por um platd constante, podendo ser descritas como

Trms,sar o< k¥ (4.4)
onde ay e ay sao chamados de expoentes de crescimento.

3. Finalmente, o nimero de crossover n,, dado por
Ny o K™y (4.5)
em que 21 e zp sao expoentes de crescimento.

Os expoentes criticos 3, a1, awe, 21 € 25 podem ser obtidos a partir de graficos
especificos. O expoente 3 foi obtido do crescimento das curvas de Iryg vs. n através
de um ajuste em lei de poténcia cujo resultado foi § ~ 0,5. O expoente «; é obtido
a partir do grafico Igys vs. k como funcao do parametro k para v fixo. A Figura
(a) mostra este comportamento e, do ajuste da reta em lei de poténcia, obtivemos um
expoente a; = 1,002(3). Ja o expoente ay é obtido do ajuste em lei de poténcia do grafico
Irums vs. v e k fixo em k = 10?, cujo expoente é ay = —0, 5038(6), conforme indicado na
Figura [27] (b).

Agora, para obtermos os expoentes z; e 2o precisamos analisar o comporta-
mento de n, vs. k e n, vs. 7y, respectivamente, que estao indicados nas Figuras (a) e
(b), para os quais obtivemos os expoentes z; = —0,002(1) e zo = —1,16(1). Na Figura
(a) o expoente critico ser aproximadamente 0 indica a independéncia entre n, e k.

Entao, podemos utilizar a funcao homogeénea generalizada para escrever o com-
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Figura 28: (a) Comportamento de n, vs. k para v = 1073. Um ajuste em lei de poténcia nos fornece

21 = —0,002(1). (b) Comportamento de nyvs. v para k = 10%. Um ajuste em lei de poténcia nos
fornece zo = —1,16(1).

portamento anteriormente proposto pelas hipotéses de escala. Podemos escreve-la da

seguinte forma:

]RMS(nk:2a ka ’7) - ZIRMS(lank27 lbk? lC’Y) ) (46)

no qual [ é um fator de escala, a e b sao expoentes caracteristicos.

Escolhemos [?nk? = 1, que nos leva a
I = (nk*~Ye, (4.7)
Substituindo na Eq. na Eq., obtemos
Tnms = (0k?) % Tnars(1, (nk?) %'k, (nk?) &), (4.8)

assumindo ser constante o termo Ipys(1, (nk?) % k, (nk?)a~) para n < n,. Comparando

a Eq.(4.8) com a Eq.(4.3)), concluimos que
g=-1/a . (4.9)

Em nossas simulagoes nimericas, obtivemos um expoente § ~ 1/2, portanto

Agora escolhemos [’k = 1, encontrando
| =k~ (4.10)
Substituindo a Eq. na Eq. obtemos
Trns = k™Yo Tpas(nk?k™% 1, k75y) . (4.11)

Considerando que o termo Irys5(nk?k~%, 1, k~5) é constante para n >> n, e, comparando
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a Eq. com a Eq., chegamos ao resultado
a; =—1/b . (4.12)
Finalmente, escolhemos [y = 1, e encontramos
| =~Ve (4.13)
Substituindo a Eq. em Eq., obtemos
Irvs :7_%IRMS(7_%nk2,7_%,1). (4.14)

Entao, podemos consideraa que o termo IRMS(V_%nkz, 7—%7 1) é constante para n > n,.
Comparando a Eq.(4.5) com a Eq.(4.14)), concluimos que

Qg = —1/0 . (415)

Agora, podemos comparar diferentes expressoes obtidas para os fatores de
escala [. Comparando as expressoes Eq.(4.7) com Eq.(4.10]) teremos:

(nk*? = k>
nk?® = k@
n o= ks 2. (4.16)

Comparando este resultado com a Eq.(4.5]), observando  constante, temos que

@:%_2- (4.17)

Observe que Eq.(4.19) define uma lei de escala pois o conhecimento de dois expoentes é
de fator determinante pra o conhecimento do terceiro.

Podemos também comparar as Eq.(4.7) com Eq.(4.13) e entdo, o seguinte

resultado é obtido:

(nk?)? = 4
nk? = 7
n = k_%% (4.18)
Comparando com a Eq.(4.5) tomando k constante, concluimos que
=2 (4.19)

B
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A Eq. define outra lei de escala. Entao, connhecendo-se os expoentes criticos e a
lei de escala podemos reescalar as variaveis em seus eixos de modo a validar as hipoteses
de escala. Aplicamos a transformacao Igys — Irus/k®~*? no eixo das ordenadas e
n — ny* no eixo das abcissas. A Figura [29) mostra a sobreposi¢ao de todas as curvas
em um curva universal, validando o esperado de acordo com o que foi proposto pelas

hipéteses de escala.
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Figura 29: Sobreposicio de todas as curvas mostradas na Figum em uma unica curva universal.
Nesta construgao, foram feitas as sequintes transformagoes: Ipnps — Irys/k®1y*2 e n — ny*2.

Assim, encerramos a descri¢ao fenomenoldgica e partimos para uma analise de

obtencao dos expoentes de modo tedrico, afim de reforcar nossas validagoes de escala.
4.3 Uma descrigao analitica dos expoentes criticos

Nesta secao, iremos descrever analiticamente a obtencao dos expoentes criticos
abordados na secao anterior, afim de comprovarmos os resultados advindos das hipdteses
de escala. Para tal, comecaremos definindo a equagao de Irys €, na sequéncia, estudare-
mos cada caso particular. Com isso, a extracao de todos os expoentes criticos ocorrerao
de forma naturalmente matematica. Veremos também que para uma acao inicial em

I > k/ 7% o decaimento ocorre de forma exponencial.

4.3.1 Definindo Igys

Nossa andlise de Iry¢ sera dividida de duas formas: no caso em que v = 0,

ou seja, para o caso conservativo; e quando v # 0 que indica o caso dissipativo. Vejamos:
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Considerando a Eq.(4.1]), tomaremos apenas a primeira equagao deste mapea-
mento, ou seja:

Iy = I, + ksin(6,) (4.20)
e entao, tomaremos a média quadratica desta equagao, pois somente uma média seria
impréprio, tendo em vista que a média da funcdo seno é zero. Elevando a Eq.(4.20]) ao
quadrado e em seguida tomando a média, temos:
I} = I} +2I,ksin(f,) + k* sin®(6,)
12, = I2+ 2kl sin(0,) + k*sin*(0,,) . (4.21)
Sabendo que sin(#) = 0 e que sin*(f) = 1/2, entdo a Eq. 1) tornar-se-a:

k2
=1+ (4.22)

Agora, consideraremos a aproximacao seguinte:

— Ly —12 A2 k?
]2+1_[2: + ~ —

—_— = — 4.2
" " (n+1)—n  dn 2’ (4.23)

que é uma equagao diferencial de primeira ordem na qual sera resolvida da forma

- 2
dI? :% dn | (4.24)

~
=)
\N‘

0

cujo resultado
2

— k
I2(n) = I§+En

k2
Trus(n) = ]§+3n - (4.25)

A Eq.(4.25) confirma a difusdo ilimitada da a¢do com a raiz de n, na auséncia de curvas

invariantes spanning.

4.3.1.2

Faremos um investigacao do comportamento de Igy;s vs. n considerando y #

0. Entao, utilizando a Eq.(4.1)) e, elevando ao quadrado, teremos:

Inyw = (=71, + ksin(6,)
Iy = (1—9)°2+2(1 —~)L,ksin(0,) + k*sin®(0,) . (4.26)
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Entao, fazemos uma média na Eq.(4.26)) para um ensemble de 0 € [0, 27]. Logo:

12, = (1 —4)’12 + 2(1 — ) L,ksin(6,,) + k*sin(0,,) . (4.27)

n

Lembrando que a sin(f) = 0 e sin*(#) = 1/2, substituindo em Eq. (4.27):
2

S — Kk
2., =(1-7)7°12+ 5 (4.28)

cuja Eq.(4.28)) pode ser reescrita:

- I}, -12 dr — k?
f§+1—1%=m2%=’7(7—2)[2+3 - (4.29)

Por uma melhor manipulacao algébrica, chamaremos I? = F. Portanto, temos agora uma

equacao diferencial de primeira ordem,

dF

= = dn
Yy = 2)F + %
o dF r
/ FTE = / dn' . (4.30)
A Yy = 2)F + % /

Faremos uma mudanga de varidvel, na qual chamaremos u = (v — 2)F + ]“2—2, entao
du = y(y — 2)dF. Substituindo na Eq.(4.30)), temos:

" du

= 7(7—2)/ dn
Uo 0

In (uﬂo) — (7 —2)n
u(n) = wuee?"I (4.31)

Retornaremos as variavéis originais do problema e a Eq. sera

k2 k?
0 -2F+ 5| = -2+ ] et

2

k
V(v =2F(n) =5 (7072 — 1] + y(y — 2) Fpe?07Dn (4.32)

Isolando F(n) da Eq. e substituindo F = I2 temos que:

/{?2

F(n) = FoeX0=2m0 o &~
(n) = Foe T -2

[ev(%?) _ 1}

2

— k
Ipnms = VI? = Ipys(n) = \/1367(72)" + ol o [ex(=2n — 1] (4.33)
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Para melhor visualizagao da discussao dos resultados extaidos da Eq.(4.33)), iremos rees-

creve-la de tal forma que:

L2
Ipps(n) = \/136—7(2‘7)” + o [1—eC@=n] | (4.34)

2-7)
Entao, discutiremos os casos particulares da Eq.(4.34)).
4.3.2 Discussao dos casos particulares

Usaremos a Eq.(4.34]) para extrairmos dois casos particulares:

1. Para o caso de n = 0, a Eq.(4.34) se tornaré:

k2

e [1—er@=0] | (4.35)

Irns(0) = \/136—7(2—7)0 +

Observano a Eq.(4.35]) vemos que a primeira exponencial se resumiré a ¢® = 1, restando
apenas o termo 2. Na segunda exponencial, algo semelhante acontece, ou seja, se resumird
também a e’ = 1 que, subtraindo do 1 dentro do colchetes, torna o segundo termo nulo.

Assim:

IRMS(O) = Ig
Irus(0) = I . (4.36)

Podemos observar que a Eq.(4.36|) confirma o esperado - quando n = 0, o Iy = Iy, que

¢ exatamente a condicao inicial.

2. Para o caso em que n — oo a Eq.(4.34) seréa:

kQ
+ -
27(2 —7)

Quando o argumento da exponencial tende ao infinito, a exponencial sera nula. Logo,

Ipys(n — 00) = \/136—7(2—7)” 1 —e@n] | (4.37)

restard apenas o termo

reescrito como .
Iryms(n — o0) = k—v T (4.39)
(2—-7)
A Eq. associada a Eq. extraimos dois importantes expoentes criticos: a; =1 e
ay = —1/2, resultados que reforgam os expoentes encontrados numericamente nas Figuras

e 7?7, validando analiticamente os resultados obtidos fenomenologicamente.
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4.3.3 A evolugao dinamica

Nossa andlise serd em torno do caso em que 0 < v < 1 em como o sistema
evoluira ao equilibrio, tendo em vista a condi¢ao inicial em Iy &~ 0. Entao, tomando esta

consideracao, podemos descartar o primeiro termo da Eq.(4.34)), entao:

k2
1 n)=4|=———|[1—e@Mn] . 4.40
Podemos reescrever a Eq.(4.40) da seguinte forma:
Irars(n) kK 1 *7@*7)"}% (4.41)
rMs(N) = —e : .
29(2 =)

Faremos um expansao em série de Taylor na funcao entre colchetes da Eq., lem-
brando que a expansao para uma funcao do tipo e* é da seguinte forma:
2 3
ele—l—x—l—a—l—a—i—... (4.42)

Entao, a expansao de [1 — 6_7(2_7)71} sera:

[1— @] = \/5(2 = )n? + %1 (v = 2)7(y — 2)n> ... (4.43)

Considerando apenas uma aproximacao de primeira ordem na expansao em série, a

Eq.(4.41)) sera:

~—
D=

k
Irus(n) ~ NeNCIED) (2 =7)n
Iras(n) ~ LI (4.44)

~ 75
Comparando a Eq.(4.44) com a Eq.(4.3)), concluimos que o expoente de aceleracao 5 =

1/2, que estd também em concordancia com os resultados numéricos e as hip6teses feno-

menolégicas.
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4.3.4 Analise para o nimero de crossover

Na mudanga entre os regimes, ou seja, o numero de crossover, podemos obter

seu expoente igualando as Eq.(4.39) e (4.44]). Portanto:

koo ko2
—n — R
V2 2vV2—7
n = il
2—v
L (4.45)
Ng = —— ) )
2 — 77
Comparando a Eq.(4.44) com a Eq.(4.5) podemos concluir que os expoentes z; = 0 e
29 = —1, 0 que confirma os resultados numéricos e de hipdteses de escala.

4.3.5 Investigacao analitica para o decaimento

Faremos uma investigacao analitica em torno da condicao em que Iy > %
g
Entao, tomando a Eq.(4.34]), podemos perceber que o segundo termo serd eliminado, pois

esta consideracao torna o argumento da exponencial aproximadamente zero e, portanto,

pode-se eliminar este termo. Entao:

Irns(n) >~ y/ Ige=72=7)n

—(2=9)n

ITrys(n) ~ Ipe™ 2 ) (4.46)
Contudo, se 7 ~ 0, entao teremos 2 — v ~ 2, portanto:
IRMs(n) = [Oeifyn . (447)

A Eq. (4.47) mostra que a acao tem um decaimento de forma exponencial. Porém, ela
pode ser obtida de outra forma - iterando a primeira equacdo do mapeamento Eq.(4.1)),

partindo de um par de condigoes iniciais (I, ), teremos:

I = (1 —7)1y+ ksin(by) (4.48)
para a primeira iteracao e

Iy =(1—~)I1 + ksin(#) , (4.49)
para a segunda iteracao. Substituindo a Eq. em Eq., temos:

Iy = (1 —7)[(1 =)o+ ksin(6y)] + ksin(6;)
Iy = (1 — )%y + k[(1 — ) sin(fy) + sin(6y)] (4.50)
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Para a terceira iterada, temos:

Iy = (1—7)l+ ksin(6y)
Is = (1—{(1—~)2I + k[(1 —7)sin(f) + sin(6;)]} + ksin(6s)
I = (1—7)%Iy+k[(1—7)*sin(6y) + (1 — ) sin(f;) + sin(6s)] . (4.51)

Da expressao Eq.(4.51)) podemos fazer uma generalizagdo. Assim sendo:

n—1
Ly=(1=y)"Ip+ kY (1—5)"""sin(6;) . (4.52)
=0
Quando v muito pequeno, podemos dizer que > sin(6;) = 0, portanto:
I,=(1-"I . (4.53)

Na Eq.(4.53) faremos uma expansao em série de Taylor no termo (1 — v)". Entao, a

equacao se tornara:
1
I, =1y |1+ In(l —7)n+ 5 In(1—~)*n® + ... (4.54)

Usando a propriedade da funcao exponencial e sua inversa, o logaritimo natural, temos

que:

I, = Ipe™0-n (4.55)

Entao, podemos fazer uma expansao no termo:

2 3
In(1—7) = —y — % - % , (4.56)

considerando apenas o termo de primeira ordem, a Eq.(4.55)) tornar-se-a:
I, = le™ 7" . (4.57)

Usando uma outra abordagem através da iteracao do mapa, mostramos que o decaimento
¢ expoenencial e cujo expoente de decaimento é dado por —v, obtendo assim as mesmas
equagoes em Eq.(4.47) e (4.55). Isto posto, podemos fazer um esboco das curvas de

decaimento I vs. n e, usando valores diferentes para v, podemos fazer as transformacoes:

In

no eixo das ordenadas: I, — -

; e no eixo das abscissas: n — 7yn; e teremos uma

sobreposicao de todas as curvas em uma Unica curva universal.
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Conclusoes Parciais

No presente capitulo, vimos como a a introducao de um termo dissipativo no
mapa padrao gera uma supressao da difusao ilimitada da agao no espaco de fases. Vimos
também que o comportamento da agao quadratica média é universal, para o qual carac-
terizamos os expoentes criticos da dinamica proximo a transi¢ao da difusao limitada para
ilimitada, fazendo uso de ferramentas fenomenoldgicas e analiticas. Usamos os mesmos
procedimentos dos capitulos anteriores - através de uma funcao homogénea generalizada,
obtivemos um lei de escala que conecta os expoentes criticos com uma lei de escala. Neste
capitulo, encontramos através de simulagoes numéricas, cinco expoentes criticos: =~ 1/2
que é o expoente de aceleragao, a; = 1,002(3) e as = —0,5038(6) para os expoentes de
saturagdo e z; = —0,002(1) e 2o = —1,16(1) para os expoentes dinamicos. Contudo,
através de um procedimento analitico, que comtempla a transformacao de equagoes de
diferenca em uma equacao diferencial, sua solugao nos fornece avaliando em casos parti-
culares, os seguintes resultados - para o expoente de aceleracao: [ = 1/2; expoentes de
saturagdo: a3 = 1 e ag = —1/2; e os expoentes dinamicos: z; = 0 e z5 = —1, validando

os resultados numéricos obtidos.
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5 CONCLUSOES

Os trabalhos desenvolvidos ao longo desta tese de doutorados visou o estudo e
a descricao de propriedades dinamicas de mapeamentos unidimensionais e bidimensionais
através da descricao do formalismo de lei de escala.

Na familia de mapeamentos unidimensionais, foram caracterizados o compor-
tamento dinamico nas vizinhancas do estado estacionario quando o parametro que con-
trola a dinamica é R = 1 e também em suas vizinhancas. No ponto de bifurcagao, esse
decaimento é descrito através de uma fungao homogénea generalizada, conduzindo a trés
expoentes criticos que se relacionam através de uma lei de escala do tipo z = /(. Nas vi-
zinhancas desta bifurcacao, concluimos que este decaimento é exponencial, caracterizado
por um tempo de relaxacdo dado por uma lei de poténcia do tipo 7 o< 1’. Vimos também
que o expoente 0 = —1 independe da nao linearidade do mapa. Entretanto, investigamos
também o comportamento na bifurcagao de duplicacao de periodo para v = 1 e obtivemos
os expoentes a = 1, § = —0,499925(4), z = —2,00004(5) e 7 = —1, confirmando os dados
numeéricos com as hipoteses de escala.

Nos mapeamentos bidimensionais, caracterizamos a dinamica do espaco de fa-
ses na transicao de integravel para nao integravel usando dois procedimentos. O primeiro
considera uma descricao fenomenolégica usando condigoes iniciais no regime em que Iy é
muito pequeno, para o qual obtivemos os expoentes criticos que descrevem o comporta-
mento das propriedades cadticas em fungao do parametro de controle € e do ntiimero de
interacoes n. Entao, uma lei de escala baseada nas hipdteses de escala, definindo uma

relagao explicita entre os trés expoentes criticos a (expoente de saturagao), [ (expoente

o

B
dimento para descrever a dinamica do espaco de fases da transicao da integrabilidade para

de aceleragao) e z (expoente de crossover), dada pela relagao z = 2. O segundo proce-
nao integrabilidade foi o uso de uma conexao com o mapa standard, na qual localizamos a
primeira curva invariante do tipo spanning [43]. Isto foi possivel porque o mapa standard
exibe uma transicao no comportamento da dinamica de caos local para caos global. O
caos global é observado nesta dinamica abaixo da primeira curva invariante, enquanto que
o caos local é observado acima desta curva. Transformando a equacgao de diferengas numa
equacao diferencial de primeira ordem e, em seguida, integrando esta equacao, obtivemos
o slope de crescimento da média da agao, bem como o expoente de crossover.
Introduzimos também um termos de dissipacao no mapa padrao, conhecido
e amplamente discutido na literatura. Neste contexto, observamos a existéncia de trés

transigoes de fase: 1) transigdo de integrabilidade; 2) transicao de caos local para caos
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global; e 3) transicao de ilimitada para limitada da acdo. Focamos nosso estudo na
ultima transi¢ao e observamos uma universalidade no comportamento da acao média.
Nesse objetivo, os cinco expoentes aqui obtidos seguiram ao mesmo procedimento usados
anteriormente, em que caracterizamos os expoentes tanto em dados numéricos quanto

analiticamente.
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1. Introduction

Mappings are often used to characterize the evolution of dy-
namical systems by using the so called discrete time [1]. The inter-
est in the subject was increased after the investigation of May [2]
with direct application to biology [3]. After that a large number
of applications involving mappings were considered particularly
related to physics [4-6], chemistry, biology, engineering, mathe-
matics and many other areas [7-18].

The type of dynamics certainly depends on the control param-
eter. As it is varied, bifurcations appear changing the dynamics
of the steady state [1], and for specific rates eventually lead to
chaos [19,20]. Collisions of stable and unstable manifolds yield the
destruction of chaotic attractors [4,21]. Many of these dynamical
properties are already known and are taken indeed at the asymp-
totic state. The way the system goes to equilibrium is generally
disregarded just by considering the evolution for a large transient.

Our main goal in this Letter is to apply a scaling formalism to
explore the evolution towards the equilibrium near three types of
bifurcations in a logistic-like mapping: (a) transcritical; (b) pitch-
fork and (c) period-doubling. Indeed at the bifurcation point the
orbit relaxes to equilibrium in a way described by a homogeneous

* Corresponding author. Tel.: +55 19 3526 9174.
E-mail address: rivania@fisica.ufc.br (RM.N. Teixeira).

http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2015.02.019
0375-9601/© 2015 Elsevier B.V. All rights reserved.

function with well defined critical exponents [22-24]. Such expo-
nents are not universal and depend mostly on the nonlinearity of
the mapping and on the type of bifurcation. Near a bifurcation,
the relaxation to the equilibrium is exponential, with a relaxation
time characterized by a power law [22]. Here, two different pro-
cedures are used to obtain the exponents. The first one is mostly
phenomenological with scaling hypotheses ending up with a scal-
ing law of the three critical exponents. The second one considers
transforming the difference equation into a differential one and
solving it with the convenient initial conditions. Our analytical
results confirm remarkably well the numerical data obtained via
computer simulation.

This work is organized as follows. First the mapping, the equi-
librium conditions and a phenomenological approach leading to
the scaling law are described. Then we discuss the critical expo-
nents by transforming the difference equation into a differential
equation. Moving on we present discussions and extensions to
other bifurcations when finally our conclusions are drawn.

2. The mapping and ph logi
state

al properties of the steady

The mapping we consider is written as

Xnp1=Rxn(1-x7), e

67



RM.N. Teixeira et al. / Physics Letters A 379 (2015) 1246-1250 1247
1 T T 100 [T —ron
I ° oxn=10"
0.8~ ¥=1 10 oo xg107| 7|
I . oo xg10”
06 1o avax=10*| ]
= L = q
04 - 10° E
02} 10% 3
F Transcritical E Ny, 8
0 : 10-10’111 1 s | i 1w 1 w
0 10° 10° 10° 10° 10° 10
(a) R (@) n
-1
10§ T T
— T T E
1+ =2 F AN
L 1072 frocmn- o oo, o, -
05| E
F &
I R 107 o E
= 0 E
05 - Pitchfork 10* e d
-1 10
T ® 10° 10° 10* 10° 10° 10"
0 0.5 n
(b)

Fig. 1. Orbit diagrams obtained for Eq. (1) considering: (a) y =1 (traditional logistic
map) and; (b) y =2 (cubic map). Some bifurcations are indicated in the figures.

where y > 1, R is a control parameter and x is a dynamical vari-
able. A typical orbit diagram is shown in Fig. 1 for: (a) y =1
(logistic map) and; (b) y =2 (cubic map).

The fixed points are obtained by solving x,4+1 = x, = x* and
two cases must be considered: (i) y is an even number or; (ii) y
is any other value (odd, irrational etc.). For case (i) there are three
fixed points. One is x* =0, which is stable (asymptotically stable)
for R € [0,1) and the two others are x* = +[1 — 1/R]'/¥, which
are stable for R € (1, (2+ y)/y). The bifurcation at R =1 is called
pitchfork [25,26]. For case (ii) there are only two fixed points. One
is x* =0, stable for R € [0, 1) and the other is x* =[1 — 1/R]'/?,
being stable for R € (1, (2 + y)/y). Transcritical is the bifurcation
at R =1 for this case. Both bifurcations are identified in Fig. 1(a, b).
Our goal is to consider the convergence to the fixed point x* =0
at the bifurcation in Rc =1 and in its neighbouring such that u =
Rc— R=0, with R <R..

The orbit diagram allows also to extract more properties. After
a transcritical bifurcation, as seen in Fig. 1(a), the period-1 orbit
is stable for the range R € (1,3) when a period-doubling bifurca-
tion happens. After that a period-doubling sequence is observed,
obeying a Feigenbaum scaling [19,20] until reach the chaos. Sim-
ilar dynamics, for a different range of R is also observed after a
pitchfork bifurcation, as shown in Fig. 1(b).

The natural variable to describe the convergence to the steady
state is the distance from the fixed point [23]. Indeed for the fixed
point x* =0, the distance to the fixed point is the own dynamical
variable x. The convergence to the steady state must also depend
on the number of iterations n, on the initial condition xo, and of
course on the parameter i = R — R. The parameter 1 =0 de-
fines the bifurcation point and the convergence to the fixed point
is shown in Fig. 2 for two different values of y: (a) y =1 and;
(b) y =2 and different initial conditions xo, as labelled in the fig-
ure.

We see from Fig. 2 that depending on the initial condition xo,
the orbit stays confined in a plateau of constant x and, after reach-
ing a crossover iteration number, ny, the orbit suffers a changeover

Fig. 2. Convergence towards the steady state at x* =0 for: (a) y =1 and; (b) y =2.
The initial conditions are characterized in the figure. For this figure, we used the
parameter j1 =0.

from a constant regime to a power law decay marked by a crit-
ical exponent B. The length of the plateau also depends on the
initial xo. Based on the behaviour observed from Fig. 2 we can
suppose that:

1. For a sufficiently short n, say n <« ny, the behaviour of x vs. n
is given by

x(n) xxg, forn < ny, 2)
and because x o xp, we conclude that the critical exponent
a=1.

2. For sufficient large n, i.e., n > ny, the dynamical variable is
described as
x(n) ocnf, forn>> ny, ®3)
where the exponent g is called a decay exponent. The numer-
ical value is not universal and depends on the nonlinearity of
the mapping.

3. Finally, the crossover iteration number ny is given by

Ny X X§, (4)

where z is a changeover exponent.

The exponents 8 and z can be obtained by considering specific
plots. After the constant plateau, a power law fitting furnishes 8.
Indeed for y =1 (logistic map) we found g = —0.99981(3) while
for y =2 (cubic map) we obtained g = —0.49969(5). To obtain the
exponent z we must have the behaviour of ny vs. xo, where ny is
obtained as the crossing of the constant plateau by the power law
decay, as shown in Fig. 3.

The slope obtained for y =1, as shown in Fig. 3 is z =
—1.0002(3) while for y = 2 the exponent obtained is z =
—2.001(2).

The behaviour shown in Fig. 2 together with the three scaling
hypotheses allow us to describe the behaviour of x as a homoge-
neous function of the variables n and xo, when p =0, of the type
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1 E |
X(x0,n) = Ix(1%0, I’n), (5) IR
§ w0'F 3
. . P o
where [ is a scaling factor, a and b are characteristic exponents. k|
Because | is a scaling factor we choose %%y = 1, leading to | = 0L ]
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—1/[1 7‘)/0 10-4 L i Lium Lo L i
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2
(b) n/x,

Assuming the term x(],xab/"n) is constant for n <« ny and compar-
ing Eq. (6) with the first scaling hypothesis we conclude that o =
—1/a. Moving on and choosing [°n = 1, which leads to I =n~1/%
and substituting in Eq. (5) we obtain

x(x0,m) =n"bx(n"bxo, 1). (7)

Again we suppose the term x(n~%bxg, 1) is constant for n > ny.
Comparing then with the second scaling hypothesis we end up
with B = —1/b. Finally we compare the two expressions obtained
for the scaling factor. It indeed leads to ny = xg/ﬂ. A comparison
with third scaling hypothesis allows us to obtain a relation be-
tween the three critical exponents «, B and z therefore converging
to the following scaling law

z=—. (8)

The knowledge of any two exponents allows to find the third
one by using Eq. (8). Moreover the exponents can also be used
to rescale the variables x and n in a convenient way such that
X — x/x§ and n — n/x§ and overlap all curves of x vs. n onto a
single and hence universal curve, as shown in Fig. 4.

Before moving to the next section and considering the dynam-
ics in a more analytical way, let us discuss here the dynamics for
1 # 0. This characterizes the neighbouring of the bifurcation. The
convergence to the steady state is marked by an exponential law
of the type (see Refs. [22,23])

x(n, ) oce™T 9

where 7 is the relaxation time described by

Tocul, (10)

where § is a relaxation exponent. Fig. 5 shows the behaviour of t
vs. u for two different values of y.

A power law fitting furnishes the exponent § = —1 and is in-
dependent on the value of the parameter y. In the next section
we describe how to obtain the exponents discussed in this section
using an analytical approach.

Fig. 4. Overlap of all curves shown in Fig. 2 onto a single and universal plot, after a
convenient rescale of the axis, for both: (a) y =1 and (b) y =2.

s

10° £ T — T
[ — Power law fitting | ]
Cl .
e 10°F §=-0.994(1)
10°
10* 10° 10?
(a) u
10° T — T T T

0O Numerical da
— Power law fitting

=2

F 8=-1.0009(1)

Fig. 5. Plot of the relaxation to the fixed point as a function of x in the logistic-like
map for the exponents: (a) y =1 and; (b) y =2.

3. An analytical description to the equilibrium
Let us now discuss a different approach to reach the equi-
librium. We start first with case (i), i.e., at the bifurcation point

R = R = 1. The equation of the mapping is then written as

Xni1=Xn —x, L. (11)
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Very near the fixed point, we suppose the dynamical variable x
can be considered as a continuous variable. Therefore Eq. (11) is
rewritten in a convenient way as (see also Ref. [27] for a recent
application in a 2-D mapping)

X Cx = Xn+1 — Xn
n+1 "_—(n+1)—n'
dx
~ == —xV T 12
an (12)

Grouping the terms properly we obtain the following differen-
tial equation
dx
i —dn. (13)

Indeed the initial condition xg is defined for n = 0. Of course for a
generic n we have x(n). Using these terms as limit of the integrals
we end up with

X(n) n

dx
Wz_[d”' (14)
0

After integrating Eq. (14) and organizing the terms properly we
obtain the following expression

X0

xmy=—20 (15)

[x)yn+ 1]1/ 4

Let us now discuss the implications of Eq. (15) for specific
ranges of n. We start with the case xgyn < 1, which is equiva-
lent to the previous section of n < ny. For such a case we obtain
that x(n) = xp. A quick comparison with first scaling hypothesis al-
low us to conclude that the critical exponent o = 1. Second we
consider the situation xgyn > 1, corresponding to n > ny in the
previous section. For such case we obtain that

x(n)y~n~\7 . (16)

Comparing then this result with scaling hypothesis two of the
previous section we conclude 8 = —1/y. The last case is obtained
when xgyn =1, which is the case of n =ny. Then we obtain

ne=xy7 . (17)

A comparison with third scaling hypothesis gives us that z =
—y. With this procedure we obtained all the three critical expo-
nents discussed in the previous section as function of the param-
eter of the nonlinearity y. Numerical simulations were made for
several different values of y considering either odd, even, irra-
tional and other set of numbers. The numerical findings confirm
the validity of both the scaling law as well as the analytical proce-
dure.

The last point to discuss is the case of R < R, i.e.,, immediately
before the bifurcation. For this case we can rewrite the mapping
as

Xnt1—Xn=Xn(R—1) — RX;{H,

_ Xnp1—Xn_dx

T (+1)—-n dn

=x(R—1)— Rx"*1. (18)

We have to emphasize that near the steady state x = 0 and

considering y > 1, the term x”*! goes faster to zero as compared

with x. Then the last term of Eq. (18) can be disregarded. With this
approach we obtain the following differential equation

dx

dn

s

— (19)

10 T T T T

10-6 Lo | tvium 1ot Lo 1 i

10 10° 10* 10° 10° 10"
(a) n
”V = " n‘K T T T f
\ . |
. AN ]
% 7
= AN
X AN 3
N
Lim Lism Lium Lo Lie
10° 100 100 100 1

(b) ke’

Fig. 6. (a) Convergence to the fixed point x* =2/3 for y =1 considering R = 3.
The slope of decay obtained was g = —0.49939(7). (b) Overlap of the curves shown
in (a) onto a single and hence universal plot.

where 1 =1 — R. Considering again that for n =0 the initial con-
dition is xp, we have to integrate the following equation

x(n)d n
7" = —,,Lfdn’. (20)
X0 0

After integration and grouping the terms we obtain
x(n) = xpe M. (21)

Comparing this result with Eqgs. (9) and (10) we conclude that
the exponent § = —1. This finding is in good agreement with the
simulations shown in Fig. 5.

4. Discussions

Convergence to the steady state at a period-doubling bifur-
cation was also observed to obey a homogeneous function. In-
deed to apply the formalism we have to look at the distance
to the fixed point. Such observable can be defined as (follow-
ing Refs. [22,23]) y(n) = F"(F™(x)) — x* where F stands for the
mapping, m = 2,4,6,... and x* is indeed the expression of the
fixed point. In the previous sections, the fixed point was located
at x* =0, hence it was convenient to rescale the observables in
terms of xp, which was the initial distance from the fixed point.
In the period-doubling bifurcation considered here, x* is not zero
anymore, hence we represent the distance from the fixed point
as €. Furthermore, the scaling is dependent on €. Fig. 6 shows the
convergence to the fixed point for y =1 and R = 3. The slope ob-
tained for the decay is B = —0.49939(7). The crossover exponent
was obtained as z = —2.001(4), and the same scaling law as ob-
tained previously is applied here too. The exponents obtained for
the convergence towards the fixed point in the period-doubling
bifurcation show to be independent of the nonlinearity y. The
scaling (see the overlap of the curves shown in Fig. 6(a) onto a
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Fig. 7. (a) Convergence to the fixed point x3 = 0.4399601688... for y =1 consider-
ing R =1+ /6. The slope of decay obtained was f = —0.498(1). (b) Overlap of the
curves shown in (a) onto a single and hence universal plot.

single and universal plot as shown in Fig. 6(b)) is better seen af-
ter the transformations: (i) (x — x*) — (x — x*) /€% where € stands
for the distance of the initial condition to the fixed point x* and;
(ii) n — n/€?. For y =1, the first period-doubling bifurcation hap-
pens at R = 3, and the fixed point is x* = 2/3. For the second
period-doubling, R = 1+ +/6 and the two fixed points are

COL PR Y TS
x1'2_2[1+RiR R?—-2R-3|. (22)
For R =1 + /6, the two fixed points assume the values X =
0.8499377796... and x; = 0.4399601688.... In this cases, the
critical exponents are « =1, z=—2 and g = —0.498(1).

The numerical results obtained for the parameter R =1+ /6
are shown in Fig. 7. The convergence to the fixed point is plotted
in Fig. 7(a) for different values of initial conditions, as shown in the
figure while the overlap onto a single and universal plot is shown
in Fig. 7(b). The slope of the decay obtained is the same one as ob-
tained for the first period-doubling bifurcation observed at R = 3.
This result confirms the independence of the critical exponents «,
B and z, on the period-doubling bifurcation, as a function of y.

5. Conclusions

To summarize, we have considered the convergence to the
steady state in a family of logistic-like mappings in a bifurcation

point near a transcritical, pitchfork, period-doubling bifurcation,
and around its neighbouring. At the bifurcation point we used
a phenomenological description to prove that decay to the fixed
point is described by using a homogeneous function with three
critical exponents. The three critical exponents are related among
themselves via a scaling law of the type z = «/B. Near the bi-
furcation point the convergence to the fixed point is given by an
exponential decay and the relaxation time is described by a power
law of the type T o« 1%, We found § = —1 and is independent on
the nonlinearity of the mapping. The results obtained by the phe-
nomenological approach is confirmed by an analytical description
and is valid for any y > 1. The exponents obtained for the period
doubling bifurcation were o« =1, 8 = —0.5, z= -2 and are inde-
pendent of the parameter y.
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An analytical description of the convergence to the stationary state in period doubling bifurcations for a
family of one-dimensional logistic-like mappings is made. As reported in [1], at a bifurcation point, the
convergence to the fixed point is described by a scaling function with well defined critical exponents.
Near the bifurcation, the convergence is characterized by an exponential decay with the relaxation time
given by a power law of ;« = R — R where R is the bifurcation parameter. We found here the exponents
@, B, z and § analytically, confirming our numerical simulations shown in [1].

© 2015 Elsevier B.V. All rights reserved.

In a recent paper [1], Phys. Lett. A 379 (2015) 1246, the evo-
lution towards the equilibrium was investigated near three types
of bifurcations for a family of one-dimensional logistic-like map-
pings: (a) transcritical; (b) pitchfork and (c) period-doubling. It was
shown that, at a bifurcation point, the convergence towards the
asymptotic state is described by a generalized homogeneous func-
tion with three well defined critical exponents, namely: «, 8 and z.
The exponent « is related with the plateau where the initial con-
dition is temporary stationary and is heading the initial condition,
x(n) ocx§ for n < ny. The exponent f is a dynamical exponent and
marks the evolution towards the stationary state. It is an algebraic
function of the number of iterations of the mapping obtained from
x(n) ocn®, for n>> ny. Finally, the changeover from one regime to
the other is marked by a crossover exponent given by ny o xj. The
exponents B and z were proved to be dependent on the nonlin-
earity of the mapping while o was universal. All the three critical
exponents are related among them by a scaling law of the type
z=a/p.

Near the bifurcation, the evolution towards the fixed point is
given by an exponential function of both ;= R — R, where R, is

DOI of original article: http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2015.02.019.
* Corresponding author. Tel.: +55 19 3526 9174.
E-mail address: edleonel@rc.unesp.br (E.D. Leonel).

http://dx.doi.org/10.1016/j.physleta.2015.05.002
0375-9601/© 2015 Elsevier B.V. All rights reserved.

the bifurcation parameter and n, hence x(n) oce ™7 where 7 o< u’.
The exponent § was obtained to be independent of the bifurcation
and on the nonlinearity of the mapping, being fixed as § = —1.

In this Addendum, we complement the description made in
Ref. [1] and give a mathematical description of how such critical
exponents «, B and z, as well as § appear in the period doubling
bifurcations for a family of logistic-like mappings.

The family of one-dimensional logistic-like mappings, as made
in Ref. [1], is given by X,41 = F(R,X,) = Rx,(1 — x}) where
¥ =1, R is a control parameter and x is a dynamical variable.
The fixed point which suffers a period doubling bifurcation is
x* =[1—1/R)]"/Y. The parameter R, where the bifurcation hap-
pens is obtained from %%L‘ =R —(1+y)RxY = —1, which marks

a flip incipient point, leading to R, = Ean iy

At a period doubling bifurcation, the periodic orbits are ob-
tained from the second iteration of the mapping, leading to the
expression

Xns2 = FP (%) = RIRX: (1 — )1 [1 = [Réa(1 = x)1]. (1)

The idea is to expand Eq. (1) in Taylor series around the bifurcation
point for the variables x, = x* + y, and R = R¢ + j, where y,
corresponds to the distance from the fixed point at the iterated
nth and g is the distance, in the control parameter, to where the
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1 Table 1
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Fig. 1. Plot of the behaviour of j4, js, j7 and jg as a function of y.
bifurcation happens. Hence we obtain

F (tn) = jo + (n — X j1 + (R — Re)j2 + (tn — x*)2 3
+ (R=Ro)%ja+ (o — X*)(R — Ro)js +
+ (tn —x*)%js + (R — R’ jiz
+ (n — xR — Ro) js
+ G =X R =R jo+ ... )

where the auxiliary terms are

@ 2 17 IF@
jo=Fg (X*)=[—} D= =1,
< 24y ox R
. 3F? 1 9% F?
]2_—8R =03 J3—i Py =0,
X*.R¢ X*.Re
1 9°F® 9*F@
jg = — ——— : = — =2y,
14=3 Tre 5= 5xaR 4
X*,R¢ X*.Re
.1 9°F@ .1 9°F@
7% oo e R |
X*,R¢ X*,R¢
.1 9°F® .1 9°F@ 2
8= 3 3x%ar P=g Rz TV
X*,R¢ X*,R¢

The expressions for js, je, j7 and jg are extensive and do not
need to be presented. Instead, their behaviour as a function of y
allow us to collect the most information on them, as shown in
Fig. 1. We can see all of them are well defined and smooth. The
most important information regards, particularly, on the signal of
Jje, which by now is negative. Table 1 presents some numerical
values of ja4, js, j7 and jg, evaluated at the period doubling bi-
furcation for different values of y. Because j3 is zero, the Taylor
expansion was made to higher order terms in (x — x*) to guaran-
tee a minimal nonlinearity to the difference equation.

Doing the integration, appropriate simplification and considering
je is negative, we obtain y(n) = ——2%——. From this expres-
V1+2ljsly3n

sion we can discuss the numerical results obtained from Ref. [1].
The first scaling comes from the condition 2|j5|y§n < 1. Then we
obtain y(n) o yo. From the first scaling hypothesis presented in
Ref. [1], we found y(n) o y§. Therefore o = 1. It is indeed univer-
sal for the family of logistic-like mapping discussed here and does
not depend on y. The second scaling is obtained from the con-

dition 2|jg|y3n > 1 leading to y(n) o ‘/ﬁn‘l/z. A second scal-

ing hypothesis discussed in Ref. [1] argues that y(n) o nf. Hence
we found analytically B = —1/2. This exponent was obtained
in Ref. [1] only by numerical simulations as g = —0.49939(7),
therefore very close to our present finding validating the numer-
ical simulation. Finally, the exponent z comes from the condition
2|js|y3n = 1. This is the condition leading to the changeover from
the constant plateau to the regime of decay. Therefore we ob-

tain ny = Z’Ué_\y?, o ¥o 2. The latest scaling hypothesis discussed in

Ref. [1] proposes that ny o y§. Numerically the result obtained was
z = —2.001(4), which is remarkably close to our analytical finding
here.

Given the theory fits well with the numerical simulations for
=0, let us now discuss the case of © # 0. To do so, we shall con-
sider only the lowest representative term of  in Eq. (3), leading to
G(¥n, ) = yn + 2y ynit + joy3. Transforming the equation of dif-
ferences into a differential equation, we have G(yn, t) —yn = ‘% =

s 2 : : . y(n) dy _
Y@y L+ jey©). The integration to be solved is Vo yaratierd =

fo" dn. Doing the integration and grouping the terms properly, we
obtain

1
-2
yo= 21 22#?/ —1) et (4)
sl Ygliel

To have a better insight in the consequences of Eq. (4), it is
convenient to expand it in Taylor series. Therefore we obtain

ymz 2|1 22“?’ —1)eturn | (5)
|jsl 2\ yglisl

Keeping only a linear power of j, hence disregarding terms
of the order /i, Eq. (5) can be written as y(n) — ‘/2‘}’—6"‘ =
/%e""‘y"‘ Comparing this equation with the simulation dis-
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cussed in Ref. [1] we conclude y(n) oc e=7#" hence leading to
8§ = —1, in agreement with the simulation shown in [1].
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A dynamical phase transition from integrability to non-integrability for a family of 2-D Hamiltonian
mappings whose angle, 6, diverges in the limit of vanishingly action, I, is characterised. The mappings are
described by two parameters: (i) €, controlling the transition from integrable (¢ = 0) to non-integrable
(e #0); and (ii) y, denoting the power of the action in the equation which defines the angle. We prove
the average action is scaling invariant with respect to either € or n and obtain a scaling law for the three
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1. Introduction

Dynamical systems are generally described by differential equa-
tions [1-6]. Depending on the symmetries as well as conserved
quantities involved in the problem, the solutions of differen-
tial equations can be qualitatively (quite often quantitatively too)
transformed into an application described by nonlinear map-
pings [7]. The mappings correspond to a discrete time evolution
dynamics and are governed by a set of control parameters. The
variation of the control parameters may lead to phase transi-
tions [8,9]. Indeed, in statistical mechanics, phase transitions are
linked to abrupt changes in spatial structure of the system [10,11]
and mainly due to variations of control parameters. In a dynamical
system however, a phase transition is particularly related to modi-
fications in the structure of the phase space of the system [12,13].
Therefore near a phase transition, the dynamics of the system is
described by the use of a scaling function [14,15] where critical
exponents characterise the dynamics near the criticality.

* Corresponding author. Tel.: +55 19 3526 9174.
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Here a family of mappings whose amplitude diverges in the
limit of a vanishingly action is studied, where special attention
is given to describe some statistical properties of chaotic orbits
in the phase space focusing on the phase transition from integra-
bility to non-integrability. The dynamics of the system is evolved
by using a two dimensional, nonlinear and area preserving map.
The relevant parameter controlling the nonlinearity of the system
is €. Moreover it controls a transition from integrability (¢ = 0)
to non-integrability (¢ # 0). For € =0 the phase space is regular
composed only by periodic or quasi-periodic orbits. For € # 0, the
phase space is mixed containing both periodic islands surrounded
by a chaotic sea which is limited by a set of invariant spanning
curves. They work as a barrier preventing the chaotic orbit to pass
through. Because of this, they play a major rule in the scaling of
the chaotic sea. The behaviour of the average squared action and
therefore the scaling properties depend on three elements: (a) the
control parameters; (b) the number of iterations n; and (c) the ini-
tial action Ig.

In Section 2 we describe the Hamiltonian and the family of
mappings showing applications for different systems. Section 3 is
devoted to discuss a phenomenological approach to obtain the crit-
ical exponents. A scaling law is derived there. A connection with
the standard mapping is made in Section 4 as an attempt to ob-
tain the critical exponents by using a different procedure. A break
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of symmetry of the probability distribution function, explaining a
constant plateau at large initial action is discussed in Section 5.
Finally our discussions and conclusions are presented in Section 6.

2. The Hamiltonian, a family of Hamiltonian mappings and order
parameter

To start with let us consider a generic Hamiltonian [2] that de-
scribes the dynamics of a two degrees of freedom system. The
Hamiltonian is composed of two parts and is given by

H(l1,I2,61,62) = Ho(I1, I2) + €H1(I1, I2, 61, 62). (1)

The integrable part is denoted by Ho(I1, I2) while a non-integrable
part is given by Hi(Iy,12,61,62), and € is the parameter con-
trolling the transition from integrability with € = 0 to non-
integrability for € # 0. Because the energy of the system is con-
stant, one can in principle eliminate one of the four variables,
say I, therefore lasting only three. A Poincaré section [2] can be
used to reduce the 3-D flow to an application in a 2-D mapping
in the plane I; x 6; for a 6, constant. A generic mapping [2] can
then be written as

{ Ing1=In+ €h(O, Iny1),

On+1 = [6n + K(In+1) + €p(6n, In+1)] mod 27),
where h(6y, In+1), K(In+1) and p(6y, In+1) are nonlinear functions
of their variables. The index n is integer and denotes the iterations

of the mapping. The mapping is area preserving only when the
following condition is satisfied

9pOn, Inv1) i hn, Int1) _
06n dlnt

In many cases (see Ref. [2]) it is convenient to set p(6p,
In+1) = 0. Considering a periodic function for h as h(6,) = sin(6y,),
different applications were already considered previously in the lit-
erature. To nominate few of them we mention

(2)

0. (3)

K (In+1) = Int+1, describes the so-called standard mapping [16];
K(Ins+1) = 2/In41, gives the dynamics of a Fermi-Ulam model
[17,18];

K(In+1) = ¢Ip4+1, where ¢ is a constant, describes the bouncer
model [19];

For the case

42y — JI2 — L) il > 1,
K(Ins1) = T et

4§2111+1 ifln+1 < l,

with ¢ a constant, one recovers the hybrid Fermi-Ulam
bouncer model [20-22];

For K(In+1) = In41 +§l§+1, the logistic twist mapping is ob-
tained [23].

In this paper, we consider h(6y,In+1) = sin(6,) and K =
1//In+1]” with y > 0 and p(6y, In4+1) = 0. Therefore the mapping
is written as (see Ref. [24] for an extended three control parameter
mapping)

Int1=In + €sin(6p), )

On1 = [6n + —l,":”y] mod (277).
For € =0, the phase space presents only regular dynamics lead-
ing to periodic or quasi-periodic regimes. For € # 0 the regularity
is destroyed and the phase space becomes mixed. Depending on
the initial conditions, the dynamics may exhibit both chaos or reg-
ularity, marked by periodic islands or invariant spanning curves
limiting the size of the chaotic sea. A typical phase space for the

o
(S
w
IS
w
=)

Fig. 1. Typical phase space for mapping (4) considering € = 0.01 and y = 1. The bul-
lets identify the positions of the period-one fixed points. The letter m corresponds
to the multiplicity of the sine function, i.e., m =1 is equivalent to 6 — 6 + 27,
m =2 denotes § — 6 + 4 and so on.

mapping (4) is shown in Fig. 1 using the parameters € = 0.01 and
y = 1. The bullets denote the position of the period-one elliptic
fixed points. m indicates the periodicity of the sine function used
to obtain the period-one fixed points.

We notice that when | is sufficiently small, the terms 6, +
1/|In+1!" become uncorrelated with 6,. This leads the sin(6,) to
behave as a random function hence producing diffusion in the vari-
able action I. As soon as the action grows, correlations appear in 6
bringing regularity to the phase space at high values of the action,
and invariant spanning curves appear. Such curves, in particular
the lowest one, work as a boundary do not letting an orbit to
transpose them. The behaviour of the average action as function of
n is the main observable we want to describe in this paper. Indeed
for € =0 the average action is a constant and does not change as
a function of n, hence the system is integrable. The scenario is dif-
ferent for € # 0 and, inside of the chaotic sea, limited diffusion is
observed for I, as we will show, scaling either as function of n, Ip
as well as €. The symmetry in the phase space observed for € =0,
particularly the integrability, is broken for € # 0 leading the phase
space to be mixed containing non-integrable parts. This charac-
terises a transition from an integrable phase to a non-integrable
phase. The parameter € plays a rule of order parameter.

3. A phenomenological description for the critical exponents and
a scaling law

In this section we discuss the scaling properties of the average
action by using a phenomenological description. Since the idea was
used with success in the Fermi-Ulam model [12], different authors
extended the formalism and hence applied with great success the
scaling approach in other mappings [25-31].

The observable we want to look at is the average action. It is
obtained by means of two different averages namely

1ol
2=_— - 2.
P=gd | 22n| (5)
i=1 j=1
where M corresponds to an average over an ensemble of 6 €
[0,27] and n is the number of iterations of the mapping. The sum-
mation in j is taken over the orbit while the summation in i runs
over the ensemble of initial conditions. The discussion presented in
Ref. [12] takes into account the behaviour of the deviation around
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Fig. 2. (a) Plot of Igys vs. n for three different control parameters. (b) The same plot
of (a) after transforming n — ne?.

the average velocity in the chaotic sea. We must emphasise the re-
sults obtained there considered a very particular model, with only
one control parameter. To make the discussion clear and logical,
we present below a phenomenological discussion to make the pa-
per self-contained and easy to read. To investigate the diffusion
in the average action in this section, we start with low initial ac-
tion, for example Ip = 10~3¢ where € is small, near a transition
from integrable to non-integrable. This is the condition that yields
a maximum diffusion to the action. Latter on in this paper we
discuss the consequences of a large initial action. Because of the
existence of the invariant spanning curves, the action diffuses un-
til visits majority of accessible states in the phase space and then
saturates at a constant value. This condition leads the observable
average squared action to reach the steady state. Fig. 2 shows the
behaviour of Igys = \/1—2 vs. n for three different control parame-
ters, as shown in the figure.

We see from Fig. 2 that each curve has a similar behaviour from
the another. They start to grow with n, at the same slope, and then
for large enough n, they suffer a changeover and bend towards a
regime of saturation characterised by a plateau. The higher the pa-
rameter, the higher is the saturation. The transformation n — ne?
collapses all curves for small values of n. This transformation is
made here empirically but appears naturally in the following sec-
tion when we use a different procedure to describe the average ac-
tion. The changeover from growth to a regime of constant plateau
is given by a characteristic crossover iteration number ny. Using
similar procedure as made in [12], we can suppose that:

1. For n < ny, the curves can be described as

Irus o« (n€?)?, (6)

where g is called as the acceleration exponent;
2. For n > ny, all curves bend towards a regime of saturation
whose plateau is given by

Irwms, saT < €%, (7)

where « is the saturation exponent;
. Finally the crossover iteration number is given by

w

Ny o< €7, (8)

where z is a crossover exponent.

Based on these three scaling hypotheses, the behaviour of Irms
can be described by using a homogeneous function [9]. The pro-
cedure is the same as the one used previously in [12], but for
consistence we want to present it here once more. The function
is given by

Irms(n€?, €) = lrus(°ne?, Pe), (9)

where | is a scaling factor, a and b are characteristic exponents
[32]. Since [ is a scaling factor, we choose [%ne? = 1, which leads
to

= (ne?) 7. (10)
Substituting Eq. (10) into Eq. (9) we obtain
Irws(n€2, €) = (ne?) "t 14 ((ne?) "t €), an
where

b b
Ia((n€?)~a€) = Ipms(1, (n€?) ~ae) (12)

is assumed to be constant for n < ny. Comparing Eq. (11) with
Eq. (6) we obtain 8 = —1/a. Our numerical simulations give g =
1/2, hence a = —-2.

Choosing now I’¢ =1 we find

l=¢75. (13)

Substituting Eq. (13) in (9) we obtain

Irus (n€, €) = € b 15 (e~ Fne?), (14)

where the function

Ip(e~bne?) = Iws(e ~Bne?, 1) (15)

is assumed to be constant for n > ny. A comparison of Eq. (14)
with Eq. (7) furnishes o = —1/b.

The exponent z can be obtained by a match of the two distinct
expressions for I, the scaling factors. The match leads to (ne?)? =
€%, Isolating n we obtain

ny=€er °. (16)
Comparing (16) with (8) yields
o
z=—-2. 17
B (17)
Eq. (17) gives then a relation between the three critical exponents,
therefore defining a scaling law. The knowledge of any two expo-
nents allows to obtain the third.

The acceleration exponent B is obtained just fitting a power
law to the regime of growth. Our numerical findings give 8 =1/2
therefore confirming a normal diffusion along the chaotic sea. This
exponent appears naturally from an approximation we discuss in
the next section. The exponent « is obtained at the regime of
large n, where the average action approached the saturation. In
fairness, the saturation is carefully obtained by using a numerical
technique of extrapolation. It consists in transforming each curve
of Igrms by n — 1/n then fitting a linear function for small 1/n.
We then get from the fitting the numerical value for the inter-
cept. The uncertainty using this procedure leads to an error size
smaller than the symbol size used in the figure. Since the transi-
tion we are dealing with considers € sufficiently small, to obtain
the critical exponent o, we keep y fixed and varied € within the
range € € [1074,1072]. Fig. 3(a) shows the behaviour of Irwms sar
vs. € for the parameter y = 1. The critical exponent obtained was
o = 0.508(4). Considering y =2 we obtain o = 0.343(2), as shown
in Fig. 3(b).
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Fig. 3. Behaviour of Igws sar vs. € for: (a) y =1, and (b) y = 2. The critical expo-
nents obtained were: (a) & = 0.508(4), and (b) @ = 0.343(2).
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Fig. 4. Behaviour of ny vs. € for: (a) y =1, and (b) y = 2. The critical exponents
obtained were: (a) z=—0.98(2), and (b) z=—1.30(2).

The exponent z is obtained by using a plot of ny vs. € for a
fixed y. Indeed ny corresponds to where the curve of Irms changes
from the regime of growth to the saturation. Fig. 4(a) shows the
behaviour of ny vs. € for y = 1. The critical exponent obtained
by numerical simulation was z = —0.98(2). We have to stress the
critical exponent obtained is in well agreement with the scaling
law given by Eq. (17). For y =2 we obtain z=—1.30(2), as shown
in Fig. 4(b), which is also in good agreement with the scaling law.

The set of critical exponents obtained confirms the chaotic re-
gion, obtained near a transition from integrable to non-integrable,
is scaling invariant either with respect to € or n. To check this
we can overlap the curves of Irus obtained for different € onto a
single and hence universal plot. The relevant transformations are
Irms — Irms/€* and n — n/€?. Fig. 5 shows all curves plotted in
Fig. 2(a) overlapped onto a single and universal plot, after the scal-
ing transformations.

4. Theoretical investigation for the critical exponents

In the previous section we discussed how to obtain the critical
exponents, describing the behaviour of the average action along
the chaotic sea, by using a phenomenological description. In this
section we discuss a different way to obtain the critical exponents

00g=10" |1
o0 =5x10") |

5] O Og= 10’3 1

107 5 3

FYPPPRR TP [P PR B |
* 107 10° 107 10
/e’

10

Fig. 5. Overlap of the curves shown in Fig. 2 onto a single and universal plot after
the transformations Igms — Irms/€* and n — n/e?. The parameter used was y = 1.

«, B and z. Indeed the chaotic sea is limited by a set of invari-
ant spanning curves. The lowest one prevents a chaotic orbit to
diffuse unbounded. Above the lowest invariant spanning curve the
phase space has regions of regularity and local chaos can also be
observed. Below the lowest invariant spanning curve the region is
composed by periodic islands and chaos, but mainly by the ab-
sence of spanning curves. Therefore the lowest invariant spanning
curve characterises a transition from local to globally chaotic be-
haviour [2]. It indeed separates two distinct regions: (i) above the
invariant spanning curve, where one may observe local chaos; and
(ii) below the invariant spanning curve, where globally chaotic be-
haviour dominates over the dynamics.

A dynamical regime similar to the one described above was
characterised firstly in the standard map [2]. The mapping is de-
scribed as

{ Ing1 = In + K sin(6y),
On1=[0n + Iny1] mod 27),

where K is a control parameter. For K = 0, the system is integrable
while non-integrability is observed for K # 0. The phase space is
mixed for small values of K and exhibits a transition from local
to global chaos at K = K. < 0.9716..., where the last invariant
spanning curve is destroyed. We use this property here and hence
extend the procedure used in [33] to estimate the localisation of
the lowest action invariant spanning curve, giving also an expres-
sion for the second order correction of the curve localisation.

The first step is to consider that near an invariant spanning
curve, the dynamical variable I can be written as

(18)

n=1+Aly, (19)

where T corresponds to a characteristic value of I along the in-
variant spanning curve, and Al is a small perturbation of 1. This
approximation is quite reasonable since I > €, therefore the region
in the phase space is mostly characterised by correlations of 6,41
and 6, leading to small variations of I. Using this approach, the
first equation of mapping (4) is given by

Alpy1 = Alp + € sin(6y). (20)

Doing the same to the second equation of mapping (4) we obtain
1

Ony1=6h +

(d+ Alpg1)?”

1 Alp 7
=4+ —(14+——=) . 21
n+1y ( + ; ) (21)
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Applying a Taylor expansion to Eq. (21) we end up with

1 Al
9n+l=9n+i—y(‘l_y++l)q
1 yAls
=bh+—————|. 22
[+ 55 - 5 22)

To make a connection with the standard mapping, we have to mul-
tiply Eq. (20) by —y/I¥*1 and, in sequence, add the term 1/17. It
is then convenient to define the following set of new variables

1 YAl
=z — = s 23
h=5 - (23)
n =6 +7T. (24)

Near the invariant spanning curve, the dynamics can be well de-
scribed by the standard mapping. Then, mapping (4) is written
near the invariant spanning curve, as
Jnv1=In+ % sin(¢n),
bn+1 = [¢n + Jn+1] mod (27).
The mapping (25) has an effective control parameter which is
given by

_ e
Kef_iVT.

(25)

(26)

According to [2], near the invariant spanning curve K =
0.9716.... Therefore we can conclude that the localisation of the
lowest action invariant spanning curve is given by

-]
Kep

1

v 1

- [L} 7. @7
Kef

A second order correction for the position of the lowest invariant

spanning curve is given by

1

2 ﬂ) ! [ﬁ} T
© ( 1 2y o (28)

The position of the lowest action invariant spanning curve de-
fines indeed the ceiling limit for the chaotic region. The behaviour
of Irms must be, in some sense, linked to 1. The numerical value
for Irms sar, which is observed for n > ny, is defined via a frac-
tion of 1. Hence I defines the rule Igys must obey at large n as a
function of €. A comparison of Eq. (27) with Eq. (7) allows us to
conclude that

1
o=——":.
y+1

The expression above gives a relation between the critical expo-
nent « and the control parameter y, defining then one of the three
critical exponents, lasting two to be defined. In fairness, only one
more is needed because the scaling law given by Eq. (17) is still
valid to define the third. Fortunately, we can derive the three scal-
ing exponents analytically and confirm the scaling law.

Fig. 6(a) shows a plot of the behaviour of I vs. € for the satura-
tion value (open circles) obtained for n — oo while the continuous
curve gives the theoretical prediction of Eq. (27). Both curves over-
lap onto a single plot after applying I — /1.8 for the theoretical
prediction. The transformation factor 1.8 was obtained empirically
and corresponds only to a naive estimation.

(29)

10" 107 T

2
Z
1077 [} ] 10°
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10* 10° 10° 10" 10° 107
(a) € (b) €

Fig. 6. (a) Plot of the behaviour of I vs. € where open circles correspond to the satu-
ration (n — oo) and continuous line gives the theoretical prediction (see Eq. (27)) at
the lowest action invariant spanning curve. (b) Same plot of (a) after the application
of the transformation I — [/1.8 for the invariant spanning curve. The parameter
used was y =1.

Let us now discuss how to obtain the exponent B. The proce-
dure consists in transforming a difference equation into a differen-
tial equation. Hence the integration is immediate. To do so, let us
square both sides of first equation of mapping (4), which leads to

12,1 = 12 + 2€ly sin(@n) + €2 sin® (Gy). (30)
Taking the average of Eq. (30) over an ensemble of 6 € [0, 27 ], we
obtain

2 5. €
’n+1=1n+7' (31)

When € is sufficiently small leading to I_z,,+1 — I_Z,1 also small, we
can use the following approximation
I

_I2
12n+l _ lzn n+1 I“n

= n+1)—n’
a2 &2

== 32
dn 2 (32)

Therefore we have a first order differential equation that must be

solved,

I(n) _ n 62

fd12=/—dn. (33)

2
I 0

Integrating both sides and applying square root we have

€
Irms = 1(2) + 5 n (34)
In the limit of sufficiently small Iy, we conclude
1 1
Irus = —= (n€?)?. (35)
V2

A comparison of Eq. (35) with Eq. (6) allows us to conclude that
the accelerating exponent 8 =1/2 is in excellent agreement with
our numerical findings. Other observation is that the term ne?,
added empirically to Eq. (6), now appears naturally in Eq. (35).

The exponent z can also be obtained analytically. To do so we
have to use as integration limits of Eq. (33) the terms Ip — 0 and
I(n) =1/1.8. In such limits, a good approximation for ny is
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Fig. 7. (a) Plot Irys vs. n for different control parameter as well as initial action Io.
(b) Overlap of all curves plotted in (a) onto a single and hence universal curve, after
the transformations: I — I/€® and n — n/e*. The control parameters and initial
actions are labelled in the figure.

1 1
1 €177 [nge?]?
L|re == . (36)
1.8 | Kef 2
Isolating ny we obtain
2
2 A =2
ne=—— | X" e, (37)
(1.8)2 | Kef
A comparison of Eq. (37) with Eq. (8) allows us to conclude that
2
7= (38)
y+1

The expressions obtained for the critical exponents «, g and z are
in well agreement with the results obtained previously in the lit-
erature [24] as well as with the previous section.

5. Scaling for a non-null initial action

Let us discuss in this section the case when an initial action
is not so small as discussed in Section 3, but is still smaller than
the saturation, indeed 0 < Iy < i/1 .8. The behaviour of the average
action changes as compared to the case of Ip = 0. The curve of
Irms stays stuck in a constant plateau for a while until reaches
the curve growing from Io = 0. It then bends towards a regime a
growth and follows the dynamics growing until, eventually, bends
towards the regime of saturation. Fig. 7(a) shows the behaviour of
Irms vs. n for both [p =0 and 0 < Iy < 7/1.8 illustrating the initial
plateau. The control parameters used and initial action are shown
in the figure.

The existence of the first plateau shown in Fig. 7 is connected to
a symmetry of the average squared action, imposed by the phase
space. When the symmetry is broken, the curve of the average
square action leaves the plateau and starts to grow. Starting from
an initial action Iy, at a next step of dynamical evolution, the ac-
tion can assume a value larger than Iy, which happens with a
probability p, or smaller, with probability ¢ =1 — p. The decay
of the squared action is limited to zero, working as a reflecting
boundary [34]. When the probability distribution of the averaged
squared action reaches the reflecting boundary at origin, i.e. at
I =0, there is a symmetry break of the distribution leading the
average square action to grow. This marks the first crossover of
Fig. 7(a). The behaviour of the probability distribution function

L ! |
0.004  0.006  0.008 0.

RMS

Fig. 8. Plot of four snapshots for the probability density P[Igms(n)] considering an
ensemble of 2 x 10 different initial phases, 6y € [0,27] and a fixed initial action
Ip =103 for the parameter € = 104, For short n, the cases for n =10 and n = 20
show a symmetric distribution while a non-symmetric curve is observed for n =40
and n = 60. For large n, the distribution reaches the reflecting boundary at I =0
and a symmetry is broken. This break of symmetry leads to the regime of growth
when initial action is 0 < I < 1/1.8.

P[Irms(n)] is shown in Fig. 8 using four snapshots at: n = 10,
n =20, n =40 and n = 60. We see when the distribution reaches
the reflecting boundary at I =0, the average square action starts
to grow, therefore marking the crossover from the plateau to the
regime of growth.

The scaling proved in Section 3 is also observed when the initial
action is 0 < Ip < I/1.8. In this case, the homogeneous function
has three arguments and is given by

I(ne?, e, Ip) = 11(I%ne?, Pe, [ 1p). (39)

As we discussed in Section 3, the two characteristic exponents a

and b are directly related with the critical exponents « and S. It

is less straightforward to obtain the characteristic exponent c. To

do so we use a previous expression found for the effective control

parameter at the lowest action invariant spanning curve as
143

Ko = 115 (40)

When Eq. (40) is written in terms of the scaled variables, we end
up with

ylPe
K= e

_ Y€ bcy+1)
il ) (41)

The scaling exponents b and ¢ must obey b — c(y + 1) = 0. Using
the expression for b obtained from Section 3 and for « obtained
from Section 4, we conclude ¢ = —1. From the second argument
of the homogeneous function, the scaling factor I can be written
as € =IP¢, leading to I[¢'/€]'/? or considering that 1/b = —a we
obtain [ =[€’/€]™* where €’ is the scaled parameter.

Considering now the third argument of the homogeneous func-
tion we have Iy =IIo, hence

1
€'
Iy= [:} Io. (42)

The term I corresponds to the scaled initial action. Indeed
Eq. (42) is the relevant transformation we have to consider when
given the initial condition Iy for different control parameters €.
The overlap of the curves for Irms vs. n, obtained for different ini-
tial actions and different control parameters, is shown in Fig. 7(b)
after the transformations | — [/€% and n — n/€?.

The procedure discussed in this section can be applied to other
systems where such a scaling was observed also in different bil-
liards [35-38] and under different situations. The break of symme-
try of the probability distribution function can be described using
a more robust formalism, particularly related with the diffusion
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equation [34]. Let us then pose the problem to be described by
using the diffusion equation. Firstly, the diffusion investigated is
along the action axis, hence 1-D. The two relevant limits for the
Irms are: (i) Irms = 0 (lower limit); and (ii) Irms =1 (upper limit).
We assume the two limits work as barriers that are both impen-
etrable and perfectly reflective. As impenetrable we want to say
there is no leakage through them while the term perfectly re-
flective denotes the absence of absorption from the barrier. This
term should be used with some care, particularly on the upper
limit where a dynamical trapping modifying locally the distribu-
tion of occupation called stickiness [1,6] may affect temporary the
dynamics. Our main interest in this description is in the opposite
side, hence far away from the trapping produced by sticky dynam-
ics. Because of the chaotic dynamics at low action, this problem
can be mapped into a correspondent stochastic problem (random
walk) of an ensemble of particles diffusing along an axis in a finite
region. Therefore, a random particle can move one side, along the
axis, with probability p and other side with probability g =1 — p.
Following the general idea discussed in Ref. [34], the diffusion
equation for this system is then written as

AP (Irums. 92P (Irus.
(;xs n) -D (Irms n), (43)

2
alRMS

with the following boundary conditions

9P (Irms, 1)

=0, 44
dlrms (44)

2

for all n and considering the initial condition P(Igms,0) = 8(lp)
where 0 < Iy < 1. Here I* =0 denotes the lower reflecting barrier
while I3 =1 corresponds to the upper reflecting barrier. D is the
diffusion coefficient. A first order approximation for the diffusion
coefficient can be made by using Eq. (31). It gives us that D =
(I2p41 — I2,)/2 = €2 /4. The solution of the diffusion equation with
these two boundary conditions is obtained by using the separation
of variables technique and must be an even function of Igys for
any n (see Ref. [34] for more specific discussion). It is given by

0 2,2
P(lRMs,n)=l.+l cos [MI*IRMS] e_kg_zﬂ.

21 “3)

k=1

The most relevant term on the summation is k = 1, which fits qual-
itatively well the behaviour shown in Fig. 8 for short n. For n — oo,
which corresponds to the stationary state, the probability distribu-
tion function approaches P(Irys, o) = 1/(2). However, the satu-
ration for Igms(n — oo) is slightly larger than 7/2, indeed around
1/1.8 (naive numerical approximation). This numerical difference
is mainly related to the existence of islands in the phase space,
hence making the density of occupation along the Igys axis differ-
ent for both Irms < Isar and Irms > Isat.

6. Disc i and conclusi

We characterised in this paper a dynamical phase transition
from integrability to non-integrability using two different proce-
dures. Considering first a phenomenological approach and using
the initial regime with Iy sufficiently small, we obtained critical
exponents describing the behaviour of chaotic properties either
as a function of the control parameter € or the number of iter-
ations n. At the end, a scaling law was derived defining an explicit
relation of the three critical exponents « (saturation exponent),
B (accelerating exponent) and z (crossover exponent). The sec-
ond procedure used to described the dynamical phase transition
was using a connection with the standard mapping [2], particu-
larly locating the position of the lowest action invariant spanning

curve [33]. This was possible because the standard mapping ex-
hibits a transition from local to global chaos. The global chaos in
our system is the region below the lowest action invariant span-
ning curve, while local corresponds to the above region. The rel-
evant scaling of the chaotic sea is indeed given by the position
of the lowest invariant spanning curve. By transforming the dif-
ference equation into a first order differential equation and after
a properly integration, we obtained both the slope of growth of
the average action as well as the crossover exponent. When the
initial action Ig is not sufficiently small, the behaviour of the aver-
aged squared action shows a plateau for short n, suddenly bends
towards a regime of growth and then changes again in direction of
the saturation for large enough n. The origin of the initial plateau
is particularly related to diffusion in the phase space. Starting with
a large ensemble of different & and with a fixed initial action
0 < I < 1/1.8, as the dynamics evolve, part of the ensemble moves
towards large values of I (with probability p) while the other part
moves to lower values of | (with probability g =1 — p). The range
of variation of action is however limited. Suddenly the distribution
of the average square action reaches the lower and hence reflect-
ing boundary at I = 0. At this point the curve of Igys starts to
grow, marking a first crossover for the curve of the squared av-
erage action. Additional care must be taken to treat the problem
when the initial action is in the range 1/1.8 < Iy < I, because of
the dynamical regime called as stickiness. The formalism discussed
here can be extended to many other different mappings, particu-
larly to study suppression of unlimited diffusion in a class of time
dependent billiards with dissipation, where Fermi acceleration is
still a very active field of research.
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