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RESUMO

No presente trabalho, provaremos resultados de comparacao para o nicleo do calor de
subvariedades minimas de variedades Riemannianas com curvatura seccional limitada
superiormente pela curvatura de uma variedade modelo. Em seguida, iremos obter resul-
tados sobre a propriedade L!-Liouville de submersoes Riemannianas com fibras minimas.
Por tltimo, provaremos desigualdades para o tom fundamental ponderado de subconjun-
tos transversalmente folheados de variedades Riemannianas ponderadas em termos das
curvaturas médias ponderadas das folhas da folheacao.

Palavras-chave: Nucleo do calor, Subvariedades minimas, Propriedade L!-Liouville,

Tom fundamental, Curvatura média.



ABSTRACT

In this work we will prove comparison results for the heat kernel of minimal submanifolds
in Riemannian manifolds with sectional curvature bounded above by the curvature of a
model manifold. Next we will obtain results about the L!-Liouville property of Rieman-
nian submersions with minimal fibers. Finnaly, we will prove inequalities for the weighted
fundamental tone of transversally foliated subsets of weighted Riemannian manifolds in
terms of the weighted mean curvatures of the leaves of the foliation.

Keywords: Heat kernel, Minimal submanifolds, L!-Liouville property, Fundamental

tone, Mean curvature.



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

3.1

3.2

4.1
4.2

5.1
5.2

SUMARIO

INTRODUGCAO . . vt vt e et e e e e e e
Preliminares . . . . . . . . . . . e
Operadores diferenciais . . . . . . . ... ... 000
Curvaturas . . . . . . . i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e
Variedades esfericamente simétricas . . .. ... ... ......
Teoria espectral . . . . . .. . . . ... e,
Ncleo do calor e propriedades estocasticas . . . . .. ... ...
Imersoes isométricas . . . . . . . . . . .00 e e
Submersoes Riemannianas . . . ... ... ... ..........
Teoremas de comparacao para o nicleo do calor de subvarie-
dades minimas . . . . . . . . . . .0 e e e e e e e e e e
Nucleo do calor em variedades modelo . . . . . ... ... ....
Teoremas de comparagao para o nicleo docalor . . . ... ...
Variedades L'-Liouville . . . . . ... .. ... ... ........
A propriedade L'-Liouville . . . . . ... ... ... ........
A propriedade L!-Liouville de submersoes Riemannianas . . . .
Tom fundamental ponderado e folheacoes ponderadas . . . . .
Variedades Riemannianas ponderadas . . ... ... ... ....
Folheacoes em variedades ponderadas . . . .. ... ... ....
CONCLUSAO .« ittt ettt et e et e e e e e e e
REFERENCIAS . . . . .ttt e e e e e e



11

1 INTRODUCAO

O estudo do ntcleo do calor de variedades Riemannianas tem sido de grande re-
levancia em Matemadtica nas ultimas décadas, veja [25]. Entre uma mirfade de aplicagoes
do ntcleo do calor em Matematica, podemos citar as relagoes geométricas do espectro
do Laplaciano codificada no ntcleo do calor. Essas relagoes se manifestam evidente na
expansao assintética do nicleo do calor em autofungoes e autovalores. E interessante
encontrar cotas inferiores e superiores para o nticleo do calor em termos da geometria
das variedades, porque estas estao relacionadas com propriedades mais sofisticadas da
variedade, tais como desigualdades isoperimétricas. Na década de 1980, foram publica-
dos trabalhos importantes [10, 11, 28] estabelecendo teoremas de comparagao do nicleo
do calor. Cheeger e Yau, em [10], obtiveram teoremas de comparagao para o nicleo do
calor, comparando as curvaturas médias das esferas geodésicas e as curvaturas de Ricci
da variedade com as respectivas curvaturas de uma variedade modelo. Cheng, Li e Yau,
em [11], provaram teoremas de comparagao para o nucleo do calor. Eles mostraram que
o nucleo do calor de um dominio compacto €2 com raio extrinseco a de uma subvariedade
M™ minimamente imersa em uma forma espacial de curvatura constante b, nao é maior
do que o nucleo do calor da bola geodésica, da forma espacial de curvatura constante b
de dimensao m = dimM, de raio a centrada na origem. Em [28], Markvorsen estendeu
os resultados de Cheng-Li-Yau para subvariedades minimamente imersas em espacos am-
biente com curvatura seccional limitada superiormente por uma constante b € R. Neste
trabalho, estendemos os resultados de Cheng-Li-Yau e Markvorsen para imersoes minimas
em variedades com curvatura limitada superiormente por uma funcao radial —G. Essa
funcao radial é associada a uma variedade modelo e provamos que o nucleo do calor de
um dominio compacto €2 de M ¢ limitado pelo nicleo do calor de uma bola do modelo
de um certo raio associado a €2 e a imersao. Mais precisamente, seja N uma variedade
Riemanniana completa de dimensao n e seja ¢ € N um ponto distinguido. Suponha
que a curvatura seccional radial de N ao longo de geodésicas partindo de ¢ ¢é limitada
superiormente

E3(2) < =G(ry(2)),

onde 7,(z) = disty(q,2) e G: [0,00) — R é uma fungao suave. Seja o: [0,Ry) — R a

unica solucao do seguinte problema de Cauchy

o’ —Go =0,

o(0) =0, o'(0) =1, @

onde R é o maior real tal que | gy > 0. O modelo M associado é o espago quociente

M™ = [0, Rg) x S™ '/ ~
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onde
t=s=0

(t,@)w(s,@)é{ t=s#0, 0=«

A origem o de M™ é a classe [(0,60)] = {0} x S™"!/ ~. Seja B,(R) a bola geodésica de
M™ com centro na origem e de raio R. Os niicleos do calor H%(o0,y,t) = H%(lo — yl, ),
K%(0,y,t) = K%(lo—y|,t) de B,(R) com dados de Dirichlet e Neumann, respectivamente,
dependem somente da distancia |o — y| e de t.

Teorema 1.1. Sejam M e N wvariedades Riemannianas completas de dimensdio m e n
respectivamente, e seja p: M — N uma imersao isométrica minima. Seja 2 C M um

dominio compacto com bordo suave OQ # (). Para qualquer p € Q com q = ¢(p), seja

a = supdisty (g, p(v))
yeQ

o raio extrinseco de £ em p. Suponha que a < injy(q) e que a curvatura seccional radial

de N ao longo de geodésicas partindo de q satisfaz
K(2) < =Glrg(2))

onde G € uma fungao suave par na origem e G' <0 em [0,a).

1. Se a solucao o de (1) satisfaz o' > 0 em [0,a), e a € tal que

™

a <
2/ 1G-[[z=([0,a)

entao

Ha(p,y,t) < Hg(rp(e(y)),t)

para todo y € Q e todo t € [0, 00).
2. Se a imersao ¢ € propria e Q@ = Dy(a) € a bola extrinseca com centro em p e raio

a, isto €, a componente coneza de ¢ '(By(a)) contendo p, entdo

Ka(p,y,t) < Kg(rp(e(y)),t)

para todo y € Q e todo t € [0,00). Onde Ha(p,y,t) e Ka(p,y,t) sao os nicleos do
calor de ) centrados em p, com dados de Dirichlet e Neumann respectivamente.

Uma variedade Riemanniana M é chamada Liouville quando toda funcao

harmonica limitada em M deve ser constante. Essa definicao é motivada pelo Teorema

de Liouville que diz que o espaco Euclidiano R™ é Liouville. Mais geralmente dizemos que

uma variedade Riemanniana é LP-Liouville se toda fungao harmonica u € LP(M) deve ser

constante. Pode-se considerar uma nocao de variedades LP mais geral. Em vez de fungoes

harmonicas LP, se considera funcoes superharmonicas nao negativas LP. No capitulo 4,
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estudaremos as propriedades L!-Liouville em uma importante classe de variedades Rie-
mannianas, estudadas inicialmente por O’Neil, em [29] e [30], e Gray, em [17], a saber, as
submersoes Riemannianas. Nés provamos que ha uma relacao estreita entre as proprie-
dades L'-Liouville da base e do espaco total de submersoes Riemannianas se as fibras sao
minimas ou minimas e compactas. Para contextualizar esse resultado, ressaltamos que
existem exemplos de variedades Liouville, M e K com a variedade K compacta tal que o
produto M x K nao é Liouville, veja [20, p.209]. Nés provamos o resultado a seguir.
Teorema 1.2. Sejam M e N variedades Riemannianas completas e seja w: M — N uma
submersio Riemanniana com fibras minimas F, = 7—(p), p € N. Se M ¢ L'-Liouville,
entao N é L'-Liouville. Se, além da minimalidade, as fibras F, sao compactas entio M
¢ L'-Liouville se, e somente se, N é L'-Liouville.

Na ultima parte desta tese, iremos considerar o espectro Spec(—A ) do opera-
dor Laplaciano ponderado —A ¢ de uma variedade Riemanniana ponderada M. Obtemos
limites inferiores para o tom fundamental ponderado A} (—Ay) := inf Spec(—Ay) de sub-
conjuntos abertos admitindo uma folheagao transversalmente orientada JF, em termos das
curvaturas médias ponderadas das folhas F' € F. Nossos resultados sao extensoes das de-
sigualdades do tipo Chern-Heiz para folheagoes, obtidas por Barbosa, Bessa e Montenegro,
em [1]. Nosso resultado é o seguinte.

Teorema 1.3. Seja F uma folheacao de classe C? transversalmente orientada de codi-
mensao 1 de um conjunto aberto conexo ) de uma variedade Riemanniana ponderada
(n 4 1)-dimensional My. Entdo

2 X}(Q) > inf inf ‘HJF(I)‘,

FeF zeF

onde Hf significa a curvatura média ponderada da folha F'.

e
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2 Preliminares

Neste capitulo, faremos uma breve apresentacao de alguns fatos bésicos de
geometria Riemanniana que serao utilizados no decorrer do texto. Indicamos como leitura

complementar as referéncias [16], [21] e [33].

2.1 Operadores diferenciais

Seja M™ uma variedade Riemanniana m-dimensional suave com métrica
g = (-,+) e conexao de Levi-Civita V. Em todo o texto, suave signfica de classe C*°.
O elemento de volume Riemanniano da métrica g sera denotado por dv. Denotaremos
por C*(M) o anel das fungoes reais suaves em M e por X' (M) o espago dos campos
vetoriais suaves em M.
Definicao 2.1. Seja f: M™ — R uma funcao suave. O gradiente de f € o campo vetorial
suave grad f, definido em M por

(grad f, X) = df (X)),

para todo X € X (M).
Decorre da defini¢ao que se f,g € C*°(M), entéao:
1. grad (f + g) = grad f + grad g;

2. grad (fg) = ggrad f + fgradg.
Proposicao 2.1. Se f: M™ — R é uma funcao suave e U C M ¢é uma vizinhanga

entao o gradiente de [ é dado em U

coordenada, com campos coordenados 6%1, e %,

por

gradf Z kl af 0

Oz Ot
k=1

Em particular,

]gradf\Q i kl af af

Ok ozl
k=1

Demonstragdo. Se grad f = >"", a7, entao

af o\ /<& a0
o <gradf’%>—<;a]axwaxk>
= 0 {gr g = S



15

de modo que

81”“ Zajg]kg Zajéjl =q.
j=1

Para o que falta, temos

" af 0 ¢ 50l 9
2 kl
k=1 2,j=1
for
_ kl ij
= > "
1,5,k 8 ka
of of
kl
= S g, LT
o oxk Ox
Z w 0f Of
Oz Ol

]

Proposicao 2.2. Seja f: M™ — R uma funcao suave. Dados p € M ev € T,M, seja
v: (—€,€) = M uma curva suave tal que v(0) = p e 7' (0) = v. Entdo

(o £, vy = (o)1)

t=0
Em particular, se p € ponto de mdzimo ou de minimo local para f, entdo grad f(p) = 0.

Demonstracao. Para a primeira parte basta observar que, se X for uma extensao local de

~', entao

o

(grad £,0), = dfy(X) =

t=0

Suponha agora que p é ponto de méaximo local para f (o outro caso é anédlogo). Entao
existe um conjunto aberto U C M contendo p tal que f(p) > f(q) para todo ¢ € U.
Sev € T,M e v: (—¢,e) = U é como no enunciado, entdo f ovy: (—€,€) = R tem um

maximo local em 0, donde
d
(arad .0}, = T(fom)t)] =0
t=0
Como v € T,M é arbitrario, segue que grad f(p) = 0. O

Definicao 2.2. Seja f: M™ — R uma funcgao suave. Dizemos que p € M € um ponto
critico de f se grad f(p) = 0. Em particular, seque da Proposi¢io 2.2 que todo ponto de

mazimo local ou de minimo local de f é um ponto critico de f.
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Corolario 2.1. Seja ) um subconjunto aberto conero de uma variedade Riemanniana

M. Se f: M — R € uma fun¢ao suave com grad f =0 em €2, entao f é constante em §2.

Demonstragao. Fixado um ponto p € Q, seja A = {q € Q; f(¢) = f(p)}. Entdao A # 0
(pois p € A). A continuidade de f garante que A é fechado em ). Afirmamos que A é
aberto em (). De fato, seja ¢ € A e consideremos uma vizinhanga coordenada conexa U
de ¢. Dado ¢’ € U, existe uma curva suave v: [0,1] — U, com v(0) = g e y(1) = ¢. Pela

Proposicao 2.2, temos que

d B dry B
GUenn=(smar ) <o

Logo a fungao t — (f o)(t) é constante em [0, 1]. Em particular,

f) = f(@) = (foy)(0) = (foy)(1) = f(d),

e assim ¢’ € A. Desde que ¢’ € U é arbitrario, concluimos que U C A. Logo, A é aberto.

Como 2 é conexo, concluimos que A = () e portanto f é constante em 2. O

Corolario 2.2. Se f: M™ - ACR e F: A — R sao funcoes suaves, entao

grad (F o f) = F'(f)grad f.

Demonstragao. Sep € M, v € T,M e~: (—e,e) — M é uma curva suave tal que y(0) = p

e 7/(0) = v, entao segue da Proposigao 2.2 que

(rad (Fof)v)y = (Fofon)(t)

t=0

= FU() (o
= F(f(p)grad £, v},

t=0

]

Definigao 2.3. Seja X um campo vetorial suave em M. A divergéncia de X € a funcao

suave div X : M — R, dada para p € M por
(div X)(p) = tr{v = (V. X) (p)},

onde v € T,M e tr denota o traco do operador linear.
Decorre da defini¢ao que se X,Y € X(M) e f € C°(M), entao
1. div(X4+Y)=divX +divY.
2. div (fX) = fdiv X + (grad f, X).
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Proposicao 2 3. Seja X € X(M) e sejaU C M uma vizinhanga coordenada com campos

coordenados Se X for dado em U por X =>", ala z, entao a divergéncia

61’17"'782?”7"

de X € dada em U por

div X = Z[a“w r]}

1,j=1

onde 0S Ffj sao os simbolos de Christoffel da métrica de M em U.

Demonstracao. Notamos primeiro que

- 8ak 0
VEt = Vi (Za’“a k) -2 [8x’8 o “’“Vaii%}

Portanto, como o trago de um operador linear é o trago da matriz que o representa em

qualquer base, segue que

divy = Z<V(;’;1-X’ W,> = [&Zi +ajr;j1

]

Proposicao 2 4. Seja X € X(M) e sejaU C M uma vizinhanga coordenada com campos

coordenados Se X for dado em U por X =>", ala z, entao a divergéncia

61,...,am.
de X € dada em U por

3

divX = —

(2)

onde G = det(g;;).

Demonstracao. Temos que

j 1<~ (Ogjx | Ogi Oy ;
. = = J! L 2T ) gk
" 2 Z ( ozt * oxi ok )Y

Em: agjkgkj I 0gij gk — %gkj ! . agjkgkj
ot oxk oxk 2 — oxt 7
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Afirmamos agora que

9gjk jn _ 1 0G
(%ig G oxt

Para provar a relagao acima, seja (¢g¥); a matriz obtida de (g;;) derivando as entradas de

sua k-ésima coluna na direcao de %, isto é,

891{&

g1 Ot o Gin
0
B | 921 % o Gon
(9")i =
99n

Desde que G = det(g;;) é uma funcao linear de cada uma de suas colunas, temos

1 oG
G oxt

= det(gy;) " det((¢");) = det(g™"(¢")s).

Segue agora, desde que ¢~'g = Id, que

1 0 Aig 0 0
1 Aoy 0 0
g_l<9k)z‘ = Apr 0 )
0 Aprik
0 0 Aw 0 1
onde Ay, = g”%. Portanto,
1 0G

_ 0g;
——— =det(g7"(¢")i) = A = gkja—;f,

como afirmado. Segue entao dai e da Proposicao 2.3 que

. . - aai il i 8ai a; oG
divX — g;[&ﬂ+aJ@]_§:{&ﬂ+2Gaﬁ]

=1

vgda VG
oxt oxt
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Definicao 2.4. Seja f: M™ — R wma fun¢ao suave. O Laplaciano de f é a func¢ao
suave Nf: M — R dada por

A f =divograd f.

Usando as propriedades do gradiente e da divergéncia, temos, para quaisquer
f.og € C®(M), que
L A(f+9) =L+ Dg.
2. A(fg) =gAf+ fAg+2(grad f,grad g).

Proposicao 2.5. Se f: M™ — R é uma funcao suave e U C M é uma vizinhanga
il

coordenada com campos coordenados 37, . .., g

entao o Laplaciano de [ € dado em U

por

1l =0 (4 =0f
o= 75 0w (a0

Demonstragao. Pela Proposi¢ao 2.1, temos

Af = divograd f
[~ 0
= div <Zz:1: al%> s

onde a; = Z;n:l g7 2L Assim, pela Proposicao 2.4, temos

OxJ
i = 0f
(QJVG%)-

0
2

1 &9 1 &
A Sl PO

Proposigao 2.6. Se f: M - ACR e F: A — R sao func¢oes suaves, entao
A(F o f)=F"(f)lgrad f|* + F'(f)A .

Demonstrag¢ao. Usando a definicao do Laplaciano, as propriedades da divergéncia e o

Corolério 2.2, temos que

A(Fof) = div(grad (Fo f)) = div(F/(f) grad f)
— (grad F'(f), grad f) + F'(f) div (grad f)
— F'(f)(grad £ grad f) + F'(f)Af
— F(f)lgrad f + F'(P)AS.
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Definicao 2.5. Seja f: M™ — R uma funcao suave. O Hessiano de f em p € M € o
operador linear Hess f: T,M — T,M, definido por

Hess f(v) = V,grad f, v e T,M.

Podemos considerar Hess f como um (0, 2)-tensor em M tal que, para cada
par de campos X,Y € X(M),

Hess f(X,Y) = (Hess f(X),Y) = (Vxgrad f,Y).

Proposicao 2.7. Se f: M™ — R € uma funcdio suave e p € M, entao o Hessiano de f

em p € um operador linear auto-adjunto.

Demonstragao. Sejam v,w € T,M e sejam V, W, respectivamente, extensoes de v e w a

campos definidos em uma vizinhanca de p em M, entao

(Hess f(v),w) = (Vygrad f,W)
= V{grad f,W) — (grad f, Vi, W)
= V(Wf)— (grad f, V'V + [V, W])
= WV )+ [V.W]f = (grad f, ViV + [V, W])
= W(Vf)—(grad f,Vy'V)
= (Hess f(w),v).

Proposicao 2.8. Se f: M™ — R é uma funcdao suave, entao
Af =tr{Hess f}.

Demonstragao. Seja p € M e seja U C M uma vizinhanca de p onde esteja definido
um referencial ortonormal mével {Fy, ..., E,}, isto significa que os campos vetoriais

Ey,...,E, € X(M) sao ortonormais em cada ponto de U. Entao

tr {Hess f}(p) = (Hess f(E;), Ei)y

M

=1

M

I
_

(VEigrad f7 EZ)p

(2

= div (grad f)(p)
= Af(p).

<
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Agora vamos enunciar uma férmula integral, conhecida como Teorema da Di-
vergéncia ou Teorema de Green.
Teorema 2.1 (Teorema da Divergéncia). 1. Seja X um campo vetorial de classe C*

com suporte compacto em uma variedade Riemanniana M. Entao

/ div X dv = 0.
M

2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo OM, e denote por dA o
elemento de volume Riemanniano em OM com respeito a métrica induzida. Seja n
o campo vetorial normal unitdario exterior em OM. Entdo, para um campo vetorial
X de classe C* em M, temos

/diVXdl/:/ (X,n) dA.
M oM

Para uma demonstragao, veja Sakai [33].
Corolario 2.3 (Férmulas de Green). 1. Seja M uma variedade Riemanniana e sejam
h: M — R e f: M — R funcgoes de classe C' e C?, respectivamente. Se hgrad f

tem suporte compacto em M, entao

/ {(grad h,grad f) — hAf}dv = 0.
M

Se, além disso, h ¢ de classe C* e fgrad h tem suporte compacto em M, entdo
/ {hANf — fAR}dv = 0.
M

Em particular, se f tem suporte compacto, entao fM Afdv=0.
2. Seja M uma variedade Riemanniana compacta com bordo OM e sejam h: M — R
e f: M — R fungoes de classe C* e C?, respectivamente. Se n for o campo vetorial

normal unitdrio exterior em OM , entao

/M{<gradh,gradf>—hﬁf}duz/a h(nf)dA.

M

Em particular, [,, Afdv = _faM nfdA e

/M {h(nf) — Fnh)} dA = 0.

Para uma demonstragao, veja Sakai [33].
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2.2 Curvaturas

Nesta secao, relembramos definicoes e propriedades basicas das curvaturas
seccional e de Ricci e da curvatura escalar.

Definicao 2.6. Seja M uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de Riemann é
o (1,3)-tensor Rm: X3(M) — X(M) dado para X,Y,Z € X(M) por

Rm(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V[}Qy]Z,

Podemos interpretar o tensor curvatura de Riemann como um (0, 4)-tensor,

Rm: X4(M) — C>(M), definido por
Rm(X,Y, Z, W)= (Rm(X,Y)Z,W).

Proposicao 2.9. O tensor curvatura de Riemann satisfaz as sequintes propriedades
1. Rm(X,Y)Z = —-Rm(Y, X)Z;

2. Primeira identidade de Bianchi:
Rm(X,Y)Z + Rm(Y,Z)X + Rm(Z,X)Y = 0;

3. Rm(X,Y,Z, W)+ Rm(X,Y,W,Z) =0;
4. Rm(X.Y,Z,W) = Rm(Z,W,X,Y);
5. Segqunda identidade de Bianchi:

(VxRm)(Y, Z)U + (Vy Rm)(Z, X)U + (V2Rm)(X,Y)U = 0.

Para uma demonstragao, veja Sakai [33].
Definicao 2.7. Sejam p € M e m um subespago bidimensional do espago tangente T,M .
A curvatura seccional K, de m € dada por
(Rm(X, Y)Y, )

K p -y TR

onde X,Y € m sao dois vetores linearmente independentes de T,M. Lembramos que esta
defini¢ao nao depende da escolha dos vetores (veja [33]).

Note que se {e1,e2} for uma base ortonormal de 7, entao
K, = (Rm(ey,es)eq, €1).

Seja M™ uma variedade Riemanniana m-dimensional. Para um ponto p € M
fixado, seja r(x) = disty(p,x) a funcao distancia de p em M. Podemos definir em

M \ (cut(p) U {p}) as coordenadas polares com pdlo em p. Isto é, para qualquer ponto
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x € M\(cut(p)U{p}), podemos associar um raio polar r = dist;(p, z) e um “angulo”polar
6 € S™ ! tal que a geodésica minimizante ligando p a x parte de p na dire¢ao 6 em T, M.
Aqui estamos identificando 7, M com R™, de modo que ¢ pode ser considerado como um
ponto de S™~1. Se cut(p) = 0, dizemos que M é uma variedade com um pélo. Neste
caso, dizemos que p é um pdlo de M. Observamos que se M é uma variedade com um
pélo p, entao podemos definir as coordenadas polares em M \ {p}. Se, além disso, M é
geodesicamente completa, entao M ¢é difeomorfa a R™.

Definigao 2.8. Para qualquer x € M\ {p} tal que x ¢ cut(p), dizemos que um subespaco
bidimensional © de T, M ¢é radial se m admite uma base {%,X}, onde X € um vetor
unitdrio ortogonal a %. A curvatura seccional radial de M ao longo de geodésicas partindo

de p, denotada por K™ ¢ definida por
K™ = sup{K,; © € radial}.

Definigao 2.9. O tensor curvatura de Ricci € o (0,2)-tensor Ric: X*(M) — C°°(M)
dado para X,Y € X(M) por

Ric(X,Y) = tr {Z — Rm(Z, X)Y}.

Note que Ric(X,Y') é simétrico com respeito a X e Y. De fato, se {e1,...,en}

for uma base ortonormal de 7T,M, entao

Ric(X,Y) =Y (Rm(e;, X)Y,e;) = ¥ (Rm(e;,Y)X, e;) = Ric(Y, X).

i=1 i=1

Assim, o tensor de Ricci pode ser considerado como o (1, 1)-tensor simétrico

Ric: X(M) — C*(M), definido por

m

Ric(v) = Ric(v,v) = Z(Rm(ei, V), €;).
i=1
Definigao 2.10. A curvatura escalar de uma variedade (M, g) € a fun¢ao S: M — R
definida por
S = tr {Ric}.

2.3 Variedades esfericamente simétricas

Seja M™ uma variedade Riemanniana m-dimensional suave com métrica g.
Fixado um ponto o € M, seja r(x) = distys (o, z) a fungao distancia de o e considere em

M\ (cut(o) U{o}) as coordenadas polares (r, ) com pdlo em o. Em coordenadas polares,
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a métrica g em M \ (cut(o) U {o}) tem a forma
g =dr® + A;;do'de’,

onde (0',...,6™ ') sao coordenadas em S™ ! e A;;(r,0) é uma matriz positiva definida.
Seja S, := 0By (r) \ cut(o), onde Bys(r) denota a bola geodésica de M com centro em o

e raio r. O operador Laplaciano em M em coordenadas polares tem a forma

1 0 0
A = ﬁa (\/Za) + As,.
onde A =det A;; e Ag, é o operador Laplaciano na subvariedade S;.
Definigao 2.11. Dizemos que uma variedade Riemanniana m-dimensional (M, g) é uma
variedade esfericamente simétrica ou variedade modelo se valem as sequintes condicoes:
1. Existe uma carta ®: M — B(rg), onde B(rg) := {x € R™; || < 1o} € a bola em
R™ com centro na origem e raio oy € (0, 00].

2. A métrica g em coordenadas polares (r,0) na carta acima tem a forma
g = dr* + o*(r)do?, (3)

onde db? ¢ a métrica candnica em S™ ' e o(r) € uma funcio suave positiva em
0,70), chamada a fungao "warping” do modelo.
» 10/ S
Denotaremos por M'' a variedade modelo m-dimensional com a métrica g dada
em coordenadas polares por (3).
uma funcao suav itiva o(r) em (0,7r9), um ndicao n AT
Dada a funcao suave positiva em (0,79), a condigao necessdaria e

suficiente para que exista uma variedade modelo M" com fun¢ao warping o é
o(0)=0, o' (0)=1 e o®(0) =0 paratodok=1,2,.... (4)

A hipétese (4) assegura que a métrica g em (0,7y) x S™ ! dada em coordenadas polares
por (3), pode ser estendida suavemente a origem r = 0 (veja [18] e [26]).
Lema 2.1. Seja M uma variedade modelo m-dimensional. Entao, o elemento de volume

Riemanniano dv de M' é dado em coordenadas polares por
dv = o™ (r)drd, (5)

e o operador Laplaciano em M tem a forma

0? o 0 1
A = ﬁ + (m — 1);5 + 0_2—(T>Agm—l.

Para uma demonstragao, veja Grigor'yan [21].
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Exemplo 2.1. Enumeramos a sequir alguns exemplos de variedades modelo.
1. R™ ¢ uma variedade modelo com roy = oo e o(r) = r. O elemento de volume

Riemannino é dado por
dv = r"™ tdrdf
? m-10 1

= — — 4+ —Agm.
ar2+ T 8r+7‘2 .

2. S™ sem um polo € uma variedade modelo com ro = m e o(r) = senr. O elemento

de volume Riemannino é dado por

dv = sen™ 'r drdf

2

9, 1
Agm = (m — 1)cotgr— + ——Agm-1.
S

— +
or? or en?r

3. H™ € uma variedade modelo com ro = oo e o(r) = senhr. O elemento de volume

Riemannino € dado por
dv = senh™ 'r drdf
0? 0 1

52 T (m — 1)cotghr ———Ngm-1.

A m — e —|—
H Or  senh’r

Seja B,(R) a bola geodésica de M com centro na origem o € M e raio R.

Denote por w,, o volume de S™ 1, isto é,

W, = / do.
§m—1

Entao, para qualquer R € (0,7), a drea S(R) da esfera geodésica 0B,(R) é dada por
S(R) = wmo™ Y(R),

e o volume V(R) da bola geodésica B,(R) é dado por

V(R) = /O S dr = w, /0 " o) dr
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Para qualquer z € M™\ {0} tal que z ¢ cut(0), seja K™ a curvatura seccional
radial de M ao longo de geodésicas partindo de o, e seja Ric,(x) a curvatura de Ricci
M7 em x, na direcao %. E um fato bem conhecido que a curvatura seccional radial K¢
de M ao longo de geodésicas partindo de o depende apenas do raio polar r e é dada por

(veja [7])

0.//

K(r) = =7 (r). (®

o

A curvatura de Ricci Ric, também depende apenas de r e é dada por

1

Ric,(r) = —(m — 1) (r). (7)

o

Segue da relagao (6) que uma variedade modelo M pode ser equivalentemente
especificada prescrevendo a curvatura seccional radial —G € C*°(]0, 00)), onde a fungao

G é par na origem, e recuperando o como a solu¢ao do problema de Cauchy em [0, )

o' —Go =0,
{ g(0)=0, ¢/(0)=1
no intervalo maximal (0,7() onde o é positiva.
O teorema seguinte descreve para o ambiente de modelos, uma extensao de
resultados de comparagao do Hessiano classicos (veja [18] e [32]).
Teorema 2.2. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana m-dimensional. Fizado um ponto
p € M, seja r(x) = disty(p,x) a distancia de p, e seja D, = M \ cut(p) o dominio das
coordenadas geodésicas normais centradas em p. Dada uma fung¢io G € C*(]0,00)) par

na origem, seja o a solucao do problema de Cauchy

o' —Go =0,
o(0) =0, 0/(0) =1,
e seja I = (0,79) C (0,00) o intervalo mazimal onde o é positiva. Se a curvatura seccional

radial de M ao longo de geodésicas partindo de p satisfaz
Kjj(x) > =G(r(z)) (resp. <)

em By (19), a bola geodésica de M com centro em p e raio g, entdo

SHISH

Hessr(z) < —(r(x)) {(, ) —dr®dr} (resp. >)

em (D, \ {p}) N Bux(r0), no sentido das formas quadrdticas.

Para uma demonstragao, veja Pigola-Rigoli-Setti [32].
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2.4 Teoria espectral

Seja M uma variadade Riemanniana m-dimensional com bordo suave M
(possivelmente vazio) e seja C§°(M) o espago das fungoes suaves com suporte compacto
em M. Denotaremos por W'(M) e Wy (M), respectivamente, os fechos de C*°(M) e

Cg° (M), com respeito a norma

Hu\ﬁ:/ u2du+/ lerad ul? dv.
M M

Quando M é geodesicamente completa, o Laplaciano A é um operador essenci-
almente auto-adjunto em C§°(M). Assim, ele admite uma unica extensao a um operador
auto-adjunto ilimitado, também denotado por A (veja [13], [14] e [37]), cujo dominio é o
conjunto Wg(M) = {f € Wy (M); Af € L*(M)}.

Quando M nao é geodesicamente completa, consideraremos sempre a extensao
de Friedrichs de A inicialmente definido em C§°(M). Se OM # (0, devemos especificar
algumas condigoes sobre o bordo a fim de que A seja auto-adjunto. Usaremos dois tipos
de condigoes.

1. Condigoes de bordo de Dirichlet:
Neste caso, o dominio de A é o conjunto Wy (M).
2. Condigoes de bordo de Neumann:
Agora o dominio de A é o conjunto W*(M).
Definigao 2.12. Seja Q2 um dominio compacto com bordo suave O # () de uma variedade
Riemanniana M. Dizemos que um numero X € um autovalor de €2 com condigoes de bordo
de Dirichlet (resp. Neumann), se existir uma fungio 0 # u € C*(Q) N C°(Q), chamada

de autofuncao de €2 associada a A, tal que

Au+du=0 em ),
_ ou|  _
Uulgg =0 (resp. o 0),
onde n € o vetor normal exterior em 0S).
O conjunto FE) de todas as autofungoes associadas a um autovalor A é um
espaco vetorial de dimensao finita, chamado de autoespago associado a A. E um fato
bem conhecido que o conjunto de todos os autovalores de €2 (com condigdes de bordo de

Dirichlet ou Neumann) consiste de uma sequéncia

Autoespagos associados a diferentes autovalores sao ortogonais em L2(2), e L?(Q) é a
soma direta de todos os autoespagos. A dimensao do autoespago associado a A\;(€2) é

chamada a multiplicidade de X\;(2). A multiplicidade do primeiro autovalor A\y(§2) é 1. O
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primeiro autovalor tem a seguinte caracterizacao variacional

o, lgrad ¢|? dv
fQ @2 dv

onde H = W (), para a condigao de bordo de Dirichlet e H = {¢ € W'(Q); [, ¢ dv = 0},

para a condigao de bordo de Neumann. A igualdade é satisfeita em (8) se, e somente se,

n(@) =inf e\, )

¢ é uma primeira autofuncao.

Seja 2 C M um conjunto aberto ilimitado. Entao 2 pode nao ter autovalores.
Contudo, o lado direito de (8) ainda faz sentido e é chamado o tom fundamental de €2,
denotado por A*(2). Em outras palavras, quando 2 é um dominio compacto com bordo
0Q # (), o tom fundamental é o primeiro autovalor \*(€2) = A;(€2) com condigoes de
bordo de Dirichlet. Quando 2 = M é uma variedade geodesicamente completa, o tom
fundamental \*(M) coincide com a base do espectro Spec(M) C [0,00) de —A em M,
isto é, \*(M) = inf Spec(M). O tom fundamental A\*(M) de uma variedade Riemanniana
completa M pode também ser dado por A*(M) = limy_ oo A1(Q), onde {4} é uma
sequéncia de exaustao de M por conjuntos abertos limitados.

A caracterizacdo variacional (8) permite-nos obter limites superiores para o
primeiro autovalor A;(2) de © (com condigbes de bordo de Dirichlet ou Neumann). O
resultado a seguir fornece um método simples para obter limites inferiores e superiores para
o primeiro autovalor de Dirichlet de dominios compactos em variedades Riemannianas
(veja [2] e [9]).
Teorema 2.3 (Barta). Seja Q um dominio compacto com bordo suave por partes 92 # ()
de uma variedade Riemanniana M. Seja f € C?(Q) N C%(Q) com fla >0 e floo =0, e

seja A\ (), o primeiro autovalor de Dirichlet de ). Entao
Sup(=Af/f) 2 (@) = inf(=AF/]). (9)

A igualdade em (9) € vdlida se, e somente se, f € uma autofuncao de §2 associada a Ai(£2).
Para uma demonstracao, veja Chavel [9)].
O resultado a seguir descreve o comportamento dos autoespagos em pontos
proximos a origem em variedades esfericamente simétricas.
Teorema 2.4. Seja M uma variedade com bordo. Suponha que existe um ponto o € M
tal que a métrica de M € invariante sob rotacoes em torno de o e que M pode ser escrita
como a bola de raio a em torno de o com respeito a métrica rotacionalmente simétrica.

Entao, para cada autoespaco

Ex=A{¢; g = —Ao}

com autofungoes satisfazendo a condi¢cao de bordo de Dirichlet ou de Neumann, temos
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1. ¢(0) =0 para toda ¢ € E\ (a menos de multiplo escalar), ou

2. existe uma unica ¢ € E\ (a menos de mailtiplo escalar) que é rotacionalmente
simétrica, isto é, ¢ pode ser escrita como uma fun¢ao de r,(y) = disty(0,y). Em
particular, se exigirmos que ¢(o) > 0 e fM ¢*dv =1, entio ¢ € tinica em E).

Para uma demonstragao, veja Cheng-Li-Yau [11].

2.5 Nucleo do calor e propriedades estocasticas

Nesta secao, apresentaremos alguns fatos sobre o nicleo do calor de uma
variedade Riemanniana. Indicamos ao leitor as referéncias [21] e [35] para uma leitura
complementar.

Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional com bordo suave M (pos-
sivelmente vazio). Denotaremos por Ap e Ay os Laplacianos em M com condigoes de
bordo de Dirichlet e Neumann, respectivamente. Se M for uma variedade geodesicamente
completa, entdo Ap = Ay = A. O operador A (ou Ap, Ay) é auto-adjunto, logo define
um semigrupo do calor {P,}>o, isto é, uma familia de operadores limitados, positivos

definidos e auto-adjuntos em L?*(M), tais que se ug € L?(M), entao a fungao
u(z,t) := Pug(x) € C*(M x (0,00))
é solugao do problema de Cauchy para a equacgao do calor

0
au(m, t) = A(x,t)

u(z,t) N up(z) quando t — 0.

Além disso, existe uma fungao suave p € C°(M x M x (0,00)), chamada o nicleo do

calor de M, tal que

Pou(x) = /M Pz, y, tyuly) dv(y).

Proposicao 2.10. O nicleo do calor satisfaz as propriedades a sequir:
1. Simetria: p(z,y,t) = p(y, z,t) para todos x,y € M et > 0.
2. p(z,y,t) > 0 para todos x,y € M et >0, e, para todox € M et >0

/M Py, 1) dv(y) < 1.

3. A identidade de semigrupo: para todos x,y € M et,s >0,

p(z,y,t+s) = /Mp(x,z,t)p(z,y,s) dv(z).
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4. Para qualquer x € M, a funcao u(y,t) := p(x,y,t) satisfaz a equagao do calor
ou
— = Au.
or "

5. Para qualquer funcdo f € C3°(M),

/Mp(x,y,t)f(y) dv(y) N f(x) quandot — 0.

Teorema 2.5. Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional compacta com bordo
OM (possivelmente vazio). Seja {¢;}32, uma base ortonormal de L*(M) consistindo de

autofuncoes com autovalores correspondentes \;. Entao

p(ﬂf, Y, t) = Z e_Ait¢i(x)¢i (y),

em particular,

Ze’\it:/ p(x,y,t)dv(z),
i=1 M

e quando t — 0

plent) ~ e () (Z e W) , (10

onde a; sao funcgoes suaves com a;(y,y) = 1.
Para uma demonstragao, veja Grigor'yan [21].

Exemplo 2.2. Enunciamos aqui algumas formulas explicitas conhecidas para o nicleo do

calor.

1. O nicleo do calor de R™ € dado pela funcao de Gauss-Weierstrass:

t) = 1 |5L’—y|2
p(z,y, )—WGXP BT :

2. O niicleo do calor de H? é dado por

N = 1 7 AN
p(zy,1) = (47t)3/2 P74 ") senhr

onde r = dist(x,y) € a distancia geodésica entre x,y € H?>.

Definicao 2.13. Uma variedade Riemanniana M € chamada estocasticamente completa
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se o nicleo do calor p(x,y,t) de M satisfaz a identidade

/Mp(ﬂf,y,t) dv(y) =1,

para todo x € M et > 0. Caso contrdrio, M € chamada estocasticamente incompleta.
Teorema 2.6. As sequintes propriedades sdo equivalentes.
1. M € uma variedade estocasticamente completa.
2. Para todo \ > 0, a unica solugao suave limitada nao negativa da equagao Nu > Au
em M ¢ a funcao u = 0.
3. Para todo \ > 0, a unica solu¢cao suave limitada nao negativa da equacao ANu = Au
em M € a funcao u = 0.

4. Para todo T > 0, a dnica solu¢ao limitada em M x (0,T) do problema de Cauchy

{ o = D (11)

ul=o+ =0 no sentido Lj,.(M),

¢ a funcao u = 0.

5. Para toda funcgao u € C*(M) com u* = sup,; u < 0o, e para todo y < u*,
inf Au <0,
Qy

onde Q. = {x € M; u(z) > ~}.
6. Para toda fungio v € C*(M) com u* = sup,, u < 0o, existe uma sequéncia {xy},

k=1,2,..., tal que, para todo k,
u(zy) >u" —1/k e Au(xg) < 1/k.

Para uma demonstragao, veja Grigor’'yan [20].

Exemplo 2.3. Sao variedades estocasticamente completas:

a. R™, S™ e H™ para todo m (veja [20]).

b. Variedades de Cartan-Hadamard (veja [31]).
Definicao 2.14. Uma variedade Riemanniana M € chamada parabdlica se toda func¢ao
superharmonica positiva em M € constante.
Teorema 2.7. As sequintes propriedades sao equivalentes.

1. M ¢ parabélica.

2. A funcao de Green G(x,y) definida em M x M por

G(z,y) = /Ooop(:c,y,t) dt

satisfaz G(x,y) = 0o para algum (equiv. todo) x # y.
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3. Para toda fungao q(x) € C3°(M), que € nao negativa e ndo identicamente nula, a
tnica solugao suave limitada nao nula da equa¢ao Au = q(x)u em M € a fun¢ao
u=0.

Para uma demonstragao, veja Grigor’'yan [20].
Exemplo 2.4. Com respeito a parabolicidade, temos.

a. Qualquer variedade compacta € parabolica, pelo principio do mdximo. Em particular,
S™ € parabolica para todo m.

b. R™ € parabdlico se, e somente se, m < 3 (veja [20]).

c. H™ nao € parabdlico (veja [20]).

2.6 Imersoes isométricas

Seja ¢: M — N uma imersao isométrica de uma m-variedade Riemanniana
M em uma n-variedade Riemanniana N. Considere uma fungao suave g: N — R e a
composicao f = go p: M — R. Identificando, como é usual, X com dy,(X), temos em
q € M e para todo X € T,M que

(grad f, X) = df (X) = dg(X) = (grad g, X).
Entao escrevemos
gradg = grad f + (grad g)™,

onde (grad g)* é perpendicular a T,M. Sejam V¥ e V* as conexoes Riemannianas de M
e N, respectivamente, e sejam S(q)(X,Y) e Hess f(¢)(X,Y), respectivamente, a segunda
forma fundamental da imersao ¢ e o Hessiano de f em ¢ € M, com X,Y € T,M. Entao,

temos em g € M e para quaisquer X,Y € T, M que
Hessp f(q)(X,Y) = <VAX4grad f, Y>q
— <(V§grad g)T ,Y> — <(V§(gradg)L)T ,Y>
©(q)
= X(gradg,Y )y — <gradg, (VNY)T>
©(q)
= X(gradg,Y )y — <gradg, vy > @ <grad g, (VNY) >

+
= <V§gradg,Y>(p(q)+<gradg, V)]}fY >

v(q)

v(q)

Portanto,

Hessy f(q)(X,Y) = Hessng(0(q)) (X, Y) 4 (grad g, S(X,Y)) (0) (12)
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para todos X,Y € T, M. Tomando o trago em (12), com respeito a uma base ortonormal

e1,...,emt de T, M, temos que
{ ) ) } gV, q

Aflqg) = ZHGSSf(Q)(Gz‘,Gi)

—

= Z Hess g(¢(q))(ei, €;) + (grad g, —H),

onde H = — >, S(ei, e;) denota o vetor curvatura média da imersao ¢ (veja [24]).

2.7 Submersoes Riemannianas

Sejam M e N variedades suaves. Uma aplicacao suave sobrejetiva m: M — N
¢ uma submersao se a diferencial dm, tem posto méximo para todo ¢ € M. A variedade
M ¢é chamada o espaco total da submersao, N é a base e, para todo p € N, a imagem
inversa Fj, = 7 *(p) é uma subvariedade mergulhada de M, chamada a fibra de 7 em p.
Definicao 2.15. Sejam M e N wariedades Riemannianas. Uma submersao m: M — N
¢ chamada submersao Riemanniana se para todo p € N e todo q € F},, a restricao de dm,
ao subespaco ortogonal (T,F,)* é uma isometria sobre T,N.

Dados p € N e ¢ € F, = 7 (p), um vetor tangente & € T, M é dito vertical se
ele é tangente a fibra F,, e horizontal se ele pertence ao espaco ortogonal (T, F,)*. Dado
¢ € TM, suas componentes horizontal e vertical sio denotadas por " e £V, respectiva-
mente. Denotemos por D = (TF)* C TM a distribuicao suave de posto k = m — n,
em M consistindo dos vetores horizontais. A segunda forma fundamental das fibras é o
(1,2)-tensor simétrico S¥': D+ x DL — D, definido por

8" (v, w) = (V' )",

onde W é uma extensao vertical de w e VM ¢ a conexdo de Levi-Civita de M. Observe
que as fibras da submersao sao subvariedades totalmente geodesicas de M exatamente
quando S¥ = 0.
Para qualquer campo vetorial X € X (NV), existe um tinico campo horizontal
Xex (M), chamado o levantamento horizontal de X, que é m-relacionado a X, isto é,
para quaisquer p € N e q € [}, dﬂq()?q) = X,. Um campo horizontal X € X(M) é
chamado bdsico se ele for m-relacionado a algum campo vetorial X € X'(N).
Se X e Y sio campos vetoriais basicos, entao valem as seguintes relagoes:
1 g, (X.7) =g (X.V)om,
2. [X,Y]" é bésico e m-relacionado a [X, Y],
3. (Vé‘??)h é bésico e m-relacionado a VY,

onde V¥ é a conexio de Levi-Civita de N.
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O wetor curvatura média da fibra F' é o campo horizontal H' definido por

k k

ﬁ(Q) = ZSF(C])(% €i) = — Z(eri)h,

=1 i=1

onde {e;}¥ | é um referencial ortonormal local para a fibra em uma vizinhanca de g.

Observe que H nao é basico em geral. Por exemplo, quando as fibras sao hipersuperficies

de M, entao H é basico se, e somente se, todas as fibras tém curvatura média constante.

As fibras sao subvariedades minimas de M quando H=0.

Exemplo 2.5. Destacamos os sequintes exemplos de submersoes Riemannianas com fibras

minimas.

a. Sejam (M,g,,) e (N,g,) variedades Riemannianas. O produto Riemanniano de

(M,g,) e (M,g,) € a variedade produto W = M x N dotada com a métrica pro-
duto ¢, = g, + 9v.- As projegoes m,,: M x N — M en,: M x N — N sao
submersoes Riemannianas com fibras totalmente geodésicas e difeomorfas a N e M,
respectivamente.

. Sejam (M,g,,) e (N,g,) variedades Riemannianas e seja f: M — R uma fun¢ao
suave positiva em M. A wvariedade produto W = M x N dotada com a métrica
Gy = Gy + 29y € chamada o produto warped de M e N, com fungao warping f, e é
denotada por M x yN. A projecaom,,: Mx N — M é uma submersao Riemanniana
com fibras totalmente geodésicas, enquanto que a projecao my: M xy N — N nao é
(a menos que f =1).

. Aplicagoes de recobrimento : M — M sdo submersées Riemannianas com fibras
minimas.

. Seja G um grupo de Lie dotado com uma métrica bi-invariante e seja K C G
um subgrupo compacto, entao a projecao natural 7: G — G/K é uma submersao
Riemanniana com fibras totalmente geodésicas compactas difeomorfas a K.

A divergéncia de um campo vetorial basico Xex (M) e a divergéncia de um

campo X € X(N), m-relacionado a X , sao relacionadas pela férmula a seguir.

Lema 2.2. Seja X € X (M) um campo vetorial bdsico, m-relacionado a X € X(N).

Entao, para todo p € N e todo q € I,

divy(X)y = divy(X)p + g, (X, ﬁq) (13)
= divy(X)p + gy (dﬂq()?q)v dﬂq(ﬁq))-

Em particular, se as fibras sao minimas, entao div (X) = divy(X).

Para uma demonstragao, veja Bessa-Montenegro-Piccione [5].

Dada uma funcao suave f: N — R, chamamos a fungao ]7: fom: M — R

1As vezes, o vetor curvatura média ¢ definido por H(q) = Zle St (q)(es,€)
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o levantamento de f a M. Denotando por X o levantamento horizontal de um campo
vetorial X € X(N), é imediato que grade = g?a?i;f, isto é, o gradiente grade do
levantamento de f é o levantamento horizontal do gradiente grad, f de f.

O Laplaciano em N de uma funcao suave f: N — R e o Laplaciano em M de
seu levantamento f: f o7 sao relacionados pela férmula a seguir.
Lema 2.3. Seja f: N — R uma funcdo suave e seja f: fom seu levantamento. Entao,

para todo p € N e todo q € F),

(AMF)y = (AN, + g, ((grady f)g, Hy) (14)
= (ANf)p + gy ((grady f)p, dﬂ'q<ﬁq))-

Em particular, se as fibras sio minimas, entio (AMf), = (AN f),.

Para uma demonstragao, veja Bessa-Montenegro-Piccione [5].
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3 Teoremas de comparacao para o nucleo do calor de subvariedades minimas

Neste capitulo iremos provar teoremas de comparacao para o ntucleo do calor.
Nossos resultados sao extensoes de teoremas de comparacao obtidos por Cheng, Li e Yau,

em [11], e Markvorsen, em [28].

3.1 Nucleo do calor em variedades modelo

Seja M7 a variedade modelo m-dimensional com curvatura seccional radial
—G(r), onde G € C*([0,00)) é uma funcao par na origem. Assuma que a solu¢do o do

problema de Cauchy

o’ —Go =0, (15)
o(0)=0, o/(0)=1

é positiva em (0, R). Denote por B,(R) C M a bola geodésica de raio R centrada na
origem o0 € M™ e seja r,(y) = dist(0,y) a funcao distancia de 0 em M. E um fato bem
conhecido que os nicleos do calor de B,(R) centrados em o dependem apenas de r, e t
(veja [10]). Podemos entdo denotar com H%(ro(y), ) € K& (ro(y), t), os niicleos do calor de
B, (R) centrados em o, com condigoes de bordo de Dirichlet e Neumann, respectivamente.
O resultado a seguir é devido a Cheeger e Yau (veja [10, Lema 2.3]).

Lema 3.1 (Cheeger-Yau). Suponha que a solug¢io o de (15) € positiva em (0, R) e que
B,(R) C M\ cut(o). Entao

1. a—ﬁ%(r, t) <0, para todo r € (0, R) e todo t > 0.
r
2. %IEUR(T, t) <0, para todo r € (0, R] e todo t > 0.

Agora reescrevemos ﬁ%(ro(y), t) e lzj’%(ro(y), t) como uma funcao de s e ¢, ou

seja, Ho(ro(y),t) = H(s(r),t) = H(s,t) e K%(ro(y), t) = K(s(r),t) = K(s, ), onde
s(r) = /Ora(t) dt. (16)

Denotaremos por ﬁ’(s, t)e H" (s,t), respectivamente, as derivadas primeira e segunda de
H(s,t) com respeito a s. Usando técnicas anslogas as desenvolvidas em [11], provamos os
seguintes resultados que serao ilteis para o desenvolvimento do nosso trabalho.

Lema 3.2. Suponha que a solug¢io o de (15) € positiva e o' > 0 em (0, R), onde R satisfaz

™

< , (17)
2/ 1G> ((0,r))

onde G_(r) = max{0, —G(r)}. Suponha também que G' < 0 em (0,R) e que B,(R) C
M™\cut(o). Entdo H"(s,t) > 0, para todo r € [0, R] e t > 0.
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Demonstracao. Temos que
Hi(s, t) = AP H(s, t) = o> (r)H" (s,t) + ma’ (r)YH' (s, 1). (18)
Diferenciando a equagao (18) duas vezes com respeito a s, obtemos

Hi(s,t) = () HD(s,0) + (m +4)o'(r)H) (s, 1) (19)

+2(m + 2)G(r)YH" (s,t) + m%ﬁ’(s, t)

Defina a funcio f = oo s~ Entao o(r) = f(s(r)), o'(r) = (f - f)(s(r)) e G(r) =
[f - £+ (f)3(s(r), onde f' = (8/0s)f. O Lema 3.1 implica que (ds/dr)H’ < 0 e, desde
que ds/dr = o(r) > 0, obtemos H' < 0. Assim, de (19), obtemos

Hi(s,) = HO(s,0f2(s) + (m+4)(f - ) HH(s,0) (20)

+2(m+2)[f - 7+ (f)](s)H" (s,1).
Pelo principio do méximo, a nao negatividade de H" vai seguir entao da nao negatividade
de H" sobre o bordo de 0 < s < s(R) et € [0,00). Quando t =0e s # 0, ﬁ(s,()) =0,

logo H"(5,0) = 0. Quando ¢t > 0 ¢ s = s(R), desde que H' < 0, Hy|,—p = 0 ¢ ABos =

mo’(r) > 0, temos para r = R que
2 (r)H" (s, t) = AP H(s, t) — H (s, t) APes = Hy(s, t) — H'(s,t) AP7s > 0.

Assim H"(s,t) > 0 parat > 0 e s = s(R).

Resta provar que H” (0,t) > 0. Usando a expansao de autofungoes

H(o0,y,1) Ze% )6y

e aplicando o Teorema 2.4 da Secao 2.4, obtemos

-ty 3 ()]

onde ¢,(0) > 0 e todas as ¢,’s sao rotacionalmente simétricas. Suprimindo o subscrito A,

afirmamos que a fungao

o'(r) 99

g:)\¢+ma(r) or

se anula em segunda ordem e §%g/0r? é nao positiva quando r — 0. O lema entao seguird.
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De fato, temos

limg(r) = A¢(0) +mlim o'(r) 9

r—0 r—0 o'(r or

)
= Ag(0) + mlim {a”(r) 9, @} ,

r—0 | o'(r) Or ~ Or?

pela regra de L’Hospital. Por outro lado, desde que

lim m@ = AP p(0)

r—0  Or?

Y . . 0¢
para métrica rotacionalmente simétrica em torno de 0, e — — 0 quando r» — 0, obtemos

or
lim g(r) = Ap(0) + A% ¢(0) = A$(0) — Ag(0) = 0.
Também
dg 99 o'()\?*| 96  o'(r) %
ar _AE“”{ Gr) = (U('r’)) ar o) W}

Quando r — 0, isto torna-se

lim = = mlim{ (21)

r—0 87‘ r—0

’
- . 1 [o"(r) o o"(r)0%¢ 10%¢
= mhm{é[a/(r) —G(T)} _+g’(r) aﬂ"‘i@m}

= s Ty
onde a segunda igualdade é obtida pela regra de L’Hospital. Contudo, diferenciando a

equacao

0%¢ o'(r) 9¢

— ANBo oy — ¥ _ -
A= ATe=Ga U o

(22)

com respeito a r, obtemos




Combinando com (21), obtemos

e portanto

or? or? o(r) o(r)
o (r)\?| 0%  o'(r) D¢
2|6 - (U(’/’)) or? N o(r) 87"3}

+ 2

.
- (Z) | 5o+ 2054

o'(n\*| &0 o(r) _d'(n)] 8¢ 9%
21G(r) (a(r) ] or? 2 _G<T)a’(r) o(r)| or * ort
)\2 ) a4¢ 829
Assim
) 82g )\2 ) 84925
Por outro lado, diferenciando a equagao (22) duas vezes, obtemos
aZe _ 2o, m—11 ) — 26020 4o (20) | o2
o2 ort o(r) o(r) or

39
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Logo
A2 0% (m—=1)[. 0% N
w0 = Wt T e T
Combinando com (23), produzimos
. 0% 2M(A 4+ mG(0))
e = " a2 0O (24)

Como foi observado em [3], a desigualdade (17) implica que
A > m|G_| L (po,r)),
e isto implica que
A > —mG(0). (25)
Substituindo (25) em (24), obtemos
0%g

lim —= <0
r—0 Or2 — ’

e o lema esta provado. O

Lembramos que para qualquer z € M tal que = ¢ cut(o) e  # o, a curvatura

de Ricci em x na direcao % ¢ dada por
Ric(z) = —(m — 1)G(r,(x)).

Lema 3.3. Suponha que a solug¢ao o de (15) € positiva e G' < 0 em (0, R), e que B,(R) C
M\ cut(o). Se ¢ é uma autofun¢ao rotacionalmente simétrica de B,(R) com condi¢oes
de bordo de Neumann e autovalor X\, entao

A > —mG(0).

Demonstrag¢ao. Suponha por contradigdo que A < —mG(0) e considere a funcao
2 A
h = |grad ¢|* + —¢~.
m
Entao, aplicando a férmula de Bochner, obtemos

%Ah = Ric(grad ¢, grad ¢) + (grad ¢, grad (A¢))

1A
+ [Hess ¢|* + §EA<¢2)'
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Assim, obtemos

SAh > —(m— 1G(0)]arad o — Algrad 6f + _(Aj)z

— <—(nz—])G%O)—ZE#%1A>’gﬁﬂi¢ﬁ
> 0

em B,(R)\{o}. Logo Ah > 0 em B,(R), o que implica que o maximo de h ocorre em

0B, (R), digamos xy. Pelo principio do méaximo de Hopf, temos
_($0) >0,

onde 7 é o vetor normal unitario exterior em 0B, (R). Por outro lado, desde que ¢ é

rotacionalmente simétrica e dp/0n = 0 em 0B, (R), temos

oh (0600, A (09
;%@o<—2(5ﬂﬁ)um+2a(%%)ww
= 0.

Isto contradiz a hipdtese. O

Lema 3.4. Suponha que a solugio o de (15) € positiva e que G' < 0 em (0, R). Suponha
também que B,(R) C M™\cut(o). Entio K"(s,t) > 0, para todo r € [0,R] e t > 0.

Demonstragao. Diferenciamos a equacao
Ki(s,t) = AP K(s,t) = o2 (r)K" (s, t) + mo’ () K (s, t) (26)
duas vezes com respeito a s e como em (20), obtemos a desigualdade

K/(s,t) > KW(s,8)f*(s) + (m+4)(f - f) (K (s,1)
F2m+2)[f - 1+ ()P (s)K" (s, 1),

onde f = 0 os . A fim de aplicar o principio do méximo a K" , precisamos checar que
K" > 0 sobre o bordo de 0 < s < s(R) e t € [0,00). Quando t =0 e s # 0, K(s,0) = 0,
logo lz”(s, 0) = 0. Além disso, o Lema 3.3, juntamente com os calculos na prova do Lema
3.2, implica que I%”(O, t) > 0. Logo discutiremos o caso em que s = s(R). O Lema 3.1
implica que Iz’(s, t) <0 paratodo 0 < s < s(R) et > 0. Por outro lado, pela condigao de

bordo de Neumann sobre K, K'(s,t) = 0 quando s = s(R). Logo K’ atinge seu méximo
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em s = s(R), e o principio do maximo implica que
K"(s,t) >0
para s = s(R) e t > 0, o que completa a prova do lema. O

3.2 Teoremas de comparagao para o nicleo do calor

Seja ¢: M — N uma imersao isométrica minima de uma variedade Rieman-
niana m-dimensional completa M em uma variedade Riemanniana n-dimensional com-
pleta N. Para um dominio compacto 2 C M, denotaremos por Hq(z,y,t) e Ko(z,y,t)
os nucleos do calor de €2 com condi¢oes de bordo de Dirichlet e Neumann, respectiva-
mente. Em [11], Cheng, Li e Yau obtiveram teoremas de comparagao para Hq(x,y,t)
e Ko(z,y,t) quando N = N"(b) é a forma espacial simplesmente conexa com curvatura
constante b € {—1,0,1}. Mais precisamente, dado p € , seja r,(z) = disty(¢(p), 2),
z € N, a fungao distancia extrinseca de ¢(p). O raio extrinseco de €2 em p é definido por
a = sup,cqrp(p(x)). Cheng-Li-Yau provaram os seguintes teoremas de comparacao.
Teorema 3.1 (Cheng-Li-Yau). Seja M™ uma subvariedade minima m-dimensional de
N"(b). Seja Q C M um dominio compacto com bordo suave O # 0. Para qualquer p € Q

seja a o raio extrinseco de ) em p. Entdo

Hﬂ(pv Y, t) < ﬂa(rp(gp(y)), t)

para todo y € Q e todo t € [0,00), onde Hqy(r,t) € o miicleo do calor com condicoes de
bordo de Dirichlet da bola centrada na origem e de raio a na forma espacial simplesmente
coneza N"(b), e a < w/(2Vb), se b > 0.

Para o segundo resultado, assuma além disso que a imersao ¢ é prépria e
seja Dy(a) a bola extrinseca com centro em p e raio a, isto é, Dy(a) C ¢~ '(Bn(a)) é a
componente conexa de M contendo p, e By(a) é a bola geodésica em N com centro em

©(p) e raio a.
Teorema 3.2 (Cheng-Li-Yau). Neste ambiente acima, temos que

K(p,y,t) < Ka(rp(e(y)),t)

para todo y € D,(a) e todo t € [0,00), onde K,(r,t) € o niicleo do calor com condi¢des de
bordo de Neumann da bola centrada na origem e de raio a na forma espacial simplesmente
conera N*(b), e a < w/\/b, se b > 0.

Em [28], Markvorsen estendeu os resultados de Cheng-Li-Yau para subvarie-
dades minimas de espacos ambiente com curvatura seccional limitada superiormente por

uma constante b € R. Tanto em [11] como em [28], é feito uso do seguinte principio de
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comparagao que pode ser encontrado em referéncias padrao (veja [10], [11] e [27]).
Proposicao 3.1. Seja M uma variedade compacta com bordo OM e seja x € M. Sejam
F(z,y,t) e ﬁ(x,y,t) fungoes de classe C* definidas em M x M x [0,00) com as sequintes
propriedades:

1. F(x,y,t) >0 para todo y € M e todo t € [0,00);

2. F(x,y,0) = ﬁ(x,y,O) = 0y;

3. ANyF(x,y,t) — %F(m,y,t) =0e Ayf(x,y,t) - %ﬁ(w,y,t) < 0 para todoy € M e

todo t € [0,00);
4. (a) F(z,2,t) =0 ¢ F(x,z,t) >0 para todo z € OM ¢ todo t € [0,00); ou
(b) OF )ov.(z,z,t) = OF [Ov.(z, z,t) = 0 para todo z € OM e todo t € [0, 00).

Entao

F(z,y,t) < F(z,y,t)

para todo y € M e todo t € [0,00).

Nos usamos a Proposicao 3.1 para provar o seguinte teorema de comparagao
para os nucleos do calor.
Teorema 3.3. Seja p: M — N uma imersao isométrica minima de uma variedade
Riemanniana m-dimensional completa M em uma variedade Riemanniana n-dimensional
completa N. Seja Q C M um dominio compacto com bordo suave 02 # (). Para qualquer
p € Q com q = ¢(p), seja a o raio extrinseco de Q em p, e assuma que a < injy(q).
Suponha que a curvatura seccional radial de N ao longo de geodésicas partindo de q €

limitada superiormente por
Ky(2) < =G(ry(2)) (27)

onde G € C*([0,a)) é uma fun¢do par na origem e G' <0 em [0,a).
1. Se a solu¢ao o de (15) satisfaz o’ >0 em [0,a), e a é tal que

™

a <
24/ |G -l = (j0,a))

entio Ho(p,y,t) < HI(r,(¢(y)), t) para todo y € Q e todo t € [0, 00).
2. Se a imersdo p € propria e 8 = Dy(a) € a bola extrinseca com centro em p e raio
a, entao Kaq(p,y,t) < Izg(rp(w(y)),t) para todo y € Q e todo t € [0,00).

(28)

Demonstracao. Vamos comparar os nicleos do calor Hq(p, y,t) e Ka(p, y, t) com os nicleos

do calor transplantados Hg, Kq : {p} x Q x[0,00) = [0, 0), definidos por

Ha(p,y,t) = HI(rp(0(y).t) e Kalp,y,t) = KI(ry(¢(y)), 1),

onde r,(¢(y)) = dista (g, ¢(y)). Claramente, Ha(p, y, t) satisfaz a propriedade (4a) e, para
Q = Dy(a), Ka(p,y.t) satisfaz (4b) da Proposicdo 3.1. Além disso, devido & expansio
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assintotica (10) de 7—7(‘1’(7“0(2'), t)e Ieg(ro(z), t) para r,(z) suficientemente pequeno, quando
t — 0, e também pelo fato de que em M a fungao distancia extrinseca r,(z) é assintética
a funcao distancia em M, temos que ﬁg(p, y, 1), I%g(p, y,t) ~ 6, quando t — 0. Logo, a
condicao (2) é também satisfeita por Ho (p,y,t)e Kg(p, y,t). Resta mostrar que 7—~[Q(p, y, 1)

e IEQ(p, y, t) satisfazem a propriedade (3). Como antes, reescrevemos

H7(rp(p(y)) t) = Hs(r), 1) = H(s,t) e K(ry(e(y),t) = K(s(r),1) = K(s.t),

onde

de modo que
s(ry=o(r)>0 e §"(r)—(o'/o)s'(r) =0. (29)
Sejax € Qe X €T,M. Entao

Hessyy(s 01y 0 0)(2)(X, X) = 5"(r,((2))){gradyry, dpX)’

o(x)
+5/(ry (ip(@))) [Hessyry (o(2)) (dpX, dpX)

+(grad yr,, S(X, X)) (30)

W(I)]’

onde § denota a segunda forma fundamental da imersao ¢.

Usando a hipdtese (27), segue do teorema de comparacao do Hessiano que
/
Hessyrp(V,Y) > 2 [(V,Y) — (gradyr,, Y)?] (31)
o

em By(a) \ {¢}.
Tomando o trago em (30), com respeito a uma base ortonormal {e;}!", para

T, M, e usando (29), (31) e a minimalidade de ¢, obtemos

Aﬂ(s orp,op)(zr) > (s"— %s’)(rp(go(x))) Z(grad]\ﬂ’p, dgpe»im

/ m
i=1

/

+m(Zs)(ry ()
= AP, (32)

O Lema 3.1 implica que (ds/dr)H (s, t) < 0, onde H'(s,t) = (9/0s)H(s,t), e desde que
ds/dr = o(r) > 0, temos, por (32), que H'A%s < H'ABs.
Além disso, |gradgs| < [gradys| = |gradp s|, e, pelo Lema 3.2, H' > 0.
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Usando a identidade Ag}'}’:[v(s,t) = |gradg,s|*H" (s, t) + A%sH! (s, 1), obtemos

Agﬁ(s,t) < ]gradBaslzﬁ"(s,t) + AP st (s,1) = AyB"ﬁ(s,t).

Assim,
O~ O~
o Y93 o ABoy _ Yy
A 8tH <AJH at?—[ 0,
e o item 1 esta provado.
A desigualdade
- D~ -9~
o _ 95 o aBg_ Y
AGK ath <AJK ath 0

para o ntcleo do calor de Neumann transplantado segue similarmente, usando o Lema 3.1

e o fato que, pelo Lema 3.4, K> 0, o que prova o item 2. m

Uma consequéncia do Teorema 3.3 é a seguinte desigualdade do valor médio
para fungoes subharmonicas.
Corolario 3.1. Seja M™ uma subvariedade minima completa propriamente imersa em
uma variedade Riemanniana completa N™. Seja Dy(a) a bola extrinseca com centro em
um ponto p € M e raio a. Assuma que a curvatura seccional radial de N ao longo de
geodésicas partindo de g = ¢(p) satisfaz (27), e que o' > 0 em [0,a), onde a < injy(q) e

satisfaz (28). Se f é uma fun¢ao subharmonica nao negativa definida em M, entao

1
wmo™ 1 (a)

f(p) < / o T (33)

onde w,, denota o volume da esfera unitdria m-dimensional em R™ . Além disso, se a

igualdade é vdlida para algum a, entdo f € harmonica em Dy(a).

Demonstragao. Denote por D = D,(a), e sejam Gp(p,y) e ég(o, y) = E]vg(rg(y)), as fungoes
de Green com condi¢oes de bordo de Dirichlet de D e B,(a), respectivamente, onde
B,(a) € M denota a bola geodésica de raio a centrada na origem o € M?'. Entao

Ga(p,y) e E]vg(ro(y)) satisfazem

gD<p7y) :/0 HD(pay7t) dt

G2 (ro(y)) = / TR (). 1) .
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Pelo Teorema 3.3, temos

Hp(p,y,t) < Hg(rp(e(y)),t)

com Hp(p,y,t) = ﬁg(rp(cp(y)),t) =0 para y € 0D. Assim,

Gp(p,y) < G(ry(p(y))) paray € D (34)

com

Gn(p.y) = G (rp((y))) paray € ID. (35)

Por motivo de simplicidade, denotaremos por G(p,y) = Gn(p,y) € G(ro(y)) = G (ro(y)).
Segue de (34) e (35) que

oG oG
——0y) = 5 (rp(e(y))) (36)
ony ony :

onde 0/0n, significa a diferenciagdo com respeito a varidvel y na dire¢do normal exterior

a 0D. De (36), usando a nao negatividade de G e a subharmonicidade de f, obtemos

o) = - /D G(p, y) A f () duly) / Dg—g@, W) (y) dvy) (37)

0Gg
op 0Ny
-/ g—fym(wy»)ﬂy) dv(y)

= - [ Gt v

oD

(p,y) f(y) dv(y)

Desde que |0r/dn,| < 1e G, <0, de (37), obtemos

fo) < — [ Golrple))f(y)dv(y)

oD

= —G.(a) . f(y)dv(y)

desde que G, é rotacionalmente simétrica. Agora (33) segue-se pelo calculo explicito de

@(a). Igualdade em (33) implica que

/D G(p,y) O Fy) dy = 0.

Desde que Af(y) >0e 0£ G > 0, temos que Af(y) =0 em D. ]
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Observagao 3.1. Uma consequéncia imediata da desigualdade (33) € que Dy(a) tem
volume maior do que ou igual ao volume da bola B,(a) de M, desde que o’ > 0 em
[0,a); basta tomar f =1 na desigualdade (33) e integrar de 0 a a. Mostraremos a sequir
que a hipdtese sobre a positividade de o’ ndao € necessdria.

Corolario 3.2. Seja M™ uma subvariedade minima completa propriamente imersa de
uma variedade Riemanniana completa N™. Seja Dy(a) a bola extrinseca com centro em
um ponto p € M e raio a. Assuma que a curvatura seccional radial de N ao longo de

geodésicas partindo de q = o(p) satisfaz (27). Se a < injy(q), entdo
vol(Dy(a)) > vol(By(a)). (38)

Demonstragao. Denote por D = D,(a), e considere os nicleos do calor com condigoes de
bordo de Neumann de D e B,(a). Desde que

oy, 1) =D e N i(p)diy)

=1

KS(ro(y Zef“@ )0i(y),

onde \;, ¢; e Xi, qu sao autovalores e autofungoes de D e B,(a), respectivamente, pelo

Teorema 3.3, temos

oo [e.9]

> e oi(p)o <Ze“¢z )6i(7) (39)

i=1

onde 7,(¢(y)) = r,(y). Contudo, o primeiro autovalor com a condi¢ao de bordo de

1/2

Neumann é zero com autofunc¢ao normalizada V~'/. Deixando ¢ tender para o infinito

na desigualdade (39), obtemos

1 - 1
vol(D) ~ vol(B,(a))’

e (38) segue-se. O

Outra consequéncia do Teorema 3.3 é a seguinte comparacao do primeiro au-
tovalor do Laplaciano.
Corolario 3.3. Seja M™ uma subvariedade minima completa propriamente imersa de
uma variedade Riemanniana completa N™. Seja Q0 C M um dominio compacto com bordo
suave I # (. Para qualquer p € Q com q = p(p), seja a o raio extrinseco de ) em p, e

assuma que a < injy(q) e satisfaz (28). Suponha que a curvatura seccional radial de N
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ao longo de geodésicas partindo de q = ¢(p) satisfaz (27), e que o’ > 0 em [0,a). Entdo

o primeiro autovalor A\1(Q2) de /A com a condi¢ao de bordo de Dirichlet satisfaz

A1 (Q2) = Ai(Bs(a)). (40)

Se a < " e a igualdade € vdlida em (40), entao Q2 é radial, isto €, Q €

24/ |G -l (j0.a))

gerado por geodésicas de comprimento a partindo de p.

Demonstracao. Para a primeira parte, basta considerar os niicleos do calor com condicoes
de bordo de Dirichlet de 2 e B,(R) e usar o fato de que (veja [21])

t—o00

log Ho(p, v, 1)
t

Assim, pelo item (1) do Teorema 3.3, temos

—AI(Q) = lim w S lim logHa(Tp(y)vt)

t—o00 t—o00 t

= —\i(B,(a)),

e (40) segue-se.
Para a sequnda parte, seja ¢ a primeira autofuncao de B, (a) associada a A; (€).

E um fato bem conhecido que gg é radial e podemos identificd-la com a solugao do problema

Gret (m =13+ M(By(@)3 =0 on (0.0)
$(0) =1, ¢,(0) =0, ¢(a) =0, ¢ >0 on [0,a).

Multiplicando a EDO por ¢!, integrando e usando a condicao inicial, concluimos que
Eﬁ < 0 em (0,a]. Reescrevemos 5 como uma funcao de s, onde s é definida por (16).

Entao
A% = ¢"|gradgs|? + ¢ A%s (41)
= o*(r)|gradgr|*¢” + mo(r)¢

onde ¢’ e ¢" sdo as derivadas primeira e a segunda de ¢ com respeito a s.

Afirmamos que ¢ > 0 em [0, a]. De fato, escrevendo A = A;(B,(a)), temos

o = AP (42)
= o*(r)¢" +mao'(r)d.
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Assim,
Y . 1 ~ o'(r) Od
/! . . e
Lﬁ%qﬁ n 11—% [ a2(r) (Agb—i_ ma(r) or || (43)
Contudo, pela prova do Lema 3.2 este tultimo termo é igual a
AN+ mG(0)) ~
2V TN (0
m(m + 2) #(0)

Desde que a < , temos A > —m(@(0). Concluimos assim que ¢”(0) > 0.

Vs
2/ |G-l o= (j0,0))

Agora suponha que s, é o primeiro s € [0,a) tal que ¢"(s,) = 0. Desde que ¢"(0) > 0,
isto implica que, em s, a fungao 5’ tem um maximo ou um ponto de inflexao. Por outro

lado, diferenciando a equagao (42) com respeito a s, obtemos
A = ) + (m + 90’ (1)F" + mG ().
Assim, em s, temos
0 < —[A+mG(s5,)]¢(5,) = 0*(5,)07(s,),

pois A > —mG(s,) e 5’(30) = 5,,(30) < 0. Isto é uma contradigao, e a afirmagcao

segue-se.

1
a(s,)
Pela prova do Teorema 3.3, temos A%s > ABrs. Além disso, |gradg,r| < 1.
Logo, de (41), obtemos

NG < (1) +ma'(r)d = APrg = — ).
A fim de comparar os primeiros autovalores, consideramos a comparacao
A (Q2) = Ai(Dy(a)),

pois Q C Dy(a). A igualdade é vélida se, e somente se, 2 = D,(a). Logo, temos reduzido
ao caso em que 2 = D,(a) é a bola extrinseca com centro em p e raio a.

Seja ¢ a primeira autofungao de D,(a) e, por simplicidade de notacao, escre-



vamos D = D,(a). Pelo Teorema de Barta, temos (veja [2])

AD
nD) = =)
AD~ AD~—~AD
O P A
o e
L g 9APE- A%

o

Contudo, desde que ¢ e 5 sao positivas e também
[ 0825870 ~o,
D

pelas condic¢oes sobre ¢ e 5, a funcao ¢AQ$ — 5&% deve mudar de sinal. Portanto,

A(D) > A4sup (

zeD

GNP — GAP Y
p” (z)

> AN B,(a)).
A igualdade é valida se, e somente se,

oAPo = dAP
= —\(D)od
- _/\1(B0<a>)¢$'

Por outro lado, a prova de

A% < —M(Bo(a))
implica que a igualdade é valida se, e somente se,
|gradpr| = 1,

o que ¢é equivalente a condicao que D é radial.
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4 Variedades L'-Liouville

Neste capitulo, iremos estudar a propriedade L!-Liouville de submersoes Ri-
amannianas. Provaremos que quando as fibras das submersoes sao minimas, se o espaco
total satisfaz a propriedade L!-Liouville, entao a base satisfaz a propriedade L!-Liouville.
Quando, além da minimalidade, as fibras sdo compactas, provaremos que se a base satisfaz
a propriedade L!-Liouville, entdao o espaco total satisfaz a propriedade L!-Liouville. Em

particular, obtemos resultados sobre a propriedade L!'-Liouville de variedades produto.

4.1 A propriedade L!'-Liouville

Comecamos esta secao com a definicao de variedades L!-Liouville.
Defini¢ao 4.1. Dizemos que uma variedade Riemanniana (M, g) satisfaz a propriedade
L'-Liouville (ou simplesmente, M ¢ L'-Liouville), se toda fungdo superharmoénica ndo
negativa 0 < u € L*(M) deve ser constante.

A. Grigor'yan, em [19], mostrou que para entender se uma variedade M ¢é
L'-Liouville podemos considerar simplesmente o comportamento do seu niicleo de Green
G(z,y).

Teorema 4.1 (Grigor’yan). Uma variedade Riemanniana (M,g) é L'-Liouville se, e

somente se, para algum (equiv. qualquer) x € M,

/M G(x, y) dv(y) = oo, (44)

Note que se M é parabdlica, entao M é L'-Liouville. De fato, neste caso,
temos G = oo e a condicao de integrabilidade é trivialmente satisfeita.
Lembramos que M é estocasticamente completa se para algum (equiv. todo)

x € M, o nicleo do calor de M satisfaz

/M Py, 1) dv(y) = 1.

Lembramos também que G(z,y) e p(x,y,t) sdo relacionados por

G(v,y) = /Ooop(a:,y,t) dt.

Portanto, aplicando o Teorema de Tonelli, imediatamente deduzimos o seguinte
Corolario 4.1. Uma variedade estocasticamente completa é L'-Liouville.

Em uma variedade modelo M a propriedade L'-Liouville é equivalente & com-
pletude estocéstica. Contudo, existem variedades L!'-Liouville que sao estocasticamente

incompletas (veja [6]).
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Seja (M, g) uma variedade Riemanniana geodesicamente completa e seja €2
um dominio compacto em M. O tempo médio de saida do movimento Browniano de 2 é

definido como sendo a solugao (positiva) do problema de Dirichlet

AFEq=—-1 em ()

Note que Eq é uma funcao suave em 2. Além disso, se Go(z,y) denota a fun¢ao de Green

com condigoes de bordo de Dirichlet de €2, entao temos a férmula de representacao

Eq(x) —/QQQ(JJ,?/) dv(y).

Se {2 }72, é uma sequéncia de exaustao de M por dominios compactos, entao Go, (z,y)

G(z,y) quando k " oo. Assim, por convergéncia monétona, deduzimos que

Fo, (2) /* E(x) = /M G(z,y) duly).

Chamamos E(x) de tempo médio de saida global de M. Com esta terminologia e notagao,

M nao ¢ L'-Liouville se, e somente se, E(z) < co para todo z € M.

4.2 A propriedade L'-Liouville de submersoes Riemannianas

E um fato bem conhecido que o produto Riemanniano M x N é uma variedade
estocasticamente completa se, e somente se, M e N sao ambas estocasticamente comple-
tas. Para parabolicidade, a situacao é diferente. Se M x N é parabdlica, entao M e N
sao ambas parabdlicas, mas a implicagao inversa, em geral, nao é satisfeita. Por exemplo,
R! e R? sao parabdlicas, enquanto que R? nao é. Contudo, se M ou N ¢é compacta, entao
M x N é parabolica se, e somente se, ambas M e N sao parabdlicas. Olhando para M e
N como bases das submersoes Riemannianas my; e 7wy, respectivamente, este resultado é
uma consequéncia do seguinte resultado de M.C. Brandao e J. Oliveira sobre submersoes
Riemannianas (veja [8]).

Teorema 4.2 (Brandao-Oliveira). Seja m: M — N wuma submersao Riemanniana com
fibras minimas F, = 7' (p), p € N.

1. Se M ¢€ parabolica, entao N € parabolica.

2. Se M € estocasticamente completa, entao N é estocasticamente completa.
Se, além da minimalidade, as fibras F, sao compactas, o sequinte é valido.

3. Se N € parabdlica, entao M ¢é parabdolica.

4. Se N € estocasticamente completa, entao M é estocasticamente completa.

Como observado por M.C. Brandao e J. Oliveira, em [8], existem exemplos

de submersoes Riemannianas 7: M — N com fibras nao compactas F', tais que N ¢é
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parabdlica (resp. estocasticamente completa), enquanto que M nao é parabdlica (resp.
estocasticamente completa). Nés provamos resultados similares aos de Brandao-Oliveira
para a propriedade L'-Liouville.

Teorema 4.3. Sejam M e N wvariedades Riemannianas completas e seja m: M — N uma
submersio Riemanniana com fibras minimas F, = 7= (p), p € N. Se M ¢ L'-Liouville,
entao N é L*-Liouville. Se, além da minimalidade, as fibras F, sio compactas entio M

¢ L'-Liouville se, e somente se, N é L'-Liouville.

Demonstracao. Seja {€}72, uma sequéncia de exaustao de N por dominios compactos
com bordos suaves e Cj, = 7 1(Q) C M. Seja {ﬁjl 72, uma exaustao de C, por dominios
compactos com bordos suaves e, para cada k, seja {(leC 721 uma exaustao de 6’k por
dominios compactos com bordos suaves com Q}c 41 D @Z Tomando ), = Qﬁ, a familia
{352, é uma exaustio de M por dominios compactos com bordos suaves. Afirmamos

que o tempo médio de saida Eg (x) de Q) satisfaz
Eﬁk < FEq,om em ﬁk

De fato, usando a minimalidade das fibras, temos

A(Eg, om)=—1=AEg , em Qy,
Eqg omn>0= Eﬁk’ em afzk.

k

Assim, B < Eq, om em Q. Deixando k /" 00, de modo que Eg " Ey e (Eq,om) /
En om, concluimos que Fy; < Ey om. Portanto, se By < 00, entao E)y; < oo.

Para a prova da segunda parte do teorema, vamos precisar do seguinte

Lema 4.1. Seja m: M — N uma submersaio Riemanniana de uma m-variedade Rieman-
niana completa M sobre uma n-variedade Riemanniana completa N, com fibras minimas
e compactas F, = 7~ *(p), p € N. Entao, para todo dominio compacto com bordo suave
Q C N, o tempo médio de saida Er-1q)y de n=1(Q), satisfaz

Eﬂ-—l(Q) = EQ o,

onde FEq € o tempo médio de saida de €.

Demonstracao. Devemos provar que

AM(Eqom)=—1, em 7w }Q),
Eqom =0, em dr '(Q).

De fato, desde que as fibras de m sao minimas, temos

AM(Eqom) = AVEq = —1.
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Além disso, pela compacidade das fibras, se ¢ € 97~ 1(f2), entao 7(q) € 9. Logo,

(Eq o W)‘arl(ﬂ) () = Eqlyq (7(q)) = 0.

]

Retornando a prova do Teorema 4.3, suponha que as fibras da submersao sao
minimas e compactas. Seja {{;}72,; uma sequéncia de exaustdo de N por dominios
compactos com bordos suaves. Pelo Lema 4.1, E;-1(q,) = Eq, o m. Deixando k " oo, de
modo que Er-1q,) / Ey e (Eq,om) /* Eyom, concluimos que £y = Ey on. Portanto,

F)y < oo se, e somente se, Ey o < 00, 0 que acontece se, e somente se, Fy < oo. O

A compacidade das fibras é necessaria para a implicacao inversa, como pode
ser visto no exemplo a seguir.
Exemplo 4.1. Sejam M; = (S',d0%) e My = (Ry, f(t)*dt?), onde f(t) € uma fungdo
suave positiva em Ry = (0,00), e considere o produto Riemanniano M = My x M,. A
projecao w: M — M, é uma submersio Riemanniana com fibras totalmente geodésicas
nao compactas ' ~ M. O espaco base M, é L'-Liouville, pois S' € parabdlica. Afirmamos
que o espago total M pode nao ser L'-Liouville. De fato, seja Fr(0,t) = Fr(t) a funcdo
definida em Qr =S' x (1/R,R) CS' xR, R > 1, por

Fr(6,t) = /O t £(r) / ’ £(s) dsdr.

Se a fungao f € tal que f'(t) <0, temos

1, R
AP = ) [ 1) s
< —IIAEQR,

em Qp, onde Eq, € o tempo médio de saida de Qr. Além disso,
FRZOIEQR em 8(93)

Assim Eq, < Fr em Qg. Desde que Eq, /* Ey e Fr(0,t) f(f F(r) [ f(s) dsdr

quando R /' oo, a afirmagao seque-se tomando f(t) tal que

/Otf(r) /;o £(s) dsdr < oo.

Lembramos que o tempo médio de saida de uma variedade produto M x N
satisfaz Eyxn < Ey + En. Assim, se ambas M e N nao sao L'-Liouville, entdao M x N
nao é L'-Liouville. Como uma consequéncia imediata do Teorema 4.3, temos o resultado

mais geral seguinte.
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Corolério 4.2. Sejam M e N wvariedades Riemannianas completas. Se M x N é L'-
Liouville, entdo M e N sao L'-Liouville. Além disso, se M ou N é compacta, entdo

M x N é L'-Liouville se, e somente se, M e N sao L'-Liouville.

Demonstragcao. Desde que as projecoes mp: M X N — M e nny: M x N — N sao
submersoes Riemannianas com fibras minimas, se M x N é L'-Liouville, entao M e N
sao L'-Liouville. Suponha que M é compacta (o caso em que N é compacta é andlogo).
Entao M é L'-Liouville e mny: M x N — N é uma submersao Riemanniana com fibras
minimas e compactas. Portanto, se N é L'-Liouville, segue-se do Teorema 4.3 que M x N
¢ L'-Liouville. 0

O proximo resultado é uma consequéncia do Teorema 4.3 para variedades
produto warped.
Corolario 4.3. Seja M x; N o produto warped de duas variedades Riemannianas com-
pletas M e N. Se M nao é L'-Liouville, entio M x; N nao é L'-Liouville.

Demonstragao. Desde que a projecao mp: M Xy N — M ¢é uma submersao Riemanniana

com fibras minimas, se M nao é L'-Liouville, entdo M X ; N nao L'-Liouville. O
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5 Tom fundamental ponderado e folheagoes ponderadas

Neste capitulo, estudaremos a base do espectro do Laplaciano ponderado
—Ay de uma variedade Riemanniana ponderada M;. Iremos obter desigualdades para
o tom fundamental ponderado de subconjuntos abertos admitindo uma folheacao trans-
versalmente orientada J, em termos das curvaturas médias ponderadas das folhas de F.
Nossos resultados sao extensoes das desigualdades do tipo Chern-Heiz para folheacoes,

obtidas em [1] por Barbosa, Bessa e Montenegro.

5.1 Variedades Riemannianas ponderadas

Iniciaremos esta se¢ao com algumas defini¢oes que serao utilizadas no decorrer
deste capitulo.
Definicao 5.1. Uma variedade Riemanniana ponderada M; := (M,g,e 7dv) é uma
variedade Riemanniana (M, ) juntamente com uma forma volume ponderada e~/ dv, onde
f € uma funcao suave em M e dv € o elemento de volume induzido pela métrica g.

Defini¢ao 5.2. O Laplaciano ponderado Ay em My é definido por
Agpu = Au — (grad f, grad u),

onde /\ denota o operador Laplaciano em M

O Laplaciano ponderado é um operador de segunda ordem simétrico, agindo em
Cee(M) C L*(M, e 'dv). Se M é uma variedade Riemanniana geodesicamente completa,
entao Ay tem uma tnica extensao a um operador essencialmente auto-adjunto, também
denotado por Ay, que tem dominio D(Af) = {u € L*(M,dv); Ayu € L*(M,dv)}. Se M
nao ¢ geodesicamente completa, entao vamos considerar a extensao de Friedrichs de Ay
inicialmente definido em C§°(M). Em qualquer caso, o espectro Spec(—Ay) de —Aj é

um subconjunto da reta real, Spec(—Ay) C [0,00), e sua base é dada por

[y lgrad ul?e/dv
[y utefdy

inf Spec(—Ay) = inf{ ,0#4u € CgO(M)} ) (45)
O lado direito da equagao (45) serd chamado o tom fundamental ponderado de M e serd
denotado por \3(M).

Definicao 5.3. O tensor curvatura de Bakry—Emery Ricci em My, denotado por mf, é
o (0,2)-tensor

mf — Ric + Hess f,

onde Ric denota a curvatura de Ricci de (M,q) e Hess f € o Hessiano de f em (M,7g).

A divergéncia ponderada de um campo vetorial é definida como segue.
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Definicao 5.4. Seja My uma variedade Riemanniana ponderada e considere um campo
vetorial X € LL.(M,e~dv) (isto significa que |X| € L} (M,e~/dv). Uma funcio h €
Ll

LA(M,e~fdv) é uma divergéncia ponderada fraca de X se

/ oh e dy = —/ (grad ¢, X)e dv, Vo € C3°(M).
M M

1
loc

(M, e /dv) para X e podemos escrever h = div;X.

Dado um campo vetorial X € L

1
loc

(M,e~/dv), existe no maximo uma di-
vergéncia ponderada fraca h € L
Para campos vetoriais X € C'(M) (isto ¢, | X| € C'(M)), a divergéncia ponderada fraca
divy X satisfaz

div, X = divX — (grad f, X),

onde divX ¢ a divergéncia classica de X.
Denotaremos por W}l(l\/[ ) 0 espaco de Sobolev de todos os campos vetoriais
X € Li,.(M,e 7dv) que possuem divergéncia ponderada fraca div;X.

loc

Observagao 5.1. Se X € Wy'(M) e ¢ € C'(M), entio X € W' (M) com
div (¢ X) = (grad ¢, X) + ¢div,X.

Em particular, para ¢ € C§°(M), temos que

/ div(vX)e fdv = / [(grad ), X) — (grad ¢, X)] e dv = 0.

M M

Reciprocamente, se X € W}I(M) para toda 1p € C3°(M), entao X € W}l(M)
Seguindo argumentos de [4], provamos o resultado a seguir.

Lema 5.1. Seja Q2 C My um conjunto aberto de uma variedade Riemanniana ponderada

M; e seja X € CO(M) N W}I(M) um campo vetorial nao nulo com supg | X| < oo e

info divy X > 0. Entdao

> 0. (46)

iIlfQ dinX 2
2supg | X|

NHQ) > (

Demonstragao. Podemos assumir que info divyX > 0. Seja 0 # ¢ € C5°(€2). Entao o

campo vetorial ¥?X tem suporte compacto em €. Calculando div;(?X), temos
divp(?X) = (grad¢? X) + ¢*div,; X
—2|¢| - [grad ¢| - sup | X |+ ¢° - inf div, X,

1
— (e- )2 + . |grad1/1|2) sup | X| + ¥? - inf div; X, (47)

v

v
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para todo € > 0. Integrando (47) sobre €2, temos

0 = / div (12 X )e ™ dv
Q
1
> sup|X| / (—e- |@D|2 ——. |grad@/)|2) e_fdl/+infdiva . / e ldv.
Q € Q

Assim,
€
rad ¢ |2e /dv > inf divy X — sup | X| - € / 2~ dv.
| lerads T (nfdivy X —sup[X]-) [ 0
inf div, X
Escolhendo € = i il > (), obtemos
2sup | X|
fdiveX
dyPetdy > [ 2—I2 /Qfd 48
[leadoretar = (FSE) [ e tan (49
Pela formulagdo variacional do tom fundamental ponderado A3(€2) de €2, a desigualdade
(48) implica (46). O

Seja p: X" — M™! uma imersdo isométrica de uma n-variedade ¥ em uma
(n+1)-variedade Riemanniana (M, g). A segunda forma fundamental S da hipersuperficie

> é definida por
S(X,Y) = (VxY)*,

onde V denota a conexao de Levi-Civita de M e (-)* denota a projecio sobre o fibrado
normal de ¥. O vetor curvatura média H e a curvatura média H da hipersuperficie

sao dados por
n

H = —Zs(ei,ei) e H= H,

i=1

onde 1 é um vetor normal unitario. Seja f uma fungao suave em M. A restricao da
funcdo f a ¥, ainda denotada por f, gera uma medida ponderada e~/do em ¥ e, assim,
uma variedade ponderada induzida (X, g, e do), onde g é a métrica induzida por g e do,

o elemento de volume de (£, g). O Laplaciano ponderado associado Ay em ¥ é dado por
Apu= Au— (grad f, grad u).

Definicao 5.5. O vetor curvatura média ponderado ﬁf e a curvatura média ponderada

H; da hipersuperficie ¥ sao dados por

—

Hy = H— (grad f)* e Hy = (Hp)n.
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A curvatura média ponderada H; satisfaz Hy = H — (grad f, 7).
Definigao 5.6. Uma hipersuperficie X" imersa em (M"*1.g,e~/dv) com a métrica in-
duzida g € chamada uma hipersuperficie f-minima se sua curvatura média ponderada Hy
¢ identicamente nula, ou equivalentemente, se ela satisfaz H = (grad f,n).

E um fato bem conhecido (veja [23]) que ¥ é f-minima se, e somente se, ela é

um ponto critico do funcional area ponderado:

Vi(E) ::/Ee_fda.

5.2 Folheagoes em variedades ponderadas

Em trabalhos seminais, [12], [15], Chern e Flanders, independentemente, pro-
varam que se z = z(xy,...,2,) é uma funcao de classe C? definida em um dominio com-
pacto € de R"™ com bordo suave 052, e curvatura média satisfazendo |H(xq,...,x,)| > b,
entao n - b < vol,_1(992)/vol,(2). Se a curvatura escalar satisfaz S(z1,...,x,) > b > 0,
entdao \/n(n — 1)b < vol,_1(9Q)/vol,(R2). Estas desigualdades sido anslogas, para di-
mensoes mais altas, a desigualdades obtidas por Heinz para dimensao dois, em [22]. Em

[34], Salavessa estendeu a primeira dessas desigualdades para graficos
G(f) ={(z, f(z));z € M} C M xR

de fungoes suaves f € C?(M), onde M é uma n-variedade Riemanniana. Salavessa provou
que

- inf |H(x)| < h(M),
we inf |H(z)| < h(M)

onde h(M) = infg(vol,_1(92)/vol,(§2)) é a constante de Cheeger de M.

Olhando para gréaficos como folhas de folheagoes transversalmente orientadas
de codimensao 1, Barbosa, Bessa e Montenegro mostraram, em [1], que as desigualdades de
Chern-Heinz sio validas para qualquer folheacao de classe C? transversalmente orientada
de codimensao 1 de subconjuntos abertos 2 C M de variedades Riemannianas. Nos
provamos desigualdades de Chern-Heinz para folheagoes transversalmente orientadas de
variedades Rieamnnianas ponderadas.

Teorema 5.1. Seja F uma folheagdo de classe C? transversalmente orientada de codi-
mensao 1 de um conjunto aberto conexo € de uma variedade Riemanniana ponderada
(n 4 1)-dimensional My. Entdo

% > . B
24/ A7) = Inf inf [H ()], (49)

onde Hf significa a curvatura média ponderada da folha F'.

Demonstracao. Desde que F é uma folheacao de classe C? transversalmente orientada
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de (2, existe um campo vetorial unitario n em €2 normal as folhas de F. Represente por
Hf (x) o valor da curvatura média ponderada da folha F' em z calculada com respeito a
n. Ponha b = infpcrinf cp \Hf!(:z:) Se b = 0, nao hd nada a provar. Assuma entao que
b > 0. Isto implica que Hf nao muda de sinal. Logo, podemos escolher o campo vetorial
unitario n de tal maneira que Hf (x) > 0 para qualquer = € Q. A divergéncia ponderada
divyn em um ponto z € F satisfaz divyn(z) = Hf (z). Portanto, infq divyn = info Hf .
Usando o fato que supg [n| = 1 e aplicando (46) para estimar A}(€2), obtemos

9 /A}(Q) > o vy = inf HY > b.
supq [n)| &

O

Corolério 5.1. Seja F uma folheacao de classe C? transversalmente orientada de codi-
mensdo 1 de uma variedade Riemanniana ponderada My com N3(M) = 0. Se as folhas
F e F tém a mesma curvatura média ponderada constante H,, entao cada folha € f-

minima.

Demonstra¢ao. Desde que )\}(M) = 0, segue do Teorema 5.1 que

inf_inf |Hf (z)] <0,

FeF xzeF

e, como Hf ¢ constante e igual a H, para todas as folhas F' € F, temos

|H,| = inf inf \Hf(x)| <0.

FeF xzel
Portanto, H, = 0 e o corolario segue-se. O

Seja My = (M, g, e~/ dv) uma variedade Riemanniana ponderada m-dimensional.
Seja By(r) € M a bola geodésica de raio r centrada em um ponto o € M e seja

p,, (y) = distpr(0,y). Em [36, Teorema 4.2], Setti provou que se
Ric;(y)(grad p,,, grad p,,) > ma,

para todo y € By(r), entdo A3 (Ba(r)) < AMi(Buym+i(a)(r)), onde Ai(Bym+1()(r)) € 0
primeiro autovalor de Dirichlet para o Laplaciano ordindrio A em Bym+1(q)(7), a bola
geodésica de raio r na forma espacial simplesmente conexa M™"!(a) de curvatura sec-
cional constante . Em particular, se My ¢ uma variedade Riemanniana ponderada m-
dimensional com curvatura de Bakry—Emery Ricci nao negativa Ricy > 0, entao

N5(M) = Tim N (Bas(r)) = 0.

r—00

Por exemplo, se My = (R™, gean, e~/dv), onde Hess f > 0, entdo Ricy > 0.
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Aplicando o resultado de Setti juntamente com o Teorema 5.1, obtemos o

seguinte resultado.
Corolario 5.2. Seja F uma folheacdo de classe C? transversalmente orientada de codi-
mensao 1 de uma variedade Riemanniana ponderada m-dimensional My com curvatura
de Bakry—Emery Ricei Ricy > ma. Entao

1. 23/ XM+ () > infper infoep |Hf ()],

2. Se |Hf| > b > 0, entdo o = —a?® para alguma constante positiva a satisfazendo

ma > b.

Demonstragao. Como notado acima, desde que Ricy > ma, temos
)\;(BMO")) S >\1<BMm+1(a)<T)), (50)

Deixando 7 — oo na desigualdade (50), obtemos A\j(M) < A*(M™!(a)). Assim, pelo
Teorema 5.1, temos que

inf inf [Hf |(z) < 24/A5(M) < 23/ A (M7 (). (51)

FeF xzeF

Para completar a prova do corolario, observe que, se |Hf | > b > 0, entdo, por (51), temos
N (Mm+ () > b/2. Porém, \*(M™(a)) # 0 se, e somente se, « = —a?, e neste
caso \*(M™ ! (a)) = m?a?/4. Assim, a desigualdade /\*(M™1(«)) > b/2 pode ocorrer

somente se « = —a® e ma > b. ]
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, obtivemos teoremas de comparacao para o nucleo do calor
de subvariedades minimas de variedades com curvatura limitada superiormente por uma
funcao radial, Teorema 3.3. Nossos resultados sao extensoes de teoremas de comparagao
obtidos na década de 1980 por Cheng-Li-Yau e Markvorsen.

Na sequéncia, obtivemos resultados sobre a propriedade L!-Liouville de sub-
mersoes Riemannianas, Teorema 4.3. Como consequéncia dos nossos resultados, temos
que uma variedade produto com um dos fatores sendo compacto é L'-Liouville se, e so-
mente se, ambos os fatores sao L'-Liouville. Ressaltamos que, no caso mais restrito de
variedades Liouville, este resultado nao é valido, isto é, existem exemplos de variedades
Liouville com um dos fatores sendo compacto, tal que o produto nao é Liouville.

Na dultima parte, depois de introduzir o conceito de variedades ponderadas,
obtivemos desigualdades para o tom fundamental ponderado de variedades admitindo
uma folheacao transversalmente orientada, em termos das curvaturas médias ponderadas
das folhas. Nossos resultados sao extensoes das desigualdades do tipo Chern-Heiz para
folheagoes, obtidas por Barbosa, Bessa e Montenegro.

Nossos objetivos neste trabalho foram alcancados, pois estendemos resultados
de comparacao para o nicleo do calor a uma classe mais ampla de subvariedades do que
as dos resultados j& existentes. Obtivemos também resultados sobre a propriedade L!-
Liouville de submersoes Riemannianas. Finalmente, obtivemos desigualdades para o tom
fundamental ponderado.

Os resultados expostos acima podem ser uteis para alguém que queira trabalhar

na direcao dos assuntos mencionados.
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