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Resumo

Os conceitos de Decomposi¢ao em Arvore e Largura em Arvore foram introduzidos por
Robertson e Seymour em sua série de artigos sobre menores de grafos, publicados ao
longo da década de 90. Sabe-se que muitos problemas N P-dificeis podem ser resolvidos
polinomialmente para um grafo G, dada uma decomposicao em &arvore de G de largura
limitada. Logo, limitar a largura em arvore de uma classe de grafos torna-se um objeto de
estudo de grande interesse. Neste contexto, a classe dos grafos planares se mostra bastante
intrigante, uma vez que, apesar de possuir outras métricas limitadas em valores baixos (por
exemplo, nimero cromético), nao possui largura em arvore limitada. Desta forma, uma
alternativa ¢é restringir a classe estudada para uma subclasse dos grafos planares.

Neste trabalho, nés investigamos a classe dos grafos planares livres de buracos pares.
No6s mostramos que se GG é um grafo planar livre de buracos pares, entao ele nao contém
uma subdivisao de uma grade 10 x 10. Portanto, se os menores grades de G sao obtidos
de subdivisoes, G tem largura em arvore no maximo 49. Além disso, dois algoritmos nao-
exatos polinomiais para computar uma decomposicao em arvore de um grafo planar livre
de buracos pares sao apresentados, ambos baseados em caracterizacoes conhecidas de tal
classe de grafos. No primeiro algoritmo, uma decomposicao em arvore é construida a partir
de grafos bésicos pela concatenagao de decomposicoes em arvores de pedagos pequenos via
os cortes clique, k-estrelas (k = 1,2, 3) e 2-join. No segundo, uma decomposi¢ao em arvore
é construida pela inclusao dos vértices de G um a um, seguindo sua ordem bi-simplicial.

PALAVRAS CHAVE: Grafos planares. Grafos livres de buracos pares.

Largura em arvore. Teoria de Grafos.



Abstract

The definitions of tree decomposition and treewidth were introduced by Robertson and
Seymour in their series of papers on graph minors, published during the nineties. It is
known that many N P-hard problems can be polynomially solved if a tree decomposition
of bounded treewidth is given. So, it is of interest to bound the treewidth of certain classes
of graphs. In this context, the planar graphs seem to be specially challenging because,
in despite of having many known bounded metrics (for example, chromatic number), they
have unbounded treewidth. So, an alternative approach is to restrict ourselves to a subclass
of planar graphs.

In this work, we investigate the class of even-hole-free planar graphs. We show that if G
is an even-hole-free planar graph, then it does not contain a subdivision of the 10 x 10 grid.
So, if the grid minors of GG are obtained from subdivisions, then G has treewidth at most
49. Furthermore, two polynomial, non-exact algorithms to compute a tree decomposition
of a even-hole-free planar graph are given, both based on known characterizations of even-
hole-free graphs. In the first one, a tree decomposition is built from basic graphs by
concatenating the tree decomposition of small pieces via the clique, k-stars (k = 1,2,3)
and 2-join cutsets. In the second one, a tree decomposition is built by including one by
one the vertices of G, following their bi-simplicial order.

KEYWORDS: Planar Graphs. Even-hole-free graphs. Treewidth. Graph
Theory.
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1

Introducao

Muitos problemas em grafos que modelam problemas da vida real sao intrataveis do ponto
de vista computacional. Mais formalmente, esses problemas sao N'P-dificeis. Uma forma
de lidar com eles é determinar propriedades dos grafos que os modelam que possam ser 1teis
para encontrar um algoritmo eficiente para resolvé-los. Uma outra possibilidade é que o
problema possa ser decomposto em subproblemas que podem ser resolvidos eficientemente.
Esses dois procedimentos podem ajudar a encontrar algoritmos exatos ou aproximativos,
com ou sem garantia da qualidade da solucao encontrada.

Dentre as classes de grafos que sao mais faceis de lidar, ou seja, para quais problemas
em grafos que sao dificeis em geral podem ser resolvidos em tempo polinomial, e até
mesmo em tempo linear, podemos citar as arvores. Por exemplo, o problema do Conjunto
Independente Maximo é N'P-dificil [9] em geral, mas quando o grafo de entrada é uma
arvore, existe um algoritmo que resolve esse problema em tempo linear [14].

Entre 1980 e 1990, Neil Robertson e Paul Seymour definiram os parametros largura
em drvore e decomposicao em drvore de um grafo [18]. Esses conceitos foram introduzidos
no contexto de uma pesquisa fundamental sobre menores. Uma decomposicao em arvore
de um grafo procura estabelecer uma relacao estrutural entre as partes deste de modo
que essas sejam minimalmente conectadas, ou seja, de modo que a estrutura do grafo
assemelhe-se a uma arvore. A largura em arvore de um grafo mede a semelhanca do
mesmo a uma arvore, de tal forma que, quanto menor for a largura em &arvore de um
grafo, mais semelhante este é a uma arvore; e vice-versa, quanto maior for a largura em
arvore de um grafo, menos semelhante este é a uma arvore. A nocao de largura em arvore

tem sido alvo de interesse de pesquisadores por causa de suas varias aplicagoes, inclusive
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em aplicagoes nao necessariamente relacionadas a teoria de grafos, como, por exemplo,
em redes probabilisticas (usadas por sistemas especialistas) ou computagdes de matrizes
esparsas [11].

A largura em arvore de uma decomposicao em arvore de um grafo G é igual ao tamanho
da maior parte dessa decomposi¢cao menos um. Como um mesmo grafo pode ser decomposto
em arvore de varias maneiras distintas, a largura em arvore de um grafo é igual a menor
largura dentre todas as decomposigoes em arvore desse grafo. Um grafo G tem largura em
arvore no maximo k se a ele pode ser associada uma arvore T' tal que cada no representa
um subgrafo de G com no maximo k + 1 vértices, de tal forma que todos os vértices e
arestas de (G sao representados em pelo menos um né de 7' e para cada vértice v de G, os
nos de T' que contém v induzem uma subarvore de T

Algumas classes de grafos tém largura em arvore conhecida, por exemplo: todo ciclo
sem cordas tem largura em arvore igual a 2; a largura em arvore de todo K, é igual a n—1;
todo grafo cordal tem largura em arvore igual ao tamanho de sua maior clique menos 1;
toda grade k x k tem largura em arvore exatamente igual a k [6][8]; entre outras.

Arnborg, Corneil e Proskurowski mostraram em [2] que determinar a largura em arvore
de um grafo qualquer é N'P-dificil. Por outro lado, o problema de decidir, para k fixo, se
um grafo G = (V, E) qualquer possui largura em arvore no maximo k pertence a P.

Muitos problemas N P-dificeis podem ser resolvidos eficientemente em grafos com
largura em arvore pequena através de algoritmos que utilizam técnicas como Divisao e
Conquista ou Programacao Dinamica [1][3][13]. Dentre tais problemas, podemos citar:
Conjunto Independente Maximo, Ciclo Hamiltoniano, Coloracao de Vértices, Arvore de
Steiner. Para resolver tais problemas, é necessario encontrar, primeiramente, uma decom-
posicao em arvore do grafo de largura pequena. Felizmente, para cada inteiro positivo k,
existe um algoritmo de tempo linear que, dado um grafo, encontra uma decomposi¢ao em
arvore de largura no maximo k do grafo, se ela existe (este algoritmo é exponencial em k)
[5]. Diante disso, limitar a largura em arvore de uma classe de grafos tem se tornado uma
tarefa de grande interesse em Teoria dos Grafos.

Um resultado bastante simples na teoria de decomposicao em arvore é o fato de que,
para todo grafo GG, a largura em arvore de todo subgrafo de G é no méximo a largura em
arvore de (. Portanto, nao é possivel estabelecer um limite superior para a largura em
arvore da classe dos grafos planares, pois o fato de toda grade k x k ser planar e ter largura

em arvore exatamente igual a k, implica que se um grafo planar G tem uma grade k x k



1. Introducao

como subgrafo, entao a largura em arvore de G é pelo menos k.

Robertson, Seymour e Thomas garantem um limite superior de 6k —5 para a largura em
arvore de grafos planares sem menor isomorfo a uma grade k x k [20]. Um limite superior
melhor de 5k — 1 foi encontrado pelos mesmos autores, porém, tal resultado ainda nao foi
publicado [24].

Diante da impossibilidade de limitar a largura em arvore da classe dos grafos planares,
nesta dissertagao, estudamos o problema de determinacao da largura em arvore e da de-
composigao em arvore dos grafos planares livres de buracos pares (em toda dissertacao,
representaremos tal classe de grafos por I').

A principal contribuicao desta dissertacao de mestrado é o incremento da classe de
menores topologicos proibidos de I', através da prova de que todo grafo pertencente a
I' nao possui uma grade 10 x 10 como menor topoldgico. Tal resultado, junto com o
Teorema de Robertson, Seymour e Thomas mencionado anteriormente, nos garante um
limite superior de 49 para a largura em arvore de G € I' tal que todo menor grade k X k
de G pode ser obtido por uma subdivisao da grade.

Além disso, nesta dissertacao, o problema de gerar uma decomposicao em arvore qual-
quer para um grafo de I' foi abordado de duas maneiras distintas. Na primeira, o Teorema
da Decomposicao dos grafos sem buracos pares de Conforti et al [10] foi estudado ¢ uma
versao desse teorema foi produzida para os grafos planares. O resultado principal desse
estudo foi a limitagao da cardinalidade dos cortes da arvore de decomposicao de Conforti
et al [10] e uma caracterizagao precisa dos grafos bésicos.

Na segunda abordagem, estudamos o Teorema Estrutural dos grafos livres de buracos
pares de Chudnovsky et al [7] (doravante denominado Teorema do Vértice Bi-simplicial)
e apresentamos um algoritmo para obter uma decomposicao em arvore de qualquer grafo
livre de buracos pares a partir desse resultado.

Esta dissertagao esta dividida como segue. O Capitulo 2 introduz os conceitos bésicos
necessarios em teoria dos grafos para o entendimento deste texto. No Capitulo 3, sao
apresentadas as defini¢oes formais de decomposicao em arvore e largura em arvore, assim
como algumas propriedades importantes de decomposi¢ao em arvore, uma introducao a
caracterizagao de menores proibidos e alguns resultados importantes envolvendo largura em
arvore. O Capitulo 4 apresenta alguns menores proibidos em grafos planares. O Capitulo
5 é dedicado aos grafos livres de buracos pares, apresentando as estruturas proibidas em

tal classe de grafos, o Teorema da Decomposicao e o Teorema do Vértice Bi-simplicial.
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No capitulo 6, ¢ apresentado o resultado principal desta dissertacao, ou seja, um limite
superior para a largura em arvore de G € I' tal que todo menor grade k£ x k de G pode
ser obtido por uma subdivisao da grade. O Capitulo 7 apresenta uma versao do Teorema
da Decomposicao para os grafos planares. No Capitulo 8, é mostrado um algoritmo para a
obtencao de uma decomposicao em arvore para todo grafo G € I' baseado no Teorema do
Vértice Bi-simplicial. Finalmente, no Capitulo 9, apresentamos as conclusoes e os trabalhos

futuros.



2

Conceitos Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos basicos a serem utilizados ao longo do

texto, bem como a notacao a ser utilizada.

2.1. Definicoes

Um grafo G é um par (V, E), onde V denota o conjunto de vértices e £ o conjunto
de arestas de (G. Cada aresta é um par nao-ordenado de vértices u,v € V', denotada por
(u,v).

Dizemos que dois vértices u e v sao adjacentes se a aresta ¢ = (u,v) € E. Dizemos
ainda que u e v sao as extremidades da aresta e e que a aresta e é incidente aos vértices
u e v. Um lago é uma aresta (u,v) onde u = v, e arestas que compartilham os mesmos
vértices, ou seja, ey, - ,ex = (u,v), sao chamadas arestas multiplas entre u e v. Um
grafo simples GG ¢ um grafo sem lacos e sem arestas multiplas.

Um grafo finito é um grafo tal que seus conjuntos de vértices e arestas sao finitos. Ao
longo desta dissertacao, um grafo refere-se a um grafo simples finito.

Os conjuntos de vértices e arestas de um grafo GG sao denotados, respectivamente, por
V(G) e E(G). Caso ndo haja ambiguidade, denotaremos |V| por n e |E| por m.

Uma representagao grafica de um grafo consiste de um desenho geométrico onde
os vértices sdo representados por pontos no plano e uma aresta e = (z,y) é representada
por uma linha unindo os vértices x e .

Um grafo H é um subgrafo de G (denotamos por H C G)se V(H) CV(G) e E(H) C
E(G). Quando H C G, mas H # G, n6s denotamos por H C G e chamamos H um
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subgrafo préprio de G. Se H é um subgrafo de G, G é um supergrafo de H. Um
subgrafo gerador de G é um subgrafo H com V(H) = V(G). Suponha que V' é um
subconjunto nao-vazio de V. O subgrafo de G tal que o conjunto de vértices é V' e o
conjunto de arestas é o conjunto daquelas arestas de G que tem ambas as extremidades
em V'’ é chamado o subgrafo induzido por V' e é denotado por G[V'].

Um grafo G contém um grafo H se H é um subgrafo de GG, e um grafo G é livre de
H se GG nao possui H como subgrafo induzido.

Dois vértices sao conectados em um grafo GG se existe um caminho entre eles. Um
grafo G é dito conexo se todo par de vértices de G é conectado. Caso contrario, G é dito
desconexo. Uma componente (conexa) C' de G é um subgrafo conexo maximal de G.

Dado um subconjunto de vértices S de um grafo G, G\ S denota o subgrafo de G obtido
pela remocao de S. Um subconjunto de vértices S de um grafo conexo GG é um corte de
vértices de G se G\ S é desconexo. Similarmente, um subconjunto S de arestas de um

grafo conexo G é um corte de arestas de G se o grafo obtido de G pela remocao de S é

desconexo.
A vizinhanga de um vértice v é o conjunto N(v) = {u € V : (u,v) € E}, e a
vizinhanga fechada N[v] de v é N[v] = N(v) U {v}. Da mesma forma, para todo

subconjunto U C G, utilizamos N (U) para denotar o conjunto dos vértices de G'\ U que
sao adjacentes a pelo menos um vértice de U e utilizamos N[U] para denotar N(U) U U.
Além disso, dado dois subconjuntos disjuntos U, H C G, denotamos por N¥(U) o conjunto
de vértices de H que tem pelo menos um vizinho em U.

Seja G = (V, E) um grafo simples qualquer. O grau d(v) de um vértice v € V(G) é o
nimero de arestas incidentes a v. Denotamos por 6(G) o grau minimo e por A(G) o grau
maximo dos vértices de G.

Um grafo G = (V, E) é denominado completo se Va,b € V(G), temos que e = (a,b) €
E(G), ou seja, N[v] = V para todo v € V. Denotamos por K, o grafo completo com n
vértices.

Seja C' C V. Se G[C] é um grafo completo, dizemos que C' é uma clique de G. O

tamanho da maior clique de um grafo G é denotado por w(G).
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Figura 2.1. Grafo completo

Um caminho entre dois vértices u e v de um grafo G = (V, E) é uma sequéncia
de vértices distintos (v; = u,vs,--- ,v, = v) de tal forma que (v;,v;41) € E, para ¢ =
1,---,qg — 1. Tal caminho é dito ser sem cordas se o grafo induzido pelos vértices do
caminho possui apenas as arestas do caminho, ou seja, E[G[{vy,---,v.}]] = {(vi, vi41) :
1 <1< q}. O comprimento de um caminho é o nimero de arestas que ele contém.

Um ciclo é um caminho no qual todos os vértices sao distintos com excecao das ex-
tremidades, ou seja, apenas o primeiro e o ultimo vértices sao iguais.

Um grafo G ¢é dito aciclico se nao contém ciclos. Um grafo é dito triangularizado
(ou cordal), se todo ciclo de tamanho maior ou igual a quatro possui pelo menos uma

corda (aresta unindo dois vértices nao-consecutivos do ciclo).

2.2. Algumas classes de grafos

Definicao 2.2.1 (Buracos). Um buraco é um ciclo induzido de tamanho pelo menos 4.
Denotamos por Cj, um buraco de tamanho k (k vértices ou arestas). Chamamos tal buraco

de k-buraco.

Figura 2.2. Buraco

Dizemos que C}, é um buraco par se k é par; por outro lado, C}, é impar se k é impar.
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Definicao 2.2.2 (Arvores). Um grafo T' é uma floresta se T' é aciclico. Um grafo T é
uma arvore se I’ é aciclico e conexo. Seja T’ uma arvore. Um subarvore de T' é qualquer

subgrafo de T" que também é uma arvore.

Uma arvore T' = (V, F) é dita enraizada quando um vértice é escolhido como especial.
Esse vértice é chamado raiz. Denotamos uma arvore enraizada em um vértice r por 7.

Sejam v e w dois vértices de uma arvore T enraizada de raiz r. Suponha que v pertenga
ao caminho de r a w em T. Entao, v é ancestral de w, sendo w descendente de v. Além
disso, se v é diferente de w, v é ancestral préprio de w, e este descendente préprio
de v. Se (v,w) é uma aresta de T, entao v é pai de w, sendo w filho de v. Dois vértices
que possuem 0 mesmo pai sao chamados irmaos. A raiz de uma arvore nao possui pai, e
todo vértice v diferente de r, possui um tnico pai. Uma folha é um vértice que nao possui
filhos.

Definicao 2.2.3 (Grafo Linha). Dado um grafo G, seu grafo linha tem conjunto de
vértices E(G) e conjunto de arestas A, onde a = eje5 € A se e somente se ) € eg tém uma

extremidade comum em G.

Um grafo G = (V, E) é bipartite se V(G) admite uma biparti¢ao, ou seja, V(G) =
ViUVa e ViNnVy =0, tal que se (a,b) € E(G), temos que a € Vi eb € Vo oua € Vs e
be V.

Um grafo GG é bipartite completo se ele é bipartite e, além disso, para todo v em V)
e todo v em V3, (u,v) é uma aresta de G.

Denotamos por K, s o grafo bipartite completo com |Vi| =1 e |V5] = s.

Defini¢ao 2.2.4 (Grades). Uma grade k x | é um grafo G = (V,E) onde V(G) =
{(,j) :1<i<k1<j<LijeN}eB(G)={(/)7):li—i[+|j—j1=1}

Figura 2.3. Grade 3 x 3

Em toda a dissertacao, denotaremos uma grade k X [ por G-



2. Conceitos Preliminares

Uma subdivisao de uma aresta e = (u,v) de um grafo G = (V, E) é o grafo obtido
pela troca dessa aresta por um caminho de tamanho 2, formado pelo acréscimo de um novo
vértice ao grafo adjacente as extremidades da aresta original. Uma subdivisao de um
grafo G é um grafo obtido a partir de G por uma sequéncia finita de subdvisoes de arestas.
Nés dizemos que G contém uma subdivisao de H se existe um subgrafo de GG isomorfo a

uma subdivisao de H.

d ¢ 4 c

G H

Figura 2.4. H é uma subdivisao de G

Se (z,y) é uma aresta de um grafo G, nés denotamos por G, o grafo obtido pela
contracao de (z,y) a um vértice x * y; entao, V(G,y) = (V(G) \ {z,y}) U{z xy} e
E(Gyy) = E(G)\{z,y}) U{(x xy)z: xz ou yz € E(G)}. Na figura 2.5, o vértice b* d do
grafo H foi obtido através da contragao da aresta (b, d) do grafo G.

Definigao 2.2.5 (Menores). H é um menor de G se pode ser obtido de G por uma
sequéncia de remocoes de arestas, contracoes de arestas ou remocoes de vértices. Se H é
um menor de G, nos dizemos que G tem um H-menor. H é um menor topologico de G

se G contém uma subdivisao de H como subgrafo.

brd (D

Figura 2.5. H é menor de G

E f4cil observarmos que se um grafo H é uma subdivisao de um grafo GG, G é um menor
de H (Figura 2.4).



3

Decomposicao em Arvore

Neste capitulo, definimos formalmente decomposicao em arvore e largura em arvore, apre-
sentamos algumas propriedades da decomposicao em arvore que serao uteis nos proximos
capitulos, introduzimos a caracterizacao de grafos por menores proibidos e, por iltimo, ap-

resentamos alguns resultados envolvendo menores proibidos e largura limitada de grafos.

3.1. Definicoes
Decomposicao em arvore e largura em arvore podem ser definidas formalmente como:

Definicao 3.1.1 (Decomposicao em arvore). Uma decomposi¢ao em arvore (DEA) D
de um grafo G = (V,E) é um par (X ={X;:i € I},T = (I, F)), sendo {X; : i € I} uma

familia de subconjuntos de V', um para cada né de T, e T' uma arvore, tais que:
« Uer Xi = V;
e Para toda aresta (v,w) € F, existe um i € I tal quev € X; e w € X;;
e Para todo 1,3,k € I, se j estd no caminho entre ¢ e k, entao X; N X}, C X;.

Pela terceira propriedade da definicao de decomposicao em arvore acima, podemos

observar que para todo x € V', os vértices ¢ € I tal que z € X; induzem uma subarvore de
T.

Definigao 3.1.2 (Largura em arvore). A largura em drvore de uma decomposi¢ao D =
(X ={X,:i€I},T = (I,F)) é definida como LAG(D) = max;c{|X;| —1}. A largura
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em arvore de um grafo G é a largura minima dentre todas as decomposi¢oes em arvore

possiveis de G, ou seja, LA(G) = min{LAg(D): D é uma decomposi¢ao em drvore de G'}.

OaORCOS0
OROROAD

o (8

DEA(G)

Figura 3.1. Um grafo G de largura em arvore 2 e uma DEA étima de G

3.2. Propriedades

O objetivo desta secao é apresentar algumas propriedades de decomposi¢ao em arvore. As

provas de todas estas propriedades podem ser encontradas em [6].
Propriedade 3.2.1. Seja G um grafo e H um subgrafo de G. Entao, LA(H) < LA(G).

Propriedade 3.2.2. A largura em arvore de um grafo G é a maxima largura em arvore

das componentes de G.
Propriedade 3.2.3. Seja G um grafo e H um menor de G. Entao, LA(H) < LA(G).

Propriedade 3.2.4. Seja D = (X = {X; : i € I},T = (I, F)) uma decomposi¢ao em
darvore de G = (V, E) e seja W C G tal que W induz uma clique em G. Entao, existe um
1 €1 tal que W C Xj;.

Propriedade 3.2.5. Seja W um corte clique de um grafo G = (V| E). Entao, LA(G) =
max{LA(G[X UW]) : X é uma componente de G \ W'}.
3.3. Caracterizacoes por menores proibidos

Sejam G e H grafos quaisquer. Suponhamos que H ¢ um menor de G. Uma classe de

grafos C é fechada sobre menores se para todo grafo G e todo menor H de G, se G € C,

11
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entao H € C. Note que, para todo inteiro £ > 1, a classe de grafos de largura em arvore
no maximo k é fechada sobre menores, pela Propriedade 3.2.3.

Um outro exemplo de classe de grafos fechada sobre menores é a classe dos grafos
planares, pois, claramente, se um grafo GG é planar, temos que todo subgrafo de G também
é planar, além do mais, dado um desenho de GG no plano, nés podemos obter um desenho
de Gy, para alguma aresta (z,y), colocando x e y juntos na aresta. Robertson e Seymour
estabeleceram resultados profundos sobre menores em sua série de artigos [1983-1996]. O
seguinte Teorema é o resultado mais importante provado por Robertson e Seymour em
[19]:

Teorema 3.3.1. Seja G, Gs, - - - uma sequéncia contavel de grafos. Entao, existem indices

tej, 1 <1<y, tal que G; é menor de G;.

O enunciado do Teorema 3.3.1 era formalmente conhecido como Conjectura de Wagner
[25]. Seja C uma classe de grafos fechada sobre menores (ou seja, para todo G € C e H
menor de G, H € C). Se um grafo H é tal que H ¢ C, entao cada grafo que tem H como
menor nao estd em C, pois, caso contrario, H estaria em C. Nesse caso, dizemos que H é
um menor proibido para C. Se, além disso, todo menor de H pertence a C, dizemos que H
¢ minimal. O conjunto de menores proibidos minimais de C é o conjunto de obstrucoes de

C e é denotado por M. O Teorema 3.3.1 imediatamente implica o seguinte resultado.

Corolario 3.3.2. Para cada classe de grafos C fechada sobre menores, o conjunto de ob-

strugoes tem cardinalidade finita.

Note que o Corolario 3.3.2 mostra que para cada k > 1 fixo, a classe de grafos de
largura em arvore no maximo k tem um conjunto de obstrucgoes finito.

Robertson e Seymour [1985] mostraram que para um grafo fixo H, é possivel checar se
H é um menor de um grafo G' em tempo O(n?), onde n = |V (G)|.

Esses resultados implicam que existem algoritmos de reconhecimento de tempo O(n?)
para toda classe de grafos fechada sobre menores: basta testar para um grafo dado se ele
tem um menor no conjunto de obstrucoes da classe de grafos.

Infelizmente, os resultados de Robertson e Seymour somente provam a existéncia de
um conjunto de obstrucoes finito, mas nao providenciam nenhum método para obter o

conjunto de obstrucoes. Também, o algoritmo de teste dos menores tem varias constantes

12



3. Decomposicdo em Arvore

escondidas, o que pode tornar tal algoritmo impraticavel. Além disso, o tamanho de um
conjunto de obstrucoes pode ser muito grande.

Muitos esforcos tém sido feitos para encontrar conjuntos de obstrugoes de uma classe de
grafos fechada sobre menores. Por exemplo, Arnborg e Proskurowski [1986] encontraram o

conjunto obstrugoes das classes de grafos de largura em arvore no maximo um, dois e trés.

Lema 3.3.3 (Arnborg e Proskurowski, 1986). Um grafo tem largura em drvore no
maximo um se e somente se ele nao tem K3 como um menor, e largura em arvore no
maximo 2 se e somente se ele nao tem K, como um menor.

3.4. Limites superiores e menores proibidos

Seja h(G) o maior inteiro k tal que G tem um menor grade k X k. Em [17], Robertson e

Seymour obtiveram um limite superior para LA(G) em termos de h(G):
Teorema 3.4.1. LA(G) < 22006,

Em [20], Robertson, Seymour e Thomas provaram que se um grafo GG planar nao possui
um menor grade k X k, entao G tem largura em arvore no maximo 6k — 5. Esse limite
superior foi melhorado pelos mesmos autores para 5k — 1, porém, tal resultado ainda nao
foi publicado [24].

Teorema 3.4.2. Todo grafo planar com nenhum menor isomorfo a uma grade k x k tem

largura em arvore menor ou igual a bk — 1.

Recentemente, em [4], Birmelé, Bondy e Reed provaram um limite superior ainda mel-

hor para os grafos sem menores grade 3 x 3:

Teorema 3.4.3. Seja G um grafo sem um menor grade 3 x 3. Entao, LA(G) < 7.

13
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Grafos planares

Neste capitulo, definimos grafos planares e apresentamos alguns corolarios do Teorema
de Kuratowski [12] que serdo bastante tteis na demonstragao do principal resultado desta
dissertacao. Tais corolarios identificam em uma grade quais situagoes resultam nos menores

proibidos de Kuratowski.

4.1. Definicao e Teorema de Kuratowski

Definicao 4.1.1 (Grafos planares). Um grafo G = (V, E) é planar se G admite uma
representacao grafica no plano sem cruzamento de arestas chamada representacao planar

de G.

Todos os subgrafos de um grafo planar sao planares e qualquer subdivisao de um grafo
nao planar é nao planar. Ao longo de toda esta dissertacao, consideramos todos os grafos
planares em suas representacoes graficas planares. Seja G = (V, E) um grafo planar. As
arestas e os vértices de G dividem o plano em areas que sao chamadas faces. Denotamos
por f(G) o nimero de faces de G. A drea infinita do plano é chamada face infinita do grafo.
Dada uma representagao planar de GG, G admite varias outras representagoes planares, onde

qualquer face de G torna-se a face infinita.
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Figura 4.1. Grafo planar

A classe dos grafos planares foi caracterizada por Kuratowski em 1930 [12], conforme

pode ser visto no teorema que segue:

Teorema 4.1.2 (Kuratowski). As seguintes afirmagoes sao equivalentes para todo grafo

G:

(i) G é um grafo planar;
(ii) G nao contém o K5 ou o K33 como menor;

(iii) G nao contém o Kj ou o K33 como menor topoldgico.

4.2. Menores proibidos em grafos planares

Corolario 4.2.1. Se G = (V, FE) é um grafo planar, entao o grafo H abaixo é um menor
proibido de G.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que H é um menor de um grafo planar G. Seja H' o
grafo obtido a partir de H pela seguinte sequéncia de remocgoes e contragoes de arestas:
remove-se a aresta (f,g); contrai-se a aresta (a,d), obtendo-se o vértice a * d; contrai-se
a aresta (a * d, i), obtendo-se o vértice a * d  i; contrai-se a aresta (g, h), obtendo-se o
vértice g * h; contrai-se a aresta (c, g * h), obtendo-se o vértice ¢ g h e contrai-se a aresta

(c* g = h,l), obtendo-se o vértice c* g * h* [.
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Observe que H' ¢ isomorfo ao grafo bipartite completo K33 onde H = ViUV, ViNV, =
0, Vi={b,e,j} e Vo ={axdxi, f,cxg=*h=xl}. Portanto, pelo Teorema 4.1.2, concluimos
que G nao é um grafo planar, um absurdo. Logo, se G é um grafo planar, o grafo H acima

¢ um menor proibido de G. O

Corolario 4.2.2. Se G = (V, FE) é um grafo planar, entao o grafo H abaixo é um menor
proibido de G.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que H é um menor de um grafo planar G. Seja H' o
grafo obtido a partir de H pela seguinte sequéncia de remocgoes e contracoes de arestas:
remove-se as arestas (g, k) e (g,1), contrai-se o caminho induzido pelo conjunto de vértices
{e,j,k,l,i,c,b} auma aresta (e,bxc*ixl*kx*j) (tal contracao é obtida por uma sequéncia
sucessiva de contragoes de arestas).

Observe que H' ¢ isomorfo ao grafo bipartite completo K33 onde ViUV, = H, ViNV, =
0, Vi={d, f,bxcxixlxkxj}eVo={a,g,e}. Portanto, pelo Teorema 4.1.2, concluimos
que G nao é um grafo planar, um absurdo. Logo, se G é um grafo planar, o grafo H acima

¢ um menor proibido de G. O
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Grafos livres de buracos pares

Um grafo livre de buracos pares é um grafo que nao contém, como um subgrafo induzido,
um buraco de comprimento par. Em [15], Porto apresenta um algoritmo polinomial para
reconhecer a classe de grafos I'. A classe dos grafos livres de buracos pares foi estudada
sob as duas seguintes abordagens: na busca da construcao de grafos livre de buracos pares
a partir de grafos bésicos (Teorema da Decomposicao [10]) e na busca por propriedades
gerais comuns a qualquer grafo livre de buracos pares (Teorema do Vértice Bi-simplicial
[7]). Neste capitulo, apresentamos esses dois resultados principais, os quais serao usados
para o estudo da decomposicao em arvore de grafos em I'. Além disso, apresentamos duas
estruturas proibidas, ja conhecidas na literatura, para a classe de grafos livres de buracos

pares.

5.1. Estruturas proibidas

Nesta secao, apresentamos duas estruturas proibidas, ja conhecidas na literatura de Teoria
dos Grafos, para os grafos livres de buracos pares. Tais estruturas serao usadas na prova
do teorema principal desta dissertacao no Capitulo 6.

Estrutura ponto-ponto

Tal estrutura consiste de dois vértices u e v unidos por 3 caminhos induzidos Py, P, e Ps,

obedecendo as seguintes restri¢oes:

e Cada um dos caminhos P;, P, e P3 tem comprimento pelo menos 2;
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e Os caminhos P, P, e P3 sao disjuntos internamente em vértices;
e Nao existem cordas unindo dois caminhos F; e P;, para todo inteiro 1 <i < j < 3.

Com certeza, pelo menos dois desses caminhos Py, P, e P; tém a mesma paridade.
Portanto, considerando as trés restricoes acima, concluimos que hé a presenca de pelo
menos um buraco par nessa estrutura. Por exemplo, se P; e P, téem a mesma paridade,
temos que o buraco induzido por esses dois caminhos é um buraco par. Dessa forma,
concluimos que grafos livres de buracos pares nao apresentam uma estrutura ponto-ponto
como subgrafo induzido.

Figura 5.1. Estrutura ponto-ponto

Estrutura triangulo-triangulo

Tal estrutura consiste de dois triangulos ligados por 3 caminhos induzidos P, P, e Ps,
obedecendo as seguintes restrigoes:

e Os caminhos P, P, e P3 sao disjuntos em vértices;

e Nao existem arestas unindo dois caminhos P; e P}, para todo inteiro 1 <14 < j < 3,
além das arestas dos triangulos.

Com o mesmo argumento utilizado com a estrutura ponto-ponto, podemos concluir

que a estrutura triangulo-triangulo contém pelo menos um buraco par, o que inviabiliza a

presenca de tal estrutura em grafos livres de buracos pares.

Figura 5.2. Estrutura triangulo-triangulo
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5.2. Teorema da Decomposicao

Iniciamos esta se¢ao com a introducao de varias defini¢oes necessarias para o entendimento
do teorema da decomposicao, apresentado por Kapoor, Cornuéjols, Vuskovic e Conforti em
[10]. Tal teorema resulta numa caracterizacao estrutural para os grafos livres de buracos

pares.

Definig¢ao 5.2.1 (Leque). Um leque é um grafo com cinco vértices, tal que quatro dos
vértices induzem um caminho de comprimento trés e o quinto vértice é adjacente a todos

os vértices desse caminho (Figura 5.4).

Definicao 5.2.2 (Mickey). Um Mickey, denotado por M (zyz, Hy, Hy), é um grafo in-
duzido pelo conjunto de vértices V(Hy) UV (Hs) satisfazendo:

e o conjunto {x,y, z} induz uma clique;
e M, é um buraco que contém a aresta xy, mas nao contém o vértice z;
e H, é um buraco que contém a aresta xz, mas nao contém o vértice y;

e o conjunto de vértices V(H,) UV (Hz) induz um ciclo com exatamente duas cordas,

Ty e rz.

(Figura 5.4)
Um diamante é um ciclo de comprimento quatro com uma tunica corda. Um cap é
um ciclo de comprimento maior que quatro com uma tnica corda que forma um triangulo

com duas arestas do ciclo (Figura 5.10).

Cap Diamante

Figura 5.3. Diamante e cap

Uma roda, denotada por (H,z), é um grafo induzido por um buraco H e um vértice

x ¢ V(H) tendo pelo menos trés vizinhos em H, digamos x1, - -+ , x,. O vértice x é o centro
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da roda. O buraco H é chamado o aro da roda. Um subcaminho de H conectando z;
e x; ¢ um setor se ele nao contém vértice intermedidrio x;, ¢ <[ < j, adjacente a z. Um
setor curto é um setor de comprimento 1 (isto é, ele consiste de uma aresta), e um setor
longo é um setor de comprimento pelo menos 2. Uma roda é par se ela contém um nimero

par de setores. Uma roda com k-setores é chamada uma k-roda.

Defini¢ao 5.2.3 (Roda gémea, Roda curta, Roda prépria). Uma roda gémea é
uma 3-roda com exatamente dois setores curtos. Uma roda é propria se ela nao é uma

roda gémea. Uma roda curta é uma 3-roda com exatamente dois setores longos (Figura
5.4).

Leque Mickey
// N //
/ \ I
! \ \
I \ \
| | | \
\\ ! // \\ /
\ ! / N //
\ | ’ S -
N ‘ p - »
e o
Roda gemea
Roda curta g

Figura 5.4. Mickey, leque, roda curta e roda gémea

Uma k-estrela é um grafo formado de uma clique C' de tamanho £ e um subconjunto
dos vértices que possuem pelo menos um vizinho em C. Noés nos referimos a 1-estrela
como estrela, 2-estrela como dupla-estrela e 3-estrela como tripla-estrela. Em um
grafo conexo GG, um corte k-estrela é um conjunto de vértices S C V(G) que induz uma

k-estrela e cuja remocao desconecta G.
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RSN

1-estrela 2—estrela

3-estrela

Figura 5.5. Estrela, dupla-estrela e tripla-estrela

Defini¢ao 5.2.4 (2-Join). Um grafo conexo G tem um 2-join, denotado por H|Ho,
com conjuntos especiais Ay,B1,As,Bs, nao-vazios e disjuntos, se os vértices de G podem ser
particionados em conjuntos H, e Hy tal que Ay, By C Hy, Ay, By C H,, todos os vértices
de A; sao adjacentes a todos os vértices de As, todos os vértices de By sao adjacentes a
todos os vértices de By e estas sao as unicas adjacéncias entre H, e Hy. Ademais, para
i=1,2, |H;| > 2, ese Ay e By (respectivamente Ay e By) sao ambos de cardinalidade 1,

entao o grafo induzido por Hy (respectivamente Hs) nao é um caminho sem cordas.

Figura 5.6. 2-Join

Seja L o grafo linha de uma arvore qualquer (Definigdo 2.2.3). As observagbes que
faremos a seguir sao tteis para a definicao da classe de grafos basicos nao-triviais do
teorema da decomposicao. Como trata-se de uma arvore, observe que toda aresta de L
pertence a exatamente uma clique maximal e todo vértice de L pertence a no méaximo duas
clique maximais. Os vértices de L que pertencem a exatamente uma clique maximal sao
chamados vértices folhas. Uma clique de L é grande se ela tem tamanho pelo menos 3.

No grafo obtido de L pela remogao de todas as arestas em cliques grandes, as componentes

21



5. Grafos livres de buracos pares

conexas sao caminhos sem cordas (possivelmente de comprimento zero). Um caminho P é
um segmento interno se ele tem suas extremidades em cliques grandes distintas (quando P
¢ de comprimento zero, ele é chamado um segmento interno quando o vértice de P pertence
a duas cliques grandes). Os outros caminhos de P sdo chamados segmentos folhas. Note

que uma das extremidade de um segmento folha é um vértice folha.

i
T LG(T)

Figura 5.7. Arvore T e grafo linha de T

Definicao 5.2.5 (Grafo basico nao-trivial). Um grafo R é basico nao-trivial se R
contém dois vértices adjacentes x e y, chamados vértices especiais, de forma que o grafo
linha L induzido por R\ {z,y} é um grafo linha de uma &rvore e contém pelo menos duas

cliques grandes. Além disso, as seguintes condicoes devem ser satisfeitas:

e Em R, cada vértice folha de L é adjacente a exatamente um dos dois vértices especiais,

e nenhum outro vértice de L é adjacente aos nos especiais.

e (Cada dois segmentos folhas de L com seus respectivos vértices folhas adjacentes a um
mesmo vértice especial, nao possuem suas outras extremidades numa mesma clique

grande.
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Figura 5.8. Grafo basico nao-trivial

Pode-se estender a notagao de L a R, dizendo que os segmentos internos de R sao os
segmentos internos de L, e os segmentos folhas de R sao os segmentos folhas de L junto

com o vértice em {z,y} para o qual o segmento folha é adjacente.

Definigao 5.2.6 (Estrutura ponto-triangulo). Dado um triangulo {x, z,w} e um vértice
y adjacente a no mdximo um vértice de {x,z,w}, uma estrutura ponto-tridngulo é
um grafo induzido por trés caminhos sem cordas P, = (x,---,y), P, = (z,---,y) e
P, = (w,--- ,y) de tal forma que esses caminhos se intersectam dois a dois apenas no
vértice y e as unicas adjacéncias entre os nés de P, \ y, P, \ y e P, \ y sao as arestas do

triangulo {z, z, w}.

Figura 5.9. Estrutura ponto-triangulo

Um grafo basico trivial é um grafo isomorfo a uma estrutura ponto-triangulo. Um
grafo é basico se ele é uma grafo basico trivial ou um grafo basico nao-trivial.

O Teorema da Decomposicao foi feito para uma classe de grafos mais geral do que a
classe de grafos livres de buracos pares. Tal classe consiste nos grafos impar-rotulaveis.
Um grafo é rotulado pela atribuicao de pesos 0,1 as suas arestas de tal forma que, para
todo triangulo no grafo, a soma dos pesos das arestas de tal triangulo é impar. Um grafo

é impar-rotulavel se existe uma rotulacao de suas arestas de tal forma que, para todo
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buraco em G, a soma dos pesos de suas arestas é impar. De fato, um grafo nao possui
buracos pares se e somente se ele é impar-rotulado quando todas as arestas recebem rétulo
1 [10]. Isso implica que para todo grafo livre de buracos pares, existe uma rotulacao impar
adequada e, portanto, essa classe esta estritamente contida na classe dos grafos impar-
rotulaveis. Nesta dissertacao, estamos interessados na classe dos grafos livres de buracos
pares, portanto, o Teorema da Decomposicao, provado por Kapoor, Cornuéjols, Vuskovic

e M. Conforti em [10], serd enunciado em termos dessa classe de grafos.

Teorema 5.2.7 (Teorema da Decomposigao). Seja G um grafo livre de buracos pares
conexo. Entao, ou G é basico ou livre de cap, ou ele tem um 2-join ou ele tem um corte

estrela, dupla-estrela ou tripla-estrela.

A demonstracao do Teorema da Decomposicao, que nao sera explorada aqui, implica
que a todo grafo livre de buracos pares pode ser associada uma arvore de decomposicao

enraizada obtida como apresentado no Algoritmo 1.
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Algoritmo 1 Construir a arvore de decomposicao 7' de GG sem buracos pares
Entrada: Grafo GG livre de buracos pares

Saida: Arvore de Decomposicao T de G
Considere 7 a raiz da arvore T
Seja H, representado por r em T’
H, — G
V(T) —{r}
E(T) <0
Seja () uma fila
Insira r em @)
enquanto Q # () faga
Seja x o primeiro vértice da fila @)
Seja H, o subgrafo de GG representado por x em T
se H, tem um corte-estrela, dupla-estrela ou tripla-estrela entao
Seja C' um corte de H, de tal tipo
para cada componente S de H, \ C faga
V(T) «— V(T)uU{s}
Seja Hy o subgrafo de G representado por s em T’
H,— SuUC
Insira s em ()
E(T) «— E(T)U {sz}
fim para
senao
se H, tem um 2-join entao
Seja J um 2-join de H,
para cada bloco B de J faca
V(T) «— V(T)uU{b}
Seja Hy, o subgrafo de G representado por b em T’
H, — B
Insira b em (@
E(T) «— E(T) U {bx}
fim para
senao
x € uma folha da arvore T', ou seja, H, é um grafo bésico ou é livre de cap
fim se 25
fim se
Retirar x de @)

fim enquanto
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5.3. Teorema do Vértice Bi-simplicial

Seja G um grafo qualquer. Um vértice é bi-simplicial em G se a sua vizinhanca pode ser
particionada em duas cliques. Tais cliques nao sao necessariamente nao-vazias.
Seja v um vértice bi-simplicial em G. Seja ()1 e ()2 as duas cliques em que os vizinhos

de v sao particionados. E possivel que haja arestas unindo @)1 e Q)s.

Figura 5.10. Vértices bi-simpliciais (x e y)

Em [16], Bruce Reed conjecturou que todo grafo livre de buracos pares tem um vértice
bi-simplicial. Tal conjectura foi provada em [7] por Addario-Berry, Chudnovsky, Havet,
Reed e Seymour e consiste no Teorema do Vértice Bi-simplicial.

E f4cil vermos que se G é um grafo livre de buracos pares, entao todo subgrafo induzido
de G também ¢é livre de buracos pares, logo, todo subgrafo induzido de G também tem
um vértice bi-simplicial. Dessa forma, concluimos que G possui uma ordem de eliminacao
(Un, Up_1, -+ ,U9,v1) por vértices bi-simpliciais, ou seja, em tal ordem, o vértice v; é bi-
simplicial em G; = G[v;,v;_1,--- ,v1] (chamaremos tal ordem de ordem de eliminagao
bi-simplicial). Observe que cada subgrafo GG; de G nao é necessariamente conexo, mesmo
que G1 = G seja conexo.

Se um grafo G tem uma ordem de eliminagao bi-simplicial, ndo necessariamente G é
um grafo livre de buracos pares. Como contra-exemplo trivial, podemos citar qualquer

buraco par.

Teorema 5.3.1 (Teorema do Vértice Bi-simplicial). Todo grafo livre de buracos pares

nao-nulo tem um vértice bi-simplicial.
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6

Largura em arvore de grafos planares livres de

buracos pares

Neste capitulo, provamos que todo grafo G de I' nao possui um menor topolégico grade
10 x 10. A partir desse ultimo resultado, usando o Teorema 3.4.2, podemos afirmar que
se todos os menores grade de G em I' sdo menores topoldgicos, entao G possui largura em

arvore no maximo 49.

6.1. Menor grade 3 x 3 em grafos planares livres de buracos pares

Uma possivel abordagem para limitar o tamanho da menor grade de um grafo G € I' é
tentar construir grafos livres de buracos pares com grandes menores de grades. Um grafo

da classe I' que possui um menor grade 3 x 3 é apresentado na Figura 6.3.

Figura 6.1. Grafo planar livre de buracos pares que contém um menor grade 3 X 3

Esse grafo tem exatamente um buraco de tamanho 15 e trés buracos de tamanho 5
como subgrafos induzidos. Para obter-se um menor grade 3 X 3, basta remover as arestas

tracadas diagonalmente e aplicar em seguida uma seqiiéncia de contracoes de arestas.
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6.2. Um limite superior para uma subclasse

Nesta segao, provamos o seguinte teorema:

Teorema 6.2.1. Se GG é um grafo planar livre de buracos pares, entao G nao possui uma

grade 10 x 10 como menor topolégico.
Os Teoremas 3.4.2 e 6.2.1 tém como conseqiiéncia o seguinte corolario:

Corolario 6.2.2. Seja G um grafo planar livre de buracos pares. Se todo menor grade
k x k de G é obtido por uma subdivisao da grade, entao LA(G) < 49.

As seguintes defini¢oes serao usadas na prova do Teorema 6.2.1. Durante toda a prova,

G é um grafo planar, em sua representacao planar, e livre de buracos pares.

Definigao 6.2.3 (Estrutura ponto-buraco). Uma estrutura ponto-buraco é formada
por um vértice, x, um buraco, H, x ¢ H, e trés caminhos induzidos, Py, P, e P3, unindo x
e H, disjuntos dois a dois (coincidem somente no vértice x ), sem cordas entre si e tais que
para cada caminho P;, 1 < i < 3, o niimero de vértices internos de P; que possui vizinhos

em H é exatamente igual a um.

x3

Figura 6.2. Estrutura ponto-buraco

Defini¢ao 6.2.4 (Estrutura triangulo-buraco). Uma estrutura triangulo-buraco é for-
mada por um Ks, (x,y,z), um buraco, H, x,y,z ¢ H, e trés caminhos induzidos, P,, P,,
P,, unindo x,y, z a H, respectivamente. Além disso, P,, P, e P, sao disjuntos dois a dois,
sem cordas entre si e tais que para cada um dos caminhos P, P,, P,, o niumero de vértices

internos que possuem vizinhos em H é exatamente igual a um.
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X

N

Px

Figura 6.3. Estrutura triangulo-buraco

Seja G um grafo qualquer que contém um menor topoldgico Giy;. Dizemos que H é
um modelo de Gy, em G se H é um subgrafo minimal induzido de G que contém uma
subdivisao de Gjx;. Observe que H nao é necessariamente uma subdivisao de Gy, (Figura
6.4).

Seja H um modelo de Giy;. Temos que H possui k* [ vértices primdrios, representados

por v;;, 1 <i<kel<j<I, que obedecem as seguintes restri¢oes (Figura 6.4):

1. Para o vértice vy, existem os caminhos L;[1,2] e C1[1,2] unindo vy, e os vértices

U192, V2,1, Tespectivamente, e interceptando-se somente no vértice vy 1;

2. Para o vértice vy, existem os caminhos L[l — 1,1] e Cj[1, 2] unindo vy, e os vértices

V11, V2, respectivamente, e interceptando-se somente no vértice vy j;

3. Para o vértice vy 1, existem os caminhos Li[1,2] e Cy[k—1, k] unindo vy 1 e os vértices

Vg2, Uk—1,1, Tespectivamente, e interceptando-se somente no vértice vy 1;

4. Para o vértice vy, existem os caminhos L[l — 1,{] e Cij[k — 1, k] unindo vy e os

vértices vg;_1, Vk—1,, respectivamente, e interceptando-se somente no vértice vy ;

5. Para todo vértice v;j, onde 1 < ¢ < kel < j < [, existem caminhos L;[j — 1, j],
L[4, +1], C;[i —1,7] e C}i,i+ 1] unindo v; ; e os vértices v; j_1, Vi jt1, Vie1j, Vit1,js

respectivamente, e interceptando-se dois a dois somente no vértice v; j;

6. Para todo vértice v;;, onde i = 1 e 1 < j < [, existem caminhos L;[j — 1, 7],
Lij,j+1] e Cjli,i+ 1] unindo v; ; e os vértices v; j_1, Vi j+1, Vit1,;, respectivamente,

e interceptando-se dois a dois somente no vértice v; ;;
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7. Para todo vértice v;;, onde i = ke 1 < j < [, existem caminhos L;[j — 1, ],
L;[j,j +1] e C}[i — 1,4] unindo v; ; e os vértices v; j_1, V; j+1, Vi—1,j, espectivamente,

e interceptando-se dois a dois somente no vértice v; ;;

8. Para todo vértice v;;, onde 1 < i < k e j = 1, existem caminhos Cj[i — 1,1],
Cjliyi+ 1] e L[4, j + 1] unindo v; ; e os vértices v;_1 j, Vit1, Vij+1, espectivamente,

e interceptando-se dois a dois somente no vértice v; ;;

9. Para todo vértice v;j, onde 1 < i < k e j = [, existem caminhos C;[i — 1,1],
Cjli,i+ 1] e L;[j — 1, j] unindo v; ; e os vértices v;_1 ;, Vit1,4, Vij—1, respectivamente,

e interceptando-se dois a dois somente no vértice v; ;;

10. Nao ha intersecao entre cada dois caminhos definidos nos itens anteriores além das

intersecoes ja destacadas;

11. Para todo inteiro i, 1 < i < k, consideramos o caminho L; = Ué;ll Lilj,7+1] a

1-ésima linha principal de H;

12. De maneira andloga, para todo inteiro j, 1 < j < [, consideramos o caminho C; =

Ui Cili, i + 1] a j-ésima coluna principal de H.

Os demais vértices de H sao chamamos secunddrios. Denotamos por L;[u,v], 1 < i < k,
u,v € L;, o caminho entre u e v contendo somente vértices de L,;. Utilizamos |L;[u,v]|
para representar o comprimento do caminho L;[u, v]. De maneira anédloga, denotamos por
Cjlu,v], 1 < j < I, u,v € Cj, o caminho entre u e v contendo somente vértices de Cj.
Utilizamos |C;[u, v]| para representar o comprimento do caminho Cjlu,v]. Paral <i <k
el <r < s <, denotamos por L;[r,s] o caminho entre os vértices primarios v;, e v;
contendo somente vértices de L;. Da mesma forma, para 1 < j <lel <r < s <k,
denotamos por C}r, s|] o caminho entre os vértices primérios v, ; e v, ; contendo somente
vértices de Cj. Utilizamos parénteses ao invés de colchetes quando nos referirmos ao
caminho sem tal extremidade, por exemplo, L;[3,5) representa o caminho entre os vértices
primarios v 3 e v15 em L; de H, incluindo v 3 e excluindo vy 5.

Na Figura 6.4, as linhas representam caminhos. Na mesma figura, os vértices vy 1, V43,

V49, V5, Ugg € V10,10 SA0 primarios e os vértices x, y e z sao secundarios.
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Figura 6.4. Modelo de Gipx10

6.2.1. Lemas

O objetivo dessa subsecao é apresentar um lema e duas observacoes que serao utilizados

na prova do Teorema 6.2.1.

Lema 6.2.5. Se P = (vy,vq,- -+ ,U5_1, V) é um caminho com cordas entre um vértice v,
e um vértice vy em um grafo G = (V, E) qualquer, k > 3, entao P contém um caminho

induzido P’ entre os vértices v, e vy.
A Observagao 6.2.6 é conseqiiéncia direta dos Corolarios 4.2.1 e 4.2.2:

Observacgao 6.2.6. Seja G = (V, E) um grafo planar qualquer que contém um menor
topologico Gy, e seja H um modelo de Gy, em G. Entao, em H, paral < i < k e
1 <j <, a vizinhanca de L;(j, j + 1) estd contida em L;_1[j,j+1]U Li11[j, 7 + 1] U C}li —
1,i4+ 1] U Cj[i — 1,7 + 1]. Analogamente, para 1 < j <l el <i < k, a vizinhanca de
C;(i,i14 1) estd contida em C;_1[i,i +1|UCjq[i, i +1UL;[j — 1,5+ 1 UL [j— 1,5 +1].
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A Observagao 6.2.7 é conseqiiéncia direta do fato de um modelo H em um grafo G

ser um subgrafo minimal induzido com relacao a propriedade de conter uma subdivisao de
Grxi:

Observacgao 6.2.7. Seja G = (V, E) um grafo planar qualquer que contém um menor
topologico Gy, e seja H um modelo de Gy, em G. Entao, em H, paral < i < k e
1 <j<1-1, Ljj,j+ 1] é um caminho induzido. Analogamente, para 1 < j < [ e
1<i<k-—1,Cj[i,i+ 1] é um caminho induzido.

6.2.2. Prova do Teorema 6.2.1

Seja G um grafo de I'. Nesta subsecao, vamos provar que GG nao possui uma grade 10 x 10
como menor topolégico.

A prova do Teorema 6.2.1 serd feita em duas etapas: a primeira etapa consiste em
mostrar que se G é um grafo de I', entdo G é livre de determinadas estruturas (Lema 6.2.8).
A segunda etapa consiste em mostrar que um modelo de Gigx19 possui necessariamente

tais estruturas (Lema 6.2.9). Os Lemas 6.2.8 ¢ 6.2.9 implicam o Teorema 6.2.1.

Lema 6.2.8. Se GG é um grafo planar livre de buracos pares, entao G é livre de estruturas
ponto-buraco e triangulo-buraco, em que os caminhos tém comprimento pelo menos dois

e as vizinhancas dos caminhos no buraco sao separadas por pelo menos um vértice.

Prova: Denotemos por Py, P, e P3 os caminhos da estrutura em questao e por H, o buraco.

Analisamos os seguintes casos:

(i) Existem P, P; tais que |[NH(P)| > 3 e [N#(P;)| > 3: Sejam z; e x; os vértices
internos de P; e P; vizinhos a H, respectivamente (note que sao unicos, devido as
definigbes de estrutura ponto-buraco e triangulo-buraco). Numere os vértices de H,
(v1,- -+ ,v,), de forma que todos os vizinhos de x; ocorram antes de todos os vizinhos

de z; (note que isso é possivel, pois o grafo é planar). Sejam v{ o vizinho de z;

mais & esquerda na ordem e v¢, o mais & direita. Defina Vs e vf com relacao a x;

analogamente. Nesse caso, temos uma contradicao, devido a existéncia da estrutura

ponto-ponto unindo os vértices x; e x; formada pelos seguintes caminhos: caminho

: e d = d
unindo vf e vj em H que nao passa por v;

nAao passa por vy e v;l ; e caminho formado pela uniao dos caminhos P; e P;, passando

e v$; caminho unindo vd e vi em H que
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pelo vértice ou triangulo (dependendo de qual estrutura se trata, se ponto-buraco ou
triangulo-buraco). Note que, se N7 (P;) = {v,v'}, porém v € N(v'), ainda é possivel

tomar os caminhos descritos anteriormente. O mesmo ocorre pra P;, obviamente.

(ii) Existem P;, P; tais que N¥(P;) = {v;} e N7(P;) = {v;}: nesse caso, é facil vermos
que temos uma estrutura ponto-ponto unindo os vértices v; e v;, formada pelos trés
seguintes caminhos: dois deles definidos por H (cada caminho terd pelo menos um
vértice intermedidrio, devido a premissa) e o terceiro caminho definido pela uniao
dos caminhos P; e P; (caso se trate de uma estrutura triangulo-buraco, o caminho

conterd também a aresta do triangulo unindo os caminhos P; e P;).

(iii) NH(P;) = {vi,ve}, N¥(P;) = {u1,us}: nesse caso, vamos mostrar que (vi,vs) e
(u1,ug) sdo obrigatoriamente arestas de H. Sem perda de genaralidade, suponhamos
por absurdo, que (vy,v2) nao é uma aresta de H. Logo, é facil vermos que o grafo
possui uma estrutura ponto-ponto unindo os vértices v; e vy (dois dos caminhos
dessa estrutura estao em H e o outro é formado por {v,vi,vs} onde v € P; é o
vértice adjacente a vy e v9). Agora, sabendo que (vq,v2), (ug,us) € E(H), sejam
v € P\{v1,v2} e u € P;\{uy, us} vizinhos de H (sdo unicamente definidos, devido as
definigoes das estruturas ponto-buraco e triangulo-buraco). Numere os vértices de H
a partir de v; e suponha, sem perda de generalidade, que vy, v9, uy, uy aparecem nesta
mesma ordem apds a numeracao. Logo, nesse caso, temos uma estrutura triangulo-
triangulo no grafo formada pelos dois K3, (v1,ve,v) € (u, us, u), e caminhos entre v,
e ug, v2 e uy contidos em H, e entre u e v definido pela uniao dos caminhos P; e P;

passando pelo vértice ou triangulo da estrutura.

(iv) |IN"(P;)| > 3e N¥(P;) = {v}: numere os vértices de H a partir de v e seja x; o vértice
d

interno de P; que possui um vizinho em H, e v{ e v{, o vizinho mais a esquerda de x; na
ordem e o mais a direita, respectivamente. Temos uma estrutura ponto-ponto unindo
os vértices x; e v e formada pelos trés seguintes caminhos induzidos, de comprimento
pelo menos dois, disjuntos e sem cordas entre si: subcaminho (v = vy, -+, 0§, z;)
de H na ordem dada; subcaminho (z;, v, -+ , vy, v1 = v) de H na ordem dada; e

caminho entre v e z; passando somente pelos vértices dos caminhos P; e P;.

Note que, pelos itens (i) a (7i7), a unica possibilidade de existéncia da estrutura descrita

no teorema é que um dentre os caminhos P;,P, e P3 possua exatamente um vizinho em
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H, um possua exatamente dois vizinhos em H e o dltimo possua trés ou mais vizinhos em

H, porém, pelo item (iv), isso também nao é possivel. Logo, G nao possui como subgrafo

induzido uma estrutura ponto-buraco ou triangulo-buraco como descrita no enunciado do
lema.

O

A partir de agora, consideramos uma estrutura proibida em um grafo GG de I';, uma

estrutura ponto-buraco ou triangulo-buraco descrita como no Lema 6.2.8.

Lema 6.2.9. Se G contém um menor topologico Gigx19, entao GG possui uma estrutura

proibida como subgrafo induzido.

Prova: Seja H um modelo de Gpx19 de G. Em toda a prova, considere a notacao anterior-
mente introduzida para os vértices de H. A prova serd feita por construcao e dividida em
duas partes, onde a primeira parte consiste em apresentar o buraco C' que sera utilizado
para induzir uma estrutura proibida em G e a segunda parte consiste em provar que existe
um vértice x ou um K3 em H e trés caminhos P, P, e P; partindo de x ou do K3 de tal
forma que P, U P, U P3 U C induzem uma estrutura proibida em H.

Parte 1: Considere o ciclo C" = L3[5,9] U Cy[3,7] U L7[5,9] U C5[3,7]. A Figura 6.5
representa H, onde o ciclo destacado em cinza claro representa C’. Observe que C’ nao
é necessariamente um ciclo induzido, pois podem existir arestas entre Cy(3,4] e L3(5, 6],
Cy(3,4] e L3[8,9), C5[6,7) e L7(5,6] ou Cy[6,7) e L7[8,9). Além disso, pela Observagao
6.2.6, essas sao as unicas possiveis cordas de C’. Dessa forma, a fim de obtermos um ciclo

induzido C contido em C’; considere os seguintes vértices:

1. Seja z o vértice de C5[3, 4] mais préximo do vértice primario vy 5 que é adjacente a

pelo menos um vértice de L3(5, 6];

2. Seja 2’ o vértice de L3(5, 6] mais proximo do vértice primario vs g que é adjacente ao

vértice x;

3. Seja y o vértice de Cy[3, 4] mais préximo do vértice primario vyg que é adjacente a

pelo menos um vértice de L3[8,9);

4. Seja y’ o vértice de L3[8,9) mais préximo do vértice primario vsg que é adjacente ao

vértice y;
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5. Seja z o vértice de Cy[6, 7] mais préximo do vértice primdrio vgg que ¢ adjacente a

pelo menos um vértice de L7[8,9);

6. Seja 2’ o vértice de L7[8,9) mais proximo do vértice primario v;g que é adjacente ao

vértice z;

7. Seja w o vértice de C5[6,7] mais préximo do vértice primario vgs que é adjacente a

pelo menos um vértice de L7(5, 6];

8. Seja w’ o vértice de L7(5, 6] mais proximo do vértice primério vz que é adjacente ao

vértice w.

10

Figura 6.5. H, Modelo de G35 destacado em cinza escuro e Ciclo C' em cinza claro

Pelas Observacoes 6.2.6 ¢ 6.2.7 e pelas escolhas dos vértices =, 2", y, vy, z, 2/, w,w" , con-
cluimos que C' = Ls[z’, y'|UCyy, 2] U Ly [w', 2| U Cs [z, w] é um ciclo induzido com tamanho
pelo menos 10.

O ciclo C e os vértices x, 2, y,1/, z, 2/, w, w’ sdo representados na Figura 6.6.
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Figura 6.6. Vértices x,2',y,y/, 2,2/, w,w', x1, 29, 23 e Ciclo C

Parte 2: O objetivo da segunda parte da prova é encontrar um vértice x ou um Kj
(x,y,z) e trés caminhos Py, P, e P; partindo de = (ou do K3) que juntos ao buraco C
definido acima, formam uma estrutura ponto-buraco ou triangulo-buraco proibida em H

(Lema 6.2.8). Considere, primeiramente, os seguintes vértices de H:

1. Seja 1 o vértice de L[4, 5] mais préximo do vértice primério vs 4 que tem pelo menos

um vizinho em C;

2. Seja x5 o vértice de Cg[2, 3] mais préximo do vértice primario ve g que tem pelo menos

um vizinho em

3. Seja xg o vértice de Cg[7, 8] mais préximo do vértice primdrio vg g que tem pelo menos

um vizinho em C.

Observe os vértices x1, To, x3 também representados na Figura 6.6.

Pela Observacio 6.2.6, temos que N(z;) C Cg[4,6], N¢(z2) C L3[7,9] e N¢(z3) C
L;[7,9]. Logo, para 1 < i < j < 3, a vizinhanga de z; e x; em H é separada por pelo
menos um vértice. Dessa forma, agora temos um buraco C' e trés vértices xy, xo, x3 em H
de tal forma que se z;u; e z;u; sdo arestas de H, onde i # j e u;,u; € C, entao u; nao é
adjacente a u; em C'. Isto satisfaz mais uma restricao de uma estrutura ponto-buraco ou

triangulo-buraco proibida.
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Agora, s6 nos resta encontrar um vértice z ou um Kz (z,y,z) e trés caminhos P,
1 <i <3, em H, de tal forma que P; é um caminho induzido entre o vértice x (ou o
caminho K3) e x;, além disso, para 1 < i < j < 3, P, e P; sao disjuntos internamente em
vértices e sem cordas entre si.

Seja P = Ls|vs 3, x1] o caminho entre vs 3 ¢ 1 em H. Pelas Observacoes 6.2.6 ¢ 6.2.7,
temos que P é um caminho induzido. Considere, agora, o caminho P, = Cy[1,4]UL,[2, 8]U
Cslv1 s, T3] unindo os vértices vy2 € T2 em H. Observe que P, nao é necessariamente um
caminho induzido, porém, pelo Lema 6.2.5, P, contém um caminho induzido entre vy 5 € 21,
que chamaremos de P,. Por tltimo, considere o caminho P = C[6, 9]U Lg[2, 8]UCs[x3, v9 5]
unindo os vértices vgo € x3 em H. Seja P; o caminho induzido entre vg 2 € x3 contido em
Py. Observe que, pela Observagao 6.2.6, nao existem cordas entre os caminhos P/ e P},
1<i<j<2.

Para finalizarmos a prova, basta provarmos que existe um vértice z (ou um Kj (z,y, z))
e trés caminhos P/, P) e Pj disjuntos internamente em vértices (no caso de ser um K,
disjuntos em vértices) e sem cordas entre si de tal forma que P/, Py e Pj sdo caminhos
unindo x (ou o K3) aos vértices vs3, V42 € Ugo, respectivamente. Além disso, x (ou K3) e
os caminhos P/, Py, Py estao contidos em Cs[4,6] U Ls[2, 3].

Para provarmos o fato acima, provamos o seguinte fato mais geral: se H ¢ um modelo
de Giyi, onde kK > 5el > 4 e H é um modelo de Gy contido em H que nao possui
vértices das linhas principais L; e L nem das colunas principais C} e C; de H, e além
disso, ¢ formado por vértices de colunas e linhas principais consecutivas de H, entao H’
contém um vértice v ou um K3 denotado por A = (x,y, z), e trés caminhos induzidos e
sem cordas entre si, unindo v (ou cada um dos vértices de A), aos vértices vy 1, v3;1 € Voo
de H'. No que segue, os vértices, linhas e colunas rotulados se referem ao modelo H’.

Na demonstracao, os seguintes quatro casos serao analisados:

1. Nao existem arestas entre os caminhos Ly(1,2] e C1[1,2), nem entre os caminhos
Ly(1,2] e C1(2,3] em H';

2. Existem arestas somente entre os caminhos Lo(1,2] e C1[1,2) em H';
3. Existem arestas somente entre os caminhos Ls(1,2] e C1(2,3] em H’;

4. Existem arestas entre os caminhos Ls(1,2] e C4[1,2) e entre os caminhos Lo(1,2] e
C1(2,3] em H'.
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Caso 1: Nao existem arestas entre Lo(1,2] e C[1,2), nem entre Ly(1,2] e C1(2,3] (caso
representado pela Figura 6.7): nesse caso, a estrutura serd formada pelo vértice vy € pelos
caminhos P, = Ly[1,2], P, = C1[1,2] e P3 = (]2, 3].

v3,1

Figura 6.7. Caso 1

Caso 2: Existem arestas somente entre Ly(1,2] e C1[1,2) (caso representado pela Figura
6.8): sejam (u',--- ,u?) os vértices de C[1, 2] numerados a partir de v até vy 1; e sejam
(v', -+ v") os vértices de Lo[l,2] numerados a partir de vy até ves. Seja (u’,v?) a aresta
entre Lo(1,2] e C1]1,2) tal que i e j sdo méximos. Certamente, i > 1 e j > 1. Considere

os seguintes subcasos:

Subcaso 2.1 (u,v') € E(H), para qualquer 1 <[ < j (subcaso representado pela Figura
6.8(a)): nesse subcaso, tomamos o vértice v’ e os caminhos P, = (v7,--- o), Py =
(i uty - ul) e Py = (v, 097 o ool) U C1(2, 3] unindo v7 e os vértices primérios
V2,2, V11, U1, respectivamente. Observe que nao existem arestas entre P; e Ps, pela
Observagao 6.2.7 e devido ao fato de nao existirem arestas entre Ly(1,2] e C1(2, 3].
Além disso, nao existem arestas entre P, e P, devido & escolha da aresta (u’,v7). Por
ultimo, nao existem arestas entre P, e Pz, pela Observacao 6.2.6, pelo Corolério 4.2.2

e devido ao fato de que u’ nao possui vizinhos em (v!, .- v/71).

Subcaso 2.2 Existe v' € N(u'), onde 1 < [ < j: nesse subcaso, considere v*, onde k é
mfnimo e (u’,v*) € H. Se k = j—1 (subcaso representado pela Figura 6.8(b)), temos

k

ue (u’,v* v7) induzem um K3 e, nesse caso, tomamos (u’, v* v7) e os caminhos
) ) 9 9 9 9

Po= @i 0", Py= (Ul ul) e Py = (vF - Jol) U Cy[2,3] formando a
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estrutura desejada. Observe que nao existem arestas entre P, e P, devido a escolha de
u’ e v’, nao existem arestas entre P, e P3 pela Observacao 6.2.6, pelo Coroldrio 4.2.2
e pela escolha de vy, além disso, nao existem arestas entre P; e P3 pela Observagao
6.2.7 e pelo fato de nao existirem arestas entre Ly(1,2] e C1(2,3]. Se k < j — 1
(subcaso representado pela Figura 6.8(c)), consideramos o vértice u’ e os caminhos
e Py = (u, vl 0"y, Py = (ul,--- ud) e Py = (ul,v* - o) UC[2,3] formando
a estrutura desejada. Pelos mesmos argumentos do subcaso em que k = j — 1, os

caminhos P;, P5, P3 sao disjuntos internamente em vértices e sem cordas entre si.

— S
Vz,z_v Vz,z_v

(a) Subcaso 2.1 (b) Subcaso 2.2 com k = j—1 (¢) Subcaso 2.2 com k < j—1

Figura 6.8. Caso 2
Caso 3: Existem arestas somente entre Ly(1,2] e C(2,3]: esse caso é andlogo ao anterior.

Caso 4: Existem arestas entre Ly(1,2] e C1[1,2) e entre Lo(1,2] e C1(2,3] (caso repre-
sentado pela Figura 6.9): nesse caso, considere a numeracao dos vértices dos caminhos
C1[1,2] e Ly[1,2] como no caso 2. Além disso, considere (w!,---  w*) uma numeragao dos
vértices de C1[2,3] a partir do vértice primario vy;. Sejam (u',v?), (w/,v9) € E(H) tais

que i, j, f, g sao maximos. Analisamos os seguintes subcasos:

Subcaso 4.1 g = j (subcaso representado pela Figura 6.9(a)): nesse subcaso, consider-
amos o vértice v9 e os caminhos P, = (v9,u’,--- u?), Py = (v9,--- v") e P3 =
(v9,w! -+ w®) unindo v¥ e os vértices primdrios vy, Va2 € v31, Tespectivamente.
Observe que nao existem arestas entre P, e P,, pela escolha de ¢ e 7, nem entre P, e

P; pela escolha de f e g e nem entre P; e P35 pela Observacao 6.2.6.
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Subcaso 4.2 ¢ > j: Suponhamos, primeiramente, que nio existem arestas unindo w/ e

(v1, -+ 0971 (subcaso representado pela Figura 6.9(b)). Consideramos, nesse caso,
o vértice v9 e os caminhos P, = (v9,--- ,0"), Py = (09,0971 o wd ul -0 ud) e
Py = (v9,w’ -+ jw®). Observe que nio existem arestas entre P, e P3 devido a

escolha de v9 e w/, nfo existem arestas entre P, e P, devido & escolha de u’ e v/ e
pela Observacao 6.2.7 e nao existem arestas entre P, e P3, pelo Corolario 4.2.2, pela
Observagao 6.2.6 e pelo fato de nao existirem arestas unindo w/ e (v7,---  v971).

Logo, temos uma estrutura como desejada.

Suponhamos, agora, que existe pelo menos uma aresta unindo w' e (v7,---  v971)
(subcaso representado pela Figura 6.9(c)). Consideramos, nesse caso, o vértice w/
e os caminhos P = (w/,v9,--- "), Py = (w/ w/~t, - w! =ul, - jul) e Py =
(wf, -+ ,w*). Observe que nao existem arestas entre P, e P devido & escolha de
w' e v9 e nao existem arestas entre P, e P, pelas Observacoes 6.2.6 e 6.2.7. Além
disso, observe que devido & aresta (u,17) e ao fato de existir uma aresta unindo w/ e
(v7,+-- w971 o Corolério 4.2.2 implica que nao existem arestas unindo os caminhos
(wf=t - Jwt =t - u ) e (09, oo+ v"). Devido a escolha de u! e v/, nao existem
arestas unindo (u’,--- ,uf) e (v9,--- ,v") e devido & escolha de w/ e v9, nao existem
arestas unindo w/ e (v971 ... v"). Portanto, também nao existem arestas unindo os

caminhos P; e P5. Logo, nesse caso, também temos uma estrutura como a desejada.

Subcaso 4.3 g < j: esse subcaso ¢ andlogo ao subcaso anterior.

v, =U’,

V,,=V' v=u=w V,,=V' V,,=V'

Vs, =W
(a) Subcaso 4.1 (b) Subcaso 4.2 sem arestas (c) Subcaso 4.2 com arestas
entre w/ e (v7,--- vI~1) entre wf e (v7,--- v9~1)

Figura 6.9. Caso 4
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Considere H' = L4[2,3] U Lg[2, 3] U C5[4, 6] U C3[4, 6] um modelo de G35 contido em H
(modelo de 10 x 10). Concluimos que existe um vértice  ou um K3 (z,y, z) contido em
H' e trés caminhos Py, P; e P unindo x ou o K3, respectivamente, aos vértices vs 3, v49
e vg2. Considere Py = P{UP], P, = PyUP) e Py = P;U Py (P, Py, Pj definidos em H
anteriormente). Logo, temos que P, U P, U P; U C induz uma estrutura proibida em H.

O
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7

Teorema da Decomposicao para os grafos

planares

O objetivo deste capitulo é apresentarmos uma versao do Teorema da Decomposicao (Teo-
rema 5.2.7) para os grafos de I'. Mais precisamente, dado G' € I', analisamos a estrutura de
um corte minimal contido em um corte k-estrela (k = 1,2,3) de G (Segao 7.4) e a estrutura
de um 2-join em G (Secao 7.3). Além disso, caracterizamos G no caso em que G é bdsico

(Secao 7.2) e no caso em que G é livre de caps (Segao 7.1)-

7.1. Grafos planares livres de buracos pares e livres de caps

Nesta se¢ao, mostramos como é a estrutura dos grafos de I' livres de caps que nao possuem
cortes k-estrela (k = 1,2,3) e 2-join. Como conseqiiéncia desse resultado, obtemos que a
largura em arvore de tais grafos ¢ no maximo 3 se eles também nao contém cortes clique.
Em [10], é provado que se um grafo G livre de buracos pares possui um leque, um Mickey,
uma roda curta ou uma roda prépria (Definigoes 5.2.1, 5.2.2; 5.2.3), entdo G possui um
corte k-estrela (k = 1,2,3), logo, no Lema que segue, assumimos que GG nao possui roda

prépria, Mickey ou leque.

Lema 7.1.1. Se G é um grafo planar livre de buracos pares, de cortes estrela, dupla-
estrela, tripla-estrela, 2-join, de cortes clique, de cap e de roda propria, entao G é um

buraco impar ou G € cordal.

Prova: Suponha que G nao é cordal. Logo, existe pelo menos um buraco em G (obviamente,

todo buraco de G é fmpar). Seja C' um deles. Suponha, por contradigao, que G\ C' # ().
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Seja, entdo, H, uma componente conexa de G\ C. As proposigoes que seguem serao usadas

na prova do lema.
Proposicao 7.1.2. Para todov € H, |[N®(v)] < 1.

Prova: Obviamente, [N (v)| < 3, pois G ndo possui rodas préprias. Suponha, por absurdo,
que existe v € H tal que |[N“(v)| = 3. Como G nao possui rodas préprias, temos que os
vizinhos de v em C induzem um caminho. Denotemos N (v) por N, = {v;, vz, v3}, onde
(v1,v9,v3) ¢ um caminho induzido. Note que deve existir algum outro caminho ligando
v ao ciclo C' que nao passa por N,, pois, caso contrario, N, seria um corte estrela. Seja
P = (v = wp,wn, - ,w,;) um caminho unindo v e C'\ N, que seja minimo (obviamente,
wy # v;, para ¢ = 1,2,3). Note que ¢ > 2 e que nao existem cordas entre os vértices
internos do caminho P e ', com excegao de possiveis cordas entre P e N, e entre w,_; e

os dois vizinhos de w, em C. Abaixo, analisamos os possiveis casos.

1. Existem arestas entre P e N,: Por planaridade, tal aresta é para v; ou vs. Logo,
se (w;,v;) é uma corda, w; € P, entdo j = 1 ou j = 3 (w; nao pode estar ligado a
ambos, pois casos contréario, {vy,ve, v3, w;} induziria um Cy, um absurdo, pois G é
livre de buracos pares). Tomemos, entdo, uma aresta entre P e N, (w;,v;), tal que
7 ¢ minimo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que 7 = 3. Temos que i = 1,
pois, caso contréario, teriamos que (vo,v = wq, Wy, -+ ,W;, V3, V2) é um cap (corda
wovz). Além disso, note que N%(w;) = {v3} ou N°(w;) = {vs,z,y}. No tltimo
caso, temos que ((C'\ {ve,x}) U {wp, w;}) é um cap (corda wyw;). No primeiro caso,

temos que (C'\ {v2}) U {wp, w1} também é um cap (corda wyvs), absurdo.
2. Nao existem arestas entre P e N,. Agora, temos os dois seguintes subcasos:

(i) NY(w,1) = {w,}: nesse caso, sejam P, o (v, w,)-caminho passando por C'\
{v2,v3} e P3 0 (v3,w,)-caminho passando por C'\ {vq,v2}. Note que P; e Ps tém
tamanho pelo menos um, ja que w, # vy, v2, v3, € sao disjuntos. Logo, Py U{wy},
P3; U {wp} e P formam uma estrutura ponto-ponto unindo os vértices wy e We,

absurdo.

(ii) G[NC(wy_1)] = (u1,us,uz): note que C define dois caminhos disjuntos entre
as extremidades dos caminhos (v, vy, v3) € (u1, ug,us), Pi e P,. Suponha, sem

perda de generalidade, que P, une os vértices vy e u; e P, une os vértices vz e
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us. Como provamos no caso anterior que nao pode existir cordas unindo P e N,
temos que vy # uy e vy # ug. Sendo vy # uq, temos que (ve, vy, P, uy, wy—1, P, wo,

¢ um cap (corda vywp); um absurdo.

Suponha finalmente que existe v tal que |[N9(v) = 2| e N(v) = {u,w}. Se (u,w) €
E(G), temos um cap e, caso contrario, temos uma estrutura ponto-ponto unindo os vértices

u e w, uma contradicao em ambos os casos. Isso encerra a prova da proposigao. A
Proposicao 7.1.3. N°(H) induz um grafo conexo.

Prova: Queremos provar que NY(H) induz um caminho em C ou é igual a C. Suponha,
o contrdrio. Considere uma representacio planar de G e seja v € C'\ N°(H). Como G
é conexo e nio possui cortes clique, existem pelo menos dois vértices em N¢(H). Sejam
vr,vg € NY(H) mais préximos de v a esquerda e & direita, respectivamente. Seja P =
(vo = v, vy, -,V = vg) um caminho minimo entre vy, e vg cujos vértices internos estao
contidos em H (certamente, tal caminho existe, pois vy, vg € NY(H) e H é conexo).
Considere (v;,Cv,) o caminho entre v;, e vg em C que passa por v e (v,Cv,)" 0o caminho
entre vy, e vg em C' que nao passa por v. Assuma que (v, = wo, wy, -+ , W, = vg) ¢ uma
ordenagao dos vértices de (v, Cv,)’, seguindo o desenho planar.

Observe que |P| > 3. Observe, também, que nao existem arestas entre P\ {vr,vr}
e (v,Cvg) devido as escolhas de vy e vg. Logo, existe pelo menos uma aresta entre
P\{vp,v1,vg,vk_1} e C\{vr,vr} (pela proposicao 7.1.2, v e vx_1 ndo tém outros vizinhos
em C' além de vy, e vg, respectivamente), caso contrario os caminhos (v;,Cvg), (v,Cvg) e
P definiriam uma estrutura ponto-ponto unindo vy, e vg, absurdo. Seja (v;, w;) essa aresta
escolhida de forma que j seja minimo e que em seguida, ¢ seja minimo.

Observe que nao existem arestas entre os caminhos (vy = v, -+ ,v;) e (v,Cvg)’ além
da aresta (v;, w;), pela planaridade de G, pelas escolhas de v; e w; e pelo fato de |[N¢(v)| <
1, para todo v € H. Se w; nao ¢ adjacente a vy, entao os caminhos definidos por C,
juntamente com o caminho (v, = vp,--- ,vi,w]) entre vy e w; definem uma estrutura
ponto-ponto, um absurdo. Logo, w; é o vizinho esquerdo de vy, ou seja, j = 1. Considere,
agora, P’ = (w; = vy, -+ , vk, vg) 0 caminho minimo entre w; e vi cujos vértices internos
estejam contidos em P (tal caminho existe, devido a existéncia da aresta (v;,w;)). Defina
(wjCvg) o caminho entre w; e vp em C contendo v e (w;Cvg)" o caminho entre w; e

vg em C que nao contém v. Observe que nao existem arestas entre P’ \ {wy, v;, vy, vr}
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e (w;Cv,), devido & minimalidade de P’ e as escolhas de vy, e vg anteriormente. Dessa
forma, podemos aplicar um raciocinio analogo ao anterior (aplicado para os vértices vy,
vg e o caminho P) aos vértices wy, vg e caminho P’ = (vg = wy, v, -+ , v = vR) para
encontrar uma estrutura ponto-ponto entre w; e vy ou uma aresta entre P’ e w,. Como
C é finito e assumimos que G[N(H)] ser desconexo, terminaremos por encontrar um w,,,
com m < ¢ — 1, e uma estrutura ponto-ponto formada por vy e w,,, um absurdo. A

Para completar a prova do Lema, iremos mostrar que G = C. Pela proposicao 7.1.3,
NCY(H) induz um caminho ou um ciclo. Como G nao possui cortes clique, corte estrela e
corte dupla-estrela, temos que |[NC(H)| > 5. Sejam vy, vy, ...,v € NY(H) numerados no
sentido horario (logo I > 5 e talvez v; = vy).

Seja P = (v; = wp,wy, -+ ,u = wg) um caminho minimo entre v; e v; em H que
maximiza o nimero de arestas entre P e C' (tal caminho existe, pois H ¢é conexo). Vamos
provar primeiro que cada vértice de {vs, -+ ,v;_1y vé pelo menos um vértice de P. Observe
primeiro que pela planaridade de GG, nao existem indices iy, i, j1, Jo, com i1 < ig € j1 < Jo
tais que ambos (w;,,vj,) e (w;,, vj,) sejam arestas.

Agora, suponha que existe ¢, 1 < ¢ < [, tal que v; nao é adjacente a nenhum vértice em
P. Sejam v;, e v;, os vértices de C' imediatamente anterior e posterior a v; tal que existem
arestas de P para v;, e v, (como C' tem pelo menos 5 vértices, v;, e v;, sao distintos e
nao adjacentes). Sejam w;, ¢ w;, os vizinhos de v;, e v; , respectivamente, em P tais que
P = (v, w;,, Wi, 41, .. s Wiy s Uip> ¢ um caminho induzido entre v;, e v;, com os vértices
internos contidos em P. Pelas escolhas de P, v;,, v;, e P', temos uma estrutura ponto-ponto
entre v;, e v;,, um absurdo. Logo, cada v;, 1 <14 <[, vé um ou mais vértices de P. Agora,
considerando v;, com 1 < i < I, v;_1, vi41 e fazendo P’ = (v;,_ |, Wi, , Wi, 41, .., Wi, Viy1)
ser o caminho induzido entre v;_; e v;;1 com os vértices internos contidos em P, temos que
(P'UC)\ {v;} é um buraco C’ e v; vé pelo menos trés vértices de C’, uma contradigao,
pois G nao possui rodas proprias. Entao, concluimos que se G possui um buraco impar C,
G\ C nao pode possuir uma componente H, logo, G é um buraco impar ou G é cordal. O

A partir de agora, denominamos grafo livre de cap especial um grafo livre de cap
que induz um buraco impar ou é cordal. O Lema 7.1.4 limita a largura em arvore da classe

dos grafos livre de cap especial.

Lema 7.1.4. Se G é um grafo livre de cap especial sem cortes clique, entao LA(G) < 3.
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Prova: Se G é um buraco impar, temos que LA(G) = 2 ([6]). Observe que se G tiver um
K4, G é um proprio Ky, pois G nao possui cortes clique. Dessa forma, se G é um grafo
cordal, como ¢ planar, pelo Teorema de Kuratowski (Teorema 4.1.2), temos que o tamanho
da clique maxima de G' é no maximo 3, logo, LA(G) < 2, pois é conhecido que a largura

em arvore de todo grafo cordal ¢ igual ao tamanho de sua clique méxima menos 1 ([6]). O

7.2. Grafos planares livres de buracos pares basicos

Nesta secao, analisamos as estruturas dos grafos de I' basicos trivial e nao-trivial. Seja G
um grafo de I' que é grafo basico nao-trivial (Defini¢ao 5.2.5). Considere x e y os vértices
especiais de G. E f4cil observarmos que G\ {z,y} é um grafo cordal. Como G é planar
e nao possui cortes clique, temos que o tamanho da maior clique de G é no maximo 3. O

Lema 7.2.1 limita a largura em arvore dos grafos de I' que sao basicos nao-triviais.

Lema 7.2.1. Seja G um grafo deI" sem cortes clique e béasico nao-trivial. Entao, LA(G) <
4.

Prova: Considere = e y os vértices especiais de G. Como G \ {z,y} é um grafo cordal,
temos que G \ {z,y} admite uma decomposigao em &arvore étima D = (X, T), onde cada
X € X contém uma clique maximal de G \ {z,y} ([6]). Como o tamanho da maior clique
de G\ {z,y} é no méximo 3, concluimos que LA(G\ {z,y}) < 2. Podemos obter uma DEA
de G a partir da DEA D de G \ {z,y} apenas incluindo os vértices z,y em todo X € X.
Logo, concluimos que LA(G) < 4. O

O Lema 7.2.2 limita a largura em arvore dos grafos de I' que sao bésicos triviais, ou

seja, de toda estrutura ponto-triangulo.

Lema 7.2.2. Seja G uma estrutura ponto-triangulo formada por um vértice y, um triangulo
(x1, 21, wq) e trés caminhos P, = (1, ,x,41), P. = (21, -+ ,z1.41) € Py = (w1, - -+ , Wy, 41)
(I, I, e l, representam o comprimento dos caminhos P,, P,, P,) unindo o vértice y aos

vértices x, z,w respectivamente. Entao, LA(G) < 3.

Prova: Considere a seguinte DEA D = (X,T) de G de largura em arvore igual a 4:
acrescente uma parte X, = {z1, 21, w1,y} em X e um né ¢, representando X, em 7. Para
todo inteiro i, 1 < i < [,, acrescente uma parte X,, = {x;,z;11,y} em X e um vértice

ty, em T representando X,,. Para todo inteiro j, 1 < j < [,, acrescente uma parte
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X, = {zj,2j+1,y} em X e um vértice t.; em T representando X, . Para todo inteiro
k, 1 < k < l,, acrescente uma parte X,, = {wg, wr+1,y} em X e um vértice t,, em T
representando X,,. Faca o né t, adjacente aos nés t,,, t., e t,,; o no t,, adjacente ao
no ty,,, para todo inteiro 1 < ¢ < [;; o n6 t,, adjacente ao né ¢, ,, para todo inteiro
1 <j<l.eonodt,, adjacente ao no ., , para todo inteiro 1 < k < [,,.

Observe que o procedimento descrito acima constréi uma DEA para qualquer estru-
tura ponto-triangulo, pois todo vértice e toda aresta sao cobertos por uma parte da de-
composicao D retornada, todo vértice dos caminhos P,, P,, P, diferente de y aparece em
exatamente duas partes de D e os vértices de T' representando tais partes sao adjacentes,
além disso, o vértice y estd em todas as partes de D.

(I

Os Lemas 7.2.1 e 7.2.2 implicam que se G é um grafo de I' sem cortes clique e basico,
entdo LA(G) < 4. Além disso, os Lemas 7.1.4, 7.2.1, 7.2.2 e o Teorema da Decomposi¢ao
implicam que dada uma arvore de decomposicao de um grafo G de I'; a largura em arvore
de todos os subgrafos de G representados pelas folhas de tal arvore é no méximo 4.

A partir de agora, chamamos de grafo basico especial todo grafo que é isomorfo a
uma estrutura ponto-triangulo ou que é um grafo bésico nao-trivial onde o tamanho da

maior clique é no maximo 3.

7.3. Grafos planares livres de buracos pares que contém um 2-join

Seja G um grafo planar livre de buracos pares que contém um 2-join (Defini¢ao 5.2.4).
Seja V1|Va 0 2-join J de G com conjuntos especiais (Ay, As, By, By), A;, B; C V;. Como
todo vértice de A; é adjacente a todo vértice de A, e todo vértice de By é adjacente a
todo vértice de By, concluimos que min(|A;|,|Az|) < 2 e min(|By], |Bz2|) < 2, pois caso
contrario, G teria um menor K33 como subgrafo, um absurdo, pois G ¢ planar (Teorema
4.1.2).

Um 2-join J com conjuntos especiais (Ay, Ay, By, By), A;, B; C V; é um 2-join especial
se min(|A1],|Az2|) < 2 e min(|By],|B2|) < 2.
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7.4. Grafos planares livres de buracos pares que contém corte k-estrela
(k=1,2,3)

Em [10], a prova do Teorema da Decomposi¢ao é dividida em 3 partes, onde a primeira
parte consite em provar que quando um grafo G livre de buracos pares contém um subgrafo
induzido isomorfo a um leque, um Mickey ou a uma roda prépria (Definigdes 5.2.1, 5.2.2,
5.2.3), entdo G tem um corte estrela, dupla-estrela ou tripla-estrela.

Nesta secao, estudamos os grafos de I' que contém um leque, um Mickey ou uma roda
propria, analisando os cortes estrela, dupla-estrela ou tripla-estrela de tais grafos. Os cortes
apresentados em [10] nao sdo necessariamente minimais, por outro lado, com o objetivo de
limitar o tamanho dos cortes da decomposicao, estudamos os cortes minimais contidos em
tais cortes k-estrela, k = 1,2, 3.

Em [10], sdo provados os seguintes fatos para todo grafo livre de buracos pares G:

1. Se G possui um leque G = {x1, x9, x3, x4, 5}, onde P = (1, 29, 3, x4) ¢ um caminho
sem cordas e x5 é adjacente a todos os vértices do caminho P, entdo C' = N(x9) U

N(z3) UN(x5) \ {z1,24} é um corte tripla-estrela que separa z; de xy;

2. Se G possui um Mickey M = (zyz, Hy, Hy) onde H; contém x,y e Hy contém z, z,
entdo C'= N(z) UN(y)UN(z)\ {1, 22} é um corte tripla-estrela que separa V (Hy)\
{y,z, 21} de VI(H2) \ {2, 2, 22}

3. Se G possui uma roda curta B = (H,z), entao C' = N(z) U N(y) é um corte dupla-
estrela que separa H; de Hs, sendo que y é o vértice de H que esta entre os dois

setores longos, H, e Hy, de B;

4. Se G nao possui um leque, um Mickey ou uma roda curta, mas possui uma roda
prépria, entdao G contém uma roda prépria W = (H, z) com pelo menos trés setores

longos, além disso, C'= N(z) é um corte estrela que separa os setores longos de W.

Seja G um grafo de I' que contém um leque, um Mickey, uma roda prépria ou uma
roda curta e seja C' um corte k-estrela de G. Suponhamos que C' separa dois conjuntos de
vértices Hy e Hy contidos em G. Sejam G e G5 as componentes de G\ C' que contém os
conjuntos H; e H,, respectivamente. Como C' separa G; de G5, todo caminho entre G e

G5 tem pelo menos um vértice de C.
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Considere os seguintes conjuntos de vértices contidos em C"

1. [C]: Centro da k-estrela C;
2. N*= N(G1) N N(G2) onde N(G;) é a vizinhanga de G; em C,

3. Ny = {u € N(Gy) \ (N* U [C])|existe um caminho entre u e a componente Gy que
nao passa por (N(Gy) U [C])};

4. Ny = {u € N(G2) \ (N*U [C])|existe um caminho entre u e a componente G; que
nao passa por (N(Gy) U [C])}.

Pelas defini¢oes dos conjuntos acima, note que que o conjunto de vértices [C| N N* pode
ser diferente de vazio. Observe que todos os caminhos P entre G; e GGy sao de um dos

seguintes tipos:

1. P passa pelo centro [C] da k-estrela;
2. P nao passa pelo centro [C] da k-estrela e tem comprimento exatamente igual a 2;

3. P nao passa pelo centro [C] da k-estrela e tem comprimento maior do que 2.

Observe que G \ ([C] U N*) nao contém caminhos do tipo 1 nem caminhos do tipo 2
entre G; e GG5. Podemos observar, também, que todo caminho do tipo 3 minimo unindo
G1e Gy em G\ ([C] UN*) tem exatamente um vértice x de Ny e exatamente um vértice
y de Ny, logo, se retirarmos ou x ou y de G\ ([C] U N*), tal caminho nao existird mais.
Dessa forma, podemos obter um corte C' de G contido em C' e que separa G; de G5 da
seguinte forma: primeiramente, adicionamos [C] U N* em C’ a fim de que nao exista mais
caminhos dos tipos 1 e 2 entre (G; e GG3. Depois, realizamos a seguinte operagao até que
nao haja nenhum outro caminho entre G; e G5 em G \ C”: escolhemos o caminho minimo
entre Gy e Gy em G\ C' e acrescentamos ou o vértice z ou o vértice y de G no corte C’ (x
e y como definidos anteriormente). Dessa forma, concluimos que tanto C' = [C]U N*U Ny
quanto C’ = [C]UN*U Nj sao cortes de G que ainda separam G de G5, portanto, também
separam H; de Hy. No que segue, consideremos o corte C' = [C] U N* U N{. Observe que
tal corte C’ também é um corte k-estrela de G e defina G} a componente de G\ C’ que

contém H; e G a componente de G\ C" que contém Hj.
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Lema 7.4.1. Seja C' o corte como definido anteriormente contido no corte k-estrela de
G €T. Para todowv € [C], IN(v) N (N*UNy)| < 2.

Prova: Seja x € [C]. Suponhamos, por absurdo, que [N (x) N (N* U N;)| > 2. Dessa
forma, sejam w1, 29,73 € (N (2) N (N* U Ny)). Temos que G tem um menor K33 com
partigdes Vi = {x, 9}, g5} e Vo = {x1, 29,23}, onde ¢| e g, sdo os vértices obtidos pelas
contragoes de G} e G, respectivamente, contradizendo a planaridade de G.

O

Lema 7.4.2. Se C’ é um corte como definido anteriormente contido no corte k-estrela de
G €T, entao |(N*UN{)\ [C]] <2.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que [(N*UN{)\[C]| > 2. Dessa forma, sejam xy, x2,x3 €
(N*U N{) \ [C]. Temos que G tem um menor K33 com particoes Vi = {g}, 5,65} e
Vo = {x1, 29,23}, onde ¢, g, g5 sdo os vértices obtidos pela contragoes de G, G5 e [C]
respectivamente.

O

Mostraremos em seguida que os cortes C’, obtidos a partir dos cortes k-estrela C' (k =

1,2,3) como definidos anteriormente, sao isomorfos a um dos seguintes grafos abaixo:
T1 V(C') = {1,292, 23} e E(C") = {122, x923}, ou seja, C" induz um Ps;
T2 V(C') = {x1, 29,23, 24} € E(C") = {x129, Tow3, 374}, OU seja, C’ induz um Py;
T3 V(C'") = {x1, 29, 23,24} € E(C") = {x129, 1703, 124 };
T4 V(C'") = {1,290, 23,24} € E(C") = {x129, 2173, o3, 374 };
T5 V(C') = {1,292, 23,24} € E(C") = {x129, X173, xoX3, T124, T2T4 };
T6 V(C') = {1, 29,3, 24,25} € E(C") = {x129, v123, ToT3, T1T4, ToT5 };

T7 V(C') = {x1, 29,23, 24,25} ¢ E(C") = {x122, 1123, Tok3, Toly, T3Ta, T1X5}.
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x_4
T3
x_3
T1 T2 N X3
T4
x_1 x_2 x_3 x_1 x_2 x_3 x_4
o—0 o o—e o ©o
x_1 x_1 Xx_2

x_4 X_3
x_1 x_5
x_1 Xx_2 x_1 X_2 x_3 X_2
x_4 x_5
x_3 T6 X_4
T5

T7

Figura 7.1. Grafos T1,72,1T3,T4,T5,76,T7

Suponhamos que G é um grafo planar, sem cortes clique, livre de buracos pares e
que contém um leque. Seja G = {x1, 9,23, 24,75} 0 leque contido em G, onde P =
(21,29, x3,24) é um caminho sem cordas e x5 é adjacente a todos os vértices do caminho
P.

Seja C' = (N(z2) U N(x3) U N(z5)) \ {1, 24} o corte tripla-estrela de G separando x;
de x4. Seja G a componente de G\ C' que contém o vértice x; e seja G4 a componente de
G\ C que contém o vértice z4. Seja C" = [C] U N* U Ny o corte de G, definido como no
inicio da segao, que continua separando z; de x4. Considere G’ a componente de G \ C’

que contém z; e G a componente de G \ C’ que contém x.

Lema 7.4.3. Seja G um grafo de I que contém um leque. Considere o corte tripla-estrela
C de G e C" C C como definido anteriormente. Entao:

(1) [N (22) \ {3, z5}| < 1;

(2) N9 (w3) \ {z2,25}| < 1;

(3) INY(25) \ {2, 25} < 1;

(4) Se yy € (C"\ [C]) N N(z3), entao nao existe y3 # ys tal que y3 € (C"\ [C]) N N(x3).
Prova:

(1) Como x5 € N* | pelo Lema 7.4.1, conclufmos que [N (z3) \ {3, z5}| < 1;
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(2) Assim como no item anterior, como x5 € N* | pelo Lema 7.4.1, concluimos que
[N (23) \ {22, 25} < 15

(3) Como podemos contrair a aresta zoz3 a um unico vértice v que é adjacente aos

vértices x1,r4 € T5, com uma prova analoga a prova do Lema 7.4.1, concluimos que
c’ )
[N (25) \ {22, 23} < 1

(4) Suponhamos, por absurdo, que existe yz # ys tal que y3 € (C"\ [C]) N N(x3). Como
x5 € N*, contraindo a aresta xox3 a um vértice adjacente aos vértices s, y3, T5, assim
como no Lema 7.4.1, podemos obter um menor K33 de GG, um absurdo, pois G é um

grafo planar.

O

Lema 7.4.4. Se G é um grafo deI" que contém um leque e nao contém cortes clique, entao
C’ é isomorfo a T4, T5, T6 ou T7.

Prova: Como G nao possui cortes clique, temos que |(N*U N7)\ [C]| > 1. Primeiramente,
suponhamos que [(N* U Nf) \ [C]| = 1. Nesse caso, seja z € (N* U Ny) \ [C]. Como G
nao possui cortes clique, temos que z é adjacente a no maximo dois dos vértices xq, T3, Ts5.
Logo, nesse caso, C’ é isomorfo a T4 ou T5.

Agora, suponhamos que|(N*UN;)\ [C]| = 2. Nesse caso, sejam z1, z2 € (N*UN])\ [C].
Pelo Lema 7.4.3, um dos vértices 21, z5 é adjacente somente ao vértice x5 e o outro é
adjacente a pelo menos um dos vértices xo, r3 e nao é adjacente ao vértice xs. Sem perda
de generalidade, assumamos que z; ¢ adjacente a x5 e 29 é adjacente a pelo menos um dos
vértices xy, r3. Observe que z; nao é adjacente a 2y, pois GG € livre de buracos pares. Se
29 ¢ adjacente somente a um dos vértices xq, x3, C' é isomorfo a T6. Se 2z, é adjacente aos
dois vértices xq, x3, ¢’ é isomorfo a T7. O

Agora, suponhamos que GG é um grafo planar, sem cortes clique, livre de buracos pares
e que contém uma roda curta. Dado uma roda curta (H,z) de G, seja y, o1 e x5 0s vizinhos
de z em H onde x; e x5 sao adjacentes, enquanto y nao é adjacente a x; ou x,. Seja Hy o
buraco contendo 1, z,y e Hy o buraco contendo s, z,y. Finalmente, seja v, yo os vizinhos
de y em H,, H, respectivamente, distintos de x.

Chamemos V (Hy) \{y1,y,x, 21} de H] e V(H3) \ {y2,y,x, 22} de H}. Seja C' = N(x)U
N(y) o corte dupla-estrela separando Hj de H). Considere C" = {z,y} U N* U N o corte
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de G contido em C como definido no inicio da segdo que ainda separa H; de Hj. Seja G}

a componente de G\ C" que contém Hj e G a componente de G \ C' que contém HJ.

Lema 7.4.5. Seja G um grafo de I' que contém uma roda curta (H, z). Considere o corte

dupla-estrela C' de G e C! C C' como definidos anteriormente. Entao:
(1) INY @)\ {g} < 1;
(2) INY(9) \ {z}| < 2
(3) |(N*UNT)N{xy, 20} > 1.
Prova:
(1) Comoy € N(z) ey € (N*UN;), pelo Lema 7.4.1, concluimos que [N (z)\ {y}| < 1;

(2) Como x nao pertence necessariamente a (N*U Ny), pelo Lema 7.4.1, concluimos que
N )\ =} <2

(3) Observe que pelo menos um dos vértices 1, xo € (N* U N7), pois caso contrério, C”

nao separaria H{ de Hj.

O

Lema 7.4.6. Se G é um grafo de I que contém uma roda curta e nao contém cortes clique,
entao C’ é isomorfo T1, T2, T3, T4 ou T5.

Prova: Como G nao possui cortes clique, temos que |(N*UNy)\ [C]| > 1. Primeiramente,
suponhamos que |(N*UN{)\ [C]| = 1. Nesse caso, seja z € (N*UN7)\ [C]. Pelo item 3 do
Lema 7.4.5, z € {x1,22}. Como G nao possui cortes clique, temos que z nao é adjacente
a y. Logo, nesse caso, C' é isomorfo a T1.

Agora, suponhamos que|(N*UN;)\ [C]| = 2. Nesse caso, sejam z1, z2 € (N*UN])\ [C].
Suponhamos, sem perda de generalidade, que z; é adjacente a x. Se cada um dos vértices
21, 22 é adjacente a apenas um dos vértices x, y e ao mesmo vértice, temos que C’ é isomorfo
a T3 (se z; ndo é adjacente a z3) ou C’ é isomorfo a T4 (se z; é adjacente a z3). Se z1 e 29
sao adjacentes a apenas um dos vértices de {x,y} e tais vértices sao distintos, temos que
z1 nao é adjacente a zo, pois G € livre de buracos pares. Logo nesse caso, C’ é isomorfo a

T2. Se um dos vértices de {z1, 22} é adjacente a ambos x e y e o outro vértice é adjacente
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somente ao vértice y (ndo pode ser adjacente somente ao vértice z, pelo item 1 do Lema
7.4.5), temos que C” é isomorfo a T4 (se z; nao é adjacente a z3) ou C’ é isomorfo a T5
(se z; é adjacente a z;). Observe que os vértices 21, zo ndo podem ser ambos adjacentes
aos vértices x,y, pelo item 1 do Lema 7.4.5. O

Suponhamos, agora, que G é um grafo de I' sem cortes clique, que nao contém leque,
Mickey ou roda curta, e contém uma roda prépria.

Seja W = (H,z) uma roda prépria de G com pelo menos trés setores longos. Além
disso, seja C' = N(x) o corte estrela separando os setores longos de W. Sejam H; e Hj
os nés intermedidrios de dois setores longos distintos de (H,z). Considere, também, G; a
componente de G\ N(x) que contém H;, Gy a componente de G\ N(z) que contém Hj e
C" = {z} UN*U N o corte de G como definido anteriormente que continua separando H

de Hg.
Lema 7.4.7. |[N®(2) N (N*UN})| = 2.

Prova: Como G néo possui cortes clique, temos que [N () N (N*U N;)| > 1. Pelo Lema
7.4.1, temos que | N (z)N(N*UN})| < 2. Logo, conclufmos que [N (z) N(N*UN})| = 2.
(]

Lema 7.4.8. Se G é um grafo de I' que contém uma roda prépria, mas nao contém leque,

Mickey, roda curta nem cortes clique, entao C’ é isomorfo a T1.

Prova: Sejam x1,x9 € N¢ (). Como G nao possui cortes clique, 1 nao é adjacente a xs.
Logo, C" é isomorfo a T1. O
Por 1ltimo, suponhamos que G é um grafo de I', sem cortes clique e que G' contém um
Mickey M (xyz, Hy, Hs). Considere 1 e x5 os vizinhos de z em H; e Hs, respectivamente,
que sao distintos de y e z. Denote por y; o vizinho de y em H; e 25 o vizinho de z em
Hs, y1,20 # x. Chamamos V(Hy) \ {z,y,z1} de H| e V(H3) \ {z,z,22} de H}. Seja
C=(N(x)UN(y) N(2)) \{y1, 22} o corte tripla-estrela separando H{ de H). Denote por
C" = Nf UN*U|[C] o corte de G contido em C' que também separa H| de H).
Chamemos V(Hy) \ {z,y,z1} de H] e V(Hy) \ {z,x,22} de H). Seja C = (N(z)U
N(y) N(z)) \ {v1,22} o corte tripla-estrela separando Hj de Hj. Consideremos C' =
Ny UN*UIC] o corte de G contido em C que também separa H; de H). No Lema 7.4.9,
considere G a componente de G \ C' que contém H| e G4 a componente de G\ C’ que

contém Hj.
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Lema 7.4.9. Se G é um grafo planar livre de buracos pares que contém um Mickey, entao:

(1) IN“ )\ {z, 2} < 1;
(2) INY()\ {2, 9} < 1;
(3) IN“ (@) \{y, 2} < 1;

(4) Sey € (Nf UN*)N N(y)) \ [C], entao nao existe z' # y' tal que 2’ € ((NT U N*)N

N(z)\ [C].

Prova:

(1)

(4)

Se 1 € G| e x93 € G, temos que z € N*. Nesse caso, como =z € N(y), pelo
Lema 7.4.1, conclufmos que [N® (y) \ {z,2}| < 1. Se z; € C’ ou x5 € ', temos
que |(N*UNJ)\ [C]] > 1, logo, pelo Lema 7.4.2 e pelo fato dos vértices 1, xo ndo
pertencerem a N(y), concluimos que [N (y) \ {z, z}| < 1.

A prova desse item é analoga a prova do item 1.

Suponhamos, por absurdo, que [N (z) \ {y,2}| > 1. Dessa forma, sejam x/,z} €
N(z)\ {y, z}. Podemos contrair a aresta yz a um tinico vértice o que é adjacente
aos vértices x, Yy, 2o. Podemos contrair G} a um tnico vértice ¢g| que é adjacente aos
vértices zf, x}, x4. Podemos também contrair G e os caminhos unindo os vértices
x, x4y, x4 e G4 a um Unico vértice g5 que é adjacente aos vértices x}, o, 4. Portanto,
podemos obter um menor K33 de G com particoes Vi = {x], b, 24} e Vo = {z, ¢}, g5},

um absurdo.
A prova desse item é analoga a prova do tultimo item do Lema 7.4.3.

O

Lema 7.4.10. Se G é um grafo planar de I' que contém um Mickey e nao contém cortes

clique, entao C’ é isomorfo a um dos grafos T4, T5, T6, T7

Prova: A prova desse lema é analoga a prova do Lema 7.4.4. O

Seja G um grafo de I' que nao contém cortes clique e contém um corte k-estrela C

(k = 1,2,3). J4 mostramos que G contém um corte C’ contido em C que é isomorfo a
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um dos grafos T'1 a T'7. Mostraremos, agora, quais sao as possiveis estruturas do corte
minimal C* contido em C’. Por ultimo, apresentamos alguns lemas que envolvem grafos

planares e cortes minimais.

Mais especificamente, vamos provar que C* é isomorfo a um dos grafos abaixo:
G1 V(G1) = {x1, 22} e E(G1) =)
G2 V(G2) = {x1,z2, 23} e E(G2) = {x122, xo23}, Ou seja, G2 induz um Ps;
G3 V(G3) = {x1, 72,23} € E(G3) = 0;
G4 V(G4) = {x1, 29,23} e E(G4) = {z122};
G5 V(G5) = {x1, 29, 23,24} € E(G5) = {x129, X213, 2374}, ou seja, G5 induz um Py;
G6 V(G6) = {11, 12, 73,24} e E(G6) = {x129, T273};

G7 V(GT7) = {x1,x9, 23,24} € E(GT7) = {x129, 123, 223 }.

Gl G2 G3 G4
*o—0 O o [ [ ] o—0 [ ]
x_1 X 2 x_1 X 2 X 3 x_1 x_2 x_3 x_1 x_2 x_3
G5 G6 G7
o —o 0 o e—o—© © ® 4
x_1 x_2 x_3 x_4 x_1 x_2 x_3 x_4 x_2 x_3

Figura 7.2. Grafos G1,G2,G3,G4,G5,G6,GT7

Lema 7.4.11. Seja G um grafo planar livre de buracos pares e C' um corte de vértices

minimal de G. Temos que |[N€(v)| < 2, para todo v € C.

Prova: Suponhamos, por contradicio, que existe v € C tal que |[NY(v)] > 2. Sejam
v1,v2,v3 € NY(v). Como C é um corte, existem pelo menos duas componentes conexas,
G1 e G, em G\C'. Além disso, como C' é minimal, cada vértice em C' possui pelo menos um
vizinho em (1 e pelo menos um vizinho em G5. Podemos reduzir G; a um tinico vértice g;

que ¢é adjacente aos vértices vy, vq, v3, além disso, podemos reduzir Gy a um tnico vértice
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g2 que também é adjacente aos vértices vy, vy, v3. Dessa forma, obtemos um Kjy.3 com

partigdes {g1,g2,v} e {v1,v2,v3}, um absurdo, pois G é um grafo planar. O

Como T1,T2,T4 sao isomorfos a subgrafos induzidos de T6 e T5 é isomorfo a um
subgrafo induzido de 77, concluimos que o corte minimal C* é isomorfo a um subgrafo
induzido dos grafos T'3, T6 ou T'7. No Lema 7.4.12, com a ajuda do Lema 7.4.11, mostramos
quais sao os possiveis subgrafos induzidos H de T3, T'6 ou T'7 tal que C* pode ser isomorfo
a H.

Lema 7.4.12. C* é isomorfo a um dos grafos G1,G2,G3,G4, G5, G6, GT.

Prova: Suponhamos, primeiramente, que C* é isomorfo a um subgrafo induzido de T3.
Nesse caso, pelo Lema 7.4.11, C* possui no maximo 3 vértices. Como GG nao possui cortes
clique, concluimos que C* é isomorfo a G1, G2 ou G3. Suponhamos, agora, que C* é
isomorfo a um subgrafo induzido de T6 diferente de G1, G2 ou G3. Pelo Lema 7.4.11,
C* tem no maximo 4 vértices. Como G nao possui cortes clique, se C* tem 3 vértices, C* é
isomorfo a G4 e se C* tem 4 vértices, é facil observarmos que C* é isomorfo a G5 ou G6.
Por ltimo, suponhamos que C* é isomorfo a um subgrafo induzido de T7 diferente de
G1, G2, G3, G4, G5 ou G6. Nesse caso, pelo Lema 7.4.11 e pelas afirmacoes anteriores,
é facil observarmos que C* tem exatamente 4 vértices e é isomorfo a G7. O

Os Lemas 7.4.13 e 7.4.14 limitam o ntiimero de componentes de todo corte minimal C
de um grafo planar livre de buracos pares que é isomorfo ao grafo T'1 ou possui pelo menos

trés vértices.

Lema 7.4.13. Seja G um grafo planar e C* um corte minimal de G tal que |C*| > 3,

entao, G'\ C* tem exatamente duas componentes.

Prova: Suponhamos, por absurdo, que G \ C* tem trés componentes G1, Gy, G3. Seja
c1,C9,c3 € C*. Como C* é um corte minimal de G, podemos reduzir cada componente
Gy, © = 1,2,3, a um unico vértice g; que é adjacente aos vértices ¢y, co, c3. Dessa forma,
obtemos um K33 com particoes Vi = {c1, ca,c3} e Vo = {g1, g2, g3}, um absurdo, pois G é

um grafo planar. O

Lema 7.4.14. Seja G um grafo planar livre de buracos pares e C* um corte minimal de

G isomorfo ao grafo G1, entao, G\ C* tem exatamente duas componentes.
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Prova: Suponhamos, por absurdo, que G'\ C* tem trés componentes G, G, G3. Para cada
componente G;, 1 = 1,2,3, seja P; um caminho induzido unindo os vértices z; e x5 de
C* que passa somente pelos vértices de ;. Tais caminhos existem, pois C* é um corte
minimal. Além disso, o comprimento de cada caminho P; é maior ou igual a 2. Temos que
P, U P, U Py induz uma estrutura ponto-ponto unindo os vértices z; e x5, um absurdo, pois
G ¢ livre de buracos pares. O

Os lemas 7.4.13 e 7.4.14 implicam que se C* é um corte minimal de um grafo G planar
livre de buracos pares isomorfo a um dos grafos G1 a G7, entao, o nimero de componentes
de G\ C é exatamente igual a 2.

Denominamos corte especial um corte minimal de um grafo GG que é isomorfo a um

dos grafos G1 a G7.

7.5. Teorema da Decomposicao

Nesta secao, apenas apresentamos uma versao do Teorema da Decomposi¢ao para os grafos
planares livres de buracos pares. Tal teorema é conseqiiéncia direta dos resultados apre-
sentados nas quatro secoes anteriores.

Seja G um grafo planar livre de buracos pares que nao contém um corte clique. Se GG
contém um leque, um Mickey ou uma roda prépria, entao GG possui um corte isomorfo a

um dos grafos G1 a G7 (um corte especial).

Teorema 7.5.1. Seja G um grafo planar livre de buracos pares que nao contém um corte
clique. Entao, ou G é um grafo basico especial, ou é um grafo livre de cap especial, ou ele

tem um 2-join especial ou ele tem um corte especial.
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Algoritmo de decomposicao baseado no

Teorema do Vértice Bi-simplicial

Neste capitulo, apresentamos um algoritmo para decompor em arvore um grafo livre de
buracos pares qualquer. Tal algoritmo é baseado no Teorema do Vértice Bi-simplicial.
Primeiramente, apresentamos o algoritmo numa visao intuitiva e, por ultimo, o apresenta-

mos na linguagem algoritmica, analisando a corretude e complexidade do mesmo.

8.1. Algoritmo

Seja G um grafo livre de buracos pares e (v, v,_1, - ,v;) uma ordem de eliminagao bi-
simplicial de G (o Teorema do Vértice Bi-simplicial garante a existéncia de tal ordem).
Considere N (v;) a vizinhanga do vértice v; em G; = Glv;, v;_q, -+, v1].

Observe que G; nao é necessariamente um grafo conexo, logo, nao podemos construir
uma DEA de G obtendo, a cada passo, uma DEA de G;. Para superar esse problema
tedrico, introduzimos a nogao de Decomposi¢ao em Floresta (DEF) de um grafo H qualquer
(conexo ou desconexo) cuja definigao segue.

Seja H um grafo qualquer e Hy,--- , H, as componentes de H (observe que r = 1 caso
H seja um grafo conexo). Uma decomposicao em floresta (DEF) de H ¢ um par
(X,F)com X ={X,--- , X.} e F={Ty,---,T.} onde (X;,T;) é uma DEA de H;, para
todo1 <i<r.

A partir da ordem de eliminacao bi-simplicial (v, v,_1, -+ ,v;) de um grafo G livre de

buracos pares, uma DEF de G pode ser construida recursivamente da seguinte forma:
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1. Caso base, ou seja, i = 1: Observe que G é um grafo trivial, logo, uma DEF (X, F')
de G; é tal que F consiste de uma tnica arvore T,, = ({v1,0}) e X é formado por
um unico conjunto X,, = {X} onde X = v;. Observe que (X,,,T,,) ¢é trivialmente

uma DEA de G;.

2. Passo da inducao, ¢ > 1: Seja (X, F) uma DEF de G;_;. Considere o vértice v; e
NG (v;). Queremos obter uma DEF de G; a partir da DEF de G;_; ja obtida. Temos

0s seguintes casos:

(i) N%(v;) =0 (Figura 8.1). Nesse caso, G; é um grafo desconexo. Portanto, basta
acrescentar uma DEA para a componente de GG; que é formada pelo vértice v;.
Mais formalmente, criamos uma arvore T,, = ({v;},0), uma parte X = {v;}
e um conjunto X, = {X} e fazemos X' = Y U X,,, ' = F UT,, obtendo
claramente uma DEF (X', F") de G,.

Figura 8.1. N%-1(v; =n) =0

(ii) N%(v;) = Q; (Figura 8.2). Seja H a componente de G;_; que contém Q) e seja
(Xy,Ty) a DEA de H contida na DEF (X, F) de G;_,. Vamos transformar
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(Xy,Ty) em uma DEA de H U {v;}, criando uma parte X = Q; U {v;}, um
vértice tx e fazendo V(Ty) = V(Ty) U{tx}, E(Ty) = E(Ty) U {(tx,t)}, onde
X, € Xy contém a clique Q1, e por dltimo, Xy = Xy U {X}. Observe que as
unicas novas arestas de G; com respeito a (G;_; sao cobertas pela parte X e uma
tnica parte de (X, TH) contém v; e )y foi acrescentada a parte X representada
por uma folha tx, adjacente a um vértice tg, que representa uma parte Xq, que
ja continha ;. Portando, claramente vemos que (Xg,Ty) é uma DEA de

H UA{v;}, logo, (X, F) ¢ uma DEF de G;.

(b) DEA de G;(v; =n)

Figura 8.2. N%-1(v; = n) induz apenas uma clique

(iii) N%(v;) = Q1UQ,. Observe que Q; e Q, podem ou nio pertencer a uma mesma
componente de G;_;. No primeiro caso (Figura 8.3), seja H a componente de
G;—1 que contém ()1 e Q3. Como no caso anterior, defina (Xy,Ty). Além
disso, considere Xg,, Xg, € Xy contendo as cliques (), ()2 respectivamente.
Novamente, precisamos apenas modificar (Xpg,Ty) para obter uma DEA de
HU{v;}. Para tanto, considere um caminho qualquer em Ty entre to, € tg, (to,

e tg, representando X, e Xq, respectivamente em Ty). Para Xo,, Xg, e X;
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tal que t; pertence a esse caminho, fazemos X¢q, = Xo, U{v;}, Xo, = Xg,U{v;}
e X; = X;U{v;}. Observe que as tnicas novas arestas de G; com respeito a G;_1
sao cobertas pelas partes Xg, e Xq,. Além disso, todas as partes que contém v;

formam um caminho em Ty. Portando, claramente vemos que (Xg, Ty) é uma

DEA de H U {v;}, logo, (X, F') é uma DEF de G;.

éé{ Ig
‘ n h @@
) G; e DEA de G;—1 (G;\ n)

DH
CaC ORNC
IR ES
s

(b) DEA de G;(v; = n)

Figura 8.3. N%-1(v; = n) induz duas cliques que estao em uma mesma componente de

szl

No segundo caso, ou seja, quando () e (02 pertencem a componentes distintas H;
e Hy de G;_ respectivamente (Figura 8.4), temos que em (; uma componente
H existe tal que H = H; U Hy U {v;}. Dessa forma, vamos fazer a uniao das
DEA de H; e H, contidas em (X, F'), modificando-as ligeiragemente, a fim de
obtermos uma DEA de H. Consideramos, portanto, (Xg,,Ty,) uma DEA de
H, e (Xu,,Th,) uma DEA de H, contidas em (X, F). Portanto, criamos as
partes X,, = {vi}, Xo, = Q1 U{v} e X, = Q2 U{v;} e fazemos Xy = Xy, U
X, U{Xo,, X5, X0, 1, V(Tw) = V(Th,) UV (Th,) U {t,, to, to,} € E(Th) =
E(T,) U E(Ti) U ({1, 7,). (b, (g, 0y (F,. f,)} onde Xo, € X,
Xg, € Xu, sao quaisquer partes de (Xp,,Th,) € (Xu,, Th,) que contém Q1 e Q2
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respectivamente. Observe que as unicas arestas de G; com respeito a GG;_1 sao
cobertas pelas partes Xé e Xéb e as Unicas trés partes que contém v; em Xpy

formam um caminho de tamanho 2. Logo, claramente, (X, F') é uma DEF de

|

(b) DEA de G;(v; = n)

Figura 8.4. N%-1(v; = n) induz duas cliques que estao em componentes distintas de

Gi

Observe que quando G é um grafo livre de buracos pares conexo e (v, -+ ,v;) é uma
ordem de eliminacao bi-simplicial de G, o procedimento acima retorna uma DEA de G.

Tal procedimento é apresentado em uma linguagem algoritmica no Algoritmo 2.
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Algoritmo 2 (DEAVerticeBisimplicial)

Entrada: Grafo livre de buracos pares GG, Ordem de eliminacao bi-simplicial (v, -, v1)
de G
Saida: Decomposigao em floresta D = (X, T) de G (quando G é conexo, uma DEA de G
é retornada)
X0, V(T)—0,i1

2: enquanto i < n faga
3:  se N%(v;) é vazia entao
4 X —{v}, ¥ —XUX
5: Considere tx o no representando X em 7T
6 V(T) —V(T)U{tx}
7. senao
8 se N%(v;) induz apenas uma clique Q; entao
9 Considere Xg, € X contendo )1 e t Xg, © n6 de T' representando Xg,
10: X—Qu{n}hX—XxUX
11: Considere tx um vértice representando X em 7T’
12: V(T) <~ V(T Utx, E(T) « E(T) U (tx,tx,,)
13: senao
14: Considere Q1 e Q3 as duas cliques em que N%i(v;) é particionada
15: Considere Xg, € X contendo Q1 e t Xg, © n6 de T' representando Xg,
16: Considere Xq, € & contendo Q)2 e tx,, o né de T' representando Xq,
17: se X, e X, sao representados por uma mesma arvore 7" de T' entao
18: Escolha partes Xq, contendo @1 e X¢, contendo @2 de X' de forma que a distancia
entre os nos tXQ1 e tXQz’ representando Xg, e Xq, respectivamente, seja minima
19: Xq, — Xo, U{uvi}, Xg, — Xg, U {v;}
20: Acrescente v; em todas as partes de X representadas pelos vértices que estao no

unico caminho entre ¢ Xg, € lxg, em T

21: senao

22: X1, — {vit, Xg, « QU {vi}, Xg, « Q2 U {v;}

23: X — X U{XQ 0, X5, X0,

24: Considere tx, o, tXéh e tXé;)2 vértices de T' representando Xq,q,. Xp, € X,
25: E(T) — E(T)U{(tx;, +txq, ) (txy, +1Xa,)s (Xg 0,0 x), )i (Exg 0, tx, )}

26: fim se

27 fim se

28: fim se

29:  1«—i14+1
64
30: fim enquanto

31: return D
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8.2. Corretude do algoritmo

Teorema 8.2.1. Seja G um grafo livre de buracos pares. O algoritmo 2 produz uma DEF
de G.

Prova: Observe que os argumentos dos Itens 2i, 2ii e 2iii da definicao do procedimento
para decompor os grafos planares livres de buracos apresentada na secao 8.1 formam uma

prova por inducao no numero ¢ de iteracoes do algoritmo. O

8.3. Complexidade do algoritmo

Calculemos primeiro, de forma grosseira, a complexidade de encontrar uma ordem de
eliminacao bi-simplicial de G. Para encontrar o i-ésimo vértice da ordem de um grafo G
livre de buracos pares com n vértices, é necessario testar, no pior caso, (n—i) vértices. Para
cada vértice v, precisamos testar se N(v) pode ser particionada em duas cliques. Como
d(v) < n —1 e precisamos testar a existéncia de arestas entre todos os pares de vértices
de N(v), temos que testar se um vértice v é bi-simplicial pode ser feito em O(n?). Logo,
concluimos que a ordem de eliminagao bi-simplicial pode ser construida em O(n?).

No Algoritmo 2, como ja temos uma ordem de eliminacao bi-simplicial de G, ja con-
hecemos a vizinhanga de v; em G;, 1 < i < n, logo, os testes das linhas 3, 8 e 13 do
algoritmo podem ser feitos em tempo constante. Observe que as linhas 4 a 6, 10 a 12 e 22
a 25 também podem ser executadas em tempo constante (pois tais passos consistem apenas
em adicionar vértices ou arestas em 7' e partes em X'). Observe que em cada itera¢ao do
bloco “enquanto” (Linha 2), sdo adicionadas no méximo 3 novas partes em X (Linhas 4,
10 ou 22), logo, o nimero de partes em X antes da execugao da linha 2 do algoritmo é
O(i — 1). Dessa forma, para executar as linhas 15 e 16 do algoritmo, sdo necessarios no
pior caso O((n — i)(i — 1)) testes ( pois |[N%(v;)| é O(n — i) e para cada v € N (v;),
é testado no pior caso se v pertence a O(i — 1) partes). Para se executar a linha 18 do
algoritmo, primeiramente, pode-se escolher uma parte qualquer Xg, contendo )1 e uma
parte qualquer X, contendo () (tais escolhas podem ser feitas em O(|Qq| * (i — 1)) e
O(|Q2| * (i — 1)) passos respectivamente no pior caso, ou seja, quando somente a tltima
parte a ser testada é a que contém 1 ou ()). Depois, o tinico caminho entre txo, € txg,
em T' é percorrido nos dois sentidos (tx, representando Xgq, e tx, representando Xg, )

e para cada vértice t de tal caminho, é analisado se ()1 e (5 estao contidos em X, e caso
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esteja contido, X, ou X, sao substituidos por X;. Como a vizinhanga de v; na iteragao ¢
do bloco “enquanto” é O(n —1), o ultimo teste também pode ser feito em O((n —1i)(i —1))
passos. Pelos argumentos anteriores e pelo fato da linha 2 ser executada n vezes (uma vez
para cada vértice de (), concluimos que a complexidade assintética do algoritmo no pior

caso ¢ O(n?).

66



9

Conclusao e trabalhos futuros

Nesta dissertagao de mestrado, incrementamos o conjunto de menores topoldgicos proibidos
para a classe dos grafos planares livres de buracos pares, provando que tal classe de grafos
nao possui um menor topolégico grade 10 x 10 [22]. Na continuagao desse trabalho, prova-
mos um resultado mais forte: os grafos planares livres de buracos pares nao possuem um
menor grade 9 x 9 [21]. Tal resultado implica que a largura em &rvore de tal classe de
grafos é limitada (no maximo 44).

Um outro resultado desta dissertagao foi uma versao do Teorema da Decomposigao [10]
para os grafos planares. Conjecturamos que esse resultado pode ser usado para obter um
algoritmo de decomposicao em arvores para os grafos planares usando os cortes descritos
no teorema. Visto que os cortes, com excecao do 2-join, tém cardinalidade no méaximo 4
e que os grafos basicos tém uma largura no maximo 4, poderiamos medir a qualidade da
decomposicao obtida em fungao da altura da arvore de decomposigao do grafo (a arvore
que decompoe o grafo através dos cortes em grafos bésicos).

O ultimo resultado desta dissertacao foi o algoritmo que produz uma decomposicao
em arvore para um grafo sem buracos pares qualquer, baseado no Teorema do Vértice
Bi-Simplicial [7]. Conjecturamos que no caso dos grafos de T', usando os resultados sobre
menores proibidos para essa classe, podemos medir a qualidade da decomposi¢ao em arvore
produzida por esse algoritmo. Podemos também tentar usar, para obter uma decomposi¢ao
em arvore de um grafo de I'; um resultado recente de Silva e Vuskovic [23], que afirma que
todo grafo pertencente a essa classe tem um vértice cuja vizinhanca induz um grafo cordal.

Concluimos esta dissertacao com a observacao de que o problema de decomposicao em

arvore de grafos planares sem buracos pares foi abordado de varias maneiras e com as
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diversas caracterizagoes feitas para essa classe até entao, com dois objetivos: do ponto de
vista teodrico, limitar a largura em arvore dos grafos dessa classe e do ponto de vista pratico,
obter um algoritmo de decomposi¢ao em arvore para esses grafos. Portanto, com os dois
objetivos atingidos e com o dominio de todas as caracterizagoes conhecidas dessa classe de
grafos, podemos prosseguir a pesquisa de um algoritmo exato polinomial de decomposicao

em arvore dessa classe de grafos.
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