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Resumo

Neste trabalho, o conceito de Modelo Minimal e seu uso na semantica de
certas logicas sao estudados. Nos analisamos o poder expressivo de di-
versas logicas que usam o conceito de Modelo Minimal para definir sua
relacao de satisfacao. Os principais teoremas estudados foram o Teorema
de Lowenheim-Skolem e o Teorema de Definibilidade de Beth. No Capitulo
1, nés damos algumas motivagoes e revisamos alguns conceitos bésicos de
Légica. No Capitulo 2, nos estudamos a Logica de Menor Ponto Fixo—LFP.
Nos exibimos uma prova de que o Teorema de Beth nao vale para LFP.
Nés usamos teorias infinitas para provar isso. Utilizando um resultado de
Hodkinson para Lg, ,, nés mostramos que o Teorema de Beth continua nao
valendo mesmo para teorias finitas de LFP. Nés continuamos estudando prob-
lemas de definibilidade para LFP e demonstramos que, para tipos especiais
de definigoes implicitas formadas por Sistemas Recursivos, que funcionam
como defini¢oes recursivas em determinados contextos, existe uma definicao
explicita. Nés promavos ainda que o Teorema de Lowenheim-Skolem Descen-
dente vale para qualquer conjunto de féormulas de LFP, independentemente
de sua cardinalidade. No Capitulo 3, a Circunscricao de McCarthy e as Teo-
rias Circunscritivas Aninhadas de Lifschitz, uma generalizagdo da primeira.
No6s abordamos o poder expressivo de Circunscricao e a falha do Teorema
de Lowenheim-Skolem Descendente. Noés também investigamos questoes de
definibilidade no contexto de Circunscricao. Nos encerramos esse capitulo
mostrando que as Teorias Circunscritivas Aninhadas possuem poder expres-
sivo comparavel com o da Logica de Segunda-Ordem. No Capitulo 4, nés
estendemos uma légica criada por van Benthem dando origem a duas outras
logicas, a saber, U-MIN e [-MIN. No6s provamos que ambas sao equivalentes
entre si em poder expressivo e dai em diante chamamos U-MIN de MIN. Nés
introduzimos a Légica Si-MIN de minimalizagao simultanea e provamos que
Si-MIN ¢ equivalente a U-MIN e I-MIN e também a Logica de Segunda-
Ordem. Noés entao propomos o o fragmento MINA de MIN, cujo poder
expressivo situa-se entre o da Logica de Segunda-Ordem e o de LFP. No
Capitulo 5, ndés reunimos nossas conclusoes e apontamos trabalhos futuros.
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Abstract

In this work, the concept of Minimal Model is studied in connection with
its use in the semantics of some logics. We analize the expressive power of
several logics which use Minimal Model to define its satisfaction relation.
The main theorems we treat here are the Lowenheim-Skolem Theorem and
the Beth Definability Theorem. In Chapter 1, we give some motivation on
Minimal Elements and review some basic concepts of First-Order Logic. In
the Chapter 2, we study the Least Fixed Point Logic—LFP. We gave a proof
that the Beth Definability Theorem does not hold for LFP. We use infinite
theories to show this. Using a result of Hodkinson for L ,, we show that
the Beth’s Theorem fails even if we restrict ourselves to finite theories also.
We continue investigating definability problems for LFP and demonstrate
that, for especial kinds of implicit definitions made by Recursive Systems,
which works like recursive definitions in specifc contexts, there is an explicit
definition. We prove also that the Lowenheim-Skolem Theorem holds for
any countable set of LFP-formulas. We extend this result and show that
a general version of Downward Lowenheim-Skolem Theorem also holds for
sets of LFP-formulas of any cardinality. In the Chapter 3, we investigate
the Circumscription of McCarthy and the Nested Abnormality Theories of
Lifschiz, a generalization of the former. We discuss about the expressive
power of Circumscription and the fail of the Lowenheim-Skolem Theorem.
We also investigate definability in the context of Circumscription. We close
this chapter prooving that the Nested Abnormality Theories has expressive
power comparable to Second-Order Logic’s one. In the Chapter 4, we extend
a logic of van Benthem giving raise to two other logics, namely, U-MIN
and I-MIN. We prove that each of these logics are equivalent to the other
in expressive power and thereafter we call U-MIN just MIN. We introduce
the Si-MIN Logic of simultaneous minimization and prove that Si-MIN is
equivalent to U-MIN and I-MIN and also to Second-Order Logic in expressive
power. We propose the MIN fragment of MIN, whose expressive power lies
between those of LFP and Second-Order Logic. In the Chapter 5, we make
some conclusions and point futher works.
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Capitulo 1

Introducao

A seguir, na Secao 1.1, sera feita a apresentagao do trabalho, dando mo-
tivagoes e explicando o contetdo de cada capitulo. Na Se¢ao 1.2, apresentare-
mos uma revisao dos conceitos basicos de Légica Matematica.

1.1 Minimalidade

Um dos conceitos mais utilizados nos diversos ramos da matemaética é o de
relacao de ordem, em suas diversas acepgoes e variacoes. Ordens parciais, pré-
ordens, ordens totais, estritas, densas, completas, etc., sao frequentemente
encontradas na literatura. Dentre os objetos relacionados por uma ordem,
alguns assumem posicao de importancia conferida por certa propriedade: sao
os objetos minimais e maximais. A propriedade da qual desfrutam os objetos
minimais (respectivamente, maximais), e que lhes dd nome, é a minimalidade
(resp. maximalidade).

Como foi observado, quando falamos sobre objetos minimais (ou maxi-
mais), estamos subentendendo uma relagdo de ordem. Definiremos exata-
mente o que entendemos por relagao de ordem. Existem basicamente duas
defini¢oes iniciais das quais se derivam as demais acrescentando-lhes mais
propriedades.

Definicao 1.1 (Pré-Ordem) Seja A um conjunto e < uma relagdo bindria
sobre A. < € uma pré-ordem se, e somente se, satisfaz as sequintes pro-
priedades:

e para todo a € A, a < a (reflexividade);

e para todos a,b,c € A, sea <beb<c, entio a < ¢ (transitividade).
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Definigao 1.2 (Ordem Parcial) Seja A um conjunto e < uma pré-ordem
sobre A. < € uma ordem parcial se, e somente se, satisfaz a sequinte pro-
priedade adicional:

e para quaisquer a,b € A, sea <beb<a, entao a = b.

Como podemos observar, uma ordem parcial é uma pré-ordem. Nos a
destacamos acima por ser um tipo de pré-ordem que utilizaremos bastante.

A partir de uma ordem parcial ou uma pré-ordem definimos os elementos
minimais e maximais.

Definicao 1.3 (Elemento Minimal) Seja A um conjunto, < uma pré-or-
dem sobre A e C um subconjunto de A. Um elemento ¢ € C' é um elemento
minimal de C' com relacao a < se, e somente se, nao existe um elemento
c € C tal que

d<cec¥d.

O conceito dual de elemento minimal é o de elemento maximal.

Defini¢ao 1.4 (Elemento Maximal) Seja A um conjunto, < uma pré-or-
dem sobre A e C' um subconjunto de A. Um elemento c € C' € um elemento
maximal de C com relagao a < se, e somente se, nao existe um elemento
cd € C tal que

c<ded<£ec.

A relacao de dualidade entre esses dois conceitos pode ser observada da
seguinte forma. Seja A um conjunto, < uma pré-ordem sobre A e C' um
subconjunto de A. A partir de <, nds definimos a relacdo > tal que, para
quaisquer a,a’ € A,

a > d se, e somente se a’ < a.

Imediatamente temos:

Teorema 1.1 (Minimalidade x Maximalidade) Seja A um conjunto,
< uma pré-ordem sobre A, C um subconjunto de A e > como definida acima.
Um elemento ¢ € C' é minimal de C' com relagcao a < se, e somente se, for
mazimal de C' com relacdo a >.

- volv < . .
Em geral, uma proposicao que envolva os termos “<” e “minimal” possui
uma equivalente em termos de “>” e “maximal”.
Objetos (elementos) minimais e maximais também sao bastante utiliza-
dos, por exemplo, em Matematica, Ciéncia da Computacao e Légica.
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Em Matematica, mais precisamente em Teoria dos Conjuntos, observamos
o aparecimento do termo maximal, por exemplo, na formulacao do Lema de
Zorn. O Lema de Zorn afirma a existéncia de elemento maximal em qualquer
conjunto parcialmente ordenado nao vazio no qual toda cadeia possui um
limitante superior. Vejamos as seguintes definicoes.

Definicao 1.5 (Conjunto Parcialmente Ordenado) Um par (A, <) on-
de A € um conjunto e < € uma ordem parcial sobre A € um conjunto par-
cialmente ordenado.

Definigao 1.6 (Limitantes Superior e Inferior) Seja A um conjunto, <
uma pré-ordem sobre A e C' um subconjunto de A. Um elemento u (resp. 1)
de A é um limitante superior (resp. inferior) de C' se, e somente se, para
todo elemento c € C, ¢ < wu (resp. | <c).

Definicao 1.7 (Cadeia) Seja (A, <) um conjunto parcialmente ordenado.
Um sub conjunto C C A é uma cadeia se, e somente se, (C,<c) € um
conjunto totalmente ordenado, isto é, <c, a restricio de < a C, € uma
ordem total sobre C'.

Lema 1.2 (Lema de Zorn) Seja (A, <) um conjunto parcialmente orde-
nado no qual toda cadeia possui um limitante superior. Entao A possui um
elemento mazimal.

Analogamente, temos um teorema equivalente em termos de elementos
minimais.

Lema 1.3 (Lema de Zorn—2? Versao) Seja (A, <) um conjunto par-
cialmente ordenado no qual toda cadeia possui um limitante inferior. Entao
A possui um elemento minimal.

O Lema de Zorn é de grande relevancia em Matematica, principalmente
em Teoria dos Conjuntos, sendo equivalente ao Axioma da Escolha, e mesmo
em Ldgica, onde é utilizado para provar a seguinte versao do Teorema da
Completude de Godel para a Légica de Primeira-Ordem:

Teorema 1.4 (Teorema da Completude [Godel, 1929]) Considere um
conjunto de simbolos S (veja Defini¢ao 1.11) de cardinalidade qualquer. Seja
[' um conjunto de S-sentencas da logica de primeira-ordem de cardinalidade
qualquer. Seja ¢ uma S-sentenca da logica de primeira-ordem. Entdo

['|= ¢ se, e somente se, I' - ¢.
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No Teorema 1.4, a auséncia de restricao sobre a cardinalidade do conjunto
I' faz com que seja necessario que valha na teoria de conjuntos subjacente
um teorema equivalente ao Lema de Zorn.

Outra utilizacao de elementos minimais em Matematica se encontra na
Teoria das Defini¢oes Indutivas. Conforme veremos no Capitulo 2, um con-
junto é dito indutivo se coincidir com o menor (que é caso particular de
minimal) ponto fixo de um operador monétono em p(A) — p(A), para al-
gum conjunto A. O Teorema de Knaster-Tarski (veja Teorema A.1) garante
a existéncia de tal menor ponto fixo de fungoes mondtonas sobre reticula-
dos completos (veja Definicdo A.2). Para ser mais preciso, dada uma fungao
mondétona (veja Defini¢ao A.3) definida sobre um reticulado completo, Tarski
mostra que a subestrutura desse reticulado induzida pelo conjunto dos pontos
fixos daquela fun¢do monétona é também um reticulado completo [Tarb5].
Um reticulado pode ser visto como um conjunto parcialmente ordenado, e,
sendo completo, possui menor elemento. No caso dos conjuntos indutivos, a
ordem parcial considerada é a relagdo de subconjunto (ou a sua restrigao ao
conjunto dos pontos fixos do operador mondtono em questao). Mais detalhes
sobre reticulados se encontram no Apéndice A e sobre Defini¢oes Indutivas
no Capitulo 2, Secao 2.1.

Conjuntos indutivos também sao utilizados para a criacao de logicas mais
expressivas do que a logica de primeira-ordem. A Légica de Menor Ponto
Fixo (Least Fixed Point Logic—LFP) é uma extensao da légica de primeira-
ordem através do operador de menor ponto fixo, que é utilizado na linguagem
de LFP para a formacao de predicados interpretados como o menor ponto
fixo de certos operadores definidos por formulas positivas no dominio de uma
estrutura qualquer. Funciona da seguinte forma. Férmulas (por exemplo, de
primeira-ordem) definem operadores sobre o conjunto das partes do dominio
de uma estrutura qualquer. Quando a férmula é positiva o operador definido é
monoétono. Pelo Teorema de Knaster-Tarski, esse operador possui um menor
ponto fixo. Assim, adiciona-se a sintaxe da logica de primeira-ordem um
operador, a saber, lIfp, para a construcao de expressoes que sao interpre-
tadas como sendo o menor ponto fixo do operador monétono definido por
uma férmula positiva. Isso nos leva a uma logica, a LFP, que possui poder
expressivo maior que o da légica de primeira-ordem, ja que alguns conjuntos
indutivos nao podem ser definidos nesta tltima. Mais detalhes sobre a Logica
de Menor Ponto Fixo serao apresentados no Capitulo 2.

Menores pontos fixos também sao utilizados em Computacao, por ex-
emplo, em Seméantica Denotacional de Programas Recursivos [Sch86, Sco82,
DSW94]. Strachey e Scott desenvolveram uma semantica para programas
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através do menor ponto fixo de determinados operadores!. A partir de sis-
temas de equagoes recursivas (que podem representar, por exemplo, progra-
mas recursivos) definimos um conjunto de possiveis interpretagoes para o
programa desejado. Veja o exemplo seguinte:

Exemplo 1.1 Considere o sequinte programa:

Programa ProdImp

Entrada: natural z;

Saida: se x for impar, retorna []
se x for par, o programa retorna,
recursivamente, ProdImp(z + 2);

i<x,i impar (Z) >

se r=1, retorna 1

se r é impar, retorna x X ProdImp(x — 2)
se x é par, retorna ProdImp(z + 2)

fim do programa.

W N =

Obviamente, sempre que receber como entrada um niumero natural par, o
programa ProdImp jamais terminard a sua erecu¢do, o que Significa que a
funcao que o programa ProdImp computa é uma fungao parcial.

O programa ProdImp pode ser representado da seguinte forma. Con-
sidere uma linguagem formada por simbolos funcionais, simbolos constantes,
variaveis e pelo simbolo de igualdade =. Pretende-se que tais simbolos fun-
cionais representem funcgoes parciais e que constantes e variaveis representem
elementos em algum dominio previamente definido. O simbolo de igualdade
representa o fato de que as expressoes a sua esquerda e a sua direita rep-
resentam o mesmo objeto qualquer que seja a atribuicao de varidveis (re-
speitados os dominios aos quais se aplicam tais variaveis). Dessa forma, é
possivel, nesta linguagem, haver expressoes que nao representam (ou referen-
ciam) valor algum. Seja SE um simbolo funcional ternario que, ocorrendo em
uma expressao, deverd ter como primeiro argumento uma expressao que rep-
resente valores booleanos e como segundo e terceiro argumentos expressoes
que representem numeros naturais. Ou seja, sempre que SE ocorrer em uma
expressao ocorrera na forma

SE(a, 3,7). (1.1)

INeste texto, o termo “operador” é utilizado como sinénimo de “funcdo,” sendo o
primeiro mais frequentemente utilizado quando a funcao tomar como valores objetos de
ordem superior, como subconjuntos, fungoes, conjuntos de predicados, etc.
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Se a expressao « representar o valor Verdadeiro (resp. Falso), entdao a Ex-
pressao 1.1 representard o mesmo valor que representa a expressao (3 (resp.
7v), caso [ (resp. ) represente algum valor, ou nao representard valor al-
gum, se assim também for [ (resp. 7). Observe que [ ou ~, embora nao
ambas simultaneamente, podem nao representar valor algum e mesmo assim
a Expressdo 1.1 possuir valor definido. Seja I um simbolo funcional unério,
cujo argumento deve ser uma expressao que represente niimeros naturais, tal
que [ (o) assumird valor Verdadeiro caso a represente um ntumero natural
impar, Falso caso « represente um nimero natural impar, e nao assumira
valor algum se assim também for a. Seja UM uma funcao unaria, de valor
booleano, tal que UM («) assume valor Verdadeiro se a expressao « repre-
senta o numero 1, Flalso caso « represente um numero natural diferente de
1, e nao assumira valor algum se assim também for a. Sejam + e — funcgoes
bindrias interpretadas como as operacoes de soma e subtracao de nimeros
naturais, exceto pelo fato de que, caso aplicadas a alguma expressao sem
valor, assim também o serao. Considere a seguinte equacao, onde ProdImp
é um simbolo funcional:

ProdImp(z) = SE(UM(z),1, SE(I(x), Prodlmp(z — 2), ProdImp(z + 2))).
(1.2)
A partir de qualquer programa recursivo, pode-se construir uma equagao ou
um sistema de equagoes semelhantes a Equacao 1.2. Tal sistema de equacoes
¢é dito recursivo devido ao fato de que os simbolos funcionais que ocorrem
do lado esquerdo do simbolo de igualdade também podem ocorrer do lado
direito.
A partir do dominio dom(Prodlmp) e do contra-dominio cdom(ProdImp)
de ProdImp?, definimos o conjunto

dom(Prodlmp) --+ cdom(Prodlmp) (1.3)

das fungoes parciais de dom(Prodlmp) em cdom(ProdImp). Definimos tam-
bém a relagao de ordem parcial

Edom(ProdImp) --+cdom(ProdImp) ( L. 4)

definida como sendo a relacao de subconjunto®, ou seja, se

f,g9 € dom(Prodlmp) --+ cdom(ProdImp),

20bserve que ProdImp é um sfmbolo funcional. No entanto, estamos utilizando as
notagoes dom(ProdImp) e cdom(ProdImp) para denotar o fato de que uma possivel in-
terpretacao para Prodlmp deve ser, obrigatoriamente, uma funcdo parcial de dominio
dom(Prodlmp) e contra-dominio cdom(Prodlmp). Normalmente, os operadores dom e
cdom, bem como o operador img, sao aplicados a fungoes parciais, ao invés de simbolos
funcionais.

3Considerando que funcoes parciais sdo alguns subconjuntos do produto cartesiano de
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entao
f Edom(ProdImp)——-)cdom(ProdImp) g

se, e somente se,
f<y.

Observe, no entanto, que existem diversas, na verdade infinitas, inter-
pretagoes possiveis para o simbolo funcional ProdImp (isto é, elementos de
dom(ProdImp) --» cdom(ProdImp)) que satisfazem a Equagao 1.2.

O conjunto parcialmente ordenado

D= (dom(ProdImp) -2 cdom(ProdImp), Edom(ProdImp)——»cdom(ProdImp))
(1.5)
tem como caracteristica principal a propriedade de ser uma ordem parcial
completa [DSW94, Capitulo 16]. Veja as definigoes abaixo:

Definicio 1.8 (Supremo e Infimo) Seja (A, <) um conjunto parcialmen-
te ordenado e C' um subconjunto de A. Seja C= (resp. C<) o conjunto dos
elementos a € A tais que, para quaisquer ¢ € C, a > ¢ (resp. a < ¢). Caso
exista, o elemento s € A que for o menor elemento de C=, denotado por
| |C, € dito o supremo de C' em (A, <). Também caso exista, o elemento
i € A que for o maior elemento de C=, denotado por [1C, € dito o infimo
de C em (A, <).

Definicao 1.9 (Ordem Parcial Completa—OPC) Chamamos um con-
Junto parcialmente ordenado (A, <) de ordem parcial completa se, e somente
se, qualquer cadeia C C A possui um supremo em (A, <).

Utilizando o sistema de equagoes, definimos um operador ® sobre o con-
junto parcialmente ordenado ® de forma que podemos garantir que todo
ponto fixo desse operador é uma solucao do sistema de equacoes, e vice-versa.
Seja a(x) a expressao definida como segue:

a(z, ProdImp) = SE(UM (z),1, SE(I(z), ProdImp(z—2), ProdImp(z+2))).
(1.6)
Seja @ € |D| — |D| definido da seguinte forma:
o(f) = {(a,b) € dom(Prodlmp) x cdom(ProdImp)|a(x, Prodlmp)
representa o valor b quando x assume o valor a e

ProdImp ¢ interpretado como sendo f} (1.7)

um dominio com um contra-dominio. No caso,

dom(ProdImp) --+ cdom(Prodlmp) C p(dom(Prodlmp) x edom(ProdImp)).
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Esse operador possui o atributo especial de ser continuo [DSW94]. Veja
definicao a seguir.

Definigao 1.10 (Operador Continuo) Seja A = (A, C) uma ordem par-
cial completa e ® € A — A. Dizemos que a funcio ® € continua se, e
somente se, para qualquer cadeia C' C A,

o <|_| o) = | [{®(e) € Ajc € C}.

Isso garante a existéncia de um menor ponto fixo. A Semantica de
Strachey-Scott baseia-se em interpretar o sistema de equacgoes recursivas
como o menor ponto fixo daquele operador. Novamente se observa o es-
tabelecimento de uma ordem? (no caso, entre os pontos fixos do operador em
questao) e o uso do elemento minimal (na verdade, do menor elemento).

Em Programacao em Logica, encontramos outra utilizacao do conceito
de minimalidade. Um programa légico é um conjunto de clausulas de Horn
[L1087]. A interpretacao dos predicados definidos por um programa légico é
dada pelo menor modelo de Herbrand. Isto é, uma ordem sobre os modelos de
Herbrand das férmulas que compoem o programa légico é definida de forma
que dois modelos Hy e Hs se relacionam, ou seja, Hy < Hy, se a extensao dos
predicados definidos pelo programa em H; estd contida na extensao desses
mesmos predicados em Hs. O padrao de clausulas de Horn das férmulas que
compoem o programa garante a existéncia de um menor modelo de Herbrand.
Esse modelo € a interpretagao do programa logico.

Um dos formalismos baseados em logica mais estudados em Inteligéncia
Artificial (IA) é a Circunscricao de McCarthy [McC80, McC86]. Usamos
Circunscri¢ao a fim de lidar com conhecimento incompleto em problemas
de TA da seguinte forma. Com o intuito de representar um determinado
default em uma teoria, adicionamos a esta um novo predicado, frequente-
mente chamado anormal, e alguns axiomas extras que devem assegurar que
o predicado anormal contém aqueles elementos que sao excegoes ao default.
A Circunscrigao escolhe os modelos da teoria em que abnormal possui as
menores extensoes possiveis, isto é, os modelos minimais da teoria. Os mod-
elos minimais dos quais trata a Circunscricao, e que utilizaremos também no

4Vale destacar a diferenca entre o Teorema de Knaster-Tarski e o teorema de menor
ponto fixo utilizado na seméantica de Strachey-Scott. Embora ambos utilizem uma ordem
parcial, no primeiro esta ordem parcial corresponde a um reticulado completo, o que, junto
com a monotonicidade do operador em questao, garante a existéncia do menor ponto fixo
[Tar55]. J& no segundo se exige apenas que a estrutura seja uma ordem parcial completa
[DSW94] (um reticulado completo é uma ordem parcial completa, mas nem sempre o
contrario é verdade), mas, por outro lado, necessitamos que o operador seja, mais do que
monoétono, continuo. O Teorema de Knaster-Tarski é descrito no Apéndice A.
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Capitulo 4, estao descritos na Definicao 3.6, e a ordem das quais tais modelos
sao extraidos nas Defini¢oes 3.4 e 3.5, no Capitulo 3.

Em [Lif95], Lifschitz estende a Circunscrigao através das Nested Abnor-
mality Theories (NATs). Enquanto que na Circunscri¢do de McCarthy ape-
nas teorias (finitas) de primeira-ordem sao circunscritas, em NATSs, é possivel
circunscrever um predicado em uma teoria que seja o resultado de uma cir-
cunscricao previamente efetuada sobre uma teoria de primeira-ordem, e o
resultado dessa segunda circunscricao pode ser novamente circunscrito e as-
sim por diante. Em NATS, axiomas sao agrupados em blocos. Cada bloco
corresponde a uma circunscricao. Blocos, por sua vez, podem ser agrupados
novamente e aninhados em outros blocos. Dessa forma podemos “circun-
screver uma circunscrigao” previamente feita. Em alguns casos, as NATs
se mostram mais adequadas e intuitivas para axiomatizar certos problemas
[Lif95]. No Capitulo 3 definiremos precisamente as NATs.

Modelos minimais também estao presentes na légica MIN(FO) de van
Benthem. Em MIN(FO), um operador é adicionado a linguagem a fim de
criar novas expressoes que serao interpretadas como o menor predicado que
satisfaz uma determinada féormula. Essa férmula segue o padrao sintético
das condigoes PTA [vB05]. Essas condigoes PTA tém a propriedade de pos-
suir um menor predicado, ou modelo minimal, que as satisfaz (fixadas as
interpretagdes dos demais simbolos). Examinaremos melhor MIN(FO) no
Capitulo 4.

Como vimos, objetos minimais sao amplamente utilizados em varios ra-
mos da Matematica. Os capitulos que se seguem, e dos quais consiste o pre-
sente trabalho, tratam de légicas que utilizam o conceito de modelo minimal.
Tal conceito é utilizado por essas logicas a fim de lhes conferir aumento ou
diferenciacao em poder expressivo. O esquema geral é o seguinte. Partimos
de uma linguagem baésica, por exemplo, a linguagem da légica de primeira-
ordem, e definimos uma nova linguagem £ adicionando-se a seguinte regra
ao calculo de criacao das férmulas bem formadas:

RM Se ¢ é uma féormula de £ e ¢ é um conjunto de parametros composto
por férmulas e termos de £, entdao U(¢,¢) é uma férmula de L.

O que vai caracterizar as légicas que estudaremos é o fato de a semantica
dessas logicas utilizar os modelos minimais de ¢ a fim de estipular o valor
verdade das férmulas geradas a partir da regra RM. Assim, os modelos de
uma férmula da forma U(¢, ¢) s@o os elementos do conjunto Z(M, ¢), onde =
é uma funcao que tem como parametros a classe M dos modelos minimais
de ¢ e o conjunto ¢. Chamaremos operadores que seguem esse esquema de
operadores de minimizacao.
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Os problemas que abordaremos estao relacionados com o poder expressivo
dessas logicas e a definibilidade de simbolos nao-légicos. No Capitulo 2 in-
troduziremos a Logica de Menor Ponto Fixo. Exploraremos questoes sobre a
definibilidade de simbolos nao-légicos. Mostraremos que o Teorema de Beth
falha para esta légica e utilizaremos resultados de Hodkinson [Hod93] sobre
a logica L , para mostrar que aquele teorema continua falhando mesmo se
nos restringirmos a defini¢oes implicitas feitas por teorias finitas da Logica de
Menor Ponto Fixo. Posteriormente, realizaremos um estudo de caso sobre a
definibilidade de simbolos definidos a partir de certos sistemas recursivos, que
sao certos tipos de defini¢oes recursivas em determinado contexto. Veremos
que uma restricao do Teorema de Beth vale para simbolos definidos através
de sistemas recursivos em teorias de estruturas indutivas. Finalizaremos esse
capitulo mostrando que o Teorema de Lowenheim-Skolem Descendente vale
para teorias enumeraveis quaisquer da Loégica de Menor Ponto Fixo, bem
como sua generalizacao para teorias de cardinalidade qualquer.

No Capitulo 3, examinaremos a Circunscricao de McCarthy e as Nested
Abnormality Theories (NATSs) de Lifschitz. Apds introduzirmos as definigoes
bésicas, provaremos alguns teoremas a respeito da expressividade da Circuns-
cricao Paralela de Predicados. Depois falaremos a respeito da falha do Teo-
rema de Lowenheim-Skolem para Circunscricao e exibiremos uma prova da
falha desse teorema. Apds isso, teceremos algumas observagoes a respeito da
definibilidade do simbolo circunscrito. Estabeleceremos que, quando equiva-
lente a uma teoria de primeira-ordem e ao definir implicitamente o simbolo
circunscrito, a circunscricao desse simbolo em uma teoria finita poder ser
substituida por, isto é, é logicamente equivalente a, esta teoria finita mais
determinada definicao explicita do simbolo circunscrito. Por ultimo, apre-
sentaremos as NATs de Lifschitz e mostraremos que, para qualquer teoria
finita da logica de segunda-ordem em um alfabeto S, existe uma NAT em
um alfabeto S’ D S, isto é, em um vocabuldrio estendido, que é uma ex-
tensao conservativa da teoria de segunda-ordem inicial. Isso significa que
tanto a teoria de segunda-ordem em questao quanto a NAT correspondente
provam exatamente os mesmos teoremas escritos no alfabeto S. Mais ainda,
a traducgao entre férmulas de segunda-ordem e NATs que construimos para
obter tal resultado é tal que tanto o tamanho da NAT desejada quanto o
tempo necessario para calculd-la sao lineares no tamanho da férmula de
segunda-ordem na forma normal prenex.

No Capitulo 4, introduziremos a légica MIN(FO) de van Benthem, que
utiliza o operador de minimizacao M IN sobre formulas que atendem a certo
padrao sintatico e que sao chamadas de condicoes PIA. van Benthem mostrou
que MIN(FO) e a Légica de Menor Ponto Fixo sdo equivalentes em poder
expressivo, estabelecendo uma ligacao entre a Légica de Menor Ponto Fixo
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e os operadores de minimizagao. Na Secao 4.2, nds definiremos as logicas
U-MIN e I-MIN que nés criamos a fim de estender a aplicacao do operador
MIN a qualquer formula, obtendo uma légica mais expressiva. Enquanto na
légica U-MIN o operador M IN*" realiza uma operacao de uniao nos modelos
minimais de uma férmula, o operador M IN* de I-MIN realiza uma operacao
de intersecao. No6s mostraremos entao que U-MIN e I-MIN sao equivalentes
em poder expressivo. Adotaremos entdao o nome MIN para l6gica U-MIN.
Em seguida, estendemos a logica MIN a fim de podermos minimizar varios
predicados simultaneamente e mostraremos que essa extensao nao é acom-
panhada de aumento de poder expressivo. Nés entao provaremos que MIN
¢é equivalente a logica de segunda-ordem em poder expressivo. Na tultima
secao, exibiremos um fragmento de MIN, a logica MINA, que é menos ex-
pressiva que a légica de segunda-ordem, mais expressiva que a Loégica de
Menor Ponto Fixo e que contém os operadores booleanos e quantificadores
de primeira-ordem.

Finalizaremos este trabalho no Capitulo 5 onde reuniremos nossas con-
clusoes e apontaremos direcoes para possiveis trabalhos futuros.

1.2 Preliminares

Nesta secao serao detalhadas as notacoes basicas bem como as defini¢oes
utilizadas no restante do texto. Nds seguiremos a notagao de [EFT94]. As-
sumiremos também que o leitor possui alguma familiaridade com os conceitos
fundamentais de légica e matematica, tais como linguagem formal, l6gica de
primeira ordem e de segunda ordem e inducao matematica. O leitor experi-
ente pode seguir direto para a leitura do Capitulo 2.

1.2.1 Ldégicas de Primeira-Ordem e Segunda-Ordem

Inicialmente, faremos uma breve revisao da logica de primeira ordem. Come-
caremos com a defini¢ao de alfabeto para uma linguagem de primeira ordem.

Definicao 1.11 (Alfabeto) Um alfabeto para uma linguagem de primeira
ordem € um conjunto contendo os sequintes simbolos:

1. um congunto {vy,v1,vs,...} de varidveis;
2. =, \,V,—, < (0s simbolos l6gicos);
3. ¥, 3 (o0s quantificadores universal e existencial);

4. = (simbolo de igualdade);
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5.), (,,, (stmbolos de pontuacao);

6. (a) para cada n > 1 um conjunto (possivelmente vazio) de simbolos
relacionais n-drios;

(b) para cada n > 1 um conjunto (possivelmente vazio) de simbolos
funcionais n-drios;

(c) um conjunto (possivelmente vazio) de simbolos constantes.

Chamaremos de A o conjunto dos elementos correspondentes aos itens
de 1 a 5 da Definicao 1.11, e de .S o conjunto dos simbolos de 6. Dado S,
definimos o alfabeto Ag := AU S e chamamos S de conjunto de simbolos. A
seguir definiremos o termos da linguagem de primeira ordem.

Defini¢ao 1.12 (Conjunto dos Termos TS) O conjunto T° dos S-ter-
mos € o conjunto das seqiiéncias de simbolos de S dadas pelo sequinte célculo
de termos:

para cada variavel v;; para cada constante c € S

U;
e tn .
———— se f €S e f n-ério.
fti... .ty ! !

As férmulas da linguagem de primeira-ordem baseada em S sao definidas
como se segue:

Definigao 1.13 (A Linguagem de Primeira-Ordem L°) A linguagem
de primeira-ordem baseada em um conjunto de simbolos S ¢é o conjunto
L? composto pelas S-férmulas, que sdao seqiiéncias de simbolos de Ag obtidas
através do sequinte célculo® de férmulas:

®Na verdade, as quatro ltimas regras mostradas na Definicdo 1.12 sdo esquemas de
regras. As regras propriamente ditas sdo instancia dos esquemas onde ¢ e 1 sdo seqiiéncias
de simbolos do alfabeto. Veremos, no Capitulo 2, que o conjunto de férmulas L° é o con-
junto indutivamente definido pelo conjunto das regras codificadas pelo calculo da Definicao
1.12.
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onde t; e ty sa0 S-termos;

tl =t
——— onde tq,...,t, sao S-termos e R € S, R n-ario;
Rty ... t,
¢ ¢
; ——— parax € {V,\,—, <}
¢ (¢* )
¢

para variavel cada v;; para variavel cada v;.

Voo Jv;p
Um fragmento importante da linguagem ¢é aquele formado pelas férmulas
positivas em um determinado simbolo predicativo.

Defini¢ao 1.14 (Férmula Positiva em P) Uma SU P-férmula ¢ é posi-
tiva em P se qualquer ocorréncia de P em ¢ ocorre dentro do escopo de uma
quantidade par de negagoes (isto €, do conectivo —).

Por conveniéncia utilizaremos as letras x, vy, z, . . ., indexadas ou nao, para
denotar variaveis. Também eliminaremos os paréntesis mais externos de uma
formula qualquer. Assumiremos ainda certa relagao de precedéncia entre os
conectivos e quantificadores a fim de eliminar paréntesis internos. Dessa
forma, quantificadores possuem precedéncia maior que todos os conectivos,
seguidos pela negacao (—), depois pela conjungao (A) e pela disjungao (V),
que possuem mesmo grau de precedéncia, e por dltimo a implicagdo (—) e a
equivaléncia (<), ambos com a mesma precedéncia.

Dizemos que a variavel x ocorre livre na formula ¢ se existe uma ocorrén-
cia dessa variavel fora do escopo de qualquer quantificador da forma Vz ou
dx. Se x ocorre livre em ¢ dizemos que x é uma varidvel livre de ¢. Quando
escrevemos ¢(vy, ..., v,), indicamos que as variaveis vy, . . . , v, podem ou nao
ocorrer livres em ¢, mas estao destacadas na notagao porque sao importantes
no contexto. Uma S-férmula que nao possui variaveis livres é chamada S-
sentencga.

Denotamos por L7, i > 0, o subconjunto de L® composto das férmulas
cujas varidveis livres estao entre {vg,...,v;_1}.

Apresentaremos agora a semantica da logica de primeira ordem. A fim
de darmos significado as expressoes da linguagem, devemos interpretar os
elementos da mesma. A seguir definimos o que é uma estrutura.

Definicao 1.15 (S-Estrutura) Uma S-estrutura 2 é um par (A, a) com-
posto por um conjunto A, chamado de universo ou dominio de 2 e um ma-
peamento a sobre S que leva:
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e cada simbolo relacional R € S n-drio a uma relagio R* C A";
e cada simbolo funcional f € S n-drio a uma funcio f*: A" — A;
e cada simbolo constante ¢ € S a um elemento c® € A.

Para simplificar a notacao, representaremos uma S-estrutura 2l como
uma tupla cujo primeiro elemento é o dominio seguido pelos elementos que
compoem a imagem de a. Por exemplo, se S = {Ry, Ry, f,c}, entdo repre-
sentamos 2A por (A, R¥ R¥ f* ¢¥). Utilizaremos normalmente caracteres
gbticos para nomear estruturas e seu correspondente em caractere romano
para nomear o dominio.

A seguir definiremos o reduto de uma estrutura e isomorfismo entre es-
truturas.

Definicao 1.16 (S-Reduto 2'|s de A’) Seja A = (A, a) uma S-estrutura
e = (A" d") uma S'-estrutura com S C S’. Dizemos que 2 é um S-reduto
de A" (e nesse caso A é uma S’-expansao de ) se A= A" ea ed concordam
em S, isto €, para cada elemento r € S, r* = r¥. Escrevemos A = A'|g.

Definicao 1.17 (Isomorfismo entre Estruturas) Dadas duas S-estrutu-
ras A e B dizemos que A é isomorfica a B (escreve-se A = B ) se eziste uma
funcao bijetiva m: A — B tal que:

e para todo simbolo relacional n-drio R € S e ay,...,a, € A temos
R%ay ...a, sss® R®m(ay)...m(a,);

e para todo simbolo funcional n-drio f € S e ay,...,a, € A temos
7(f2ay...a,) = fPr(ay) ... 7(ay);

e para todo simbolo constante ¢ € S temos m(c*) = c®.

Nos chamamos ™ de isomorfismo entre 2 e B.

A fim de interpretarmos as variaveis livres que possivelmente ocorrerao
nas formulas, definiremos assinalamentos de varidveis.

Definigao 1.18 (Assinalamento de Varidveis) Um assinalamento em A
¢ uma fungao 5 : {vg,v1,vs,...} — A que leva cada varidvel v; em um ele-
mento (3(v;) € A. Dado um assinalamento 3, uma varidvel x e um elemento

a € A, definimos o assinalamento 3% como sendo:

32 (v;) _{ Blvi) sew; #

1 a sev; =1

6Escrevemos “sss” como abreviacio para “se, e somente se.”
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Uma S-estrutura juntamente com um assinalamento para as varidveis
formam uma S-interpretacao.

Definigao 1.19 (S-Interpretacao) Uma S-interpretacao T = (2, 3) é um
par composto por uma S-estrutura A e um assinalamento 3 em A. Dados
uma S-interpretacao I = (A, 3), a € A e uma varidvel x, definimos a inter-
pretagao J¢ = (A, 32).

Agora que interpretamos variaveis, constantes, fungoes e relagoes, pode-
mos associar elementos aos termos e valores de verdade as férmulas da lin-
guagem. Primeiro trataremos dos termos.

Definicao 1.20 (A Interpretacao J(t) de t por J) Dada uma S-inter-
pretagcdo J, o elemento I(t) (ou t°) € A € definido para todo S-termo t
recursiwamente da sequinte forma:

I(x) = B(z)
J(c) = 2
J(fty...t,) = f2*3(t)...3(t,), para f n-drio.

Agora estamos aptos a definir a relacao de satisfatibilidade entre uma
interpretacao e uma férmula.

Definigao 1.21 (A Relagao de Satisfatibilidade =) Definimos a rela-
cao de satisfatibilidade |= entre S-interpretagoes e S-formulas recursiva-
mente da sequinte forma:

Jk Rty, ...ty sss R¥J(t1)...73(t,)

J lztl Etg 58S j(t1> :j(tl)
JE ¢ sss nao J = ¢
(@A) sss TEoeTEY
(o V) sss TEQouJEY
) sss seJ = ¢ entio T =Y

(0=

(p—=1)  sss T ¢ seesomente se T =
Vg sss para todo a € A, % |= ¢

E dzo sss emiste a € A, J2 |= ¢.

Definiremos agora a légica de segunda ordem. Primeiramente definiremos
a linguagem da logica de segunda ordem.

Defini¢ao 1.22 (A Linguagem da Légica de Segunda-Ordem) Defi-
nimos a linguagem da logica de sequnda-ordem estendendo a da logica de
primeira ordem através da adi¢do, para cada natural n, de um conjunto de
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varidveis relacionais n-drias { Xno, Xn1, Xno, ...} ao alfabeto e das sequintes
regras ao cdlculo de formacdo das formulas:

X4 L Para cada variavel relactonal X n-dria e S-termos ty,... t,;
Lyw+sln

¢
vX ()

para cada varidvel relacional X .

Estendemos a definicao de assinalamento de varidveis para incorporar as
variaveis de segunda ordem.

Definigao 1.23 (Assinalamento de Segunda-Ordem) Chamamos de
assinalamento de segunda ordem 3 em A uma funcdo sobre o conjunto de to-
das as varidveis (de primeira e sequnda ordem) que leva varidveis de primeira
ordem a elementos de A e varidveis relacionais n-drias de sequnda ordem a
relagoes n-drias sobre A (ou subconjuntos de A™). Dados um assinalamento
B, uma varidvel relacional n-dria X e uma relagao n-dria C' C A", defini-
mos B% como sendo o assinalamento que leva X a C' e coincide com (3 nas
demais varidveis.

De forma andaloga definimos S-interpretacio de sequnda-ordem para um
conjunto de simbolos S como um par J = (2, 3) onde 2 é uma S-estrutura
e  um assinalamento de segunda ordem. Se X ¢é uma variavel relacional e
J é uma interpretacdo, entdo X7 = J(X) = B(X). Definimos ainda J$ =
(A, 5%) para uma variavel relacional n-aria X e uma relacao n-aria C' em
A. A seguir estendemos a relacao de satisfacao relacionando interpretacoes
de segunda ordem com férmulas de segunda ordem.

Defini¢ao 1.24 (Satisfatibilidade de Segunda-Ordem) Define-se rela-
¢ao de satisfacao = entre S-interpretagoes e S-formulas de sequnda-ordem
a partir da Definicao 1.21 adicionando as sequintes clausulas:

JE Xty ..t sss J(X)I(t1) ... 3(tn), (ou (I(t1),...,3(tn)) € I(X));
JEVX(9) sss  para todo C' C A" 3% = ¢;
JE3X(9) sss existe C C A" J% = ¢

onde X € uma varidvel relacional n-dria.

Se X =X4,....X,eT =uxq,...,%, sdo tuplas de varidveis relacionais
e de primeira ordem respectivamente, escreveremos ¢(X,Z) para destacé-las
em um determinado contexto, podendo elas ocorrer ou nao na férmula ¢. Se
X contém todas as varidveis relacionais de ¢, T contém todas as varidveis
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elementares (de primeira ordem) de ¢, U é uma tupla de relacdes sobre A
do mesmo tamanho de X e é compativel com X (isto é, o i-ésimo simbolo
relacional de X tem a mesma aridade da i-ésima relacio de U) e @ é uma
tupla de elementos de A com o mesmo tamanho de T, escrevemos

A= ¢(X,7)[U,
ou N o

(2, U) = ¢(X,7)[a]
para indicar que para qualquer interpretacao J tal que J(X;) = U; e J(z;) =
g,

T E (X, ).

Se J é uma S-interpretagao, ¢ é uma S-formula e J = ¢, dizemos que J é
um modelo de ¢. Quando 1 é uma sentenga, escrevemos 2 |= 1 para dizer

que a S-estrutura 2 é modelo de ¢, isto é, para toda (ou, equivalentemente,
existe uma) S-interpretagao J = (A, 5), J = ¢.

1.2.2 Sistema Ldgico

Nos capitulos que seguem, trabalharemos com varias légicas ou sistemas
légicos diferentes. Definiremos agora o que é um sistema légico (de acordo
com a definicdo em [EFT94]).

Definicao 1.25 (Sistema Légico) Um sistema légico (ou uma ldgica) é
um par L = (L, =) onde L é uma fun¢do que associa a cada conjunto de
simbolos S o conjunto L(S) das S-sentengas de L e |=; € uma relagdo bindria
com as sequintes condigoes:

1. Se Sy C Sy entao L(Sy) C L(S1);
2. Se A =, ¢ entdo para algum S, A € uma S-estrutura e ¢ € L(S);
3. (Propriedade do Isomorfismo) Se A =B entdo A = ¢ sss B =, ¢;

4. (Propriedade do Reduto) Se S C S’, ¢ € L(S) e é uma S'-estrutura,
entao

A= o sss Us Fr o

Definigao 1.26 (Légica Booleana) Uma ldgica £ € dita booleana (es-
crevemos Boole(L)) se satisfaz as sequintes propriedades:

e Dados S e ¢ € L(S) existe x € L(S) tal que para toda S-estrutura 2U:
A= o sss AL x
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Definicao 1.27 (Os Conjuntos Th,(C) e Ths,(T)) Sejam L e Ly sis-
temas légicos, S e S" conjuntos de simbolos (isto €, alfabetos) tais que S" C S
e C uma classe de S-estruturas. Escrevemos Thé}(@) para denotar o con-
gunto das S'-sentencas de L1 que sao satisfeitas por todas as estruturas em
C. Seja T um conjunto de S-sentencas de L, e Mod(T) a classe dos S-
modelos de T. Escrevemos Th?(T) para denotar ThE? (Mod(T)). Quando
estiver claro a partir do contexto, eliminaremos os sobrescritos L1 e Ly e 0s
subscritos S e S'.

Definicao 1.28 (Classe A-Elementar) Se C € a classe dos modelos de
alguma sentenca de primeira-ordem ¢, entao C ¢é dita elementar. Se C ¢é
a classe dos modelos de alguma teoria de primeira-ordem I', entao C € dita
A-elementar.

Definigao 1.29 (Férmulas Equivalentes) Sejam L1 e Ly sistemas [6gi-
cos. Seja ¢ € L1 e € Ly. FEscrevemos ¢ = 1 para afirmar que ¢ e 1)
possuem o0s mesmos modelos.

Definigao 1.30 (Equivaléncia modulo L, 2A =, B) Seja L um sistema
logico e A e B S-estruturas. Escrevemos A =, B para afirmar que A e B
satisfazem as mesmas L sentencas. Quando estiver claro pelo contexto o
sistema logico em consideracao no momento, omitiremos o subscrito L.

1.2.3 Asclasses II, ¥ e A

Definiremos agora as classes de sentengas IT¢, ¥/ e Al para i,n € N.

Definicao 1.31 (Hierarquias IT}, 3% e A%) A classe de férmulas deno-
tada por 1), = Ai = X}, i € N € classe das férmulas equivalentes a alguma
formula da logica de i*-ordem.

A classe de formulas denotada porIT:, . | € formada pelas formulas equiva-
lentes a alguma formula da forma VX,\VX,,¢, m € N, onde cada X;, j € N,
¢ uma varidvel de i + 1%ordem e ¢ é uma férmula em 3'. A classe de
férmulas denotada por Xt ., € formada pelas formulas equivalentes a alguma
formula da forma 3X,3X,,00 m € N, onde cada X;, j € N, é uma varidvel
de i + 1%-ordem e 1) é uma férmula em 1I'. A classe de férmulas denotada
por Al € a classe das formulas que estio em II%, ; e em X, ;.



Capitulo 2

Logica de Menor Ponto Fixo

Neste capitulo, introduziremos a Logica de Menor Ponto Fixo. Na Secgao 2.1,
falaremos sobre operadores monotonos sobre conjuntos e defini¢oes indutivas,
que formam a base da Légica de Menor Ponto Fixo (LFP) e de outras 16gicas
de ponto fixo. Na Se¢ao 2.2 definiremos a Logica de Menor Ponto Fixo e a
Légica de Menor Ponto Fixo Simultaneo. Na Segao 2.3 mostraremos a falha
do Teorema de Beth para LFP no caso geral e provaremos um corolario de
um teorema de Hodkinson que mostra que o Teorema de Beth também falha
se nos restringirmos apenas a teorias finitas de LFP. Finalmente, na Sec¢ao 2.4
mostraremos que o teorema de Lowenheim-Skolem também vale para con-
juntos arbitrarios contaveis de LFP-sentencas, bem como sua generalizacao
para conjuntos de cardinalidade arbitraria.

2.1 Operadores Mondétonos e Definicoes In-
dutivas

O estudo das Defini¢oes Indutivas teve consideravel desenvolvimento nos anos
70 com os trabalhos de Moschovakis (e.g. [Mos74]), Aczel [Acz77] e outros no
contexto da Teoria da Recursao Generalizada (veja [Acz77] para referéncias).
Utilizamos indugao para definir conjuntos da seguinte forma (veja [Acz77)):

Definicao 2.1 (Regras e Conjuntos Fechados) Uma regra em um con-
gunto A é um par (X,z) onde X C Aex € A. Seja T um conjunto de regras
em A. Dizemos que um subconjunto A’ C A é Y-fechado se, para toda regra
(X,z) €Y, se X C A entaox € A'.

Definicao 2.2 (Conjunto Indutivamente Definido) O conjunto

I(T) = ({X|X € Y-fechado}

19
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€ o conjunto indutivamente definido por T.

O conjunto das instancias dos esquemas de regras das Definicoes 1.12 e
1.13 definem indutivamente os conjuntos 7% e L° de S-termos e S-férmulas,
respectivamente.

Definigoes indutivas estao estreitamente relacionadas com operadores mo-
notonos. Veremos abaixo que o teorema de Knaster-Tarski permite uma
caracterizacao daquelas definicoes com esses operadores. Para tanto, con-
sideraremos, de agora em diante, para cada conjunto A, o reticulado com-
pleto (p(A),C) (veja o Apéndice A, Segao A.1). Seja A um conjunto e
F: p(A) — p(A) um operador. Considere as seguintes defini¢oes (definigoes
andlogas para reticulados em geral sdo encontradas no Apéndice A):

Definicao 2.3 (Ponto Fixo) Um conjunto X C A é um ponto fizo de F'
se X = F(X). Um ponto firo X € dito menor se X CY para todo ponto
fixo'Y de F.

Definigao 2.4 (Operador Mondétono) Um operador F : p(A) — o(A) €
dito mondtono se, para todos X, Y C A, se X CY, entio F(X) C F(Y).

Pelo Teorema de Knaster-Tarski (veja Apéndice A), todo operador mo-
notono possui um menor ponto fixo.

Teorema 2.1 (Knaster-Tarski [Tar55]) Seja F': p(A) — p(A) um ope-
rador mondtono. Entdo F' possui um menor ponto fixzo fp(F) = [({X|X =

Conforme observa Aczel em [Acz77], a todo conjunto de regras Y corres-
ponde um operador monétono F' tal que Ifp(F) = I(T). Para tanto, dado
um conjunto de regras YT definimos o operador F' tal que

FY)={z € Al(X,z) eTe X CY},
e dado um operador monétono F', definimos o conjunto de regras YT tal que
T={(X,2)|[ X CAezxe F(X)}.

Uma outra maneira de encontrar um ponto fixo de um operador moné-
tono é através da seguinte seqiiéncia de conjuntos X, definidos para cada
ordinal a:

X0 .= 0,
Xott = F(X?),
XA = U XH para A limite.

p<A
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Se F' for mondtono, a seqiiéncia de conjuntos X* forma uma cadeia cres-
cente e atinge um ponto fixo em algum ordinal de fechamento cl(F) (isto
é, cl(F) é o menor ordinal o tal que X* = X**1). Nés chamamos o ponto
fixo alcancado por essa sequéncia de conjuntos de ponto fixo indutivo de F
[Kre02b] e o denotamos por X*°. O conjunto X é o estdgio o da inducao
em F.

O seguinte teorema, também de Knaster-Tarski, garante que os pontos
fixos menor e indutivo de um operador mondétono coincidem.

Teorema 2.2 (Knaster-Traski) Seja F : p(A) — p(A) um operador mo-
ndtono. Entao fp(F) = X,

Uma defini¢ao indutiva é, portanto, uma defini¢ao feita através do menor
ponto fixo de um operador mondétono.

Definigao 2.5 Dado um operador mondtono F : p(A) — p(A), o conjunto
indutivamente definido por F' € o conjunto Ifp(F)

Na préxima secao veremos como utilizar definigoes indutivas para en-
riquecer a linguagem da légica de primeira-ordem e obter uma légica mais
expressiva.

2.2 Loégica de Menor Ponto Fixo

A idéia de utilizar defini¢oes indutivas a fim de criar linguagens mais pode-
rosas do que a linguagem da &algebra relacional surgiu no contexto da Teoria
dos Bancos de Dados [DG02]. Em [AU79], foi sugerido estender a linguagem
da algebra relacional a fim de incorporar um operador para a construcao de
relagdes definidas como o ponto fixo de operadores mondtonos. Em [CH82]
¢ introduzida uma linguagem de consulta que restringe a aplicagao de tal
operador a férmulas positivas (veja a Definigado 1.14). Observe que nesse
contexto (o de Banco de Dados) estamos nos limitando a relagoes finitas, isto
é, de extensao finita, o que significa que os modelos considerados na avaliacao
das consultas escritas, quer seja na linguagem da algebra relacional quer seja
em sua versao com pontos fixos, sao modelos finitos. Aqui abordaremos o caso
dos modelos quaisquer (tanto finitos como infinitos—veja [DG02, Kre02b]).
Veremos como essas idéias podem ser aplicadas a fim de dar origem uma
l6gica mais poderosa do que a logica de primeira ordem.

Considere uma S-férmula ¢(Q, X, Z,%) de, por exemplo, primeira-ordem
para algum alfabeto S, onde Q = Q1,...,Q,, é uma tupla de varidveis
relacionais, X ¢é uma variavel relacional de aridade n e T = x1,...,2,
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e y sao tuplas de varidaveis de primeira ordem. Seja 2 uma S-estrutura,
Q=Q,...,Q,, uma tupla de predicados sobre A que interpretam @ (isto
é, tal que Q; e Q; tém a mesma aridade) e b uma tupla de elementos de A com
o mesmo tamanho de y. Podemos definir o operador (I)%E tp(A™) — p(A™)
como:

®% (X) = {7 € A"|(AQ,X) £ 6@ X. 7.9 1},
para todo X C Ai.

A férmula ¢(Q, X,T,y) ¢ positiva em X se todo dtomo X () ocorre em
¢(Q, X,7,y) dentro do escopo de um niimero par de negagoes (assumindo
que ¢(Q, X,T,y) estd escrita apenas com os conectivos V, A e =1). Quando
a formula ¢(Q, X, T,7) é positiva em X o operador (I)g* ¢ monotono e, pelo
Teorema de Knaster-Tarski, possui um menor ponto fixo lfp(cb% ). A Légica

de Menor Ponto Fixo (Least Fixed Point Logic—LFP) é obtida adicionando
a linguagem da légica de primeira-ordem um operador Ifp para a criacao de
um novo predicado interpretado como o menor ponto fixo de @%E para cada

formula ¢(Q, X, T,7) positiva em X. Temos a seguinte definicao.
Definigao 2.6 (A Légica LFP) A linguagem de LFP € definida adicio-
nando-se a sequinte regra ao cdlculo de formacao de formulas da logica de
primeira-ordem (veja Defini¢ao 1.13):

¢(§7 X7 f’ y) s
[lpr,E¢(Q7 X7 E, y)] (t>
onde ¢(Q, X,T,%) € positiva em X, o tamanho de T € igual ¢ aridade de X,
et é uma tupla de termos cujo tamanho é igual a aridade de X.
Seja ) = fpxz0(Q, X, Z,9)](t) e T uma S-interpretagio. Nos definimos
a relagao de satisfacao = envolvendo J e v da sequinte forma:

J = [fpx:0(Q, X, T, 7)|(F) sss I(t) € lfp(q’ﬁ@) )

Muito tem sido estudado a respeito da Teoria dos Modelos Finitos de
LFP e outras logicas de ponto fixo [Gur84, Lib04, EF95]. Entretanto a
Teoria dos Modelos (Finitos e Infinitos) nao tem sido tao investigada (veja
[DGO02, Kre02a, Kre02b] para alguns resultados sobre a Teoria dos Modelos
Infinitos de algumas légicas de ponto fixo).

Vejamos agora alguns exemplos de como utilizar LFP para definir classes
de estruturas que nao podem ser definidas na logica de primeira-ordem.

Exemplo 2.1 Seja S* := {0,0,+, x} o alfabeto da linguagem da aritmé-
tica, composto pela constante zero, a fun¢ao undria sucessor e as fungoes
bindrias soma e multiplicacdo. Seja ¢* a conjunc¢ao das sequintes formulas:
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e —Jz(0 =ox);
o VaVy(—(x =y) — —(ox = oy)) (injetividade de o);
o Va(x +0=1x) AVaVy(z + oy = o(x +y));

o Va(x x 0=0) AVaVy(x x oy =z +x X y).

Seja ¢ = Vz[lfpx (v = 0V (X (y) A = 0y))|(2). ¢ A ¢ define o

modelo padrao da aritmética a menos de isomorfismo.

E fcil ver que o predicado definido por

Mfpy . (x =0V IY(X(y) Az = 0y))](2)

é a parte padrao de qualquer modelo de ¢*", ou seja, o conjunto dos elementos
representados pelos termos 0,00, 000, . ... Para tanto, seja 2 um modelo de
@*" e considere a seqiiencia de conjuntos X¢, para cada ordinal a. Por
definicao X = (). Seja

U(x) == (2 =0V IY(X(y) Nz = oy)).

Temos que X! = {a € A|(, X°) | ¢(x)[a]} = {0}. Analogamente, X? =
{0,060}, X3 = {0,00,000} e assim por diante. Temos entao que

X* =1{0,00,000,0000,...}.

E facil ver que X! = X* uma vez que, a cada estdgio X! da inducao,
adicionamos o sucessor de cada elemento do estagio anterior e o estagio X“
¢é fechado para a funcao sucessor. Logo X = X*°. Mas X* é exatamente
a parte padrao de . A férmula ¢ afirma que todos os elementos do modelo
sao aqueles pertencentes a parte padrao. Logo, se A = ¢ A ¢, entdao A
é isomorfico ao modelo padrao da aritmética. Isso mostra que LFP é mais
expressiva que logica de primeira-ordem, uma vez que essa classe de modelos
nao pode ser definida em primeira-ordem.

Exemplo 2.2 Seja S = {<} onde < € um simbolo relacional bindrio. Seja
OL(<) a conjun¢ao das sequintes sentengas:

o Va—(z < z) (irreflezividade);
o VaVyVz((x <y Ay < z) — x < 2) (transitividade);

o VaVy(x <yVaz=yVy<uzx) (totalidade ou tricotomia);
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OL(<) diz que < € uma ordem linear estrita. Considere ainda as sequintes
formulas:

o S(z,y) =rx <yAVz(z <z—(z2=yVy<2) (y € o sucessor de x
com respeito a <);

o SS(z,y) :=32(S(x,2) NS(z,v));

o Ma(z):=Vyly<azVy=ux) (x é o maior elemento de <);

o Me(z) :=VYy(lx <yVaz=y) (x é o menor elemento de <).
Definimos a sentenc¢a

(<) = OL(<)ATx(Ma(x)) AVz(=(Ma(z)) — Jy(S(z,y)))A
dz(Me(x)) AVa(=(Me(x)) — Jy(S(y, x))).

0(<) diz que < é uma ordem linear estrita com maior e menor elemento e
na qual todo elemento, exceto o menor, tem um predecessor e todo elemento,
exceto o maior, possui um sucessor (observe que uma ordem com essas car-
acteristicas possui um segmento inicial que é uma boa-ordem?).

Seja

C(P,x) :=3z(Me(z) A S(z,2)) VIz(P(z) AN SS(z,x)).

A formula
$(w) := 0(<) A [pp, (P, z))(w)

afirma que w € um elemento que ocupa a a-ésima posicao no segmento inicial
bem ordenado de <, para algum ordinal o finito e par. Portanto a sentenca
(<) == Jy(Ma(y)Ao(y)) diz que < € uma ordem linear total em um universo
com numero par de elementos.

Para verificar essa afirmagao, seja 2 uma S-estrutura tal que 2 = ¢ (<).
Seja a € A tal que A = (Ma(x) A ¢(x))[a]. Entao A = Ma(z)la], A = 0
e A | [fpp,((P,2)](y)a]. Portanto a ¢ o maior elemento de <* e a €
lfp(q)g,w). Considere os estagios da indugao em (1367(2). Por definicao X° = 0.
Temos que

X1 = {d' € A2, X°) = (P, o)la]}

'Dada uma relacdo bindria <, definimos o campo de < como sendo o conjunto
campo— <= dom(<)Uimg(<), onde dom(<) e img(<) s@o, respectivamente, o dominio e a
imagem de <. Uma relagao de ordem é uma boa-ordem se todo subconjunto de campo— <
possuir um menor elemento com respeito a <.
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Observa-se entdao que o utnico elemento em X' é o sucessor do menor ele-
mento de A com relacao a <, portanto, o segundo elemento nessa ordem.
Analogamente, temos

X?={d € A, X") | {(P.x)[d]}

e, portanto, X? contém apenas o sucessor do menor elemento de A com
relacio < e o sucessor do sucessor deste nessa mesma ordem (ou seja, o
segundo e o quarto elemento). Continuando por indugao nos ordinais finitos,
obtemos que X% possui todos os elementos de posicao par na ordem <.
E facil ver que, por argumento analogo ao utilizado no Exemplo 2.1, que
cl(@é’@) < w. Decorre que a € lfp(@gm) se, e somente se, a ocupa a a-ésima
posi¢ao na ordem <, para algum ordinal « finito e par. Mas a também ¢é
o maior elemento dessa ordem. Portanto, essa ordem deve ser finita e ter
comprimento par.

Revisitaremos o Exemplo 2.2 na Se¢ao 4.5. Na proxima secao falaremos
sobre uma extensao da Légica de Menor Ponto Fixo: a Loégica de Menor
Ponto Fixo Simultaneo.

2.2.1 Légica de Menor Ponto Fixo Simultaneo

Trataremos agora de uma extensao da Logica de Menor Ponto Fixo: a Logica
de Menor Ponto Fixo Simultaneo (Si-LFP). Enquanto que em LFP nés calcu-
lamos o menor ponto fixo do operador definido por uma férmula positiva, em
Si-LFP nos calculamos, simultaneamente, os menores pontos fixos de vérios
operadores que dependem uns dos outros em sua definicao. Primeiramente,
faremos algumas observacoes.

Seja 2 uma estrutura. Considere o par

R:=(R=p(A") x...x p(4™), <),
onde
(Dy,...,D,) < (Dy,...,D))sss D; C D, paral <i<mn,

para (Dy,...,D,) e (Dy,..., D)) em p(A™) X ... X p(A™). R é um reticu-
lado completo (veja Apéndice A, Exemplo A.2). Sejam Ry, ..., R, simbolos

predicativos e ¢1(T1,7), - . ., On(Tpn,y) S-formulas positivas nas variaveis rela-
cionais Ry,..., R,, de aridade rq,...,r,, respectivamente. Suponha que as
variaveis livres de ¢; estao entre 7,5 e Ry,..., R,,Q. Sejay = y1,...,Ym-

Suponha ainda que o comprimento de T; é r;. Considere os operadores
FE‘% tp(A™) x o x p(A™) — p(A™) definidos como

(%767 le s aXn> ): ¢(fi>?7i)[a7 ]}7

FB%(Xl, LX) ={ae An
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onde o comprimento de b é o mesmo de 7, isto é, m.
Seja @%’ 16% : R — R uma fungao definida sobre o reticulado SR como

@5%--’¢7L(D1, ...,D,) = (FE%(Dl, ..Dy), ... ,FE‘%(Dl, ..,Dy)).

@% % & mondtona (veja Apéndice A, Exemplo A.2). Logo, pelo Teorema

de Knaster-Tarski, (b% P possui um menor ponto fixo lfp(CID"ﬁl(;’2 ’¢")

Definimos a sequéncia X® de elementos de p(A™) X ... X p(A™), para
cada ordinal a:

XY = (0,...,0),
Xa+1 _ (I)dn, Pn Xa)

(
XN = UX“(l Y X (m)

<A <A

onde X“(i) é o i-ésimo elemento da tupla X*. Seja X*° = X% onde a é o
menor ordinal tal que X = X+,
Novamente pelo Teorema de Knaster-Tarski, temos X = lfp(qu 16¢")
A Logica de Menor Ponto Fixo Simultaneo utiliza esse ponto fixo para
construir novos predicados.

Definigao 2.7 (A Légica Si-LFP) A linguagem de Si-LFP € obtida a par-
tir da de LFP adicionando a sequinte regra para formacao de formulas. Se-
jam ¢1(T1,7q), - - Ou(Tn, Y,,) S-formulas positivas nas varidveis relacionais
Ry,...,R,, de aridade 4, ..., 1,, respectivamente. Entao a formula

[Slfpfl,Rl,.‘.,Tn,anbl? R gbn] (Z)

€ uma formula de S-LFP. A interpretacao dessa formula é dada da sequinte
maneira. Seja I = (A, B) uma S-interpretacio. Suponha que as varidveis
livres de ¢; estio entre T;,§ e Ry, ..., Ry, Q.

Dada wma férmula 1 = [sfpg, g 5 r ¢1,...,0n)(t) € uma interpreta-
¢ao J, definimos a relagao de satisfagao = entre 1 e I como

3 8Ups, p,. 5 m, 01,0 Gl (E) 558 (D) € Up (DT ) (1),

E sabido que a adicao de pontos fixos simultaneos nao adiciona poder
expressivo a LFP. Veja o lema seguinte (para uma prova do lema abaixo veja
[ANO1], veja também [Kre02b]).
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Lema 2.3 Toda formula

w = [Slfpfl,Rl,...,fn,anbl’ s 7¢Tb] (%)

de Si-LFP ¢ equivalente a

¢/ = [Slfpfl,Rl,...,fn,Rngb,17 ey gb;m—l](%)?

onde ¢, € obtido a partir ¢; substituindo todo dtomo da forma Rt por
—/
(fpg, z,0n](T).

Iterando o Lema 2.3 obtemos:

Teorema 2.4 Toda formula de Si-LFP possui uma equivalente em LFP.

Na préxima secao, falaremos sobre definibilidade em LFP. Mostraremos
que o Teorema de Beth nao vale para LFP e, utilizando um teorema de Hod-
kinson [Hod93], veremos que esse teorema continua nao valendo mesmo se nos
restringirmos a definicoes implicitas feitas por teorias finitas. Comentaremos
ainda o fato de que uma restricao do Teorema de Beth vale em LFP para
certas defini¢oes recursivas.

2.3 Definibilidade

Conforme comenta Beth em [Bet53], em [Pad00], Padoa nos chama a aten-
¢ao para o fato de que, a fim de mostrarmos a independéncia de certa nocao
primitiva com relagdo a outra (por nogao primitiva entenda um simbolo da
linguagem) em uma determinada teoria I', podemos adotar o seguinte pro-
cedimento (chamado de Método de Padoa). Para simplificar suponhamos que
nossas nocoes primitivas sejam os simbolos predicativos P, Py, ..., P,. A fim
de mostrar que P é independente de P, ..., P,, devemos exibir dois modelos
A e A" de I tais que A e A" coincidem na interpretacao dos simbolos P, ..., P,
(e em seus dominios, isto é, A = A’) e diferem quanto a interpretacao de P
(ou seja, P4 # PA'). Dai decorre diretamente que, se P pudesse ser definido
a partir de I' em termos de Py,..., P, (o que corresponde a P possuir uma
definigao explicita, veja definigdo abaixo), usando essa defini¢ao chegarfamos
a conclusao de que 2 e 2’ também concordam na interpretacao de P, o que,
por hipétese, é falso. Vamos colocar tudo isso em termos mais precisos. Para
tanto introduzimos as defini¢oes seguintes.

Definigao 2.8 (Defini¢ao Implicita em Classe Estruturas) Seja £ =
(L, =) um sistema ldgico. Seja S um alfabeto e P um simbolo qualquer
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(fun¢ao, constante ou predicado). Seja I'(P) € L(S U P) um conjunto sen-
tengas de L e C uma classe de S-estruturas. Dizemos que I'(P) define im-
plicitamente P em C se toda estrutura 2 de C pode ser expandida para no
mdzimo uma estrutura (A, P1) que seja modelo de T'(P). Analogamente,
['(P) define implicitamente e fortemente P em C se toda estrutura 2 de C
pode ser expandida para exatamente um modelo de I'(P). Quando C € o
congunto unitdario {UA} escrevemos ‘T'(P) define implicitamente P em A” ao
invés de ‘T'(P) define implicitamente P em C.” Analogamente para “T'(P)
define implicitamente e fortemente P em 2A.”

Definigao 2.9 (Defini¢ao Implicita) Seja £ uma l6gica (ou sistema l6gi-
co). Seja S um alfabeto, P um simbolo relacional e I' uma S U {P}-teoria
de L. Dizemos que I' define implicitamente P em L se, para quaisquer dois
modelos (A, P) e (A, P’') de ', P =P".

Definigao 2.10 (Definicao Explicita) Seja £ uma ldgica (ou sistema l6-
gico). Seja S um alfabeto, P um simbolo relacional n-drio e I' uma SU{P}-
teoria de L. Uma S-formula ¢(T), onde o simbolo P nao ocorre e T =
T1,...,Ty, tal que

['fe VE(P(T) < 6(T)),

¢ uma definicdo explicita de P com relacio a T’ e L2,

Facilmente se observa que, em légica de primeira-ordem, se existe uma
definicao explicita de um simbolo P em relacao a uma teoria I', entao I'
define P implicitamente. O Método de Padoa consiste entao em aplicar a
contra-positiva dessa implicacao e concluir que P nao possui uma definicao
explicita em termos dos demais simbolos em S mostrando que I' nao define
P implicitamente. Introduzimos entao a seguinte definicao.

Definigao 2.11 (Propriedade de Padoa) Uma légica L possui a Propri-
edade de Padoa se, para toda S U P-teoria I de L, se existe uma defini¢cao
explicita para P com relagao a T e L3, entdo T' define implicitamente P em

L.

Em [Bet53], Beth aborda a questao contraria. Isto é, a de verificar a
existéncia ou nao de uma definicao explicita de um simbolo quando uma
teoria o define implicitamente. Para a logica de primeira ordem, Beth da uma
resposta positiva a esse problema. Isto é, sempre que uma teoria I' em logica

20bserve que estamos assumindo que o sistema 16gico £ possui os operadores booleanos
e o quantificador universal.
3Ct. 2.
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de primeira-ordem define implicitamente um simbolo P existe uma definicao
explicita de P com relacao a I'. Definimos entao a seguinte propriedade sobre
sistemas 16gicos.

Definicao 2.12 (Propriedade e Teorema de Beth) Uma ldgica L pos-
sui a Propriedade de Beth se, para toda S'U P-teoria ' de L, se I' define P
implicitamente entao existe uma definicao explicita de P com relagao a T e
LY. O Teorema de Beth para uma légica L € o teorema que afirma que L
possut a Propriedade de Beth.

Como dissemos, Beth mostrou que a Propriedade de Beth vale para a
logica de primeira-ordem. Essa propriedade tem sido mostrada valida para
outras légicas, como a logica infinitaria L, , e varias légicas modais. Em
[Hoo01, Capitulo 2], Hoogland traz uma extensa lista de vérias 16gicas que
possuem a Propriedade de Beth. Na proxima secao, veremos que a Pro-
priedade de Beth nao vale para LFP.

2.3.1 A Falha do Teorema de Beth

Noés mostraremos a seguir que o Teorema de Beth falha para LFP com prova
de nossa autoria®. Para tanto, provaremos que existe uma S U { P}-teoria de
LFP que define P implicitamente mas nao define P explicitamente. Sejam
S 9" e ¢ como no Exemplo 2.1. Seja P um simbolo predicativo unario.
Definimos o conjunto dos termos canonicos de S*" como sendo o conjunto

T¢:={n=g...c0ln€ N}.

n

Para cada subconjunto 7" de T, definimos a teoria
D(T) ={o" Aoy U{P(t)|t € TYU{=PQ@)[t ¢ T}.

Obviamente I'(T') é satisfativel para qualquer conjunto de termos canonicos
T. Vejamos o seguinte lema.

Lema 2.5 T'(T') define P implicitamente.

iCt. 2.

5Durante todo esse trabalho, citamos diretamente a fonte de todos os resultados que
nao sao de nossa autoria. Quando se tratar de resultados de autoria de desconhecida,
também resaltaremos esse fato ou indicaremos onde encontrar uma prova para o mesmo.
Todos os demais resultados sao de nossa autoria. Mesmo se nao estiver explicitamente
discriminado com expressoes do tipo “esse resultado é de nossa autoria.” Normalmente,
escrevemos “mostraremos,” “provaremos,” etc., e nao sendo expressamente discriminada
outra fonte, o leitor podera concluir que o resultado é nosso.
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Prova. Seja 2 um modelo de ¢* A ¢. Conforme observado anteriormente,
2l é isomérfico ao modelo padrao da aritmética. Segue que A = {t¥|t € T°}.
Seja T C T um conjunto de termos canonicos. Seja (2, P) modelo de I'(T).
Se t é um termo canodnico, entdo t* € P se, e somente se, t € T. Sejam P
e P’ tais que (A, P) = T(T) e (A, P') = T(T). Um termo canénico t € T¢
é tal que t* € P se, e somente se, t € T se, e somente se, t* € P’. Logo,
P=P.

Observe também que se T e T” sdo conjuntos de termos canonicos tais que
T#T e(A,P)=T(T)e (A, P) =I(T"), entdo P # P’. Portanto, se ¢(x)
e ¢'(x) s@o definigoes explicitas de P com relagao a I'(T') e I'(T"), respectiva-
mente, entao ¢(z) # ¢'(x), pois caso contrario essas duas formulas definiriam
o mesmo predicado em A. Observe ainda que a quantidade de conjuntos de
termos canonicos diferentes é X;. Entretanto, o alfabeto S* U {P} ¢ finito,
e cada formula de LFP ¢ finita. Segue-se entao que a cardinalidade do con-
junto de definigoes explicitas é Ny. Com essas observagoes nds provamos o
seguinte teorema.

Teorema 2.6 (Falha do Teorema de Beth) O Teorema de Beth nao va-
le para LFP.

Prova. Suponha the LFP possui a propriedade de Beth. Entao para to-
dos conjuntos de termos canonicos T, I'(T) | Va(P(z) < ¢(z)) para al-
guma definigdo explicita ¢(x) de P. Como a cardinalidade do conjunto
das partes do conjunto de termos canonicos é Ny e a cardinalidade do con-
junto de féormulas é Nj, existem dois conjuntos de termos canonicos 1 e
T" e uma férmula ¢(z) tais que T' # T" e I'(T) | Vz(P(x) < ¢(x)) e
I'(T") E Va(P(z) < ¢(x)). Mas, como vimos, isso implicaria em T = 1",
chegando a uma contradicao. Logo LFP nao possui a Propriedade de Beth. li

No teorema anterior, as teorias I'(7") s@o infinitas. Poderiamos nos per-
guntar se o Teorema de Beth valeria caso nos restringissemos a teorias finitas.
Entretanto, isso nao é verdade e podemos utilizar um resultado de Hodkinson
em [Hod93] para mostrar isso.

Em [GS96], Gurevich e Shelah introduzem certas estruturas em um de-
terminado vocabulario S™ chamadas multipedes. Essas estruturas possuem
as seguintes caracteristicas (entre outras—para a defini¢do dos multipedes e
suas propriedades veja [Hod93, GS96, DHK95]):

1. existe uma férmula p em logica de primeira-ordem cujos modelos finitos
sao exatamente os multipedes de cardinalidade impar;
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2. todo modelo de p possui um conjunto de elementos (que chamaremos
de espinha) linearmente ordenado por uma rela¢ao bindria <€ S™;

3. todo modelo de p que possui espinha finita é finito.

Gurevich e Shelah mostraram em [GS96] que nao existe uma férmula
¢(r,y) na légica infinitdria LY , que defina explicitamente uma ordem linear
em cada multipede impar. Assim temos:

Teorema 2.7 (Gurevich e Shelah) Ndao exziste formula ¢(x,y) de LZ
que define explicitamente uma ordem linear na classe dos multipedes fini-

tos e impares.

Entretanto, em [DHK95], Dawar et al. mostraram que existe uma sen-
tenca A(<) no alfabeto S™ U {<} em ldgica de primeira-ordem que define
implicitamente uma ordem linear < na classe dos multipedes impares.

Teorema 2.8 (Dawar et al.) Existe uma sentenca \(<) em ldgica de pri-
meira-ordem que define implicitamente uma ordem linear < na classe dos
multipedes finitos impares.

Hodkinson entdao exibe uma férmula §(<) na légica LY , que afirma
que a ordem < possui tamanho finito. Isso garante que a espinha de cada
multipede modelo de p é finita e, portanto, o préprio multipede modelo de u
é finito. Logo, a férmula pu™ = pu A 0(<) possui como modelos exatamente os
multipedes impares (isto é, define a classe dos multipedes impares). Segue-se
entdo que ut A A(<) define implicitamente < em L“ . mas, pelo Teorema

wiw?
2.7, LY, nao possui defini¢ao explicita para < com rella(;éo a putAN). Dal,
Hodkinson conclui que a légica infinitdria L , nao possui a Propriedade de
Beth.

Aqui, utilizaremos a estratégia de Hodkinson para provar o mesmo teo-
rema para LFP. Para provarmos que LFP também nao possui a Propriedade
de Beth, mesmo nos restringindo a teorias finitas, mostraremos que (<) pos-
sui equivalente em LFP. Juntando isso ao fato de que LFP, considerando-se
apenas modelos finitos, estd contida em L¢ , (no sentido de que para toda
férmula em LFP existe uma em L , com os mesmos modelos finitos—para
demonstragoes desse resultado veja [Hod93, EF95]), concluiremos que LFP

nao possui a Propriedade de Beth.

Corolario 2.9 A prova de Hodkinson de que o Teorema de Beth falha para
L, , pode ser adaptada para mostrar que o mesmo teorema falha para LFP.
Mais ainda: existe uma teoria finita de LFP que define um predicado im-
plicitamente mas nao existe definicao explicita para esse predicado em LFP

com relacdo aquela teoria finita.
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Prova. Considere a seguinte férmula no alfabeto S™ U {P}:
¢(P,x) = Me(z) V Iy(P(y) A S(y, x)),

onde as férmulas Me(x) e S(y,z) sdo as mesmas do Exemplo 2.2. Seguindo
um argumento semelhante ao do Exemplo 2.2, é possivel mostrar que a
formula ' (y) := [Ifpp,&(P,x)](y) define o predicado contendo os elemen-
tos que ocupam posicao « na ordem <, para algum ordinal o < w, quando
< é interpretada como uma ordem linear (nao necessariamente sobre todo o
dominio) com menor elemento e tal que todo elemento, exceto o menor, tem
predecessor e todo elemento, exceto o maior, tem sucessor. Seja

¢" (<) := VaVy((campo-<(x) A campo-<(y)) — (z <y Vy < x)),

onde campo-<(z) := Jy(x <y Vy < z). ¢" diz que < é total em campo-<
(o conjunto dos elementos que participam em alguma tupla da relagao <).
Seja OL’ igual a sentenca OL do Exemplo 2.2 substituindo a subférmula
correspondente ao axioma de totalidade por ¢”(<). Seja 6 igual a 6, do
mesmo exemplo, substituindo a subférmula OL(<) por OL'(<). De forma
analoga ao Exemplo 2.2, a sentenca

0'(<) == OL'(<) A Fw(Ma(w) A [ifpp,¢(P, x)](w))

define exatamente as estruturas em que < é uma ordem linear em campo-<
e campo-< é finito (pois o tltimo elemento da ordem pertence ao predicado
[Ifpp (P, x)] e, portanto, ocupa posi¢do «, para algum ordinal o < w, na
ordem <). Considerando agora a sentenga p/" := u A §'(<), concluimos que
os modelos de p'* sao exatamente os multipedes fmpares cuja espinha ¢é finita
(pois campo-< é exatamente a espinha do multipede), portanto, p'* = ut.
Logo p'* define a classe dos multipedes impares finitos e, pelo Teorema 2.8
[DHK95], p't A A(<) define < implicitamente (lembre-se que < é ordena
a espinha de um multipede, enquanto que < ordena todo o dominio do
multipede). Como g/t A A(<) é uma férmula de LFP, basta mostrarmos
que ndo existe definigdo explicita em LFP para < com relagao a /™ A A(<).
Mas isso decorre imediatamente do fato de que, para toda féormula de LFP
que somente possui modelos finitos, existe uma equivalente em L7, junto
com o Teorema 2.7 de Gurevich e Shelah (se existisse uma definigao explicita
v(x,y) para <, nos bastaria tomar a equivalente a v(x,y), digamos, v'(z,y),
em LY , para contradizer o Teorema 2.7).

Na verdade, Hodkinson utiliza a sentenga u™ A A\(<) para mostrar que a
Propriedade Fraca de Beth também falha para L . Noés podemos fazer o
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mesmo para LFP utilizando g/ A A\(<). Vamos primeiramente explicar do
que se trata a Propriedade Fraca de Beth. Seja I' uma S U {P}-teoria de
uma légica L. Seja Thg(I') := {¢ € L|T" =, ¢} o conjunto das consequéncias
de T" no alfabeto S. O conceito de definigao implicita exige que, se (A, P)
¢ modelo de I', entao P ¢é tnico, ou, em outras palavras, que todo modelo
20 de Thg(T') possa ser expandido para no mdzimo uma estrutura (A, P)
que seja modelo de I'. Ou seja, nao se exige que todo modelo de Thg(T")
necessariamente se expanda para um modelo de I'. Uma defini¢ao implicita
forte é uma definicao implicita que atende a essa exigéncia adicional. Nos a
definimos abaixo.

Definigao 2.13 (Defini¢ao Implicita Forte) Seja L uma ldgica (ou um
sistema l6gico). Seja S um alfabeto, P um simbolo relacional e I' uma S U
{P}-teoria de L. Dizemos que I' é uma definigdo implicita forte de P em L
se, todo modelo 2 de Thg(I') ezpande para exatamente um modelo (A, P) de
r.

A Propriedade Fraca de Beth é definida assim:

Definicao 2.14 Uma logica L possui a Propriedade Fraca de Beth se, para
toda S U P-teoria I' de L, se I' € uma definicao implicita forte de P entdo
existe uma defini¢ao explicita de P com relagao a 1" e L. O Teorema Fraco de
Beth para uma logica L é o teorema que afirma que L possui a Propriedade
Fraca de Beth.

Hodkinson mostra que u* AX(<) é uma definigao forte [Hod93]. Analoga-
mente, ©'t A A(<) é também uma definigao forte de <, pois todo multipede
finito fmpar 9 expande para somente uma estrutura (9, <) modelo de
Wt AXN=) (o que garante que M = Thgm ('™ A X(<)) para todo multipede
finito impar 9) e os unicos modelos de p/'* sdo os multipedes finitos impares
(0 que garante que os tinicos modelos de Thgm ('t AA(<)) s@o os multipedes
finitos impares). Ou seja, todo modelo de Thgn ('t A A(<)) expande para
exatamente um modelo de p'* A A(<). Logo:

Corolario 2.10 A prova de Hodkinson de que o Teorema Fraco de Beth falha
para L, pode ser adaptada para mostrar que o mesmo teorema também falha
para LFP.

Nos vimos resultados negativos acerca da validade do Teorema de Beth e
Teorema Fraco de Beth para LFP. Na proxima secao veremos exemplos em
que é possivel obter definicao explicita a partir de certos tipos de definicao
implicita (que chamaremos de defini¢oes recursivas).
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2.3.2 Estudo de Caso: Estruturas Indutivas e Defini-
bilidade de Funcoes Recursivas

Uma forma bastante comum de definir conjuntos indutivos é através de
fung¢oes em um determinado dominio [End72]. O esquema ¢ o seguinte: dados
um conjunto U, um subconjunto B de U e uma familia ' de operacoes em
U, dizemos que um subconjunto C' C U é indutivo se B C C' e C é fechado
para as operagoes em F (isto é, se f: U™ — U € I, entao se uy,...,u, € C
entdo f(uq,...,u,) € C). O conjunto indutivamente gerado por U, B e F é
definido como a intersecao de todos os conjuntos indutivos. Essa definicao
poder ser posta em termos da definicao de conjunto indutivamente definido
por um conjunto de regras (Defini¢ao 2.2) da Segao 2.1, considerando-se o
conjunto de regras

T :={({u}, f(w))|u e U", f € F de aridade n, n € N} U{(0,b)|b € B}.

Assim, o conjunto indutivamente gerado por U, B e F é o mesmo conjunto
indutivamente definido por T. Vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 2.3 Considere a teoria dos conjuntos ZF. Um dos axiomas de ZF
€ o axioma do infinito, que atesta a existéncia de um conjunto infinito. Mais
precisamente, o axioma do infinito atesta a existéncia de um conjunto U
que contém () e, para todo elemento x € U, S(z) = x U{x} € U. Assim,
podemos definir o conjunto N dos niumeros naturais como sendo o conjunto
indutivamente gerado a partir de U e {S}. Por conveniéncia, chamaremos
0 de 0 quando estivermos falando dos nimeros naturais.

Considere agora a func¢ao + definida sobre o conjunto dos niimeros nat-
urais. Classicamente, se costuma definir a soma através do seguinte sistema
de equagoes:

r+0 = x, (2.1)
(x+S(y)) = Sx+y). (2.2)

Isto é, definimos a soma como sendo a fungao que satisfaz esse sistema de
equagoes. Observe que o simbolo que representa a fungao que se deseja definir
ocorre do lado esquerdo da segunda equacao. Isto é, fazemos uso da propria
funcao para defini-la. Tais tipos de defini¢oes sao chamadas de defini¢oes
recursivas.

Uma questao que imediatamente ocorre é a respeito da existéncia e uni-
cidade da fungao “definida” recursivamente (isto é, se o sistema de equagoes
recursivas é de fato uma defini¢ao). O Teorema da Recursao ird garantir isso,
sob certas condicoes. Considere a seguinte classe conjuntos indutivos.
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Definicao 2.15 Seja U um conjunto, B C U e F uma familia de fungoes
sobre U. Seja A o conjunto indutivamente gerado a partir de U, B e F.
Dizemos que A € livremente gerado se:

e BNimg(f) =0, para toda f €T,
e f ¢ injetiva, para toda f € T,
o img(f) Nimg(f’) =0, para todas f, f* € F.

O Teorema da Recursao ird garantir a existéncia e unicidade de funcoes
definidas recursivamente da seguinte forma.

Teorema 2.11 (Teorema da Recursao) Seja U um conjunto, B C U e
F uma familia de fungoes sobre U. Suponha que U, B e F satisfazem as
condigoes da Defini¢io 2.15. Seja A o conjunto (livremente) gerado a partir
de U, B e F. Seja V- um conjunto. Seja G = {Gy|f € F} U{Gg} um
congunto de fungoes onde Gy : A" x V" -V eGp: A" x B—V, eny
¢ a aridade de f. Entdo existe uma, e apenas uma, fungdo h : A"t — V
que satisfaz as sequintes condigoes:

e para cada @ = aq,...,a, € A" eb € B,
h(a,b) = Gg(a,b).
e para cada @ = ay,...,a, € A" eE:a'l,...,a;lf e A" e f€F,

ha, f(a)) = Gs(@,d, h@,d),...,haay,)).

A fim de analisarmos estas definicoes recursivas, trataremos conjuntos
indutivamente gerados como estruturas e defini¢oes recursivas como certas
férmulas em determinado sistema légico (por exemplo, 16gica de primeira-
ordem).

Definimos abaixo o que chamaremos de estruturas indutivas.

Definigao 2.16 Sejam U um conjunto, B C U e F uma familia de funcgoes
sobre U. Seja A o conjunto indutivamente gerado a partir de U, B e F.
Entao

A= (A {blb € B}, {flalf € F})

¢ uma estrutura indutiva, composta pelo dominio A, por uma constante para
cada elemento b € B e pela restri¢io f|la de f a A, para cada f € F. Dada
uma estrutura indutiva

A = (Aa {b|b € B}7 {f|A|f € ]F})>
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subentende-se imediatamente um alfabeto S* = {cy|b € B} U {f|f € F}°.

Se uma estrutura indutiva for construida a partir de um conjunto livre-
mente gerado, nés a chamaremos de estrutura indutiva livremente gerada (ou
simplesmente livremente gerada). De agora em diante, todos os conjuntos
indutivamente gerados considerados serao livremente gerados, bem como as
respectivas estruturas indutivas.

Exemplo 2.4 Seja N, o conjunto dos naturais, o conjunto indutivo definido
no Exemplo 2.3. N € livremente gerado. A estrutura M = (N,0,0) € uma
estrutura indutiva livremente gerada, onde o é a restrigio de S a N.

Considere novamente as equagoes 2.1 e 2.2. O Teorema da Recursao
garante que s6 existe uma funcao + : N> — N que satisfaz essas equacoes.
Isso significa que a estrutura 91 pode ser expandida para exatamente uma
estrutura (M, +) que seja um modelo da férmula

¢T =Vz((x +0) = x) AVaVy(z + o(y) = o(z +y)).

Ou seja, ¢ é uma definicao implicita na estrutura dos ntimeros naturais.
Considere a seguinte definicao.

Definicao 2.17 Seja I' um conjunto de S-sentencas de L (isto €, uma S-
teoria de L). Seja A(P) uma S U{P}-teoria de L. Seja C = {A|A =, T'}.
Dizemos que A(P) define P implicitamente na teoria I' se A(P) define im-
plicitamente P em C. Analogamente, A(P) define implicitamente e forte-
mente P na teoria I' se A(P) define implicitamente e fortemente P em C.

De forma geral, definicoes recursivas como a da férmula ¢ sao definicoes
na estrutura indutiva livremente gerada. Isso é garantido pelo Teorema da
Recursao (veja Teorema 2.12 abaixo). Entretanto, nem sempre defini¢oes
recursivas sao defini¢oes na teoria de estruturas indutivas em um determinado
sistema logico L. Veja o caso da logica de primeira-ordem. Se considerarmos
a teoria Th(M) do conjunto dos nimeros naturais com 0 e o, sabemos que
essa teoria possui modelos nao-padroes, isto é, modelos nao isomoérficos a N.
Isso acaba impedindo o uso do Teorema da Recursao a fim de provarmos que
¢* define + em Th(MN). De fato, Th(N)U{¢p"} ndo define + implicitamente.
Ou seja, sistemas de equacoes recursivas, como o definido pela férmula ¢*,
nao sao, em geral, definicoes implicitas na teoria de estruturas indutivas na
l6gica de primeira ordem.

SEstamos utilizando o mesmo sfmbolo (no caso f) para representar as fungoes de F e
os simbolos funcionais do alfabeto S criado a partir de F e B. Fica claro pelo contexto a
qual dos dois objetos estamos nos referindo.
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Vamos definir precisamente o que chamamos de sistemas de equacoes
recursivas. Vamos trabalhar com uma generalizacao de sistemas de equacoes
recursivas que chamaremos de sistemas recursivos, nos quais, ao invés de
definirmos fungoes por meio de equagoes, definiremos predicados através de
equivaléncias.

Definicao 2.18 [Sistemas Recursivos] Seja A = (A, {b|b € B}, {f|alf € F})
uma estrutura indutiva e S* = {cy|b € B} U{f|f € F} o alfabeto associado.
Seja S um conjunto de simbolos tal que S* C S e P um simbolo predicativo”
tal que P ¢ S. Um sistema recursivo para P baseado em S € um conjunto
de LFP-formulas Ap, para P n + 1-drio, definido como

Ap={sfJbe BYU{6{If € F)
e tal que:

e para cada b € B,
L =VT(P(T, ) V(T c3)),
onde wg(T, ) € uma S-formula de LFP e T = xy,...,Tp,.

e para cada f € F de aridade ny,

of =VTy(P(T, (7)) < ¥} (T,7)),

ondeT =T1,...,Tn, Y=Y, Yn, € @Df(f,y) ¢ uma SU{P}-formula
de LFP, nenhuma das varidaveis y ocorre ligada em wf(f, y) e em todos
os dtomos da forma Pty ...t, 1 que ocorrem em wjlf(f, Y) temos t,q =
y; para algum 1 <1 < ny.

Provaremos o seguinte teorema de nossa autoria.

Teorema 2.12 Sejam A, S e P como na Defini¢cio 2.18. Seja A" uma S-
estrutura que seja uma expansao de A e Ap um sistema recursivo para P
baseado em S. Ap define implicitamente e fortemente P em 2A'.

Prova. Seja V = p(A"™!). Seja Gp : B — V definida, para cada f € T,
como

Gp(b) = {(@,b) € A" |= vy [a]}.

"Vamos nos restringir ao caso em que sistemas recursivos estdo “definindo” simbolos
predicativos a fim de simplificar a notagao e as definicoes. As modificacOes necessérias na
Definicao 2.18 a fim de admitir o uso de simbolos funcionais sao imediatas.
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Seja Gy : A™ x V™ — V definida como

G, X, Xo,) = {(@ f(a) € A, | X) | of (@9, al}.

1<i<ng
Pelo Teorema da Recursao, existe exatamente uma funcao h : A — V tal que

1. para cada b € B,
h(b) = Gp(b);

2. para cada a/ =da},...,a,, € A% e f €F,

7 nf
hf(d)) = Gy(d, h(a)),. .., h(ay,)).
Como 2 é livremente gerado, temos que, para todo a € A,
h(a) = {(@,a) € A"*"|(a,a) € | Jimg(h)},

onde img(h) é a imagem de h. Seja entao
PA = Jimg(h).

Pela definigao de h, (2, P*) é modelo de Ap.
Seja P'4 tal que (', P'1) é modelo de Ap. Seja b’ : A — V tal que

B (a) = {(@,a) € A""Y|(a,a) € P},

E f4cil ver, por inducdo em a € A, que h' satisfaz os Items 1 e 2 acima. Logo,
pelo Teorema da Recursdao—que garante a unicidade de h—temos h' = h.
Logo P4 = P, E portanto sé existe uma expansao (2, P4) de 2’ que é
modelo de Ap. Logo Ap define implicitamente e fortemente P em 2('. [ |

Seja A = (A, {blb € B}, {f|f € F}) uma estrutura indutiva e 2" uma S-
estrutura que seja uma expansao de 2 para algum alfabeto S O S®. Se A for
infinito, sabemos que a teoria ThFC(2() nao define 2 a menos de isomorfismo.
Além disso, como dissemos, em geral, sistemas recursivos de primeira-ordem?®
nio sio definigoes implicitas na teoria Th"° () de primeira-ordem de 2.
Entretanto, se B e I forem finitos, a teoria Th " (') define 2’ a menos de
isomorfismo. Veja o teorema abaixo.

8Sistemas recursivos de primeira-ordem sio sistemas recursivos em que as férmulas ¢’
e qﬁf, para b€ B e f € F, sao de primeira-ordem.
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Teorema 2.13 Seja A = (A, {blb € B}, {f|alf € F}) uma estrutura indu-
tiva onde B e sdo finitos. Seja A" uma S-expansio de A. Entao ThYT (')
define A' a menos de isomorfismo.

Prova. Seja ¢(X,z) a seguinte férmula:

o(X,2):=(\z=c)v(\/ I\ Xw)Arz=FD)),

beB feF 1<i<nj

onde y/ =y, . .. s Yn; € ny é a aridade de f. Assim, ¢(X, ) afirma que z é
igual a ¢, para algum b € B ou é obtido a partir da aplicacao de algum f € F
a elementos de X. Seja

V(y) = Upx,0(X, 2)|(y).

[Ifpx ,¢(X, z)] define o menor predicado que contém os elementos represen-
tados por ¢, b € B, e fechado com relagao as operacoes representadas por f,
f € F, ou seja o menor conjunto indutivo. Segue-se, portanto, que

A = Vy(i(y)).

Observe ainda que, como 2{ é livremente gerada, 2 satisfaz a sentengas v da
l6gica de primeira-ordem que afirma que:

e nenhuma constante ¢, estd na imagem de alguma funcao f, f € F;
e as funcoes f € IF sao injetivas;
e as imagens das fungoes em F sao duas a duas disjuntas.

Decorre dessas observagoes que qualquer S-estrutura € que seja modelo
de ThYP(A’) tem como seu S*-reduto € uma estrutura indutiva livremente
gerada. Seja entdo € uma S-estrutura tal que € | ThYP (). Seja h :
A — C uma funcao definida como:

e para todo b € B, h(b) = Cbo§

e para todos ay,...,a,, € Ae f €F,
B(f(ar,. . any)) = FE(R(ars. . an,)).

Pelo Teorema da Recursao, h estd bem definida. Por indugao em a € A
e em ¢ € (), respectivamente, podemos provar que h ¢é injetiva e sobrejetiva.
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Logo, por definicdo de h, temos que o S¥-reduto 2 de ' é isomérfico ao
S*-reduto € de € (h é o isomorfismo entre 2 e €).

Também por inducao em a € A e em ¢ € C, podemos provar que para
todo elemento a € A e ¢ € C existem S*-termos t, e t. tais que ti‘ =a
e t& = c. Mais ainda é possivel mostrar que, para cada elemento a € A,

t® = h(a) (isso decorre diretamente do fato de h ser um isomorfismo entre 2

e ).
Considere, portanto, um simbolo (por exemplo , predicativo) P € S n-
ario. Temos que, para todos aq,...,a, € A,

Py ...a, sss Pty ...t,, € Th'P(Q)
SSS PCtS1 ot

an

sss PYh(ay) ... h(ay).
Segue-se entao que h também é um isomorfismo entre A’ e €. [ |

Como ThYP () define 2’ a menos de isomorfismo se 2’ ¢ uma expansao
de uma estrutura indutiva livremente gerada 2 tal que S* é finito, obtemos,
junto como Teorema 2.12, o seguinte corolario.

Corolario 2.14 Seja A = (A,{b|b € B}, {f|alf € F}) uma estrutura indu-
tiva onde B e F sao finitos. Seja A uma S-expansio de A. Seja ainda Ap
um sistema recursivo para P baseado em S. Entdo Ap define implicitamente
e fortemente P em Th*F ().

Em face da falha do Teorema de Beth para LFP, poderiamos nos ques-
tionar sobre a existéncia de definicao explicita para predicados definidos
através sistemas recursivos. Encerramos esta secao com o seguinte resultado,
uma restricao do teorema de Beth para sistemas recursivos.

Teorema 2.15 (Definicao Explicita para Sistemas Recursivos) Se-
ja A = (A, {blb € B}, {f|alf € F}) uma estrutura indutiva onde B e F sao
finitos. Seja A" uma S-expansao de A. Seja ainda Ap um sistema recursivo
para P n + 1-drio baseado em S. FExiste uma definicao explicita de P para
ThYP ("YU Ap em LFP.

Prova. Um problema que enfrentamos a fim de encontrar uma definigao
explicita para P é que em sua defini¢cao, em termos do sistema recursivo Ap,
P ocorre tanto positivamente quanto negativamente nas féormulas gzﬁjf’ , para
f € F. Para contornar esse problema, construiremos, simultaneamente, o



CAPITULO 2. LOGICA DE MENOR PONTO FIXO 41

predicado P e o seu complemento p. Seja

6,(P7 T, anrl) = (\/ 1/15@ Cb) A (anrl = Cb)) \%
(\V 30 (W @ 9) A zngr = F(y7))):

feF

A férmula (P, T, z,41) afirma que (T,x,.1) é da forma (7,c,) onde T
é obtido a partir de ¥}’ (Z, ), ou da forma (7, f(7)), para algum 7, e tal
que T é obtido a partir de 9{ (T,7). Seja (P, P.7, Zp41) obtido a partir de
¢ (P, T, x,y1) substituindo toda ocorréncia negativa de P em &'(P, T, x,.1)
por p. Seja

g,(P7 z, xn-&-l) = (\/ _'77&5(57 Cb) A ('rn-i-l = Cb)) \
beB
(\/ 3 (~f (@.7) Awnsr = F(y7)))-

ferF

A férmula (P, %, z,.1) afirma que (T,z,.1) ¢ da forma (T,c,) onde
T ¢é obtido a partir de -/ (T, c), ou da forma (7, f(y)), para algum 7,
e tal que T é obtido a partir de ﬂwjf(f, 7). Seja E(P, P.,7, Tpe1) obtido
a partir de g’ (P, T, x,4+1) substituindo toda ocorréncia negativa de P em
g’(P,E, Tpi1) POT P. Sejam §(X7)N(,i, Tpt1) € ~(X,)N(,E, T,41) obtidos a
partir de £(P,§,f, Tpi1) € g(P, P,7, Zp41) substituindo P por X e P por
X.

Seja B

C/ (y) = [Slfpf@nJrl’X@,anrl’X’f) g] ('!7)
Seja (20, P) modelo de ThM*(A') U Ap. Por inducio nos elementos da
estrutura indutiva livremente gerada 2, facilmente se observa, utilizando a

definigao de Ap, que (P, f’) é ponto fixo de @%’%, onde P é o complemento
de P. Mais ainda, é possivel mostrar, utilizando novamente a definicao de

Ap, que (P, IN’) esta contido em todos os pontos fixos de @gg Logo

(P, P) = 1fp(®y}).

Portanto, ¢'(y) é uma defini¢ao explicita para P em Si-LFP. Mas para toda
formula de Si-LFP existe uma equivalente em LFP no mesmo alfabeto—
veja Lema 2.3. Logo existe uma férmula ((7) em LFP equivalente a ('(7).
Portanto existe definicdo explicita de P para Th""(2A')U Ap em LFP. N
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2.4 Lowenheim-Skolem

Nesta se¢ao avancaremos um pouco mais no estudo da teoria dos modelos
de LFP. N6s mostraremos que o Teorema de Lowenheim-Skolem também
vale para conjuntos contaveis arbitrarios de LFP-sentencas. O Teorema de
Léwenheim-Skolem possui vérias formas (isto é, existem vérios teoremas que
levam este nome), uma delas é a seguinte:

Definicao 2.19 (Teorema de Lowenheim-Skolem) Dizemos que o Te-
orema de Lowenheim-Skolem wvale para a logica L se, para toda sentenca
satisfativel ¢ € L, ¢ possui um modelo contdvel.

O Teorema de Lowenheim-Skolem é bastante 1til para, por exemplo,
provarmos que uma logica £; possui uma férmula que nao tem equivalente
em Ly: basta exibir uma féormula de £; que nao possua modelos contaveis e
utilizar o Teorema de Lowenheim-Skolem para Ly (claro, se este for o caso).
Este artificio sera utilizado na Secao 4.5 para mostrar que a légica MIN, é
menos expressiva que a logica de segunda-ordem.

Como ¢é bem sabido, o Teorema de Lowenheim-Skolem vale para a logica
de primeira-ordem. Também é verdade que conjuntos satisfativeis contaveis
de féormulas quaiquer em légica de primeira-ordem possuem modelos conta-
veis. Na verdade, a seguinte generalizacao desse teorema pode ser provado
para a logica de primeira-ordem (veja [EFT94]).

Teorema 2.16 (Teorema de Léwenheim-Skolem Descendente) Seja
[' um conjunto satisfativel de formulas da logica de primeira-ordem, entao I'
possut um modelo de cardinalidade nao maior do que a cardinalidade de T'.

Em [Grd02, Flu99], Gridel e Flum, respectivamente, exibem provas de
que o Teorema de Lowenheim-Skolem, como apresentado na Defini¢ao 2.19,
vale para LFP. Na verdade eles mostram algo um pouco mais forte. Eles
mostram que se ¢ é uma sentenca de LFP e 2 é um modelo de ¢, entao
existe uma subestrutura " contavel de 2 que também é modelo de ¢. Nos
mostraremos algo semelhante, substituindo ¢ por um conjunto contavel sa-
tisfativel de LFP-sentencas quaisquer, usando parte das provas de Gradel e
Flum. Antes, vamos introduzir a seguinte definicao.

Definigao 2.20 (LFP-subestrutura) Sejam 2 uma S-estrutura. Uma S-
subestrutura B C A € uma LFP-subestrutura de 2 (escreve-se B Crpp 2A)
se, e somente se, para toda S-formula ¢(T) de LFP sem varidveis relacionais
livres e cujas varidveis livres de primeira-ordem estao entre T = Tq,...,Tn,
e para quaisquer by, ..., b, € B, temos

A = (@) [by, ..., by 555 B = @)[brs ..., ba)-
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Nos apresentaremos uma prova de nossa autoria de que, se S e um con-
junto de simbolos contavel, entao toda S-estrutura tem uma LFP-subes-
trutura contavel. Seja 2 uma S-estrutura. Noés definiremos os conjun-
tos S = {S;|i € N}, onde cada S; e um conjuntos de simbolos, e ¥ =
{Uim(X,Z,9)|l,m € N}, onde cada iy,,(X,Z,y) é uma LFP-férmula, por
inducao simultanea como segue:

2. {Yom|m € N} é uma enumeragao do cojunto das Sp-férmulas de LFP
com no maximo uma variavel relacional livre X e tal que o comprimento
de T é igual a aridade de X e, para cada m € N, as variaveis livres de
primira-ordem de {t¢g,,|m € N} estao entre 7, 7;

3. Sit1 =S U{<;} U{T};]j € N} onde cada T;; é um novo simbolo rela-
cional vj; +v;; + 1-drio, onde v;; é a aridade de X e v;; e o comprimento
de y €m wlm(Xa f7 g)a

4. {Ya41ym (X, Z,7)|m € N} e uma enumeracao do conjunto das S¢l + 1)-
formulas de LFP com no maximo uma variavel relacional livre X e tal
que o comprimento de T € igual a aridade de X e, para cadam € N, as
varidveis livres de primira-ordem de {94 1)m|m € N} estao entre Z,7;.

Nés definimos os conjuntos S# de relagoes sobre A que serao atribuidas
aos simbolos de S;, i > 0, da seguinte forma:

1. S = {R4|R € S};

2. S, =SAU{=AU{Ts]j € N}, onde <¢* ¢ uma boa-ordem® sobre A
de comprimento «; definida como:

v=| | @) ] +1,

a’€A,jEN

e T4 (aa’a”) sss a é o y-ésimo elemento de <4 e a” pertence ao v-ésimo
T (ad’a” lemento de < e a” pert

y — == r
%DZ—,, para a € A, a’ € A% e a" € A"i. Note

que essa relacao codifica os estagios da indugao sobre ;.

estdgio da indugao em P

9N6s estamos assumindo como hipétese o Teorema da Boa-Ordenagao (que equivale ao
Axioma da Escolha), junto com ZF, nos Lemas 2.21 e 2.19.
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Seja S = Ujcn im0 S um conjunto de simbolos e 8" = (J;cy ;50 S um
conjunto de relacoes sobre A interpretando S’. Seja 2 = (A, S) uma
S U S'-estrutura. Seja B’ = (B, S'P) uma subestrutura elementar contdvel
de A" fechada sob férmulas existenciais de LFP, isto é, para toda S U S'-
formula 3z¢(z, y1, . .., y,) de LFP sem varidveis relacionais livres e quaisquer
bi,...,b, € B, existe b € B tal que, se ' = Jxod(z,y1,. .., Yn)[b1, .., b,

entdo A’ = d(z,y1, -+, Yn)[b, b1, ..., byl
Nés provaremos que B’ é uma LFP-subestrutura de 21'. Para tanto o
lema seguinte nos ajudara.

Lema 2.17 Seja 2l uma S-estrutura e (X, T, y) uma S-férmula, para algum
conjunto de simbolos S, tal que o comprimento dey € v e o comprimento de
T € igual a aridade v' de X. Seja < uma boa-ordem sobre A e T uma relagao
v+ + 1-dria sobre A. Sejan a formula sequinte (veja [Grd02]):

n = V2VVZ(Tzyz — (Juw(w < 2) A (Fw(w < 2z ATwy ), T,7))),

onde Y(Fw(w < zATwy_),T,7) € obtido a partir de (X, T,7) substituindo
X(t') por Jw(w < z A Twyt') para toda tupla de termos t'. Nesse caso,

LT, <) En

588 0 a-€ésimo estagio da inducao sobre <I>¢? for

X*={d" € A|(A, T, <) F Juw(w < 2)AY(Bw(w < zATwy_),7,7)[ad’a"]},

onde, na equacao acima, a,a’,a” sao atribuidos a z,7,T, respectivamente, e
a € o a-ésimo elemento na ordem <.

Prova. O lema pode ser facilmente demonstrado através de indugao trans-
finita sobre os ordinais « e a defini¢ao dos estagios da inducao sobre ¥( X, T, 7)
junto com o fato de que < é uma boa-ordem. Basta notar que

X0 = ¢,
X = oy (lJ x).

w<o

Nos obtemos imediatamente o seguinte corolario.

Corolério 2.18 Sejam A, <, T e ¥(X,7,Y) como no Lema 2.17. As
sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
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1. o comprimento de < € maior que ou igual a cl(@éfy);
2. (U, T, <) EVVVE(T2yz < (T, T, 7));
3. para cada tupla o’ € A?,

lfp(ég?) = {a" € A" |para algum o € A, T(ad’d")}. (2.3)

Prova. E facil ver que o Lema 2.17 implica que, se (A, T, <) En, entdo

{a” € AV |para algum a € A, T(ad’a”)} C lfp(q)g?). (2.4)

Alem disso, se o comprimento de < for maior que ou igual a cl(q);f?), entao

a Equacao 2.3 sera verdadeira. Portanto o Item 1 implica o Item 3. A
implicacao do Item 3 no Item 1 é imediata. Note que a férmula

Vo VVE(T2y7 — (T,7Z,7))
afirma que para todo a’ € AY, o conjunto
{a” € AV |para algum a € A, T(ad’a”)}
¢ um ponto fixo de (IJX _. Segue, apartir da inclusao 2.4, que o Item 2 implica

a

o Item 1. [ ]

Provaremos agora o nosso principal resultado dessa secao.

Lema 2.19 (LFP-Subestrutura Contavel) B’ Cppp 2.

Prova. Seja o grau gr(¢(y)) de ¢(y) o par (h,m) onde h e o nimero de
ocorréncias de operadores de ponto fixo e m e o nimero de ocorréncias de
outros conectivos e quantificadores da LFP-féormula ¢(7), e tal que gr(a) =
(W',m"y < (h",m") = gr(pB) se, e somente se, h” > h' ou b =h" e m" > m'.
No6s provaremos, através de indugao sobre o grau gr(¢(y)) de uma S U S'-
férmula de ¢(7) de LFP sem varidveis relacionais livres e tal que as varidveis
(de primeira-ordem) de ¢(7) estejam entre ¥ = v, ..., b,_1, que

A b= &) Do - . ., bu_s] iff B |= &(F)[bo, - . ., bu_i] (2.5)

para quaisquer by, ...,b, 1 € B. Na base da indugao, quando gr(¢(y)) =
(0,0), a férmula ¢(7) nao possui operadores de ponto fixo, portanto, é uma
formula da logica de primeira-ordem (na verdade, uma férmula atomica).
Como B’ é, por definicao, uma subestrutura elementar de 2, a Equivaléncia
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2.5 vale. Seja (h, m) um par qualquer de naturais e suponha que a Equivalén-
cia 2.5 vale para toda SUS’ férmula ¢(y) de LFP com grau menor ou igual a
(h, m) como Hip6tese Indutiva. Nds mostraremos a seguir que a Equivaléncia
2.5 vale para todas as SUS’-férmulas de LEP com grau (h, m+1) ou (h+1,1),
para qualquer natural I. O caso dificil é ¢(T) = [fpy z9](f). Nesse caso, 1
é uma das 1;;(X,T,7). Considere a relagao T;} definida acima. Conforme

foi mencionado, T{} codifica os estagios da indugao sobre @glg para cada

@ € A%, portanto, pelo Lema 2.17, obtemos
A = i,
onde

ni; = V2VYVZ(T;;297 — (Bw(w <; 2) A (Fw(w <; 2 AT jwy ), T,7))),

Vi (Fw(w <; 2 N Tjwy_), T, )

é obtido a partir de ¢;;(X, 7, 7) substituindo X (t') por Jw(w <; z A T;wyt’)
para toda tupla de termos t'. Note que 7);; possul grau menor que o grau
de ¢(y).. Decorre, por Hipétese Indutiva, que B’ = n;;. Como B’ é
uma subestrura de 2/, <8 é também uma boa-ordem. Mais ainda, como
o comprimento de «; de <; é maior ou igual a cl(@é%), pelo Corolério
2.18, A = VVpvE(T=yz — (T, T,7)), e pela Hipotese Indutiva, B’ |=
V2VgVZ(T2yz < (T, T,7)). Portanto, T} codifica os estdgios da indugao
sobre @Dgi, onde @gi ¢ o operador monénoto definido por ¢;;(X, T, ) sobre
BYits*1l ¢ B é 0 dominio de B’. Novamente pelo Corolario 2.18, para qual-
quer tupla de termos ¢ com varidveis entre ¥, qualquer tupla @ de elementos
de A com o mesmo comprimento de 7, e qualquer tupla b de elementos de B
também com o mesmo comprimento de 7, nés temos:

() T%[a) € Up(Dy7) sss A | 32Ty, 271[al,
() T [B] € (DY) s55 B |= 32T, 277T[D).

Segue, para cada b € B™, que
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U = p@)b]  sss A = [y (X,7,9)|(D)[D]
sss 10 [b] € lfp(q)g’%j)
sss (por () A = 32152 [b] B
sss (ja que B’ Cro A" SB’/)\: 32T;, 2yt [b]
sss (por (xx)) T° [b] € lfp(q)gfg)
sss B’ |= (fp y i (X, T, 9)](7)[D)
sss B’ |= o(y)[0].

Imediatamente obtemos B Crpp 2 e 2B é contavel. Seja [' um conjunto
satisfativel e contavel de LFP-férmulas. Seja 2l um modelo de I'. Pelo Lema
2.19, existe B C A contavel. Segue que B |=I'. Portanto, temos:

Teorema 2.20 (Lowenheim-Skolem para LFP-Teorias Contéaveis)
Todo conjunto contdvel satisfativel de formulas de LFP que possui um modelo
infinito possui um modelo contdvel.

Podemos generalizar o Teorema 2.20 para obter um analogo ao Teorema
de Lowenheim-Skolem Descendente. Basta substituirmos os conjuntos S e
¥ por S e WISl definidos abaixo. Seja S um conjunto de simbolos. A
Aritmética Cardinal nos informa que a cardinalidade do conjunto das S-
férmulas é também menor que ou igual a [S| (isto é, se |S| for infinito),
pois as formulas de LFP sao seqiiéncias finitas de simbolos. Definimos os
conjuntos Sl = {SZ!S||Z’ € N}eUws = {\IILS||Z' € N} por indugao simultanea
(de forma andloga & anterior) como:

157 =s;

2 \DLS‘ é o conjunto das S;i-formulas de LFP que possuem no maximo uma
variavel relacional livre X, e tais que o comprimento T ¢ igual a aridade
de X e as variaveis de primeira-ordem de ¢, (X,T,7) estdo entre T, 7.
Considere uma boa-ordenacao {1 (X,T,7)|a < |\Ifis‘]} das férmulas
em \Ifl5| (observe que, se a cardinalidade de S; é menor ou igual a |5,
o conjunto \Ifisl tem cardinalidade menor ou igual a |S|);

3 Sﬁ‘l = SZ!S| U{<;} U{Tia]a < |\If|zs||} onde cada T}, é um novo simbolo
relacional v + v + 1-ario, onde a aridade de X é u e o comprimento de
¥ é v em ¥;(X,T,7) (observe que S;;; terd cardinalidade menor ou

igual a |S| se a cardinalidade de \I/LS| for menor ou igual a |S|).
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E f4cil mostrar por indugao que os conjuntos SF e ¥ tém cardinalidade
menor ou igual a k, para i € N. O mesmo para [ JS" e | J U*".

Seja 2 uma S-estrutura de cardinalidade maior ou igual a k. Nés defini-
mos entdo os conjuntos S, i € N, de relagdes sobre A, que interpretam S;,
como:

o S{ = {RAR € S);

o S, =SAU{<U{T4|a € k}, onde < é uma boa-ordem sobre os
elementos de A de comprimento «; definido como:

;= ( U cl((bg’f)) +1,

acA,a€r

e T4 (abe) se, e somente se, a é o y-ésimo elemento na ordem < e ¢
pertence ao y-ésimo estégio da inducao sobre o operador @gig‘*. Observe

que T2 codifica os estagios da indugao em @g%".

Observe que, como |A| > k, a cardinalidade de {cl(@%’%’)ﬁ € A a €k}
¢ menor ou igual a |A], e cl(@&ﬁ%’) < |A|*, para quaisquer @ € A e a € K.
Novamente, a Aritmética Cardinal mostra que «; < |A|T, para todo i € N,
e portanto a boa-ordem < existe'?, para todo i € N.

Analogamente ao caso anterior, seja S = |JS um conjunto de simbolos
e S = Uieniso SA um conjunto de relagoes sobre A. Seja 2 = (A, S4)
uma S U S-estrutura. Seja B’ = (B,S'P), onde B é uma S-estrutura, uma
subestrutura elementar de 2’ de cardinalidade x e fechada para férmulas
existenciais de LFP.

Temos o seguinte lema:

Lema 2.21 %/ gLFp 91/.
Prova. Anéloga a do Lema 2.19. |

Novamente, temos A Crrp B, e, portanto:

Teorema 2.22 Todo conjunto satisfativel I' de LFP-formulas tem um mo-
delo de cardinalidade menor ou igual a |I'|.

10¢Cf. 9.
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Assim encerramos este capitulo. No proximo capitulo nds estudaremos
a Circunscrigdo de McCarthy e as NATs (Nested Abnormality Theories) de
Lifschitz. Falaremos sobre a falha do Teorema de Lowenheim-Skolem para
Circunscrigao e mostraremos que existe uma traducao linear de férmulas da
logica de segunda-ordem para NATSs. Essa traducao garante que, para toda
teoria na légica de segunda-ordem, existe uma NAT que é uma extensao
conservativa dessa teoria de segunda-ordem. Examinaremos a validade e
teceremos alguns comentarios acerca de uma afirmacao de Doyle em [Doy85]
sobre da definibilidade em Circunscricao e provaremos alguns resultados rela-
cionados ao assunto.



Capitulo 3

Circunscricao

Neste capitulo, abordaremos o conceito de modelo minimal e Circunscricao
de Predicados. Modelos minimais, que formam a base da semantica da Cir-
cunscricao, serao definidos na Segao 3.2. Na Secao 3.1 definiremos a Cir-
cunscricao. Na Secao 3.3, provaremos alguns teoremas a respeito do poder
expressivo da Circunscri¢ao. Apresentaremos uma prova de que o teorema de
Lowenheim-Skolem “para baixo” nao vale para Circunscri¢ao na Segao 3.4.
Na Sec¢ao 3.5, examinaremos a validade de uma afirmacao feita por Doyle a
respeito de definibilidade em Circunscrigao. Na Secao 3.6, apresentaremos
uma extensao de Circunscricao, chamada NAT, proposta por Lifschitz em
[Lif95] na qual é possivel realizar circunscrigoes aninhadas. Provaremos que,
para qualquer teoria de segunda-ordem I', existe uma NAT que é uma ex-
tensao conservativa de I'. Para tanto exibiremos uma tradugao entre logica de
segunda-ordem e NAT. O tempo para computar essa traducao e o tamanho
da NAT resultante sao lineares no tamanho da féormula de segunda-ordem na
forma normal prenex.

3.1 Circunscricao de Predicados

O raciocinio é uma atividade amplamente estudada pela Inteligéncia Artifi-
cial (IA). Em particular, os formalismos légicos sao bastante utilizados a fim
de se obter sistemas capazes raciocinar. Por “raciocinar” entendemos o ato
de tirar conclusoes a partir de um conjunto de premissas. Essas conclusoes
podem servir, por exemplo, para nos guiar em nossas decisoes e agoes ou sim-
plesmente para explicitar relacoes entre conceitos descritos, ou parcialmente
descritos, pelo nosso conjunto de premissas.

Em muitos problemas de TA, como acontece no dia-a-dia de um ser hu-
mano, precisamos desenvolver raciocinio a partir de um conjunto de premissas

50
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incompleto, no sentido de que esse conjunto de premissas, que chamaremos
também de base de conhecimento, nao é capaz de responder as perguntas
necessarias ou, em outras palavras, nao determina a veracidade ou a falsidade
de certas proposigoes. No entanto precisamos decidir que agoes tomar basea-
dos nesse conhecimento incompleto. Ou seja, precisamos fazer inferéncias
que vao além do que se pode deduzir a partir das informagoes das quais dis-
pomos. E como nao se pode garantir a corretude dessas inferéncias, podemos
nos encontrar em uma situacao na qual descobrimos que uma inferéncia feita
previamente é falsa. Isso pode ocorrer se aumentarmos nossa base de co-
nhecimento. Portanto, uma légica adequada para lidar com raciocinio sobre
conhecimento incompleto deve ter a propriedade da nao monotonicidade.

A necessidade de tratar problemas desse tipo em IA motivou o estudo
e criagao de légicas nao monotonicas. Entre elas encontramos as légicas
default, dentre as quais se destaca a Logica Default de Reiter [Rei80], algumas
légicas modais nao monotonicas, como a de McDermont e Doyle [MD80],
entre outras. Um dos formalismos baseados em légica mais estudados é a
Circunscricao.

A Circunscrigao foi desenvolvida por McCarthy a fim resolver o Problema
da Qualificacao [McC80], que é o problema de se fornecer uma representagao
légica (axiomética) do mundo, ou de uma situagao particular, a fim de que
uma maquina inteligente possa trabalhar sobre esses dados e inferir que de-
cisoes tomar. A idéia da Circunscricao é que, ao nos deparamos com a
descricao de uma cena, imediatamente concluimos que os objetos que parti-
cipam de fato da cena, ou as propriedades das quais eles desfrutam, sao exa-
tamente aqueles que constam na descricao. Na Circunscri¢ao de Predicados,
McCarthy tenta atacar esse problema da seguinte forma. Ao circunscrever
um predicado P em uma teoria T, pretende-se obter uma nova teoria 7" na
qual os objetos que possuem a propriedade P sao apenas aqueles que necessi-
tam possuir a propriedade P para que T’ seja satisfeita. Ou seja, pretende-se
que os modelos de T” sejam os modelos nos quais o predicado P possui as
suas menores extensoes possiveis, isto é, os modelos minimais de 7.

Em [McC80], McCarthy introduz a Circunscrigio de Predicados como
uma esquema de férmulas de primeira-ordem. Em [McC86], é apresentada
a Circunscri¢ao de Formula, uma generalizacao da Circunscricao de Predi-
cados, dessa vez em logica de segunda-ordem, que permite a circunscricao
de uma férmula (na verdade do predicado definido por uma férmula) e que
certos objetos (constantes, fungoes, predicados) possam variar. Outra gene-
ralizacao é a Circunscricao Paralela, na qual varias férmulas sao circunscritas
simultaneamente em uma teoria. Aqui, trataremos da Circunscricao de Pre-
dicados Paralela (CPP) que é a restricdo da Circunscrigdo Paralela para o
caso em que a férmula circunscrita é um atomo da forma P (7). Veja [Lif94]
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boa introducao a Circunscricao e outras referéncias.
A Circunscri¢cao de Predicados Paralela é definida em termos de uma
traducao para a légica de segunda-ordem. Nos a definimos abaixo.

Definicao 3.1 (Definicao de Circunscrigao) Sejam P = Pi,...,P, e

Z = Zi,..., 2y tuplas de simbolos predicativos em um alfabeto S onde a
aridade de cada P; ék;, 1 < i <n,ep=DP,....,Pl ez =2,...,2
tuplas de varidveis de sequnda ordem onde cada P! possui a mesma aridade
de P;, 1 <i < n e cada Z! possui a mesma aridade de Z;; 1 <i < m. A
circunscricio de P em «(P, Z) variando Z, Circla(P,Z); P; Z), é definida
como a sequinte formula da logica de sequnda-ordem:

(P, Z) NV PYZ((P, Z) — —(P' < P)), (3.1)
onde P' < P € definido como
P <PA-P =P,
e PP < P e P' =P sdo definidos como

Vi, ... xp (P21, ... 2,) — Play, ... x,))
1<i

IN

n

Vay, ... xp(P(x1,. .. xy,) < Play, ..., x,)),
1<i<n

respectivamente. Os predicados em P sdo os predicados circunscritos, os
predicados em Z sdao os predicados variantes e os demais predicados que
ocorrem em « sdo os predicados fixos. Quando a tupla de simbolos Z for
Vazia, escrevemos C’irc[a;_]. Na nossa linguagem admitiremos a presenca
de simbolos proposicionais. Desta forma, serd possivel circunscrevé-los e
varid-los em uma circunscricao. Para tanto, dados simbolosp e p', definimos
p' < p como

p<p=@—p A <Dp)
e Vp(v(p)) € o mesmo que Y(true) A (false).

Utilizamos Circunscri¢ao para fazer inferéncias nao monotonicas através
do que Lifschitz chama de Teorias Circunscritivas. Uma Teoria Circuns-
critiva é um par (T, A) onde 7' é um conjunto de sentengas da légica de
primeira-ordem e A é um conjunto de regras de circunscri¢ao. Uma regra de
circunscricao é uma expressao do tipo

circ P var Z,



CAPITULO 3. CIRCUNSCRICAO 53

onde Z é uma tupla de objetos (simbolos relacionais, funcionais e constantes)
e P é um predicado. Dada uma teoria circunscritiva (T, A), definimos a
relagdo de conseqiiéncia =gy da seguinte forma:

(T, A) Ecire ¢ ss8 /\ Circ[T; P; Z] | = ¢
circ P var Z € A

Na préxima secao examinaremos o conceito de modelo minimal e sua
relacao com Circunscricao.

3.2 Modelos Minimais

Modelos Minimais formam a base da semantica da Circunscricao. Nesta
secao, apresentaremos as defini¢oes a respeito de modelos minimais que serao
utilizadas ao longo do texto.

Primeiramente, vamos relembrar certos conceitos de ordem comuns na
Teoria dos Conjuntos.

Definicao 3.2 Uma relacao binaria < em um conjunto D é uma pré-ordem
se for transitiva e reflexiva.

Definicao 3.3 Seja < uma pré-ordem em D e C C D. Um elemento c € C
¢ um elemento minimal de C' com relacao a < se, e somente se, para todo
elemento ¢ € C, se d < c entio c <.

Definiremos agora a relacdo de ordem, na verdade uma pré-ordem, da
qual extrairemos nossos modelos minimais. Essa relacao ordena estruturas

(veja [Lif94]).

Definicao 3.4 Seja S um alfabeto e sejam P=Py,..., P, e Z =7Z1,..., 7Zm
uma tupla de predicados de S e uma tupla de varidveis predicativas, respecti-
vamente. Definimos a relagio <% sobre as S-estruturas da sequinte forma:
A <2 Y se, e somente se,

1. A=A, (A e possuem o mesmo dominio);
2. R*=R¥ para R ¢ {P,Z};

3. Pf‘gpm/, para 1 <1 <n.

7

Aqui, estenderemos a defini¢ao de <Pz para S-interpretacoes. Essa ex-
tensao sera amplamente utilizada no Capitulo 4.
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Definicao 3.5 Duas S-interpretagoes 3 = (,3) e 3 = (A, ') sao tais
que J <% 3 se, e somente se, as condicoes 1,2,3 da Definicao 3.4 sdo
satisfeitas bem como a sequinte condi¢do adicional:

4 8=0".

Os modelos minimais dos quais trataremos sao definidos da seguinte
forma.

Definicao 3.6 Dada uma classe C de S U P, Z-interpretacoes, uma inter-
pretacao J € C € um modelo ?;Z;minimal de C se nao existe um modelo
J € C diferente de J tal que J' <FZ J. Se ¢ é uma férmula, I é um modelo
P; Z-minimal de ¢ se T é um modelo P; Z-minimal de Mod(¢), onde Mod(¢)
¢ a classe dos modelos de ¢. Se P for composto apenas pelo predicado P, nds
dizemos que um modelo I P; Z-minimal de ¢ € nao vazio se P # ().

Como ¢ amplamente sabido, os modelos de Circla; P; Z] sdo exatamente
os modelos de o minimais com relagio a <? (veja [Lif94]).

Teorema 3.1 Seja o uma S-sentenca de primeira-ordem. Uma S-estrutura
A ¢ modelo ggCirc[a; P; Z] se, e somente se, A € modelo de o minimal com
relacdo a <.

Na préxima se¢ao, examinaremos o poder expressivo da Circunscrigao.

3.3 Expressividade da Circunscricao

Nesta Secao examinaremos o poder expressivo da CPP. Mostraremos sua
relacdo com a légicas de primeira-ordem e segunda ordem. Comecaremos
definindo precisamente a linguagem da CPP.

Definicao 3.7 A linguagem Lo da CPP € definida como sendo o conjunto
da sentencas da logica de primeira-ordem junto com as sentencas da logica
de sequnda ordem da forma Circla; P; Z) para alguma sentenca de primeira-
ordem a. Se S é um alfabeto entio Lo(S) € o fragmento de Lo cujas sen-
tencas tanto de primeira-ordem quanto de sequnda ordem sdao escritas mno

alfabeto S.

Mostraremos agora que a CPP é mais expressiva que a logica de primeira-
ordem.
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Exemplo 3.1 Seja a(R) a sentenca
Va(R(r,2)) AVa¥y¥((R(z,5) A B(y, 2)) — R(x,2).

Em um modelo A qualquer, a(P) diz que R* contém o fecho reflezivo e
transitivo de E®. Seja ¢ = Circ[a(R), R]. Entdo em um modelo 2 qualquer,
¢ diz que R* é a menor relacio que contém o fecho reflexivo e transitivo de
E® portanto, é o proprio fecho reflexivo e transitivo de E*.

Com um facil argumento utilizando o Teorema da Compacidade para a
l6gica de primeira-ordem, mostraremos que a classe dos modelos da sentenca
¢ do exemplo anterior nao é sequer A-elementar.

Lema 3.2 Nao eziste um conjunto de S U {E, R}-formulas T em ldgica de
primeira-ordem tal que, para qualquer modelo A de I', R* seja o fecho tran-
sitivo e reflevivo de E®.

Prova. Suponha que tal conjunto I exista. Seja A tal que

A = FU{R(Ivy)vx%y7_'E(x7y)7_E|U1(E(x7FU1)/\E(Ulay))v
—Jv v (E(z,v1) A E(v1,v2) A E(va,9)), ...}

As férmulas adicionadas a I' dizem que os elementos = e y sao diferentes e
que y nao pode ser alcancado a partir de x através de E num numero finito
de passos. Observe que cada subconjunto finito de A é satisfativel, logo, pela
Compacidade da logica de primeira-ordem, o conjunto A é satisfativel. Mas,
nesse caso, existe um modelo 2 de I' para o qual R* nao é o fecho transitivo
e reflexivo de E? (os elementos * e y* nao pertencem ao fecho transitivo e
reflexivo de E®). Absurdo! |

Assim obtemos:

Teorema 3.3 FO < Lo em poder expressivo.

A CPP possui, entretanto, limites de expressividade. Mostraremos agora
que a CPP nao ¢ sistema logico booleano, uma vez que nao ¢é fechada para a
negacao.

Lema 3.4 Ezistem sentencas ¢ € Lo para as quais nao existem sentenc¢as

W € Lo tais que = —¢ < ).
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Prova. Seja ¢ a circunscricao do Exemplo 3.1. Suponha que existe ) € L¢
tal que = —¢ < 1. Se 1 fosse primeira-ordem, entdo ¢ seria equivalente
a uma sentenca de primeira-ordem, e pelo Lema 3.2 isso nao é possivel.
Suponha entdo que ¢ = Circ|3; P; Z] para alguma sentenca de primeira-
ordem 3. Se E,R ¢ P, entdo 1) é equivalente a uma sentenca de primeira-
ordem, o que, como ja vimos, nao é possivel. Como quaisquer duas estruturas
A = (A EA RY) e A = (A, EA R4) tais que R* e R nao sao o fecho
reflexivo e transitivo de E4 e R4 C R, sdo modelos de —¢, entdo R ¢ P.
Analogamente, como quaisquer duas estruturas A = (A, B4, R4) e A =
(A, B, R?) tais que R* ndo é o fecho reflexivo e transitivo de £ nem de
E', e EA C E' sao modelos de —¢, entdo E ¢ P. Logo E, R ¢ P. Absurdo!

i

Como podemos observar a partir da definicao do operador C'irc, uma
sentenca ¢ € Lo ¢ equivalente a uma sentenga em II}, pois temos

Circla; P; 7|

a(P,Z) N\NPNZ'(~a(P', Z') V =(P" < P))

VPNZ'(a(P,Z) A (~a(P',Z") V =(P' < P)).

Nés mostraremos que, dada uma S-sentenga 1 de segunda-ordem em I},
existe ¢ € Lo em um alfabeto estendido S U S’ tal que ¢ = ¢ A p1, onde
p1 € um simbolo proposicional em S’. Isso significa que ¢ e 1 provam os
mesmos teoremas escritos no alfabeto S. Na Secao 3.6, nés generalizaremos

este resultado para NATs. Para tanto, vamos precisar do seguinte lema, que
¢ a base de ambos os resultados.

Lema 3.5 Seja ¢(X) uma S-férmula and py, . . ., p, wma tupla de letras pro-
posicionais que nao ocorrem em X. Entao

Circ[(=op(X)Vp) Apa Ao . ADp;pi XIApL =VXO(X)ADLA ... APy
Prova. Nos temos a seguinte cadeia de equivaléncias.

Circl(=p(X) V1) Apa A ... App;p1; X A pr

(=(X)Vp1) Apa A Apn AVPYX((m¢(X) V P') Ap2 A Apn) —
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(' <p1)) Ap
P Ao ANYPYX((m(XT) V) Apa Ao Apn) — =(0 < 1)) Apr
=, ja que p’ toma valores em {true, false},
P2 A APy AVX((mp(X7) V true) Apy A ... Apy) — —(true < pp))A
VX' (((=g(X') V false) Apa A ... A p,) — —(false < p1)) A py
=, ja que —(true < p;1) é sempre verdadeiro,

P2 A App AVX(((mp(XT) V false) Apy A ... App) — —(false < p1)) A p

P2 Ay AVX(((md(X7) V false) Apa A ... Apn) V = (false < p1)) A p

P2 A APy AYX(A(=(X) Apa A Ap)) A

P2 AP AVX(A(X)V =(pa Ao  Apn)) Ay

VXA(X)ApL Apa Ao A pp.
i

Observe que as varidveis relacionais X ocorrem livres em Circ[(—¢(X) V
P1)AP2A. . .ADy; p1; X|Ap1, mas o valor dessas varidveis em uma interpretacao
J ndo importa para a veracidade de J = Circ[(=¢(X) V pi) Apa A ... A
Pri1; X] A pr. Isto é, Circ[(=d(X) V p1) Apa A ... A puipr; X] A pr é uma
SU{X} U {pi,...,pn}-formula de segunda-ordem equivalente a uma S U
{p1,...,pn}-férmula de segunda-ordem.

Do Lema 3.5 temos imediatamente:

Teorema 3.6 Para toda S-sentenca ¢ de 113 existe uma sentenca v de Lc
cujo fecho dedutivo é uma extensdo conservativa do fecho dedutivo de ¢.
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Em [dKK89], de Kleer e Konolige nos ensinam a eliminar os predicados
fixos de uma CPP, isto é, é mostrado que toda sentenca ¢ € Lo é equiva-
lente, modulo simbolo predicativos adicionais, a uma formula ¢ € Lo, em
um alfabeto possivelmente maior, na qual todo predicado é circunscrito ou
variante. Em [CEG92| Cadoli et al. exibe um método para a eliminagao dos
predicados variantes na avaliagao da rela¢do de conseqiiéncia légica f=. Isto
é, com o intuito de estabelecer ¢ |= 1, onde ¢ € L e 1 é de primeira-ordem,
¢ possivel encontrar uma sentenga ¢’ € L¢, onde ¢ é escrita em um alfa-
beto aumentado e nao ocorrem simbolos predicativos variantes em ¢ (ver
Defini¢ao 3.1), e uma sentenga 6 de primeira-ordem (na verdade, proposi-
cional, veja [CEG92]) também no alfabeto aumentado, tal que ¢ |= 1) se, e
somente se, ¢’ = 6.

Na proxima secao, comentaremos a falha do Teorema de Lowenheim-
Skolem para L¢.

3.4 A Falha do Teorema de Lowenheim-Sko-
lem

A primeira publicagdo na qual encontramos um estudo mais aprofundado
do poder expressivo de Circunscricdo é em [Sch87]. Schlipf mostra que
varios cardinais podem ser definidos' por Circunscricao. Em particular,
Schlipf mostra que existe uma circunscricao que somente possui modelos
incontdveis®>. O Lema 3.5 também garante que o Teorema de Lowenheim-
Skolem nao vale para Circunscrigao, pois é facil construir uma férmula em
I} que possui apenas modelos incontaveis. No entanto, o Lema 3.5 utiliza
o fato da circunscricao poder admitir predicados variaveis. Abaixo, apre-
sentaremos uma prova de que o teorema de Lowenheim-Skolem nao vale?

L0 conceito de defini¢ao usado por Schlipf é particular e esté definido em [Sch87]. Para
nés, o importante é que, quando Schlipf mostra que varios cardinais podem ser definidos,
isso significa que existem circunscrigoes tais que todos os seus modelos tém cardinalidade
igual ao cardinal definido (isto é, o cardinal x pode ser definido por Circunscrigao se existe
uma circunscrigao ¢ € Lo tal que todos os seus modelos tém cardinalidade k).

20 exemplo de Schlipf usa predicados varidveis—para ser exato um certo predicado
U (veja [Sch87, Exemplo 2.6]) estd variando—mas o mesmo exemplo pode ser adaptado
para provar que existe uma circunscricao sem objetos variantes que sé possui modelos
incontaveis—basta retirar o predicado U da lista de objetos varidveis na circunscri¢ao
citada.

3K importante frisar que a Circunscricdo da qual estamos tratando aqui é aquela
definida em l6gica de segunda-ordem nos moldes da que é apresentada em [McC86]. No
caso da Circunscrigao de primeira-ordem, como apresentada em [McC80], é evidente que o
Teorema de Lowenheim-Skolem vale. Esse teorema também vale para a légica de primeira-
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para Circunscri¢ao mesmo sem objetos varidaveis. Nosso contra exemplo uti-
liza um alfabeto menor que o utilizado em [Sch87].

Antes de provarmos esse teorema, vamos relembrar os seguintes conceitos
da teoria dos conjuntos.

Seja P um conjunto e < uma relacao binaria em P. < é uma ordem
estrita se < for transitiva (¢ < b e b < ¢ implica a < ¢) e assimétrica (a < b
implica ndo b < a). Uma ordem estrita é linear (ou total) se, para todo
a,b € P,a <boua=0>b,oub< a Uma ordem estrita é densa se, sempre
que a < b, existe ¢ tal que a < ¢ e ¢ < b. Seja < uma ordem estrita (ou
simplesmente uma ordem) em P e A C P. Um elemento p é um limitante
superior de A se a < p ou a = p para todo a € A. p é o supremo se p é o
menor dos limitantes superiores, com respeito a <. Uma ordem linear densa
é completa se todo subconjunto nao vazio que possuir um limitante superior
tiver um supremo.

O seguinte teorema sera 1til na prova do teorema 3.12. Para uma prova
do Teorema 3.7 indicamos [HJ99].

Teorema 3.7 Sejam (P, <) e (L, <) ordens lineares, densas, contdveis, sem
extremos. Entao (P, <) e (L, <) sao isomorfas.

Agora estamos prontos para provar o teorema 3.12.

Considere a seguinte lista de axiomas:

e OL(K) :=VaVy(z <y — —y < z) AVaVyVz(x < y ANy < z — x <
2)AVaVy(z < yVe=yVy<ax)AVaVy(lr <y — Jz(x < 2Nz <
y)) A—Favy(z <y vz =y),

“< é uma ordem linear (total), densa, que nao possui um menor ele-
mento. ”

e B(R):=3Vy(R(y) — (y <z Vy=u1)),

“R possui um limitante superior.”

o LUB(R) := 3x(Vy(R(y) — (y < xVy = z)) ANVy(Vz(R(z) — (¢ <

yVz=y)) = (& <yVz=y)),

7

“R possui um supremo.

e D(R):= B(R) — LUB(R),

“se R possui um limitante superior, entao R possui um supremo.”
Chamaremos esse axioma de propriedade de Dedekind.

ordem com semantica minimal, na qual os modelos considerados sao minimais com respeito
a relacdo de subestrutura [Peq85, Proposigdo 3.4], ao passo que os modelos considerados
em CPP sdo minimais com relacio a <%,
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e DC(R) :=Va(R(z) — Yy(y < = — R(y))),

“se a pertence a R entao todo elemento menor do que a também per-
tence a R.”

e NE(R) :=3JzR(x),
“R é nao vazio. ”
A seguinte seqiiéncia de lemas culmina com a prova do Teorema 3.12.
Seja
A(R) := OL(<) NDC(R) N NE(R) N—D(R).

Seja ¢ := Circ[A(R); R]. Podemos reescrever ¢ como
A(R) A\YR'((DC(R'YNNE(R)\NR C R) — D(R)).

Intuitivamente ¢ afirma que R é uma ordem densa, nao vazia e minimal (na
verdade minima) em nao possuir a propriedade de Dedekind. Isso implica
que qualquer subconjunto préprio de R possui a propriedade de Dedekind.
Isso fara de R uma ordem completa, e, portanto, nao sera contavel.

Lema 3.8 ¢ € satisfativel.

Prova. Um possivel modelo 2 de ¢ tem a seguinte aparéncia.

RA

Pense no conjunto dos numeros reais a esquerda ordenados usualmente
(simbolizados pelo conjunto R4) e alguns elementos extras a direita formando
uma cadeia descendente infinita, mas cujos elementos sao todos maiores que
os elementos de R com respeito a relacao de ordem que interpreta < em 2.
Isso garante que R4 ndo possui supremo. Entao, R* nao terd a propriedade
de Dedekind, no entanto, qualquer subconjunto préprio de R que satisfizer a
propriedade DC' terd a propriedade de Dedekind. [ |

Seja 2 = (U, <”, R*) um modelo de ¢. Seja A’ o {<}-reduto de 2A. Seja
B = (R, <®) a subestrutura de 2’ induzida por R4.

Lema 3.9 B ¢ um conjunto ordenado denso, infinito e sem extremos.
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Prova. R* nao é vazio uma vez que % = NE(R). Se R fosse finito, o
maior elemento de R seria um supremo em 2l o que nao ¢é possivel pois
2l = =D(R). Pelo mesmo motivo R* nido possui um extremo superior, e
como A = DC(R) e 2 nio possui menor elemento (veja OL(<)), entdo R
nio possui um extremo inferior. Como <# é densa e A = DC(R), < ¢
densa.

Lema 3.10 B ¢ completa.

Prova. Seja C C R* que possua um limitante superior em R4. Seja C' =
{r € RY | 2 < coux = ¢ para algum ¢ € C'}. Obviamente todo limitante
superior de C' também é limitante superior de C’ e vice-versa. Observe que
C' ¢ um subconjunto préprio de R4, Entdo, como A = ¢, ¢’ possui um
supremo em 2. Mas 21 = DC(R) e existe um limitante superior de C’ em
R4, logo C' possui um supremo em R*, portanto C' possui um supremo em
RA. Logo, B é completa. [ |

Lema 3.11 ‘B, e portanto também A, € incontavel.

Prova. Suponha B contavel. Pelo Teorema 3.7, 8 ¢é isomorfo a, por exem-
plo, (Q, <), a ordem dos nimeros racionais. Mas B é completo e (Q, <) nao.
Absurdo!

Teorema 3.12 Ezxiste uma circunscrigao Circ[A(R); R] sem objetos varid-
veis e num alfabeto {R, <}, onde R é um predicado undrio e < um predicado
bindrio, que nao possui modelos enumerdveis.

Prova. Como vimos, a sentenca ¢ possui apenas modelos nao enumeraveis.

Continuaremos a analise do poder expressivo de Circunscri¢cao na proxima
secao. Investigaremos algumas questoes relativas a definibilidade.

3.5 Definibilidade em Circunscricao

Nesta se¢ao, estudaremos a definibilidade de um simbolo predicativo através
da Circunscricao. Isto é, estudaremos os casos em que uma circunscrigao
define o predicado circunscrito.

Em [Doy85] é levantada a questdo de quando uma circunscrigao define
implicitamente o predicado circunscrito. Doyle examina o problema no con-
texto da Circunscri¢ao de primeira-ordem [McC80]. Podemos transferir o
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problema para o contexto da Circunscrigao de segunda ordem como apre-
sentada aqui. De agora em diante, assumiremos que apenas um predicado é
circunscrito em cada circunscri¢ao a fim de simplificar a exposicao do pro-
blema. Vejamos o seguinte lema a respeito dos casos em que a Circunscrigao
define o predicado circunscrito.

Lema 3.13 Seja (P, Z) uma S U {P} U {Z}-sentenca de primeira-ordem.
Circla(P,Z); P; Z] define implicitamente o simbolo predicativo P se, e so-
mente se, para toda S-estrutura A existe no mdzimo uma S U {P} U {Z}-
expansao A que é modelo de o(P, Z) minimal com relacio a <.

Prova. Direto da definicao de definicao implicita. [ |

Doyle langa a seguinte questao: quando a circunscricao define implicita-
mente o predicado circunscrito, sera possivel substituir o esquema de circun-
scrigao? pela definigao explicita do predicado circunscrito (que, pelo Teorema
de Beth, sempre existe em primeira-ordem) junto com a férmula circunscrita?

Podemos reformular essa questao para a Circunscricao de segunda ordem:
quando Circla(P, Z); P; Z] é equivalente a uma teoria de primeira-ordem e
define implicitamente o predicado P, serd que Circla(P, Z); P; Z] é equiva-
lente o mais a defini¢ao explicita do predicado P?

Em termos precisos, a questdo de Doyle é: se Circla(P, Z); P; Z] é equi-
valente a uma teoria de primeira-ordem e

Circla(P, Z); P; Z] = VT(P(T) < ¢(7)),
onde P nao ocorre em ¢(T), serd que temos
Circla(P,Z); P; Z] = o(P,Z) AN\VZ(P(T) « ¢(7))? (3.2)

Doyle afirma que isso nao é verdade. No entanto, o contra-exemplo que
ele apresenta nao é realmente um contra exemplo. Abaixo, exibiremos um
contra-exemplo real, demonstrando a resposta de Doyle.

Exemplo 3.2 Seja ¢(<) uma formula de primeira-ordem afirmando que <
¢ uma ordem linear na qual todo elemento, exceto o menor, possut um pre-
decessor e todo elemento, exceto o maior, possui um sucessor (entretanto,
®(<) nao determina se < possui maior ou menor elemento). Seja ¢ uma
constante. Seja ¥(c) uma formula de primeira-ordem que afirma que se <
possui um menor elemento entdo ¢ € o menor elemento de <. Seja P um

4Doyle trabalha com a Circunscricdo de Primeira-Ordem, na qual a circunscricdo de um
predicado em uma teoria é representada por um esquema de sentencas de primeira-ordem.
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predicado undrio. Seja O(P) a formula de primeira-ordem que afirma que P €
nao vazio, P possui um maior elemento® com relacio a < e P é “fechado para
baizo” com relagdo a < (isto é, se P(a) eb < a entao P(b)). Observe que em
todo modelo (A, P) de Circlp(<) N(c) ANO(P); P| a ordem < possui menor
elemento (caso contrdrio seria sempre possivel escolher uma interpretacao
para P menor, pois bastaria escolher um subconjunto proprio de P “fechado
para baizo”). Analogamente, se < possui um menor elemento em uma es-
trutura A, entao existe um modelo (A, P) de Circlgp(<) A (c) A O(P); PJ.
Facilmente se observa que Circ[¢p(<) A(c) AO(P); P] é equivalente a

D = {6(<) A b(c) A O(P).
“< possui menor elemento”,

Vo (P(x) < “x é o menor elemento de <”)}.

E facil ver que
'EVe(Px) sx=cVar<c).

Entretanto,
Circlp(<)AY(c) NO(P); Pl # ¢(<)AY(c) NO(P)AVz(P(x) <> x = cVa < c).
(E fdcil ver que existe um modelo de
(<) ANY(c) NO(P) ANV (P(x) sz =cVa<c)
no qual a ordem < ndo tem menor elemento.)

Mesmo em face dessa resposta negativa, para a classe das sentencas bem-
fundadas e em circunscrigoes sem objetos variantes nds provamos que a
equivaléncia vale. Abaixo definimos a classe das sentencas bem fundadas
(veja [Lif94]).

Definicao 3.8 Seja a P, Z) uma sentenca da légica de primeira-ordem. Nés
dizemos que (P, Z) é bem-fundada com relacao a <” Z se, e somente se,
para todo modelo A de a(P, Z) existe um modelo B de a(P, Z) P; Z-minimal
e tal que 2 §P57 B.

Teorema 3.14 Se a(P) é bem-fundada com relagio a <¥, a circunscri¢do
Circla(P); P] € equivalente a uma teoria de primeira-ordem e define implici-
tamente o simbolo predicativo P, entio Circla(P); P] é equivalente a a(P)
mais a definicao explicita de P.

5Com essa condicdo, esse contra-exemplo se aplica também & Circunscricdo de primeira-
ordem, conforme Doyle pretendia.
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Prova. Seja a(P) como no enunciado do teorema. Seja ¢(T) tal que
Circla(P); P] | ¥2(P(z) = 6(7)).
Obviamente todo modelo de Cire|a; P] é modelo de
[':= a(P) ANYZ(P(T) < 6(T))).

Seja A modelo de I'. Como 2 = a ¢ a(P) é bem-fundada, existe um modelo
2" <P 2 P-minimal de a(P). Logo A" |= Circla(P); P]. Mas nesse caso 2’ =
I' e, como I' define P explicitamente, e portanto também implicitamente,

temos P¥ = P2 ¢ portanto 2 também é minimal com relacdo a <”, logo
2A = Circla(P); P.

Vamos relembrar o Exemplo 3.2. Nés exibimos uma férmula
a(P) == 6(<) A () A O(P)
tal que Clircla(P); P] define P implicitamente e tal que
Circla(P); P| = Ya(P(x) = 6(x)),
onde P nao ocorre em ¢(x), mas
Circla(P); P] # a(P) ANVz(P(x) < ¢(x)).

Agora, chamamos atencao ao seguinte fato. Uma teoria pode admitir varias
defini¢oes explicitas para um simbolo definido implicitamente. Se ao invés
da definicao ¢(x) utilizarmos a defini¢ao ¢'(x) := (z = ¢), nds temos

Circla(P); P] = a(P) AVz(P(z) < ¢'(x)).

Fica a pergunta: serd que, quando Circ[a(P, Z); P; Z] define P implici-
tamente, existe uma definigao explicita ¢(Z) tal que a equivaléncia 3.2 seja
satisfeita? Nés vimos no Teorema 3.14 que se a(P) for bem-fundada e a cir-
cunscri¢ao nao envolver objetos variantes, entao qualquer definicao explicita
o(T) para P satisfaz a equivaléncia 3.2. Mostraremos abaixo que a resposta
a essa pergunta é afirmativa para qualquer férmula o P, Z).

Primeiramente, vamos demonstrar o seguinte lema a respeito de Circun-
scricao quando esta pode ser escrita em primeira-ordem, isto é, quando uma
circunscricao é equivalente a uma teoria de primeira-ordem.

Lema 3.15 Seja E(F, Z) uma S U {P} U{Z}-férmula de primeira-ordem,
P=P,....P,eZ="07,...,2%, tuplas de simbolos relacionais. Se

Mod(Circla(P, Z); P; Z))

¢ A-elementar, entdo Mod(Circla(P,Z); P; Z]) € elementar.
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Prova. Suponha que existe Circla(P, Z); P; Z] tal que
Circla(P, Z); P; Z) = Th¥° (Circla(P, Z); P; Z))

e Th¥O(Circla(P, Z); P; Z]) nao é equivalente a nenhuma férmula ¢ de pri-
meira-ordem. Sejam P’ = P/,...,P'. e Z' = Z!,...,Z' tuplas de simbolos
relacionais tais que a aridade de P; é igual a de P! e a aridade de Z é igual
ade Z;, 1 <1 <n. Considere a teoria

O := Th¥°(Circle; P; Z]) U{a(P', Z")}.
Obviamente, para qualquer S U {P, Z, P, Z'}-estrutura
2A

Q: ( F? z? F) T)?

temos que
CE=O sss (A,P,Z) | Circla(P,Z); P;Z] e (A, P Z') |= (P, Z"),

onde P e P’ sao tuplas de predicados em A que interpretam P e P’. Con-
sidere a teoria ©' := © U {P’ C P}. Obviamente, ©" é inconsistente, pois,
caso contréario, haveria um modelo € = (A, P,Z,P’,Z’) de ©' e nesse caso
(A, P, Z') <PZ (A P,Z), contrariando (A, P,Z) = Circla(P,Z); P; Z].
Por Compacidade da légica de primeira-ordem, seja ©y um subconjunto finito
de O tal que ©g U {P" C P} ¢ inconsistente. Seja

ce_ -
PZ

= A\{©0 N ThFC(Circ[a(P, Z); P; Z))}

uma formula de primeira-ordem. Por definicao de C’IO; -+ todo modelo P, Z-
minimal de a(P, Z) é modelo de a(P, Z) A C3- Seja (2, P,Z) um modelo
de a(P,Z) A C%. Suponha que (2, P,Z) nao é modelo P; Z-minimal de

o(P, Z). Entao existe um modelo (A, P’,Z/) de (P, Z) tal que
(1. P".Z)) @7 (P, Z).

Z/) é modelo de ©g U {P’ C P}. Absurdo.
Z minimal de a(P, 7). Isso significa que

Mas nesse caso
Portanto, (A, P, ) ¢ modelo

Circla(P,2); P; Z] = o(P,Z) A Cez
Logo, Mod(Circ[a(P, Z); P; Z]) é elementar. i

Agora, mostraremos o principal teorema desta secao.
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Teorema 3.16 Seja o P, Z) uma SU{P, Z}-sentenca em légica de primeira-
ordem tal que Circla(P,Z)] é equivalente a uma teoria de primeira-ordem T
e P ¢ definido implicitamente por Circla(P, Z)]. Entdo existe uma defini¢do
explicita ¢(x) de P—onde, obviamente, P nao ocorre—tal que

Circla(P, Z)] = a(P, Z) AVT(P(T) « ¢(T)).

Prova. Pelo Teorema 3.15, existe uma S U {P, Z}-sentenca de primeira-
ordem (P, Z) tal que Circla(P,Z)] = v(P,Z). Como Circla(P,Z)] define
implicitamente P, pelo Teorema de Beth existe uma definigao explicita ()
de P tal que

WP.Z) | VI(P@) < (@) (3-3)

Seja 7' := (¥, Z) uma S U {Z}-sentenca de primeira-ordem, onde (1, Z) é
obtido a partir de (P, Z) substituindo atomos da forma P(f) por (). Se
2l é um S U {Z}-modelo de 7', entdo existe um predicado P tal que (2, P) é
modelo de y(P, Z)—basta fazer P := {a € A2 = ¢(7)[a]}. Por outro lado,
se (A, P) = (P, Z), entdo A = +'—por 3.3. Logo

RL,P)E~(PZ) sss A~ eP:={ac AR Eyv@)a} (3.4)
Seja ¢(T) := v AY(T). Como (P, Z) |= v'—veja 3.4—entdo
v(P,Z) = a(P,Z) NYT(P(T) « ¢(T)).

Seja (A4, P) um modelo de a(P, Z) AVZ(P(T) < ¢(T)). Se P = (), entdo
(A4, P) é modelo P; Z-minimal de a(P, Z). Se P # (), entdo existe a € A" tal
que (A, P) = P(z)[al. Mas como (A, P) = VZ(P(T) < ¢(T)), entdo existe
a € A" tal que (A, P) =+ Av(T). Logo (A, P) =+ e, como P néo ocorre em
v, A = 4. Utilizando novamente o fato de que (2, P) = VZ(P(T) < ¢(T)),
temos P := {a € A|2 = ¢(7)[a]}. Mas como 2 = 4/, entao P := {a €
AR E ¢(T)[a)} ={a € A = (T)[a]}. A partir de 3.4 temos que (2, P) é
modelo de v(P, Z) e portanto modelo P; Z-minimal de (P, Z). Portanto

Circla(P, Z)] = a(P, Z) AVT(P(T) « ¢(T)).
i

Na préxima secgao, investigaremos o poder expressivo das NATs de Lifs-
chitz, que sao generalizagoes da Circunscrigao.
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3.6 Nested Abnormality Theories—NATSs

Em [Lif95], Lifschitz introduz as Nested Abnormality Theories (NATSs) como
um sistema adequado para representacao do conhecimento. Em uma NAT é
possivel circunscrever blocos de axiomas que podem ser agrupados em novos
blocos e circunscritos novamente. Lifschitz afirma que as NATs sao for-
mas mais intuitivas de exprimir informagcoes e que em muitos casos parecem
oferecer resultados mais satisfatorios que a Circunscricao ou Prioritized Cir-
cumscription.
Definiremos abaixo as NATSs.

Definicao 3.9 (NATSs) Dado um conjunto de simbolos S, o conjunto Blocos
de blocos € definido indutivamente como o menor conjunto tal que, para qual-
quer k, se By, ..., B, sdo blocos ou SU{Ab}-férmulas da ldgica de primeira-
ordem, entao
{C;By,...,B.}
¢ um bloco, onde Ab € um simbolo relacional de aridade k e C := C4,...,Cy,
¢ uma tupla de simbolos relacionais.
Uma NAT T é um conjunto de blocos.

Conforme observa Lifschitz em [Lif95], se B; e B; sao férmulas no bloco
{6; By, ...,B,} e Ab ocorre em ambas, entdao Ab ocorre com a mesma ari-
dade.

A semantica das NATs é definida em termos da logica de segunda-ordem.
Nés definimos o operador o que converte NATSs em teorias de segunda-ordem.
Os modelos dessas NAT's sao portanto os modelos dessas teorias de segunda-
ordem.

Definicao 3.10 (A Funcao o) Seja T uma NAT. Entao
o(T):={c(B)|B € T}.
Definimos a funcio o sobre blocos B = {C; By, ..., B,} como

o(B) :=3Ab(Circlo(By) A ... \No(By,); Ab; C)),

e definimos o sobre formulas da logica de primeira-ordem como seu fecho
universal.

N6s escrevemos {C; P; By, ..., B,} como uma abreviacio® para
{C,P;B,,...,B,, P C Ab}.

Noés temos o seguinte.

SEm [Lif95], é usada a notagao {C,minP;Bi,...,B,}. N6és adotamos um notagao
diferente para evitar confusdo com o operador MIN da légica MIN (veja Capitulo 4).
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Lema 3.17 Seja B := {C; P; By, ..., B,} um bloco. Se Ab ndo ocorre livre
em o(B;), para 1 <1i <n, entio o(B) € equivalente a

Circlo(By) A ... Na(By); P; C].

Prova. A prova é andloga & apresenta em [Lif95], onde este lema é provado
para o caso em que cada B; é uma sentenca de primeira-ordem. | |

Em [CEGO5], Cadoli et al. investigaram a complexidade computacional
da avaliacao das relagoes de conseqiiéncia logica e satisfacao em NATS pro-
posicionais. Cadoli et al. estabeleceram limites superiores e inferiores para
a complexidade desses problemas traduzindo NATSs proposicionais para For-
mulas Booleanas Quantificadas (QBFs) e estabelecendo a validade de QBF's
em termos de conseqiiéncia logica a partir de NATSs.

Aqui, estamos interessados no poder expressivo de NATs de primeira-
ordem. Noés provaremos que, para cada sentenca ¢ da logica de segunda-
ordem em um alfabeto S, existe uma NAT em um alfabeto estendido S U S’
que possui exatamente os mesmos modelos de @ Ap; A...Ap,, onde py,...,p,
sao novos simbolos proposicionais. Isto ¢, para cada S-sentenga de segunda-
ordem existe uma NAT em uma linguagem estendida que prova exatamente
as mesmas S-sentencas que ¢ prova.

Nossa traducao da légica de segunda-ordem em NATSs sera baseada no
Lema 3.5. A partir do Lema 3.5 podemos provar um caso particular do nosso
resultado. Segue-se diretamente do Lema 3.5 que, para toda S-sentenga da
l6gica de segunda-ordem em II}, existe uma NAT sem blocos aninhados que
possui os mesmos modelos de ¢ A pq, onde p; é um simbolo proposicional que
nao ocorre em .

Corolario 3.18 Se ¢ = Vyw_é uma S-sentenca em I1; onde v é de pri-
meira-ordem, entio T := {{X;p1;=¢ V p1},p1} € uma NAT no alfabeto
SU{X}U{p1} equivalente a ¢ N p;.

Prova. Pela Defini¢ao 3.10, o(T) = o({X;p1; =0 Vp1}) Aco(pr). Pelo Lema

3.17, 0({7; p1; N pr}) Ao(pr) = Cire[=y V pr;pr; X] A pr =, (pelo Lema
3.5), ¢ A pr. [ |

Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.3 Seja S := {P,s,0}, onde P é um simbolo relacional undrio,
s € um simbolo funcional undrio e 0 € um simbolo de constante. Seja

P(X) = (X(0) A V(X () — X(s(2)))) = Vy(P(y) — X(y))-
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Essa formula afirma que, se 0 pertence a X e X € fechado sobre s, entao
X contém P. Seja ¢ :=VXY(X). ¢ afirma que P é o menor conjunto ao
qual O pertence e € fechado para s. Seja T = {{X;p1; 0 (X)V p1},p1} uma
NAT. Seguindo a prova do Coroldrio 3.18 temos

o(T) = Circ[«¢(X) V p1;p1; X] Apy

(=p(X) V p1) AVPVX (- (X)) V ) — (0" < p1)).

Observe que o(T) é uma formula onde X ocorre livre. Nés podemos chamd-la
de uma S U {X }-formula.

Agora, provaremos o caso geral. Nosso método funcionard da seguinte
forma. Seja 1) := VX ¢ uma férmula da légica de segunda-ordem em forma
normal prenex. Para representarmos esta férmula utilizando o operador C'irc,
nos aplicamos o Lema 3.5 e obtemos

VXOAPLA ... \App = Cz’rc[(ﬂqb(Y) V p1) A pa /\.../\pn;pl;Y] A pr.

Isto é, precisamos circunscrever (=¢(X) V p1) Apy A ... A p,. Suponha que
¢ = 3YH. Nesse caso, a féormula que precisamos circunscrever é equivalente
a VY (=0Vp) Apa A...Ap,. Ou seja, nés temos outra férmula que comeca
com quantificador universal para a qual podemos aplicar novamente o Lema
3.5 e escreve-la em termos do operador Cire. Como o aninhamento de blo-
cos em uma NAT corresponde ao aninhamento de operadores Clirc (veja
Definigao 3.10), ndés podemos representar uma sentenga de segunda-ordem
através de uma NAT. Observe que, neste processo, precisamos lidar com
simbolos proposicionais adicionais e alguns simbolos relacionais ficam livres,
embora o valor desses simbolos relacionais em um modelo nao importe para
estabelecer se esse modelo satisfaz ou nao a NAT resultante. Portanto, pre-
cisamos estender a linguagem a fim de incluirmos esses simbolos relacionais
e proposicionais.

Primeiramente, iremos introduzir a func¢ao p definida sobre certas formu-
las de segunda ordem. Essa funcao serd utilizada para construir uma férmula
de primeira-ordem que serd utilizada para formar a NAT desejada.

Definigao 3.11 (A Funcao p) Seja X; = Xity -y Xin, uma lista de vari-
aveis relacionais para algum n;, Q1 X1 ... QXY uma formula de sequnda-
ordem possivelmente contendo simbolos proposicionais onde
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e 1 pode conter quantificadores de sequnda-ordem, e sejam py, ..., p; simbolos
proposicionais que nao ocorrem em . Nos definimos

P(Q1 X1 QuX W APIA. . AD;) = Q2 Xs . QuX (SO VP1) Apa A .. Apj,
onde@:‘v’seQ:El e@:EISGQ:V.
Provaremos alguns lemas sobre p.

Lema 3.19 p(Qlyl Qm ml/J A h A /\p]) = (_'<Q2y2 v memw) v
pl)/\pg/\.../\pj.

Prova.
PQIX 1. QuX W ADLA . AD) = Q2X 2o QX (ZOV p1) A2 AL Ap;

=, ja que p; nao ¢é ligado pelos quantificadores @; e @\,/n,

(QaXs .. QmX b)) V1) ADa A Ap;

<_'(Q272 Qm mw> Vv pl) N pa2 A . /\pj.
i

O préximo lema mostra o resultado da aplicacao da funcao p varias vezes
a uma férmula.

Lema 3.20 Seja ¢ = Qi1 X1...QnXmt) Ap1t A ... A pm onde Q1 =V,
Y possivelmente contém quantificadores de sequnda-ordem e pi,...,Pm SGO
simbolos proposicionais que nao ocorrem em ¢. Para l < m, nds temos

P(@) = QuaXi1 - QuXmtl Apryyr A A pm,
sel é par, e

p(¢) = Qi1 Xist oo QX ADisa Ao A Do,
se | ¢ impar. Considere p°(¢p) = ¢.

Prova. Para [ = 0 o lema vale. Suponha que o lema valha para um [
qualquer. Observe que p*1(¢) = p(p(¢)). Se | é par, entdao [ + 1 é fmpar e,
pela Hipotese Indutiva,

p(P'(9) = p(Que1Xit1 - QX" Aprpa Ao A D)
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QiioXit2 o QuXm (=" V pii1) Apiga Ao A P

Se [ é impar, entao [ + 1 é par e, pela Hipdtese Indutiva,

(0 (9)) = p(QuirXrs1 - QuXmt” Apria A Ap)

Qui2Xis2 o QuX (=0 V pri1) Apisa Ao A pm

QuaXiso - QX (0" V pria) Apiga Ao A P
[ |

Segue imediatamente do Lema 3.20, apds aplicarmos p em uma férmula
¢ da forma exigida pela Definigao 3.11, a férmula resultante p(¢) é também
uma formula neste formato e cujo primeiro bloco de quantificadores é do
mesmo tipo do primeiro bloco de quantificadores de ¢, isto é, universal ou
existencial. Assim nds temos o seguinte corolario.

Corolario 3.21 Seja ¢ = Q1 X ... QX onde Qip1 € o dual de Q; e 1)
pode conter quantificadores de sequnda-ordem. Se

P(0) = QaXipr - QX Apria A A pa,
para Il < m, entdo Q) = Q1.

Nos definiremos agora uma notacao para simplificar a prova dos préxi-
mos lemas e teoremas. Dadas uma tupla de tuplas de variaveis relacionais
X1,...,X,, e uma tupla de simbolos proposicionais py, . . ., Pm, n6és definimos
as férmulas C; de segunda-ordem, 0 < j < m, como

Cy(9) = Circlo; p; X, A p;.

O préximo lema é o lema principal dessa se¢ao. O Lema 3.22 relaciona
a aplicagao da fungao p com a aplicacao do operador Circ utilizando as
féormulas C;. Enquanto a funcao p remove quantificadores de segunda-ordem,
o operador C'irc os introduz novamente. Isso explica como o aninhamento
de blocos em uma NAT simula a aplicacao e a alternancia de quantificadores
de segunda-ordem.
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Lema 3.22 Para quaisquer numeros naturais m el tais quem <[ <1 e toda
formula de sequnda-ordem ¢ = Q1 X1 ... QX1 WAPLA...ADm, onde Q1 =V,
Qi1 € 0 dual de Q; e ) possivelmente com quantificadores de sequnda-ordem,
Ci(...Ci(p(@))...) é uma SU{X,..., X;}-formula equivalente a ¢.

Prova. Por inducao em [. Para [ = 1 nés temos ¢ = ‘v’ylw APLA ... \DPm
e, pela Definicao 3.11,

Ci(p(9)) = CL((m V1) Apa Ao A pm).
Pela definicao de C;,

Ci(mVp1) Apa Ao Apm) = Circ[(= NV p1) Apa Ao Apm;pr; Xa] A pr.

Pelo Lema 3.5, Circ[(—=Vp1)ApaA. . . Apm; p1; X1]AD1 = VX 1UAPIA. . Apm =
¢. Suponha que o lema valha para um [ qualquer. Nés precisamos provar o
lema para

Ci(-. Cra(p(9)) = Gl Cina (p(p'(9))))-
Pelo Lema 3.20 e pelo Coroldrio 3.21, p!(¢) = Q;HEHW ADisi Ao A Pm

para algum ¢’ onde @Q;,, = V. Logo
Ci(... Cra(p(p(9)))) = Cil. .. CUCLa (p(Qr 1 Xiiat Apiga A A pw)))).

Pelo Lema 3.19, o
P(Qrr X Apia Ao A pm)

(0" V pry1) Apisa Ao A P,

portanto

Cl(. .. Cl(Cl+1(p(QE+1yl+l¢/ A Di+1 AN /\pm))) .. )

01(. .. CZ(CZ+1((_‘w/ \/pl+1) /\pl+2 VANRA pm)))
Pelo Lema 3.5,
Cria(m0 V pig1) Apiga Ao A D)

VX110 Apist AP Ao A p,

P(9).
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Assim
Ci(. . CCra (Y V prya) Apiga Ao Apm)))
Ci(--. Ci(p'(9))),
que, pela Hipdtese Indutiva, é equivalente a ¢. [ |

Nos exibiremos agora a traducao 6 de formulas de segunda-ordem em
NATSs.

Definicao 3.12 (A Traducao §) Seja ¢ = Q1 X ... QmX b uma S-sen-
tenca de sequnda-ordem em forma mnormal prenex onde v € de primeira-
ordem, Q1 =V e Qi1 € 0 dual de QQ;. Nds definimos os blocos Bf, m >4 >0,
como

By = {Xmipm; " (@ ApL A ... Apm)}

B;'b_l = {ijl;pjfl; B?;])j}a
onde pi, ..., pm sao simbolos proposicionais que nao ocorrem em ¢. A fungao
de tradugao que mapeia ¢ em uma S U{Xq,..., X} U{p1,...,pm}-NAT é
definida como

5(¢) = {B{.m}.

O seguinte lema mostra o principal resultado desta secao: para toda sen-
tenga ¢ de segunda-ordem existe uma NAT que é uma extensao conservativa
de ¢.

Teorema 3.23 o(§(¢)) = AP1LA ... AP

Prova. Nos mostraremos que
o(BY) Api = Ci(Cia (.. Con(0™ (@ Apr A Api)))),
para cada m >4 > 0. Para ¢ = m,
o(B5) A D

= (Pelo Lema 3.17)

Cire[p™(@Ap1 A ..o APm); Dm; Xm| A Pm

Con(P™ (@ APLA ... APr))-
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Suponha que o lema valha para um 7 arbitrério. N6s temos o(BY ) Api_y =
o({Xi—1:pi1; BY.pi}) A pi—1 e, pela Definicdo 3.10,

o({Xi_1;pis1; Bz‘d)upi}> Npi—1 = Cz’rc[a(Bf) A pi;Die1; Xio1) A pica

= (pela Hip6tese Indutiva)

Circ[Ci(... Cp(pP™ (@ APL A . ADm))); Pic1; Xica] Apica

Cica(Cil- .. Crn(pP™ (@ADL A .. A p))))-

E facil ver que o(8(¢)) = C1(... Con(p™(@APLA. .. Apw))) que, pelo Lema
4.10, é equivalente a @ Ap1 A ... A pp,. [ |

O Teorema 3.23 mostra que para toda S-sentenca ¢ de segunda-ordem
existe uma NAT T = o(d(¢)) que é uma extensao conservativa de ¢, pois
T=¢Ap1tAN.c. AP € p1 A ... A Dy ndo ocorre em ¢. Logo Mod(¢p) =
{52 € Mod(T)}, isto é, a classe formada pelos redutos dos modelos de T
ao alfabeto S é igual a classe dos modelos de ¢. Portanto, ¢ e T" implicam
logicamente as mesmas S-sentencgas.



Capitulo 4

A Loégica MIN

Neste capitulo apresentaremos a légica MIN. MIN extende a l6gica MIN(FO)
apresentada em [vB05] e que definiremos na Segao 4.1. Na Se¢ao 4.2, definire-
mos as légicaS U-MIN e I-MIN e mostraremos que elas sao equivalentes em
poder expressivo. Dai em diante chamaremos U-MIN de MIN. Na Secao 4.3,
definiremos entao a Logica Si-MIN de minimizagao simultanea e mostraremos
que essa extensao nao aumenta o poder expressivo de MIN, e com isso
mostraremos que a logica MIN possui o mesmo poder expressivo da logica
de segunda ordem. Mostraremos, na Secao 4.4, que a logica MIN estd rela-
cionada com uma extensao da légica de primeira-ordem através de quan-
tificadores minimais. Finalizaremos este capitulo na Secao 4.5 exibindo um
fragmento de MIN que se situa entre a Légica de Menor Ponto Fixo e a légica
MIN em poder expressivo.

4.1 A Légica MIN(FO)

Em [vB05], van Benthem estuda algumas férmulas da légica de primeira-
ordem que possuem a Propriedade da Intersecdo. Definiremos abaixo essa
propriedade.

Definigao 4.1 (Propriedade da Intersecao) Se ¢ é uma S U {P}-for-
mula de primeira-ordem entao ¢ possut a Propriedade da Intersecao sss
para qualquer classe de modelos {(J,P;)|i € I} de ¢, onde I é uma S-
interpretacao, I € um conjunto de indices e cada P; € um predicado em A,
(3,Nyer Pi) € modelo de ¢. (Quando {P;|i € I} ¢ vazio, (,c; Pi € interpre-
tado como A, o universo de J.

O principal resultado de [vB05] é demonstrar que a classe das férmulas
de primeira-ordem que possuem a Propriedade da Intersegao é exatamente a

75



CAPITULO 4. A LOGICA MIN 76

classe das férmulas equivalentes a alguma condi¢do-PIA. As condigoes PIA
(de Positive Implies Atom) sdo férmulas compostas por uma implicacao
quantificada universalmente, onde o antecedente da implicacao é uma for-
mula positiva em um determinado simbolo predicativo P e o consequente é
o atomo P(Z). Definiremos as condigbes PTA abaixo.

Definicao 4.2 (Condigoes PIA) Uma S U {P}-férmula de primeira-or-
dem ¢ uma condi¢cao PIA sss for da forma

vz (o(P,Q,T) — P(7)),

onde T € uma tupla de varidveis cujo tamanho € igual a aridade de P, ()
¢ uma tupla de simbolos predicativos (varidveis relacionais ou simbolos rela-
cionais em S) e ¢(P) é uma formula positiva em P.

van Benthem estabelece o seguinte teorema.

Teorema 4.1 (van Benthem [vBO05]) Seja ¢ uma férmula de primeira-
ordem. 1 possut a Propriedade da Intersecao sss v € equivalente a uma
condicao PIA.

A Propriedade da Intersegao confere a uma S U { P}-férmula ¢(P) que a
possua a propriedade de, dada uma S-interpretacao J, existir exatamente um
modelo (J,P) P-minimal de ¢(P). van Benthem entdo sugere adicionarmos
a linguagem da légica de primeira-ordem um operador para a construcao de
novos predicados levando-se em consideragao o predicado minimal (no caso
minimo) que satisfaz uma dada condi¢ao PIA. van Benthem define a légica
MIN(FO) da seguinte forma.

Definicao 4.3 (A Légica MIN(FO)) A linguagem da l6gica MIN(FO) e
o conjunto das condicdes PIA estendidas € definido simultaneamente por
indugcao como sendo 0s menores conjuntos tais que:

1. toda S-formula de primeira-ordem é uma S-formula de MIN(FO),
2. toda condicao PIA € uma condicao PIA estendida,

3. se ¢ e sao S-formulas de MIN(FO), entao (pA\Y), (pV ), (¢ — 1),
(¢ < ), =@, Ya(¢) e Jx(¢) sao formulas de MIN(FO),

4. se a SU{P}-formula ¢(P, Q) ¢ uma condicio PIA estendida, entdo
[MINP e ¢(P,Q)|(t) é uma S-férmula de MIN(FO), onde t é uma
tupla de termos cujo tamanho € igual a aridade de P,
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5. se (P, Q,T) € uma formula de MIN(FO) positiva em P, entdo
vz (o(P,Q,T) — P(T))

¢ uma condi¢ao PIA. (Uma férmula do tipo [MINR e #(R,Q)](t) é
positiva em P, para P # R, se (R, Q) € positiva em P.)

A relagao de satisfagao envolvendo wma S-interpretagio J e uma S-
férmula de MIN(FO) da forma [MINP e ¢(P,Q)](t) € definida da sequinte
forma: se P™ é o predicado em A tal que (3, P™) € modelo P-minimal de

#(P,Q), entdo
J = [MINP e ¢(P,Q)|(f) sss I(t) € P™.

Conforme demonstrado em [vB05], MIN(FO) é equivalente a LF'P em
poder expressivo.

Teorema 4.2 (van Benthem) MIN(FO) = LFP em poder expressivo.

O fato de o operador MIN ser aplicado apenas a condigoes PIA es-
tendidas garante que o modelo minimal existe e é tinico. Nés propomos a
generalizagao de permitir a aplicacao do operador M IN a qualquer férmula,
fazendo uma modificagdo na definicao da relacao de satisfacao para o caso
das férmulas que utilizam o operador MIN.

4.2 As Légicas U-MIN e I-MIN

Como vimos na sec¢ao anterior, o operador MIN da légica MIN(FO) ¢é so-
mente aplicado a condigoes PIA estendidas. Nés iremos generalizar a 1dgica
MIN(FO) permitindo a aplicagdo do operador MIN a qualquer férmula.
Entretanto, uma S U { P}-férmula qualquer ¢(P) pode possuir varios mo-
delos minimais (J,P) para uma mesma S-interpretacao J. Veja o seguinte
exemplo.

Exemplo 4.1 Seja S = {c4,cp} um conjunto de simbolos e J uma S-in-
terpretagao com dominio A = {a,b} tal que I(c,) = a e J(c,) = b. Seja
¢ := P(ca) V P(cy) uma S U{P}-formula. Existem duas expansoes de I que
sao modelos de ¢: uma SU{P}-interpretagdo (J,P) tal que P := {a} e outra
tal que P := {b}.

A fim de dar interpretacao para o operador MIN nés realizamos duas
operacoes sobre os modelos minimais de uma dada férmula, levando a duas
logicas: a logica U-MIN, que toma a uniao dos modelos minimais, e I-MIN,
que utiliza a intersecao dos modelos minimais. Nos definimos as duas légicas
abaixo.
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Definigao 4.4 (A Légica U-MIN) A linguagem da légica U-MIN estende
a linguagem da logica de primeira ordem adicionando a sequinte regra ao
calculo de formulas:

¢(P)

[MIN"P e ¢(P)|(F)
onde P é uma varidvel relacional de aridade k, t é uma tupla de termos da
mesma aridade de P, e ¢(P) é uma S U{P}-formula de U-MIN.
Seja I = (A, B) uma S-interpretagao. Entao J = [MIN“P e ¢(P)|(t) se,
e somente se, existe um predicado P sobre A, onde a aridade de P € k, tal
que (J,P) € modelo P-minimal de ¢(P) e 3(t) € P.

Se considerarmos a intersecao dos predicados minimais obtemos a logica

[-MIN.

Definigao 4.5 (A Légica I-MIN) A linguagem da l6gica I-MIN estende
a linguagem da logica de primeira ordem adicionando a sequinte regra ao
calculo de formulas:

¢(P)

[MINP o ¢(P)|(T)

onde P é uma varidvel relacional de aridade k, t é uma tupla de termos da
mesma aridade de P, e ¢(P) é uma S U{P}-formula de I-MIN.

Seja I = (A, 3) uma S-interpretagao. Entio J = [MIN'P e ¢(P)](t) se,
e somente se, existe modelo P-minimal (3, P) de ¢(P) e para todo predicado
P sobre A, onde a aridade de P € k, tal que (3, P) é modelo P-minimal de
&(P), 3(1) € P.

As varidveis relacionais que compoem a tupla P em [MIN“P;.P o ¢|(f) e
[MIN'P;.P e $|(t) sdo chamadas de varidveis de minimiza¢io ou varidveis
minimizadas.

As légicas U-MIN e I-MIN estao intimamente relacionadas. De fato, nds
provamos que elas sao equivalentes em poder expressivo.

Teorema 4.3 Toda formula ¢ de I-MIN € equivalente a uma formula 1) de
U-MIN e vice-versa.

Prova. Mostraremos que toda férmula ¢ em I-MIN é equivalente a alguma
1 de U-MIN por inducao em ¢. O caso dificil é quando

¢ = [MIN'P e a(P)](t).

Por Hipétese Indutiva, existe uma férmula o/(P) de U-MIN equivalente a
a(P). Seja

Y :=Jy[MIN"P e &/ (P)|(y) AN —Fz[MIN"P e &/'(P) N =P(t)](2).
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Afirmamos que ¢ e 1 sao equivalentes. Seja J uma interpretacao. Dividi-
remos a prova em dois casos: (i) «(P) nao possui modelos P-minimais com
relagdo a J, isto é, nao existe um predicado P sobre A, tal que (J,P) é mo-
delo P-minimal de a(P). Como o/(P) ¢ equivalente a a(P), o/ (P) também
nao possui modelos P-minimais com rela¢do a J. Nesse caso J [~ ¢ e J = 1),
logo vale a equivaléncia. (ii) a(P) possui modelos minimais com relagao a
J. Se (3,0) for modelo P-minimal de «o(P), entao (J3,0) & ¢ e T [~ 1.
Caso contrério, J |= ¢ sss, para todo modelo P-minimal (J,P) de «(P),
J(t) € P sss nao existe modelo P-minimal (J,P) de «(P) tal que J(t) ¢ P
sss o/ (P) A =P(t) nao possui modelos minimais sss J £ ¢. Logo vale a
equivaléncia.

Para mostrar que toda féormula de U-MIN possui equivalente em I-MIN,
seja

¢ = [MIN"P e a(P)|(?).

Por Hipétese Indutiva, existe uma férmula o/(P) de U-MIN equivalente a
a(P). Seja

Y= IY[MIN'P' e« [MIN'P e P C P Ad(P)|(D)]®@)

Se J = ¢, entdo existe um modelo P-minimal (J, P) de a(P) tal que J(¢) € P.
Seja P’ = P. Entao (J,P’,P) é modelo P-minimal de P C P’ A &/(P), e
como J(t) € P, temos que

(3,P) = [MIN'Pe P C P Ad(P)(%).
Observe ainda que (J,P’) é modelo P’-minimal de
[MIN'P e P C P Ad(P)](%)

pois, caso contrario, (J,P) nao seria modelo P-minimal de «(P). Portanto
[MINP e P C P'Ad/(P)](t) possui modelos P'-minimais. Seja (J,P’) um
modelo P’-minimal qualquer de [MIN'P e P C P' A o/(P)](t). Como

(3,P') = [MINP e P C P' Ad(P)|(D),

temos, para todo modelo P-minimal (J, P’ P) de P C P'Ad/(P), que P C P’
e J(t) € P, portanto temos J(¢) € P’. Isto é, J(t) € P’ para todo modelo
minimal (J,P’) de [MIN'P e P C P’ A &/(P)|(t), o que significa que o
predicado definido por

[MIN'P' o [MIN'PeP C P Ad(P)D)7@)

nao é vazio. Logo

J & JMIN'P' ¢ [MIN'Pe P C P Ad(P)(D)]7@),
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isto é, J = 1. Suponha agora que J = 1. Isso significa que existe um ele-
mento que pertence a P’, para todo modelo P’-minimal (J,P’) de [MIN'Pe
P C P'Ad(P)|(t). Portanto existe (J,P’) que é modelo P’-minimal de
[MIN'P e P C P' A d(P)|(t). Nesse caso, J(t) € P para todo mod-
elo P-minimal (J,P",P) de P C P’ A o/(P). Portanto existe modelo P-
minimal (J,P’,P) de P C P’ A o/(P). Mas, nesse caso, (J,P) é modelo P-
minimal de o/ (P)—pois, caso contrario, (J, P’) nao seria modelo P’-minimal

de [MIN'P e P C P'Ad/(P)](%). Logo J = ¢. i

Sendo U-MIN e I-MIN equivalentes, de agora em diante utilizaremos como
padrao a légica U-MIN, chamando-a apenas de MIN, e eliminaremos o so-
brescrito * do operador MIN. Quando necessario utilizaremos o operador
MIN?, sendo, nesse caso, entendido como sendo seu equivalente em U-MIN.

Na proxima segao, nés apresentaremos uma extensao da légica MIN na
qual nés permitimos a minimizacao de varios predicados simultaneamente.

4.3 Minimizacao Simultanea

Em [vB05] ¢ sugerida a idéia estender MIN(FO) a fim de permitirmos que
varios predicados sejam minimizados simultaneamente. Noés tornamos essa
idéia precisa para MIN. Vejamos a defini¢cao da logica Si-MIN de minimizagao
simultanea abaixo.

Definigao 4.6 (A Légica Si-MIN) A ldgica Si-MIN estende a légica de
primeira-ordem adicionando a sequinte regra ao cdlculo de formacgao das
formulas:

¢(P) ,
[MIN“P;.P o $(%)

onde P = Py,...,P,, a aridade de P; é k;, t € uma tupla de termos com
comprimento igual a aridade de P;, e ¢(P) é uma S U {P}-férmula de Si-
MIN.

Seja 3 = (A, B) uma interpretagio. Entdo J = [MIN“P;.P e ¢|(t) se, e
somente se, existe uma tupla de predicados P = Py,...,P,,, onde a aridade
de P; € k;, tal que (3,P) é modelo P-minimal de ¢(P) e J(t) € P;.

Quando utilizamos o operador MIN em, por exemplo, [MIN P;.Peg|(t),
estamos minimizando simultaneamente varios predicados, representados pelo
vetor de varidveis relacionais P. No entanto, é possivel limitar a utilizacao
do operador MIN a apenas um predicado, sem que isso diminua a expres-
sividade de Si-MIN. De fato, mostraremos que Si-MIN é equivalente a MIN
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em poder expressivo. Antes de demonstrar isso, vamos provar os seguintes
lemas.

Lema 4.4 Sejam P e P’ simbolos predicativos com aridade k e k + 1, res-
pectivamente. Seja ¢(y, P) uma S U{P}-formula de MIN, e 3 = (2, 3) uma
S-interpretacao tal que J(y) = a. Seja P um predicado da mesma aridade
de P. Entao (3,P) é modelo de ¢(y, P) se, e somente se, (J,P x {a}) é mo-
delo de ¢(y, P'_y), onde ¢(y, P'_y) € obtido a partir de ¢(y, P) substituindo
dtomos da forma P(t) por P'(t,y).

Prova. Por indugao em ¢(y, P).
—¢(y, P) = R(t). Se R # P, temos ¢(y, P'_y) =
é(y, P) se, e somente se, J |= R(t) se, e somente se, (J, P x
Se R = P, entao ¢(y, P'_y) = P'(t,y). Logo (7,
somente se, (J,P) | P(t) se, e somente se, J(t) €
(3(t),a) € P x {a} se, e somente se, (J,P x {a}) = P'(t,

(3,P x {a}) = oy, P'_y).
—o(y, P) = ~v(y, P) V O(y, P). Nesse caso

oy, P'_y) =~v(y, P'_y) V O(y, P'_y).

Logo (J,P) | ¢(y, P) se, e somente se, (J,P) = ~(y, P) ou (3,P) E 6(y, P)

se, e somente se, pela hipotese indutiva,

(3,P x{a}) E~(y, P'_y) ou (3,P x {a}) F 0(y, P'_y)

se, e somente se,

R(t). Logo (3,P) =
x{a}) = oy, P'_y).
) )= ¢y, P) se, e

e somente se,

P
P se
t ) se, e somente se

(3,P x {a}) E~(y, P'_y) VO(y, P'_y)

se, e somente se, (J,P x {a}) | é(y, P'_y).

—d(y, P) = —(y, P). Nesse caso ¢(y,P'_y) = —(y,P'_y). Logo
(3,P) E o(y, P) se, e somente se, (J,P) [~ v(y, P) se, e somente se, pela

hipdtese indutiva, (J,P x {a}) & v(y, P'_y) se, e somente se, (J,P x {a})
oy, P'_y).

—o¢(y, P) = Juy(y, P). Nesse caso ¢(y, P'_y) = 3357(.% P'_y). Logo
(3,P) = ¢(y, P) se, e somente se, existe b € A tal que (J,P)2 |=~(y, P) se
e somente se, pela hipotese indutiva, existe b € A tal que

(3,P x {a})% = y(y, P'_y)

se, e somente se, (J,P x {a}) = é(y, P'_y).
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—¢(y, P) = [MIN R;.Re~(y, P)|(f). Assim

$y, P'_y) = [MIN Ri.Re~(y, P'_y)|(?).
Logo (3,P) |= ¢(y, P) se, e somente se, existe uma tupla de predicados R
tal que (J, R, P) é modelo R-minimal de y(y, P) e_f € R;, se, e somente se,
pela hipdtese indutiva, (J, R, P x {a}) é modelo R-minimal de v(y, P_y) e
t € R;, se, e somente se,

(3,P x {a}) |5 [MIN R;.R e~(y, P'_y)|(t)
se, e somente se, (J,P x {a}) E ¢(y, P'_y). |

Corolério 4.5 Seja P uma tupla de simbolos predicativos, P} um simbolo
predicativo de aridade k; + 1, ¢(y, P) uma formula, I uma interpretacdo
tal que J3(y) = a, e P uma tupla de predicados. Entdo (3,P) é modelo P-
minimal de ¢(y, P) se, e somente se, (3, Py,...,P; x {a},...,P,) é modelo

Py,..., P, ... P,-minimal de ¢(y, Pr,...,P_y,..., Py,).

Lema 4.6 Seja P uma tupla de simbolos predicativos, P} um simbolo pred-

icativo de aridade k;j + 1. A férmula [MIN P;.P e ¢(y, P)|(%) € equivalente
a

[MIN P.Py,...,Pl,....,Paed(y, Pr,..., Pl_y,...,P)](0),

)
sei#j, eaq
[MIN P,.Py,...,Pj,...,P,e¢(y, Pr,...,Pi_y,...,P,)|(ty)

g J
sei=7j.

Prova. Seja J uma interpretacao tal que J(y) = a. Se i = j, entdo J |
[MIN P;.P e ¢(y, P)|(%) se, e somente se, existe uma tupla de predicados P
tal que (J,P) é modelo P-minimal de ¢(y, P) e J(f) € P}, se, e somente se,
pelo Corolério 4.5, (3, Py, ..., P;x{a},...,P,) émodelo Py,..., P/, ... P,-
minimal de ¢(y, Py, ..., Pi_y,...,P,) e (J(t),a) € P; x {a}, se, e somente
se,

3 [MIN PL.Py,....P,... . Pyed(y,Pr,.... Py, ..., P)](H).

Y VR

Se i # j a prova é analoga. | |
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Corolario 4.7 Seja P uma tupla de simbolos predicativos, P; um simbolo

predicativo de aridade kj + 1 e y uma varidvel que nao ocorre em d(P).
Entao a férmula [MIN P;.P e ¢(P)](t) é equivalente a

Qy([MIN Pi.Pl,...,PJ{,...,Pnogzﬁ(Pl,...,Pj{_y,...,Pn)](t)),
sei#j, eaq

Qy([MIN P;.Pl,...,PJ{,...,Pnoqb(Pl,...,ﬂ_y,...,PH)](Ey))
sei =74, onde Q=3 ou@Q=V.

O Lema 4.6 nos permite adicionar parametros aos predicados minimiza-
dos, aumentando assim a aridade desses predicados.

Lema 4.8 Seja ¢ uma formula de Si-MIN. Entao ¢ € equivalente a uma
formula ¢ com as mesmas varidveis livres e na qual todos os predicados mi-
nimizados tém a mesma aridade.

Prova. Basta utilizar o Lema 4.6 um nimero finito de vezes para aumentar
a aridade dos predicados minimizados de menor aridade utilizando variaveis
que nao ocorrem em ¢ e quantificar essas variaveis existencialmente ou uni-
versalmente de forma andloga a feita no Corolario 4.7. |

Observe que, se fixarmos um natural [, toda férmula de Si-MIN é equiva-
lente a uma férmula de primeira-ordem com relacao a modelos de cardinali-
dade menor ou igual a [.

Lema 4.9 Seja ¢ uma formula de U-MIN el um natural. Entdo existe uma
férmula de primeira ordem ¢=' tal que, ¢ e =<' possuem os mesmos modelos
de cardinalidade menor ou igual a .

Prova. E fato da légica de primeira-ordem que qualquer classe de estruturas
finitas que é finita a menos de isomorfismos é definida por uma férmula de
primeira-ordem. [ |

Vamos agora demonstrar o lema principal desta segao.

Lema 4.10 Seja qﬁ(ﬁl uma S U {P}-férmula de Si-MIN na qual todos os
simbolos predicativos P = Py, ..., P, tém a mesma aridade k. Seja P um
novo simbolo predicativo de aridade k+1, xq, ..., x, varidveis que nao ocor-

rem em ¢(P), T uma S-interpretacio de cardinalidade maior ou igual a n e
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tal que J(x;) = a; e a; # a; para 0 < i # j <n. Seja ainda P uma tupla de
predicados. Entao

(3,P) = ¢(P) sss (3, U (P; x{a;})) E o(P _xq,...,P'_x,),

1<i<n

onde ¢(P'_xy,..., P'_x,) é obtida a partir de ¢(P) substituindo dtomos da
forma Pi(t) por P'(t,z;).

Prova. Por inducio em ¢(P).

—¢(P) = R(t). Se R# P, 1 <i<mn,entao ¢(P'_xy,...,P'_x,) = R(t)
e portanto vale o teorema. Se R = P; para algum 0 < i < n, entdo J |= ¢(P)
se, e somente se, J = P;(t) se, e somente se, J(t) € P; se, e somente se,
(3(1),a;) € Uyeje,(Pi x {a;}) se, e somente se,

(3, U (P x {ai})) = P'(T, ;)

se, e somente se,

3, |J ®ix{a}) Eo(P_z1,... . P _xy).

1<i<n

gbLF) v(P) V 0(P). Logo J = ¢(P) se, e somente se, J = v(P) ou
0(P) se, e somente se, pela hipétese indutiva,

3, U ®ix{a}) EvP a1, P _a,)

1<i<n

JE

ou

3, |J ®ix{a}) 0P _21,..., P _x,)

1<i<n

se, e somente se,

3, U ®ix{a}) Eo(P_a,.... P _ay).

1<i<n

—o¢(P) = 7(?_) Logo J = ¢(P) se, e somente se, J = —y(P) se, e
somente se, J £ v(P) se, e somente se, pela hipdtese indutiva,

3, U ®ix{a}) (P o, P _a,)
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se, e somente se,

se, e somente se,

3, U ®ix{a}) (P _a,... . P_ay).

1<i<n

—¢(P) = Jyy(P). Logo J |= ¢(P) se, e somente se, J = Jyy(P) se, e
somente se, existe b € A tal que J2 |= y(P) se, e somente se, pela hipétese
indutiva, existe b € A tal que

(j7 U (PZ X {al})>§ ): 7(Pl_$17 .- 'aP/_-CEn)
1<i<n
se, e somente se,
(37 U (Pl X {a1}>) |: Elyfy(Pl_xb oo 7P/_xn)
1<i<n
se, e somente se,

3, U ®ix{a}) (P _a,... P _ay).

1<i<n

—¢(P) = [MIN R; .Re~(R,P)|(). Logo J = ¢(P) se, e somente se,
J = [MIN R;.R e~(P)]() se, e somente se, existe uma tupla de predicados
R tal que (J,R) é modelo R-minimal de 7(R P) e J(t) € Ry, se, e somente
se, pela hipétese indutiva, (J, R, |J,<;<,(P: x {a;})) é modelo R-minimal de

Y(R,P'_x1,...,P'_x,) et € Ry, se, e somente se,

3, | ®ix{a}) | [MIN RiRe~y(R,P'_x1,...,P'_x,)|(f)

1<i<n

se, e somente se,

Teorema 4.11 Seja ¢ uma formula de U-MIN. Entao ¢ é equivalente a uma
formula vp onde todo operador MIN somente ocorre na forma [MIN P'.P'e
Y](t), onde P’ € um simbolo predicativo.
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Prova. A prova é novamente por inducao em ¢. Pelo Coroléario 4.7 podemos
assumir que todas as variaveis de minimizacao de cada operador MIN tém
a mesma aridade. Novamente o caso dificil da indugao é quando ¢ =
[MIN P;.P e v(P)](f). Pela hipétese indutiva existe uma férmula ~'(P)
equivalente a y(P) com as condicdes desejadas. Seja P’ um sfmbolo predica-
tivo de aridade k£ + 1. Seja ¢ a férmula

A A =" /\ (@i # xj)A

1<i£j<n

[MINP' .P e~ (P'_xy,...,P'_x,)|(tx;)),

onde zy,...,2, ndo ocorrem em Y(P). Seja J uma interpretacio. Se a
cardinalidade de J é menor do que n, entao ¢ é equivalente a 1 pelo Lema
4.9. Seja a cardinalidade de J maior ou igual a n. Sejam aq,...,a, € A. Se
J | ¢, entao J ”“1""’“" = ¢. Logo, existe uma tupla de predicados P tal que

(Jo=dn P & modelo P-minimal de 7/(P) e J(t) € P;. Mas pelo Lema 4.10,

Z1;--

(T3 ’“” s Ur<icn(Pi x {a;})) ¢ modelo P-minimal de v'(P'_zy, ..., P'_1,),

1

(’J(t) a,) € Ui<icn(Pi X {a;}). Logo

E dry... 3z, ( /\ (x; # ) A

1<ij<n

[MINP' .P e~ (P'_xy,...,P'_x,)|(tx;)),

logo J = 9. Se J = v, entao temos dois casos: 1) se J | ¢="~1 & facil
ver que J |= ¢, 2) se J | Jzr... 3wn(N\cigjen(®i # 7)) AN[MINP' P o
Y(P'_x1,..., P'_xy,)](tx;)), entdo existem aq,...,a, € A tais que a; # a;
paral<i#j<ne

~ai,...,an / / / / 7.
Jzi % ): [M]NP P e Y (P R P ,P_J}n)](tl‘l)),
ou seja, existe uma tupla de predicados P tal que
(=t (J (Pix {ai})
1<i<n

¢ modelo P'-minimal de v'(P'_x1,...,P'_x,) e (3(t),a;) € P;. Logo, pelo
Lema 4.10, (Jgk=2 P) é modelo P-minimal de +'(P), e J==tn(t) € Py

Tlyeey®
Logo ’";i o ¢, e como as variaveis x1, . . ., T, D40 ocorrem em gb, =o.1
AR bl 14

Como vimos, as logicas Si-MIN e MIN sao equivalentes em poder ex-
pressivo. Iremos mostrar agora que o operador MIN confere grande poder
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expressivo a légica MIN. De fato, mostraremos que MIN é equivalente a l6gica
de segunda-ordem em poder expressivo. Para tanto, utilizaremos o seguinte
lemal.

Lema 4.12 Seja ¢(P) uma S U {P}-férmula de MIN. Seja P um simbolo
predicativo com a mesma aridade n de P. Para toda S U {P}-interpretacao
(3,P) temos

(3,P) = o(P)

se, e somente se,
(3,P,P) € modelo P, P-minimal de ¢(P) AVE(P(T) < —P(T)),
onde P = A" — P.

Prova. Se (J,P,P) é modelo P, P-minimal de ¢(P) AVZ(P(T) < —P(T)),
entdo, em particular, (J, P, P) = ¢(P) AVZ(P(z) — —P(7)). Logo (3,P) |=
o(P). i

Suponha agora que (J,P) = ¢(P). Seja P = A™ — P. Obviamente,
(3,P,P) = ¢(P) AVE(P(Z) < —P(%)). Seja (3,P’,P") modelo de ¢(P) A
VZ(P(Z) < —P(T)) tal que (7, P’,ﬁ) <PP (J,P,f’). Nesse caso, P/ =
A" —P’. Além disso, P’ C P, logo (A" —P) C (A" — P’), portanto, PCP.
Mas também P’ C P, logo P=Pec¢P =P Logo (J,P,f’) ¢ modelo
P, P-minimal de ¢(P) AVE(P(Z) < —P(T)). |

O seguinte lema mostra que toda férmula de segunda-ordem possui equi-
valente em MIN e vice-versa.

Teorema 4.13 MIN ¢é equivalente a logica de sequnda-ordem em poder ex-
PTeSsivo.

Prova. Primeiro mostraremos que toda féormula de MIN possui equivalente
em segunda-ordem. Para tanto, precederemos por inducao na férmula ¢ de
MIN. O caso dificil é quando a férmula ¢ = [MIN P e1)(P)](t). Por Hipitese
Indutiva, existe uma férmula de segunda-ordem v'(P) equivalente a 1(P).
Seja ¢/ = IP(Circ[y)'(P); P] A P(t)). Temos que J = ¢’ sss

J E 3P(Circ[/(P); Pl AN P(t))
sss existe um predicado P sobre A tal que

(3,P) | Circ[y/(P); P] A P(1)

1O Lema 4.12 é baseia-se num resultado de [dKK89] para a eliminacio dos predicados
fixos de uma circunscrigao
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sss existe um predicado P sobre A tal que
(3,P) = Circ[y/(P); Pl e (3,P) |= P(?)

sss existe um predicado P sobre A tal que (J,P) é modelo P-minimal de
Y'(P) e J3(t) € P sss, por HipGtese Indutiva, existe um predicado P sobre A
tal que (J,P) é modelo P-minimal de ¢)(P) e J(t) € P sss

JE[MINP e)(P)|(t) sss J = ¢.

Seja agora ¢’ uma férmula de segunda-ordem. Vamos provar por indugao
em ¢’ que toda férmula de segunda-ordem possui equivalente em MIN. O caso
dificil é quando ¢’ = IP1)’'(P) para alguma férmula ¢'(P) de segunda-ordem.
Por Hipétese Indutiva, existe uma férmula ¢(P) de MIN que é equivalente a
' (P). Seja

¢ =(0) VIFMINP.P, P e )(P) AVE(P(T) < —P(Z))](H).

Seja J uma interpretacao. Entdao J = ¢ sss J = JPY/(P) sss existe um
predicado P sobre A tal que (J,P) = ¢/(P) sss, por Hipdtese Indutiva,
(3,P) E ¢(P). Dividimos a prova em dois casos: i) se P = (), entao (J,P)
P(P) sss (3,P) = ¢(0) sss (3,P) | ¢; ii) se P # 0, entao (3,P) = ¢(P)
sss existe a € A" tal que a € P e (J,P) = 9(P) sss, pelo Lema 4.12, existe
ac A" talquea e P e (J,P, 15) é modelo P, P-minimal de

W(P) ANVI(P(T) < —P(T))
sss existe a € A™ tal que
JY = [MINP.P, P e 4)(P) AVZ(P(T) « —P(7))|(7)

SSS

J = IY[MINP.P, P e )(P) AVZ(P(Z) < —P(%))](7)
sss (J,P) E ¢. Pori) eii), T ¢ sss T | ¢. |

Na proxima se¢ao, falaremos sobre certos quantificadores, que chamamos
de quantificadores minimais, e sua relagao com a légica MIN.

4.4 Quantificadores Minimais

Se observarmos a definicao da relagao de satisfagao para a légica MIN, ve-
remos que esta implicita no operador M IN uma quantificagao de segunda-
ordem. De fato, para estabelecer essa relacao entre uma interpretacao J e
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formulas da forma [MINP e ¢|(t), verificamos se “existe um predicado P
....7 Essa quantificacao implicita quantifica apenas predicados minimais de
¢, isto é, predicados que formam modelos minimais (J, P) de ¢. Isso faz com
que a légica MIN esteja estreitamente relacionada com uma certa extensao
da légica de primeira-ordem através de quantificadores minimais.

Definicao 4.7 (A Légica MQ(FO)) A légica MQ(FO) é a extensao da
l6gica de primeira-ordem através dos quantificadores minimais 3¥F)  (lé-
se “existe um predicado minimal P de ¥(P) tal que ...”) e ¥ (lé-se
“para todo predicado minimal P de (P) ...”) para cada formula ¢(P) de
MQ(FO). Nés definimos a linguagem de MQ(FO) adicionando a seguinte

regra ao cdlculo de formacao das formulas bem formadas:
o se Y(P) e ¢(P) sao S-formulas de MQ(FO), entdo
FPIPe(P) e VW) Pe(P)
sao S-formulas de MQ(FO).

A relagdo de satisfacao entre uma S-interpretacao J e uma S-formula da
forma 3¥P)PG(P) ¢ definida como T |= YY) P (P) sss existe um predicado
P sobre A tal que (3,P) é um modelo P-minimal de (P) e (3,P) |= ¢(P).
No caso de uma S-férmula da forma V¥ Pe(P) temos T |= V) Pp(P) sss
existe um predicado P sobre A tal que (3,P) seja um modelo P-minimal de

W(P) e para todo modelo P-minimal (3,P) de ¥(P), (3,P) | ¢(P).

Esses quantificadores minimais podem ser definidos em logica de segun-
da-ordem. Logo MQ(FO) esté contida na légica de segunda-ordem em poder
expressivo. Mostramos isso no seguinte lema.

Lema 4.14 Para toda formula 0 de MQ(FO) existe uma forma @' de sequn-
da-ordem equivalente.

Prova. Procedemos por indugao em 6 os casos dificeis sendo quando 6 =
FHP) Pe(P) e § = VW) Po(P) para ¢(P) e ¢(P) em MQ(FO). Por Hipétese
Indutiva, existe ¢'(P) equivalente a ¢(P) e ¢'(P) equivalente a 1(P). Supo-
nha 6 = 3¥P) Pe(P). Seja

0" := 3AP(Circ[y)'(P); P A ¢'(P))
e J uma interpretacio. J = 3¥(F) P¢(P) sss existe um predicado P sobre A

tal que (J,P) é modelo P-minimal de ¢(P) e (J,P) = ¢(P) sss, por Hipétese
Indutiva, existe um predicado P sobre A tal que (J,P) é modelo P-minimal
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de ¢/(P) e (3,P) |E ¢/(P) sss existe um predicado P sobre A tal que (J,P)
¢ modelo de Circ[)(P); P] e (3,P) = ¢'(P) sss

3| 3P(Circ[y!(P); PI A ¢/ (P))

sss J =6
Suponha 0 = V¥(P) P¢(P). Seja

0" .= 3AP(Circ[y)'(P); P]) ANVP(Circ[y)'(P); P]| — ¢'(P)).

J | VWP P@(P) sss existe um predicado P tal que (J,P) é modelo P-
minimal de ¢ (P) e para todo modelo P-minimal (J,P) de (P), (J,P) =
¢(P) sss, por Hipdtese Indutiva, existe um predicado P tal que (J,P) é
modelo P-minimal de ¢/(P) e para todo modelo P-minimal (J,P) de ¢/(P),
(3,P) |= ¢'(P) sss existe um predicado P tal que (J,P) |= Circ[¢/(P); P] e
para todo modelo (J,P) de Circ[t/(P); P], (3,P) | ¢/(P) sss

J & 3P(Circ[y!(P); P]) AYP(Circ[y'(P); P]| — ¢'(P))
sss J =46 |

Por outro lado, é possivel mostrar que MIN estd contida em MQ(FO).
Basta observar que [MIN"P e ¢(P)|(t) é equivalente a 3*") P(P(%)) e que
[MIN'P e ¢(P)]() é equivalente a V*(") P(P(f)). Assim obtemos:

Teorema 4.15 MIN = MQ(FO) = SO em poder expressivo.

Na préoxima secao, analisaremos um fragmento da logica MIN cujo poder
expressivo esta entre o da Logica de Menor Ponto Fixo e o da légica de
segunda-ordem.

4.5 O Fragmento MINx

Como vimos, a forma como lidamos com modelos minimais em MIN através
do operador MIN e em MQ(FO) através dos quantificadores minimais nos
levam a logicas com poder expressivo equivalente ao da légica de segunda-
ordem. Algo semelhante acontece com as NATs de Lifschitz através do a-
ninhamento de blocos. Isso mostra que essas operagoes de minimizacao sao
bastante poderosas, no que diz respeito ao poder expressivo. Isso nos motiva
a procurar por fragmentos dessas légicas que possuam menor poder expres-
sivo. Isso pode ser feito, por exemplo, restringindo a aplicacao do operador
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MIN. A légica MIN(FO) de van Benthem é um caso de restricdo do oper-
ador MIN a condicoes PIA estendidas?. A seguir, exibiremos um fragmento
da logica MIN que utiliza o operador M IN em sua sintaxe, embora de forma
restrita.

Seja Cyn(roy uma relacao entre estruturas definidas de forma analoga a
Crrp—observe que, sendo MIN(FO) e Légica de Menor Ponto Fixo equiva-
lentes em poder expressivo, essas relagoes sao iguais. Utilizaremos a seguinte
propriedade para restringir a aplicacao do operador MIN.

Definigao 4.8 Uma S-férmula #(X, P,y) de MIN com as varidveis rela-
cionais X = Xq,...,X,, e P, onde P tem aridade m, tem a propriedade
X (escreve-se x(@)) com relagio a P sss, para quaisquer estruturas 2 e B,

todas as tuplas de predicados Xt = X4 XA sobre A e que interpre-
tam X, todas as tuplas de predicados X7 = XB ..., X5 sobre B e que
interpretam X tal que B’ = (%,XB) CMIN(FO) (QI,XA) = A" (ou, alternati-
vamente, para todas S U {X }-estruturas A’ = (‘B,XB) eB = (Ql,XA) tais
que (%,KB) CMIN(FO) (Ql,XA)) e todos os assinalamentos 3 sobre B, temos:

1. se 3 = (A, P),3) é modelo P-minimal de_¢(7, P,Y), entio I =
(B, PN B™),3) é modelo P-minimal de ¢(X, P,7);

2. s 3 = ((B',P"),3) é modelo P-minimal de ¢(X,P,7), entdo existe
um predicado P sobre A tal que P' = PN B™ e¢J = ((A',P),B) ¢
modelo P-minimal de ¢(X, P, 7).

O fragmento MIN A é obtido restringindo-se a aplicacao do operador M I N
apenas a féormulas que possuam a propriedade Y.

Definigao 4.9 (A Légica MINA) A ldgica MINA € a extensao da légica
de primeira-ordem obtida adicionando a sequinte regra ao cdlculo de forma-
cao das formulas:

¢(Q, P,7)
[MINP ¢ 6(Q, P.)|(T)

se X(9)-

N6s provaremos inicialmente que a légica MIN(FO) esté contida em MIN »
em poder expressivo.

Teorema 4.16 Toda condi¢io PIA estendida VZ(y(X, P,Z,y) — P(T)) pos-
sui a propriedade x com relacao a P.

2Vale ressaltar que MIN(FO) [vB05] surgiu antes de MIN [FMO6].
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Prova. Seja ¢(X, P,7) = VE(_"L#(Y, P,Z,y) — P(Z)) uma condigao PIA es-
tendida. Sejam 2’ e B’ S U { X }-estruturas tais que A’ Cyinwoy B’ e f um
assinalamento em B. Sejam ((',P),3) e ((B',P’), ) modelos P-minimais

de ¢(X, P, 7). Assim temos:
P = {ac AR £ [MINP o 6@, P.9)(2)3(7), ]}

Analogamente,

i

(@ e b estdo interpretando Z acima.) Como 2’ Cmineroy B, temos, para todo
be B",

P'={be B|B' |= [MINP o $(Q, P, 7)) (7).

B' = [MINP e ¢(Q,P,7)](2)[J (7). 0]

A = [MINP e p(Q, P,7)|(2)[T(7),b).
Logo P’ =P N B |

Entretanto, MIN A é mais expressiva que MIN(FO). Para provar isso, nds
mostraremos que EVEN, a classe das estruturas pares no alfabeto vazio,
¢ definivel em MINA. Como a Logica de Menor Ponto Fixo possui a 0-1
law [Lib04], a Légica de Menor Ponto Fixo e, pelo Teorema 4.2, também
MIN(FO) nao definem EVEN.

Teorema 4.17 MINA define EVEN.

Prova. Considere a férmula (<) do Exemplo 2.2. Conforme demonstra-
mos, um modelo (2, <) de ¥ (<) é uma estrutura cujo dominio tém cardina-
lidade par e < é uma ordem linear sobre A. A férmula

A= 3z [MIN < e)(<)](x122)

define a classe das estruturas de cardinalidade par. Para mostrar isso, seja
20 uma estrutura. 2 = ¢ sss existem aq,ay € A tais que

A E[MIN < op(<)](x172)]ar, as)

sss existe uma relacao binaria < sobre A tal que (2, <) é um modelo <-
minimal de (<) e (a1, a2) €<. Mas (2, <) é modelo de 1(<) sss A for uma
estrutura de cardinalidade par e < for uma ordem linear (total) sobre A. Mas
isso significa que todo modelo de ¢(<) é <-minimal, pois a relagdo < nao
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pode ser diminuida sem perder a totalidade. Portanto, existem aq,a, € A
tais que
A [MIN < o(<)](2122)[ar, as)

sss existe uma relagdo bindria < tal que (2, <) é um modelo de ¥ (<) e
(a1,a9) €< sss A for uma estrutura de cardinalidade par.

Mostraremos agora que A pertence a MINA. Como LFP = MIN(FO)
C MIN,, (<) € MINA. Portanto, basta mostrar que (<) possui a pro-
priedade y com relagao a <. Sejam 2 e B estruturas no mesmo alfabeto e
tais que A Caineroy B. Se (A, <4) (<) para alguma relacdo binaria <4
sobre A, entao 2 é uma estrutura finita e portanto pode ser definida a menos
de isomorfismo por uma férmula de MIN(FO)—na verdade, mesmo por uma
férmula de primeira-ordem. Portanto, a inica MIN(FO)-subestrutura de A é
a propria 2A. Logo A = B e assim o [tem 1 da Definicao 4.8 é satisfeito. Por
outro lado, se (B, <?) & (<), entdo B é finita e, analogamente, B = 2A,
portanto o Item 2 da Definicao 4.8 é satisfeito. Logo (<) possui a pro-
priedade y com relagao a <. Dessa forma, A\ € MINx.

No6s podemos provar entretanto, que MINA é menos expressiva que a
logica de segunda-ordem. Para isso, mostraremos que o Teorema de Lowen-
heim-Skolem vale para MINa. Seja Cyin, definida de forma andloga a Cypp,
substituindo LFP por MINA na Definicao 2.20. Nés provaremos o seguinte
lema.

Lema 4.18 Seja A uma S-estrutura infinita. Entdo existe uma S-estrutura
B contdvel que é uma MINa-subestrutura de 2, isto €, A Cyn, B.

Prova. Seja 20 uma S-estrutura infinita e %8 uma MIN(FO)-subestrutura
de 2 fechada sobre MINa-féormulas existenciais, isto é, para cada S-formula
xd(y1, - - ., Yn, x) de MINA sem varidveis relacionais livres, e para quaisquer
bi,...,b, € B, existe b € B tal que, se A = Jxd(Y1, .-, Yn, T)[b1, ..., by,
entao A = o(y1,. .., Yn, x)[b1,...,bn,b]. Por indugdo em uma férmula de ¢
de MINA mostraremos que

A = ofF] sss 2 | 6,

todo b = by,...,b, € B*. A Hipétese Indutiva é utilizada no caso dos
conectivos e quantificadores. Para o caso do operador M IN, nés utilizamos
a propriedade x. Seja ¢ = [MINPe](t). Se A | ¢, entao existe um modelo
P-minimal 3 = ((2, P), 3) de ¢, com §(y;) = b; para cada variavel livre y; de
¢, tal que J(t) € P. Como ¢ ¢ uma férmula de MIN 4, 9 possui a propriedade
x com rela¢ao a P. Pela Definigao 4.8, Item 1, 7' = ((8,P N B™), ) é um

modelo P-minimal de 1, portanto B = ¢[b]. Por outro lado, se B = ¢[b],
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entao existe um modelo P-minimal 3 = ((8,P’), 5) de ¢, onde [(y;) = b;
para cada variavel livre y; de ¢, tal que J(t) € P’. Pela Definigao 4.8, ftem
2, existe um predicado P sobre A tal que P’ =P N B" e J = ((2, P), B) é
modelo P-minimal de 1), logo 2 |= #[b]. |

Portanto temos:

Teorema 4.19 Todo conjunto contavel e satisfativel de formulas de MINa
possui um modelo contavel.

Isso mostra que MINA é um fragmento de MIN que possui os operadores
booleanos e os quantificadores de primeira-ordem e possui poder expressivo
intermediario entre a Logica de Menor Ponto Fixo e a légica de segunda-
ordem.



Capitulo 5

Conclusao e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, foram examinadas logicas obtidas a partir da légica de pri-
meira-ordem através de certos operadores introduzidos na linguagem e que
tém como principal caracteristica a utilizagao de modelos minimais em suas
interpretacoes. Chamaremos tais operadores de operadores de minimizagao.
O foco de nossas atencgoes foi o estudo do poder expressivo dessas logicas.
As logicas que examinamos se encaixam no padrao de sistema 16gico como
apresentado na Definicao 1.25. Esses sistemas 16gicos possuem semantica
baseada em estruturas matemadticas (veja Definigdo 1.15). Portanto, o es-
tudo do poder expressivo de um sistema logico (como é o caso das légicas
que aqui foram tratadas) corresponde ao estudo das classes de estruturas
definfveis/exprimiveis' pelas sentengas ou teorias desse sistema légico. A na-
tureza comum (isto ¢, de estrutura matemadtica) dos modelos considerados
facilita também a comparacao entre o poder expressivo das légicas tratadas.

A questao da definibilidade, no sentido de Beth, também é examinada em
alguns casos (veja, principalmente, Capitulo 2 e Segao 3.5). Questdes acerca
da definibilidade de simbolos nao logicos sao casos especiais de problemas de
expressividade. Considere a seguinte defini¢ao:

Definigao 5.1 Seja SU{P} um alfabeto e C uma classe de SU{P}-estrutu-
ras. Dizemos que C é P-definida se qualquer S-estrutura pode ser expandida
para no mdzrimo uma estrutura em C.

Dessa forma, questoes sobre a definibilidade, no sentido de Beth, de simbolos
nao légicos podem ser examinadas como questoes de expressividade, por se

IPor “classe de estrutura exprimivel por uma légica,” entenda-se as classes de modelos
de sentencas ou teorias dessa logica. Na literatura, usa-se bastante o termo “definivel” ao
invés de “exprimivel.” Como estamos lidando com definibilidade de simbolos nao 1égicos,
no sentido de Beth, convém prestar atencao ao contexto.

95
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tratarem de problemas sobre as classes de modelos P-definidos que uma légica
é capaz de expressar.

Como vimos, as logicas estudadas aqui sao obtidas através da adicao de
operadores sintaticos de carater relacional cuja interpretacao depende dos
modelos minimais (ou predicados minimais) de uma determinada férmula a
qual tal operador é aplicado. Isso se verifica na légica MIN(FO), através
do operador MIN aplicado a condigoes PIA; em U-MIN e [-MIN através dos
operadores MIN®* e MIN' aplicados a férmulas quaisquer; analogamente
em Si-MIN com a minimizagao simultanea; em MINA com a aplicagao do
operador MIN a férmulas com a propriedade x; em Circunscricao com o
operador C'irc e em NATSs através dos blocos. Embora a Légica de Menor
Ponto Fixo nao utilize explicitamente em sua definicao os modelos minimais,
van Benthem demonstrou sua equivaléncia expressiva com MIN(FO) [vB05].

Comecamos entao o estudo do poder expressivo dessas logicas com a
Légica de Menor Ponto Fixo. A primeira questao que abordamos foi o Teo-
rema de Beth. Nos mostramos que o Teorema de Beth nao vale para Légica de
Menor Ponto Fixo. A técnica utilizada no Teorema 2.6 pode ser utilizada para
mostrar que esse teorema falha para qualquer extensao da légica de primeira-
ordem capaz de definir o modelo padrao da aritmética a menos de isomorfismo
e que possua linguagem contavel. Entretanto nossa construcao utiliza teorias
infinitas, o que nos leva a considerar uma restricao do mesmo a teorias finitas.
Utilizando um Teorema de Hodkinson sobre a 16gica infinitaria L, ,, prova-
mos, através do Corolario 2.9, que o Teorema de Beth falha mesmo se nos
restringirmos a definicoes implicitas feitas por teorias finitas®. Na verdade,
provamos que o Teorema Fraco de Beth também falha (ver Corolario 2.10).
Seguimos a investigacao sobre definicoes na Logica de Menor Ponto Fixo
com um estudo de caso a respeito de defini¢oes feitas pelo que chamamos
de sistemas recursivos (Se¢ao 2.3.2). Mostramos que defini¢oes implicitas
realizadas por sistemas recursivos sempre possuem definicao explicita.

Cabe aqui uma observacao. Nota-se, na literatura que trata do assunto,
certo intercambio entre os termos “definicao indutiva” e “definicao recur-
siva” (analogamente com os termos “inducao” e “recursao”). No entanto,
baseado nos textos sobre defini¢bes indutivas, onde é estudado o conceito
de “conjunto indutivamente gerado por um operador mondétono”, sugerimos
que uma razoavel interpretacao de “definicao indutiva” é considerar como
tal toda definicao cujo definiendum é identificado com o menor ponto fixo de
um operador mondtono, isto é, o definiens deve ser entendido como tal ponto

2L interessante contrastar com a légica de segunda-ordem na qual, segundo argumento
semelhante ao do Teorema 2.6, o Teorema de Beth falha no caso geral mas vale na sua
restricdo a teorias finitas.
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fixo. Ja no caso do termo “definicao recursiva,” e por entender recursividade
como algo ligado a auto-referéncia, sugerimos que “definicao recursiva” é
qualquer equivaléncia do tipo

simbolo < expressao,

na qual o simbolo pode ocorrer em expressao, e com a propriedade adicional
de definir implicitamente simbolo. Essa ultima condicao é importante, uma
vez que nem toda equivaléncia daquele tipo define simbolo. Embora definicao
implicita seja uma condicao semantica, é possivel fazer restrigoes sintaticas
a fim de garanti-la. Nesse sentido foi que incluimos os sistemas recursivos
da Secao 2.3.2. Observe que estamos falando nao s6 do objeto definido,
mas principalmente da definicao enquanto objeto de estudo. Dai a potencial
importancia desses conceitos em uma Teoria das Definicoes?.

Uma ferramenta importante quando se estuda o poder expressivo de uma
l6gica é o Teorema de Lowenheim-Skolem. Esse teorema afirma que qualquer
classe de estruturas definivel por sentencas de uma légica na qual este teorema
valha possui um modelo contavel. A validade desse teorema para uma légica
implica certo “limite expressivo” dessa logica, uma vez que atesta a sua
incapacidade de definir classes de estruturas onde todas as estruturas sao
incontdveis. Esbocos* de provas de tal teorema para a Légica de Menor
Ponto Fixo podem ser encontrados em [Gra02, Flu99], onde se mostra que
férmulas da Légica de Menor Ponto Fixo sempre possuem modelos contaveis.
Aqui, nés mostramos que mesmo teorias contdveis (infinitas) de sentengas da
Légica de Menor Ponto Fixo possuem modelo contavel(veja Teorema 2.20).
Mais que isso, mostramos que a generalizacao de Teorema de Lowenheim-
Skolem para teorias de qualquer cardinalidade também vale (veja Teorema
2.22).

Continuamos nosso trabalho no Capitulo 3, onde estudamos a Circuns-
cricao de McCarthy. Em Circunscri¢cao, o uso de modelos minimais se torna
explicito através do operador C'irc. Na Secao 3.3, provamos alguns lemas a
respeito do poder expressivo da Circunscricao. Chamamos atencao para o
Lema 3.4. Nesse lema, mostramos que a Circunscri¢ao nao é fechada paras as
operacoes booleanas, isto é, nao é um sistema logico booleano, no sentido da
Definigao 1.26. Mostramos no Exemplo 3.1 que o fecho reflexivo e transitivo
de uma relacao binaria qualquer pode ser definido implicitamente através

3No entanto, se essas sugestdes notacionais que fizemos introduzirem uniformidade e
eliminarem ambiguidades, seu valor ja se justifica.

4Vale observar que tais esbocos tratam do caso em que a férmula em questdo possui
apenas um operador de ponto fixo, ficando a generalizacao para formulas quaisquer a cargo
do leitor.
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de uma circunscricao. Isso também pode ser feito® na Ldégica de Menor
Ponto Fixo. Mas, por definicao, a Légica de Menor Ponto Fixo é um sistema
l6gico booleano e, portanto, consegue definir o complemento dessa classe de
modelos. O Lema 3.4 mostra que o mesmo nao acontece com a Circunscrigao.
Logo, existem férmulas na Loégica de Menor Ponto Fixo sem equivalente
em Circunscricao. Mesmo com essa falta de expressividade, a Circunscricao
também é capaz de definir classes de estruturas que a Légica de Menor Ponto
Fixo nao consegue. Para provar isso, recorremos ao supracitado Teorema de
Lowenheim-Skolem. No Lema 3.5, mostramos que para toda sentenca em IT}
existe uma circunscricao que é uma extensao conservativa de tal sentenca.
Isso garante que o Teorema de Lowenheim-Skolem falha para Circunscrigao
e, portanto, existe um circunscricao que define uma classe de estruturas nas
quais o dominio é incontavel. O mesmo nao acontece com a Logica de Menor
Ponto Fixo, como provamos através do Teorema 2.20.

Como citamos no inicio da Secao 3.4, a falha do Teorema de Lowenheim-
Skolem para Circunscri¢ao foi primeiramente provada em [Sch87]. Nessa
mesma se¢ao nos exibimos uma elegante prova alternativa, utilizando racio-
cinio diverso daquele apresentado em [Sch87].

Na Secao 3.5, fazemos novas consideragoes a respeito de definibilidade,
agora no contexto da Circunscri¢ao. Nos exibimos um contra-exemplo correto
para uma conjectura proposta por Doyle em [Doy85]. A questao se refere a
possibilidade de substituir a circunscricao de uma teoria finita pela teoria
finita mais a definicao explicita do simbolo circunscrito—claro, quando a
circunscri¢ao definir implicitamente tal simbolo. Em termos formais, Doyle
afirma:

Circrola; P] # a AVZ(P(T) <« ¢(T)),

onde Circgg é o esquema de Circunscricao de primeira-ordem e P nao ocorre
em ¢(7). Embora tal afirmagao esteja correta, o contra-exemplo de Doyle
nao funciona. Noés reformulamos a questao para o caso da Circunscricao de
segunda-ordem e exibimos um contra-exemplo correto para a questao que
funciona em ambos os casos (de primeira-ordem e segunda-ordem). Fomos
além. De fato, nao é qualquer definicio ¢(T) que satisfaz a equivaléncia
contestada por Doyle. No entanto, mostramos que, sempre que uma cir-
cunscricao de segunda-ordem ¢é equivalente a uma teoria de primeira-ordem
e define implicitamente o simbolo circunscrito, existe uma definicao explicita

A sentenca
va(R(vv w) A [lpr,my(‘T = y) v HZ(X(‘%" Z) A E(Z7 y))}(v, w))?

define implicitamente (e explicitamente) o simbolo R que é o fecho reflexivo e transitivo
de E.
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¢'(T) para a qual a equivaléncia acima se verifica, isto é:
Circla; P; Z) = a AVZ(P(T) « ¢/(T)).

Para tanto, utilizamos o Lema 3.15 que mostra que, se a classe dos modelos
de uma circunscrigao (possivelmente com objetos varidveis) for A-elementar,
tal classe sera elementar.

No restante do Capitulo 3, nos dedicamos a explorar o poder expressivo
das NATs de Lifschitz. Por defini¢ao, cada NAT é equivalente a uma teoria de
segunda-ordem. Nés lidamos com o problema contrario. Isto é, investigamos
quando é que uma teoria de segunda-ordem possui equivalente em NATSs.
As restrigoes sintaticas inerentes a definicoes das NATs dificultam a questao.
Por exemplo, nao é possivel negar blocos explicitamente, ou seja, nao existe
um elemento sintatico que simbolize explicitamente a negacao de um bloco.
Ao invés de estabelecer equivaléncia entre NATSs e logica de segunda-ordem,
estabelecemos equivaléncia modulo simbolos adicionais. Nés provamos que,
para toda sentenca em logica de segunda-ordem, existe uma NAT que é uma
extensao conservativa de tal sentenca de segunda-ordem. Nos utilizamos o
aninhamento de blocos para simular a alternancia e o aninhamento de quan-
tificadores de segunda-ordem. Devido a limitacoes impostas pelas restri¢oes
sintaticas que citamos, alguns simbolos novos sao introduzidos. Entretanto,
fica estabelecido que para qualquer sentenca ¢ de segunda-ordem em um al-
fabeto S, existe uma NAT T em um alfabeto S’ O S tal que ¢ e T implicam
logicamente as mesmas S-sentencas. Isso demonstra que as NATSs possuem
grande poder expressivo (compardvel ao da légica de segunda-ordem). Tanto
a NAT T quanto o tempo necessario para obté-la sao lineares no tamanho
da féormula ¢ da légica de segunda-ordem.

O tultimo capitulo deste trabalho foi dedicado ao estudo das légicas da
familia MIN. As logicas dessa familia tém como principal caracteristica o o-
perador MIN para a construgao de predicados a partir dos predicados (mo-
delos) minimais de uma determinada férmula a qual o operador é aplicado. A
primeira légica dessa familia é a 16gica MIN(FO) de van Benthem. Nés entao
estendemos essa légica permitindo a aplicagao do operador M IN a qualquer
formula. Obtemos as logicas U-MIN e I-MIN. Provamos sua equivaléncia ex-
pressiva e chamamos a légica U-MIN de MIN. Introduzimos a minimizagao
simultanea e obsevamos que nao ha acréscimo de poder expressivo. Final-
mente, provamos que a logica MIN ¢é equivalente a logica de segunda-ordem
em poder expressivo. Continuando a investigacao a respeito de operadores
de minimizacao, introduzimos os quantificadores minimais. Explicitamos a
relagdo da légica MQ(FO) de quantificadores minimais com a légica MIN.
Mostramos que novamente obtemos uma légica de poder expressivo igual ao



CAPITULO 5. CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS 100

da légica de segunda-ordem. A fim de encontrarmos légicas com poder ex-
pressivo intermediario entre o da Légica de Menor Ponto Fixo e logica de
segunda-ordem, introduzimos o fragmento MINA. Mostramos que esse frag-
mento contém a Légica de Menor Ponto Fixo, mas é mais expressiva do que
esta, sendo, no entanto, menos expressiva do que a légica de segunda-ordem.
Além disso, é um sistema légico booleano que possui os quantificadores de
primeira-ordem.

Nos estabelecemos o seguinte mapa representando a expressividade das
logicas investigadas:

3 mod(S) 3
SO = MIN = MQ(FO)------ NATS

"LFP = MIN(FO)

onde NATSs sao equivalentes a formulas de segunda-ordem mddulo simbolos
adicionais S’, isto é, dada uma S-sentenca ¢, existe uma S U S’-NAT T tal
que Mod(¢) = {2|s|A € Mod(T)}, onde ™A|g é o reduto da S U S'-estrutura
Aas.

Além desses resultados listados acima, este estudo comprova que operado-
res de minimizacao sao bastante poderosos se comparados a quantificagao de
segunda-ordem. No entanto, restricoes impostas a aplicacao desses operado-
res podem levar a légica de poder expressivo intermediario, como ¢ o caso de
MINA. Outros niveis de expressividade sao aqueles definidos pela quantidade
de operadores MIN aninhados em uma férmula. E preciso estabelecer a
relacao dessa hierarquia com a hierarquia II, A, > de férmulas de segunda-
ordem. Como sugestao de trabalho futuro, apontamos a investigagao acerca
de tais restrigoes, principalmente restrigoes sintaticas, a fim de adicionar
novos niveis de expressividade ao mapa acima. De forma andloga a forma
que os operadores de ponto fixo tém sido estudados no ambito da Teoria
dos Modelos Finitos, principalmente no campo da Complexidade Descritiva
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[EF95, Lib04], no intuito de obter novas légicas capazes de capturar classes de
complexidade computacional, os operadores de minimizacao podem também
ser investigados com esse intuito.



Apeéendice A

Apeéndice

A.1 Reticulados

A seguir, definimos reticulado, reticulado completo e funcao monétona defini-
da sobre um reticulado. Além disso, apresentamos dois exemplos de reticula-
dos e enunciamos o Teorema de Knaster-Tarski. Esse teorema forma a base
das defini¢oes indutivas e, consequentemente, da Légica de Menor Ponto
Fixo.

Definigao A.1 (Reticulado) Um par (A,C) onde A é um conjunto e C
¢ uma relagao de ordem parcial (reflexiva, transitiva e anti-simétrica) é um
reticulado se, para todos a,b € A, existem um supremo com relag¢io a C
(denotado por | |{a,b}) e um infimo com rela¢ao a C (denotado por[1{a,b})
de {a,b}.

Definigao A.2 (Reticulado Completo) Se (A, C) é um reticulado tal que
qualquer subconjunto B C A possui um infimo (denotado por [1B) e um
supremo (denotado por | | B), entao (A,C) é um reticulado completo. Os
elementos | |A e [ 1A sdo chamados maior elemento e menor elemento de
(A,C) e denotados por T e L, respectivamente.

Seja F': A — A uma funcao definida sobre A. Um ponto fixo de F' é um
a € A tal que F'(a) = a. O Teorema de Knaster-Tarski assegura que certas
fungoes chamadas monodtonas definidas sobre o dominio de um reticulado
possuem menor e maior pontos fixos. Vejamos as definicoes.

Definigao A.3 (Fungao Monétona)  Dado um reticulado (A,C), uma
fung¢io F : A — A € monétona (ou preserva ordem) se, para quaisquer
a,b € A tais que a T b, F(a) C F(b).
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Teorema A.1 (Knaster-Tarski) Seja (A,C) um reticulado completo. Se-
ja F': A — A uma fung¢do mondtona com relagao a C.

(a) F possui um menor ponto fixo (denotado por 1fp(F)) e um maior ponto
fizo (denotado por gfp(F)) tais que:

Ifp = |_|{a € AlF(a) C a}

gfp =| [{a € AlaC F(a)};
(b) considere a sequinte seqiiéncia F®, para o ordinal:
F' = 1,
ottt = F(FY),
A = |_|{F“|,u < A}, para A limite.

Como I é mondtona, essa sequéncia atinge um ponto fixo em algum
ordinal. Seja cl(F) o menor ordinal  tal que F® = FoT'. Entdo

FE) —1fp(F).

Em [Tarb5], Tarski mostra algo um pouco mais forte. Tarski mostra que
opar (P,Cp), onde P = {a € A|F(a) = a} (isto é, P é o conjunto dos pontos
fixos de A com relacao a fun¢ao monétona F) e Cp é a restricao de C a P,
forma um reticulado completo.

A seguir, recordaremos alguns exemplos de reticulados completos.

Exemplo A.1 Seja C' um conjunto. Entio (p(C),C) é um reticulado com-
pleto, onde, para qualquer B C p(C),

| |B=JB
[1B=B

Exemplo A.2 Sejam C4,...,C, conjuntos. Seja C' = p(C}) x ... X p(Cy,).
Dado ¢ € C, denotamos por ¢(i), 1 < i < n, o elemento de C; que ocupa
a i-ésima posicao da tupla c. Seja < uma relacdo bindria sobre C definida
como

(Dy,...,Dy,) < (Dy,...,D.) sss D; C D., para 1 <i<n.
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Entao (C,<) é um reticulado completo. Para demonstrar isso, basta consi-
derar, para cada subconjunto B C C', os elementos

| |B=Jb),.....[Jbn)

beB beB
[1B=([)b1),....[)b(n).

Sejam F; : C — o(Cy), para 1 < i < n, tais que, se ¢; < ¢y, entdo
Fi(¢1) C Fi(c). Seja F : C — C' definida como

F(c) = (Fi(c),..., F.(c)).

Obviamente, F' € mondtona com relacio a <, pois, dados c1,co € C tais que
c1 < ¢, Fi(c1) < Fi(ea), para 1 < i <n, logo F(c1) < F(ca).
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