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RESUMO

Neste texto, sera apresentado um resultado proposto por Paulo Cordaro e Jorge Hounie
sobre o decaimente do primeiro autovalor do operador de Laplace-Beltrami em uma su-
perficie de nivel conexa em S"™!, n > 1. Esta dissertacao baseia-se no artigo ” The First
Fingenvalue of Analytic Level Surfaces on Spheres”de Sagun Chanillo (Mathematical Re-
seach Letters, vol 1 (1994), p. 159-166).

Palavras-chave: Primeiro autovalor. Desigualdade de Lojasiewicz. Superficie de Nivel.



ABSTRACT

In the text, will presented one resultad proposed by Paulo Cordaro and Jorge Hounie
concerning the possible rate of decay of the first eigenvalue of Laplace-Beltrami operator
on a level surface connected in S**!, n > 1. This thesis is basead on the paper ” The First
FEingenvalue of Analytic Level Surfaces on Spheres”of Sagun Chanillo (Mathematical Re-
seach Letters, vol. 1 (1994), p. 159-166).

Keywords: First eigenvalue. Lojasiewicz inequality. Level surface.



SUMARIO

il INTRODUCGAOQ| . . . v vv vt e et e et e e e e 10
11
11
14
17
(2.4 Campos de Jacobi e Coordenadas Geodésicas| . ... ... ... 21
[2.5 Conjuntos Mensuraveis| . . . . . . . ... ..., 27
(2.6 Desigualdade de Poincarél . . ... ... .. ............ 30
(2.7 Desigualdade de Lojasiewicz{ . . . . . . ... ... ......... 33
B TEOREMA PRINCIPATL] . .. .......uuuueeeee... 36
3.1  Problemade Autovalor| . . . . ... ... ... ........... 36
(3.2 Prova do Teorema Principal . . . . ... ... ... .. ...... 37




10
1 INTRODUCAO

Considere f : S*! — R analitica, com n > 1, e, para s € R, definamos a
superficie de nivel conexa V; = f~!(s). Denotemos por sy o valor critico de f. Estamos
interessados em analisar o decaimento do primeiro autovalor do operador de Laplace-

Beltrami, denotado por A, em V;. Mais precisamente,

Teorema: Ezistem constantes C' >0 e a > 0, que idependem de s e Sg, tais que

M (V) > Cls — 50|, s — So.

Uma vez que iremos utilizar o operador A, levaremos em consideracao o pro-
blema de autovalor que consiste em determinar os niimeros A tais que, para h € C*(M),
seja solugao de Ah + M\h =0, onde M é compacto e conexo. A teoria espectral garante a
existéncia desses autovalores. Utilizando a defini¢cao do tom fundamental para M, teremos
. fy lgrad hl? du

N(M) = f
D= iy ™ 7, i

onde

M= {h e Wl’Q(M);/M by — 0}

que junto com o Teorema de Rayleigh nos dard A*(M) = A\ (M). E, para relacionar o
primeiro autovalor ao lado direito da desigualdade apresentada no teorema acima, tivemos
o auxilio da desigualdade de Lojasiewicz, onde em [15] foi apresentada uma prova por
Zurro e Lojasiewicz. Ademais, foi utilizada a desigualdade de Poincaré, resultado que

pode ser encontrados em livros de Equacgoes Diferenciais Parciais, como por exemplo em

[8].
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2 PRELIMINARES

Nessa primeira parte serao apresentados resultados essenciais para demons-

tracao do resultado proposto.

2.1 Métricas Riemannianas e Conexoes

Nesta secao serao apresentados as definicoes de métricas Riemannianas e

conexoes.

Definicao 2.1 Uma métrica Riemanniana (ou estrutura Riemanniana) em uma varie-
dade diferencidvel M é uma correspondéncia que associa a cada ponto p de M um pro-
duto interno (, )p no espago tangente T,M, que varia diferenciavelmente no sequinte
sentido: se x : U C R" — M ¢é um sistema de coordenadas locais em torno de p, com

x(x1, T2y oy n) = q€x(U) € (%_(q) = dx(0,...,1,...,0), entdo

<%(Q)a%(@> = 9ij (@1, -y )

¢ uma funcao diferencidvel.

Exemplo 2.1 (Métrica Euclidiana). SejaR™ com - identificado come; = (0, ..., 1, ..., 0).

Temos que a métrica € dada por (e;, e;) = 0;;.

Definigao 2.2 Sejam M e N wvariedade Riemmanianas. Um difeomorfismo f: M — N

€ chamado de uma isometria se

(u, v), = (df (w), df (v)) () (2.1)

para todo p € M, u,v € T,M

Exemplo 2.2 (Variedades Imersas) Seja f : M™ — N™ wuma imersao com m = n + k,
ou seja, f € diferencidvel e df, : TyM — Ty N € injetiva para todo p € M. Se (, ), €
uma métrica Riemanniana em N, [ induz uma métrica Riemanniana em M por (2.1).

A métrica de M € dita métrica induzida por f, e f € uma imersao isométrica.

O conceito de conexao atende a necessidade de definir uma nocao de derivagao
intrinseca para campos vetoriais cuja idéia refere-se a conectar localmente os espagos

tangentes de uma variedade.
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Definicao 2.3 Seja M uma variedade Riemanniana. Uma conexao afim V em M € dada

por

YV X(M) x X(M) — X(M)
(X,Y) = VyY

que goza das sequintes propriedades:

1. VixigvZ = fVxZ +gVyZ,

2.Vx(Y+2)=VxY +VxZ,

3.V (fY) = [VxY + X()Y,

com XY, 7 € X(M) e f,g suaves.

Ademais, se V verifica:

4. XY, Z) =(VxY,Z)+(Y,VxZ), (compatibilidade com a métrica)
5. VxY = VyX = [X,Y] (simetria)

dizemos que a conexao € Riemanniana (ou de Levi-Civita).

Observagao 2.1 Seja M wvariedade Riemanniana com a conexao afim NV com dim(M) =

n. Dados (U,x) uma carta local emp € M e a%i vetor tangente em p a x; — x(0, ..., 0, x;,0, ...

Sendo V simétrico, temos

0% f 9% f

F FE; = — =
[VEZ j;VE] z](f) axlaz &c]axl

0

J

para f € D(M) e E; = 2

= ox; *

Teorema 2.1 (Levi-Civita) Seja M variedade Riemanniana, existe uma unica conexao
afim V em M que € simétrica e compdtivel com a métrica Riemanniana de M.

Demonstragao: Ver [3], pigina 61. m

Para fechar essa secao, introduzimos a idéia de gradiente, divergente e la-

placiano.

Definicao 2.4 Seja f : M — R suave. O gradiente de f é o campo vetorial suave V f
em M dado por
(V£,X) = df(X)

para todo X € X(M).

Observagao 2.2 Sejam f,h suaves em M, sequem as propriedades:
1.V(f+h)=V f+Vh;
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2. V(fh) =hV f+ fVh.

9 0 9

Observagao 2.3 Seja U C M wvizinhanga coordenada, com campos coordenados L. .
4 6361 ) 8I2’ ) (93377,

O gradiente de f em U € dado por

Vf= Xn: g’“’ﬁ—fi

ox; Oz
k=1 LYk

Defini¢ao 2.5 Seja X € X(M). Definimos a divergéncia de X como sendo a fun¢ao
suave div X : M — R, para p € M, por

(div X)(p) = tr{z — (V. X)(p)}

com v € T,M.

Observagao 2.4 Sejam X,Y € X(M) e f suave em M. Entao,
1. div(X +Y) =div (X) + div (Y);
2. div(fX)=fdiv(X)+(Vf,X).

Observagao 2.5 Seja U C M ¢é uma vizinhang¢a coordenada com campos coordenados
3%17 e %. Se X € X(M) for dado em U por X =" | a; a%,» teremos

1 SN,
divX = —— — | a;y/det Z)
T 2 o (et
Definicao 2.6 Seja f: M — R suave. O laplaciano de f, Af: M — R, é dado por

Af = div V.

Observacgao 2.6 Para f,h suaves em M, seque as propriedades:
1. A(f+h)=Af+ Ah
2. A(fh) = fAh+hAf+2(Vf, Vh).

Observacgao 2.7 Seja [ suave em M e U C M wizinhanca coordenada com campos

&l &l ~ - 5
coordenados Borr B Entao, o laplaciano de f em U € dado por

1 ~ 0 (i [ Of
Af = /_det(gij) wzl ox; (g det(gw)axj) .
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2.2 Geodésicas e Variedades Completas

Nesta segao sera introduzida a idéia de geodésicas seguindo da definicao da
aplicacao exponencial. Dai, estamos aptos a definir a idéia de bolas geodésicas. Posteri-
ormente, serd apresentada uma ”pequena”’idéia referente as propriedades globais de uma
variedade Riemanniana, a saber, o conceito de completeza dessa variedade. Por fim, um
dos principais teoremas dessa teoria vai ser apresentada, isto é, o teorema de Hopf-Rinow

cuja demonstracao vai ser ocultada.

Definicao 2.7 Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma curva diferencidavel

v:I — M é uma geodésica se
D~y
dt

() =0

para todo t € 1.
Observacao 2.8 Sey: 1 — M ¢é uma geodésica, entio |v'(t)| = constante.
Observagao 2.9 Uma geodésica v : I — M é normalizada se |y (t)| = 1.

Observagao 2.10 Note que toda geodésica que ndao é um ponto (| (t)| # 0) pode ser nor-
malizada através de uma parametrizacao por comprimento de arco, ou seja, se~y : I — M,
t € I, é uma parametrizacao qualquer para uma geodésica, ela pode ser reparametrizada
para se tornar uma geodésica normalizada. Basta escolher ty € I e definindo o parémetro

comprimento de arco

(t) = / (8.

to

Com efeito, seque pela regra da cadeia,

Y (@) = WOl () = W ()l —= = ()]

Exemplo 2.3 (Geodésicas de R™) Lembrando que 6;; é a métrica canonica de R", temos

que Ffj = 0. Dai, a equagao geodésica é

Ak
dt?

=0, k=1,..,n.
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Logo, as solucoes para essa equacgao diferencial sao
z(t) = tu + xq
com u,xryg € R™. Isso nos mostra que as geodésicas de R™ sao retas.

Teorema 2.2 (Existéncia e Unicidade de Geodésicas) Seja M uma variedade Riemanni-
ana. Entao, para todos p € M e § € T,M, e para cada ty € R, existem um intervalo
aberto I C R contendo ty e uma tinica geodésicay : I — M tais que y(tg) = p e (to) = &.

Demonstragao: Ver [3], pagina 70. m

Defini¢ao 2.8 Sejam p € M e Ud C TM aberto, onde U = {(¢,§) € TM;q € V,{ €
T,M, || < e}, sendo V wizinhanga de p em M. A aplicacdo exp : U — M dada por

eop(0,€) = 1(1,4,€) = (|s| " |ﬂ) @O eu

¢ chamada aplicacao exponencial em U.

Observacao 2.11 Podemos restringir exp a um aberto do espaco tangente T,M, ou seja,

podemos definir

expy, : B.(0) C T,M — M

por exp,(§) = exp(p, ). Tem-se que exp € diferencidvel e exp,(0) = p.

Observagao 2.12 Note que exp,(£) € o ponto de M obtido pecorrendo um compm'mento

igual a €|, a partir de p, sobre a geodésica que passa por p com velocidade igual a |§|

Proposigao 2.1 Sejap € M. Eziste um € > 0 tal que exp, : B:(0) C T,M — M ¢é um
difeomorfismo de B.(0) sobre um aberto de M.

Demonstragao: Ora,

d

=) =4

lemylte)| = 1(0..9)

dleapy)ol6) =

t=0 t=0 t=0

ou seja, d(exp,)o : T,M — T,M é a identidade e Ty(1,M) = T,,M. Portanto, segue pelo

Teorema da Fungao Inversa que exp, é¢ um difeomorfismo local em uma vizinhanga de 0. m

Definicao 2.9 Seja M variedade Riemanniana e p € M. Definimos o raio de injetividade
em p por

inj(p) = sup {e; exp, € injetiva em B.(0) C T,,M}
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E, inj(M) = inf{inj(p);p € M}.
Exemplo 2.4 Segue que inj(S") = e inj(R") = 4o0.

Prosseguindo, considere ¢ : [a,b] — M continua, e [a,b] C R, de forma que:

existe uma particao a = ty < t; < ... < tpy < t, = b de [a,b] tal que ¢y, 7 €
{0, ...,k — 1}, sao diferencidveis. Curvas com essas caractéristicas sao chamadas de curvas

diferencidveis por partes. Dizemos que c liga os pontos c(a) e c(b).

Defini¢ao 2.10 Sejam v : I — M geodésica e [a,b] C I. Tem-se que VNiaw € chamado o
segmento de geodésica ligando v(a) e y(b). Seja ¢ apresentado anteriomente e denotemos
por l(c) o comprimento da curva ¢ em M ligando p e q. Dizemos que o segmento de

geodésica 7y : [a,b] — M € minimizante se l(y) < I(c) para toda curva c ligando vy(a) = p
ey(b) = q

Lema 2.1 (Gauss) Sejam p € M e & € T,M tais que exp,(§) esteja definida. Entao,

((deapp)e(€), (dexpy)e(w)) = (§;w)

para w € T, M.

Demonstragao: Ver [3], pdgina 77. m

Seja exp, um difeomorfismo em uma vizinhaca de V da origem em T,M,
exp,V = U é chamada de vizinhanga normal de p. Se B.(0) ¢é tal que m cV,
chamamos exp,B.(0) = B:(p) a bola geodésica (ou normal) de centro p e raio . O Lema
de Gauss nos garante que a fronteira de uma bola normal é uma hipersuperficie em M
ortogonal as geodésicas que partem de p, denotamos ela por S.(p) que é chamada esfera

geodésica (ou normal).

Definicao 2.11 Seja M uma variedade Riemanniana conexa. Para p,q € M, definimos

distancia entre p e q por

d(p,q) =inf{l(c); ¢ é uma curva diferencidvel por partes ligando p e q}.

Observagao 2.13 Se M ¢ uma variedade Riemanniana conexa com a funcdo distancia
definida acima, seque que M é um espaco métrico.. A topologia de M como espaco métrico

coincide com a topologia inicial de M como variedade diferencidvel. E, a bola geodésica
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B.(p) coincide com a bola métrica dada por

B(p,e) ={q € M;d(p,q) < e}

Definicao 2.12 Uma variedade Riemanniana M é completa se para todo p € M, exp,
estd definido para todo & € T,M.

Teorema 2.3 (Hopf-Rinow) Seja M uma variedade Riemanniana e p € M. Sdo equiva-
lentes:

(a) exp, estd definido em todo T,M ;

(b) Os limitados e fechados de M siao compactos;

(c) M é completa como espago métrico;

(d) M é geodesicamente completa;

(e) Existe uma sucessdo de compactos K, C M, K, C intK,.; e U, K, = M, tais que se
an ¢ K, entao d(p,q,) — oo;

Ademais, as afirmacgoes acima implicam que

(f) Para todo q € M eziste uma geodésica ~ ligando p e q com I(y) = d(p, q).

Demonstragao: Ver [3], pagina 162. [

2.3 Curvatura e Imersoes Isométricas

Nesta secao sera apresentada a idéia de tensor curvatura e, posteriomente,
definiremos curvatura seccional e curvatura de Ricci. Por fim, daremos uma pequena

introducao sobre imersoes isémetricas.

Defini¢ao 2.13 Seja M uma variedade Riemanniana. O (3,1)-tensor curvatura R de M
¢ uma aplicagio R : X (M) x X(M) x X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z =VyNxZ —VxVyZ+ VixvZ
onde V € a conexao Riemanniana de M.

Observagao 2.14 O tensor curvatura R de uma variedade Riemanniana verifica as pro-
priedades:
(a) R é multilinear;

(b) R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z
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(b) (Primeira Identidade de Bianchi): Dados X,YeZ € X, tem-se

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.

Observagao 2.15 Seja {x;} sistema de coordenadas em torno dep € M, tem-se [0;,0;] =
0, donde
R(@Z, @)ak — (Vaj Vai — Vaiv(aj)ak.

Definicao 2.14 Seja M uma variedade Riemanniana e o um plano de T,M. A curvatura
seccional (ou Riemanniana) de M associada a o € dada por
(RIX,Y)XY)  (R(X,Y)X,Y)

K(X,Y) = —
KXY =T RAYE TRV E - (v

onde X, Y € T,M e {X,Y} € uma base para o.

Definicao 2.15 Sejam M wvariedade Riemanniana e p € M. O tensor de Ricci, Ric :
T,M x T,M — R € dado por

Rice(X,Y) =tr(Z = R(X,Y)Z).

Se {E\, ..., E,} € uma base ortonormal de T,M tem-se

Ric(X,Y) = i(R(X, E)Y, E;).

=1

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com dimensao m = k-+n, se M é uma
variedade diferencidvel com dimensao n, teremos uma imersao i : M — M. A métrica de
M induz de maneira natural uma métrica Riemanniana em M, ou seja, se &1,& € T,M,
tem-se (&1,&) = (diy(&1),diy(&)). Assim, ¢ passa a ser uma imersao isométrica de M
em M. Como toda imersdao é localmente um mergulho, para cada p € M, existe uma
vizinhanca U C M de tal que i(U) C M é uma subvariedade de M, ou seja, existe uma
vizinhanca de U € M de i(p) e um difeomorfismo ¢ : U — V, com V C R* aberto, tais
que ¢ aplica difeomorficamente i(U) N U em um aberto do subespaco R® C R¥.Nessa
situacdo, dizemos que M é a variedade ambiente de M.

Agora, considere (M, g) variedade ambiente da variedade Riemanniana (M, g).
Para p € M, o produto interno em TI,M decompoe este espago como TpM =T,M ®
(T,M)* onde (T,,M)* é o complemento ortogonal de T,M em T,M. Assim, se & € T,M,
podemos escrever

E=¢"+¢&5 ¢ eT,M, & e (T,M)*,
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onde " € T,M ¢é a componente tangencial de £ e ¢+ € (T, M)+ é chamada a componente
normal de &.
Representemos por V a conexao Riemanniana de M. Se X,Y sao extensoes

locais de vetores em M, e X,Y sdo extensoes locais a M, definimos
VxY = (VxY)*h
Agora, podemos introduzir a definicao de segunda forma fundamental.

Definigao 2.16 Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana e (M,q) sua variedade am-
biente. A aplicagao I1 : X(U) x X(U) — X(U)* definida por

I1(X,Y) = (VgY)" =VxY — VyY,

¢ a sequnda forma fundamental de M, onde X,Y sao quaisquer extensoes locais de X,Y
a M.

Observagao 2.16 A segunda forma fundamental estd bem definida e € bilinear e simétrica.

Proposigao 2.2 (Equacio de Weingarten) Sejam X,Y € TM e N € (TM)*. Entao,
em M wvale

(VN,Y) = —(N,II(X,Y))

onde X,Y, N sdo quaisquer extensoes locais de X,Y, N em M.

Demonstragao: Temos em M, (Y, N) = 0 e X é tangente a M, assim X(Y,N) = 0.
Ora, em M

7(?, N> = <vyﬁ, ?) + <N, VY >
= (VN,Y)+ (N, II(X,Y) + VxY)
= (VN,Y)+ (N, II(X,Y)) + (N,VxY)
= (VN,Y) + (N, II(X,Y))
Logo, (VxN,Y) = —(N,II(X,Y)). m

Teorema 2.4 (Equagao de Gauss) Sejam p € M e x,y vetores ortonomais de T,M.

Entao,

K(2,y) = K(z,y) = (I(2,2), [1(y,y)) — |[(z,y) "
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Demonstracgao: Sejam, X, Y extensoes locais ortogonais de x, y, respectivamente, e tan-
gentes a M; indiquemos por X,Y as extensoes locais de X,Y a M. Assim, temos em

M

(R(X,Y)X,Y) = (VyVxX — VxVyX + Vg X, Y)

7 (VxX +11(X,X),Y) = V(VyX + 1Y, X),Y)
+ (VX + 1I([X, Y], X)), Y)

= (VVxX,Y) + (V5II(X, X),Y) — (VxVyX,Y) — (VxII(Y, X),Y)
+(VixyX,Y) + (II(X,Y),Y)

= (VeVxX,Y) + (V5II(X, X),Y) = (VxVyX,Y) — (VxII(Y, X),Y)

+ (V[X’Y]X, Y)

Segue pela equagao de Weingarten

(NV<II(Y,X),Y) = —(II(Y,X),II(X,Y)).

E,
ViVxX = (ViVxX)T 4+ (V3 Vx X))t = Vy Vi X + (V5 VX))t
VVyX = (VxVy X)T 4+ (VxVy X))t = Vi Vy X + (VxVy X)*
donde,
(ViVxX,Y) = (VyVxX,Y),
(VVyX,Y) = (VxVyX,Y).
Logo,

(RIX,Y)X,Y) = (Vs:Vx X, Y) + (V5 I(X, X),Y) — (VxVy X, Y) — (VII(Y, X),Y)
+ (Vi X, Y)
= (VyVxX,Y) = (VxVyX,Y) + (VixyX,Y)
+{(II(Y, X), [1(X,Y)) — (II(X, X),[I(Y,Y))
= (RIX, V)X, Y) + II(Y,X), [I(X,Y)) — (I(X,X),[1(Y,Y))

Por fim, sendo K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y) e K(X,Y) = (R(X,Y)X,Y), temos

K(X,)Y) - K(X,Y)=II(X,X),II1(Y,Y)) — [II(X,Y)]*.
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2.4 Campos de Jacobi e Coordenadas Geodésicas

Nesta secao, sera introduzido o conceito de campo de Jacobi e coordenadas

geodésicas.

Definicao 2.17 Seja v : [ — M, I C R, geodésica. Um campo J ao longo de v que
satisfaz

D?J

2L R0, T (1) = 0

é chamado um campo de Jacobi ao longo de 7.

Proposicao 2.3 (Existéncia e Unicidade de Campos de Jacobi) Sejay : I — M geodésica,
I'CR. Dadoty€l eX,Y €T, u,)M, existe um tnico campo de Jacobi ao longo de vy tal

que
J(ty) = X,
DJ
Zty) =Y.
1)
Demonstragao: Ver [3], pdgina 124. n

Definigao 2.18 Seja v : I — M geodésica, I C R. Dado t; € I, diremos que (1)
¢ ponto conjugado de (ty) ao longo de vy se existe um campo de Jacobi J ao longo de

v, J # 0 tal que J(to) = J(t1) = 0.

Proposicao 2.4 Seja v : [0, 5] — M wuma geodésica. Entao um campo de Jacobi J ao
longo de v com J(0) =0 € dado por

J(t) = (dewp, o) (t7'(0)), t € [0, 8]

Demonstragao: Ver [3], pagina 126. n

Teorema 2.5 (Rauch) Seja M wuma variedade Rimanniana, 6 € R constante e 7 :
[0,5] — M geodésica unitdria tal que K < § para toda curvatura seccional ao longo

de Y|p,p. Se J € T+ entio a funcio |J| ao longo de v satisfaz

|J|" +8]J] >0
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em [0, B). Além disso, se 1) for solugao em [0, (] de
W'+ =0, ¥(0) = [J|(0), +'(0) = |J]'(0)

com ¢ # 0 em (0,5), entao

I =
em (0, 8).
E, a igualdade ocorre em ty € (0, ) se, e somente se K(J(t),7'(t)) =0, Vt € [0, tq].
Demonstragao: Ver [0], pdgina 87. m

Seja M uma variedade Riemanniana completa e p € M. Para cada £ € T,M,
seja v : [0, 5] — M geodésica tal que y(0) = p, 7/(0) = £. Denotamos por ¢(§) = sup{t >
0;d(p,~(t)) =t} o "cut point”de p ao longo de 7. Assim, [0, ()] é o intervalo maximal
onde 7y é minimizante. Agora, seja D, = {t € T,M;0 <t < ¢(§), |¢| = 1} C T,M, tem-se
que para £ € Dy, v(t) = exp,(t£) minimiza distancia de p a y(t), Vt € [0, ¢(£)]. Definimos
o "cut locus”de p como sendo Cut(p) = {exp,(£c(€));€ € T,M, |¢| = 1}. Notemos que
M = exp,(D,) U Cut(p). Dai, somos motivados a definigao,

Definicao 2.19 O difeomorfismo exp, : D, — exp,(D,) € chamado de coordenadas
geodésicas de M — C'ut(p).

Definicao 2.20 Seja M uma variedade diferencidvel com uma conexao afim V. Um
campo vetorial X ao longo de uma curva ¢ : I — M € dito paralelo quando %—f = 0,
Vi € I. Se c € diferenciavel em M e Xo € T.u)M, entao existe um 1inico campo de
vetores paralelo X ao longo de ¢, tal que X (ty) = Xo. Nessas condigoes, X (t) € chamado
o transporte paralelo de X (to) ao longo de c.

Serao apresentados agora a métrica e o elemento volume de M em coordenadas
geodésicas. Sejam M variedade Riemanniana e p € M. Fixemos £ € T,M com |{| =1 ¢
definamos &+ = {n € T,M; (n,&) = 0} o complememnto ortogonal de {R¢} em T, M e seja
7 T,M — Tepp, 1eyM transporte paralelo ao longo de v : [0, 3] — M. Agora, definamos
A(t,€) - &5 — & por

A(t,&n =11J(),

onde J é o campo de Jacobi ao longo de & com condigoes iniciais

J(0) =0, J(0)=n.
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Seja R : &+ — &4 dado por Ry = 7 'R(Y/(t),m0)7/(t) onde R é o tensor
curvatura de M. Notemos que R(t) é autoadjunta e A(t, €) satisfaz a equagao de Jacobi
A"+ RA = 0 com condicao inicial A(0,¢) = 0, A'(0,£) = I, sendo I a matriz identidade.

Calculemos a métrica de M em coordenadas geodésicas. Seja a parametrizacao
¥ 1 (0,400) x U — exp,(D,) dada por ¥(t,u) = exp,(t&(u)). Assim, para 2 e
coordenadas naturais em (0,+00) e U, respectivamente, com i € {1,...,n — 1}, temos

@) (6:6) = dleany)y, ( 57t) =10

@)1, = dleany g, (15 ) = Jolt.6) = TA( 006

ou®
com 0,& = &,.(0/0u®), e J(0;€) =0e J'(0;€) = 0.€.
Dali,
(O, 0) =1,
como 0,&1&
(O, Outp) = 0,

e para § € {1,...,n — 1}

(Oath, Op10) = (A(t,£)0a8, Alt,§)0pE).

Logo,
ds® = dt* + |A(t, §)d¢|?

e o elemento volume de M sera

dp = \/g(t,€)dtdo,

onde det A(t,&) = \/g(t,€).

Teorema 2.6 (Bishop-Giinther) Seja M uma variedade Riemanniana completa e p € M.
Dada 7y : [0, ] = M, geodésica unitdria e v(0) = p. Se as curvaturas seccionais K de M
ao longo de vy satisfazem K(v'(t),w) <0, Vt € [0, 5], comw € T,M, |w| =1 e Ss(t) #0

em [0, B]. Entao,
l,
{ Siif)} >0 22)

V g(tvf) > Sdnil (23)

em (0,5), e
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em (0, A].
Além disso, ocorre a igualdade em (2.2)(respectivamente em (2.3)) em um ty € (0,05)

(respectivamente em (0, 3] ) se, e somente se R =3I e A= SsI em todo [0,t], onde

\/Lgsen(t\/g) ,se 0>0
Ss(t) =t ,se 0=0
\/%—Esenh(t\/—é) ,se 0<0

Demonstragao: Sendo A : £+ — €1 e det A(t, €) = \/g(t,€), definamos B = A*A. Note
que B é autoadjunta. Ora, det B = det A*A = (det A)? e, Indet B = 2In (det A). Assim,

1(detB)  (det A)

2 detB ~ detA

Dado a € (0, 3) e considere {ey, ..., €,,_1 } base ortonormal de £+ composto por autovetores

de B(a) e seja {Ji(t), ..., Jo_1(t)} solugao da equagao de Jacobi em &+
T+ R(E)J =0,

onde

Portanto,

(det A, . 1(detB)', .
det A (o) = 2 detB () =

Como estamos nas condicoes do Teorema 2.5, temos

<J2/7JZ> > icli

<%L¢®=LMA®_S§®

uma vez que a Ss é solugao da equacao ¥” + 61 = 0 com condigoes iniciais Ss(0) =
0, S5(0)=1.
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Logo,

(det AY < (J;, J)) S

p— > -_— _—

dera (@)= 2y @) 2 = Dge

ou seja,
Sgn_l —
em (0, 3).
E, consequentemente
g(t,€) > 85"

em (0, 3] n

Teorema 2.7 (Bishop) Seja M uma variedade Riemanniana completa e § constante tal
que
Ric(&,6) =trR>6(n—1)|¢)?, €€ TM.

Se , dado [§] =1 e >0, tal que \/g(t,&) >0, t € (0,5). Entao,

96,9\
(aal .
em (0,0), e
Vg(t,§) < S5 (2.5)

em (0,5]. Além disso, ocorre a igualdade em (2.4)(respectivamente em (2.5)) em um
to € (0, B) (respectivamente em (0, 5]) se, e somente se R =61 e A= SsI em todo [0, t],

onde

\/Lgsen(t\/g) ,se 0>0
Ss(t) =<t ,se 0=0
\/%Tsenh(t\/—@ ,se 0<0
Demonstragao: Sendo +/¢(t, &) = det A(t, €), definamos B = A’ A~! em (0, §) e notemos

que

B* —B: (AIA—l)* _A/A—l
— (Afl * A/)* o A/Afl
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onde W (A, A) é o wronskiano e W (A, A) = 0. Logo, B é autoadjunta e, consequentemente
satisfaz a equacao de Riccati

B+B*+R=0.

Ora,

0=tr(0)=tr(B' + B>+ R)
= (trB)' +trB* + trR

z(w@ﬁw@§¥+5m—1)

uma vez que

(trB)?

tr3? > 7> por Cauchy-Schwarz;

n —
trR > 6(n — 1), por hipétese.

Facamos
detA)’
:tB:t"*:(
¢ =tr r(AA) Tl
donde,
7 ) 1) <0
925 + m + (n - ) < U.
Prosseguindo, fagamos
_ %

W(t) = (n—1)Ls com Ls(t) = 3 (1),
note que, 1 é estritamente decrescente e quando § < 0, teremos ) > (n —1)y/—0. Ora, ¢

satisfaz a equacao de Riccati

;Y
on—1)=0
¢+n_1+ (n—1) ,
dai,
¢2
—1)6 >0, WVt
=150,
Ora, quando t — 0, temos
n—1
o~

assim, existe um ¢, > 0 tal que

¢2

n—1

+(n—1)0 >0, em (0,¢)
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ou ainda, em (0,t), t € (0, 3).

Portanto, teremos

donde

Seja arc L a inversa de Ls, segue que,

arc Ls (ngbgf)l) > t,

ou seja,

em (0, 5). Logo,

e, consequentemente

2.5 Conjuntos Mensuraveis

A ideia de conjuntos mensuraveis, assim como a ideia de funcées mensuraveis,
¢é essencial para esse trabalho, ja que mais a frente iremos utilizar a integracao de Lesbe-

gue. Ainda nessa secao serd apresentada a medida de Hausdorff.

Defini¢ao 2.21 Seja E € R, definimos sua medida exterior, m,(E), por

m.(E) = inf {Z Q;l; E C UQj}
j=1 =1

onde Q); sao cubos fechados.
Ademais, se
Ve >0, 30 D E, aberto, talque m,(O—F)<g,

dizemos que E é mensurdvel a Lesbeque. Denotamos m(E) = m,(E).

Observagao 2.17 Temos:
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1. Se m,(F) =0, entio E é mensurdvel;

2. Se {Ej}j>1 sdo mensurdveis, entdo | J;—, Ej ¢ mesurdvel;

3. Todo conjunto FF C R™ fechado é mensurdvel;

4. Se E € mensurdvel, entao E° ¢ mensurdvel. Dai, seque que ﬂj’;l E; € mensurdvel,
desde que {E;};>1 sejam mensurdveis.

5. Definamos para a € R™ o conjunto E 4+ a = {z + a; © € E}. Sendo E mensurdvel,
seque que E + a também é. Ademais, m(E + a) = m(E).

Proposicao 2.5 Um conjunto mensurdvel verifica as propriedades:

1. Se Ey C Es, entio m(FE1) < m(FEy)

2. Se E =2, Ej, entao m(E) <3772, m(E})

3. Se E = FE1UEycomd(Ey, Ey) >0, entdo m(E) =m(E;) +m(E»).

Demonstragao: Ver [18], paginas 16-19. n

Defini¢ao 2.22 Seja E C R"™ mensurdvel, a fung¢io f : E — R U {—o00,+o0} € dita

mensurdvel quando f~'([—o0,a]) = {x € E; f(z) < a} é mensurdvel, Va € R.

Observacgao 2.18 Temos:

1. Se f: E — R é mensurdvel. Entao,dado o € R, f+ « e af sao mensurdveis.

2. Uma fungio f : E — R é mensurdvel se, e somente se, f~1(O) é mensurdvel. para
todo O C R aberto.

3. Se f: E — R € analitica, entao f é mensurdvel.

Lema 2.2 (Zorn) Seja X um conjunto parcialmente ordenado, nao vazio, tal que cada

cadeia em X ¢ limitada superiomente. Entao X possui pelo menos um elemento maximal.

Teorema 2.8 (Cobertura de Vitali) Seja {Bg}acr familia de bolas em R"™ e denotemos
por 1o 0 rato de B, com supr, < oo, a € I. Entao, existe um subconjunto Iy C I tal
que,

1. {Bu}acr, sio dois a dois disjuntos;

2. Uaer Ba € Uqer, 9Ba-

Demonstragao: Provemos o primeiro item. Denotemos por r = supr,, com o € [ e
para cada j € N, definamos o conjunto I(j) = {a € I; 27971 < r, < r277}. Provemos
por indugdo, para j = 0 temos I(0) é parcialmente ordenado e cada cadeia de I(0) é
limitado superiomente, logo I(0) possui pelo menos um elemento maximal. Denotemos
por L(0) o subconjunto maximal de I(0) de forma que { B, }acr(0) 580 dois a dois disjuntos.
Prosseguindo, para j = 1, podemos extrair L(1) C I(1) maximal tal que {Ba}acr(1) sd0
dois a dois disjuntos, e { B, }acr(o) também serd. Assim, suponhemos que para j =k — 1

tenhamos {Ba}aeuk—_lo L(m) Sejam doi a dois disjuntos e, para j = k seja L(k) C I(K)
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maximal tal que {Ba}acrk) sdo dois a dois disjuntos. Dali, {Ba}aeuk L sao dois a

m)

dois disjuntos. Facamos

Iy=|J L(k)

keN
e temos { By }acr, s@0 dois a dois disjuntos.
Para o segundo item, fixemos B, com a € [ e provemos que existe f € I, tal que
B, C 5Bg. De fato, para cada k € N tal que a € I(k), temos

_2k+1 < Tq S 2_k

Ora, se i € L(k), ndo ha o que provar. Suponhemos o contrario. Por construcao, temos

B, intercepta uma bola Bg para 0 <! < k. Assim,

> —T > —T > 1
"B Z 51 = k1 = 58
donde
d(za,x8) < T4 + 75
Entao,
To + d(To,25) < 2rq + 14 < brp.
Portanto,

B, = B(%4,7a) C B(xg,rq + d(xa,x5)) C B(zg,5rg) = 5Bg.

Definigao 2.23 Seja E C R" e

o0

Hi(E) =inf {Z(diam(ﬂ))s; E C DE-, diam(F;) < (WZ} .

i=1 i=1

Definimos a s-dimensional medida de Hausdorff como sendo,

Ho(B) = lim H3(E).

6—0

Proposicao 2.6 Seja E € R™ mensurdvel e H® a s-dimensional medida de Hausdorff de
E. Sen = s, entao existe uma constante ¢ = c(n) positiva, tal que m(E) = ¢ H"(E).

Demonstracao: Ver [18], pdgina 328. m

Observacgao 2.19 Sejam E, Ey, Es C R"™ mensurdveis. Temos:
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1. Se Ey C Es, entdo H™(E,) < H™(E?).

2. Definindo, para a € R", E 4+ a ={x+a; x € E}. Seque que, E + a é mensurdvel e
H"(E + a) = H"(E).

3. Definindo, para o € R positivo, aF = {ax; x € E}. Teremos oFE mensurdvel e
H"(aE) = a"H"(E).

2.6 Desigualdade de Poincaré

Passamos a analisar defini¢oes acerca de espacos de Lebesgue e Sobolev. Dai,

podemos apresentar um resultado essencial, que é a desigualdade de Poincaré.
Definicao 2.24 Seja 2 C R™ mensurdvel. Definimos

L*(Q) = {f : Q — R mensurdveis a Lebesgue; / IfI? < +oo}
0

1l = ( / \f!2)2

munido da norma,

Definicao 2.25 Se toda sequéncia limitada em um espago vetorial normado (E,| - ||)
possui uma subsequéncia convergente em (F,||-||), dizemos que hd uma imersdo compacta
de E em F.

Notacao: E CC F.

Definicao 2.26 Seja 2 C R™ mensurdvel. Definimos

L () ={f:Q—=R; fe L*(U) para cada U CC Q}.

Definigao 2.27 Seja Q C R" aberto, o um multi-indice e f € Ll (). Dizemos que uma

loc
1

loe(§2) € a a-ésima derivada fraca de f se

fungao g, € L

f(D¢)dz = (1) [ gadpda
J J

Vo € C§°(Q). Nessa situagao temos g, = D f.
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Definicao 2.28 Seja Q2 C R"™ aberto. Definimos
W12(Q) = {f € L*(Q); D“f € L*(2), V0 < |a] < 1}
munido da norma

[ fllwre@) = [1fll2@) + IV fllz2 -

Teorema 2.9 (Rellich-Kondrakhov) Seja Q C R™ aberto, limitado e 9Q € C*'. Suponhe
1 <p<n. Entao
WhP(Q) cc LYQ)

para cada 1 < g < p*.

Obs: p* = -
n—kp
Demonstracao: Ver [§], pagina 272. m

Seja 2 C R™ com volume finito, definimos a média de f em ) por

T—Wﬂ/gfdx

Teorema 2.10 (Desigualdade de Poincaré) Seja 2 C R™ limitado, conexo, aberto e 0§ €

C'. Entao, existe uma constante C' = C(n) em Q) tal que

If = Fllz2) < ClIV fllz2e)

para cada u € WH2(Q).

Demonstragao: Suponhamos que exista uma sequéncia (f,,) em W12(Q) tal que

1 = Fnllzz) > m IV full 2y

Seja
g = fm — fm
[fm = fllz2()
Entao,
I =0, |gmllz2@ =1
e

1
IV fill 2 < —
m
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Em particular, (g,,) é limitada em W12(Q2). Como W2(Q2) é reflexivo e pelo Teorema de
Rellich-Kondrakhov, teremos

gmn —¢g em WYQ) e g,—g em L*Q)
Dai,g=0 e [g]r2@ =1 Ademais, g, — g em W12(Q) implica
lgllwr2@) < liminf||gn|lnr2@) =1 + Hminf |V fo [ r2(0) = 1
Como llgllwr @) = lgll@) + IVgllzaey = 1+ [ Vgllzaqe) teremos Vg = 0 q.tp. Ora, Q&

conexo, assim g é constante. O fato de g = 0 implica que g = 0 em §, donde, [|g||r2() = 0,

contrariando ||g||z2@) = 1. ]

Denotemos a média de f em B(z,r) por

1
x,r ~ B d ‘
(f)a, |B(x,r)| /B(:m) Jdy

Assim,

Corolério 2.1 (Desigualdade de Poincaré para Bolas) Se B(x,r) C R™, entao existe uma
constante C' = C(n) > 0 tal que

Hf - (f)m,rHLQ(B(m,r)) < CT”VfHLQ(B(x,r)) (2-6)

para cada f € WH(B%(z,r)).
Demonstragao: De inicio, notemos que para Q = B°(0,1) tem-se (2.6), ou seja, dado
g € W2(BY(0,1)), temos

lg = (oallzzmon) = ClIVIlL2mo0)-
Assim, dado f € WH2(B%(x,7)) e seja
g9y) = f(z+ry), yeBO,I).
Logo,

If = (arllz2er) =719 = (9)oallL2(B01))
<rClg—(9)o1llr2Bo,1)
=7 Cf = (Narllr2B@m
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Concluindo o resultado. n

2.7 Desigualdade de Lojasiewicz

Nesta secao, serao apresentadas defini¢oes acerca de conjuntos analiticos, semi-
analitcos e subanaliticos. Posteriormente, sera apresentada a desigualdade de Lojasiewicz,

um resultado muito importante para esse trabalho.

Definicao 2.29 Um conjunto X C R™ € dito analitico, se para todo x € X, existe uma
vizihanga U de v em R™ e uma funcdo analitica f: U — R tal que X NU = f~1(0).

Exemplo 2.5 Seja S" = {x € R*; Y"1 22 = 1}, Fazendo f(z) = S0 a2 —1 =0,

=1 4 i=1 7

temos f analitica. Logo, S® = f~1(0), donde S™ é analitico.

Exemplo 2.6 Seja f : R? — R dada por f(z,y) = senz® + y3. Assim, o conjunto
X = {(z,y) € R?% f(x,y) = 0} é um conjunto analitico. Em geral, se f : R* — R

analitica, teremos X = {x € R"; f(x) = 0} € analitico.

Definicao 2.30 Um conjunto X C R"™ ¢é dito semi-analitico, se para todo x € X, existe
uma vizinhanga U de x em R™ tal que, para p,qi, ..., q. funcoes analiticas em U, tem-se

que UNX € a unido finita de cojuntos da forma {x € U;p(x) = 0,¢;(x) > 0,i =1, ..., k}.
Observagao 2.20 Note que todo conjunto analitico é semi-analitico.

Observagao 2.21 Seja X C R". Dizemos que F : X — R € semi-analitica se seu grdfico
graf(F) = {(z,F(x));x € X} C R"™ é um conjunto semi-analitico.

Definicao 2.31 Seja X C R" e para um m dado definamos 7 : R™ x R™ — R"™ projecao
ortogonal. Dizemos que X é um conjunto subanalitico se para todo x € X, existe uma

vizinhanga U de x em R™ e um subcojunto semi-analitico e limitado S C R™ x R™ tal que

UNX =n(S).

Observacao 2.22 Seja X C R", dizemos que uma fung¢ao F' : X — R € subanalitica se
seu grdfio graf(F) = {(z,F(x)); x € X} C R"™ ¢ subanalitico.

Seguem algumas propriedades acerca de conjuntos subanaliticos.

1. Se A, B C R" sao subanaliticos, entao A U B é subanalitico;
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2. Se A C R™ é um conjunto subanalitico entao A¢ é subanalitico;

3. Por 1 e 2, segue que a intersecgao e a diferenca de conjuntos subanaliticos é um conjunto
subanalitico;

4. Seja F' : X C R™ — R" aplicacao subanalitica, entao X e F(X) sdo conjuntos
subanaliticos.

5. Composta de fungoes subanaliticas ainda é uma fungao subanalitica;

6. Se X C R é um conjunto subanalitico entdo X, intX e X sdo conjuntos subanaliticos.

Lema 2.3 (Selecdo de Curva) Seja X C R" conjunto subanalitico e 0 € X. Entdo, existe
v :(0,e) = X analitica tal que y(t) — xo € X quando t — 0.

Teorema 2.11 (Desigualdade de Lojasiewicz) Seja f uma fun¢do analitica numa vizi-
nhanga de 0 € R™ tal que f(0) = 0. Entdo, para C > 0, temos

Clf()]* < |Vf(=) (2.7)

com 0 < a < 1, na vizinhanga de 0.

Demonstragao: Considere Vf(0) = 0 e definamos g : B — R? dado por g(z) =
(If(@)], IV f(z)]), onde B é uma bola compacta centrado em 0. Seja E = g(B) = {(u,v) €
R*u = |f(z)], v = |Vf(z)],Vz € B} C [0,400) x [0,+00). Note que E é compacto e
subanalitico.

Afirmacio: Seja , para L >0, F=EN{0<v < Lu}. Entdao 0 ¢ F.

De fato, suponhe que para L > 0 tenhamos 0 € F, assim, g—l—(F) Ng 1(0) # @. Seja
b e g~{(F)Ng~'(0), segue pelo Lema de selecio de curva, que existe  : (0,€) — F tal que
A(t) — b quando t — 0. Logo, g(A((0,¢))) C {0 <wv < u}, donde, para h(t) = (f o N)(¢),

teremos

') = [(f o A ()] = [N(1) VF(A®D))]
= NIV FA@)]
< MIVF(A®))]
< M L|h(t)] (2.8)

sendo M > 0 constante.

Ora, h(0) = 0 e para h nao identicamente nulo, temos
h(t) = ayt + ... + apt® + ...

paraay #0e k> 1. E,
R(t) =ay + ... + kapt"™™ + ...
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donde, quando ¢ — 0 temos t*~! > ¢* implicando h/(t) > h(t), contrariando (2.8).
Prosseguindo, seja ¢(u) = inf E,, onde E, = EN{reta vertical que passa por (u,0)} para

u > 0 pequeno. Note que ¢ ¢é limitado e subanalitico. Dali,
o(u) = a+ agu™ + asu™ + ...
com «; € Q. Pela afirmacao 0 < a; < 1. Logo, para C' > 0 com C' < a; , temos
Cu®t < ¢(u) <v

ou seja, C'|f(x)|* < |V f(z)| para 0 < oy < 1. m
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3 TEOREMA PRINCIPAL

3.1 Problema de Autovalor

Sejam M uma variedade Riemanniana compacta, conexa e h € C*(M). O pro-
blema do autovalor para o Laplaciano consiste em determinar os valores A € R tais que
—Ah = Mh em M admita solugoes nao triviais.

O espaco vetorial das solugoes do problema para um autovalor A dado, é de-
nominado seu autoespaco. E, os elementos de cada autoespaco sao denominados de au-

tofuncoes.

Teorema 3.1 Sejam M wvariedade Riemannina satisfazendo as hipdteses acima e h €

C?*(M). Entdo, o conjunto dos autovalores consiste de uma sequéncia
D<A < XA<...T+00

e cada autoespaco associado tem dimensao finita.

Definicao 3.1 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos o tom fundamental
A (M) como sendo

dh|?d
(M) = ug Aulgrad
M=oy [, [h|Pdp

onde

M= {h e Wl»?(M);/M hdy = 0}

Teorema 3.2 (Rayleigh) Sejam M wvariedade Riemanniana definido acima e h € C*(M)

satisfazendo o problema de autovalor. Entdo,

< fM [Vh|? dp

M= TR

(3.1)

E a igualdade ocorre se, e somente se, h € autofunciao de Ai. Se {¢1, o, ...} € base

ortonormal completa de L*(M) tal que ¢; € autofuncao de \;, para cada j = 1,2, ... tal
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que (h,d1) = (h,¢2) = ... = (h, 1) = 0 teremos
Vh|?d
e < fM|—lM (3.2)
Jar 10Pdp
com a iqualdade acontencendo se, e somente se, h é uma autofuncdao de \y.
Demonstracao: [

Observacao 3.1 Segue pelo Teroema de Rayleigh que N*(M) = X\ (M).

3.2 Prova do Teorema Principal

Passemos a analisar o teorema principal. Para tal, definamos f : S"™* — R
analitica real, onde S"*! ¢ uma esfera de raio R e n > 1. Dado s € R, definamos a
superficie de nivel V; = f~!(s). Notemos que V; ¢ fechado, consequentemente compacto
e completo. Sendo s € R valor regular de f, segue que V, C S**! é uma subvariedade de
S™*1 de dimensao n, assim podemos dar a V; a métrica induzida pela inclusao. Portanto,

V, é uma variedade Riemanniana.

Afirmacgao 1 Denotemos por K a curvatura seccional de Vi. Entao, existem < 0 e

C > 0 tais que

sup | K (z)| < Cls — so|°. (3.3)
zEVs
Demonstracao: De fato, seja {ey, ..., €, } uma base ortonormal de T, V; e denotemos por
K(z)(e;, ;) as curvaturas seccionais de V; nas diregGes e; e e;, sendo assim, serd necessario
ter |K(z)| = sup,; |K(z)(e;€;)|. Sendo Vi uma subvariedade imersa em S™', teremos
que S™*! serd sua variedade ambiente e podemos definir a segunda forma fundamental
em V, por I1 : X(V,) x X(V,) — X(V,)*. Dai, para K a curvatura seccional de S"*!,

teremos pela Equacgao de Gauss,
K(ei,e;) — K(es,e5) = (I (es, ), (ej, ¢5)) — |11 (es, ¢5)]%,

onde e;, e; sao ortonormais em 7, V.

Sendo V; uma superficie de nivel, teremos que o Vf(z) é normal a V. Ademais, I é

VI(
Vi

normal a V; em z. Dai, fagamos n = gl donde, teremos constantes aq, as e ag diferentes
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de zero, tal que 11(e;,e;) = arm, I1(e;,e;) = asn e 11(e;, e;) = asn. Portanto,

1
K(ei,ej) = =t (a1n, agn) — (asn, asn)

1
= g (mm) + aax(n,m) — a3(n,m)
1

_ W{%(W(w%w(w»

+ 0102V f(2), VF(2) = a3(Vf(2), V f () }

Ora, (Vf(z),Vf(x)) = df(X) com X = Vf(z) e, sendo f analitica em um compacto
temos |df (X)| < m para m > 0. Logo,

K (z)| = SZ}l]PIK(x)(ei,ej)\

m{%df(X) +aras df (X) —aidf(?ﬁ}‘

= sup
2

~ |s — sg|P™

= C'|s — 50|72

onde, na ultima desigualdade foi utilizado a desiguadade de Lojasiewicz.
Por fim,

sup |K(z)| < C'ls — so|5
x€Vs

com 3 = —2aq;. [

Afirmagao 2 Denotemos por inj(Vs) o raio de injetividade de Vy. Entao, para v > 0 e
C >0, temos

inj(Vy) > C'|s — so|”. (3.4)

Demonstragao: Seja f(x1,...,x,01) = t e z9 € V; fixo. Sem perda de generalidade,
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considere x,.1 na dire¢ao normal a V; em zy. Teremos pela desigualdade de Lojasiewicz

‘af

8anrl

(20)| = [Vf(20)] = C[t —to|".

Afirmagao: Existe uma vizinhanga de zy de raio C' [t—to|* tal que Vz € V; nesta vizinhanga

tenhamos o7
> C'|t —to|™
5o(2)| 2 Clt~ o
De fato, lembrando que f € C? temos
of of of of
Clt—to]* < < —
| of* < ‘axn—i—l (20)) < ’axn+1 (20 0Ty 11 (Z)’ * 0Ty 41 ()
0
< Clz— 2| + ‘aﬂviﬂ (2)‘ :
Donde, para |z — zo| < $|t — to|* teremos
of

(2)|-

C|t—ty|* <
-t < |5

$n+1

Assim, segue pelo Teorema da Funcao Implicita, que V; é dado por um gréfico na vizinhaca
de zp com raio C' |t — ty|*.
Prosseguindo, dado 1 vetor normal a V; em z com |n| = 1 e considere e, no eixo positivo

de x, 1. Assim,
of

aanrl

> C'|s — s0|”

<777en+1> = ‘

Logo, por uma projecio no plano tangente de V; em zg, termos inj(p) > C' |t — to|**. E,
por fim

inj(V;) = plél\ﬁ inj(p) > C'|s — so|*.

Prosseguindo, definamos

Cls — so|*™ ) inj(Vs) ey
-7 0 < N Ts) _
To 100 < ming — 5 ,Cls — so|

e definamos a bola geodésica B(x,¢) com & < 10rg. Nessas condi¢es, podemos introduzir
coordenadas geodésicas sobre B(z,¢), ou seja, dado z € B(x,¢), teremos z = exp(rf),
onder € R, 0 <r < 10rg e £ € S" 1. Ademais, sendo V, completa, ja foi demonstrado
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que seu elemento volume serd dado por

dp = +/g(r,€)drdo.

Lema 3.1 Para r < 10ry existe uma constante Cy = Cy(n) > 0 tal que

Cirt < \g(r, &) < Clr™h (3.5)

Demonstracao: Sendo r < 107, segue que r < C|s — 50|_§ e, ainda r? < Cls — so| 7",
Dai, temos pela Afirmacao 1 (3.3))

1
— > Cls — 5|’ > sup | K(x)].
r z€Vy

Ora, dada v : [0,10r9) — Vi, geodésica normalizada, com v(0) = x, teremos que as
curvaturas seccionais ao longo de vy sao < 7%, Vr € (0,10r). Portanto, segue pelo Teorema
2.6 (especificamente a desigualdade que

Vo8 = 77 r)

1 1
= sen —r
a r2
r2

]nfl Tnfl.

n—1

= [sen 1

Fazendo Cy = [sen 1]""!, teremos +/g(r,&) > Cyr™ L.
Para outra desigualdade, seja {ei,...,e,_1,€e,} base ortonormal de T,V e fagamos n =

In| en, para n € T, V;, temos

n

Ric(n,n) = Z (R(n,e;)n,e1)
= S (Rl e)lnlem e2) + (R{1len ea)nlen en)

i=1

n—1
= Il (R(en, €5)en, €5) + [n]*(Rlen, en)en, €n)
=1

n—1
=nl> Y Klei,en).
i=1
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Ora, |K(e;, e,)| < C|s — so|?, donde

n—1

Ric(n,n) = |n|* Y K(ei,en)
=1

n—1

> Y —Cls = sl

i=1
=—Cls—sol” (n = 1) [nf?

1
>~ (n— 1) |nl*

Logo, estamos nas hipoteses do Teorema 2.7. Usando a relagao obtemos

= pnt [senh 1]”*1

<r"tort
Portanto, para r < 10ry e C; > 0 temos

Crr < W/g(r ) <Gl

=
No préximo resultado, iremos denotar por |B(x,¢)| o volume de B(z,¢), e, para z €

B(x,¢) com z = exp(r) seja h(z) = h(r, &), com h € C*(V,). Assim,

Lema 3.2 Para 0 < e < 10ry e C; = Cy(n) > 0, teremos

/ |h — hg|* du < Cy&° / |Vh|? du (3.6)
B(x,e) B(z,)

onde hp = m Sy M, &r"~" drdo.
Demonstragao: Sendo ¢ < 10ry < inj(V;) e h € C?*(V;), podemos usar o Colorario 2.1 .
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Assim,

| n=naf du= [ h= el Vo) drdo
B(z,€) B(z,e)
< / |h — hg|> C7l" ™t drdo
B(z,)
< C'¢? / IVh]? Cylr™ ™t drdo
B(z,)
= O'Cy % / |Vh|? Cir" ! drdo
B(z,e)
< C)é? / |Vh|* \/g(r,&) drdo
B(z,e)

= (O)¢? / IVh[? dp.
B(z,e)

Lembrando que, se exp, é um difeomorfismo em uma vizinhaca V' da ori-
gem em T,V exp,(V) = U é chamada vizinhaga normal de z. Se B(0,¢) é tal que

B(0,¢) C V, chamamos de exp,B(0,¢) = B(z,¢) a bola normal (ou geodésica) de centro

T e ralo €.

Lema 3.3 Seja {B(x;,70)}:_, familia de bolas geodésicas em V. Entio,

1. Vi pode ser escrito como

2. Parai # j, B(x;,3) N B(x;, %) tem medida nula,
3. k< Cry", onde C = C(f) constante que independe de s e sg.
Demonstragao: Provemos cada item.

1. Sendo Vi compacto, segue que

2. O Teorema 2.8 garante que para i # j, B(z;, %) N B(z;, %) = @. Assim,
HH(B(Z'Z, %J) N B(l’j, T?O)) = Hn<®> =0.

3. Para provar esse item, iremos usar o resultado

H"(Vi) < C,
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com C' = C(f) constante que idepende de s e sy9. A demonstragao desse resultado pode
ser encontrada em [19].

Prosseguindo, o item anterior garante que

_Z T g (3.8)

=k — (3.9)

Fazendo C = 2n , teremos

Portanto, notando que Ule B(x;, %) C Vi, temos

KCirl = H" (UB @%)) <H'(V,) < C

i=1

ou seja,

E<Cry™

Finalizando a demonstracao. [

Teorema 3.3 Seja so um valor critico de f e V, = f~1(s) com s € R definido acima.

FExistem constantes C' > 0 e a > 0, que nao dependem de s e sq, tais que
M (Vi) > Cls — so|*  quando s — so.

Observagao 3.2 Para demonstragdo do resultado, denotemos por B(z;,1m9) = B;. Assim,

1
hp, = —/ h(r, &) r"*drdo.
|B($i,r0)| B(:UZ',T‘())

Demonstragao: De inicio, provemos que para h € C%(V,), temos

|h —cpPdu < Cls — so|” 0‘/ IVh|*du

Vs s



44

onde,
1

= — h(r, &) r" ' drdo.
Bl S, "

Ch

Com efeito, temos pelo item 1 do Lema 3

/|h—ch|2du=/ h— P du
Vs Uk, B

i=111

k

gZ/B b — e dps
=1 i
k

= Z/ |h_hBi —i—hBZ —ch|2d,u
B;

=1

k

<> [ (= hal+ s~ e d
=1 4
k

= h — hp,
Z/Bi| B,

=1

k
<S4 [ apdus [ el [ (n b+ e - o) o)
B; B; B;

=1

k
:2;/&|h—h&

-~ -~

@ (1)

2d#+/ |hBi—ch|2du—l—/ 2|h—hBi||hBi—Ch|dM
B; B;

k
2dp + 2 |he, — cl® u(By) (3.10)
=1

J/

onde, pu(B;) = [, dp.

Analisemos (I). Ora, utilizando o Lema 2, temos

k k
22/ ]h—hBi|2du§2(JerQZ/ IVh|2dp
i=1 Y/ Bi i=1 7 Bi

k
g201r022/ |Vh|*du
i=1 YVt

=2C1*k | |Vh|*dp. (3.11)

Para (IT), tomemos uma sequéncia de bolas B, de forma que tenhamos By = B; 1, ...,
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k
Bim, s Bimg+1 = B;. Ora, B;,, C |J,_; B;- Tendo em mente que ¢, = hp,,,, temos

|th' - Ch| = |hBi,m0+1 - hBi,l
= |hBi,'m0+1 - hBi,mO — ..t hBi,Z - thl
< |hBi,mO+1 - hBi,m0| + ...+ |th',2 - hBi,1|
mo
m=1

Agora, note que B;,, e B;,,4+1 s@o adjacentes, com raio igual a ro. Assim, seja B, =
B(z,5rg), temos:
(a) By, D Bim € By D By,
(b) |Bm| < C1|Bim| e [Bm| < C1|Bimal-
Portanto,
\hp, .. —hs,| < |hs,,, — hs, |+ |hs,, — hs, ..\ |- (3.13)

i,m

Analisemos o lado esquerdo de (3.13). Observe que na primeira parcela temos

\hg,,, — hp,| = !Tl,m! /Bm hr" ' drdo — ﬁ /Bm hg, " drdo
= ’lem’ /Bi,m(h — hg, ) r" tdrdo
< |lem| /Bi!m \h — hg,,|r" tdrdo
< |lem| . \h — hg,,|r" "t drdo

[N

1
1 3 3
< (/ \h — hp, | 7" d'r’da) (/ Pt drda)
|B27m| Bm B,

1 2 n—1 : 1
= oo |h— hpg, |*r" " drdo | |Bpn|z.
i,m Bm

Por (a) e (b) teremos |B; | =~ | By,|, donde

1

|h/Blm - hBTVLl S (—
’ | Bl JB,,

|h — By 2™t drdcr)

E, pelo Lema 1

1
\hB,,, — hp,| < (—|B /. |h—hm|2du)
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Como 5rg < inj(V;), podemos aplicar Lema 2, donde

\h,,, — hp,,| < Ciro’ ( yvm%) : (3.14)

|Bml /.,

De forma anéloga, temos

2

! |Vh|? dp) (3.15)

Bl /8.,

Substituindo (3.14) e (3.15) em ({3.13)), segue que

%
s — By, | < Car? < Vh[? du) T Oirg? ( Vh[? du)

1Bl /5, 1Bl /B,

= Cyro|Bu| 2 (/ |Vh|2du> .

Lembrando que |B,,| =~ Cyry", podemos substituir a expressao anterior em ({3.12)), obtendo
mo
|th - Ch| S Z |hBi,m - hBi,m+1|
i=1
mo )
<> Gl ([ 1vhRan)
i=1 Bm
mo 1
= ZC’MOTO_% </ |Vh|? d,u)
i=1 m
mo 1
_(n=2) 2 2
= 017“0 2 Z (/ |Vh| dM)
Bm

=1

n—2 2
S 017“0_(27)7710 (/ |Vh|2dli)

Dal, teremos

\hp, —cnl? < Clr0—<"—2>m02/ |Vh|? dp.
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Como pu(B;) = Cire™ e my < k, temos em (II)

k k
QZ s, — cnl*p(B;) = 2 Z |hp, — cnl?Crro”
i=1

i=1
k
<2 Z Clron?”oi(n72)m02 / ]Vh|2 d,LL
i=1 Vs

= 2C’1r02m02k ‘Vh|2 d,u

Vs

S 2017‘02k’3 |Vh|2d,u (316)

Portanto,

k
[ h—elacs Y [ -l ds
Vs i=1 v Bi

<2C170%k | |VR)Pdp +2C1ro*K* | |VhA|?du
Vs Vs

=2C10*(k +k*) | |Vh|*du

Vs

< A4Cr*k* | |Vh|* dp.
Vs

Ora, temos pelo item 3 do Lema 3 que k < Cry™", donde k% < (Cry™™)3. Dali,

/ |h — cp|?dp < Clroz((]ro_”)?’/ |Vh|? du
Vs VS

= Cyr® ™" | |Vh|? dp.

Vs
Ora, ry = C|S+8l2al = 127" = C|s — 50|37, Facamos —a = a;(3n — 4). Assim,
|h —cpPdu < Cls — so|™™ | |Vh|*dp.
VS‘ V9
Por fim,
s) — s) = 111 -
! M={0} st h —cpl?du
> C'|s — sol|”
ou seja,

M (Vi) > Cls — 59|, quando s — so.
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4 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi apresentado um resultado proposto por Cordaro e Hounie
cujo objetivo era estudar o decaimento do primeiro autovalor de uma superficie de nivel
na esfera. Para demonstra-lo foi preciso utilizar teorias bésicas e resultados importantes
da Geometria Riemanniana, Geometria Algebrica Real, Equagoes Diferenciais Parciais e
Teoria Espectral.

Por fim, o problema me permitiu conhecer resultados fascinantes (dessas te-
roias) citadas acima e poder aprofundar mais em problemas de comparacao relacionados

ao diametro, injetividade, volume de variedades Riemanniana.
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