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tre em Matemática. Área de concentração:
Análise.

Orientador: Prof. Dr. Raimundo Alves
Leitão Júnior

FORTALEZA

2016



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Dados Internacionais de Catalogação na Publicação 
Universidade Federal do Ceará 

Biblioteca do Curso de Matemática 
 
B469e Bezerra Júnior, Elzon Cézar 
                            Um estudo sobre regularidade de soluções de equações diferenciais parciais elípticas / Elzon Cezar    
                       Bezerra Júnior. – 2016.                         
                            130 f.   
                             
                                                                        

      Dissertação (mestrado) – Universidade Federal do Ceará, Centro de Ciências, Departamento de 
Matemática, Programa de Pós-Graduação em Matemática, Fortaleza, 2016. 

                            Área de Concentração: Análise. 
                            Orientação: Prof. Dr. Raimundo Alves Leitão Júnior. 
                             

    
     1. Equações diferenciais parciais elípticas. 2. Regularidade. 3. Estimativas. I. Título. 

 
         CDD   515.3533 

2



3



Dedico este trabalho ao meu amor Leonel Borges Brum.



AGRADECIMENTOS

A Deus pelo seu infinito amor e misericórdia e por toda a força concedida

nessa jornada. Aos meus pais, ,Cezar e Cléa, por todo amor e esforço empregado durante
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Victor Gomes, por me fazer crescer bastante em matemática durante os tempos de estudo
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“Hey, Jude, don’t make it bad

take a sad song and make it better.”

Lennon/McCartney



RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é o estudo da regularidade de soluções de equações

diferenciais parciais eĺıpticas de segunda ordem, serão usadas técnicas tais como o prinćıpio

do máximo, estimativas a priori e a desigualdade de Harnack. Por fim generalizamos o

conceito de solução buscando soluções no espaço de Sobolev W2,p(Ω).

Palavras-chave: Equações Diferenciais Parciais Eĺıpticas. Regularidade. Estimativas.

Solução Fraca.



ABSTRACT

The main objective of this work is to study the regularity of solutions of elliptic partial

differential equations of second order, will be used techniques such as the principle of

maximum estimates a priori and the unequal Harnack. Finally generalize the solution

concept seeking solutions in the Sobolev space W2,p(Ω).

Keywords: Elliptic Partial Differential Equations. Regularity. Estimates. Weak Soluti-

ons
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5.2 Hölder Continuidade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5.3 Desigualdade de Moser-Harnack . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
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1 INTRODUÇÃO

Ao longo deste trabalho iremos estudar propriedades gerais das equações dife-

rencias parciais eĺıpticas lineares e quasilineares, isto é, vamos estudar equações da forma

n∑
i,j=1

aij(x)Diju+

n∑
i

bi(x)Diu+ c(x)u = f(x)

e

n∑
i,j=1

aij(x,u,Du)Diju+

n∑
i

bi(x,u,Du) = 0.

No caṕıtulo 2, vamos desenvolver os pré-requisitos necessários para o enten-

dimento dos caṕıtulos restantes como conceitos de cálculo no Rn, conceitos de teoria da

medida e teoremas de convergência de integral e por fim será dado um breve resumo sobre

espaços de Sobolev e teoremas de imersão entre estes. No caṕıtulo 3 será estudado funções

harmônicas e suas propriedades como a propriedade do valor médio, soluções fundamen-

tais, prinćıpios do máximo, desigualdade de Harnack e por fim os métodos de energia.

No caṕıtulo 4 discutiremos os prinćıpios do máximo e suas aplicações, dois

tipos de prinćıpio do máximo serão estudados um devido a Hopf e outro a Alexandroff.

Como aplicação veremos as estimativas a priori dos problemas de Dirichlet de Von Neu-

mann. Para finalizar o caṕıtulo 5, faz um estudo da definição de solução fracas e suas

propriedades gerais, como a Hölder Continuidade.
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Notações

(a) Ω é um conjunto aberto e conexo.

(b) Ω é o fecho do conjunto Ω.

(c) ∂Ω é o bordo de Ω.

(d) Se Ω
′

é aberto, escrevemos Ω
′ ⊂⊂ Ω se Ω

′ ⊂ Ω ′ ⊂ Ω e Ω ′ é compacto.

(e) m(Ω) é a medida de Lebesgue do conjunto Ω.

(f) |Ω| é a cardinalidade do conjunto Ω.

(g) Seja u : Ω→ R então u+ = max(u, 0), u− = −min(u, 0) e u = u+ − u−.

(h) oscΩ u = sup
Ω

u− inf
Ω
u.

(i) supp(u) = {x ∈ Ω;u(x) 6= 0}, isto é, o suporte de u é o menor fechado em que u

não se anula.

(j) Du = (D1u, . . . ,Dnu), é o gradiente da função u, onde Diu = ∂u/∂xi.

(k) D2u = (Diju)i×j é a matriz hessiana de u.

(l) Br(x0) ∈ Ω é uma bola fechada de centro x0 e raio r.

(m) B0
r(x0) ∈ Ω é uma bola aberta de centro x0 e raio r.

(n) α(n) é o volume da bola unitária em Rn.

(o) ωn = α(n)n é a area da esfera unitária em Rn.

(p) Se U é um espaço vetorial com produto interno, e v,w ∈ U, v ·w é o produto interno

de u e v no espaço U.

(q) Ck(Ω),C∞(Ω) denota respectivamente o conjunto das funções k-vezes diferenciáveis

cujas suas derivadas até a ordem k são cont́ınuas e o conjunto das funções suaves.

(r) Ck0 (Ω),C∞0 (Ω) é o conjunto das funções Ck(Ω),C∞(Ω) com suporte compacto.

(s) A distância entre os conjuntos Ω e Ω
′

é dada por

dist(Ω,Ω
′
) = inf{|x− y|; x ∈ Ω e y ∈ Ω ′

}

a distância entre um elemento x e um conjunto Ω é dada por

dist(x,Ω) = inf{|x− y|;y ∈ Ω}

(t) Wk,p(Ω),Hk(Ω) (k = 0, 1, 2, . . . , 1 6 p 6∞) é um espaço de Sobolev.

(u) Ck,γ(Ω) é o conjunto das funções Hölder cont́ınuas.

(v) Um multi-́ındice α é uma n-upla (α1, . . . ,αn) com αi ∈ Z+, i = 1, 2, . . . ,n. Defini-

mos a ordem do multi-́ındice α como

|α| =

n∑
i=1

αi.
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O seu fatorial é definido como

α! =

n∏
i=1

αi!.

O seu coeficiente binomial como(
n

α

)
=

k!

α1! . . .αn!
=
k!

α!
para k ∈ Z+.

A exponenciação

xα =

n∏
i=1

xαi .

E por fim, a derivada parcial

Dαu =
∂u|α|

∂α1
x1 ∂

α2
x2 . . .∂αnxn

.

(x) Sejam f,g funções quaisquer. Escrevemos f = o(g) quando x→ x0, desde que

lim
x→x0

|f(x)|

|g(x)|
= 0.



2 PRELIMINARES

2 PRELIMINARES

Este caṕıtulo destina-se a dar uma base para a leitura do texto como um todo.

2.1 Algumas noções de cálculo em Rn

Seja Ω ⊂ Rn um aberto

Teorema 2.1 (Teorema da Divergência) Seja u ∈ C1(Ω;Rn) então

ˆ

Ω

divu dx =

ˆ

∂Ω

u · ν dS

onde ν é a i-ésima coordenada do vetor ν exterior a ∂Ω.

Prova: Veja em Lima [13] página 492.

Teorema 2.2 (Teorema de Gauss-Green) Suponha que u ∈ C1(Ω). Então

ˆ

Ω

Diu =

ˆ

∂Ω

uνidS (i = 1, 2, . . . ,n)

onde νi é a i-ésima coordenada do vetor ν exterior a ∂Ω.

Prova: Basta aplicar o teorema da divergência ao campo u = (0, . . . , u︸︷︷︸
i

, . . . , 0).

Teorema 2.3 (Fórmula de Integração Por Partes) Sejam u, v ∈ C1(Ω). Então

ˆ

Ω

Diuvdx = −

ˆ

Ω

uDiv+

ˆ

∂Ω

uvνidS (i = 1, 2, . . . ,n)

Prova: Basta aplicar o teorema de Gauss-Green a uv.

Teorema 2.4 (Fórmulas de Green)

(a)
´
Ω

Dv ·Dudx = −
´
Ω

u∆vdx+
´
∂Ω

∂v
∂ν
udS

(b)
´
Ω

u∆v− v∆u =
´
∂Ω

u ∂v
∂ν

−
´
∂Ω

v∂u
∂ν
dS

Prova: Para a prova de (a) basta aplicar a fórmula da integração por partes a uDiv.

Para a prova de (b) basta trocar u por v e v por u gerando assim duas identidades, a

identidade do item (a) e a identidade obtida através da troca, subtraindo essas duas

identidades segue o item (b).

13
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2.2 Teoria da Medida

Definição 2.1 Uma coleção M de subconjuntos de X ⊂ Rn é chamada σ-álgebra se

(a) ∅,Rn ∈M
(b) J ∈M então Rn \ J ∈M
(c) Se {Ak}k>1 ⊂M, então

⋂∞
k=1Ak,

⋃∞
k=1Ak ∈M

o par (X,M) é chamado de espaço mensurável e os seus elementos de conjuntos men-

suráveis.

Definição 2.2 Seja f : Rn → R. Dizemos que f é uma função mensurável se

f−1(Ω) ∈M

para cada conjunto aberto Ω ∈ R.

Definição 2.3 Uma medida no espaço mensurável (X,M) é uma função µ : σ → [0,∞]

que satisfaz as seguintes condições

(a) µ(∅) = 0

(b) Se (Ak)k>1 é uma sequência de conjuntos disjuntos dois a dois, então

µ
( ∞⋃
k=1

Ak

)
=

∞∑
k=1

µ(Ak)

A medida µ é finita se µ(X) <∞. O terno (X,Σ,µ) é chamado de espaço de medida.

Definição 2.4 Dizemos que uma propriedade (P) no conjunto X vale em quase todo ponto

(q.t.p) de X se

m(Y) = m({y ∈ X;¬P}) = 0

2.2.1 Espaços Lp

Sejam (X,Σ,µ) um espaço de medida e 1 6 p 6 ∞. O conjunto de todas as funções

mensuráveis de X em R tais que

||u||Lp(X,Σ,µ) =

( ˆ

X

|f|pdµ

) 1
p

<∞ para 1 6 p <∞
é definido como o espaço Lp(X,Σ,µ). Se p = 1 dizemos que a função f é integrável.

14



2.2 Teoria da Medida 2 PRELIMINARES

Definição 2.5 Uma função f : X→ R é dita localmente integrável se

ˆ

K

|f(x)|dx <∞
para todo compacto K ⊂ X, simbolizamos isso dizendo que f ∈ L1

loc(X). Para 1 < p <∞
a definição é análoga.

O caso p =∞ é o conjunto das funções mensuráveis em X tais que

||u||L∞(X,Σ,µ) = inf{c > 0;m({x ∈ X; |f(x)| > C}) = 0} <∞
isto é, o espaço L∞(X,Σ,µ) é o conjunto das funções limitas q.t.p.

2.2.2 Convolução e suavidade

Se Ω ⊂ Rn é um aberto e ε > 0, escrevemos

Ωε := {x ∈ Ω;dis(x,∂Ω) > ε}

Definição 2.6 (a) Seja η ∈ C∞(Rn) definido por

η(x) =

{
C exp

(
1

|x|2−1

)
, se |x| < 1

0, se |x| > 1

onde C é uma constante tal que
´
Rn
η = 1

(b) Para cada ε > 0 definimos

ηε(x) =
1

εn
η(
x

ε
)

Chamamos η o mollifier standard. As funções ηε são suaves e satisfazem

ˆ

Rn

ηεdx = 1, supp(ηε) ⊂ Bε(0)

Definição 2.7 Se f : Ω→ R é localmente integrável, defina a molificão de f como

fε := ηε ∗ f em Ωε

isto é

fε(x) =

ˆ

Bε(0)

ηε(y)f(x− y)dy

15
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para todo x ∈ Ωε.

Proposição 2.1 Seja f como acima, então

(a) fε ∈ C∞(Ω)

(b) fε → f q.t.p quando ε→ 0.

Prova: Veja em Evans [5] página 714.

2.2.3 Teoremas de Convergência de Integrais

Teorema 2.5 (Lemma de Fatou) Assuma que {fk}k>1 é uma sequência de funções me-

suráveis não-negativa, então

ˆ

Rn

lim inf
k→∞ fkdx 6 lim inf

k→∞
ˆ

Rn

fkdx.

Prova: Veja em Stein e Shakarchi [15] página 61.

Teorema 2.6 (Teorema da Convergência Dominada) Seja {fk}k>1 seja uma sequência

de funções mensuráveis em Rn tal que fk → f q.t.p em Rn. Se existe uma função g

integrável tal que |fk| 6 g q.t.p em Rn para todo k, então

lim
k→∞

ˆ

Rn

fk =

ˆ

Rn

lim
k→∞ fk.

Prova: Veja em Stein e Shakarchi [15] página 67.

2.2.4 Diferenciação

Teorema 2.7 (Teorema da Diferenciação de Lebesgue) Seja f : Rn → R localmente

integrável, então para quase todo ponto x0 ∈ Rn vale

 

Br(x0)

f(x)→ f(x0) quando r→ 0.

Prova: Veja em Stein e Shakarchi [15] página 104.
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2.3 Coordenadas Polares

Teorema 2.8 Seja f : Rn → R cont́ınua e localmente integrável. Então

ˆ

Rn

fdx =

ˆ ∞
0

( ˆ

∂Br(x0)

fdS

)
dr

para cada ponto x0 ∈ Rn. Em particular, vale

d

dr

( ˆ

Br(x0)

fdx

)
=

ˆ

∂Br(x0)

fdS

para cada r > 0.

Prova: Veja em Folland [6] página 78.

2.4 Algumas desigualdades úteis

(a) Desigualdade de Cauchy

ab 6
a2

2
+
b2

2
(a,b ∈ R).

Prova: Basta notar que a2 − 2ab+ b2 = (a− b)2 > 0.

(b) Desigualdade de Cauchy com ε

ab 6 εa2 +
b2

4ε
(a,b > 0, ε > 0).

Prova: Note que

ab = ((2ε)
1
2a)

(
b

(2ε)
1
2

)
e aplique a desigualdade de Cauchy.

(c) Desigualdade de Young - Seja 1 < p,q <∞ tal que 1
p
+ 1
q
= 1. Então

ab 6
ap

p
+
bq

q
(a,b > 0).

Prova: A função f : R→ R∗+ dado por f(x) = ex é estritamente convexa pois

17
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f ′′(x) = ex > 0, segue que

ab = eloga+logb = e
1
p logap+ 1

q logbq 6
1

p
eloga

p

+
1

q
elogbq =

ap

p
+
bq

q
.

(d) Desigualdade de Young com ε

ab 6 εap + C(ε)bq (a,b > 0, ε > 0)

para C(ε) = (εp)−q/pq−1.

Prova: Escreva

ab = ((pε)
1
pa)

(
b

(pε)
1
p

)
e aplique a desigualdade de Young.

(e) Desigualdade de Hölder - Assuma que 1 6 p,q 6 ∞, 1
p
+ 1
q

= 1. Então se

f ∈ Lp(Ω),g ∈ Lq(Ω), temos

ˆ

Ω

|fg|dx 6 ||f||Lp(Ω)||g||Lq.(Ω)

Prova: Veja em Evans [5] página 707.

(f) Desigualdade de Minkowski Assuma 1 6 p 6∞ e f,g ∈ Lp(Ω). Então

||f+ g||Lp(Ω) 6 ||f||Lp(Ω) + ||g||Lq(Ω).

Prova: Veja em Evans [5] página 707.

(g) Desigualdade de Hölder Generalizada - Sejam 1 6 p1, . . . ,pm 6 ∞, com∑n
i=1

1
pi

= 1, e assuma que fk ∈ Lp(Ω) para k = 1, 2, . . . ,n. Então

ˆ

Ω

∣∣∣ n∏
i=1

fk

∣∣∣ 6 n∏
i=1

||fk||Lp(Ω).

Prova: Veja em Evans [5] página 707.

(h) Desigualdade de Interpolação - Assuma que 1 6 m 6 l 6 n 6∞ e

18



2.5 Espaços de Sobolev 2 PRELIMINARES

1

l
=
θ

m
+

1 − θ

n

Suponha também que f ∈ Lm(Ω) ∩ Ln(Ω). Então f ∈ Ll(Ω), e

||u||Ll(Ω) 6 ||u||θLm(Ω)||u||
1−θ
Ln(Ω).

.

Prova: Veja em Evans [5] página 708.

2.5 Espaços de Sobolev

2.5.1 Espaços de Hölder

Definição 2.8 Dizemos que u : Ω→ R é Hölder Cont́ınua de expoente γ se

|u(x) − u(y)| 6 C|x− y|γ (x,y ∈ Ω)

para alguma constante 0 < γ 6 1.

Definição 2.9 O espaço de Hölder

Ck,γ(Ω)

consiste em funções u que são k-vezes continuamente diferenciáveis e cuja sua k-pesima

derivada parcial seja limitada e Hölder cont́ınua de expoente γ.

Definição 2.10 (Derivadas Fracas) Seja u ∈ L1
loc(Ω) e α um multi-́ındice dado. Uma

função v ∈ L1
loc(Ω) será chamada de α−ésima derivada fraca de u se vale a seguinte

identidade

ˆ

Ω

uDαφdx = (−1)|α|
ˆ

Ω

vφdx.

Para todas as funções φ ∈ C∞0 (Ω). Neste caso denotaremos Dαu = v.

Observação 2.1 Observe que Dαu é unica a menos de um conjunto de medida nula.

Definição 2.11 (Espaço de Sobolev) Seja u : Ω→ R definimos o espaço de Sobolev

19
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W1,2(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Diu ∈ L2(Ω)}

aqui as derivadas são tomadas no sentido fraco e as mesmas pertencem a L2(Ω). Como

notação para este espaço iremos usar H1(Ω) =W1,2(Ω)

Definição 2.12 O espaço H1
0(Ω) é definido como

C∞0 (Ω) em H1(Ω).

2.5.2 Desigualdades de Sobolev

Definição 2.13 Se 1 6 p < n, o conjugado de Lebesgue de p é definido como

p∗ =
np

n− p
.

Teorema 2.9 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Assuma que 1 6 p < n.

Existe uma constante C, que depende apenas de n e p, tal que

||u||Lp∗(Rn) 6 C||Du||Lp(Rn)

para todas as funções u ∈ C1
0(Rn).

Prova: Veja em Evans [5] página 277.

Teorema 2.10 (Estimativas para W1,p
0 (Ω), 1 6 p < n) Assuma Ω limitado e aberto.

Suponha que u ∈W1,p
0 (Ω) para algum 1 6 p < n. Então vale a estimativa

||u||Lq(Ω) 6 C||Du||Lp(Ω)

para cada 1 6 q 6 p∗, e a constante C depende de p,q,n.

Prova: Veja em Evans [5] página 280.

Definição 2.14 Para todo conjunto E ⊂ Rn,

(u)E =

 

E

udx.
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Teorema 2.11 (Desigualdade de Poincaré em uma bola) Assuma que 1 6 p 6∞. Então

existe uma constante C, que depende de n e p, tal que

||u− (u)x,r||Lp(Br(x) 6 Cr||Du||Lp(Br(x))

para todo bola Br(x) ⊂ Rn e cada função W1,p(B0
r(x)).

Prova: Veja em Evans [5] página 291.

Teorema 2.12 (Desigualdade de Poincaré em W1,p(Ω)) Assuma que 1 6 p <∞ e seja

Ω ∈ Rn um domı́nio de extensão conexa para W1,p(Ω) de medida finita. Seja E ⊂ Ω
um conjunto mensurável a Lesbgue de medida positiva. Então existe uma constante C

positiva, dependendo de p,Ω,E tal que para toda função u ∈W1,p(Ω) vale

ˆ

Ω

|u(x) − uE|
p 6 C

ˆ

Ω

|Du(x)|pdx.

Prova: Veja em Leoni [12] página 361.
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3 FUNÇÕES HARMÔNICAS

3 FUNÇÕES HARMÔNICAS

3.1 Propriedade do Valor Médio

Assuma que Ω é um domı́nio limitado.

Definição 3.1 - Dizemos que u ∈ C(Ω) satifaz a propriedade do valor médio se valem

as seguintes igualdades

a)

u(x) =
1

ωnrn−1

ˆ

∂Br(x)

u(y)dSy para qualquer Br(x) ⊂ Ω;

b)

u(x) =
n

ωnrn

ˆ

Br(x)

u(y)dy para qualquer Br(x) ⊂ Ω

Observe que na definição (3.1), a) e b) são equivalentes.

De a), temos

u(x)nrn−1 =
1

αn

ˆ

∂Br(x)

u(y)dSy.

Integrando com relação a variável r, temos

snu(x) =

ˆ s

0

u(x)nrn−1dr

=
1

αn

ˆ s

0

ˆ

∂Br(x)

u(y)dSydr

=
n

ωn

ˆ

Bs(x)

u(y)dy

fazendo r = s, segue que a) implica b).

De b), temos

u(x)rn =
n

ωn

ˆ

Br(x)

u(y)dy

derivando em ambos os lados com relação a r
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nrn−1u(x) =
n

ωn

ˆ

∂Br(x)

u(y)dy

assim

u(x) =
1

ωnrn−1

ˆ

∂Br(x)

u(y)dy.

Observação 3.1 A partir do teorema de mudança de variáveis para integrais podemos

reescrever a) e b) como

a’)

u(x) =
1

ωn

ˆ

|w|=1

u(x+ rw)dSw para qualquer Br(x) ⊂ Ω;

b’)

u(x) =
n

ωn

ˆ

|w|61

u(r+ rw)dw para qualquer Br(x) ⊂ Ω.

Proposição 3.1 Se u ∈ C(Ω) satisfaz a propriedade do valor médio em Ω então u

assume o seu máximo e mı́nimo somente em ∂Ω a menos que u seja constante.

Prova: Considere o conjunto

Σ = {x ∈ Ω;u(x) =M = max
x∈Ω

u(x)}.

É claro que Σ é fechado em Ω pois Σ = u−1({M}) e u ∈ C(Ω). Mostremos

agora que Σ é aberto, para todo x0 ∈ Σ, tome Br(x0) ⊂ Ω para algum r > 0. Então, pela

propriedade do valor médio temos

M = u(x0) =
n

ωnrn

ˆ

Br(x0)

u(y)dy 6M
n

ωnrn

ˆ

Br(x0)

dy =M

0 6
n

ωnrn

ˆ

Br(x0)

(M− u(y))dy 6 0.

Isso implica que
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n

ωnrn

ˆ

Br(x0)

(M− u(y))dy = 0. (3.1.1)

Mas u(y) 6M então, se u(y) < M, temos

ˆ

Br(x0)

(M− u(y)) > 0

contrariando (3.1.1) dáı u ≡M em Br(x0), isto é, Br(x0) ⊂ Σ. Como Σ é aberto e fechado

em Ω e este é conexo, segue que Σ = Ω.

Definição 3.2 Uma função u ∈ C2(Ω) é harmônica se ∆u = 0.

Teorema 3.1 Seja u ∈ C2(Ω) harmônica em Ω. Então u satisfaz a propriedade do valor

médio em Ω.

Prova: Seja qualquer Br(x) ⊂ Ω. Então para todo θ ∈ (0, r), aplicamos o teorema da

divergência em Bθ(x) e obtemos

ˆ
Bθ(x)

∆u(y)dy =

ˆ
∂Bθ

Du(y) · νdS. (3.1.2)

Onde ν é o vetor normal exterior à esfera ∂Bθ(x). Agora, pelo teorema da

mudança de variáveis temos que:

ˆ

Bθ(x)

∆u(y)dy = = θn−1

ˆ

|w|=1

Du(x+ θw) · νdSw

= θn−1

ˆ

|w|=1

∂

∂θ
u(x+ θw)dSw

= θn−1 ∂

∂θ

ˆ

|w|=1

u(x+ θw)dSw.

Note que acima usamos a definição de derivada direcional e o teorema da

convergência dominada. Agora, como u é harmônica, temos que ∆u = 0 e assim para

cada θ ∈ (0, r)

∂

∂θ

ˆ

|w|=1

u(x+ θw)dSw = 0.
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Integrando com relação a θ no intervalo (0, r), temos:

ˆ r

0

∂

∂θ

ˆ

|w|=1

u(x+ θw)dSw = 0

pelo teorema fundamental do cálculo

ˆ

|w|=1

u(x+ rw)dSw −

ˆ

|w|=1

u(x)dSw = 0

portanto

ˆ

|w|=1

u(x+ rw)dSw = ωnu(x)

assim, conclúımos que

u(x) =
1

ωn

ˆ

|w|=1

u(x+ rw)dSw.

3.2 Regularidade

Segundo a definição dada na seção anterior, as funções harmônicas aqui tratadas têm

pelo menos todas as derivadas de ordem 2 cont́ınuas. Iremos mostrar agora que vale mais

ainda, toda função harmônica é suave.

Teorema 3.2 Se u ∈ C2(Ω) satisfaz a propriedade do valor médio, então u é suave e

harmônica em Ω.

Prova: Se ∆u 6= 0, então existe Br(x) ⊂ Ω tal que ∆u > 0 em Br(x). Portanto

0 <

ˆ

Br(x)

∆u(y) = rn−1 ∂

∂r

ˆ

|w|=1

u(x+ rw)dSw = rn−1 ∂

∂r
(ωnu(x)) = 0.

Contradição, dáı ∆u = 0 em Ω. Agora mostramos que u é suave. Para isso ,

seja η o molifier standart, que é uma função radial segundo a sua definição. Considerando

uε = ηε ∗ u a molificação de u em Ωε = {x ∈ Ω;dis(x,∂Ω) > ε}. A idéia é mostrar que

u ≡ uε em Ωε pois como sabemos uε ∈ C∞(Ωε).
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uε(x) =

ˆ

Bε(x)

u(y)ηε(x− y)dy =
1

εn

ˆ

Bε(x)

η(
x− y

ε
)u(y)dy

=
1

εn

ˆ ε

0

ˆ

∂Br(x)

η(
|x− y|

ε
)u(y)dSydr

=
1

εn

ˆ ε

0

η(
r

ε
)

ˆ
∂Br(x)

u(y)dSydr

=
1

εn

ˆ ε

0

η(
r

ε
)u(x)nα(n)rn−1dr

=
1

εn
u(x)

ˆ ε

0

η(
r

ε
)

ˆ

∂Br(0)

dSydr

=
1

εn
u(x)

ˆ

Bε(0)

η(
|y|

ε
)dy

= u(x)

ˆ
Bε(0)

ηε(y)dy = u(x).

Assim uε ≡ u em Ωε, portanto u ∈ C∞(Ωε). Como Ωε se aproxima de Ω

quando ε→ 0 e o conceito de diferenciabilidade é local, segue então que u ∈ C∞(Ω).

Agora discutiremos o fato que toda função harmônica é anaĺıtica, para isso

começamos falando sobre as estimativas das derivadas de uma função harmônica.

Proposição 3.2 Assuma que u é harmônica em Ω. Então

|Dβu(x0)| 6
Ck

rn+k
||u||L1(Br(x0)) (3.2.1)

para cada bola Br(x0) ⊂ Ω e cada multi-́ındice α de ordem |α| = k. Aqui

C0 =
1

α(n)
,Ck =

(2n+1nk)k

α(n)
(3.2.2)

para k = 1, 2, . . .

Prova: Para o caso k = 0, temos pela fórmula do valor médio que
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|Dβu(x0)| = |u(x0)| =
∣∣∣ 
Br(x0)

u(y)dy
∣∣∣

6
1

α(n)rn

ˆ
Br(x0)

|u(y)|dy

=
C0

rn
||u||L1(Br(x0)).

Para o caso k = 1, temos que Dβu(x0) = Diu para algum i = 1, 2, . . . . Dáı

como ∆u = 0, temos que ∆Diu = 0, isto é, Diu é uma função harmônica em Ω. Logo,

pela fórmula do valor médio

|Diu(x0)| = =
∣∣∣ 
B r

2
(x0)

Diu(x)dx
∣∣∣

=
∣∣∣ 2nn

α(n)rn

ˆ
∂B r

2
(x0)

uνidS
∣∣∣.

Note que acima usamos o teorema de Gauss-Green. Assim usando a desigual-

dade de Hölder, concluimos:

|Diu(x0)| 6
2n

r
||u||L∞(∂B r

2
(x0)). (3.2.3)

Veja que se x ∈ ∂B r
2
(x0), então B r

2
(x) ⊂ Br(x0) ⊂ Ω e então

|u(x)| 6
2n

α(n)rn

ˆ
B r

2
(x)

|u(y)|dy

6
(2

r

)n 1

α(n)

ˆ
Br(x0)

|u(y)|dy

(3.2.4)

de (3.2.3), temos que

|Dβu(x0)| 6
2n

r
||u||L∞(∂B r

2
(x0))

usando a definição da norma L∞ em (3.2.4)

|Dβu(x0)| 6
2n+1n

α(n)rn+1
||u||L1(Br(x0)) =

C1

rn+1
||u||L1(Br(x0)).
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Se |β| = 1. Assuma agora que k > 2, e que (3.2.1) e (3.2.2) sejam válidas para

todo multi-́ındice de ordem menor ou igual a k− 1. Fixe Br(x0) ⊂ Ω e seja α um multi-

ı́ndice de ordem menor ou igual a k. Então Dβu = Di(D
γu) para algum i ∈ {1, 2, . . . ,n},

|γ| = k− 1. Agora, usando a hipótese de indução temos:

|Dβu(x0)| = |Di(D
γu)| 6

nk

r
||Dγu||L∞(B r

k
(x0)). (3.2.5)

Veja que se x ∈ ∂B (k−1)r
k

(x), então B (k−1)r
k

(x) ⊂ Br(x0) ⊂ Ω. Como (3.2.1) e

(3.2.2) valem para k− 1, segue que

|Dβu(x0)| 6
(2n+1n(k− 1))k−1

α(n)(k−1
k
r)n+k−1

||u||L1(Br(x0)) (3.2.6)

de (3.2.5) e (3.2.6)

|Dβu(x0)| 6
nk

r

(2n+1n(k− 1))k−1

α(n)(k−1
k
r)n+k−1

||u||L1(Br(x0)).

Assim,

|Dβu(x0)| 6
nk2(n+1)(k−1)nk−1(k− 1)(k−1)

α(n)(k− 1)(n+k−1)rn+k
kn+k−1||u||L1(Br(x0)).

E logo conlui-se que:

|Dβu(x0)| 6
Ck

rn+k
||u||L1(Br(x0)).

Veremos agora que não existem funções harmônicas limitadas, a menos que as

mesmas sejam constantes. Esse fato é conhecido como

Teorema 3.3 (Liouville) Suponha que u : Ω → R é harmônica e limitada. Então u é

constante em Ω.

Prova: Fixe x0 ∈ Ω e r > 0 e aplique a proposição 3.2 a Br(x0)

|D(x0)| 6
2n+1n

α(n)rn+1

ˆ
Br(x0)

|u(y)|dy.

Por hipótese, u é limitada, isto é, existe M > 0 real tal que |u(x)| 6 M,

∀x ∈ Ω e assim:

|Du(x0)| 6
2n+1n

α(n)rn+1
Mα(n)rn =

2n+1n

r
M. (3.2.7)

Fazendo r→∞ em (3.2.7), segue que Du = 0, logo u é constante em Ω.
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Veremos agora que toda função harmônica é anaĺıtica, isto é, a função u pode

ser representada por uma série de potências convergente em uma vizinhança de um ponto

x0 ∈ Ω.

Teorema 3.4 Assuma que u é harmônica em Ω. Então u é anaĺıtica em Ω.

Prova: Seja x0 ∈ Ω e 4r := dist(x0,∂Ω), então M := 1
α(n)rn

||u||L1(B2r(x0)) <∞, pois u é

harmônica, logo suave e assim a função |u| é cont́ınua em B2r(x0) ⊂ Ω, logo integrável.

Agora note que Br(x) ⊂ B2r(x0) ⊂ Ω para x ∈ Br(x0). Da proposição (3.2), temos:

|Dβu(x0)| 6
Ck

rn+k
||u||L1(Br(x0)).

Usando a definição de norma L∞ e o valor de Ck dado por (3.2.2), temos

||Dβu||L∞(Br(x0)) 6
1

α(n)rn
||u||L1(Br(x0)).

(2n+1n

r

)|β|
|β||β| 6 M

(2n+1n

r

)|β|
|β||β|

Agora que que para cada k inteiro positivo temos kk/k! < Cek, então |β||β| 6

Ce|β||β|! para todo multi-́ındice β. Além disso, pelo teorema multinomial:

nk = (1 + 1 + · · ·+ 1)k =
∑
|β|=k

|β|!

β!

portanto

nk >
|β|!

β!

e assim

|β|! 6 n|β|β!.

Usando isso na estimativa para a norma L∞ de Dβu

||Dβu||L∞(Br(x0)) 6 CM
(2n+1n

r

)|β|
e|β||β|!

6 CM
(2n+1n

r

)|β|
e|β|n|β|β!

= CM
(2n+1n2e

r

)|β|
β!.

Queremos mostrar agora que a série de Taylor de u em x0
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∑
β

Dβu(x0)

β!
(x− x0)

β (3.2.8)

sobre todos os multi-́ındices β, é convergente desde que

|x− x0| <
r

2n+2n3e
.

Para provarmos isso, calculemos para cada n o termo resto da série (3.2.8)

rp(x) :=
∑
|β|=p

Dβu(x0 + t(x− x0))(x− x0)
β

β!
(3.2.9)

para algum 0 6 t 6 1, onde t = t(x), com efeito

|rp(x)| 6
∑
|β|=p

|Dβu(x0 + t(x− x0))||(x− x0)
β|

β!

6
∑
|β|=p

CM
(2n+1n2e

r

)|β|
β!

|x− x0|
|β|

β!

6 CM
∑
|β|=p

(2n+1n2e

r

)p( r

2n+2n3e

)p
6 CM

∑
|β|=n

1

(2n)p

= CM
1

(2n)p
np

fazendo p→∞, segue que CM 1
2p
→ 0.

Afim de finalizar essa seção vamos mostrar que os valores de toda função

harmônnica não-negativa em um domı́nio V são comparáveis, desde que Γ ⊂⊂ Ω, lem-

bremos que Γ ⊂⊂ Ω quer dizer que Γ ⊂ Γ̄ ⊂ Ω e Γ̄ é compacto.

Teorema 3.5 (Desigualdade de Harnack) Para todo domı́nio Γ ⊂⊂ Ω, existe uma cons-

tante C, que depende somente de Γ , tal que

sup
Γ

u 6 C inf
Γ
u
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Em particular,

1

C
u(y) 6 u(x) 6 Cu(y)

para todos x,y ∈ Γ .

Prova: Seja r := 1
4
dist(Γ ,∂Ω). Escolha agora x,y ∈ Γ tais que |x − y| 6 r, vale a

desigualdade

u(x) =

 
B2r(x)

u(z)dz >
1

ωn(2r)n

ˆ
Br(y)

u(z)dz =
1

2n
u(y)

o que implica

sup
Br(y)

u 6 2n sup
Br(y)

u.

Como Γ é conexo e Γ é compacto, o teorema de Borel-Lebesgue garante que

podemos cobrir Γ com um número finito de bolas abertas B1,B2, . . . ,Bp de raio p tais que

Bi ∩ Bi+1 6= ∅ para i = 1, 2, . . . ,p− 1. Dáı

u(x) >
1

2pn
u(y)

para todos x,y ∈ Γ .

Vamos finalizar essa seção falando de uma condição necessária e suficiente para

caraterizar uma função harmônica.

Teorema 3.6 Suponha que u ∈ C(Ω), então u é harmônica se, e somente se,

ˆ

Ω

u∆ρ = 0 para qualquer ρ ∈ C2
0(Ω). (3.2.10)

Prova: Se u é harmônica, a segunda identidade de Green nos diz que:

ˆ

Ω

u∆ρ− ρ∆u︸︷︷︸
=0

=

ˆ

∂Ω

uDρ ·N−

ˆ

∂Ω

ρDu ·N

onde N é o normal exterior ao bordo de Ω. Então, como ρ ∈ C2
0(Ω), segue

que ρ ≡ 0 em ∂Ω e assim
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ˆ

Ω

u∆ρ = 0.

Reciprocamente se vale (3.2.10), então afirmamos que se Br(x) ⊂ Ω, temos

r

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y) = n

ˆ

Br(x)

u(y)dy. (3.2.11)

Pois se vale isso

d

dr

( 1

nα(n)rn−1

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y)
)

=︸︷︷︸
(3.2.11)

d

dr

( n

nα(n)rn

ˆ

Br(x)

u(y)dy
)

=
n

ωn

d

dr

( 1

rn

ˆ

Br(x)

u(y)dy
)

=
n

ωn

(−nrn−1

r2n

ˆ

Br(x)

u(y)dy+
1

rn

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y)
)

=
n

ωn

( −n

rn+1

ˆ

Br(x)

u(y)dy+
1

rn

ˆ
∂Br(x)

u(y)dS(y)
)

=︸︷︷︸
(3.2.11)

n

ωn

( −r

rn+1

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y) +
1

rn

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y)
)

=
n

ωn

(−1

rn

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y) +
1

rn

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y)
)

= 0.

Com isso, conlúımos que

1

ωnrn−1

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y) = constante

agora note que,

∣∣∣∣∣
ˆ

∂Br(x)

u(y)dSy − u(x)

∣∣∣∣∣ 6
1

ωnrn−1

ˆ

∂Br(x)

|u(y) − u(x)|

6 ε
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pois |u(x) − u(y)| 6 ε sempre que r = |x− y| < δ, em outras palavras mostramos que

1

ωnrn−1

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y) = lim
r→0

ˆ

∂Br(x)

u(y)dSy = u(x)

portanto,

1

ωnrn−1

ˆ

∂Br(x)

u(y)dS(y) = u(x).

Logo u é harmônica em Ω.

Agora provamos a identidade (3.2.11), por simplicidade assumimos x = 0. Seja

ρ(y, r) =

{
(|y|2 − r2)n, |y| < r

0, |y| > r

e ρk(y, r) = (|y|2 − r2)n−k(2(n − k + 1)||y|2 + n(|y|2 − r2)) para |y| 6 r e

k = 2, 3, . . . ,n. Com um cálculo simples nas derivadas parciais podemos mostrar que

ρ(, r) ∈ C2(Ω), além disso note que:

∆yρ(y, r) =

{
2nρ2(y, r), |y| < r

0, |y| > r.

Mas por (3.2.10) obtemos:

ˆ

Br(0)

u(y)∆yρ(y, r)dy =

ˆ

Br(0)

u(y)ρ2(y, r) = 0

supondo que para k = 2, 3, . . . ,n− 1 vale

ˆ

Br(0)

u(y)ρk(y, r) = 0 (3.2.12)

mostramos a validade então para k+ 1.

Derivando (3.2.12), com respeito a r, temos que:

ˆ

∂Br(0)

u(y)ρk(y, r)dy+

ˆ

Br(0)

u(y)
∂ρk

∂r
(y, r)dy = 0

mas para 2 6 k < n, ρk(y, r) = 0 desde que |y| = r, dáı

ˆ

Br(0)

u(y)
∂ρk

∂r
(y, r)dy = 0. (3.2.13)
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Como ∂ρk
∂r

(y, r) = −2rρk+1(y, r)(n− k+ 1), temos

ˆ

Br(0)

−2r(n− k+ 1)ρk+1(y, r)u(y)dy = 0

o que mostra que

ˆ

Br(0)

ρk+1(y, r)u(y)dy = 0.

Para concluir fazemos k = n−1 em (3.2.12), e dáı se ρn(y, r) = (n+2)|y|2−nr2

então,

ˆ

Br(0)

((n+ 2)2|y|2 − nr2)u(y)dy = 0

derivando esta identidade com relação a r obtemos:

ˆ

∂Br(0)

((n+ 2)r2 − nr2)u(y)dS(y) = 2nr

ˆ

Br(0)

u(y)dy.

e assim,

r

ˆ

∂Br(0)

u(y)dS(y) = n

ˆ

Br(0)

u(y)dy.

3.3 Solução Fundamental Para a Equação de Laplace

Seja u : Rn → R tal que ∆u = 0 em Rn, uma vez que o laplaciano é invariante

por rotações, é plauśıvel esperar que a equação de Laplace tenha soluções radiais, isto é,

funções u que satisfazem ∆u = 0 tais que u(x) = v(r), onde r = |x − a|, onde a ∈ Rn

. Veremos que a equação de Laplace possui apenas uma dessas, que será chamada de

solução fundamental.

Vamos então procurá-la. Para isso, calculemos inicialmente o laplaciano de u.

Temos

∆u = v ′′(r) +
n− 1

r
v ′(r)

se v 6= 0. Assim ∆u = 0 se, e somente se,

v ′′ +
n− 1

r
v = 0.
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. Resolvendo essa equação diferencial de 2a ordem, obtemos para r > 0

v(r) =

{
c1 + c2 log(r), n = 2

c3 + c4r
2−n, n > 3.

Onde ci ∀i = 1, 2, 3, 4 são constantes. Feito isso, vamos exigir que a nossa

função v possua singularidade e que satisfaça

ˆ

∂Br

∂v

∂r
dS = 1 para qualquer r > 0. (3.3.1)

Assim, chegamos a seguinte definição

Definição 3.3 A função Γ : Rn \ {a}→ R definida por

Γ(a, x) := Γ(a− x) =

{
1

2π
log |a− x|, n = 2

1
ωn(2−n)

|a− x|2−n, n > 3

é chamada solução fundamental da equação de Laplace.

Note que para cada a ∈ Rn fixado, Γ(a, x) é harmônica para x 6= 0 e a condição

(3.3.1) é satisfeita, veja por exemplo, para o caso n = 2

∆xΓ(a, x) =
−1

2π
(

2 − n

|a− x|2
).

Além disso:

ˆ

Br(a)

∂Γ

∂nx
(a, x) =

ˆ

∂Br(a)

DΓ ·N

=

ˆ

∂Br(a)

x− a

2πr2
· a− x

r

=

ˆ

∂Br(a)

1

2πr2
r2 = 1.

Teorema 3.7 Suponha que Ω é um domı́nio limitado em Rn e que u ∈ C1(Ω)∩C2(Ω).

Então para qualquer a ∈ Ω vale
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u(a) =

ˆ

Ω

Γ(a, x)∆u(x)dx−

ˆ

∂Ω

(Γ(a, x)
∂u

∂nx
(x) − u(x)

∂Γ

∂nx
(a, x))dSx.

Prova: Vamos fazer a prova para o caso n > 3, o caso n = 2 tem o mesmo racioćınio.

Aplicando a segunda identidade de Green a u e Γ(a, .) no conjunto Ω \ Br(a) para r > 0

pequeno, temos

ˆ

Ω\Br(a)

(Γ∆u− u∆Γ) =

ˆ

∂Ω∪∂Br(a)

(
Γ
∂u

∂n
− u

∂Γ

∂n

)
dSx. (3.3.2)

Agora note que o vetor normal exterior a ∂Ω coincide com o vetor normal

interior a ∂Br(a), e além disso Γ é harmônica em Ω \ Br(a) assim

ˆ

Ω\Br(a)

Γ∆u =

ˆ

∂Ω

(
Γ
∂u

∂n
− u

∂Γ

∂n

)
dSx −

ˆ

∂Br(a)

(
Γ
∂u

∂n
− u

∂Γ

∂n

)
dSx. (3.3.3)

Fazendo r→ 0 em (3.3.3) temos

ˆ

Ω

Γ∆udx =

ˆ

∂Ω

(
Γ
∂u

∂n
− u

∂Γ

∂n

)
− lim
r→0

ˆ

∂Br(a)

(
Γ
∂u

∂n
− u

∂Γ

∂n

)
dSx. (3.3.4)

Para finalizar calculamos o limite na identidade (3.3.4). Para n > 3

∣∣∣∣∣
ˆ

∂Br(a)

Γ
∂u

∂n
dSx

∣∣∣∣∣ 6
1

|2 − n|ωn
r2−n

ˆ

∂Br(a)

|Du · n|dSx

6
r2−n

ωn(n− 2)

ˆ

∂Br(a)

|Du|dSx

6
r

(n− 2)
sup
∂Br(a)

|Du|→ 0 quando r→ 0.

Além disso, usando o fato que u é cont́ınua vale que

ˆ
∂Br(a)

u
∂Γ

∂n
=

1

ωnrn−1

ˆ
∂Br(a)

u(x)dSx → u(a) quando r→ 0.
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Logo a identidade (3.3.4) fica

ˆ

Ω

Γ∆udx =

ˆ

∂Ω

(
Γ
∂u

∂n
− u

∂Γ

∂n

)
dSx + u(a).

Observação 3.2 Na passagem (3.3.4) foi usado o teorema da convergência dominada no

cálculo do limite

lim
r→0

ˆ
Ω\Br(a)

Γ∆u.

3.4 Funções de Green

Suponha que Ω ⊂ Rn é limitado. Seja u ∈ C1(Ω) ∩ C2(Ω). O teorema (3.7) diz

que para qualquer x ∈ Ω vale

u(x) =

ˆ

Ω

Γ(x,y)∆u(y)dy−

ˆ

∂Ω

Γ(x,y)
∂u

∂ny
(y) − u(y)

∂Γ

∂ny
(x,y)dSy. (3.4.1)

Então se u resolve o problema de Dirichlet{
∆u = f, em Ω

u = ϕ, em ∂Ω

para f ∈ C(Ω) e ϕ ∈ C(∂Ω) vale

u(x) =

ˆ

Ω

Γ(x,y)f(y)dy−

ˆ

∂Ω

Γ(x,y)
∂ϕ

∂ny
(y) −ϕ(y)

∂Γ

∂ny
(x,y)dSy (3.4.2)

Portanto a identidade (3.4.2) nos diz que u pode ser expressa em termos de f

e ϕ, com um termo desconhecido, que é a derivada normal de u ao longo de ∂Ω. Afim

de solucionar o problema de Dirichlet, devemos eliminar esse termo a partir de um ajuste

na solução fundamental.

Considere qualquer x ∈ Ω fixado e defina

γ(x,y) = Γ(x,y) + φ(x,y)

para toda função φ ∈ C2(Ω̄) com ∆yφ(x,y) = 0 em Ω. Escolhido essa função o teorema

(3.7) pode ser escrito como
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u(x) =

ˆ

Ω

γ(x,y)∆u(y)dy−

ˆ

∂Ω

(
γ(x,y)

∂u

∂ny
(y) − u(y)

∂γ

∂ny
(x,y)

)
dSy. (3.4.3)

Já que φ(x, .) é harmônica. Agora se escolhermos φ ∈ C1(Ω)∩C2(Ω) tal que

para cada x ∈ Ω {
∆yφ(x,y) = 0, y ∈ Ω

φ(x,y) = −Γ(x,y) y ∈ ∂Ω.

A função γ resultante é chamada função de Green e será denotada por G. Se

tal G existe, então a solução do problema de Dirichlet pode ser expressa como

u(x) =

ˆ

Ω

G(x,y)f(y)dy−

ˆ

∂Ω

ϕ(y)
∂G

∂ny
. (3.4.4)

A função de Green G(x,y) é definida em função de y ∈ Ω para cada x ∈ Ω
fixado. A primeira observação sobre funções de Green, e que caso existam, esssas funções

são únicas. Com efeito, suponha o contrário, isto é existem G1(x,y) = Γ(x,y) +φ1(x,y)

e G2(x,y) = Γ(x,y) + φ2(x,y), então G1 e G2 são funções harmônicas na variável y e

portanto, tomando ζ = G1−G2 e usando o prinćıpio do máximo conclúımos que G1 = G2.

Proposição 3.3 (Simetria das Funções de Green) Funções de Green são simétricas em

Ω×Ω, isto é, G(x,y) = G(y, x) para x 6= y em Ω

Prova: Sejam x1, x2 ∈ Ω com x 6= y. Se tomarmos r < d/2, onde d = |x1 − x2|

Br(x1) ∩ Br(x2) = ∅, pois se ocorresse o contrário, então |x − x1| < r e |x − x2| < r, logo

pela desigualdade triangular teŕıamos d < r, assim d < r < d/2 e assim 1/2 > 1, absurdo.

Feito isso, fixamos agora a notação G1(y) = G(x1,y) e G2(y) = G(x2,y). Aplicando a

segunda fórmula de Green para as funções G1 e G2 na região Ω \ Br(x1) ∪ Br(x2)

ˆ

Ω\Br(x1)∪Br(x2)

G1∆G2 −G2∆G1 =

ˆ

∂(Ω\Br(x1)∪Br(x2))

(
G1
∂G1

∂n
−G2

∂G1

∂n

)
dS.

Como a orientação dos vetor normal exterior a ∂Ω é contrária aos vetores

normais de ∂Br(x1) e ∂Br(x2)
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ˆ

∂(Ω\Br(x1)∪Br(x2))

(
G1
∂G2

∂n
−G2

∂G1

∂n

)
dS =

ˆ

∂Ω

(
G1
∂G2

∂n
−G2

∂G1

∂n

)
dS

−

ˆ

∂Br(x1))

(
G1
∂G2

∂n
−G2

∂G1

∂n

)
dS

−

ˆ

∂Br(x2)

(
G1
∂G2

∂n
−G2

∂G1

∂n

)
dS.

Por hipótese Gi é harmônica para y 6= xi, i = 1, 2 e se anula em ∂Ω, assim

ˆ

∂Br(x1)

(
G1
∂G2

∂n
−G2

∂G1

∂n

)
dS+

ˆ

∂Br(x2)

(
G1
∂G2

∂n
−G2

∂G1

∂n

)
= 0. (3.4.5)

Agora aplicamos a identidade de Green as funções Γ e G2

ˆ

Br(x1)

Γ∆G2 −G2∆Γ =

ˆ

∂Br(x1)

(
Γ
∂G2

∂n
−G2

∂Γ

∂n

)
(3.4.6)

note agora que G2 é harmônica para y 6= x2 e Γ é harmônica para todo x 6= y em particular

∆Γ = 0 em Br(x) assim

ˆ

∂Br(x1)

(Γ
∂G2

∂n
−G2

∂Γ

∂n
) = 0. (3.4.7)

Fazendo o mesmo racioćınio com as funções Γ e G1, conclui-se que

ˆ

∂Br(x1)

(G1
∂Γ

∂n
− Γ

∂G1

∂n
) = 0. (3.4.8)

somando (3.4.7) e (3.4.8), obtemos uma identidade onde o lado esquerdo tem o mesmo

limite que o lado esquerdo de (3.4.5) quadno r→ 0.

ˆ

∂Br(x1)

(Γ
∂G2

∂n
−G2

∂Γ

∂n
) +

ˆ

∂Br(x1)

(G1
∂Γ

∂n
− Γ

∂G1

∂n
) = 0. (3.4.9)

Para finalizar, observe que para i = 1, 2

∣∣∣ˆ
∂Br(xi)

Γ
∂Gi

∂n

∣∣∣ 6 C sup
∂Br(xi)

|Γ |rn−1 → 0
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quando r→ 0. Agora quando i = 1, 2

∣∣∣ ˆ

∂Br(xi−1)

Gi
∂Γ

∂n
−Gi(xi−1)

∣∣∣ 6 C sup
∂Br(xi−1)

|Gi|r
n−1 + |Gi(xi−1)|

Dáı quando r→ 0, segue que

ˆ

∂Br(xi−1)

Gi
∂Γ

∂n
→ Gi(xi−1)

portanto, fazendo r→ 0 em (3.4.9) concluimos que

G(x1, x2) = G(x2, x1).

Proposição 3.4 As funções de Green na bola BR(0) são dadas por

(a) Para n > 3

G(x,y) =
1

(2 − n)ωn

(
|x− y|2−n −

∣∣∣ R
|x|
x−

|x|

R
y
∣∣∣2−n).

(b) Para n = 2

G(x,y) =
1

2π

(
log |x− y|− log

( R
|x|
x−

|x|

R
y
)

.

Prova: Seja a transformação linear T : Rn − {0} → Rn − {0} que faz T(x) = R2x/|x|2,

esta transformação tem um nome especial ela é chamada de inversão através da esfera

∂BR(0) que transforma o interior da bola BR(0) em Rn \BR(0). Usaremos a inversão para

calcular a função de Green na bola BR(0). Assim, fixado x ∈ BR(0), precisamos encontrar

uma função harmônica φx ∈ C1(BR(0)) ∩ C2(BR(0)) solução do problema de Dirichlet{
∆yφx(y) = 0, y ∈ BR(0)

φx(y) = −Γ(x− y), y ∈ ∂BR(0).

Se y 6= 0, podeŕıamos tomar φx como −Γ exceto pelo fato de Γ possuir uma

singularidade em y. Vamos mostrar que basta tomar a função abaixo para corrigir esse

problema
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φx(y) = +
Rn−2

|y|n−2
Γ
(R2y

|y|2
− x
)

Note queφx é harmônica em BR(0), pois o laplaciano é invariante por translações.

Além disso, sua única singularidade é R2y/|y|2 que é a imagem do ponto x pela inversão

através da esfera ∂BR(0) logo não pertence a bola centrada na origem de raio R, agora

note que

Γ
( |y|
R

(R2y

|y|2
− x
))

= −
Rn−2

|y|n−2
Γ
(R2y

|y|2
− x
)

basta usar a definição de Γ para n > 3.

Além disso para y ∈ ∂BR

∣∣∣ |y|
R

(R2y

|y|2
− x
)∣∣∣ = |x− y|

que nos mostra φx(y) = −Γ(x− y) em ∂Br(0). O caso para n = 2 é análogo.

Corolário 3.1 Suponha que G é a função de Green da esfera. Então vale

∂G

∂n
(x,y) =

R2 − |x|2

ωnR|x− y|n

para qualquer x ∈ Br e y ∈ ∂BR.

Prova: Consideramos apenas o caso n > 3. Da proposição anterior, temos que a função

de Green para a esfera é:

G(x,y) =
1

(2 − n)ωn

(
|x− y|2−n −

( R
|x|

)n−2

∣∣∣∣∣y−
R2x

|x|2

∣∣∣∣∣
2−n)

(3.4.10)

Derivando (3.4.10) com relação a yi temos que para x ∈ BR e y ∈ ∂BR

DyiG =
yi

ωnR2

R2 − |x|2

|x− y|n
.

Como ni =
yi
R

para |y| = R, segue que

41



3.4 Funções de Green 3 FUNÇÕES HARMÔNICAS

∂G

∂n
(x,y) =

n∑
i=1

niDyiG(x,y) =
1

ωnR

(R2 − |x|2

|x− y|n

)
. (3.4.11)

A derivada da função de Green na direção normal a esfera de raio R vai ser

denotada a partir de agora por K(x,y) para x ∈ Ω, y ∈ ∂Ω e será chamada de núcleo de

Poisson, este goza das seguintes propriedades:

Proposição 3.5 O núcleo de Poisson K(x,y) para x ∈ Ω e y ∈ ∂Ω satisfaz

(a) K(x,y) é uma função suave para x 6= y;

(b) K(x,y) > 0 para |x| < R;

(c)
´

|y|=R

K(x,y)dSy = 1 para |x| < R

Prova: Os itens (a) e (b) são de fácil verificação, vamos mostrar o item (c), vimos que

a solução do problema de Dirichlet pode ser expressa como

u(x) =

ˆ

Ω

G(x,y)∆u(y) +

ˆ

∂Ω

u(y)
∂G

∂ny
(x,y)dSy

Se Ω = BR, u é harmônica em BR e u = ϕ em ∂BR então nos resta somente a

segunda parcela da integral, dáı

u(x) =

ˆ

∂BR

u(y)
1

ωnR

R2 − |x|2

|x− y|n
dSy.

Fazendo agora u = 1 segue o resultado.

Teorema 3.8 (Fórmula da Integral de Poisson) Para ϕ ∈ C(∂BR(0)), a função u defi-

nida por

u(x) =


´

∂BR(0)

K(x,y)ϕ(y)dSy, |x| < R

ϕ(x), em |x| = R

satisfaz u ∈ C(Ω̄) ∩ C∞(Ω) e {
∆u = 0, emΩ

u = ϕ, em ∂Ω.
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Prova: Veja em Biezuner [2], página 116.

Observação 3.3 Note que se fizermos x = 0 na fórmula da integral de Poisson, temos

u(0) =
1

ωnRn−1

ˆ

∂BR(0)

ϕ(y)dSy

que é a propriedade do valor médio.

Lema 3.1 (Desigualdade de Harnack) Suponha que u é harmônica em BR(x0) e u > 0.

Então, vale que

( R

R+ r

)n−2R− r

R+ r
u(x0) 6 u(x) 6

( R

R− r

)n−2R+ r

R− r
u(x0)

onde r = |x− x0| < R.

Prova: Suponha que x0 = 0 e u ∈ C(BR), pela fórmula da integral de Poisson, temos que

u(x) =
1

ωnR

ˆ

∂BR(0)

u(y)
R2 − x2

|x− y|n
dSy

como R− |x| 6 |x− y| 6 R+ |x| para |y| = R, podemos conluir que

1

ωnR

R− |x|

R+ |x|

( 1

R+ |x|

)n−2
ˆ

∂BR

u(y)dSy 6 u(x) 6
1

ωnR

R+ |x|

R− |x|

( 1

R− |x|

)n−2
ˆ

∂BR

u(y)dSy.

Usando a propriedade do valor médio vista na observação (3.3), segue o resul-

tado.

Corolário 3.2 Se u é uma função harmônica em Rn então u ≡ constante.

Prova: Assumimos que u > 0 em Rn. Tome qualquer ponto x ∈ Rn e aplique a

desigualdade de Harnack na bola BR(0) com |x| < R. Obtemos então que

1

ωnR

R− |x|

R+ |x|

( 1

R+ |x|

)n−2

u(0) 6 u(x) 6
1

ωnR

R+ |x|

R− |x|

( 1

R− |x|

)n−2

u(0).
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Colocando R em evidência na desigualdade acima, e fazendo R → ∞, con-

clúımos que

u(x) ≡ u(0) = c.

3.5 Prinćıpios do Máximo

Veremos nessa seção como usar o prinćıpio do máximo para obter estimativas interiores

para o gradiente e a desigualdade de Harnack.

Teorema 3.9 Suponha que u ∈ C2(B1)∩C(B1) é uma função subharmônica em B1, então

vale

sup
B1

u 6 sup
∂B1

u.

Prova: Para cada ε > 0 consideramos a função uε = u(x) + ε|x|2 para x ∈ B1, que tem

como laplaciano

∆uε = ∆u+ nε > nε > 0 (3.5.1)

note que em (3.5.1) foi usado que a função u é subharmônica. Feito isso, suponha que uε

tem um ponto de máximo no interior de B1, logo

∆uε 6 0.

O que contraria (3.5.1), assim, seja M = max
∂B1

uε, em particular

sup
B1

uε 6 sup
∂B1

uε

mas vale que uε > u, assim

sup
B1

u 6 sup
B1

uε 6 sup
∂B1

uε.

Usando a definição de uε

sup
B1

u 6 sup
∂B1

u(x) + ε|x|2 6 sup
∂B1

u(x) + ε sup
∂B1

|x|2.

Sendo ε arbitrário, fazemos ε→ 0 e o resultado está provado.

Proposição 3.6 Suponha que u é harmônica em B1. Então vale
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sup
B 1

2

|Du| 6 c sup
∂B1

|u|

onde c = c(n) é uma constante positiva. Em particular para α ∈ [0, 1], vale

|u(x) − u(y)| 6 C|x− y|α sup
∂B1

|u|

para x,y ∈ B 1
2

e C = C(n,α) é uma constante positiva.

Prova: Um cálculo direto nos mostra que

∆(|Du|2) = 2

n∑
i,j=1

(Diju)
2 + 2

n∑
i,j=1

Di(∆u)Diu︸ ︷︷ ︸
=0

= 2

n∑
i,j=1

(Diju)
2 (3.5.2)

pois ∆u = 0.

Assim (3.5.2) nos diz que u é subharmônica. Para prosseguirmos, precisamos

de uma função cutt-off apropriada. Para cada ϕ ∈ C1
0(B1)

∆(ϕ|Du|2) = ∆ϕ|Du|2 + 2Dϕ ·D(|Du|2) + ∆(|Du|2)ϕ

= ∆ϕ|Du|2 + 4

n∑
i,j=1

DiϕDijuDju+ 2

n∑
i,j=1

(Dij)
2.

Usando agora a desigualdade de Cauchy com ε = ϕ/2

4|DiϕDjuDiju| 6
2

ϕ
|DiϕDju|

2 + 2ϕ|Diju)|
2.

somando ambos os lados, temos que

4

n∑
i,j=1

|DiϕDjuDiju| 6
2

ϕ

n∑
i,j=1

|DiϕDju|
2 + 2ϕ

n∑
i,j=1

|Diju|
2.

Com isso, temos a seguinte identidade

4

n∑
i,j=1

|DiϕDjuDiju| 6
2

ϕ
|Dϕ|2|Du|2 + 2ϕ∆(|Du|2)

de onde segue que

45
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4

n∑
i,j=1

|DiϕDjuDiju| > −
2

ϕ
|Dϕ|2|Du|2 − 2ϕ∆(|Du|2).

Finalmente temos uma estimativa para ∆(ϕ|Du|2)

∆(ϕ|Du|2) > ∆ϕ|Du|2 −
2

ϕ
|Dϕ|2|Du|2 − 2ϕ∆(|Du|2) + 2ϕ∆(|Du|2)

=
(
∆ϕ−

2

ϕ
|Dϕ|2

)
|Du|2.

Para obter uma cota de |Dϕ|2/ϕ em B1 escolhemos uma função cut-off ϕ = η2

para alguma função η ∈ C2
0(B1) e exigimos que η ≡ 1 em B1/2. Com um cálculo direto,

temos que:

∆(η2|Du|2) > (2η∆η− 6|Dη|2)|Du|2 > −C|Du|2

onde C é uma constante que depende apenas de η.

Note agora que ∆(u2) = 2|Du|2 + 2u∆u = 2|Du|2 já que por hipótese u é

harmônica, agora tomamos α suficientemente grande para obtermos:

∆(η2|Du|2 + αu2) = ∆(η2|Du|2) + α∆u2

> −C|Du|2 + 2α|Du|2

= (2α− C)|Du|2 > 0.

Pelo prinćıpio do máximo

sup
B1

(η2|Du|2 + αu2) 6 sup
∂B1

(η2|Du|2 + αu2)

para finalizar a prova da estimativa interior note que
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sup
B1

(η2|Du|2) 6 sup
B1

(η2|Du|2 + αu2)

6 sup
∂B1

C(η2|Du|2) + α sup
∂B1

u2.

Lembre que η = 1 em B1/2 e η = 0 em ∂B1 e assim

sup
B 1

2

(|Du|)2 6 α sup
∂B1

u2

dessa estimativa, conclúımos que

sup
B 1

2

|Du| 6 c sup
∂B1

u.

Agora mostramos que nessas condições u é Hölder cont́ınua. Sejam x,y ∈ B1/2,

sendo B1/2 um conjunto convexo, vale que (1−α)x+αy para α ∈ [0, 1]. Como u é suave,

em particular continuamente diferenciável, temos pela desigualdade do valor médio que

|u(x) − u(y)| 6 |Du(x.(1 − α) + α.y)|.|x− y|

6 |Du((1 − α)x+ αy)|.|x− y|α

6 sup
B 1

2

|Du||x− y|α.

E pela estimativa interior que foi provada, segue que:

|u(x) − u(y)| 6 C|x− y|α sup
∂B1

|u|.

Afim de provar a desigualdade de Harnack precisamos do lema abaixo.

Lema 3.2 Suponha que u é uma função harmônica não-negativa em B1. Então deve

valer

sup
B1/2

|D logu| 6 C

onde C = C(n) é uma constante positiva.
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Prova: Seja v = logu, então ∆v = (∆u)(1/u) − |Du|2(1/u2) = −|Du|21/u2 = −|Dv|2.

Agora mostramos uma estimativa interior para o gradiente de v. Para isso seja w = |Dv|2,

então um cálculo direto demonstra que

∆w = 2

n∑
i,j=1

(Dijv)
2 + 2

n∑
i=1

DivDi(∆v)

∆w+ 2

n∑
i,j=1

DivDiw = 2

n∑
i,j=1

(Dijv)
2 + 2

n∑
i=1

DivDi(∆v) + 2

n∑
i,j=1

DivDiw

= 2

n∑
i,j=1

(Dijv)
2 + 2

( n∑
1

Div(Di(∆v+w))
)

= 2

n∑
i,j=1

(Dijv)
2 + 2

( n∑
i=1

Div(−|Dv|2 + |Dv|2)
)

= 2

n∑
i,j=1

(Dijv)
2.

Note agora que devido a média quadrática ser maior ou igual a média aritmética,

temos que

n∑
i,j=1

(Dijv)
2 >

n∑
i=1

(Diiv)
2

> n
(
∑n
i=1(Diiv))

2

n2

>
(∆v)2

n

portanto,

n∑
i,j=1

(Dijv)
2 >

(∆v)2

n
=

1

n
|Dv|4 =

w2

n
.

Tome agora uma função não-negativa ϕ ∈ C1
0(B1). Então com um cálculo

direto podemos mostrar que
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∆(ϕw) = (∆ϕ)w+ 4

n∑
i,j=1

DiϕDijvDjv+ 2ϕ

n∑
i,j=1

(Dij)
2 + 2ϕ

n∑
i=1

DivDi(∆v) (3.5.3)

∆(ϕw) + 2

n∑
i=1

DivDi(ϕw) = (∆ϕ)w+ 2ϕ

n∑
i=1

Div (∆v+w)︸ ︷︷ ︸
=0

+4

n∑
i,j=1

DiϕDijvDjv

+ 2w

n∑
i=1

DivDiϕ+ 2ϕ

n∑
i,j=1

(Dijv)
2

= 2ϕ

n∑
i,j=1

(Dijv)
2 + 4

n∑
i,j=1

DiϕDijvDjv

+ 2w

n∑
i=1

DivDiϕ+ (∆ϕ)w.

Assim, conlúımos que

∆(ϕw) + 2

n∑
i=1

DivDi(ϕw) = 2ϕ

n∑
i,j=1

(Dijv)
2 + 4

n∑
i,j=1

DiϕDjvDijv

+ 2w

n∑
i=1

DivDiϕ+ (∆ϕ)w.

Observe que

∣∣∣4 n∑
i,j=1

DiϕDjvDijv
∣∣∣ 6 4

n∑
i,j=1

|DiϕDjvDijv|

novamente pela desigualdade de Cauchy com ε

4

n∑
i,j=1

|(DiϕDjv)Dijv| 6 ϕ

n∑
i=1

(Diϕ)
2 +

4

ϕ

n∑
i,j=1

(Diϕ)
2(Djv)

2

6 ϕ

n∑
i=1

(Diϕ)
2 +

4

ϕ
|Dϕ|2|Dv|2.

Usando o resultado obtido a partir da desigualdade de Cauchy com ε (3.5.3)
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fica

∆(ϕw) > ϕ
n∑
i,j=1

(Dijv)
2 − 2|Dϕ|2|Dv|3 +

(
∆ϕ− 4

|Dϕ|2

ϕ

)
|Dv|2

se ϕ é escolhida de tal modo que |Dϕ|2/ϕ seja limitada em B1. Escolha ϕ = η4 para

algum η ∈ C1
0(B1). Assim para cada η fixado

∆(η4w) + 2

n∑
i

DivDi(η
4w) > η4

n∑
i,j=1

(Dijv)
2 − |Dη4||Dv|3 −

(
∆η4 − 4

|Dη4|

η4

)
.

Efetuando as contas, temos que um cálculo direto das derivadas da função η

nos dão o seguinte resultado

∆(η4w) + 2

n∑
i=1

DivDi(η
4w) >

1

n
η4|Dv|4 − 8η3|Dη||Dv|3 (3.5.4)

+4η2(η∆η− 13|Dη|2)|Dv|2

afim de faciliar os cálculos vamos chamar t = η|Dv|, assim (3.5.4) fica:

∆(η4w) >
1

2n
t4 − 8|Dη|t3 + 4(η∆η− 13|Dη|2)t2 > −C.

Onde C é uma constante positiva dependendo apenas de n e η. Agora suponha

que η4w atinge o seu valor máximo em um ponto x0 ∈ B1. Então D(η4w) = 0 e ∆(η4w) 6

0 em x0, segue dessa suposição que

∆(η4w) + 2

n∑
i=1

DivDi(η
4w) >

1

2n
η4w2 − C.

E assim

η4w2(x0) 6 C

onde C é uma constante positiva que depende de n e η. Agora, se w(x0) > 1,

então η4(x0)w(x0)w(x0) > η4(x0)w(x0), dáı η4(x0)w(x0) 6 η4(x0)w(x0)
2 6 C. Caso
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contrário η4(x0)w(x0) 6 η4(x0). Em ambos os casos

η4(x0)w(x0) 6 C.

Onde a constante C depende de n e η. Mas w = |Dv|2 = |D logu|2, e assim

sup
B 1

2

(η4w) 6 sup
B1

(η4w) 6 C em B1

mas em B1/2, η = 1, dáı

sup
B1/2

w 6 C

Usando a definição de w obtemos

sup
B1/2

|D logu| 6 C.

Corolário 3.3 Suponha que u é uma função harmônica não-negativa em B1, então vale

que

u(x1) 6 cu(x2) para quaisquer x, y ∈ B1/2

onde c é uma constante positiva que depende apenas de n.

Prova: Como B1/2 é convexa, dados x1, x2 ∈ B1/2 distintos, vale que tx1+(1−t)x2 ∈ B1/2,

para t ∈ [0, 1]. Assim, pelo lema (3.2)

|D logu(tx1 + (1 − t)x2)| 6 sup
B1/2

|D logu| 6 C.

Multiplicando por |x1 − x2|

|x1 − x2||D logu(tx1 + (1 − t)x2)| 6 C|x1 − x2|

de onde segue que

51
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D logu(tx1 + (1 − t)x2) 6 C|x1 − x2|. (3.5.5)

Integrando (3.5.5) em ambos os lados com relação a t no intervalo [0, 1], temos

log
u(x1)

u(x2)
6 C|x1 − x2|

elevando ambos os lados ao número de Euler e

u(x1)

u(x2)
6 eC|x1−x2|

de onde conclúımos que

u(x1) 6 cu(x2).

Proposição 3.7 Suponha que u ∈ C(B1) é uma função harmônica em B1. Se u(x) <

u(x0) para qualquer x ∈ B1 \ {x0} e para algum x0 ∈ ∂B1, então vale

∂u

∂η
(x0) > C∗(u(x0) − u(0))

onde C∗ é uma constante positiva que só depende de η. Veja que em particular, a derivada

na direção do normal exterior ao bordo de B1 é estritamente positiva.

Prova: Considere a função positiva definida em B1, v(x) = e−α|x|
2
− e−α. Veja que

∆v = e−α|x|
2
(−2αn + 4α2|x|2). Queremos mostrar que v é subharmônica sob certas

condições sobre α e |x|. Para isso, veja que, para qualquer 1/2 6 |x| 6 1 e α > 2n + 1

vale

∆v(x) = e−α|x|
2

(−2αn+ 4α2|x|2) > 0.

Assim para α fixado a função v é subharmônica na região L = B1\B1/2. Agora

defina para cada ε > 0 a função

hε(x) = u(x) − u(x0) + εv(x).
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Essa função também é subharmônica em L pois, ∆hε = ∆u(x) + ε∆v, por

hipótese u é harmônica em B1, dáı ∆hε = ε∆v > 0 em L pois v é subharmônica nesse

conjunto. Obviamente hε(x) 6 0 em ∂B1 pois, por hipótese u(x)−u(x0) < 0 para todo x ∈
∂B1, dáı hε(x) < εv(x), agora note que se x ∈ ∂B1 vale v(x) = e−α − e−α = 0. Portanto

em ∂B1 vale hε(x) 6 0. É claro que se x0 ∈ ∂B1 vale hε(x0) = u(x0)−u(x0)+εv(x0) = 0.

Agora afirmamos que u(x) < u(x0) para x ∈ ∂B1/2. O que também é óbvio,

pois se x ∈ ∂B1/2 ⊂ B1 então pela hipótese u(x) < u(x0). Agora mostremos que

hε(x) < 0 para x ∈ ∂B1/2

hε(x) = u(x) − u(x0) + εv(x) < εv(x) = ε e
−α
4 − e−α︸ ︷︷ ︸
>0

.

Tomando ε suficientemente pequeno conclúımos que hε(x) < 0 em ∂B1/2. Em

resumo hε(x) = u(x) − u(x0) + εv(x) é subharmônica em L, hε 6 0 em ∂B1, hε(x0) = 0

e hε < 0 em ∂B1/2.

Pelo prinćıpio do máximo, o máximo em hε é atingido em ∂(B1 \ B1/2) =

∂B1 ∪ ∂B1/2, mas x0 ∈ ∂B1 é tal que hε(x) 6 hε(x0), ∀ x ∈ ∂B1, portanto x0 é ponto de

máximo de hε em L. Isso implica que

∂hε

∂η
(x0) > 0 ou

∂u

∂η
(x0) > −ε

∂v

∂η
(x0) = 2αεe−α. (3.5.6)

Para justificar (3.5.6) note que, o gradiente de hε no ponto x0 é perpendicular

a ∂B1, mas como η = p onde p ∈ ∂B1, então Dhε ‖ η. Dáı existe c > 0 tal que η = cDhε.

Portanto

∂hε

∂η
(x0) = Dhε(x0) · η = c|Dhε(x0)|

2 > 0.

Agora veja que

∂hε

∂η
(x0) = ε

∂v

∂η
(x0) > 0

logo

∂u

∂η
> −ε

∂v

∂η
(x0).
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Usando agora a definição de derivada direcional e o fato queDv(x0) = −2αe−α,

segue

∂u

∂η
(x0) > 2αe−αε > 0

por fim seja w(x) = u(x0) − u(x) > 0 em B1. É claro que w é harmônica em

B1. Pelo corolário (3.3) temos que

inf
B1/2

w > cw(0) ou sup
B1/2

u 6 u(x0) + c(n)(u(x0) − u(0)).

Assim, tomando

ε = δc(n)(u(x0) − u(0))

para δ pequeno dependendo de n, segue que

∂u

∂η
(x0) > C∗(u(x0) − u(0)).

Para finalizar essa seção mostremos que que toda solução da equação de La-

place sob certas condições é Hölder cont́ınua com expoente α/2 com α ∈ (0, 1)

Teorema 3.10 Suponha que u ∈ C(B1) é uma função harmônica em B1 com u = ϕ em

∂B1. Se ϕ ∈ Cα(∂B1) para algum α ∈ (0, 1), então u ∈ Cα
2 (B1) e vale a estimativa

||u||
C
α
2 (B1)

6 C||ϕ||Cα(∂B1)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n e α.

Prova: Basta mostrarmos a seguinte desigualdade

sup
x∈B1

|u(x) − u(x0)|

|x− x0|
α
2

6 2
α
2 sup
x∈∂B1

|ϕ(x) −ϕ(x0)|

|x− x0|α
∀ x0 ∈ ∂B1. (3.5.7)

Para x,y ∈ B1 sejam dx = dist(x,∂B1) e dy = dist(y,∂B1). Suponha que

dy 6 dx e |x−y| 6 dx/2. Tome x0,y0 ∈ ∂B1 tais que dx = |x−x0| e dy = |y−y0|. Assim
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y ∈ B̄dx/2(x) ⊂ Bdx(x) ⊂ B1. Então pela estimativa interior aplicada a função harmônica

u− u(x0) temos

|u(x) − u(y)| = |(u(x) − u(x0) − (u(y) − u(x0)| 6
C(n,α)

d
α
2
x

|x− y|
α
2 sup
x∈∂Bdx(x)

|u(x) − u(x0)|.

Logo

d
α
2
x
|u(x) − u(y)|

|x− y|
α
2

6 C(n,α) sup
x∈∂Bdx(x)

|u(x) − u(x0)|

6 C(n,α) sup
x∈B1

|u(x) − u(x0)|

= C(n,α) sup
x∈B1

|u(x) − u(x0)|

|x− x0|
α
2

|x− x0|
α
2

6 2αC(n,α)||ϕ||Cα(∂B1).

Note que usamos (3.5.7) e o fato que

|z− x0| 6 2dx, ∀ z ∈ Bdx(x).

Agora suponha que dy 6 dx 6 2|x− y|. Então,

|u(x) − u(x0)| 6 |u(x) − u(x0)|+ |u(x0) − u(y0)|+ |u(y0) − u(y)|.

Usando (3.5.7) conclúımos que

|u(x) − u(y)| 6 C(n,α)2
α
2 ||ϕ||Cα(∂B1)(|x− x0|

α
2 + |x0 − y0|

α
2 + |y− y0|

α
2 )

6 C(n,α)2
α
2 ||ϕ||Cα(∂B1)(d

α
2
x + 5

α
2 |x− y|

α
2 + d

α
2
y )

6 C(n,α)||ϕ||Cα(∂B1)|x− y|
α
2

onde usamos a desigualdade

|x0 − y0| 6 |x0 − x|+ |x− y|+ |y− y0| 6 dx + |x− y|+ dy 6 5|x− y|.
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Agora vamos a prova de (3.5.7). Suponha que B1 = B1(e1), onde e1 é o i-ésimo

vetor canônico em Rn, x0 = 0 e ϕ(0) = 0. Seja

K := sup
x∈∂B1

|ϕ(x)|

|x|α

veja que se x ∈ ∂B1 então |x|2 = 2x1, assim

u(x) = ϕ 6 sup
∂B1

|ϕ(x)|

|x|α
|x|α = K|x|α 6 K2

α
2 x

α
2
1 . (3.5.8)

Agora defina

v(x) = K2
α
2 x

α
2
1 ∀ x ∈ B1

temos

∆v(x) = K2
α
2
α

2

(α
2
− 1
)
x
α
2 −2
1 < 0 em B1

pois α < 1 e x1 > 0 em B1.

Pelo prinćıpio do máximo aplicado a função u − v (atente que ∆(u − v) =

∆u− ∆v = −∆v > 0)

sup
B1

(u− v) 6 sup
∂B1

(u− v) 6︸︷︷︸
(3.5.8)

0

assim

u(x) 6 v(x) = K2
α
2 x

α
2
1 6 K2

α
2 |x|

α
2 ∀ x ∈ B1.

Considerando agora que

−u = −ϕ 6
|ϕ(x)|

|x|α
|x|α 6 sup

∂B1

|ϕ(x)|

|x|α
|x|α = K|x|α 6 K|x|

α
2 2

α
2 = v(x) (3.5.9)

como consequência de (3.5.9) temos |u(x)| 6 K2
α
2 |x|

α
2 para todo x ∈ B1. Por-
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tanto,

sup
B1

|u(x)|

|x|
α
2

6 2
α
2 sup
∂B1

|ϕ(x)|

|x|α
.

Para o caso geral, considere B̂1 = B1(e1) e T : Rn → Rn uma rotação tal que

T(x0) = e1. Defina ϕ̂ : ∂B̂1 → R por ϕ̂(x) = ϕ(L−1(x)) − ϕ(x0) ∀ x ∈ ∂̂B1 onde

L : Rn → R é dada por L(x) = e1 − T(x). Notemos que ϕ̂(0) = ϕ(L−1(0)) − ϕ(0) =

ϕ(x0) −ϕ(x0) = 0. Além disso L−1(∂B̂1) = ∂B1. Assim

sup
∂B̂1

|ϕ̂|

|x|α
= sup

∂B̂1

|ϕ(L−1(x)) −ϕ(L−1(x0))|

|L(L−1(x)) − L(L−1(0))|α

= sup
∂B̂1

|ϕ(L−1(x)) −ϕ(L−1(x0))|

|x− x0|α

= sup
∂B1

|ϕ(x) −ϕ(x0)

|x− x0|α
.

Usando o mesmo argumento para u (trocando α por α/2 e ϕ̂ por û juntamente

com o fato de L−1(B̂1) = B1 e lembrando que o laplaciano é invariante por rotações e

translações segue o resultado).

3.6 Métodos de Energia

Nesta seção discutiremos funções harmônicas a partir do método de energia. Vamos

assumir que aij ∈ C(B1) satisfaz

λ|ξ|2 6 aij(x)ξiξj 6 Λ|ξ|
2 para qualquer x ∈ B1 e ξ ∈ Rn

para quaisquer constantes positivas λ e Λ. Consideremos u ∈ C1(B1) satisfazendo

ˆ

B1

aijDiuDjϕ = 0 para qualquer ϕ ∈ C1
0(B1). (3.6.1)

Proposição 3.8 Funções harmônicas satisfazem a identidade (3.6.1) para aij = δij.

Prova: Basta integrar por partes a função ζ = (aijDiu)ϕ
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ˆ

B1

aijDiuDjϕ = −

ˆ

B1

(aijDijuϕ+DjaijDiuϕ) +

ˆ

∂B1

aijDiuϕp
j

onde pj é o j-ésimo coordenada do vetor normal ao bordo de B1. Note que agora que

ϕ ≡ 0 em ∂B1 pois ϕ ∈ C1
0(B1). Assim

ˆ

B1

aijDiuDjϕ = −

ˆ

B1

(aijDijuϕ+DjaijDiuϕ).

Tome agora aij = δij (delta de Kronecher) na expressão acima, segue que para

i 6= j, segue o resultado. Agora para i = j

ˆ

B1

DiuDjϕ = −

ˆ

B1

Diiuϕ

como u é harmônica, segue o resultado.

Lema 3.3 (Desigualdade de Caccioppoly) Suponha que u ∈ C1(B1) satisfaça

ˆ

B1

aijDiuDjϕ = 0 para qualquer ϕ ∈ C1
0(B1)

Então para qualquer função η ∈ C1
0(B1) temos

ˆ

B1

η2|Du|2 6 C
ˆ

B1

|Dη|2u2

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de λ e Λ.

Prova: Tome ϕ = uη2, pela hipótese

ˆ

B1

(aijDiuDju)η
2 + 2(aijDiuDjη)uη = 0 (3.6.2)

mas λ|Du|2η2 6 aijDiuDjuη2 6 Λ|Du|2η2. Portanto

λ

ˆ

B1

|Du|2η2 6
ˆ

B1

(aijDiuDju)η
2 6 Λ

ˆ

B1

|Du|2η2. (3.6.3)

Note agora que
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∣∣∣ˆ
B1

2(aijDiuDjη)uη
∣∣∣ 6

ˆ

B1

2|aij||u||η||Du||Dη|

6 4Λ

ˆ

B1

|u||η||Du||Dη|

(3.6.4)

de (3.6.2)

ˆ

B1

(aijDiuDju)η
2 +

ˆ

B1

2(aijDiuDjη)uη = 0. (3.6.5)

Agora usando (3.6.2), (3.6.4) e (3.6.5) temos

λ

ˆ

B1

|Du|2η2 6 −

ˆ

B1

(2aijuη)DiuDjη 6 4Λ

ˆ

B1

|u||η||Du||Dη|

segue por transitividade que

λ

ˆ

B1

|Du|2η2 6 4Λ

ˆ

B1

|u||η||Du||Dη|. (3.6.6)

Pela desigualdade de Hölder

ˆ

B1

|u||η||Du||Dη| 6
(ˆ
B1

|Du|η2
) 1

2
(ˆ
B1

|Dη|2u2
) 1

2

usando agora (3.6.6)

λ

ˆ

B1

|Du|2η2 6 4Λ
(ˆ
B1

|Du|η2
) 1

2
(ˆ
B1

|Dη|2u2
) 1

2

.

Mas
´
B1

|Du|2η2 6= 0, caso contrário o resultado seria imediato. Então

λ
(ˆ
B1

|Du|2η2
) 1

2

6 4Λ
(ˆ
B1

|Dη|u2
) 1

2

elevando ambos os membros da desigualdade ao quadrado, temos
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λ2

ˆ

B1

|Du|2η2 6 16Λ2

ˆ

B1

|Dη|2u2.

Com isso, podemos concluir

ˆ

B1

|Du|2η2 6 C
ˆ

B1

|Dη|2u2.

Corolário 3.4 Seja u como no lema anterior. Então para qualquer 0 6 r < R 6 1 deve

valer

ˆ

Br

|Du|2 6
C

(R− r)2

ˆ

BR

u2

onde C é uma constante que depende de λ e Λ

Prova: Tome η tal que η = 1 em Br, η = 0 em BcR e |Dη| 6 2
(R−r)

. Aplicando o teorema

anterior segue o resultado.

Corolário 3.5 Seja u como na desigualdade de Caccioppoli. Então, para cada 0 < R 6 1

deve valer

ˆ

BR
2

u2 6 θ
ˆ

BR

u2 e

ˆ

BR
2

|Du|2 6 θ
ˆ

BR

|Du|2

onde θ = θ(n, λ,Λ) ∈ (0, 1).

Prova: Tome η ∈ C1
0(BR) com η = 1 em BR/2 e |Du| 6 2R−1. Pela desigualdade de

Caccioppoli

ˆ

BR

|D(ηu)|2 6 C
ˆ

BR

|Dη|u2 (3.6.7)

mas

ˆ

BR

u2|Dη|2 =

ˆ

BR∩BR/2

u2|Dη|2

︸ ︷︷ ︸
=0

+

ˆ

BR∩BcR/2

u2|Dη|2 6
4

R2

ˆ

BR∩BcR/2

u2.
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Logo (3.6.7) fica

ˆ

BR

|D(ηu)|2 6
4

R2

ˆ

BR∩BcR/2

u2

Usando a desigualdade de Poincaré na função ηu2 obtemos

ˆ

BR

(ηu)2 6 CR2

ˆ

BR∩BR/2

|D(ηu)|2

o que implica

(C+ 1)

ˆ

BR/2

u2 6 C
ˆ

BR

u2.

Para a segunda desigualdade, usamos a desigualdade de Caccioppoli para u−a

para um a arbitrário

ˆ

BR

η2|Du|2 6 C

ˆ

BR

|Dη|2(u− a)2 =

= C

ˆ

BR∩BR/2

|Dη|2(u− a)2 + C

ˆ

BR∩BcR/2

|Dη|2(u− a)2.

Mas η = 1 em BR/2 e |Dn| 6 2R−1 então,

ˆ

BR

η2|Du|2 6
C

R2

ˆ

BR∩BcR/2

(u− a)2 (3.6.8)

usando agora a desigualdade de Poincaré com a =
ffl

BR∩BcR/2

u temos

ˆ

BR∩BcR/2

(u− a)2 6 c(n)R2

ˆ

BR∩BcR/2

|Du|2.

De (3.6.8) temos
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ˆ

BR/2

|Du|2 6 C
ˆ

BR∩BcR/2

|Du|2

em particular

(C+ 1)

ˆ

BR/2

|Du|2 6 C
ˆ

BR

|Du|2.
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4 PRINCÍPIOS DO MÁXIMO

4.1 Prinćıpio do Máximo Forte

Suponha Ω um domı́nio limitado em Rn. Considere o operador L in Ω

Lu ≡ aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u (4.1.1)

para u ∈ C2(Ω)∩C(Ω). Aqui assumimos que aij, bi e c são funções cont́ınuas

e assim limitadas em Ω e que L é uniformemente eĺıptico no seguinte sentido:

aij(x)ξiξj > λ|ξ|
2 para qualquer ξ ∈ Ω e para algum constante positiva λ

Além do mais, vamos supor que a matriz A = (aij) seja simétrica. Veja que

não há perda de generalidade, supor isso, pois uma vez que u ∈ C2(Ω) temos que, se

Lu ≡ ajiDjiu+ bi(x)Diu+ c(x)u

é um operador como em (4.1.1) e u ∈ C2(Ω), então vale Diju = Djiu, dáı se

definirmos a matriz A = (aij) sendo simétrica, então ajiDjiu = aijDiju.

Note aqui que (4.1.1) está escrito sob a notação de Einstein, isto é, omitimos o

śımbolo do somatório e interpretamos os ind́ıces repetidos no mesmo termo como indicador

da presença desse somatório. Tal notação será usada durante todo o caṕıtulo.

Lema 4.1 Suponha que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz Lu > 0 com c(x) 6 0 em Ω. Se u

possui um máximo não-negativo em Ω, então u não pode atingir máximo em Ω.

Prova: Suponha que u atinge o seu máximo não-negativo em Ω no ponto x0 ∈ Ω. Então

Diu(x0) = 0, mostremos agora que a matriz P = (Diju(x0)) é semi-negativa definida.

Uma vez que x0 é ponto de máximo temos que para qualquer z ∈ Rn \ {0}

zT (Diju(x0))z = Diju(x0)zizj 6 0. (4.1.2)

Pois x0 é ponto de máximo. Agora pela condição de elipticidade temos que

aij(x0)ξiξj > λ|ξ|
2 > 0.
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O que mostra que a matriz I = (aij(x0)) é positiva definida. Feito isso, mos-

tremos que a matriz PI é semi-negativa definida com traço não-positivo. Com efeito, seja

z ∈ Rn \ {0} com |z| = 1

zTPIz = zTPzzT Iz = (zTPz︸ ︷︷ ︸
60

)(zT Iz︸︷︷︸
>0

).

Assim PI é uma matriz semi-negativa definida, com tr(PI) = aii(x0)Diiu(x0) 6

0 , já que I é positiva definida (veja [HJ] teorema 7.63, página 465)

Isso implica que

Lu(x0) = aij(x0)Diju(x0) + bi(x0)Diu(x0)︸ ︷︷ ︸
=0

+c(x0)u(x0) 6 c(x0)u(x0)

como c(x) 6 0 ∀x ∈ Ω e u(x0) é não-negativo, temos

Lu(x0) 6 c(x0)u(x0) 6 0

contradição.

Observação 4.1 Se c(x) ≡ 0 a hipótese da não-negatividade do ponto de máximo x0 de

u pode ser retirada pois Lu(x0) 6 c(x0)︸ ︷︷ ︸
=0

u(x0) independente do sinal de u(x0) teremos

Lu(x0) 6 0 causando a contradição.

Teorema 4.1 (Prinćıpio do Máximo Fraco) Suponha que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz

Lu > 0 em Ω com c(x) 6 0 em Ω. Então u atinge em ∂Ω um máximo não-negativo.

Prova: Seja Ω+ = {x ∈ Ω; u(x) > 0}. Se o conjunto Ω+ for vazio não há o que fazer,

pois nesse caso u 6 0 em Ω e portanto

max
Ω
u 6 0 = max

∂Ω
u+.

Logo, podemos supor que Ω+ 6= ∅. Como u é cont́ınua temos que Ω+ é aberto

em Ω, logo em Rn. Note agora que u ∈ C2(Ω+)∩C(Ω+), como c 6 0 em Ω se definirmos

Ku = Lu− c(x)u vale
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Ku = Lu− c(x)u = aijDiju+ biDiu > 0 em Ω+.

Aplicando agora o lema (4.1) ao operador K obtemos

max
Ω+

u = max
∂Ω+

u.

Agora uma vez que Ω = Ω+ ∪ (Ω \Ω+), afirmamos que

u 6 0 em Ω \Ω+

basta tomar uma sequência (xn)n ∈ Ω \Ω+ tal que xn →︸︷︷︸
n→∞ x, para x ∈ Ω \Ω+ e usar

a continuidade de u. Feito isso, segue que

max
Ω
u 6 max

Ω+
u = max

∂Ω+
u.

Pois se o máximo de u em Ω for atingido em Ω+ segue a igualdade, se for

atingido em (Ω \Ω+) teremos u 6 0 e

max
Ω+

u > max
Ω
u

assim é suficiente mostrar que

max
∂Ω+

u 6 max
∂Ω

u+.

Para isso considere x0 ∈ ∂Ω+ tal que u(x0) = max∂Ω+ u. A continuidade de

u e a definição de Ω+ implicam que u(x0) > 0. Agora consideramos dois casos:

Caso 1 - u(x0) = 0

Nesse caso devemos ter u 6 0 em Ω pois maxΩ u 6 max∂Ω+ u = 0. Logo

u+ = 0 em ∂Ω e portanto

u(x0) = max
∂Ω+

u = 0 = max
∂Ω

u+.
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Caso 2 - u(x0) > 0

Como Ω+ é aberto em Ω, vale que x0 ∈ ∂Ω. Se não fosse assim então u > 0

em Bε(x0) ⊂ Ω+, contrariando o fato que x0 ∈ ∂Ω+. Dáı

max
∂Ω+

u = u(x0) = u
+(x0) 6︸︷︷︸

u(x0)>0

max
∂Ω

u+.

Corolário 4.1 Se u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) então o problema de valor de fronteira de Dirichlet

para f ∈ C(Ω) e ϕ ∈ C(∂Ω) tem uma única solução{
Lu = f, em Ω

u = ϕ, em ∂Ω

se c(x) 6 0 em Ω.

Prova: Seja v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfazendo o problema de Dirichlet acima, então se

consideremos w = u− v temos que w ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω){
Lw = 0, em Ω

w = 0, em ∂Ω

com c(x) 6 0. Então pelo prinćıpio do máximo fraco

sup
Ω

w 6 sup
∂Ω

w+.

Como w = 0 em ∂Ω temos que supΩw 6 0. Se tomarmos agora w = −u+ v,

concluimos que

sup
Ω

(−u+ v) 6 0

o que implica

inf
Ω
w > 0.
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Portanto

0 > sup
Ω

w > w(x) > inf
Ω
w > 0.

Assim w(x) = 0, ∀x ∈ Ω, isto é, u = v em Ω

Observação 4.2 O fato do domı́nio Ω ser limitado é essencial, uma vez que feita esta

hipótese temos a garantia da existência de máximo e mı́nimo de u em Ω. Igualmente

importante é o fato do coeficiene c ser não-positivo. Vamos ilustrar esse comentário com

um exemplo

Seja Ω = {(x,y) ∈ R2; x ∈ (0,π) e y ∈ (0,π)}. Então u = sen (x)sen (y) é

solução não-trivial do problema{
∆u+ 2u = 0, em Ω

u = 0, em ∂Ω.

Dáı vejamos que se (x,y) = (π/2,π/2) ∈ Ω então u atinge o seu máximo,

contrariando o prinćıpio do máximo fraco, que diz que esse máximo deveria estar em ∂Ω.

O próximo resultado é uma ferramenta para a demonstração do prinćıpio do

máximo forte para o operadores eĺıpticos. Dizemos que a fronteira ∂Ω de um domı́nio

Ω satisfaz a condição da esfera interior em x0 se existe uma bola B ⊂ Ω com x0 ∈ ∂B.

Quando um ponto x0 ∈ ∂Ω é um ponto de máximo para uma determinada função u, vale

que

∂u

∂ν
(x0) > 0. (4.1.3)

O teorema abaixo devido a Hopf nos diz que se Lu > 0, isto é u é subsolução

então vale a desigualdade estrita em (4.1.3).

Teorema 4.2 (Lema de Hopf) Seja B uma bola aberta em Rn com x0 ∈ ∂B. Suponha

que u ∈ C2(B) ∩ C(B ∪ {x0}) e Lu > 0 em B com c(x) 6 0 em B. Assuma ainda que

u(x) < u(x0) para qualquer x ∈ B e u(x0) > 0.

Então para cada vetor ν normal exterior a ∂Ω com ν · η(x0) > 0. Deve valer
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lim
t→0+

inf
1

t
[u(x0) − u(x0 − tv)] > 0.

Prova: Assumimos que B = Br(0). Vamos assumir também que que u ∈ C(B) e u(x) <

u(x0) para qualquer x ∈ B \ {x0}, pois veja que se esse não for o caso é suficiente tomar

uma bola B ′ ⊂ B que é internamente tangente à B no ponto x0, dáı restringimos a função

u a essa nova bola. Considere v(x) = u(x) + εh(x) para alguma função não-negativa h.

Agora iremos escolher ε apropriadamente tal que v atinge um máximo não-

negativo somente em x0. Denote por Σ = B∩Br/2(x0), defina agora h(x) = e−α|x|
2
−e−αr

2

com α a ser definido. Por construção h > 0, mostremos agora que Lh > 0 em Σ, temos

Lh = e−α|x|
2
{

4α2aij(x)xixj − 2αaii(x) − 2αbi(x)xi + c(x)
}
− ce−αr

2

> e−α|x|
2
{

4α2aijxixj − 2α[aii(x) + bi(x)xi] + c(x)
}

>︸︷︷︸
elipticidade

e−α|x|
2
{

4α2λ|x|2 − 2α[aii(x) + bi(x)xi] + c(x)
}

.

Agora note que se x ∈ Σ

|x0| 6 |x− x0|+ |x| 6 r/2 + |x|

mas x0 ∈ ∂Br(0), então

|x| > r/2.

Feito isso, vale que

Lh > e−α|x|
2
{

4α2λ
r2

4
− 2α[aii(x) + bi(x)xi] + c(x)

}
.

Então para α > 0 suficientemente grande, conclúımos que Lh > 0 em Σ. Com

isso, temos que Lv = Lu + εLh > 0 em Σ para qualquer ε > 0. Assim, o lema (4.1)

é testemunha que, v não pode atingir máximo não-negativo no interior de Σ. Provemos

agora que para algum ε > 0 pequeno v atinge o seu máximo não negativo em x0. Considere

v em ∂Σ

i) Para x ∈ ∂Σ ∩ B, temos que u(x) < u(x0), então u(x0) − u(x) > 0, logo existe
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algum δ > 0 tal que δ > u(x0) − u(x) assim u(x) < u(x0) − δ .Tome ε > 0

pequeno tal que εh < δ em ∂Σ ∪ B. Assim para este ε escolhido temos que v(x) <

−δ+ εh(x) + u(x0) < u(x0) portanto, v(x) < u(x0) desde que x ∈ ∂Σ ∩ B.

ii) Em Σ∪∂B, h(x) = 0 e u(x) < u(x0) para x 6= x0. Logo, v(x) < u(x0) em Σ∪∂B\{x0}

e v(x0) = u(x0).

Assim, concluimos que

v(x0) − v(x0 − tν)

t
> 0 para qualquer t > 0 pequeno.

Tomando t→ 0

lim inf
t→0

1

t
[u(x0) − u(x0 − tν)] > −ε

∂h

∂ν
(x0)

mas pela definição de h, segue que

∂h

∂ν
(x0) < 0.

Teorema 4.3 (Prinćıpio do Máximo Forte ou Prinćıpio do Máximo Hopf) Seja u ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfazendo Lu > 0 com c(x) 6 0 em Ω. Então o máximo não-negativo

de u em Ω pode ser assumido somente em ∂Ω a menos que u seja constante.

Prova: Seja M o máximo não-negativo de u em Ω. Seja Σ = {x ∈ Ω;u(x) =M}. Vamos

mostrar que Σ = Ω. Se Σ ( Ω, então como Σ é fechado relativamente a Ω podemos

encontrar uma bola B ⊂ Ω \ Σ com um ponto na sua fronteira pertencendo a Σ, é claro

que B existe pois basta escolher um ponto p ∈ Ω \ Σ tal que dist(p,Σ) < dist(p,∂Ω) e

criar uma bola com centro em p e depois estender essa bola que cortará Σ antes de ∂Ω.

Suponha que x0 ∈ ∂B ∩ Σ, obviamente temos que Lu > 0 em B, pois B ⊂ Ω e

u(x) < u(x0) para qualquer x ∈ B, pois x0 ∈ Σ então u(x0) = M > 0. O teorema (4.2)

implica que

∂u

∂ν
(x0) > 0

onde ν é o vetor normal exterior a bola B na direção de x0 agora lembre que

x0 é ponto de máximo interior em Ω, assim Du(x0) = 0, o que é uma contradição pois
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0 <
∂u

∂η
(x0) = Du(x0) · η(x0) = 0.

Observação 4.3 Lembre que na prova do teorema anterior pedimos uma bola B ⊂ Ω \Σ

com um ponto de fronteira pertencendo Σ. Vamos discutir melhor a existência dessa bola.

Suponha que Bρ(p) seja esta bola então ela deve satisfazer:

(a)Bρ(p) ⊂ Ω \ Σ;

(b)|Bρ(p) ∩ Σ| = 1.

Por hipótese u é cont́ınua em Ω\Σ é aberto logo existe uma bola aberta contida

neste conjunto. Tome como x1 o centro desta bola e seja x2 ∈ Σ, existe um arco em Ω

ligando x1 e x2, já que Ω por ser aberto e conexo é conexo por caminhos. Agora denote

por x3 o primeiro ponto desse arco em Σ.

Seja S = dist(x3,∂Ω). Tome agora x4 no arco entre x1 e x3 com |x4−x3| < s/2.

Seja agora Br1(x4) a maior bola ao redor de x4 contida em Ω \ B, veja que 0 < r1 < s/2.

Tome agora x5 ∈ ∂Br1(x4)∩Σ. Finalmente, fazendo p = (1/2)x4 +(1/2)x5 e r = (1/2)r1.

Uma vez que Bρ(p) ⊂ Br1(x4) ∩ {x5} segue que Bρ(p) ∩ Σ possui apenas um ponto.

Corolário 4.2 (Prinćıpio da Comparação) Suponha que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaça

Lu > 0 e c(x) 6 0 em Ω. Se u 6 0 em ∂Ω, então u 6 0 em Ω.

Prova: Pelo prinćıpio do máximo forte

max
Ω
u = max

∂Ω
u

pela hipótese, temos que u 6 0 em ∂Ω, assim

max
∂Ω

u 6 0.

Portanto

max
Ω
u 6 max

∂Ω
u 6 0

de onde se conclui que

u 6 0 em Ω.
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Corolário 4.3 Suponha Ω possua a propriedade da esfera interior e que u ∈ C2(Ω) ∩
C(Ω) satisfaça Lu > 0 em Ω com c(x) 6 0. Assuma que u atinge o seu máximo não-

negativo em x0 ∈ Ω. Então x0 ∈ ∂Ω e para qualquer vetor exterior a ∂Ω em x0 vale

∂u

∂ν
(x0) > 0

a menos que u seja constante.

Prova: Se u atinge seu máximo não-negativo em x0 ∈ Ω, pelo prinćıpio do máximo

forte, x0 ∈ ∂Ω, mas ∂Ω possui a propriedade da esfera interior, portanto existe uma bola

B ⊂ Ω tal que x0 ∈ ∂B, dáı u(x) < u(x0) ∀x ∈ B e u(x0) > 0, então segue pelo lema de

Hopf que ∂u/∂ν(x0) > 0, a menos que u seja constante.

Corolário 4.4 (Unicidade do Problema de Neumann) Suponha que Ω é limitado em Rn

que satisfaz a propriedade da esfera interior. Considere o seguinte problema de valor de

fronteira {
Lu = f, em Ω

∂u
∂ν

+ α(x)u = ϕ, em ∂Ω
(4.1.4)

para alguma função f ∈ C(Ω) e ϕ ∈ C(∂Ω). Assuma ainda que c(x) 6 0 em Ω e α(x) > 0

em ∂Ω. Então o problema (4.1.4) possui uma única solução u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) se c 6≡ 0

ou α 6≡ 0. Se c ≡ 0 e α ≡ 0, o problema (4.1.4) tem única solução u ∈ C2(Ω) ∩C1(Ω) a

menos de constantes aditivas.

Prova: Seja u = v − w, onde v,w ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) são soluções de (4.1.4), então u é

uma solução da seguinte equação homogênea{
Lu = 0, em Ω

∂u
∂ν

+ α(x)u = 0, em ∂Ω.
(4.1.5)

Vamos dividir a prova desse corolário em dois casos:

Caso (1) - c 6≡ 0 e α 6≡ 0.

Vamos mostrar que u ≡ 0. Suponha que u possua um máximo positivo em

x0 ∈ Ω. Se u ≡ C > 0 , onde C é uma constante temos 0 = Lu = c(x)u(x) em Ω, mas

c(x) 6 0 assim 0 = c(x)u(x) 6 0, como u ≡ C > 0 então c ≡ 0 em Ω contrariando

a hipótese. Agora em ∂Ω, temos 0 6 α(x)u(x) = 0, mas u > 0 então α ≡ 0 em Ω
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contradição.

Caso contrário x0 ∈ ∂Ω e pelo corolário (4.3) (∂u/∂ν)(x0) > 0, o que contrária

o fato que (∂u)/∂ν)(x0) = 0 pois u ≡ C. Assim u ≡ 0.

Caso (2) - c ≡ 0 e α ≡ 0.

Vamos mostrar que u ≡ c onde c é uma constante.{
aij(x)Diju+ bi(x)Diu(x) = 0, em Ω

∂u
∂ν

= 0, em ∂Ω.
(4.1.6)

Suponha que u é uma solução não-constante de (4.1.6). Então pelo prinćıpio

do máximo forte o seu máximo em Ω é atingido apenas em ∂Ω, novamente pelo corolário

(4.3) (∂u/∂ν)(x0) > 0 o que é uma contradição. Logo u ≡ c.

Proposição 4.1 (Prinćıpio da Comparação sem restrição sobre c) Suponha que u ∈
C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz Lu > 0. Se u 6 0 em Ω, então ou u < 0 em Ω ou u ≡ 0 em Ω.

Prova: Mostremos que não pode ocorrer ao mesmo tempo u ≡ 0 e u > 0 em Ω. Suponha

que u(x0) = 0 para algum x0 ∈ Ω, mostremos que u(x) = 0 para todo x ∈ Ω. Para isso,

escreva c(x) = c+(x) − c−(x). Por hipótese

Lu = aijDiju+ biDiu+ c+u− c−u 6 0 em Ω.

Assim u satisfaz

aijDiju+ biDiu− c−u > −c+u > 0

pois −c+ 6 0 em Ω e por hipótese u 6 0 em Ω. Como −c− 6 0, podemos

aplicar o prinćıpio do máximo forte que garante que u ≡ c, onde c é uma constante, mas

como vimos u(x0) = 0 para algum x0 ∈ Ω, logo u ≡ 0.

Teorema 4.4 (Prinćıpio do Máximo Geral para operadores sem restrição no coeficiente

c) Suponha que exista w ∈ C2(Ω)∩C(Ω) satisfazendo w > 0 em Ω e Lw 6 0 em Ω. Se

u ∈ C2(Ω)∩C(Ω) satisfaz Lu > 0 em Ω, então u
w

não pode assumir em Ω o seu máximo

não-negativo a menos que u
w
≡ constante. Se, além disso u

w
assumir seu máximo não-

negativo em x0 ∈ ∂Ω e u
w
6≡ C, então para qualquer vetor exterior ν em x0 no bordo de

Ω vale
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∂

∂ν

(u
w

)
(x0) > 0

se ∂Ω possui a condição da esfera interior em x0.

Prova: Seja u = u
w

, então vw = u, um cálculo direto nos mostra que

Lu =
(
waijDijv+ aijDivDjw+ aijDiwDjv+ vaijDijw

)
+

(
wbiDiv+ vbiDiw

)
+ c(vw).

Assim Lu = wLv + vLw − c(vw) + 2aijDivDjw, pois a matriz A = (aij) é

simétrica vale então que aijDjvDiw = aijDivDjw, mas por hipótese Lu
w

> 0, dáı

0 6
Lu

w
=

1

w

(
wLv+ vLw− c(vw) + 2aijDivDjw

)

0 6
Lu

w
= Lv+

v

w
Lw− cv+

2

w
aijDivDjw

0 6 aijDijv+
(
bi +

2

w
aijDjv

)
Div+

(Lw
w

)
v.

Portanto se J = aijDijv +
(
bi +

2
w
aijDjw

)
Div +

(
Lw
w

)
v, então v satisfaz

Jv > 0, além disso Lw/w 6 0. Aplicando o lema de Hopf e o prinćıpio do máximo forte

a J e v, segue o resultado desejado.

4.2 Estimativas A Priori

Nesta seção vamos mostrar estimativas a priori para o problema de Dirichlet e o problema

de Neumann. Suponha que Ω ∈ Rn seja um domı́nio limitado. Considere o operador L

em Ω

Lu ≡ aij(x)Diju+ bi(x)Diu+ c(x)u

que satisfaz as mesmas hipóteses de (4.1.1). Denotamos por Λ a norma do supremo das

73



4.2 Estimativas A Priori 4 PRINCÍPIOS DO MÁXIMO

funções aij e bi, isto é, Λ = 2 max
Ω

{|aij|, |bi|} que satisfaz

max
Ω

|aij|+ max
Ω

|bi| 6 Λ.

Proposição 4.2 Suponha que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz{
Lu = f, em Ω

u = ϕ, em ∂Ω

para alguma função f ∈ C(Ω) e ϕ ∈ C(∂Ω). Se c(x) 6 0, então

|u(x)| 6 max
∂Ω

|ϕ|+ Cmax
Ω

|f| para qualquer x ∈ Ω

onde C é uma constante positiva que depende somente de λ,Λ e diam(Ω).

Prova: Queremos construir uma função w em Ω tal que

a) L(w± u) = Lw± f 6 0 ou Lw 6 ∓f em Ω

b) w± u = w±ϕ > 0 ou w > ∓ϕ em ∂Ω

Denote por

F = max
Ω̄

|f| e φ = max
∂Ω

|ϕ|

Veja que |f| ∈ C(Ω) então o máximo de f é atingido uma vez queΩ é compacto.

Agora note que ∂Ω é compacta já que Ω é limitado, assim ϕ também atinge seu valor

máximo.

Precisamos mostrar que{
Lw 6 −F, em Ω

w > φ, em ∂Ω.
(4.2.1)

Pois se isso ocorre mostramos a) e b), pois

F = max
Ω

|f| > |f| > f

o que implica que

−F 6 −f

analogamente,

74



4.2 Estimativas A Priori 4 PRINCÍPIOS DO MÁXIMO

−F 6 f.

Da mesma forma, conclúımos que φ > ϕ e φ > −ϕ. Em resumo −F 6 ∓f em

Ω e φ > ±ϕ em ∂Ω. Dáı {
Lw 6 −F 6 ∓f, em Ω

w > φ > ∓ϕ, em ∂Ω

o que mostra os itens a) e b). Agora vamos a prova de (4.2.1).

Suponha que o domı́nio Ω ⊂ {0 < x1 < d}, que não há perda de generalidade

em supor isso, pois assim constrúımos uma bola de raio d onde Ω estará contido, o que é

válido pois, por hipótese, Ω é limitado. Seja w = φ+(eαd−eαx1)F com α a ser escolhido

a posteriori. Calculando o operador L para a função w temos que

−Lw = (a11α
2 + b1α)Fe

αx1 − cφ− c(eαd − eαx1)F

> (a11α
2 + b1α)Fe

αx1 . (4.2.2)

Veja que (4.2.2) é válida, pois eαd > eαx1 já que Ω ⊂ {0 < x1 < d}, mas por

hipótese c(x) 6 0 então −c(x) > 0, portanto −cF(eαd − eαx1) > 0 e −cφ > 0. Usando a

elipticidade

−Lw > (a11α
2 + b1α)Fe

αx1

> (λα2 + b1α)F

> F.

Desde que α seja suficientemente grande tal que α2λ + b1(x)α > 1 para

qualquer x ∈ Ω. Portanto vale em Ω vale Lw + F 6 0, mas F > |f| > f = Lu ou

F > |f| > −f = −Lu. Então L(u+w) = Lu+Lw 6 0 em Ω o que implica L(−u−w) > 0

em Ω, mas pode ainda ocorrer que L(w − u) = Lw − Lu 6 Lw + F 6 0 em Ω o que

implica em L(−w+ u) > 0 em Ω.

Já em ∂Ω temos que φ 6 w procendendo como anteriormente temos que

u−w 6 0 em ∂Ω e −u−w 6 0 em ∂Ω. Em resumo,{
L(−u−w) 6 0, em Ω

−u−w 6 0, em ∂Ω
(4.2.3)
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{
L(u−w) 6 0, em Ω

u−w 6 0, em ∂Ω.
(4.2.4)

Aplicando o prinćıpio da comparação em (4.2.3) obtemos que w > −u em

Ω, aplicando agora o prinćıpio da comparação a (4.2.4) temos que w > u, e portanto

w > |u|, dáı

sup
Ω

|u| 6 sup
Ω

(φ+ (eαd − eαx1)F)

= φ+ sup
Ω

(eαd − eαx1)F

= φ+ (eαd − 1)F

= max
∂Ω

|ϕ|+ Cmax
Ω

|F|.

Observe aqui que α depende de λ e Λ, uma vez que para tomar α suficiente-

mente grande tal que α2λ+b1(x)α > 1, temos de saber o valor da constante de elipticidade

λ. Agora note que a depêndencia de Λ vem do fato que o valor de α vai depender de b1

logo depende do valor de Λ. Além do mais o número d vai depender de diam(Ω), uma

vez que Ω ⊂ {x ∈ Ω; 0 < x1 < d} então d > diam(Ω). Conclui-se dessas observações que

a constante C depende de λ,Λ e diam(Ω).

Proposição 4.3 Suponha que u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) satisfaça{
Lu = f, em Ω

∂u
∂ν

+ α(x)u = ϕ, em ∂Ω
(4.2.5)

se c(x) 6 0 em Ω e α(x) > α0 > 0 em Ω, vale que

|u(x)| 6 C{max
∂Ω

|ϕ|+ max
Ω

|f|} para qualquer x ∈ Ω

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de λ, Λ, α0 e diam(Ω).

Prova: Inicialmente tratamos do caso especial c(x) 6 −c0 < 0, pois o caso geral seguirá

deste. Sejam F e φ como na proposição anterior. Devemos mostrar que

|u(x)| 6
1

c0

F+
1

α0

φ para qualquer x ∈ Ω.
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.

Inicialmente defina v = 1
c0
F+ 1

α0
φ± u. Então temos

Lv = c(x)
( 1

c0

F+
1

α0

φ
)
± Lu

=︸︷︷︸
(4.2.5)

c(x)
( 1

c0

F+
1

α0

φ
)
± f

6︸︷︷︸
c(x)6−c0

−c0

( 1

c0

F+
1

α0

φ
)
± f

= −F−
c0

α0

φ± f

6 −F± f 6 0 em Ω

e

∂v

∂ν
+ αv =

∂

∂ν

( 1

c0

F+
1

α0

φ± u
)
+ α

( 1

c0

F+
1

α0

φ± u
)

=︸︷︷︸
F,φ ctes

±∂u
∂ν
± uα+ α

( 1

c0

F+
1

α0

φ
)

=︸︷︷︸
(4.2.5)

±ϕ+ α
( 1

c0

F+
1

α0

φ
)

= ±ϕ+
α

c0

F+
α

α0

φ

>︸︷︷︸
α(x)>α0

±ϕ+
α

c0

F+ φ

> ±ϕ+ φ > 0 em ∂Ω.

Se v possui um mı́nimo negativo em Ω, então pelo lema de Hopf v atinge este

mı́nimo em ∂Ω, digamos em x0 ∈ Ω. Assim pelo corolário (4.3) aplicado a −v, temos
∂v
∂ν

(x0) 6 0 para ν = ν(x0), o vetor normal exterior ao bordo de Ω em x0, feito isso

concluimos que

(∂v
∂ν

+ αv
)
(x0) 6 αv(x0) < 0

o que contraria o fato de
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(∂v
∂ν

+ αv
)
(x0) > 0 em ∂Ω.

Portanto v > 0 em Ω, e da definição de v segue que

|u(x)| 6
1

c0

F+
1

α0

φ para qualquer x ∈ Ω.

Para o caso geral, isto é, c(x) 6 0 para qualquer x ∈ Ω. Considere a função au-

xiliar u(x) = z(x)w(x) onde z é uma função positiva emΩ a ser determinada. Começamos

calculando Lw

Lu = zaijDijw+ (aijDjz)Diw+ (aijDjz)Diw+ zbiDiw+wbiDiz+ c(zw) +waijDijz.

Como z é uma função positiva em Ω

Lu

z
= aijDijw+

(1

z
(aij + aji)Djz

)
Diw+ biDiw+

w

z
biDiz+ cw+w

(waijDijz
z

)

Lu

z
= aijDijw+

(1

z
(aij + aji)Djz+ bi

)
︸ ︷︷ ︸

=Bi

Diw+
(
c+

aijDijz+ biDiz

z

)
w

Lw =
Lu

z
= aijDijw+ BiDiw+

(
c+

aijDijz+ biDiz

z

)
w. (4.2.6)

Calculando ∂w
∂ν

+ α(x)w obtemos

∂w

∂ν
+
(
α+

1

z

∂z

∂ν

)
w =

1

z

(∂u
∂ν

+ αu
)

. (4.2.7)

De (4.2.6) e (4.2.7) temos que

 aijDijw+ BiDiw+
(
c+

aijDijz+biDiz

z

)
w = f

z
, em Ω

∂w
∂ν

+
(
α(x) + 1

z
∂z
∂ν

)
w = ϕ

z
, em ∂Ω.

(4.2.8)

Agora precisamos de uma função z > 0 em Ω tal que seja válido
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{
c+

aijDijz+biDiz

z
6 −c0, em Ω

α(x) + 1
z
∂z
∂ν

> α0

2
, em ∂Ω

(4.2.9)

ou {
aijDijz+biDiz

z
6 −c0 < 0, em Ω

| 1
z
∂z
∂ν

| 6 α0

2
, em ∂Ω.

(4.2.10)

Assim como na prova da proposição (4.2) vamos supor que Ω ⊂ {0 < x1 < d}.

Escolha z = A + eβd − eβx1 para x ∈ Ω e para alguma constante positiva A e β a ser

determinada. Feito isso, veja que

Lz = aijDijz+ biDiz = −β2a11e
βx1 − b1βe

βx1

−Lz

z
= −

1

z
(aijDijz+ biDiz) =

(β2a11 + βb1)

z
eβx1

>
(β2a11 + βb1)

z

>
β2a11 + b1β

A+ eβd
.

Agora se escolhermos β de modo a obter β2a11 + b1β > 1 obtemos

−
1

z
(aijDijz+ biDiz) >

1

A+ eβd
> 0

por outro lado

∣∣∣1
z

∂z

∂ν

∣∣∣ 6 β

A
eβd 6

α0

2

se A é escolhido grande.

Isso agora reduz ao caso especial já discutido. O novo termo extra de primeira

ordem não altera o resultado. Podemos aplicar o caso especial a w. E assim,

|w(x)| =
|u(x)|

|z(x)|
6

1

c0

max
Ω

∣∣∣f
z

∣∣∣+ 2

α0

max
∂Ω

∣∣∣ϕ
z

∣∣∣ (4.2.11)

mas z é positiva em Ω e (4.2.11) é válida para todo x ∈ Ω ⊂ Ω, então a desigualdade
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(4.2.11) acima vale para todo x ∈ Ω e assim

|u(x)|

|z(x)|
6

1

c0

max
Ω

|f|max
Ω

1

|z|
+

2

α0

max
∂Ω

|ϕ|max
∂Ω

|
1

|z|

|u(x)| 6
1

c0

max
Ω

|f|+
2

α0

max
∂Ω

|ϕ|.

4.3 Estimativas Gradiente

Suponha que Ω ⊂ Rn seja um domı́nio limitado. Considere a equação

aijDiju+ biDiu = f(x,u) em Ω (4.3.1)

para f ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) e f ∈ C(Ω × R). Aqui aij,bi e c são funções cont́ınuas e assim

limitadas em Ω e ainda vamos supor que a equação (4.3.1) é uniformemente eĺıptica isto

é

aij(x)ξiξj > λ|ξ|
2 para qualuqer x ∈ Ω e qualquer ξ ∈ Rn

para alguma constante positiva λ.

Proposição 4.4 Suponha que u ∈ C3(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz

aijDiju+ biDiu = f(x,u) em Ω (4.3.2)

para aij,bi ∈ C1(Ω) e f ∈ C1(Ω× R). Então vale

sup
Ω

|Du| 6 sup
∂Ω

|Du|+ C

onde C é uma constante positiva que depende somente de λ,diam(Ω), |aij,b1|C1(Ω̄),M =

|u|L∞(Ω) e |f|C1(Ω×[−M,M])

Prova: Seja L = aijDij + biDi. Note que

Di(|Du|
2) = 2DkuDkiu

e
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Dij(|Du|
2) = 2(DkjuDkiu+DkuDkiju).

O próximo passo é diferenciar (4.3.2) com relação a xk e multiplicar por Dku

e depois somar o resultado em k

Dk(aijDiju+ biDiu) = Dkf(x,u)

(DkaijDiju+ aijDkiju) + (DkbiDiu+ biDkiu) = Dkf

(DkuDkaijDiju+aijDkuDkiju)+(DkbiDiuDku+biDkiuDku) = DkfDku+Dzf|Du|
2.

Usando os valores das derivadas de Di(|Du|
2) e Dij(|Du|

2)

aijDij(|Du|
2) + biDi(|Du|

2) = 2aijDkjuDkiu− 2DkuDkaijDiju

− 2DkbiDiuDku+ 2DkfDku+Dzf|Du|
2.

Pela hipótese de elipticidade , temos

aijDkiuDkju > λ|D2u|2

assim

L(|Du|2) > 2λ|D2u|2 − 2DkuDkaijDiju

− 2DkbiDiuDku+ 2DkfDku+Dzf|Du|
2.

Pela desigualdade de Cauchy

L(|Du|2) > λ|D2u|2 − C|Du|2 − C

onde C é uma constante positiva que depende de

λ, |aij,bi|C1(Ω̄), e |f|C1(Ω̄×[−M,M]).

Vamos agora somar o termo L(u2). Temos pela condição de elipticidade
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L(u2) = 2aijDiuDju+ 2u(aijDiju+ biDiu)

> 2λ|Du|2 + 2uf.

Assim

L(|Du|2 + αu2) > λ|D2u|2 + (2λα− C)|Du|2 − C > λ|D2u|2 + |Du|2 − C

se escolhermos α > 0 grande, com C dependendo também de de M. Afim de controlar o

termo constante podemos considerar outra função eβx1 para β > 0. Portanto, temos

L(|Du|2 + αu2 + eβx1) > λ|Du|2 + |Du|2 + {β2a11e
βx1 + βb1e

βx1 − C}.

Se tomarmos Ω ⊂ {x1 > 0}, então eβx1 > 1 para qualquer x ∈ Ω. Escolhendo

β grande, podemos tornar o último termo positivo. Assim, se tomarmos w = |Du|2 +

α|u|2 + eβx1 para α e β grandes, dependendo apenas de λ,diam(Ω), |aij,bi|C1(Ω̄),M =

|u|L∞(Ω) e |f|C1(Ω̄×[−M,M]) então obtemos

Lw > 0 em Ω.

Pelo prinćıpio do máximo

sup
Ω

|Du|2 6 sup
∂Ω

|Du|2 + α sup
∂Ω

|u|2 + sup
∂Ω

eβx1

6 sup
∂Ω

|Du|2 + C

de onde segue o resultado.

Proposição 4.5 Suponha que u ∈ C3(Ω) satisfaça

aij(x)Diju+ bi(x)Diu = f(x,u) em Ω

para aij,bi ∈ C1(Ω), e f ∈ C(Ω × R). Então vale para qualquer subconjunto compacto

Ω∗ ⊂⊂ Ω
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sup
Ω

|Du| 6 C

onde C é uma constante positiva que depende apenas de λ,diam(Ω), |aij,b1|C1(Ω̄),M =

|u|L∞(Ω) e |f|C1(Ω×[−M,M]).

Prova: Precisamos tomar uma função cut-off γ ∈ C∞0 (Ω) com γ > 0 e considerar uma

função auxiliar da forma

w = γ|Du|2 + α|u|2 + eβx1 .

Seja v = γ|Du|2. Calculando o operador L para v, temos

Lv = (Lγ)|Du|2 + γL(|Du|2) + 2aijDiγDj|Du|
2 (4.3.3)

da proposição (4.4) temos

L(|Du|2) > λ|D2u|2 − C|Du|2 − C

assim (4.3.3) fica

Lv > λγ|Du|2 − Cγ|Du|2 − Cγ+ 2aijDiγDkuDkju+ (Lγ)|Du|2 − C.

A desigualdade de Cauchy com ε∗ implica então que para qualquer ε∗ > 0

|2aijDkuDiγDkju| = |DiγDjku||2aijDku|

6 ε∗|Diγ|
2|Djku|

2 +
1

4ε∗
4|aij|

2|Dku|
2

6 ε∗|D2u|2|Dγ|2 + c(ε∗)|Du|2

dáı exigimos para a função cut-off γ

|Dγ|2 6 Cγ em Ω. (4.3.4)

Então para ε∗ pequeno
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Lv > λγ|D2u|2 − 2ε∗|Dγ|2|D2u|2 − 2c(ε∗)|Du|2 − C|Du|2 + (Lγ)|Du|2 − C

= λγ|D2u|2
(

1 −
2ε∗

λγ
|Dγ|2

)
− (2c(ε∗) + C− (Lγ))|Du|2 − C

tomando ε
2λ

no lugar de ε∗

Lv > λγ|D2u|2
(

1 −
ε

λ
|Dγ|2

)
− C|Du|2 − C.

De (4.3.4) segue que

Lv > λγ|D2u|2
1

2
− C|Du|2 − C.

Argumentando como na proposição anterior segue o resultado. Para isso, basta

considerar outra função eβx1 para β > 0, e tomar Ω ⊂ {x1 > 0}, depois escolhermos β

suficientemente grande para o tonar o último termo da soma positivo e aplicar o prinćıpio

do máximo.

4.4 Prinćıpio do Máximo de Alexandroff

Suponha que Ω ⊂ Rn é um domı́nio limitado e considere o operado eĺıptico L em Ω

L ≡ aijDij + biDi + c

onde os coeficientes aij,bi e c são pelo menos cont́ınuos em Ω. A elipticidade do operador

L quer dizer que a matriz dos coeficientes A = (aij) é positiva definida em todo Ω, isto

é, ξTAξ > 0 para todo ξ ∈ Ω. Tomamos como D = det(A) e D∗ = D1/n, isto é, D∗ é a

média geométrica dos autovalores da matriz A. Através desta seção vamos assumir que

0 < λ 6 D∗ 6 Λ

onde λ e Λ são duas constantes positivas, que denotam, respectivamente, o menor e o

maior autovalor da matriz A.

Definição 4.1 Para u ∈ C2(Ω) definimos o conjunto de contato superior de u como

Γ+ = {y ∈ Ω; u(x) 6 u(y) +Du(y) · x− y para qualquer x ∈ Ω}.
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Em resumo, o conjunto de contato superior para u ∈ C2(Ω) é o conjunto dos

pontos de Ω tal que o hiperplano tangente a u no ponto x está acima do gráfico de u.

Proposição 4.6 O conjunto de contato superior Γ+ de u ∈ C2(Ω) satisfaz as seguintes

propriedades:

a) A matriz Hessiana D2u = (Diju) é não-positiva em Γ+;

b) Se u ∈ C1(Ω) então px = Du(x);

c) Se Ω é limitado, então Γ+ é relativamente compacto;

d) u é côncava se, e somente se, Γ+ = Ω.

Prova: Para a prova do item a), veja que se y ∈ Γ+, pela fórmula de Taylor e a definição

de Γ+ segue que:

u(x) − u(y) −Du(y) · (x− y) = 1

2
D2u(y) · (x− y)2 + o(|x− y|2).

Pela definição de Γ+

u(x) − u(y) −Du(y) · (x− y) 6 0

dáı

1

2
D2u(y) · (x− y)2 + o(|x− y|2) 6 0.

Fazendo x− y = tw onde w é um vetor unitário temos

1

2
D2u(y) · (tw)2 + o(|tw|2) 6 0

1

2
D2u(y) ·w2 6

−o(|tw|2)

t2

tomando t→ 0 segue que Du2u(y) ·w2 6 0.

Agora para o item b) temos que a equação do hiperplano tangente ao gráfico

de u no ponto y é z = u(y) + p · (x − y), mas (p,−1) é o vetor normal ao gráfico de u,

dáı se u ∈ C1(Ω) então p = Du, pois (Du,−1) é o vetor normal ao gráfico de u.

Para a prova de c), basta notar que, como Ω é limitado, por hipótese, então

Γ+ também o é, já que Γ+ ⊂ Ω, assim toda sequência em Γ+ é limitada, logo possui

subsequência convergente para um ponto em Γ+, para ver isso, seja (yn)n∈N ∈ Γ+, que é

uma sequência limitada, como vimos existe (ynk)k∈N ∈ Γ+ tal que ynk → y0, por outro

lado
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u(x) 6 u(ynk) +Du(ynk) · x− ynk . (4.4.1)

Fazendo n→∞ em (4.4.1), segue que y0 ∈ Γ+. Assim Γ+ é sequencialmente

compacto. Por fim, a prova de d), para começar note que é óbvio que Γ+ ⊂ Ω devido a

definição de Γ+. Reciprocamente se u é côncava em Ω, D2u = (Diju) é não-positiva, dáı

Ω ⊂ Γ+, uma vez que a matriz hessiana de u em Γ+ é não-positiva sempre que y ∈ Γ+.

O próximo resultado será um lema que usaremos para a prova do prinćıpio do

máximo de Alexandroff.

Lema 4.2 Suponha que g ∈ L1
loc(Rn) é não-negativa. Então para cada u ∈ C2(Ω)∩C(Ω)

vale

ˆ

BM∗(0)

g 6
ˆ

Γ+

g(Du)|det(D2u)|

onde Γ+ é o conjunto de contato superior de u e M∗ = 1
diam(Ω)

(sup
Ω

u− sup
∂Ω

u+).

Prova: Sem perda de generalidade suponhamos que u 6 0 em ∂Ω, basta somar uma

constante suficientemente grande se necessário. Podemos assumir também queΩ+ = {x ∈
Ω;u(x) > 0} 6= ∅, caso contrário o resultado seria válido por vacuidade.

Considere para cada ε > 0 a aplicação ψε = Du − εId : Ω → Rn. Então

Dψε = D2u − εId. Como D2u é não-positiva definida em Γ+ e εId é positiva definida,

conclúımos que Dψε é negativa definida em Γ+. Pela teorema de mudança de variáveis

para integrais múltiplas temos que

ˆ

ψε(Γ+∩Ω+)

g =

ˆ

Γ+∩Ω+

g(ψε)|det(Dψε)| =

ˆ

Γ+∩Ω+

g(ψε)|det(D
2u− εId)|

ˆ

Du(Γ+∩Ω+)−εId(Ω+∩Ω+)

g =

ˆ

Γ+∩Ω+

g(Du− εId)|det(D2u− εId)|.

Se ε→ 0 o teorema da convergência dominada nos diz que

ˆ

Du(Γ+∩Ω+)

g =

ˆ

Γ+∩Ω+

g(Du)|det(D2u)|.

Portanto é suficiente provar que BM∗(0) ⊂ Du(Γ+∩Ω+) pois caso essa inclusão

seja verdade:
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ˆ

BM∗(0)

g 6
ˆ

Du(Γ+∩Ω+)

g

=

ˆ

Γ+∩Ω+

g(Du)|det(D2u)|

6
ˆ

Γ+

g(Du)|det(D2u)|.

Temos então que provar para todo a ∈ Rn tal que |a| < M∗, existe y ∈ Γ+∩Ω+

tal que a = D(y). Se a = 0 isto é óbvio (basta tomar y como sendo o ponto onde u

assume o seu máximo positivo), logo podemos pedir a 6= 0.

Seja x∗ ∈ Ω tal que u(x∗) = supΩ u = m > 0. Agora, através de uma

translação podemos supor que x∗ = 0. Dado a ∈ Rn tal que a < m/diam(Ω), considere

a função afim

L(x) = m+ ax.

Temos L(0) = m e para todo x ∈ Ω ⊂ Ω, vale |ax| = |a||x| 6 m⇒ ax > −m.

Assim L(x) = m − ax > m −m = 0. De modo que L > 0 em Ω ⊂ Ω. Agora, como u

assume o seu máximo m em 0, temos Du(0) = 0. Dáı{
(u− L)(0) = 0

D(u− L)(0) = 0.

Em particular, não podemos ter u−L 6 0 em uma vizinhança de 0, pois nesse

caso 0 seria um ponto de máximo local para u− L logo D(u− L)(0) = 0. Portanto, deve

existir x1 ∈ Ω próximo de 0 tal que (u− L)(x1) > 0. Como u 6 0 < L em ∂Ω (note que

Lu > 0 em ∂Ω pois Lu > 0 em Ω e ∂Ω ⊂ Ω) segue que u−L atinge um máximo positivo

em Ω em um ponto y ∈ Ω. Dáı D(u− L)(y) = 0 e assim conlúımos a prova do teorema

Du(y) = DL(y) = a.

Além do mais, para todo x ∈ Ω vale

(u− L)(x) 6 (u− L)(y)

u(x) −m− ax 6 u(y) −m− ay

u(x) 6 u(y) + a(x− y) = u(y) +Du(y)(x− y)

logo y ∈ Γ+ ∩Ω+.
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Para finalizar os preparativos para a prova do prinćıpio do máximo de Alexan-

droff vamos mostrar que o lema anterior pode ser escrito de uma forma alternativa.

Lema 4.3 Para qualquer matriz simétrica positiva definida A = (aij) vale

det(−D2u) 6
1

det(aij)

(−aijDiju
n

)n
em Γ+.

Prova: Se os autovalores da matriz −AD2u são λi para cada i ∈ N, tr(AD2u) = aijDiju

e a matriz AD2u é não-positiva definida em Γ+, temos

D∗{det(−Du2)}
1
n = det(−AD2u)

1
n

= (λ1λ2 . . . λn)
1
n

6
λ1 + · · ·+ λn

n

=
tr(−AD2u)

n

=
−aijuDiju

n

de onde segue o resultado.

Teorema 4.5 Suponha que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaça Lu > f em Ω com a seguintes

condições: |b|

D∗
, f
D∗
∈ Ln(Ω) e c 6 0 em Ω. Então vale

sup
Ω

u 6 sup
∂Ω

u+ + C
∣∣∣∣∣∣ f−
D∗

∣∣∣∣∣∣
Ln(Γ+)

onde Γ+ é o conjunto de contato superior de u e C é uma constante dependendo somente

de n,diam(Ω) e
∣∣∣∣∣∣ bD∗ ∣∣∣∣∣∣

Ln(Γ+)
.

Prova: Devemos escolher g apropriadamente para aplicar o lema (4.2). Tomando g ≡ 1

ωn

(supΩ−sup∂Ωu
+

diam(Ω)

)n
=

ˆ

BM∗(0)

1

6
ˆ

Γ+

1(Du)
(−aijDiju

nD∗

)n

assim
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(supΩ−sup∂Ωu
+

diam(Ω)

)n
6

1

ωn

ˆ

Γ+

(−aijDiju
nD∗

)n
.

Elevando ambos os membros da desigualdade a 1/n

sup
Ω

u− sup
∂Ω

u+ 6 diam(Ω)

{
1

ω
1
n
n

ˆ

Γ+

(−aijDiju
nD∗

)n} 1
n

portanto

sup
Ω

u 6 sup
∂Ω

u+ +
diam(Ω)

ω
1
n
n

{ ˆ

Γ+

(−aijDiju
nD∗

)n} 1
n

6 sup
∂Ω

u+ +
diam(Ω)

nω
1
n
n

{ ˆ

Γ+

(−f
D∗

)n} 1
n

.

De onde segue que

sup
Ω

u 6 sup
∂Ω

u+ +
diam(Ω)

nω
1
n
n

∣∣∣∣∣∣ f−
D∗

∣∣∣∣∣∣
Ln(Γ+)

. (4.4.2)

Para provar o caso geral, escolhemos uma função g adequada. Note que se

f ≡ 0 e c ≡ 0 então (−aijDiju)
n 6 |b|n|Du|n, pois como f ≡ 0 então Lu > 0, sendo

c ≡ 0, temos

aijDiju+ biDiu > 0

de onde conclúımos que

(biDiu)
n > (−aijDiju)

n.

Agora pela desigualdade de Cauchy segue que (−aijDiju)
n 6 |b|n|Du|n.

Assim pelo lema (4.2) e (4.3)

89
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ˆ

BM∗(0)

g 6
ˆ

Γ+

g(Du)
(−aijDiju

D∗n

)n
6

ˆ

Γ+

g(Du)
|b|n|Du|n

(D∗)nnn
.

O que nos sugere tomar g(p) = 1/|p|n, mas g não é localmente integrável na

origem. Tomamos então g(p) = 1/(|p|n+µ) e depois fazemos µ→ 0+. Pela desigualdade

de Cauchy em Ω+ = {x ∈ Ω;u(x) > 0} temos

−aijDiju 6 biDiu+ cu− f

6 |b||Du|+ f−

= (|b|,µ−1f−) · (|Du|,µ)

6︸︷︷︸
D.H

(|b|n + (µ−1f−)n)
1
n .(|Du|

n
n−1 1 + µ

n
n−1 1)

n−1
n

6︸︷︷︸
D.H

(|b|n + (µ−1f−)n)
1
n {[(|Du|

n
n−1 )n−1 + (µ

n
n−1 )n−1]

1
n−1 [1 + 1]

n−2
n−1 }

n−1
n

= (|b|n + (µ−1f−)n)
1
n {(|Du|n + µn)

1
n2

n−2
n }.

As desigualdades marcadas com D.H indica que usamos a desigualdade de

Hölder, em resumo

(−aijDiju)
n 6 (|b|n + (µ−1f−1)n){(|Du|n + µn).2n−2}.

Segue do lema (4.2) que

ˆ

BM∗(0)

g 6
ˆ

Γ+∩Ω+

g(Du)
(|b|n + (µ−1f−1)n)2n−2(|Du|n + µn)

nnD

6
2n−2

nn

ˆ

Γ+∩Ω+

(
|b|n +

(f−
µ

)n)
(|Du|n + µn)

1

D(|Du|n + µn)

=
2n−2

nn

ˆ

Γ+∩Ω+

(
|b|n +

(f−
µ

)n) 1

D
.

Por outro lado
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ˆ

BM∗(0)

g =

M∗ˆ

0

ˆ

∂Br(0)

grn−1dSdr

= ωn

M∗ˆ

0

rn−1

µn + rn
dr

=
ωn

n
log

(M∗)n + µn

µn

=
ωn

n
log
((M∗)n

µn
+ 1
)

.

Assim,

log
((M∗)n

µn
+ 1
)

6

{
2n−2

nn

ˆ

Γ+∩Ω+

( |b|n
D

+
1

D

(f−
µ

)n)} n

ωn

elevando ambos os membros ao número de Euler, temos

(M∗)n 6 µn
{

exp

[
2n−2

nn−1ωn

(∣∣∣∣∣∣ b
D∗

∣∣∣∣∣∣
Ln(Γ+∩Ω+)

+ µ−n
∣∣∣∣∣∣ f−
D∗

∣∣∣∣∣∣
Ln(Γ+∩Ω+)

)]
− 1

}
.

Usando agora a definição de M∗, temos

(sup
Ω

u− sup
∂Ω

u+

diam(Ω)

)n
6 µn.

{
exp

[
2n−2

nn−1ωn

(∣∣∣∣∣∣ b
D∗

∣∣∣∣∣∣
Ln(Γ+∩Ω+)

+ µ−n
∣∣∣∣∣∣ f−
D∗

∣∣∣∣∣∣
Ln(Γ+∩Ω+)

)]
− 1

}
.

Se f 6≡ 0, escolha µ =
∣∣∣∣∣∣ f−D∗ ∣∣∣∣∣∣

Ln(Γ+∩Ω+)
, dáı

sup
Ω

u 6 sup
∂Ω

u+ +
∣∣∣∣∣∣ f−
D∗

∣∣∣∣∣∣
Ln(Γ+∩Ω+)

diam(Ω)

{
exp

[
2n−2

nn−1ωn

(∣∣∣∣∣∣ b
D∗

∣∣∣∣∣∣
Ln(Γ+∩Ω+)

+ 1

)]
− 1

} 1
n

se f ≡ 0, temos

sup
Ω

u 6 sup
∂Ω

u+ + µ.diam(Ω)

{
exp

[
2n−2

nn−1ωn

∣∣∣∣∣∣ b
D∗

∣∣∣∣∣∣
Ln(Γ+∩Ω+)

]
− 1

} 1
n

.
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agora escolhemos qualquer µ > 0 e fazemos µ→ 0, dáı

sup
Ω

u 6 sup
∂Ω

u+.

Usaremos agora o prinćıpio do máximo de Alexandroff e o lema (4.2) para

obter estimativas a priori para soluções de equação quasi-lineares e equações totalmente

não-lineares.

Proposição 4.7 Suponha que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz

Qu ≡ aij(x,u,Du)Diju+ b(x,u,Du) = 0 em Ω

onde aij ∈ C(Ω× R× Rn) satisfaz

aij(x, z,p)ξiξj > 0 para qualquer (x, z,p) ∈ Ω× R× Rn e ξ ∈ Rn.

Suponha também que existam funções não-negativas g ∈ Lnloc(Rn) e h ∈ Ln(Ω) tais que

|b(x, z,p)|

nD∗
6
h(x)

g(p)
para qualquer (x, z,p) ∈ Ω× R× Rn

e

ˆ

Ω

hn(x) 6
ˆ

Rn

gn(p)dp = g∞.

Então vale

sup
Ω

|u| 6 sup
∂Ω

|u|+ Cdiam(Ω)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de g e h.

Prova: Suponhamos que Qu > 0 em Ω. Como D2u é não-positiva em Γ+, vale

−aijDiju > 0. Assim b(x,u,Du) > −aij(x,u,Du)Diju > 0 em Γ+, usando isso na

hipótese temos

b(x,u,Du)

nD∗
6

h(x)

g(Du)
. (4.4.3)

Aplicando o lema (4.2) para gn obtemos
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ˆ

BM∗(0)

gn 6
ˆ

Γ+∩Ω+

gn(Du)|detD2u|

6
ˆ

Γ+∩Ω+

gn(Du)
(−aijDiju

nD∗

)n
6

ˆ

Γ+∩Ω+

gn(Du)
( b

nD∗

)n
.

De (4.4.3) temos

ˆ

BM∗(0)

gn 6
ˆ

Γ+∩Ω+

gn(Du)
( b

nD∗

)n
6

ˆ

Γ+∩Ω+

gn(Du)
hn(x)

gn(Du)

=

ˆ

Γ+∩Ω+

hn(x)

6
ˆ

Ω

hn 6
ˆ

Rn

gn.

Assim, existe uma constante positiva que depende apenas de g e h tal que

M∗ 6 C. Portanto

sup
∂Ω

u− sup
∂Ω

u+ 6 Cdiam(Ω).

Como corolário direto da proposição anterior discutiremos as equações de

Monge-Ampère

Corolário 4.5 Suponha que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaça

det(D2u) = f(x,u,Du) em Ω

para algum f ∈ C(Ω×R×Rn). Suponha que exista funções não-negativas g ∈ L1
loc(Rn)

e h ∈ L1(Ω) tais que
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|f(x, z,p)| 6
h(x)

g(p)
para qualquer (x, z,p) ∈ Ω× R× Rn

e

ˆ

Ω

h(x) 6
ˆ

Rn

g(p)dp = g∞.

Então vale

sup
Ω

|u| 6 sup
∂Ω

|u|+ Cdiam(Ω)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de g e h.

Prova: Usando o lema (4.2) a g e h como acima, temos

ˆ

BM∗(0)

g(p)dp 6
ˆ

Γ+

g(Du)|det(D2u)|

=

ˆ

Γ+

g(Du)|f(x,u,Du)|

6
ˆ

Γ+

g(Du)
h(x)

g(Du)

6
ˆ

Ω

h(x) 6
ˆ

Rn

h(x).

O que implica o resultado.

Corolário 4.6 Suponhamos que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaz

det(D2u) = f(x) em Ω

para alguma função f ∈ C(Ω). Então

sup
Ω

|u| 6 sup
∂Ω

+
diam(Ω)

ω
1
n
n

||f||Ln(Ω).

Prova: Tomamos g = 1 e h = f e usamos o resultado anterior.

Finalizamos essa seção provando o prinćıpio do máximo para domı́nios de
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volume pequeno.

Teorema 4.6 Suponha que u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) satisfaça Lu > 0 em Ω com u 6 0 em

∂Ω. Então existe uma constante positiva δ que depende de n, λ,Λ,diam(Ω) tal que se

m(Ω) < δ então u 6 0.

Prova: Seja L = aijDiju+ biDi + c então L− c+ = aijDij + biDi − c
−. Dáı

Lu− c+u = aijDiju+ biDiu− c−u

por hipótese Lu > 0 assim

aijDiju+ biDiu− c−u > −c+u.

Como sup
∂Ω

u+ = 0, segue pelo prinćıpio do máximo de Alexandroff

sup
Ω

u 6 sup
∂Ω

u+ + C

{ ˆ

Γ+

(c+u
D∗

)n} 1
n

sup
Ω

u 6︸︷︷︸
D∗>λ

C

{ ˆ

Γ+

(c+u
λ

)n} 1
n

6
C

λ
||u+c+||Ln(Ω).

Agora pela desigualdade de Hölder

sup
Ω

u 6
C

λ
||c+||L∞(Ω).m(Ω)

1
n sup
Ω

u+

mas m(Ω) 6 δ, dáı

sup
Ω

u 6
C

λ
||c+||L∞(Ω).δ

1
n sup
Ω

u+.

Se tomarmos δ =
(
C
λ
||c+||L∞(Ω)

)−n
, então supΩ < supΩ u

+. Se u > 0 em

algum ponto então u+ = u neste ponto e dáı supΩ u = supΩ u
+, absurdo. Logo u 6 0,

usando o prinćıpio da comparação conclúımos o resultado.
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5 SOLUÇÕES FRACAS

O objetivo deste caṕıtulo é o estudar resultados sobre a regularidade de soluções

fracas para equações eĺıpticas na seguinte forma

−Dj(aij(x)Diu) + c(x)u = f(x). (5.0.1)

Assumimos que Ω ⊂ Rn é um domı́nio. Afim de definir o conceito de solução

fraca, inicialmente vamos multiplicar a equação (5.0.1) por uma função teste ϕ ∈ C∞0 (Ω)

e integrar o resultado no domı́nio Ω

ˆ

Ω

−Dj(aijDiu)ϕ+ cuϕ =

ˆ

Ω

fϕ (5.0.2)

usando a técnica da integração por partes em (5.0.2) no lado esquerdo, temos que

ˆ

Ω

(aijDiuDjϕ+ cuϕ) =

ˆ

Ω

fϕ. (5.0.3)

Em geral podemos tomar ϕ ∈ H1
0(Ω), uma vez que o espaço C∞0 (Ω) é denso

em H1(Ω). Feito isso, estamos prontos para a definição de solução fraca.

Definição 5.1 Seja Ω ⊂ Rn um domı́nio, dizemos que u ∈ H1(Ω) é uma solução fraca

se satisfaz

ˆ

Ω

(aijDiuDjϕ+ cuϕ) =

ˆ

Ω

fϕ para qualquer ϕ ∈ H1
0(Ω)

onde assumimos

a) o coeficiente ĺıder aij ∈ L∞(Ω) é uniformemente eĺıptico, isto é, para alguma cons-

tante positiva λ deve valer

aij(x)ξiξj > λ|ξ|
2 para qualquer x ∈ Ω e ξ ∈ Rn.

b) o coeficiente c ∈ Ln2 (Ω) e o termo não-homogêneo f ∈ L 2n
n+2 (Ω).

Observação 5.1 Veja que b) é o mı́nimo que pode ser pedido a c e f tal que (5.0.2) faça

sentido pois pelo teorema do mergulho de Sobolev

96



5.1 Limitação Local 5 SOLUÇÕES FRACAS

∣∣∣∣∣
ˆ

Ω

cuϕ

∣∣∣∣∣ 6
ˆ

Ω

|cuϕ|

6 ||c||
L
n
2 (Ω)

||uϕ||
L

n
n−2 (Ω)

6 ||c||
L
n
2 (Ω)

||ϕ||L2∗(Ω)||u||L2∗(Ω)

Assim afim de que o módulo de
´
Ω

cuϕ seja finito, devemos ter que c ∈ Ln2 (Ω)

já que u,ϕ ∈ L2∗(Ω). Analogamente veja que

∣∣∣∣∣
ˆ

Ω

fϕ

∣∣∣∣∣ 6 ||f||
L

2n
n+2 (Ω)

||ϕ||L2∗(Ω)

dáı para que o módulo da integral
´
Ω

fϕ seja finita precisamos que f ∈ L 2n
n+2 (Ω), já que

ϕ ∈ L2∗(Ω).

Nas próximas seções iremos discutir a teoria de De Giorgi-Nash-Moser para

equações lineares eĺıpticas.

5.1 Limitação Local

Teorema 5.1 Suponha que aij ∈ L∞(B1) e c ∈ Lq(B1) para algum q > n
2

satisfazendo

as seguintes hipóteses

aij(x)ξiξj > λ|ξ|
2 para qualquer x ∈ B1 e x ∈ Rn

e |aij|L∞(B1) + ||c||Lq 6 Λ para quaisquer constantes positivas λ e Λ. Suponha que u ∈
H1(B1) é uma subsolução no seguinte sentido

ˆ

B1

(aijDiuDjϕ+cuϕ) 6
ˆ

B1

fϕ para qualquer ϕ ∈ H1
0(Ω) e ϕ > 0 em B1. (5.1.1)

Se f ∈ Lq(B1), então u+ ∈ L∞loc(B1). Além disso, deve valer para qualquer θ ∈ (0, 1) e

qualquer p > 0 a estimativa

sup
Bθ

u+ 6 C
{ 1

(1 − θ)
n
p

||u+||Lp(B1) + ||f||Lq(B1)

}
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onde C = C(n, λ,Λ,p,q) é uma constante positiva.

Prova: Vamos provar incialmente para o caso p = 2 e θ = 1
2
. Para algum k > 0 e m > 0,

escolha ū = u+ + k e

ūm =

{
ū, se u < m

k+m, se u > m.

Temos que ūm ainda pertence a H1(B1), uma vez que ūm é limitada por cima

por k +m e por baixo por k. Note que Dūm = 0 se {u < 0} ou {u > m} e que ūm = ū

em todos os outros pontos. É claro que a função ū é sempre positiva e Dū = Du se

u > 0. Observe também que ūm 6 ū pois se u < m então ūm = ū, se u > m então

ū = u+ k > m+ k = ūm.

Considere a função

ϕ = η2(ūβmū− kβ+1)

onde β > 0 e η é uma função não-negativa tal que η ∈ C1
0(B1). Note que ϕ

é um elemento de H1
0(B1) pois ūm é limitada por baixo por k e é também não-negativa,

logo ϕ é uma função teste. Calculando Dϕ temos:

Dϕ = η2ūβm(ū
−1
m ūβDūm +Dū) + 2ηDη(ūβmū− kβ+1).

Como ūm é positiva e ūm = ū sempre que Dūm 6= 0, conclúımos que

Dϕ = η2ūβm(βDūm +Dū) + 2ηDη(ūβmū− kβ+1). (5.1.2)

Note que ϕ = 0 e Dϕ = 0 em {u 6 0}, pois nesse caso ū = k, e assim

ūm = ū = k, logo

ϕ = η2kβ(kβk− kβ+1) = 0

então Dϕ = 0. Portanto como B1 = (B1 ∩ {u > 0}) ∪ (B1 ∩ {u > 0}c), temos que

ˆ

B1

aijDiuDjϕ =

ˆ

{u>0}

aijDiuDjϕ+

ˆ

B1∩{u>0}c

aijDiuDjϕ

︸ ︷︷ ︸
=0

da mesma forma

ˆ

B1

cuϕ =

ˆ

{u>0}

cuϕ
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e

ˆ

B1

fϕ =

ˆ

{u>0}

fϕ.

Assim, se substituimos a função ϕ em (5.1.1) e integramos com respeito a

{u > 0} e notarmos também que ū > u+ e ūβmū− kβ+1 6 ūβmū para k > 0 teremos

ˆ
aijDiuDjϕ =

ˆ
aijDiūη

2ūβm(βDjūm +Djū) + 2

ˆ
aijDiūDjη(ū

β
mū− kβ+1)η

>
ˆ
aijDiūDjūη

2ūβm + aijDiūmDjūmη
2ūβmβ

− 2

ˆ
η|aijDjuDiη||ū

β
mū− kβ+1|

>
ˆ
η2ūβm(βλ|Dūm|

2 + λ|Dū|2) − 2

ˆ
η|aijDjuDiη||ū

β
mū− kβ+1|.

Veja que foi usado que Diu = Diū já que o domı́nio de integração é {u > 0}.

Além do mais foi usado que Diu = Diūm sempre que Diūm 6= 0. Analisamos agora a

segunda integral. Pela desigualdade de Cauchy temos

2

ˆ
η|aijDjūDiη||ū

β
mū− kβ+1| 6

ˆ
ηΛ|Dū||Dη||ūβmū− kβ+1|.

Pela definição de ū, ūm, vale ūβmū − kβ+1 > 0, dáı usando o fato que ūβmū −

kβ+1 6 ūβmū temos

2

ˆ
η|aijDjūDiη||ū

β
mū− kβ+1| 6 2Λ

ˆ
η|Dū||Dη|ūβmū

=

ˆ
(|Dū|ηū

β
2
m)(2Λ|Dη|ūū

β
2
m)

6︸︷︷︸
Cauchy com λ

λ

2

ˆ
|Dū|2η2ūβm +

2Λ2

λ

ˆ
|Dη|2ū2ūβm.

Com isso, vale a seguinte estimativa

ˆ
aijDiuDjϕ > λβ

ˆ
η2ūβm|Dūm|

2 +
λ

2

ˆ
η2ūβm|Dū|

2 −
2Λ2

λ

ˆ
|Dη|2ūβmū

2.

(5.1.3)
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Como u é subsolução, temos que de (5.1.3) que

λβ

ˆ
η2ūβm|Dūm|

2 +
λ

2

ˆ
η2ūβm|Dū|

2 − frac2Λ2λ

ˆ
|Dη|2ūβmū

2 +

ˆ
cuη2(ūβmū− kβ+1)

6
ˆ
fη2(ūβmū− kβ+1).

Usando agora o fato que ū > k

2β

ˆ
η2ūβm|Dūm|

2 +

ˆ
η2ūβm|Dū|

2 6
4Λ2

λ2

ˆ
|Dη|2ūβmū

2 +
2

λ

ˆ
|c|η2ū2ūβm +

2

λ

ˆ
|f|η2ūβmū

=
4Λ2

λ2

ˆ
|Dη|2ūβmū

2 +
2

λ

ˆ
(|c|η2ūβmū

2 + |f|η2ūβmū)

6 C

{ ˆ
|Dη|2ūβmū

2 +

ˆ
(|c|η2ūβmū

2 + |f|η2ūβmū)

}

6 C

{ ˆ
|Dη|2ūβmū

2 +

ˆ (
|c|+

|f|

k

)
η2ūβmū

2

}

onde c0 := |c|+ |f|

k
.

Escolha k = ||f||Lq se f não identicamente nula. Caso contrário escolha k > 0

arbitrário e tome depois k→ 0+. Por hipótese, temos que

||c0||Lq 6 Λ+ 1.

Tome agora w = ū
β
2
mū, um cálculo direto nos mostra

Dw = ū
β
2

(β
2
Dūm +Dū

)
assim

|Dw|2 = ūβm

∣∣∣β
2
Dūm +Dū

∣∣∣2 = ūβm

(β2

4
|Dūm|

2 + βDūm ·Dū+ |Dū|2
)

6 ūβm

(β2

4
|Dūm|

2 + β|Dūm||Dū|+ |Dū|2
)

=︸︷︷︸
ūm=ū

ūβm

(
β
(β

4
+ 1
)
|Dūm|

2 + |Dū|2
)

6 (β+ 1)(βūβm|Dūm|
2 + ūβm|Dū|

2).

Portanto,

100



5.1 Limitação Local 5 SOLUÇÕES FRACAS

ˆ
η2|Dw|2 6 (β+ 1)

{
β

ˆ
ūβm|Dūm|

2η2 +

ˆ
ūβm|Dū|

2η2

}

usando a definição da função w obtemos

ˆ
η2|Dw|2 6 C

{
(β+ 1)

ˆ
w2|Dη|2 + (1 + β)

ˆ
c0w

2η2

}
.

Usando agora que D(ηw) = Dηw+ ηDw, temos

|D(ηw)|2 6 |Dη|2w2 + 2|η||w||Dη||Dw|+ η2|Dw|2

integrando essa desigualdade e usando desigualdade de Cauchy, vale que

ˆ
|D(ηw)|2 6 C

{
(β+ 1)

ˆ
w2|Dη|2 + (1 + β)

ˆ
c0w

2η2

}
.

Pela desigualdade de Hölder temos:

ˆ
c0w

2η2 6

( ˆ
cq0

) 1
q
( ˆ

((ηw)2)
q
q−1

)1− 1
q

como ||c0||Lq 6 (Λ+ 1), temos

ˆ
c0w

2η2 6 (Λ+ 1)

( ˆ
(ηw)

2q
q−1

)1− 1
q

.

Note que 2∗ = 2n
n−2

> 2q
q−1

> 2 se q > n
2

, dáı q−1
2q
∈ ( 1

2∗
, 1

2
), logo como ( 1

2∗
, 1

2
) é

convexo, existe θ∗ ∈ (0, 1) tal que

q− 1

2q
=

1

2∗
θ∗ + (1 − θ∗)

1

2

pela desigualdade de interpolação, temos

||ηw||
L

2q
q−1

6 ||ηw||θ̄L2∗ ||ηw||
1−θ̄
L2

onde 2∗ = 2n
n−2

.
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Aplicando a desigualdade de Young com ε temos

||ηw||
L

2q
q−1

6 ε||ηw||θ̄p̄
L2∗ + C(ε)||ηw||

(1−θ̄)q̄

L2 onde
1

p̄
+

1

q̄
= 1

com C(ε) = 1
q̄

1

p̄
q̄
p̄
ε−

q̄
p̄ , tomando p̄ = 2q

n
e q̄ = 2q

2q−n
, temos 1

p̄
+ 1
q̄
= 2q−n+n

2q
= 1.

Agora pela desigualde de Sobolev, temos que

||nw||
L

2q
q−1

6 εC(n)||D(nw)||L2 + C(n,q)ε
−n

2q−n ||nw||L2

para qualquer ε pequeno.

Assim

ˆ
|D(ηw)|2 6 C

{
(1 + β)

ˆ
w2|Dη|2 + (1 + β)(Λ+ 1)

{ ˆ
|nw|

2q
q−1

}q−1
q
}

(5.1.4)

mas

{ ˆ
|nw|

2q
q−1

}q−1
q

6 2
(
ε2c(n)||D(ηw)||2L2 + C(n,q)2ε

−2n
2q−n ||ηw||2L2

)
.

Tomando ε tal que (1 + β)ε
−2n

2q−n = (1 + β)
2q

2q−n , A identidade (5.1.4) se torna

então

ˆ
|D(ηw)|2 6 C

{
(1 + β)

ˆ
w2|Dη|2 + (1 + β)

2q
2q−n

ˆ
η2w2

}

em particular

ˆ
|D(ηw)|2 6 C(1 + β)α

ˆ
(|Dη|2 + η2)w2 (5.1.5)

onde α é um número positivo dependendo apenas de n e q.
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A desigualdade de Sobolev implica que (5.1.5) se torna

( ˆ
(ηw)2∗

) 2
2∗

=

( ˆ
(ηw)2χ

) 1
χ

6 C

ˆ
|D(ηw)|2

6 C(1 + β)α
ˆ
(|Dη|2 + η2)w2

(5.1.6)

onde χ = n
n−2

> 1 para n > 2 e χ > 2 para n = 2. Escolha agora uma função cut-off, tal

que para 0 < r < R 6 1 a função seja η ∈ C1
0(BR) com a seguinte propriedade

η = 1 em Br e |Dη| 6
2

R− r
.

Substituindo em (5.1.6)

( ˆ

B1

(ηw)2χ

) 1
χ

6 C(1 + β)

ˆ

BR

(|Dη|2 + η2)w2 (5.1.7)

já que η ∈ C1
0(BR).

Usando as outras propriedades da função η em (5.1.7)

0 6 C(1 + β)α
ˆ

BR

|Dη|2w2 + C(1 + β)α
ˆ

BR

η2w2 −

( ˆ

B1

(ηw)2χ

) 1
χ

mas pela desigualdade de Hölder

0 6 C(1 + β)α
ˆ

BR

|Dη|2w2 + C(1 + β)α

( ˆ

BR

(ηw)2χ

) 1
χ

med(BR)
2
n −

( ˆ

B1

(ηw)2χ

) 1
χ

assim

( ˆ

B1

(ηw)2χ

) 1
χ

6 C(1 + β)α
ˆ

BR

|Dη|2w2
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de onde segue que

( ˆ

Br

w2χ

) 1
χ

6
C(1 + β)α

(R− r)2

ˆ

BR

w2.

(5.1.8)

Usando a definição de w, a identidade (5.1.8) fica

( ˆ

Br

ū2χūβχm

) 1
χ

6
C(1 + β)α

(R− r)2

ˆ

BR

ū2ūβm

tomando agora γ = β+ 2 > 2, obtemos

( ˆ

Br

ūγχm

) 1
χ

6
C(γ− 1)α

(R− r)2

ˆ

BR

ūγ.

Desde que o lado direito na identidade anterior seja limitado. Por fim, vemos

que (ūm)m é uma sequência de funções mensuráveis não-negativa, temos ainda que ūm →
ū quando m→∞, assim pelo lema de Fatou

( ˆ

Br

ūγχ

) 1
χ

6 lim inf
m→∞

( ˆ

Br

ūγχm

) 1
χ

6
C(γ− 1)α

(R− r)2

ˆ

BR

ūγ.

Em termos de norma temos

||ū||Lγχ(Br) 6
(C(γ− 1)α

(R− r)2

) 1
γ

||ū||Lγ(BR) (5.1.9)

onde C = C(n,q, λ,Λ) > 0 e independe de γ. Dáı, como (5.1.9) é válida para todo

0 < r < R 6 1 e para todo γ > 2, fazemos uma iteração, tomando sucessivamente os

valores γ = 2, 2χ, 2χ2, . . . . Defina para todo i = 1, 2, . . .

γi = 2χi e ri =
1

2
+

1

2i+1
.
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Como γi = χγi−1 e ri−1 − ri =
1

2i+1 , substituimos r = ri, R = ri−1 e γ = γi

em (5.1.9)

||ū||Lγi(Bri) 6 C(n,q, λ,Λ)
i

χi ||ū||Lγi−1(Bri−1
) (5.1.10)

desde que ||ū||Lγi−1(Bri)
6 ∞, vamos começar então a iteração, para isso tome i =

1, 2, 3, . . . em (5.1.10) temos que

||ū||Lγ1(Br1)
6 C(n,q, λ,Λ)

1
χ ||ū||Lγ0(Br0)

||ū||Lγ2(Br2)
6 C(n,q, λ,Λ)

2
χ2 ||ū||Lγ1(Br1)

. . .

||ū||Lγi−1(Bri−1
) 6 C(n,q, λ,Λ)

i−1
χi−1 ||ū||Lγi−2(Bri−2

)

||ū||Lγi(Bri) 6 C(n,q, λ,Λ)
i

χi ||ū||Lγi−1(Bri−1
).

Multiplicando todas essas desigualdades e notando que γ0 = 2 e r0 = 1,

obtemos

||ū||Lγi(Bri) 6 C
∑

i

χi ||ū||L2(B1) ∀ i > 1

em particular, como todo ri > 1

( ˆ

B 1
2

ūγi

) 1
γi

=︸︷︷︸
γi=2χi

( ˆ

B 1
2

ū2χi

) 1
2χi

6 C

( ˆ
B1

ū2

) 1
2

Tomando i→∞, temos χi →∞
||ū||L∞(B 1

2
) 6 C||ū||L2(B1)

de onde segue a estimativa,

sup
B 1

2

ū 6 C||ū||L2(B1).
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Mas ū = u+ + k, então

sup
B 1

2

u+ 6 C||u+ + k||L2(B1)

6︸︷︷︸
Minkowski

C||u+||L2(B1) + C||k||L2(B1)

6 C{||u+||L2(B1) + k}.

Para o caso geral considere, inicialmente qualquer R 6 1. Seja

ū(y) = u(Ry) para y ∈ B1

vamos mostrar agora que ū é subsolução fraca da equação Lu = f em B1 sabendo que u

o é.

Com efeito,

ˆ

B1

āijDiūDjϕ+ c̄ūϕ =

ˆ

B1

aij(Ry)(RDiu(Ry))Djϕ(y) +

ˆ

B1

(R2c(Ry))u(Ry)ϕ(y)

= Rn+1

ˆ

BR

aij(z)Diu(z)Djϕ
( z
R

)
+ Rn+2

ˆ

BR

c(z)u(z)ϕ
( z
R

)

= Rn+2

( ˆ

BR

aijDiuDjϕ̄+ cuϕ̄

)

6 Rn+2

ˆ

BR

f(z)ϕ̄(z)

=

ˆ

B1

R2f(y)ϕ(y)

=

ˆ

B1

f̄(y)ϕ(y)

onde āij = aij(Ry), c̄ = R
2c(Ry) , f̄ = R2f(Ry) e ϕ̄(y) = ϕ

(
y
R

)
.

Vale também que

|āij|L∞(B1) + ||c̄||Lq(B1) = |aij|L∞(BR) + R
2−n

q ||c||Lq(B1) 6 Λ.
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Note que ū, āij, c̄ satisfazem as hipóteses do teorema (5.1), portanto aplicando-

o para o caso p = 2 temos

sup
B 1

2

ū+ 6 C

{
||ū||L2(B1) + ||f̄||Lq(B1)

}
(5.1.11)

escrevendo agora (5.1.11) em termos de u temos que para todo p > 2

sup
BR

2

u+ 6 C{||ū||Lp(B1)med(B1)
1
2−

1
p + R2−n

q ||f||Lq(B1)}

6 C{||ū||Lp(B1) + R
2−n

q ||f||Lq(B1)}

6 C{R2−n
p ||u+||Lp(BR) + R

2−n
q ||f||Lq(BR)}

6︸︷︷︸
R61

C
{ 1

R
n
p

||u+||Lp(BR) + R
2−n

q ||f||Lq(BR)

}

onde C = C(n, λ,Λ,p,q) é uma constante positiva.

A estimativa para BθR é obtida aplicando o resultado acima a B(1−θ)R(y) para

qualquer y ∈ BθR, com efeito

u+(y) 6 sup
B (1−θ)R

2

u+ 6 C
{ 1

[R(1 − θ)]
n
p

||u+||Lp(B(1−θ)R(y)) + ||f||Lq(B(1−θ)R(y))

}

para todo y ∈ BθR
2

. Tomando R = 1 segue o teorema (2.1) para p > 2.

Agora provamos para p ∈ (0, 2). Mostramos que para qualquer θ ∈ (0, 1) e

0 < R 6 1 vale

||u+||L∞(BθR) 6 C

{
1

[(1 − θ)R]
n
2
||u+||L2(BR) + R

2−n
q ||f||Lq(BR)

}
.

Para p ∈ (0, 2) temos pela desigualdade de interpolação que

||u+||2L2(BR)
6 ||u+||

2−p
L∞(BR)

||u+||
p
Lp(BR)
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e assim

||u+||L∞(BθR) 6 C

{
1

[(1 − θ)R]
n
2
||u+||

1−p
2

L∞(BR)||u+||
p
2

Lp(BR)
+ ||f||Lq(BR)

}
.

Pela desigualdade de Young com ε = 1
2C

, temos

||u+||L∞(BθR) 6 C

{
||u+||

2−p
2

L∞(BR)
1

[(1 − θ)R]
n
2
||u+||

p
2

Lp(BR)
+ ||f||Lq(BR)

}

6
1

2
||u+||L∞(BR) + C

{
1

[(1 − θ)R]
n
p

||u+||Lp(BR) + ||f||Lq(B1)

}
.

(5.1.12)

Seja h(t) = ||u+||L∞(Bt) para t ∈ (0, 1]. Então para qualquer 0 < r < R 6 1

h(r) 6
1

2
h(R) +

C

(R− r)
n
p

||u+||Lp(B1) + ||f||Lq(B1).

Note que aqui, fizemos θ = r
R

em (5.1.12), uma vez que r
R
∈ (0, 1). Agora

aplicamos o lema abaixo para qualquer 0 < r < R < 1

h(r) 6
C

(R− r)
n
p

||u+||Lp(B1) + C||f||Lq(B1)

tomando R→ 1−, obtemos para qualquer θ < 1

||u+||L∞(Bθ) 6
C

(1 − θ)
n
p

||u+||Lp(B1) + C||f||Lq(B1).

Lema 5.1 Seja f(t) > 0 limitada em [τ0, τ1] com τ0 > 0. Suponha que para τ0 6 t <

s 6 τ1 tenhamos

f(t) 6 θf(s) +
A

(s− t)α
+ B

para algum θ ∈ [0, 1). Então para cada τ0 6 t < s 6 τ1 vale

f(t) 6 c(α, θ)

{
A

(s− t)α
+ B

}
.

Prova: Fixando τ0 6 t < s 6 τ1. Para algum 0 < τ < 1 consideramos a sequência {ti}

definida por
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t0 = 1 e ti+1 = ti + (1 − τ)τi(s− t)

pela lei de formação da sequência {ti} temos

ti = t0 + (1 − τ)(s− t)

n∑
j=1

τj.

Tomando i→∞ e usando o fato que 0 < τ < 1, segue que

lim
ı→∞ ti = t0 +

1

1 − τ
(s− t)(1 − τ) = s

dáı, com um abuso de notação fazemos t∞ = s.

Por um processo de iteração como no caso particular do teorema (5.1) temos

f(t) = f(t0) 6 τ
kf(tk) +

[ A

(1 − τ)α
(s− t)−α + B

] k−1∑
i=0

τiτ−iα.

Escolhendo τ < 1 tal que θ < τα < 1. Tomando k→∞, segue o resultado.

5.2 Hölder Continuidade

Vamos discutir equações homogêneas sem termos de menor ordem. Considere

Lu ≡ −Di(aij(x)Dju) em B1(0) ⊂ Rn

onde aij ∈ L∞(B1) satisfaz

λ|ξ|2 6 aij(x)ξiξj 6 Λ|ξ|
2 ∀ x ∈ B1(0) e ξ ∈ Rn.

Definição 5.2 A função u ∈ H1
loc(B1) é chamada subsolução (supersolução) da equação

Lu = 0 se

ˆ

B1

aijDiuDjϕ 6 0 (> 0)

para toda ϕ ∈ H1
0(B1) e ϕ > 0.

Lema 5.2 Seja φ ∈ C0,1
loc(R) convexa. Então
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a) Se u é uma subsolução e φ ′ > 0, então v = φ(u) é também subsolução desde que

v ∈ H1
loc(B1).

b) Se u é supersolução e φ ′ 6 0, então v = φ(u) é também subsolução desde que

v ∈ H1
loc(B1).

Prova: Assuma inicialmente que φ ∈ C2
loc(R). Então, por hipótese φ ′(s) > 0, por

convexidade φ ′′(s) > 0. Considere ϕ ∈ C1
0(B1) com ϕ > 0. Um cálculo direto nos dá que

ˆ

B1

aijDivDjϕ =

ˆ

B1

aijφ
′(u)DiuDjϕ

=

ˆ

B1

aijDiuDj(φ
′(u)ϕ) −

ˆ

B1

(aijDiuDju)ϕφ
′′(u).

Note agora que φ ′(u)ϕ ∈ H1
0(B1) é não-negativa, logo pode ser usada como

função teste. Assim

ˆ

B1

aijDiuDj(φ
′(u)ϕ) 6 0

por outro lado

ˆ

B1

λ|Du|2φ ′(u)ϕ 6
ˆ

B1

(aijDiuDju)ϕφ
′(u)

para alguma constante positiva λ, dáı

−

ˆ

B1

(aijDiuDju)ϕφ
′(u) 6 0.

Portanto, conclui-se que

ˆ

B1

aijDiϕDjϕ =

ˆ

B1

aijDiuDj(φ
′(u)ϕ)

︸ ︷︷ ︸
60

−

ˆ

B1

(aijDiuDju)ϕφ
′′(u)

︸ ︷︷ ︸
>0

logo u é subsolução. Em geral seja φε(s) = ηε ∗ φ(s) a molificação de φ, onde ηε é o

mollifier standard, então φ ′ε(s) = ηε ∗φ ′(s) > 0 e φ ′′ε > 0. Assim φε é subsolução como

já provamos. Afirmamos agora que vale o seguinte

φ ′ε → φ ′(s) q.t.p quando ε→ 0+.
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Para ver a validade dessa informação. Fixamos um ponto s, então

|φ ′ε(s) − φ
′(s)| =

∣∣∣∣∣
ˆ

Bε(s)

ηε(s− r)[φ
′(r) − φ ′(s)]dr

∣∣∣∣∣
6

1

εn

ˆ

Bε(s)

η(
s− r

ε
)|φ ′(r) − φ ′(s)|dr

6 C

 
Bε(s)

|φ ′(r) − φ ′(s)|

segue pelo teorema da diferenciação de Lebesgue que

 
Bε(s)

|φ ′(r) − φ ′(s)|→ 0 q.t.p quando ε→ 0+.

Por fim, como ϕ possui suporte compacto, o teorema da convergência domi-

nada é testemunha que

ˆ

B1

aijDivDjϕ =

ˆ

B1

aij lim
ε→0+

φ ′ε(u)DiuDjϕ

= lim
ε→0+

ˆ

B1

aijφ
′
ε(u)DiuDjϕ 6 0.

A prova do item b) é similar.

Precisamos agora do seguinte lema.

Lema 5.3 Para qualquer ε > 0 existe uma constante c = c(ε,n) tal que para u ∈ H1(B1)

com

m({x ∈ B1;u = 0}) > εm(B1)

deve valer

ˆ

B1

u2 6 C
ˆ

B1

|Du|2.

Prova: Segue diretamente da desigualdade de Poincaré para a prova, veja em Leoni [12]-

Teorema 12.23 - página 361.
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O próximo teorema nos dirá que as soluções fracas da equação Lu = −Di(aij(x)Diu)

em B1 ⊂ Rn não podem oscilar bastante.

Teorema 5.2 Suponha que u é uma supersolução positiva em B2 com

m({x ∈ B1;u > 1}) > εm(B1).

Então existe uma constante positiva C dependendo somente de n, ε e Λ
λ

tal que

inf
B 1

2

u > C.

Prova: Uma vez que sempre podemos adicionar uma constante a u e mesmo assim

a função resultante irá satisfazer as hipóteses do lema. Assim, podemos assumir que

u > δ > 0 (e fazemos δ→ 0+).

Mostremos que v = (logu)− é subsolução, limitada por log δ−1. Veja que

v ∈ C0,1
loc(R). Assim como u é supersolução e φ ′(t) = −1

t
< 0, então pelo teorema (5.2)

item b) temos que v = (logu)− é subsolução, já que v ∈ H1
loc(B1) pois v é limitada por

log δ−1 (basta usar a definição de v e que u > δ).

Então o teorema (5.1) implica

sup
B 1

2

v 6 C

( ˆ

B1

v2

) 1
2

(5.2.1)

note agora que m({x ∈ B1; v = 0}) = m({x ∈ B1;u > 1}) > εm(B1), e assim pelo lema

(5.3),

( ˆ

B1

|v|2

) 1
2

6 C

( ˆ

B1

|Dv|2

) 1
2

. (5.2.2)

De (5.2.1) e (5.2.2)

sup
B 1

2

v 6 C

( ˆ

B1

|Dv|2

) 1
2

. (5.2.3)

Agora mostramos que a integral do lado direito de (5.2.3) é limitada. Para

isso usamamos a função teste ϕ = ξ2

u
para ξ ∈ C1

0(B2).

Com efeito,
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0 6
ˆ
aijDiuDj(

ξ2

u
) = −

ˆ
ξ2aijDiuDju

u2
+ 2

ˆ
ξaijDiuDjξ

u

6︸︷︷︸
elipticidade

−λ

ˆ
|Du|2

ξ2

u2
+ 2

ˆ
ξaijDiuDjξ

u

= −λ

ˆ
|D logu|2ξ2 + 2

ˆ
ξaijDiuDjξ

u
.

Majorando a primeira integral temos

λ

ˆ
|D logu|2ξ2 6 2

ˆ
(ξDiu

1

u
)(aijDjξ)

6 2

( ˆ
ξ2

u2
(Diu)

2

) 1
2
( ˆ

(aij)
2(Djξ)

2

) 1
2

6 2

( ˆ
ξ2

u2
|Du|2

) 1
2
( ˆ

(aij)
2|Dξ|2

) 1
2

6 2

( ˆ
ξ2|D logu|2

) 1
2
( ˆ

(aij)
2|Dξ|2

) 1
2

6 2Λ

( ˆ
ξ2|D logu|2

) 1
2
( ˆ

|Dξ|2

) 1
2

assim, conclúımos que

ˆ

B1

|D logu|2ξ2 6
4Λ2

λ2

ˆ

B1

|Dξ|2 = C

ˆ

B1

|Dξ|2.

Agora para cada ξ ∈ C1
0(B2) fixada com ξ ≡ 1 em B1, temos

ˆ

B1

|D logu|2 6 C

usando (5.2.3)

sup
B 1

2

v = sup
B 1

2

(logu)− 6 C

como sup v é cota superior
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(logu)− 6 C.

Note que se u > 1 não há o que fazer, se 0 < u < 1

logu > −C

elevando ambos os membros a e

u > e−C

assim inf
B 1

2

u > e−C.

Teorema 5.3 (Teorema de Oscilação) Suponha que u é uma solução limitada de Lu = 0

em B2. Então existe um número γ = γ(n, Λ
λ
) ∈ (0, 1) tal que

oscB 1
2

u 6 γ oscB1
u.

Prova: Seja α1 = sup
B1

u e β1 = inf
B1

u. Considere as duas soluções positivas

u− β1

α1 − β1

e
α1 − u

α1 − β1

temos que

(1) u > 1
2
(α1 + β1)⇔ u−β1

α1−β1
> 1

2

(2) u 6 1
2
(α1 + β1)⇔ α1−u

α1−β1
> 1

2
.

Vamos dividir a prova em dois casos:

Caso (1)

m
({
x ∈ B1;

2(u− β1)

α1 − β1

> 1
})

>
1

2
m(B1). (5.2.4)

Aplicando o teorema da densidade a (5.2.4) com ε = 1
2

e a função 2(u−β1)
α1−β1

> 0,

temos que

inf
B 1

2

u− β1

α1 − β1

>
1

C
(5.2.5)

para alguma constante C. Usando (5.2.5) e o fato que o ı́nfimo é uma cota inferior, temos

u > β1 +
1

C
(α1 − β1)

dáı
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inf
B 1

2

u > β1 +
1

C
(α1 − β1).

Caso (2)

m
({
x ∈ B1;

2(α1 − u)

α1 − β1

> 1
})

>
1

2
m(B1). (5.2.6)

Com um cálculo análogo mostramos que

α2 = sup
B 1

2

u 6 α1 −
1

C
(α1 − β1).

Agora defina

α2 = sup
B 1

2

u e β2 = inf
B 1

1

u

como B 1
2
⊂ B1, temos

α2 6 α1 e β2 > β1.

Assim, como {
−β2 6 −β1 −

1
C
(α1 − β1)

α2 6 α1 −
1
C
(α1 − β1)

vale que

α2 − β2 6 (1 −
2

C
)(α1 − β1)

de onde segue o resultado.

Como consequência imediata deste resultado, temos o teorema de De Giorgi,

que diz que toda solução fraca da equação Lu = 0 é α-Hölder cont́ınua.

Teorema 5.4 Suponha que Lu = 0 fracamente em B1. Então

sup
x∈B 1

2

|u(x)|+ sup
x,y∈B 1

2

|u(x) − u(y)|

|x− y|α
6 C

(
n,
Λ

λ

)
||u||L2(B1)

com α = α
(
n, Λ

λ

)
Prova: Uma parte da desigualdade é dada pelo teorema (2.1), isto é,
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sup
B 1

2

|u(x)| 6 C||u||L2(B1).

Para a outra parte, fixe dois pontos arbitrários x,y ∈ B1 e seja r = |x −

y|, afirmamos agora que existe n > 0 tal que 2−n+1 > r > 2−n. Pela propriedade

arquimediana, existe n ∈ N tal que

n >
1

r
⇒ n+ 1 > n >

1

r
.

Agora pela desigualdade de Bernoulli temos 2n > 1+n, assim segue um lado da

desigualdade, isto é, r > 2−n, para o outro lado, vamos analisar duas possibilidades. Para

n = 0, é imediato pela desigualdade triangular. Agora, pelo prinćıpio da boa ordenação

existe n = menor natural tal que r > 2−n, segue pela minimalidade de n que

r < 2−(n+1) = 2−n+1 que é o lado contrário da desigualdade.

Para x ∈ B 1
2
, segue pelo teorema de oscilação que

oscBr(x) u 6 γ oscB2r(x) u

oscB2r(x) u 6 γ2 oscB22r(x)
u

. . .

oscB2n−2r(x)
u 6 γn−1 oscB2n−1r(x)

u.

Assim oscBr(x) u 6 γn−1 oscB2n−1r(x)
u, pelo teorema (5.1) segue que

oscBr(x) u 6 2C||u||L2(B1)

em particular

|u(x) − u(y)| 6 γn−12C||u||L2(B1).

Para finalizar notemos que, como r > 2−n então rα > 2−nα para qualquer

α ∈ (0, 1) assim

|u(x) − u(y)|

|x− y|α
6 2Cγn−12nα||u||L2(B1)

6 8C(2αγ)n−1||u||L2(B1)
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tomando α tal que 2αγ = 1, segue o resultado.

5.3 Desigualdade de Moser-Harnack

Teorema 5.5 (Desigualdade de Harnack Fraca) Seja u ∈ H1(Ω) uma super solução não-

negativa em Ω no seguinte sentido

ˆ

B1

(aijDiuDjϕ) >
ˆ

B1

fϕ para qualquer ϕ ∈ H1(Ω) e ϕ > 0 em B1. (5.3.1)

Suponha que f ∈ Lq(Ω) para algum q > n
2

. Então para qualquer BR ⊂ Ω deve valer para

todo 0 < p < n
n−2

e para todo 0 < θ < τ < 1

inf
BθR
u+ R2−n

q ||f||Lq(BR) > C

(
1

Rn

ˆ
BτR

up

) 1
p

onde C = (n,p,q, λ,Λ, θ, τ).

Prova: Provaremos incialmente que o resultado permananece válido para qualquer p0 > 0

e para R = 1. Seja ū = u + k > 0 para algum k > 0 a ser determinado e v = ū−1.

Inicialmente vamos dar uma equação para v. Para qualquer ϕ ∈ H1
0(B1) com ϕ > 0 em

B1 considere ū−2ϕ como função teste em (22)

ˆ

B1

aijDiuDj
ϕ

ū2
− 2

ˆ

B1

aijDiuDjū
ϕ

ū3
>
ˆ

B1

f
ϕ

ū2
.

É claro que Dū = Du e Dv = −Du
ū2 portanto

−

ˆ

B1

aijDivDjϕ− 2

ˆ

B1

aijDiuDju
ϕ

ū3
>
ˆ

B1

f̄vϕ

assim

ˆ

B1

aijDivDjϕ+ f̄vϕ 6 −2

ˆ

B1

aijDiuDju
ϕ

ū3

onde f̄ = f
ū

.

Como
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ˆ

B1

aijDiuDju
ϕ

ū3
> λ

ˆ

B1

|Du|2
ϕ

ū3
> 0

segue que

ˆ

B1

aijDivDjϕ 6 0

e assim

ˆ

B1

aijDivDjϕ+ f̄vϕ 6 0.

Em outras palavras, acabamos de mostrar que v é uma subsolução de alguma

equação homogênea. Quanto ao valor de k, escolha k = ||f||Lq se f não é identicamente

nula, caso contrário escolha um k arbitrário e depois faça k→ 0+. Agora mostramos que

||f̄||Lq(B1) 6 1. (5.3.2)

Ora, se f ≡ 0 o resultado segue trivialmente. Se f 6≡ 0, então f̄ = 1
u+||f||Lq

assim f̄(u + ||f||Lq) = f. Por hipótese u ∈ H1(B1) é não-negativa. Dáı u + ||f||Lq > ||f||Lq ,

portanto, como |f̄|q||f||Lq 6 |f|q temos

ˆ

B1

|f̄|q 6
1

||f||Lq

ˆ

B1

|f|q = 1

o que prova (5.3.2).

Usando agora o teorema (5.1) concluimos que para qualquer τ ∈ (θ, 1) ⊂ (0, 1)

e qualquer p > 0

sup
Bθ

v 6 C

( ˆ

Bτ

vp

) 1
p

dáı em Bθ vale

v 6 C

( ˆ

Bτ

vp

) 1
p

elevando ambos os membros a p

vp 6 C
ˆ

Bτ

vp.
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Pela definição de supremo

sup
Bθ

vp 6 C
ˆ

Bτ

vp

usando a definição da função v temos

ū−p 6 C
ˆ

Bτ

ū−p

elevando ambos os lados da desigualdade a p

ū−1 6 C

( ˆ

Bτ

ū−p

) 1
p

.

Usando novamente a definição de supremo

sup
Bθ

(ū−1) 6 C

( ˆ

Bτ

ū−p

)− 1
p

o que implica

inf
Bθ
ū > C

( ˆ

Bτ

ū−p

)−1
p

= C

( ˆ

Bτ

ū−p

ˆ

Bτ

ūp

)−1
p
( ˆ

Bτ

ūp

) 1
p

.

O ponto chave é mostrar que existe p0 > 0 tal que( ˆ

Bτ

ū−p0

)( ˆ

Bτ

ūp0

)
6 C(n,q, λ,Λ, τ) (5.3.3)

onde w = log ū− β e β =
ffl
Bτ

log ū.

Para isso afirmamos que para qualquer τ < 1 vale

ˆ

Bτ

ep0|w| 6 C(n,q, λ,Λ, τ) (5.3.4)

veja que, se (5.3.4) é válido, então vale
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ep0|w| > ep0(log ū−β)

assim

ep0|w| > ep0 log ū.e−p0β (5.3.5)

e

ep0|w| > ep0(− log ū+β)

portanto

ep0|w| > e−p0 log ū.ep0β. (5.3.6)

Segue de (5.3.5) e (5.3.6)

ˆ

Bτ

ū−p0 6 e−βp0

ˆ

Bτ

e|w|p0

6 e−βp0C(n,q, λ,Λ, τ)

e

ˆ

Bτ

ūp0 6 eβp0

ˆ

Bτ

e|w|p0

6 eβp0C(n,q, λ,Λ, τ)

o que mostra (5.3.3).

A prova de (5.3.4) segue do lema de John-Nirenberg (veja em Han e Qing 9

página 52) para isso basta mostra que w ∈ OML (oscilação média limitada), isto é, para

qualquer Br(y) ⊂ Br(0) ⊂ B1(0)

ˆ

Br

|w−wy,r| 6 cr
n

onde wy,r =
ffl
Br(y)

w.
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Para mostrar que w ∈ OML devemos verificar inicialmente que w satisfaz a

seguinte identidade

ˆ

B1

|Dw|2ϕ2 6 C
ˆ

B1

|Dϕ|2 (5.3.7)

para cada ϕ ∈ L∞(B1) ∩H1
0(B1) com ϕ > 0 e C = C(n,q, λ,Λ) > 0.

Para provar (5.3.7) tomamos como função teste em (22) ū−1ϕ, onde ϕ ∈
L∞(B1) ∩H1

0(B1) e ϕ > 0 temos que, como Dw = ū−1Dū

ˆ

B1

aijDiuDjū
−1ϕ =

ˆ

B1

aij

( 1

ū
Diū

)
Djū

(−1

ū

)
ϕ+

ˆ

B1

aijDiu
1

ū
Djϕ

= −

ˆ

B1

aijDiwDjwϕ+

ˆ

B1

aijDiwDjϕ (5.3.8)

assim

−

ˆ

B1

aijDiwDjwϕ+

ˆ

B1

aijDiwDjϕ >
ˆ

B1

fϕū−1.

De onde se conclui a estimativa

ˆ

B1

aijDiwDjwϕ 6
ˆ

B1

aijDiwDjϕ+

ˆ

B1

(−f̄ϕ) (5.3.9)

substituindo ϕ por ϕ2 em (5.3.9) e usando a condição de elipticidade temos

λ

ˆ

B1

|Dw|2ϕ2 6
ˆ

B1

aijDiwDjϕ
2 +

ˆ

B1

(−ūϕ2)

6
ˆ

B1

aijDiwDjϕ
2 +

ˆ

B1

|f̄|ϕ2

segue por transitividade que

λ

ˆ

B1

|Dw|2ϕ2 6
ˆ

B1

aijDiwDjϕ
2 +

ˆ

B1

|f̄|ϕ2. (5.3.10)

Agora vamos estimar a integral do meio em (5.3.10)
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ˆ

B1

aijDiw2ϕDjϕ =

ˆ

B1

(aijDiϕ2)(Diwϕ) (5.3.11)

usando a desigualde de Cauchy com ε em (5.3.11) temos

ˆ

B1

(aijDiϕ2)(ϕDiw) 6 ε

ˆ

B1

4(aij)
2(Diϕ)

2 +
1

4ε

ˆ

B1

(Diw)
2ϕ2

6 4Λ2ε

ˆ

B1

|Dϕ|2 +
1

4ε

ˆ

B1

|Dw|2ϕ2

tomando ε = 1
2λ

ˆ

B1

(aijDiϕ2)(ϕDiw) 6 2
Λ2

λ

ˆ

B1

|Dϕ|2 +
λ

2

ˆ

B1

|Dw|2ϕ2.

Após isso a desigualdade (5.3.10) fica

ˆ

B1

|Dw|2ϕ2 6 2
(Λ
λ

)2
ˆ

B1

|Dϕ|2 +
1

2

ˆ

B1

|Dw|2ϕ2 +
1

λ

ˆ

B1

|f̄|ϕ2

6 C

{ ˆ

B1

|Dϕ|2 +

ˆ

B1

|f̄|ϕ2

}

agora pela desigualdade de Hölder e a desigualdade de Sobolev, obtemos

ˆ

B1

|f̄|ϕ2 6 ||f̄||
L
n
2

( ˆ

B1

(ϕ2)
n
n−2

)n−2
n

= ||f̄||
L
n
2
||ϕ||2L2∗

6 c(n,q)||Dϕ||2L2 .

Assim segue a identidade (5.3.7). Baseado nessa desigualdade podemos mos-

trar que éw ∈ OML e assim usar o lema de John-Nirenberg. Então para cada B2r(x) ⊂ B1

escolhemos ϕ tal que
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supp(ϕ) ⊂ B2r(y), ϕ ≡ 1 em Br(y) e |Dϕ| 6
2

r
.

Portanto, (5.3.7) fica

ˆ

B2r(y)

|Dw|2η2 6 C
4

r2
rn = Crn−2

assim w ∈ OML pelo lema de John-Nirenberg.

Vamos mostrar agora que o resultado vale para p < n
n−2

. Para isso precisamos

mostrar que para qualquer 0 < r1 < r2 < 1 e 0 < p2 < p1 <
n
n−2

vale

( ˆ

Br1

ūp1

) 1
p1

6

( ˆ

Br2

ūp2

) 1
p2

(5.3.12)

para alguma constante C = C(n,q, λ, r1, r2,p1,p2) > 0.

Para a prova de (5.3.12), tomamos ϕ = ū−βη2 para β ∈ (0, 1) em (5.3.1)

ficamos com

ˆ

B1

|Dū|2ūβ−1η2 6 C

{
1

β2

ˆ

B1

|Dη|2ū−1−β +
1

β

ˆ

B1

|f|

k
η2ū−1−β

}
.

Tomando agora γ = 1 − β ∈ (0, 1) e w = ū
β
2 . Temos

ˆ

B1

|D(ηw)|2η2 6
C

(1 − γ)α

ˆ

B1

w2(|Dη|2 + η2)

para algum α > 0. Pela desigualdade de Sobolev, segue que

( ˆ

B1

(ηw)2∗

) 1
χ

6
C

(1 − γ)α

ˆ

B1

w2(|Dη|2 + η2) (5.3.13)

onde χ = n
n−2

, por fim, para 0 < r < R < 1, escolhemos η ∈ C1
0(BR) com η ≡ 1 em Br e

|Dη| 6 2
(R−r)

, a desigualdade (5.3.13) fica então

( ˆ

Br

w2χ

) 1
χ

6
C

(1 − γ)α
1

(R− r)2

ˆ

BR

w2.
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Usando a definição de w temos que

( ˆ

Br

ūγχ

) 1
γχ

6
( C

(1 − γ)α
1

(R− r)2

) 1
χ

( ˆ

BR

ūγ

) 1
χ

.

para todo γ ∈ (0, 1). Fazendo um processo interativo como no teorema (5.1), segue o

resultado.

Como consequência da desigualdade de Harnack fraca, temos o seguinte teo-

rema

Teorema 5.6 (Desigualdade de Moser-Harnack) Seja u ∈ H1(Ω) uma solução não-

neagativa em Ω

ˆ

Ω

aijDiuDjϕ =

ˆ

Ω

fϕ para qualquer ϕ ∈ H1
0(Ω).

Suponha que f ∈ Lq(Ω) para algum q > n
2

. Então vale para qualquer BR ⊂ Ω

sup
BR

u 6 C

{
inf
BR

2

u+ R2−n
q ||f||Lq(BR)

}
onde C = C(n, λ,Λ,q) > 0 é uma constante.

Prova: Seja u > 0 uma solução fraca. Usando a desigualdade de Harnack fraca em uma

bola BR̄ ⊂ Ω, isto é,

inf
BθR̄

u+ R̄2−n
q ||f||Lq(BR̄) > C

(
1

R̄n

ˆ
BτR̄

up

) 1
p

.

Agora, fazendo R̄ = 3R, τ = 2
3

e θ = 1
6

obtemos

inf
BR

2

u+ (3R)2−n
q ||f||Lq(B3R) > C

( 1

(3R)n

ˆ

B2R

up
) 1
p

(5.3.14)

mas da limitação local das soluções, temos

sup
BR

u 6 C

{
1

(2R− R)
n
p

||u||Lp(B2R) + R
2−n

q ||f||Lq(B2R)

}
. (5.3.15)

Usando (5.3.14) em (5.3.15) obtemos o resultado.

Corolário 5.1 (Hölder Continuidade) Seja u ∈ H1(Ω) uma solução em Ω
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ˆ

Ω

aijDiuDjϕ =

ˆ

Ω

fϕ para qualquer ϕ ∈ H1
0(Ω).

Suponha que f ∈ Lq(Ω) para algum q > n
2

. Então u ∈ Cα(Ω) para algum α ∈ (0, 1)

dependendo somente de n,q, λ,Λ. Além disso para qualquer BR ⊂ Ω

|u(x) − u(y)| 6 C
( |x− y|

R

)α{( ˆ

BR

u2

) 1
2

+ R2−n
q ||f||Lq(BR)

}

para quaisquer x,y ∈ BR
2

onde C = (n, λ,Λ,q) é uma constante positiva.

Prova: Inicialmente, se R = 1. Seja M(r) = sup
Br

u e m(r) = inf
Br
u para r ∈ (0, 1) = (0,R),

onde Br = Br(x). Então, como M(r) 6 M(1) e m(r) > m(1), pela limitação local

das soluções e a desigualdade Moser- Harnack segue, respectivamente que M(r) < ∞ e

m(r) > −∞. É suficiente mostrar que

ω(r) =M(r) −m(r) 6 crα{||u||L2(B1) + ||f||Lq(B1)} (5.3.16)

para qualquer r < 1
2
.

Pois,

sup
Br

u− inf
Br

6 Crα{||u||L2(B1) + ||f||Lq(B1)}

dáı, para todo y ∈ ∂Br vale

u(x) − u(y) 6 C|x− y|α{||u||L2(B1) + ||f||Lq(B1)}.

Trocando x por y temos

u(y) − u(x) 6 C|x− y|α{||u||L2(B1) + ||f||Lq(B1)}

portanto,

|u(x) − u(y)| 6 C|x− y|α{||u||L2(B1) + ||f||Lq(B1)}.

Para iniciar a prova de (5.3.16), tomamos δ = 2− n
q

e aplicamos a desigualdade

de Moser-Harnack a M(r) − u > 0 em Br, obtendo
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sup
B r

2

(M(r) − u) 6 C{inf
B r

2

(M(r) − u) + rδ||f||Lq(Br)}

usando propriedades de supremo e ı́nfimo temos,

M(r) −m
(r

2

)
6
{(
M(r) −M

(r
2

))
+ rδ||f||Lq(Br)

}
. (5.3.17)

Analogamente aplicamos a desigualdade Moser-Harnack a u −m(r) > 0, ob-

tendo

M
(r

2

)
−m(r) 6

{(
m
(r

2

)
−m(r)

)
+ rδ||f||Lq(Br)

}
. (5.3.18)

Somando (5.3.17) e (5.3.18), obtemos

ω(r) +ω
(r

2

)
6 C
{(
ω(r) −ω

(r
2

))
+ rδ||f||Lq(Br)

}
como

(C+ 1)ω
(r

2

)
6 (C− 1)ω(r) + Crδ||f||Lq(Br) ⇒

ω
(r

2

)
6 γω(r) + Crδ||f||Lq(Br)

para algum γ = C−1
C+1

< 1.

Aplicando o lema (3.3) com ω(r) = sup
Br

u − inf
Br
u e σ(r) = Crδ||f||Lq(Br) em

(0, 1
2
], temos que para qualquer µ ∈ (0, 1) e ρ 6 1

2
vale

ω(ρ) 6 C
{
ραω

(1

2

)
+ Cρµδ||f||Lq(B

rµδ
)

}
agora escolha µ tal que α = (1 − µ) logγ/ log τ < µδ

ω(ρ) 6 Cρα
{
ω
(1

2

)
+ ||f||Lq(B1)

}
para todo ρ ∈

(
0,

1

2

]
usando o teorema (5.1)

ω
(1

2

)
6 C

{(ˆ
B1

u2

) 1
2

+ ||f||Lq(B1)

}
.

Para o caso geral é suficiente mostrar que ω(r) 6 C
(
r
R

)α
ω(R).
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Lema 5.4 Se ω e σ são funções não-decrescentes no intervalo (0,R]. Suponha que para

todo r 6 R

ω(τr) 6 γω(r) + σ(r)

para algum 0 < γ, τ < 1. Então para qualquer µ ∈ (0, 1) e r 6 R temos

ω(r) 6
{( r
R

)α
ω(R) + σ(rµR1−µ)

}
onde C = C(γ, τ) e α = α(γ, τ,µ) são constantes positivas. De fato α = (1 − µ) logγ

logτ
.

Prova: Fixe um número r1 6 R. Então para qualquer r 6 r1, temos

ω(τr) 6 γω(r) + σ(r1)

uma vez que σ é não-decrescente. Agora a partir desta desigualdade vamos obter para

qualquer inteiro positivo k o resultado da seguinte afirmação:

Afirmação (1):

ω(τkr1) 6 γ
kw(r1) + σ(r1)

k−1∑
i=0

γi 6 γkω(R) +
σ(r1)

1 − γ
.

Por hipótese, temos que

ω(τr1) 6 γω(τr1) + σ(r1)

novamente, por hipótese

ω(τ2r1) = ω(τ(τr1))

6 γω(τr1) + σ(τr1)

6 γω(τr1) + σ(r1)

6 γ2ω(r1) +

1∑
i=0

γiσ(r1).

Procedendo assim sucessivamente, temos que após a k-ésima etapa temos
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ω(τkr1) 6 γkω(r1) + σ(r1)

k−1∑
i=0

γi

6 γkω(R) + σ(r1)

∞∑
i=0

γi

= γkω(R) +
σ(r1)

1 − γ

e assim está provada a afirmação (1).

Agora para qualquer r 6 r1 escolhemos k tal que

τk < r 6 τk−1r1

bastar tomar algum k que satisfaça

k <
1

log τ
log
( r
r1

)
6 k− 1.

Portanto,

ω(r) 6 ω(τk−1r1) 6 γk−1ω(R) +
σ(r1)

1 − γ

6
1

γ

( r
r1

) logγ
logτ

ω(R) +
σ(r1)

1 − γ

tomando r1 = r
µR1−µ, obtemos

ω(r) 6
1

γ

( r
r1

) (1−µ) logγ
logτ

ω(R) +
σ(rµR1−µ)

1 − γ

de onde segue o resultado.

Corolário 5.2 ( Liouville) Suponha que u é uma solução da equação homogênea em Rn

ˆ

Rn

aijDiuDjϕ = 0, para qualquer ϕ ∈ H1
0(B1)

se u é limitada, então u é constante.

Prova: Como vimos existe γ < 1 tal que ω(r) 6 γω(2r). Dáı, por iteração
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ω(r) 6 γkω(2kr)→ 0 quando r→ 0+.

Já que ω(2kr) 6 C se u é limitada. Assim para qualquer r > 0

ω(r) = 0.
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6 CONCLUSÃO

Diante do que foi mostrado, estudamos propriedades básicas sobre regulari-

dade de soluções de equações diferencias parciais eĺıpticas. O protótipo do nosso estudo

foi, a equação do Laplace, quanto a regularidade mostramos vários resultados e consegui-

mos mostrar que podemos derivar as soluções da equação de Laplace infinitamente.

Logo mais generalizamos o prinćıpio do máximo visto para funções harmônicas

para operadores diferencais na sua forma geral, como consequência foi obtido a unicidade

do problema de Dirichlet e de Von Neumann.

Finalmente buscamos responder a pergunta, o quão regular podem ser as

soluções fracas de equação diferencial parcial eĺıptica? Como ferramentas usamos o te-

orema da limitação local, que foi essencial para as demonstrações da desigualdade de

Harnack Fraca e a desigualdade de Moser Harnack, essa última por sua vez é a ferra-

menta essencial do estudo da última parte do trabalho e que nos mostram que as soluções

fracas de problemas eĺıpticos sobre as nossas hipóteses adotadas, podem ser no máximo

Hölder cont́ınuas.
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[4] Brezis,Haim. Functional analysis, Sobolev Spaces and partial differential equations, ,

New York: Springer, 2010 .

[5] Evans, Lawrence C. Partial Differential Equations. 2a. ed. Providence, RI: Graduate

Studies in Mathematics - vol 19, American Mathematical Society, 1998.

[6] Folland, Gerald B. Real Analysis: Modern techniquess and their applications Diffe-

rential Equations. 2a. ed. New York: John Wilei (Pure and apllied mathematics: A

Wiley Interscience Series of Text,Monographs and Tracts), 1999.

[7] Furtado, M.F. Notas de EDP2. Versão 1.2. Notas de aula, 2012.

[8] Gilbarg, David; Trudinger, Neil S. Elliptic partial differential equations of second

order. Berlin: Springer-Verlag, 2001.

[9] Han, Q. e Lin, F-H. Elliptic partial differential equations 2a. ed. New York University,

Courant Institute of Mathematical Sciences, New York, 2000.

[10] Han, Q. A Basic Course in Partial Differential Equations , Graduate Studies in

Mathematics - vol 120, American Mathematical Society, 2010.

[11] Horn, R.A e JOHSON C.R. Matrix Analysis. Cambridge University Press, 1985.

[12] Leoni, Giovanni, A First Course in Sobolev Spaces, Graduate Studies in Mathematics

- 105, American Mathematical Society, 2009.

[13] Lima, Elon Lages. Curso de Análise. Vol 2. Projeto Euclides - IMPA, 2014.

[14] Schnell, Christian. The De Giorgi-Nash-Moser Estimates. Notes, 2012.

[15] Stein, Elias M., SHARKARCHI, Rami. Real Analysis: measure theory, integration

and Hilbert Space. Princeton, N. J: Princeton University Press (Princeton Lectures

in Analysis III), 2005.

[16] Teixeira, Eduardo Vasconcelos Olivera. Elliptic Regularity and Free Boundary Pro-

blems: an introduction. Rio de Janeiro: IMPA, 2007. (Publicações Matemáticas).
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