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“Hey, Jude, don’t make it bad

take a sad song and make it better.”

Lennon/McCartney



RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é o estudo da regularidade de solucoes de equacoes
diferenciais parciais elipticas de segunda ordem, serao usadas técnicas tais como o principio
do méaximo, estimativas a priori e a desigualdade de Harnack. Por fim generalizamos o

conceito de solucao buscando solucdes no espaco de Sobolev W2P(Q).

Palavras-chave: Equacoes Diferenciais Parciais Elipticas. Regularidade. Estimativas.

Solugao Fraca.



ABSTRACT

The main objective of this work is to study the regularity of solutions of elliptic partial
differential equations of second order, will be used techniques such as the principle of
maximum estimates a priori and the unequal Harnack. Finally generalize the solution

concept seeking solutions in the Sobolev space WP (Q)).

Keywords: Elliptic Partial Differential Equations. Regularity. Estimates. Weak Soluti-

ons
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10
1 INTRODUCAO

Ao longo deste trabalho iremos estudar propriedades gerais das equagoes dife-

rencias parciais elipticas lineares e quasilineares, isto é, vamos estudar equagoes da forma

Z aij(x)Dyju + Z bi(x)Diu+ c(x)u = f(x)

Lj=1

n n
Z aij (x,u, Du)Diju + Z bi(x, u, Du) = 0.
ij=1 i

No capitulo 2, vamos desenvolver os pré-requisitos necessarios para o enten-
dimento dos capitulos restantes como conceitos de calculo no R™, conceitos de teoria da
medida e teoremas de convergéncia de integral e por fim sera dado um breve resumo sobre
espacos de Sobolev e teoremas de imersao entre estes. No capitulo 3 sera estudado funcoes
harmonicas e suas propriedades como a propriedade do valor médio, solu¢oes fundamen-
tais, principios do maximo, desigualdade de Harnack e por fim os métodos de energia.

No capitulo 4 discutiremos os principios do maximo e suas aplicagoes, dois
tipos de principio do maximo serao estudados um devido a Hopf e outro a Alexandroff.
Como aplicagao veremos as estimativas a priori dos problemas de Dirichlet de Von Neu-
mann. Para finalizar o capitulo 5, faz um estudo da definicao de solucao fracas e suas

propriedades gerais, como a Holder Continuidade.
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Notacoes

0Q) é o bordo de Q.
Se Q' é aberto, escrevemos Q' cC Qse Q' C Q' cQeQ ¢ compacto.

|Q| é a cardinalidade do conjunto Q.
Seja u: Q — R entao ut = max(u,0), w” = —min(u,0) eu=u" —u".

0SCo U = supu — inf uw.
Q Q

supp(u) = {x € Q;u(x) # 0}, isto é, o suporte de u é o menor fechado em que u

)
)
)
)
e) m(Q) é a medida de Lebesgue do conjunto Q.
)
)
)
)

nao se anula.

) Du=(Dju,...,Dnu), é o gradiente da fun¢ao u, onde Dju = ou/0x;.

) D?u = (Diju)ixj é a matriz hessiana de w.

) Br(x0) € Q é uma bola fechada de centro x e raio 7.
(m) BY%(xq) € Q é uma bola aberta de centro xq e raio T.

) «(n) é o volume da bola unitaria em R™.

) wn = x(n)n é a area da esfera unitaria em R™.

) Se U é um espago vetorial com produto interno, e v,w € U, v-w é o produto interno
de u e v no espaco U.
(q) C*(Q), C*®(Q) denota respectivamente o conjunto das fungoes k-vezes diferencidveis

cujas suas derivadas até a ordem k sao continuas e o conjunto das fungoes suaves.

(r) C§(Q),CP(Q) é o conjunto das fungdes C*(Q), C*®°(Q) com suporte compacto.

(s) A distancia entre os conjuntos Q e Q" é dada por

dist(Q, Q) =inf{x —yl;x € Qeyec Q)

a distancia entre um elemento x e um conjunto ) é dada por

dist(x, Q) = inf{jx —y|;y € Q}

~—~
-+
S—

WEP(Q),H*(Q) (k=0,1,2,...,1 <p < 0o) é um espaco de Sobolev.
(u) C*Y(Q) é o conjunto das fungoes Holder continuas.
(v) Um multi-indice & é uma n-upla (&,..., ) com o € Zy,i=1,2,...,n. Defini-

mos a ordem do multi-indice & como

n
lo| = Z oG-
i=1



O seu fatorial é definido como

n
ol = H oci!.
i=1

O seu coeficiente binomial como

n k! k!
<(X) :m:a p(lT(lkEZ+.

A exponenciagao

n
x* = | | x %,
i=1

E por fim, a derivada parcial

oul«l

D*u = .
0% 0% ... 0%

(x) Sejam f, g fungoes quaisquer. Escrevemos f = 0(g) quando x — xg, desde que

o PO
x=xo |g(x]]

12



2 PRELIMINARES

2 PRELIMINARES

Este capitulo destina-se a dar uma base para a leitura do texto como um todo.

2.1 Algumas nocgoes de calculo em R"

Seja Q C R™ um aberto

Teorema 2.1 (Teorema da Divergéncia) Seja u € C'(Q;R™) entdo

/divudx:/u-v ds

(o] 00

onde v € a i-ésima coordenada do vetor v exterior a 0Q).

Prova: Veja em Lima [13] pagina 492.

Teorema 2.2 (Teorema de Gauss-Green) Suponha que w € CH(Q). Entdo
/Diu: /u\/idS i=1,2,...,n)
Q 20

onde v é a i-ésima coordenada do vetor v exterior a 9Q).

Prova: Basta aplicar o teorema da divergéncia ao campo u = (0,..., w ,...,0).

Teorema 2.3 (Férmula de Integracdo Por Partes) Sejam u,v € C'(Q). Entdo

/Diuvdx:—/uDiv—l—/uvvidS i=1,2,...,n)

(0] (o] (JO)

Prova: Basta aplicar o teorema de Gauss-Green a uv.

Teorema 2.4 (Fdrmulas de Green)
(a) va Dudx = —quvdx+ f

(b) quv—vAu— fu fv

Prova: Para a prova de (a) basta aplicar a formula da integracao por partes a uD;v.
Para a prova de (b) basta trocar u por v e v por u gerando assim duas identidades, a
identidade do item (a) e a identidade obtida através da troca, subtraindo essas duas

identidades segue o item (b).

13



2.2 'Teoria da Medida 2 PRELIMINARES

2.2 Teoria da Medida

Definicao 2.1 Uma colecao M de subconjuntos de X C R™ € chamada o-dlgebra se

(a) O,R™ € M
(b) ] € M entio R™\ ] € M
(c) Se {Ax=1 CM, entio (o) Ak, Up; Ak € M
o par (X,M) é chamado de espago mensuravel e os seus elementos de conjuntos men-

suraveis.
Definigao 2.2 Seja f: R™ — R. Dizemos que f é uma fung¢ao mensurdvel se

Q) e M

para cada conjunto aberto Q € R.

Definigao 2.3 Uma medida no espaco mensurdvel (X, M) € uma funcdo n: o — [0, 00]

que satisfaz as sequintes condicoes

(a) w(®) =0

(b) Se (Ax)x>1 € uma sequéncia de conjuntos disjuntos dois a dois, entao
H( U Ak) =) Ay
k=1 k=1
A medida p é finita se u(X) < co. O terno (X, Z, u) é chamado de espaco de medida.

Definig¢ao 2.4 Dizemos que uma propriedade (P) no conjunto X vale em quase todo ponto

(q.t.p) de X se

m(Y) =m({y € X;—P}) =0

2.2.1 Espacos LP

Sejam (X, Z, i) um espago de medida e 1 < p < oo. O conjunto de todas as fungoes

mensuraveis de X em R tais que

<=

ullie (x 5,0) = </|flpdu> <oo para 1 <p< o
X
é definido como o espago LP (X, X, u). Se p =1 dizemos que a funcao f é integravel.

14



2.2 'Teoria da Medida 2 PRELIMINARES

Definicao 2.5 Uma funcao f: X — R é dita localmente integravel se
/ If(x)|dx < oo
K

para todo compacto K C X, simbolizamos isso dizendo que f € L1 (X). Para 1 <p < oo

loc
a defini¢ao € andloga.
O caso p = o0 é o conjunto das fungoes mensuraveis em X tais que
lliex,z,0) = inf{e = 0;m({x € X; [f(x)] > C}) = 0} < 00

isto é, o espaco L*°(X, X, 1) é o conjunto das fungoes limitas q.t.p.

2.2.2 Convolucao e suavidade

Se QO C R™ é um aberto e € > 0, escrevemos

Q. ={x € Q;dis(x,0Q) > €}

Defini¢ao 2.6 (a) Sejan € C*®°(R™) definido por
1

n(x) = Cexp <|X|2_1>, se x| <1

0, selx|>1

onde C ¢é uma constante tal que [ n =1

R
(b) Para cada € > 0 definimos

1 X

Ne(x) = e—nﬂ(g)

Chamamos 1 o mollifier standard. As funcoes Ne sdo suaves e satisfazem

/nedxz 17 SuPP(T]e) C Be(o)

Rn

Definigao 2.7 Se f: Q — R ¢ localmente integrdvel, defina a molificio de f como

fe=mnexf em Q.

isto €



2.2 'Teoria da Medida 2 PRELIMINARES

para todo x € Q..
Proposicao 2.1 Seja f como acima, entao

(a) fe € C*(Q)
(b) fe = f q.t.p quando € — 0.

Prova: Veja em Evans [5] pagina 714.

2.2.3 Teoremas de Convergéncia de Integrais

Teorema 2.5 (Lemma de Fatou) Assuma que {fih1 € uma sequéncia de fungoes me-

surdveis nao-negativa, entao

/liminffkdx < liminf/fkdx.

k—o0 k—o00
R™ R™

Prova: Veja em Stein e Shakarchi [15] pagina 61.

Teorema 2.6 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja {fih>1 seja uma sequéncia
de funcoes mensurdveis em R™ tal que fy — f q.t.p em R™. Se existe uma fun¢ao g

integravel tal que |fy| < g q.t.p em R™ para todo k, entao

k—o0 k—o00
R™ R™

Prova: Veja em Stein e Shakarchi [15] pagina 67.

2.2.4 Diferenciacao

Teorema 2.7 (Teorema da Diferenciagio de Lebesgque) Seja f : R™ — R localmente

integravel, entao para quase todo ponto xg € R™ vale

][ f(x) — f(xo) quando t — 0.

B+ (x0)

Prova: Veja em Stein e Shakarchi [15] pagina 104.

16



2.3 Coordenadas Polares 2 PRELIMINARES

2.3 Coordenadas Polares

Teorema 2.8 Seja f: R™ — R continua e localmente integrdvel. Entao

/d /j( / fds) ar

0B (x0)

para cada ponto xg € R™. Em particular, vale

o /)fdx)_ [ s

B+ (%0

para cada v > 0.

Prova: Veja em Folland [6] pagina 78.

2.4 Algumas desigualdades tteis

(a) Desigualdade de Cauchy

(a,b € R).

a2 2
bt 42
ws 5T

Prova: Basta notar que a®? —2ab +b? = (a—b)%? > 0.
(b) Desigualdade de Cauchy com €

2

b
ab<<—:a?+E (a,b>0,e >0).

Prova: Note que

e aplique a desigualdade de Cauchy.

(c) Desigualdade de Young - Seja 1 < p,q < oo tal que % + ﬁ = 1. Entao

P pd
abga——k— (a,b > 0).
% q

Prova: A funcao f: R — R* dado por f(x) = e* é estritamente convexa pois

17



2.4 Algumas desigualdades tteis 2 PRELIMINARES

f”(x) = e* > 0, segue que

1 Pl q 1 P 1 q aPf bd
ab = eloga+logb — eploga +4 logb < _eloga 4 _elogb -

P q p q

(d) Desigualdade de Young com €

ab < ea? + C(e)b? (a,b>0,e >0)

para C(e) = (ep)~9/Pq~".

Prova: Escreva

e aplique a desigualdade de Young.

= 1. Entao se

(e) Desigualdade de Hélder - Assuma que 1 < p,q < oo, = +

f e LP(Q),g e L9Q), temos

141
P q

/ fgldx < [[llir (o llgllie (o
Q

Prova: Veja em Evans [5] pagina 707.

(f) Desigualdade de Minkowski Assuma 1 < p < oo e f,g € LP(Q). Entao

If + gllr ) < flle ) +1lgllLa(a)-

Prova: Veja em Evans [5] pagina 707.

g) Desigualdade de Holder Generalizada - Sejam 1 < p1,...,pm < 00, com
P p
Y&, L =1, eassuma que f, € LP(Q) para k=1,2,...,n. Entao

i=1 p;
n n
/‘ka‘ < HkaHLP(Q)-
P im1

Prova: Veja em Evans [5] pagina 707.

(h) Desigualdade de Interpolagao - Assumaque l<m<l<n<ooe

18



2.5 Espacgos de Sobolev 2 PRELIMINARES

06 1-0
__|_—
m n

L™(Q). Entao f € LY(Q), e

1 R
=
Suponha também que f € L™(Q) N

all i) < Ihullfn oy el G -

Prova: Veja em Evans [5] pagina 708.

2.5 Espacos de Sobolev
2.5.1 Espacgos de Holder

Definicao 2.8 Dizemos que u: Q — R € Holder Continua de expoente y se

lu(x) —u(y)l < Cx —yl" (x,y € Q)

para alguma constante 0 <y < 1.
Definicao 2.9 O espaco de Hélder

CcHY(Q)

consiste em funcoes W que sao K-vezes continuamente diferencidveis e cuja sua k-pesima

deriwada parcial seja limitada e Holder continua de expoente y.

Definigao 2.10 (Derivadas Fracas) Seja w € Li,.(Q) e o« um multi-indice dado. Uma
1

loc(Q) serd chamada de x—ésima derivada fraca de w se vale a seguinte

funcao v € L
identidade

/uD“d)dx: (=)l /vcbdx.
Q Q
Para todas as fungoes ¢ € CF(Q). Neste caso denotaremos D*u = v.

Observacao 2.1 Observe que D*u € unica a menos de um conjunto de medida nula.

Defini¢ao 2.11 (Espago de Sobolev) Seja w: Q — R definimos o espago de Sobolev

19



2.5 Espacgos de Sobolev 2 PRELIMINARES

wWh(Q) = {u € I*(Q); Diu € L*(Q)}

aqui as derivadas sio tomadas no sentido fraco e as mesmas pertencem a L2(Q). Como

notacao para este espaco iremos usar H1(Q) = W2(Q)
Definigao 2.12 O espago H(Q) € definido como

Ce(Q) em HYQ).

2.5.2 Desigualdades de Sobolev

Definigao 2.13 Se 1 < p < n, o conjugado de Lebesgue de p € definido como

Teorema 2.9 (Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev) Assuma que 1 < p < n.

Existe uma constante C, que depende apenas de n e p, tal que

Wl p gn) < ClIDuflLe 0y

para todas as fungoes u € CH(R™).
Prova: Veja em Evans [5] pagina 277.

Teorema 2.10 (Estimativas para WyP(Q),1 < p < n) Assuma Q limitado e aberto.

Suponha que w € Wé’p(O_) para algum 1 < p < n. Entdo vale a estimativa

Iultao) < ClIDUllr(a)

*

para cada 1 < q < p*, e a constante C depende de p, q,n.

Prova: Veja em Evans [5] pagina 280.

Definicao 2.14 Para todo conjunto E C R™,

(We = ][udx.

E

20



2.5 Espacgos de Sobolev 2 PRELIMINARES

Teorema 2.11 (Desigualdade de Poincaré em uma bola) Assuma que 1 < p < oo. Entdo

existe uma constante C, que depende de n e p, tal que

I — (W rllie B, (x) < CrlDullre (s, (x))
para todo bola B, (x) C R™ e cada funcao WP (BY(x)).
Prova: Veja em Evans [5] pagina 291.
Teorema 2.12 (Desigualdade de Poincaré em WYP(Q)) Assuma que 1 < p < oo e seja
Q € R™ um dominio de extensdo conexa para WYP(Q) de medida finita. Seja E C Q

um conjunto mensurdvel a Lesbgue de medida positiva. FEntao existe uma constante C

positiva, dependendo de p,Q, E tal que para toda funcio w € WHP(Q) wale

/ u(x) — uelP < C / Du(x)Pdx.
Q Q

Prova: Veja em Leoni [12] pagina 361.

21



3 FUNCOES HARMONICAS

s FUNCOES HARMONICAS

3.1 Propriedade do Valor Médio
Assuma que O é um dominio limitado.

Definicao 3.1 - Dizemos que w € C(Q) satifaz a propriedade do valor médio se valem

as sequintes igualdades

a)

u(x) = wnin—l / u(y)dSy para qualquer B,(x) C Q;
9B (x)
b)
u(x) = w:r“ / u(y)dy para qualquer B,(x) C Q

B:(x)

Observe que na definigao (3.1), a) e b) sao equivalentes.

De a), temos

Integrando com relacao a variavel r, temos

sMu(x) = /Su(x)nrnldr

0
1 S
= — dsS, d
%/0 /u(y) Jdr
0B+ (x)

- / u(y)dy

fazendo r = s, segue que a) implica b).
De b), temos

derivando em ambos os lados com relacao a r

22



3.1 Propriedade do Valor Médio 3 FUNCOES HARMONICAS

n—1 _n
nrtu(x) = o / u(y)dy
0B (x)
assim
( ! (y)d
u(x) = u
wnrnl vy
0B, (x)

Observagao 3.1 A partir do teorema de mudanca de varidveis para integrais podemos

reescrever a) e b) como

a’)

1
u(x) = o u(x +rw)dS,, para qualquer B.(x) C Q;
n\wl:l
b’)
u(x) = wl u(r +rw)dw para qualquer B,(x) C Q.
n\W|<1

Proposicao 3.1 Se u € C(Q) satisfaz a propriedade do valor médio em Q entdo u

assume o seu mdzrimo e minimo somente em 00) a menos que W seja constante.
Prova: Considere o conjunto
Y ={x € Q;u(x) =M =maxu(x)}.
xeQ
E claro que £ é fechado em Q pois £ = w({M}) e u € C(Q). Mostremos

agora que X é aberto, para todo xg € X, tome B, (xg) C Q para algum v > 0. Entéao, pela

propriedade do valor médio temos

n n
M:u(XO):wr“ / u(y)dy <M /dy:M

Isso implica que
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3.1 Propriedade do Valor Médio 3 FUNCOES HARMONICAS

n

/ (M —u(y))dy =0. (3.1.1)

B+ (x0)

W, TN

Mas u(y) < M entéo, se u(y) < M, temos

/ (M —u(y)) >0

B+ (xo)
contrariando (3.1.1) dai u = M em B, (xq), isto é, B, (xg) C . Como X é aberto e fechado

em Q) e este é conexo, segue que X = Q).
Definicao 3.2 Uma funcao u € C?(Q) € harmoénica se Au = 0.

Teorema 3.1 Sejau € C2(Q) harménica em Q. Entdo u satisfaz a propriedade do valor

médio em Q).

Prova: Seja qualquer B.(x) C Q. Entao para todo 0 € (0,r), aplicamos o teorema da

divergéncia em Bg(x) e obtemos

/ Au(y)dy :/ Du(y) - vdS. (3.1.2)
Bo(x)

dBo
Onde v é o vetor normal exterior a esfera 0Bg(x). Agora, pelo teorema da

mudanca de varidveis temos que:

/Au(y)dy: = pn! / Du(x + 0w) - vdS,,
Bo(x) [wl=1
0
_ n—1 _
— 0 / aeu(x+6w)dSW
lw|=1
6“’1i / u(x + 0w)dSs
00 w

[w|=1

Note que acima usamos a definicao de derivada direcional e o teorema da
convergencia dominada. Agora, como u é harmonica, temos que Au = 0 e assim para
cada 0 € (0,1)

0
30 u(x + 6w)ds,, =0.

[w|=1
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3.2 Regularidade 3 FUNCOES HARMONICAS

Integrando com relacao a 0 no intervalo (0, 1), temos:

"o
/0% / u(x + 6w)dsS,, =0

lw|=1

pelo teorema fundamental do calculo

/u(x-l—rw)dsw— / u(x)dsS,, =0

lw|=1 lw|=1

portanto

/ u(x +rw)dS,, = w,u(x)

[w|=1

assim, concluimos que

3.2 Regularidade

Segundo a definicao dada na segao anterior, as fungdes harmonicas aqui tratadas tém
pelo menos todas as derivadas de ordem 2 continuas. Iremos mostrar agora que vale mais

ainda, toda funcao harmonica é suave.

Teorema 3.2 Se u € C%(Q) satisfaz a propriedade do valor médio, entio u é suave e

harmonica em Q).

Prova: Se Au # 0, entao existe B, (x) C Q tal que Au > 0 em B, (x). Portanto

9
or

0
A ==
0< / uly)=r ”

B (x) Iwl=1

u(x +1™w)dS,, = ™' —(wnu(x)) = 0.

Contradicao, dai Au =0 em Q. Agora mostramos que u é suave. Para isso ,
seja 1 o molifier standart, que é uma funcao radial segundo a sua definicao. Considerando
u® =1 *u a molificacdo de uw em Q. = {x € Q;dis(x,0Q) > €}. A idéia é mostrar que

u=u® em Q. pois como sabemos u¢ € C*(Q.).
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3.2 Regularidade 3 FUNCOES HARMONICAS

en €
Be(x) Be(x)
1 [ x —yl
:—n/ (Y (y)as,d
€ €
0B (x)
_ L ) I)/ u(y)dS,dr
€™ Jo € JoB,(x) Y
1 €
= (I)u(x)noc(n)r“_ldr
€™ Jo €
1 €
= —u(x)/ n(I) / dSydr
0B, (0)
1 [yl
= St [ ey
€ €
B¢ (0)

= u(x) /Be(o)ne(y)dy —u(x).

Assim u® = u em Q., portanto u € C®(Q.). Como Q. se aproxima de Q

quando € — 0 e o conceito de diferenciabilidade é local, segue entao que u € C*(Q).

Agora discutiremos o fato que toda funcao harmonica é analitica, para isso

comegamos falando sobre as estimativas das derivadas de uma fungao harmonica.

Proposicao 3.2 Assuma que u € harmonica em Q. Entdo

Cx
il B xo) (3.2.1)

IDPu(xo)| <
para cada bola B, (xg) C Q e cada multi-indice & de ordem |x| = k. Aqui

1 2n+1 k k
Com L ¢ = kS (3.2.2)
x(n)
para k =1,2,...

Prova: Para o caso k = 0, temos pela formula do valor médio que
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3.2 Regularidade 3 FUNCOES HARMONICAS

DPulx) = futxo)l = [f  ulylay]
B+ (x0)
e AL
< u
(T Jo gy
Co
= T_nHuHLl(Br(xo))-
Para o caso k = 1, temos que DPu(xy) = Dju para algum i = 1,2,.... Daf

como Au = 0, temos que AD;ju = 0, isto é, D;u é uma funcao harmonica em Q. Logo,

pela férmula do valor médio

Diu(x)dx‘

(x0)

IDiu(xo)| = = )][
Br
2
on -
= ) n / u\/ldS‘.
O((T‘L)T“ aB% (Xo)

Note que acima usamos o teorema de Gauss-Green. Assim usando a desigual-

dade de Holder, concluimos:

2n
IDiu(xo)| < T||u||Loo(aBE(xo))~ (3.2.3)

Veja que se x € 0B:(xg), entdo B:(x) C B,(xg) C Q e entdo

N — /B u(y)ldy

o(n)rm 5 ()

(%)“ﬁ /B L hely)dy
(3.2.4)

de (3.2.3), temos que

2n
IDPu(xo)| < THuHLD‘)(aB%(XO))

usando a definicao da norma L* em (3.2.4)

5 2n+1n Cl
IDPu(xo)| < WHuuLl(Br(xo)) = rn+1||u||L1(Br(x0))-
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3.2 Regularidade 3 FUNCOES HARMONICAS

Se |B] = 1. Assuma agora que k > 2, e que (3.2.1) e (3.2.2) sejam validas para
todo multi-indice de ordem menor ou igual a k — 1. Fixe B, (xq) C Q e seja o um multi-
indice de ordem menor ou igual a k. Entdo DPu = D;(DYu) para algum i € {1,2,...,n},
lyl =k — 1. Agora, usando a hipétese de inducao temos:

IDPulo)l = DD < D s u- (3.2.5)

glx
Veja que se x € 0B p—1)r (x), entao B -1 (x) C By(xg) € Q. Como (3.2.1) e
k Tk
(3.2.2) valem para k — 1, segue que

(2n+1n(k _ 1))k 1
() (Bt

IDPu(xp)] < IullLs (B, (x0)) (3.2.6)

de (3.2.5) e (3.2.6)

nk (2" n(k — 1))
IDPu(xo)l < T a(m) (e Il B, (xo0))-

Assim,

nkz(nJrl)(kfl)nkfl(k . 1)(k7 .
Do)l € M s e e K Il

E logo conlui-se que:

Cy

IDPu(xo)l < el B (x0))-

Veremos agora que nao existem fungoes harmonicas limitadas, a menos que as

mesmas sejam constantes. Esse fato é conhecido como

Teorema 3.3 (Liouville) Suponha que u: Q — R é harménica e limitada. Entdo u é

constante em Q).

Prova: Fixe xg € Q e r > 0 e aplique a proposicao 3.2 a B,(xo)
2n+1n
D(xo)| < ——— u(y)ldy.
Do)l < ot /Bm” (v)ldy
Por hipétese, u é limitada, isto é, existe M > 0 real tal que [u(x)| < M,
Vx € Q e assim:

2n+1n 2n+1n
—M n= M. 2.
()l a(n)r . (3.2.7)

IDu(xo)] <
Fazendo r — oo em (3.2.7), segue que Du = 0, logo u é constante em Q.
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3.2 Regularidade 3 FUNCOES HARMONICAS

Veremos agora que toda funcao harmonica é analitica, isto ¢, a funcao u pode
ser representada por uma série de poténcias convergente em uma vizinhanca de um ponto

Xoeﬂ.

Teorema 3.4 Assuma que w € harmonica em Q. Entao w € analitica em Q.

Prova: Seja xy € Q e 4r := dist(xg, 0Q), entdo M := ﬁllullg(gw(xm < 00, pois u é

harmonica, logo suave e assim a funcao |[u| é continua em Ba.(xq) C Q, logo integravel.

Agora note que B, (x) C Bar(xg) C Q para x € B:(xq). Da proposicao (3.2), temos:

Cx
IDPu(xo)| < 1m+k||u||L1(131»(x0))-

Usando a definicao de norma L* e o valor de Cy dado por (3.2.2), temos

1 2n+1n B 2n+1n 1B
B - (B [B]
IIDP Ul (B, (x)) < “(n)rnHuHI_l(BT(xo))-( " ) B < M( " ) B

Agora que que para cada k inteiro positivo temos k¥/k! < Ce*, entdo |B|'P! <

CelBl|B|! para todo multi-indice B. Além disso, pelo teorema multinomial:

K K B!
IBl=k

portanto

|

nk 2 @

B!
e assim

Bl < nlPIpL.

Usando isso na estimativa para a norma L*® de DFu

2n+1n B
IDPWlise, oy < CM(=—2) " el®lp]
n+1
< CM<2 :“)B'euﬂnmﬁ!
2n+1 2 1Bl
- CM(#) Bl.

Queremos mostrar agora que a série de Taylor de u em X
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3.2 Regularidade 3 FUNCOES HARMONICAS

B
ZDE—'(XO)(X—XO)B (3.2.8)
- .

sobre todos os multi-indices 3, é convergente desde que

T

=l < onange

Para provarmos isso, calculemos para cada n o termo resto da série (3.2.8)

Tp(x) = Z DPu(xg + t(x —x0)) (x —x0)P

3] (3.2.9)

Bl=p

para algum 0 < t < 1, onde t = t(x), com efeito

IDPu(xg + t(x —x0))l(x — x0) P
|Bl=p '
2t InZeN 1Bl |x — xo/P!
S ZCM( T > B! B!
[Bl=p
2ntinZeyp T P
< M Z < T ) <2n+2n3e>
Bl=p
1
s M Z (2n)p
[Bl=n
— M
- enp

fazendo p — oo, segue que CMzip — 0.
Afim de finalizar essa secao vamos mostrar que os valores de toda funcao
harmonnica nao-negativa em um dominio V sao comparaveis, desde que I' CC Q, lem-

bremos que ' CC Q quer dizer que ' C T C Q e T é compacto.

Teorema 3.5 (Desigualdade de Harnack) Para todo dominio ' CC Q, existe uma cons-

tante C, que depende somente de T, tal que

supu < Cinfu
r r
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3.2 Regularidade 3 FUNCOES HARMONICAS

Em particular,

para todos x,y € T

Prova: Seja r = idist(r, 0Q)). Escolha agora x,y € T tais que |x —y| < 1, vale a
desigualdade

E=N
RaY
[l
=
i=%
Ny
o,
N
\VJ
—
<
i=%
Ny
o
N
Il
e
<

Wy (2r)™
o que implica

sup u < 2" sup u.

B+ (y) B+ (y)

Como T é conexo e T' é compacto, o teorema de Borel-Lebesgue garante que
podemos cobrir T' com um ntimero finito de bolas abertas By, Bo, . . ., B, de raio p tais que
BiNBiyy #Dparai=1,2,...,p—1. Dai

para todos x,y €I

Vamos finalizar essa se¢ao falando de uma condicao necessaria e suficiente para

caraterizar uma funcao harmonica.
Teorema 3.6 Suponha que w € C(Q), entdo u € harmoénica se, e somente se,

/uAp =0 para qualquer p € C3(Q). (3.2.10)
0

Prova: Se u é harmonica, a segunda identidade de Green nos diz que:

/uAp—pAu:/qu-N—/pDu-N
—~—

Q =0 Jo} 00

onde N ¢ o normal exterior ao bordo de Q. Entao, como p € C2(Q), segue

que p =0 em 0Q) e assim
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/uAp = 0.
Q

Reciprocamente se vale (3.2.10), entao afirmamos que se B.(x) C Q, temos

T / u(y)dS(y)=n (/ u(y)dy. (3.2.11)

d 1 d n
E(noc(n)rn—l /u(y)ds(y)> ~— a(na(n)f“ /u(y)dy>
OB (x) (3.2.11) B, (x)
nd/1
- ol / ulyldy)
BT‘(X)
S s way+ (¥)ds(y))
 wp N YT YN
B (x) 0B (x)
n,/—m 1
= w_n<rn+1 /u(y)dwr—n . (X)u(y)ds(y)>
B, (x) '
no/-r 1
= w_n<1‘““ u(y)dS(y)—I—T—n / U(U)d5(9)>
(3.2.11) 9B (x) 9B (x)
n /—1
- 2w [ uwastr o [ ouwasty)

Com isso, conluimos que

1
Wnrn—1

/ u(y)dS(y) = constante
0B (x)

agora note que,

/ u(y)dSy —u(x)

0B+ (x)
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pois [u(x) —u(y)| < e sempre que r = [x — y| < §, em outras palavras mostramos que

1 .
W, 1 / u(y)dS(y) = 111)1(1) u(y)dSy = u(x)
9B (x) 9B, (x)

portanto,

1
TN Lol

/ u(y)dS(y) = u(x).

0B+ (x)

Logo u é harmonica em Q.

Agora provamos a identidade (3.2.11), por simplicidade assumimos x = 0. Seja
(P =", yl<r
ply, 1) =
0, lyl=r

e pr(y,7) = (P — )" 2 — k + Dy + n(lyP — %)) para jy| < v e
k = 2,3,...,n. Com um calculo simples nas derivadas parciais podemos mostrar que

p(,1) € C%(Q), além disso note que:

2“92(977'); |y| <rT
0, yl=r.

Ayp(yﬂ‘) = {

Mas por (3.2.10) obtemos:

/u(ymyp(y,r)dy= /U(U)PQ(UaT)ZO

B+ (0) B+ (0)
supondo que para k =2,3,...,n—1 vale
/ u(y)ex(y,m) =0 (3.2.12)
B (0)

mostramos a validade entao para k + 1.

Derivando (3.2.12), com respeito a 1, temos que:

w(y)px(y,r)dy + / u(y)%(g,r)dyzo

9B, (0) B.(0)

mas para 2 < k <n, p(y,r) =0 desde que |y| =, dai

/ u(y)aa%(y,r)dy =0. (3.2.13)
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Como %(y, T) = —2rp141(y, 7)(n —k + 1), temos

/ Cor(n—k + D)pss (y, T)uly)dy = 0
B, (0)

0 que mostra que

/ Pr+1(y, T)u(y)dy = 0.
B, (0)

Para concluir fazemos k = n—1 em (3.2.12), e daf se p,, (y, 1) = (n+2)|y/*—nr?

entao,

/ (n+2)*yl> —nrY)uly)dy =0
B+ (0)

derivando esta identidade com relagao a r obtemos:

/ (n+2)r* —nrHu(y)dS(y) = 2nr / u(y)dy.

0B, (0) B.(0)

e assim,

3.3 Solucao Fundamental Para a Equacao de Laplace

Seja u : R™ — R tal que Au = 0 em R™, uma vez que o laplaciano é invariante
por rotacoes, é plausivel esperar que a equacao de Laplace tenha solugoes radiais, isto é,
funcoes u que satisfazem Au = 0 tais que u(x) = v(r), onde r = |x — al, onde a € R"
. Veremos que a equacao de Laplace possui apenas uma dessas, que sera chamada de
solugao fundamental.

Vamos entao procura-la. Para isso, calculemos inicialmente o laplaciano de u.

Temos

Au=v"(r) + . v'(r)
se v £ 0. Assim Au = 0 se, e somente se,
n—1
v+ v=0.
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. Resolvendo essa equacao diferencial de 2* ordem, obtemos para r > 0

c1 +colog(r), n=2
V(T) = 2—n
c3+cyure ™, n > 3.

Onde ¢; Vi = 1,2, 3,4 sao constantes. Feito isso, vamos exigir que a nossa

funcao v possua singularidade e que satisfaga

0
/ a—:dS =1 para qualquer r > 0. (3.3.1)

0B,

Assim, chegamos a seguinte definicao

Definicao 3.3 A funcdao ' : R™ \ {a} — R definida por

1 _
s-logla—x|, n=2

la—x"", n>3

MNa,x) =T(a—x) = { )

wn (2—m)

¢ chamada solugao fundamental da equacao de Laplace.

Note que para cada a € R™ fixado, I'(a, x) é harmonica para x # 0 e a condigao

(3.3.1) é satisfeita, veja por exemplo, para o caso n = 2

-1 2—n
AT = —(—m).
X (aﬂx) 27_[(|a_x|2)
Além disso:
or
/ (a,x) = / DI'-N
on,
B:(a) 0B (a)
B / X—a a—x
- 27112 T
0B (a)
I
p— :]_
/ 27tr2T
0B (a)

Teorema 3.7 Suponha que Q é um dominio limitado em R™ e que u € C'(Q)N C2(Q).

Entao para qualquer a € Q wvale
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u(a) :/F(a,x)Au(x)dX— /(F(a,x) I

Q 00

Prova: Vamos fazer a prova para o caso n > 3, o caso n = 2 tem o mesmo raciocinio.
Aplicando a segunda identidade de Green a w e I'(a,.) no conjunto Q \ B,(a) parar >0

pequeno, temos

/(FAu—uAF): / (Fa—u—u£>dSX. (3.3.2)

on on
O\By(a) 0QUOB,(a)

Agora note que o vetor normal exterior a 9Q) coincide com o vetor normal

interior a 0B,(a), e além disso I' é harmonica em Q \ B,(a) assim

/ rAu:/(rg—TuL—u%)dsx— / (r%—u%)dsx. (3.3.3)

Fazendo r — 0 em (3.3.3) temos

ou ory u  or
/FAudXZ/(F%—uaL)—PL% / (rﬁ—ua)dsx. (3.3.4)

Q 00 0B, (a)

Para finalizar calculamos o limite na identidade (3.3.4). Paran > 3

0 1
/ rffas | <« —— g2 / IDu - n|dS,
on 12 —n|wn
0B, (a) 0B (a)
T2—n
< — Du|dS,
0B (a)
< sup |Du| — 0 quando r — 0.

(n—2) 3B, (a)

Além disso, usando o fato que u é continua vale que

or 1
/ u— = — / u(x)dSx — u(a) quando r — 0.
oB,(a) OM  WnT"! Jap, (a)
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Logo a identidade (3.3.4) fica

ou or
/FAudx = / (Fa — ua> dSy +u(a).
Q 20

Observagao 3.2 Na passagem (3.3.4) foi usado o teorema da convergéncia dominada no

cdlculo do limite

lim 'Au.
=0/ 0\B,(a)

3.4 Funcoes de Green

Suponha que Q C R™ é limitado. Seja u € C'(Q) N C3(Q). O teorema (3.7) diz

que para qualquer x € Q) vale

du or
= [ T(x,y)Au(y)dy — [ T(x,y)—I) — —(x,y)dS,. 3.4.1
u(x) Z(xy) u(y)dy aé (xy)any(y) u(y)any(xy) Y (3.4.1)

Entao se u resolve o problema de Dirichlet
Au=f emQ
u=¢@, emdoQ

para f € C(Q) e ¢ € C(0Q) vale

or

(0
u(x) = [ T(x,y)f(y)dy — | T(x,y)— ) — @(y)=—(x,y)dS, (3.4.2)
f[ aé any any

Portanto a identidade (3.4.2) nos diz que u pode ser expressa em termos de f
e @, com um termo desconhecido, que é a derivada normal de u ao longo de 0Q). Afim
de solucionar o problema de Dirichlet, devemos eliminar esse termo a partir de um ajuste
na solucao fundamental.

Considere qualquer x € Q fixado e defina

Y(x,y) =Txy) + d(x,y)

para toda funcio ¢ € C%(Q) com Ayd(x,y) =0 em Q. Escolhido essa fungéo o teorema

(3.7) pode ser escrito como
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ou oy

- y)Au(y)dy — ) (y) — wly) = (x, 1)) dS,. 3.4.3
ufx) !Quy)uwmydénWy%mﬁn WYy (y)aS, (343

J& que ¢(x,.) é harménica. Agora se escolhermos ¢ € CH(Q)N C%(Q) tal que
para cada x € Q

Ayd(x,y) =0, yeQ
d(x,y) = -T(x,y) y €.

A fungao vy resultante é chamada funcao de Green e serd denotada por G. Se

tal G existe, entao a solugao do problema de Dirichlet pode ser expressa como

26

) 4.4
n (3.4.4)

wi) = [ Geyrtydy - [ ofy

Q 20
A funcdo de Green G(x,y) é definida em funcio de y € Q para cada x € Q
fixado. A primeira observacao sobre funcoes de Green, e que caso existam, esssas funcoes
sao tnicas. Com efeito, suponha o contrério, isto é existem Gi(x,y) = T'(x,y) + d1(x,y)
e Ga(x,y) = T'(x,y) + da2(x,y), entdo G; e Gy sdo fungdes harmonicas na variavel y e

portanto, tomando { = G; — Gy e usando o principio do maximo concluimos que G; = Go.

Proposicao 3.3 (Simetria das Fungoes de Green) Fungoes de Green sao simétricas em
Q x Q, isto €, G(x,y) = G(y,x) parax #y em Q

Prova: Sejam x;,Xo € Q com x # y. Se tomarmos v < d/2, onde d = [x; — X9
B, (x1) N B.(x2) = ), pois se ocorresse o contrdrio, entao |x — x;| < 1 e [x — Xo| < 1, logo
pela desigualdade triangular terfamos d < v, assim d < r < d/2 e assim 1/2 > 1, absurdo.
Feito isso, fixamos agora a notacao Gi(y) = G(x1,y) e Ga(y) = G(x2,y). Aplicando a

segunda férmula de Green para as funcoes G; e Gy na regiao Q \ B, (x;) U B (x2)

/ GIAG, — GoAG, = / (Gl‘“’—i1 - GQa—il)ds.

O\Br(x1)UBr(x2) 9 (Q\Br(x1)UBr(x2))

Como a orientacao dos vetor normal exterior a 00 é contraria aos vetores

normais de 0B, (x1) e 0B, (x2)
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aGQ 6G1 . aGQ aGl
/ (Gl on -G an>ds a <G1 — G2 n)ds
9(Q\Bx(x1)UBr(x2)) 00
0Gsy 0G;
— G ——G —]dS
/ ! 2 an)
0B (x1))
acsz 8G1
— G — — Gy——dS.
/ ! = an)
0B (x2)

Por hipdtese G; é harmonica para y # xi, 1 = 1,2 e se anula em 0Q), assim

0G, 0G; 0G, 0G1\
/ (Glﬁ — GQE) ds + / <G1 o Gy o ) =0. (3.4.5)

0B (x1) 0B (x2)

Agora aplicamos a identidade de Green as fungoes I' e Go

d or
/ FAGs — GoATl = / (rE _ Gz—) (3.4.6)

on on
Br(x1) 0B, (x1)

note agora que Gy é harmonica paray # xo e I' ¢ harmonica para todo x # y em particular

AT =0 em B,(x) assim
/ r%82 6,00 . (3.4.7)
n n

Fazendo o mesmo raciocinio com as funcoes I' e Gy, conclui-se que

o _9G,,
/ (Gig-—T=52) =0. (3.4.8)

aBr(Xl)

somando (3.4.7) e (3.4.8), obtemos uma identidade onde o lado esquerdo tem o mesmo

limite que o lado esquerdo de (3.4.5) quadno r — 0.

0G or or 0G
/(ra—nz—GQanH / (Gla—ra—nl)zo. (3.4.9)

0B (x1) 0B (x1)

Para finalizar, observe que parai=1,2

0
"o
9B (xi)

< C sup [Tt =0
aBT(Xi]
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quando r — 0. Agora quando i =1,2

or

[ G -Gixe] € € s (G (Gl
on 0B, (xi 1)

0B (xi-1)

Dai quando r — 0, segue que

/ Gii — Gi(xi—1)
on

0B+ (xi-1)

portanto, fazendo r — 0 em (3.4.9) concluimos que

G(thz) = G(XQ,Xl)-

Proposicao 3.4 As funcées de Green na bola Bgr(0) sdo dadas por

(a) Param >3

(b) Paran =2
1 R Ix
Glx.y) = 5 ((loshx —yl —log (ppx— Ty).

Prova: Seja a transformacao linear T : R™ — {0} — R™ — {0} que faz T(x) = R%x/|x|?,
esta transformacao tem um nome especial ela é chamada de inversao através da esfera
0BR(0) que transforma o interior da bola Bg(0) em R™\ Bg(0). Usaremos a inversao para
calcular a funcao de Green na bola Bg(0). Assim, fixado x € Bg(0), precisamos encontrar

uma funcdo harmonica ¢ € C'(Bg(0)) N C?(Bg(0)) solucao do problema de Dirichlet

Aydx(y) =0, ye€ Bg(0)
bx(y) =—-T(x—y), ye€ 0Bg(0).

Se y # 0, poderfamos tomar ¢, como —I" exceto pelo fato de I' possuir uma
singularidade em y. Vamos mostrar que basta tomar a fungao abaixo para corrigir esse

problema
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bl =+ (R )

— =X
[y[n—?

[yl?

Note que ¢ é harmonica em B (0), pois o laplaciano é invariante por translagoes.
Além disso, sua tinica singularidade é R?*y/|yl*> que é a imagem do ponto x pela inversao
através da esfera 0Bg(0) logo nao pertence a bola centrada na origem de raio R, agora

note que

RQ Rn—2 RQ
(B -) (B2 )
R \yl [y [yl
basta usar a definicao de I' para n > 3.

Além disso para y € 0Bg

) s

que nos mostra ¢y (y) = —T(x —y) em 9B, (0). O caso para n = 2 é anélogo.

Corolario 3.1 Suponha que G € a funcao de Green da esfera. Entao vale

para qualquer x € B ey € 0Bg.

Prova: Consideramos apenas o caso n > 3. Da proposigao anterior, temos que a fungao

de Green para a esfera é:

R2x
LT

R\ n—2 2—m
G(x,y) = m (!x —yP - <m> ) (3.4.10)

Derivando (3.4.10) com relagao a y; temos que para x € Bg e y € 0By

yi RZ—|x?
D, G= .
vt wnR2 [x —ym

Como n; = % para [y| = R, segue que
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%
on

= 1 /R®—|x]?
— .D,.G(x,y) = : 3.4.11
(0w =3 mDy60ny) = 52 (=) (3:4.11)

A derivada da fungao de Green na diregao normal a esfera de raio R vai ser
denotada a partir de agora por K(x,y) para x € Q, y € 0Q e serda chamada de nicleo de

Poisson, este goza das seguintes propriedades:

Proposigao 3.5 O nicleo de Poisson K(x,y) para x € Q ey € 0Q satisfaz
(a) K(x,y) € uma fun¢do suave para x #y;
(b) K(x,y) >0 para |x] < R;

(¢) [ Kix,y)dSy =1 para[x| <R
lyl=R

Prova: Os itens (a) e (b) sao de facil verificacdo, vamos mostrar o item (c), vimos que

a solugao do problema de Dirichlet pode ser expressa como

win) = [ Gxylauly) + [ uly)5 > s,

Y
Q 00

Se O = Bg, u é harmonica em Bg e u = ¢ em 0By entao nos resta somente a

segunda parcela da integral, dai

Fazendo agora u = 1 segue o resultado.

Teorema 3.8 (Formula da Integral de Poisson) Para @ € C(0Bg(0)), a funcdo u defi-

nida por

[ KylelyldS,, <R
u(x) = < 9Bg(0)
@(x), em[x] =R

satisfaz u € C(Q) N C®(Q) e

Au=0, emQ
u=¢e, em 0Q.
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Prova: Veja em Biezuner [2], pagina 116.

Observacao 3.3 Note que se fizermos x = 0 na formula da integral de Poisson, temos

u(0) = — / o(y)dS,

0BRr(0)

que € a propriedade do valor médio.

Lema 3.1 (Desigualdade de Harnack) Suponha que w € harmédnica em Bgr(xq) e u > 0.

Entao, vale que

R \n—2R-—r R \n"2R+r
< <
<R+r> R+Tu(XO) ulx) <R—r> ru(XO)

onde v = |x — xg| < R.

Prova: Suponha que xg = 0 e u € C(Bg), pela férmula da integral de Poisson, temos que

1 RZ — x2
ulx) = / uly) s,
0B (0)

como R — |x| < [x —y| < R+ x| para [y| = R, podemos conluir que

1 R—[x| 1 n—2 1 R+[x| 1 n—2 /
ds, < < ds,,.
wnRR+|x|<R+!xl> /u(y) y S ulx] wnRR—|xy(R—|x|> uly)dsy

dBg dBr

Usando a propriedade do valor médio vista na observacao (3.3), segue o resul-
tado.

Corolario 3.2 Seu é uma funcao harmonica em R™ entdo u = constante.

Prova: Assumimos que u > 0 em R™. Tome qualquer ponto x € R™ e aplique a

desigualdade de Harnack na bola Bg(0) com [x| < R. Obtemos entao que

1 R—Ixl; 1 y\n2 1 R+xl; 1 yn-2
0) < u(x) < ( ) ).
wnRR+|x|<R—|—!x!) w(0) S ulx) wWnRR — x| \R —|x] u(0)
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Colocando R em evidéncia na desigualdade acima, e fazendo R — oo, con-

cluimos que

3.5 Principios do Maximo
Veremos nessa secao como usar o principio do maximo para obter estimativas interiores

para o gradiente e a desigualdade de Harnack.

Teorema 3.9 Suponha que uw € C2(B1)NC(B1) € uma funcio subharmonica em By, entdo

vale

supu < supu.
B, 9B,

Prova: Para cada € > 0 consideramos a funcao u. = u(x) + €|x/? para x € By, que tem

como laplaciano

Aue, = Au+ne >ne >0 (3.5.1)

note que em (3.5.1) foi usado que a funcao u é subharmonica. Feito isso, suponha que

tem um ponto de maximo no interior de By, logo

Au, < 0.

O que contraria (3.5.1), assim, seja M = rggx Ue, em particular
1

SUp Ue < SUP Ue
B, 9B,

mas vale que U, > u, assim

SUpU < Sup Ue < Sup Ue.
B, B, 9B,

Usando a definicao de u,

supu < supu(x) + elx* < supu(x) + esup [x|%
B 0B 0B1 0B:

Sendo € arbitrario, fazemos € — 0 e o resultado esta provado.

Proposicao 3.6 Suponha que w é harmonica em By. Entao vale
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sup |Du| < csup [u]
B, 0B,

onde ¢ = ¢(n) € uma constante positiva. Em particular para « € [0, 1], vale

[u(x) —u(y)l < Clx —y|* sup |ul
9B,

para X,y € B% e C=C(n,«) é uma constante positiva.

Prova: Um célculo direto nos mostra que

A(DuP) =2 Y (Dyu)*+2 ) Di(AwDiu=2 ) (Dyu)’ (3.5.2)

17]:1 17]:1 1,]:1

"

-0
pois Au = 0.

Assim (3.5.2) nos diz que u é subharmonica. Para prosseguirmos, precisamos

de uma funcio cutt-off apropriada. Para cada ¢ € C}(B;)

AlplDuf) = AeDul’+2D¢ - D(IDul) + A(IDuf)e
i,j=1 i,j=1

Usando agora a desigualdade de Cauchy com € = ¢/2

2
4/D;eDuDyul < 6|Di(PDju|2 +2¢Diu) .

somando ambos os lados, temos que

n 2 n n
4 Z IDi@DjuDyuf < ° Z IDi@Djul* 4 2¢ Z IDyjul.

i,j=1 i,j=1 i,j=1

Com isso, temos a seguinte identidade

= 2
4 ) [DieDjuDyjul < o DePIDuf +20A(IDup)

i,j=1

de onde segue que
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= 2
4 IDigD;ubyul > —[Del"Duf’ — 2¢A(DuP).

ij=1

Finalmente temos uma estimativa para A(¢@|Dul?)

9
Ale|Dul’) > AeDuf — 6|D(P|2|Du|2 — 2@ A(IDul?) + 29A(IDuf)

2

Para obter uma cota de |D@|?/¢@ em B; escolhemos uma funcao cut-off ¢ =n?
para alguma fungao n € C3(B;) e exigimos que 1 = 1 em B; /5. Com um célculo direto,

temos que:

AM?IDu?) > (2nAn — 6/Dnf*)Duf? > —C|Du/?
onde C é uma constante que depende apenas de 1.

Note agora que A(u?) = 2|Duf? + 2uAu = 2|Duf? j& que por hipétese u é

harmonica, agora tomamos o suficientemente grande para obtermos:

AMADuf + ocu?) = AM?Dul) + xAu?
> —C|Duf* + 2a/Duf?
(20 — C)|Dul* > 0.

Pelo principio do maximo

sup(n’|Duf® + au?) < sup(n’[Duf” + o)
B1 681

para finalizar a prova da estimativa interior note que
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sup(n’Duf’) < supm?*Duf + au?)
Bl Bl

< sup C(M?*Duf?) + asupu?.
6B1 aBl

Lembre que n =1 em By, en =0 em 0B; e assim

sup(|Du/)? < asupu?

B 0B,
2

dessa estimativa, concluimos que

sup |Du| < csupu.

B 0B,
2

Agora mostramos que nessas condicoes u é Holder continua. Sejam x,y € By /o,
sendo By /5 um conjunto convexo, vale que (1 —a)x+ oy para « € [0,1]. Como u é suave,

em particular continuamente diferenciavel, temos pela desigualdade do valor médio que

[u(x) —u(y)l IDu(x.(1 — o) + ecy).x =y

<
< Du((1— o)x + oy)l.x —yl™
<

sup |Duljx —y|*.
B,

2

E pela estimativa interior que foi provada, segue que:

lu(x) —u(y)l < Chx —yl*sup [ul.
0B

Afim de provar a desigualdade de Harnack precisamos do lema abaixo.

Lema 3.2 Suponha que w é uma fun¢ao harmonica nao-negativa em Bi. FEntao deve

valer

sup|Dlogu| < C
Bi/o

onde C = C(n) € uma constante positiva.
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Prova: Seja v = logu, entdao Av = (Au)(1/u) — |Dul?*(1/u?) = —|Du/*1/u? = —|Dv}%
Agora mostramos uma estimativa interior para o gradiente de v. Para isso seja w = [DV|?,

entao um calculo direto demonstra que

Aw =23 (Dyv)>+2) D;vD;(Av)

ij=1 i=1

Aw+2iDivDiw = 2i Di;v) +ZZD1VD (Av) —|—2ZD1VD1W

i,j=1 i,j=1 i=1 i,j=1

! Z(Dw" 2+2(ZDlv (Av+w))

_ 9 i (Dyv) 2+2<iDiv(—|Dvl2 +DvP))

i,j=1 i=1
n
= 2 Z (Dij\))g.
i,j=1

Note agora que devido a média quadratica ser maior ou igual a média aritmética,

temos que
n n
Z(Dij\’)2 > Z(Dii\’)2
i,j=1 i=1
(i (Div))?
Zz n 2
2
> (Av)
n
portanto,

= Av)? 1 2
> (Dyv)’ > [Av)” _ —Dvf* = &
e n n n

Tome agora uma fungao nao-negativa @ € C}(B;). Entdao com um cdlculo

direto podemos mostrar que
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Alew) = (Ap)w + 4 Z Di@Di;vDyv + 2¢ Z §)2+2¢ Z D;vD;(Av) (3.5.3)

i,j=1 i,j=1 i=1

Alew) + 2 Z D;vDi(ew) = (Ap)w+2¢ Z Div(Av+w)+4 Z Di@Di;vDjv

i=1 i=1 ~ i,j=1

+ 2WZDIVD1(p +2¢ Z Dyjv)?

i,j=1

= 2([) Z (DijV)Q + 4 Z Di(PDi)'VDjV

ij=1 ij=1
n
+ 2WZ DivDig + (Ap)w

i=1

Assim, conluimos que

Alew) +2) DivDi(ew) = 2¢ Y (Dyv)*+4 ) Di@DjvDyvy

n
+ 2w Z DvD;o + (Ap)w

i=1

Observe que

43 DigDDyv| <4 IDigDDyyl

i,j=1 1j=1

novamente pela desigualdade de Cauchy com e

4Z| 1 @DV)Dyvl < @) (Dig) + — Z 19)?(Djv)?
i=1

1,j=1 ij=1

¢

e T
[S

,.;
l
_

2+ —ID@IQIDVIQ-
¢

Usando o resultado obtido a partir da desigualdade de Cauchy com € (3.5.3)
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fica

Dol

Alow) > @ Y (Dyv)* — 2DoPIDV’ + (Ag —4

i,j::l

)IDv?

se ¢ é escolhida de tal modo que |D@|?/¢@ seja limitada em B;. Escolha ¢ = n* para
algum n € C}(By). Assim para cada n fixado

A'w) +2 ) DoDi(n'w) > n* 3 (Dgv)? — Dn'lDv — (An' —4770).

i,j=1

Efetuando as contas, temos que um célculo direto das derivadas da funcao

nos dao o seguinte resultado

= 1
AMm'w) +2) DwDi(n'w) > —n'[Dv[" — 8n°|Dnl|Dvf’ (3.5.4)
i=1

+4n°(nAn — 13[Dnf*)[Dvf?
afim de faciliar os calculos vamos chamar t = n|Dv|, assim (3.5.4) fica:

1
Amiw) > ﬁt‘* — 8|Dn|t? + 4(nAn — 13|Dnj*)t? > —C.

Onde C é uma constante positiva dependendo apenas de n e . Agora suponha
que n*w atinge o seu valor méximo em um ponto xo € B1. Entdao D(n*w) = 0e A(m*w) <

0 em xq, segue dessa suposicao que

1
An* 2y D,vDi(n*w) > —n*w? — C.
('w) +2)_ DvDi(n'w) > 5on'w
E assim

n'w?(xg) < C

onde C é uma constante positiva que depende de n e 1. Agora, se w(xq) > 1,

entao n*(xo)w(xg)w(xe) = n'(x0)w(xg), dai n*(xo)w(xe) < n*(xo)w(x)? < C. Caso
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contrario n*(xo)w(xy) < n*(xo). Em ambos os casos

1" (xo)w(xo) < C.

Onde a constante C depende de n e 1. Mas w = [Dv|? = |D log ul?, e assim

sup(n*w) < sup(n'w) < C em B,

B Bi
2

mas em By ,p, n =1, daf

supw < C
By,

Usando a definicao de w obtemos

sup [Dlogu| < C.
By

Corolario 3.3 Suponha que W é uma fun¢ao harmonica nao-negativa em By, entao vale

que

u(x;) < cu(xz) para quaisquer x, y € By 9

onde ¢ € uma constante positiva que depende apenas de n.

Prova: Como By é convexa, dados x1, X2 € By distintos, vale que tx; 4+ (1—1t)xs € By o,

para t € [0,1]. Assim, pelo lema (3.2)
IDlogu(tx; + (1 —t)x9)| < sup|Dlogu| < C.
Bi2
Multiplicando por [x; — Xo|

X1 —x2||D logu(tx; + (1 —t)x2)] < Clxy — %2

de onde segue que
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Dlogu(tx; + (1 —t)x2) < Clxy — xal. (3.5.5)

Integrando (3.5.5) em ambos os lados com relacao a t no intervalo [0, 1], temos

u(xq)
u(xs)

lOg < Cle — X9

elevando ambos os lados ao numero de Euler e

u(xq)

(x2)

Clx1—x
<e [x1—x2

e

de onde concluimos que

ux;) < culxs).

Proposigao 3.7 Suponha que w € C(By) é uma fung¢ao harmonica em By. Se u(x) <

u(xg) para qualquer x € By \ {xo} e para algum xo € 9By, entdo vale

ou
on

onde C, € uma constante positiva que so depende dem. Veja que em particular, a derivada

(x0) = Ci(ulxo) —u(0))

na direcao do normal exterior ao bordo de By € estritamente positiva.

Prova: Considere a funcao positiva definida em By, v(x) = e *X* — e~ Veja que
Av = e P*(—2am + 402|x[?). Queremos mostrar que v é subharménica sob certas
condicoes sobre « e |x|. Para isso, veja que, para qualquer 1/2 < [x| < lea >2n+1

vale

Av(x) = e’ (—20m + 4a2x[?) > 0.

Assim para « fixado a funcao v é subharmonica na regiao L = B; \ By /2. Agora

defina para cada € > 0 a funcao



3.5 Principios do Mdximo 3 FUNCOES HARMONICAS

Essa funcao também é subharmonica em L pois, Ah, = Au(x) + €Av, por
hipétese u é harmonica em By, dai Ah, = €eAv > 0 em L pois v é subharmonica nesse
conjunto. Obviamente h(x) < 0 em 0B; pois, por hipdtese u(x)—u(xq) < 0 para todo x €
0B1, dai he(x) < ev(x), agora note que se x € 0By vale v(x) = e * — e * = 0. Portanto
em 0B; vale he(x) < 0. E claro que se xo € 9By vale he (xo) = w(xg) —u(xo) + €v(xo) = 0.

Agora afirmamos que u(x) < u(xy) para x € 0B;/2. O que também é 6bvio,
pois se x € 0By/2 C B; entao pela hipétese u(x) < u(xp). Agora mostremos que
he(x) < 0 para x € 9By /9

Tomando e suficientemente pequeno concluimos que he(x) < 0 em 0By /2. Em
resumo he(x) = u(x) —u(xg) + ev(x) é subharmonica em L, he <0 em 0By, he(xg) =0
e he <0 em 0B 5.

Pelo principio do méximo, o maximo em h. é atingido em 0(B; \ By/3) =
0B; U 0By /2, mas xy € 0B, é tal que he(x) < he(xg), V x € 0By, portanto xy é ponto de

maximo de he em L. Isso implica que

Ooh. 0 0
(x0) 20 ou —u(xo) > —e—v(xo) = 2xee ~. (3.5.6)
on on on

Para justificar (3.5.6) note que, o gradiente de he no ponto xq é perpendicular

a 0B, mas como 1 = p onde p € 0By, entdo Dh || 1. Dai existe ¢ > 0 tal quen = cDhe.

Portanto
Oh.
on (x0) = Dhe(xo) -1 = ¢[Dhe(xo)* > 0.
Agora veja que
oh. ov
an (x0) = €6—(X0) =0
logo
uy —ea—v(x )
om”~ om
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Usando agora a definicao de derivada direcional e o fato que Dv(xg) = —20e™ %,

segue

0
—u(XQ) > 20e %e >0
on

por fim seja w(x) = u(xg) — u(x) > 0 em B;. E claro que w é harménica em

B:. Pelo corolario (3.3) temos que

l131r1f w>cw(0) ou supu < u(xg)+c(n)(u(xq) —u(0)).
1/2 Bi/2

Assim, tomando

e = dc(n)(ulxo) —u(0))

para 0 pequeno dependendo de m, segue que

g—u(xo) > C.(u(xg) —u(0)).
m

Para finalizar essa secao mostremos que que toda solucao da equagao de La-

place sob certas condicoes é Holder continua com expoente /2 com « € (0,1)

Teorema 3.10 Suponha que w € C(B1) é uma funcdo harménica em By com u= @ em

0B1. Se ¢ € C*(0B,) para algum « € (0,1), entdo u € C2(B) e vale a estimativa

Iulles - < Cllollcacos,)

onde C é uma constante positiva que depende apenas de n e «.

Prova: Basta mostrarmos a seguinte desigualdade

u(x) —ulxo)l _ s [(x) — @(xo)l
sup ———— < 22 sup
x€B1 |X_XO|2 Xx€0B; |X_X0’cx

V xo € 0B (3.5.7)

Para x,y € By sejam d, = dist(x,0B;) e dy = dist(y,0B;). Suponha que
dy < dx e [x—yl < dy/2. Tome xg, Yo € 0B; tais que dy =[x —x%o| e dy = [y—yo|. Assim
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y € Ba, 2(x) C Ba,(x) C B;. Entdo pela estimativa interior aplicada a fun¢io harmonica

u—u(xg) temos

Cn,x
u(x) —u(y)l = [(ulx) —ulxo) — (uly) —ulxe)l < (g )I —ylz  sup  Ju(x) —u(xo)|
dx X€0B g, (x)
Logo
g MUl ey ) — o)l
Ix —ylz XEOBg4, (X)
< C(n, o) sup [u(x) —u(x)]
x€B1
= C(n,«) sup ) ~ ulxo)l u(;co)l x —%o|?
xeB, X —x%ol2
< 2%°C(n, «)ll@llcx(aBy)-

Note que usamos (3.5.7) e o fato que

|z — %ol < 2dy,V z € Bg (x).

Agora suponha que dy < dy < 2[x —yl. Entao,

[u(x) —uxo)l < fu(x) —w(xo)l + hulxo) — wl(yo)l + hulyo) —uly)l.

Usando (3.5.7) concluimos que

C(n, “)2%||@||C“(631)(|X —x0l2 + %o —yol? +y —yol?)

u(x) —u(y)l <
< C(n, 0‘)2%||(P||Ca(asl)(d3 +5%x —y|? +dg3)
<

C(n, ollpllca(as,)lx —yl%
onde usamos a desigualdade

X0 —Yol < Ixo = x|+ Ix =yl + Yy —yol < dx+x—yl+dy <5x—yl
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Agora vamos a prova de (3.5.7). Suponha que B; = B;(e1), onde e; é o i-ésimo

vetor canonico em R™, xg =0 e @(0) = 0. Seja

X
Koe sup [P
xeoB, [x[*
veja que se x € 0B; entao [x|*> = 2x;, assim
wi) = o < sup LM < i < o (358)
X

0B,

Agora defina

v(x) = KQ%xl% vV x€ B

temos

Av(x)=K2%%<g—1)x1%_2<O em B;

pois x < 1ex; >0 em By.

Pelo principio do méximo aplicado a fungdo u — v (atente que A(u —v) =
Au—Av = —Av > 0)

sup(u—v) <sup(u—v) < 0
B1 0B, (‘3\5/-;

assim

o & @

u(x) < v(x) =K22x7 < K22|x|2 V x € B.

Considerando agora que

@ (x)|

x|

_ o]

x|

Ix|* < sup
0B

X|* = Klx|* < K[x[227 =v(x) (3.5.9)
como consequéncia de (3.5.9) temos u(x)| < K23|x|> para todo x € B;. Por-
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3.6 Métodos de Energia 3 FUNCOES HARMONICAS

tanto,

bl s o 10

B, [X|2 0By IX[*

Para o caso geral, considere ﬁl = Bi(e;) e T: R™ — R™ uma rotacao tal que
T(xg) = e;. Defina ¢ : 3B, - R por @(x) = @(L7}(x)) — @(xo) V x € O/B\l onde
L:R™ — R é dada por L(x) = e; — T(x). Notemos que ®(0) = ¢@(L71(0)) — ¢(0) =
©(x0) — @(xo) = 0. Além disso L~1(dB;) = dB;. Assim

Sup@ — sup lo(L7'(x)) — (L (x0))|
o8, XI* o5, IL(L71(x)) — L(L~1(0))[*
B lo(L71(x)) — (L' (x0))|
= sup
0B, [x — xq|*
lp(x) — (p(XO)‘

aB, X —xo[*

Usando o mesmo argumento para u (trocando « por o/2 e @ por U juntamente
com o fato de L_l(a) = By e lembrando que o laplaciano é invariante por rotacoes e

translagoes segue o resultado).

3.6 Métodos de Energia

Nesta secao discutiremos fungdes harmonicas a partir do método de energia. Vamos

assumir que ai; € C(B,) satisfaz

MEP < aij(x)&:& < AIE)? para qualquer x€B; e &eR"

para quaisquer constantes positivas A e A. Consideremos u € C!(B,) satisfazendo

/aijDiuDj(p =0 para qualquer ¢ € Cj(By). (3.6.1)

B1
Proposicao 3.8 Fungoes harmonicas satisfazem a identidade (3.6.1) para ay; = .

Prova: Basta integrar por partes a funcao ¢ = (ayDiu)@
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3.6 Métodos de Energia 3 FUNCOES HARMONICAS

/aiiDiuDi(P = _/(aijDiju(P + Dja;Diug) + / ai;Diuep’

B, B, 0B

onde p’ é o j-ésimo coordenada do vetor normal ao bordo de B;. Note que agora que

@ =0 em 0By pois @ € C}(B;). Assim

/aiiDiuDj(P = _/(aijDijU(P + DjayDiug).
B1 B1

Tome agora aij = 0y (delta de Kronecher) na expressao acima, segue que para

1 #j, segue o resultado. Agora para i =]

/DiuDj(p :—/DﬁU(p

B1 Bl

como U é harmonica, segue o resultado.
Lema 3.3 (Desigualdade de Caccioppoly) Suponha que w € C'(By) satisfaca

/aijDiuchp =0 para qualquer ¢ € C}(B;)

B

Entdo para qualquer fungaon € C}(By) temos

/ ZDuf? < C / D2
B1

B1

onde C é uma constante positiva dependendo apenas de A e A.
Prova: Tome ¢ = un?, pela hipétese

/(aijDiUDiu)n2 + 2(ayDiuDjn)un =0 (3.6.2)
By

mas A|Dul*n? < a;;DiuDjun? < A|Dul*n?. Portanto
7\/|Dul2n2 < /(aijDiuDju)nQ < /\/IDu|2n2. (3.6.3)
B1

B B

Note agora que
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| [ 2ayDaudmun| < [ 2layluiniDulon

B1 Bl
< 4A / win/[DwDn|
B1
(3.6.4)
de (3.6.2)
/(aijDiuDju)nQ —l—/2(aijDiuDjn)un =0. (3.6.5)
Bl Bl
Agora usando (3.6.2), (3.6.4) e (3.6.5) temos
/ Dufy / (2a5un)DyuDm < 4A / wiinlDw/Dn|
segue por transitividade que
A / DuPn? < 4A / /DDy (3.6.6)
B1 Bl

Pela desigualdade de Holder

[ wanipwion < ([ ouin)*( [ 1onr)
Bl Bl Bl

usando agora (3.6.6)

A / Dun? < 4A( / Dun?) ( / Dnu?)”.

B: B1 B:

Mas [ [Dul*n? # 0, caso contrario o resultado seria imediato. Entao

B1
/ DuPn?)’ < / Dnf?)

elevando ambos os membros da desigualdade ao quadrado, temos
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?\2/|D1J.|2n2 < 16/\2/!Dn|2u2.
B1 Bl

Com isso, podemos concluir

/ Dun® < C / Dl
Bl B1

Corolario 3.4 Seja w como no lema anterior. Entao para qualquer 0 < v < R < 1 deve

valer

onde C € uma constante que depende de A e A

Prova: Tome n tal quenn =1 em B, 1 =0 em B§ e [Dn| < (RQTT). Aplicando o teorema

anterior segue o resultado.

Corolario 3.5 Sejau como na desigualdade de Caccioppoli. Entdo, para cada 0 < R <1

/u2<9/u2 e /IDLL|2<9/|DLLI2
BR BR BR BR
2 2

onde 0 = 0(n, A\, A) € (0,1).

deve valer

1

Prova: Tome 1 € C}(Bg) com n = 1 em By e [Dul < 2R™!. Pela desigualdade de

Caccioppoli

/ DM < C / D (3.6.7)
BR BR

mas

4
/ WIDnf? = / WD + / wIDnP < o / %

Br BrMNBgr/2 BRﬂBCR/2 BRﬁBCR/2

-~
=0
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Logo (3.6.7) fica

4
[pmr<g [
Br

BRrNBY

Usando a desigualdade de Poincaré na funcao nu? obtemos

Jowr<cre [ D

Br BRﬁBR/Q

o que implica

(C+1)/u2<C/u2.

Br/2 Br

Para a segunda desigualdade, usamos a desigualdade de Caccioppoli para u—a

para um a arbitrario

/ 2Du? < C / DnPu—a)? =

Br

Br
_ ¢ / DnlP(u—a)® + C / Dnl(u — a)?.

BRﬁBR/Q BRQBCR/Q

Mas =1 em Bg/2 e [Dn| < 2R™! entao,

C
/112|Du|2 < / (u—a)? (3.6.8)
Bgr BRQBCR/Q
usando agora a desigualdade de Poincaré com a = {  u temos
BrNB§
/ (u—a)® < c(n)R? / Dup.
BrNBS BrNBS

R/2 R/2

De (3.6.8) temos
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/ Duf? < C / Duf?

Bga BrNB§ ,

em particular

(C+1) / Dul? C/|Du|2.

Br/2 Br
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4 PRINCIPIOS DO MAXIMO

1+ PRINCIPIOS DO MAXIMO

4.1 Principio do Maximo Forte

Suponha O um dominio limitado em R™. Considere o operador L in Q

Lu= aij (X)Diju + bi(x)Diu + C(X)u (411)

parau € C2(Q)NC(Q). Aqui assumimos que aij, bi e ¢ sao fungoes continuas

e assim limitadas em Q e que L é uniformemente eliptico no seguinte sentido:

aij(x)&i&; = MEF* para qualquer & € Q e para algum constante positiva A

Além do mais, vamos supor que a matriz A = (ai;) seja simétrica. Veja que
nao ha perda de generalidade, supor isso, pois uma vez que u € C2(Q) temos que, se
[Lu= ajiDjiu + bi(X)D{LL + C(X)‘LL

é um operador como em (4.1.1) e u € C*(Q), entdo vale Diyju = Dj;u, daf se
definirmos a matriz A = (ay;) sendo simétrica, entao aj;Dj;u = ag;Dyju.

Note aqui que (4.1.1) estd escrito sob a notacao de Einstein, isto é, omitimos o
simbolo do somatério e interpretamos os indices repetidos no mesmo termo como indicador

da presenga desse somatorio. Tal notacao sera usada durante todo o capitulo.

Lema 4.1 Suponha que u € C2(Q) N C(Q) satisfaz Lu > 0 com c(x) < 0 em Q. Seu

possui um mdximo nao-negativo em Q. entao u nao pode atingir mdzimo em (.

Prova: Suponha que u atinge o seu maximo nao-negativo em Q no ponto xq € Q. Entéo
Diu(xo) = 0, mostremos agora que a matriz P = (Dju(xg)) é semi-negativa definida.

Uma vez que X¢ é ponto de maximo temos que para qualquer z € R™ \ {0}

ZT(Diju(xo))z = Dyju(xo)ziz; < 0. (4.1.2)

Pois x¢ é ponto de maximo. Agora pela condicao de elipticidade temos que

aij(x0)&i&; = AlE)? > 0.
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4.1 Principio do Mdximo Forte 4 PRINCIPIOS DO MAXIMO

O que mostra que a matriz I = (ayj(xo)) é positiva definida. Feito isso, mos-
tremos que a matriz PI é semi-negativa definida com traco nao-positivo. Com efeito, seja
z€ R"\ {0} com |z| =1

2'Plz =2"Pzz"1z = (2"Pz) (2" 1z).
P

Assim PI é uma matriz semi-negativa definida, com tr(PI) = ai;(xo)Diiu(xo) <

0, ja que I é positiva definida (veja [HJ] teorema 7.63, pagina 465)

Isso implica que

Lu(xo) = aij(x0)Dijulxo) + bi(xo)Diw(xo) +c(xo)ulxo) < c(xo)uxo)

=0

como c(x) <0 Vx € Q e u(xg) é ndo-negativo, temos

Lu(xo) < c(xo)u(xg) <0

contradicao.

Observagao 4.1 Se c(x) = 0 a hipdtese da nao-negatividade do ponto de mdzximo xq de
u pode ser retirada pois Lu(xg) < c(xg) u(xg) independente do sinal de w(xg) teremos
~——

=0
Lu(xg) < 0 causando a contradigao.

Teorema 4.1 (Principio do Mdximo Fraco) Suponha que w € C2(Q) N C(Q) satisfaz

Lu>0em Q comc(x) <0 em Q. Entdo u atinge em 0Q um mdximo nao-negativo.

Prova: Seja Q7 = {x € Q; u(x) > 0}. Se o conjunto Q7 for vazio nao hé o que fazer,

pois nesse caso U < 0 em Q e portanto

maxu < 0 = maxut.
ol 20

Logo, podemos supor que Q% = (). Como u é continua temos que QF é aberto
em Q, logo em R™. Note agora que u € C2(Q*)NC(QF), como ¢ < 0 em Q se definirmos
Ku = Lu— ¢(x)u vale
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Ku=Tu—c(x)u=ayDyu+biDiu>0 em QF.

Aplicando agora o lema (4.1) ao operador K obtemos

maxu = maxu.
ar 00+

Agora uma vez que Q = QT U (Q\ QF), afirmamos que

us<0o em Q\Q+

basta tomar uma sequéncia (xn)n, € Q\ QT tal que x, L Xs para x € O\ Qt e usar

n—oo
a continuidade de u. Feito isso, segue que

maxu < maxu = maxu.

Q [oka 00+

Pois se 0 maximo de u em Q for atingido em QF segue a igualdade, se for
atingido em (Q \ Q7F) teremos u <0 e

maxu > maxu
[oks Q

assim ¢é suficiente mostrar que

maxu < maxu’.
20+ o)

Para isso considere xg € 0Q" tal que u(xg) = maxgo+ u. A continuidade de

u e a definicao de Q7 implicam que u(xg) > 0. Agora consideramos dois casos:

Caso 1 - u(xq) =0
Nesse caso devemos ter u < 0 em Q pois maxgu < maxpo+u = 0. Logo

u™ =0 em 0Q e portanto

u(xg) = maxu =0 = maxu’.
Yoxh Ye)
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Caso 2 - u(xg) >0
Como Q% é aberto em Q, vale que xo € 0Q. Se nao fosse assim entao u > 0

em B¢(xg) C QT, contrariando o fato que xg € 0Q ™. Daf

maxu = u(xg) =ut(xg) <
00+ ~—

u(xo)>0

maxut.
20

Corolério 4.1 Seu € C2(Q)NC(Q) entdo o problema de valor de fronteira de Dirichlet
para f € C(Q) e @ € C(0Q) tem uma inica solu¢dao

[u=f, emQ
u=¢@, em 0Q

sec(x) <0 em Q.

Prova: Seja v € C2(Q) N C(Q) satisfazendo o problema de Dirichlet acima, entdo se

consideremos W = u — v temos que w € C2(Q) N C(Q)

Lw=0, emQ
w=0, emdQ

com c(x) < 0. Entao pelo principio do maximo fraco

supw < supw™.
Q 20

Como w = 0 em 0Q) temos que supo W < 0. Se tomarmos agora w = —u+v,

concluimos que

sup(—u+v) <0

o que implica

infw > 0.
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Portanto

0>=supw > w(x) > igfw > 0.
Q

Assim w(x) =0, Vx € Q, isto é, u=v em Q

Observacgao 4.2 O fato do dominio Q) ser limitado € essencial, uma vez que feita esta
hipotese temos a garantia da existéncia de mdazrimo e minimo de w em Q. Igualmente
importante € o fato do coeficiene ¢ ser nao-positivo. Vamos ilustrar esse comentdrio com
um exemplo

Seja Q = {(x,y) € R%:x € (0,n1) ey € (0,7)}. Entdo u = sen(x)sen (y) €

solucao nao-trivial do problema

Au+2u=0, em Q
u=0, em 0Q.

Dai vejamos que se (x,y) = (m/2,71/2) € Q entdo w atinge o seu mdzximo,

contrariando o principio do mdximo fraco, que diz que esse mdximo deveria estar em 0Q).

O préximo resultado é uma ferramenta para a demonstragao do principio do
maximo forte para o operadores elipticos. Dizemos que a fronteira 0Q) de um dominio
Q) satisfaz a condicao da esfera interior em xg se existe uma bola B € QO com xq € 0B.
Quando um ponto xy € 0Q) é um ponto de maximo para uma determinada fungao u, vale

que

ou
a(xo) > 0. (4.1.3)

O teorema abaixo devido a Hopf nos diz que se Lu > 0, isto é u é subsolucao

entao vale a desigualdade estrita em (4.1.3).

Teorema 4.2 (Lema de Hopf) Seja B uma bola aberta em R™ com xo € 0B. Suponha
queu € C2(B)NC(BU{xp}) eLu >0 em B com c(x) <0 em B. Assuma ainda que

u(x) < u(xg) para qualquer x € B e u(xq) > 0.

Entao para cada vetor v normal exterior a 0Q com v -1(xg) > 0. Deve valer
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lim inf 1[u(xo) —u(xp —tv)] > 0.
t—0+ t

Prova: Assumimos que B = B,(0). Vamos assumir também que que u € C(B) e u(x) <
u(xg) para qualquer x € B\ {xo}, pois veja que se esse nao for o caso é suficiente tomar
uma bola B’ C B que é internamente tangente a B no ponto xg, dai restringimos a funcao
u a essa nova bola. Considere v(x) = u(x) + eh(x) para alguma fungao nao-negativa h.

Agora iremos escolher € apropriadamente tal que v atinge um méximo nao-

negativo somente em xq. Denote por X = BNB, 2(xo), defina agora h(x) = e oIxI’ _g—ar?

com « a ser definido. Por construcao h > 0, mostremos agora que Lh > 0 em X, temos

Lh = eI {4oc2aij (x)xix; — 20caii (x) — 20tby (x) x4 + c(x)} —ce "
> e oIxP? {4“2ainin —2afaii(x) + bi(x)x] + c(x)}
> e xl? {40(27\|x!2 —2afaii(x) + bi(x)xi] + c(x)}.
~—
elipticidade

Agora note que se x €

Ixol < Ix — %ol + x| < 1/2 4 [x]

mas Xo € 0B,(0), entao

x| > r/2.

Feito isso, vale que

2
Lh > e oI {MA’"Z —92afaii(x) + by (x)xd + c(x)}.

Entao para o > 0 suficientemente grande, concluimos que Lh > 0 em X. Com

isso, temos que Lv = Lu + eLh > 0 em I para qualquer € > 0. Assim, o lema (4.1)

é testemunha que, v nao pode atingir maximo nao-negativo no interior de X. Provemos

agora que para algum € > 0 pequeno v atinge o seu maximo nao negativo em xo. Considere
vem 0L

i) Para x € 0L N B, temos que u(x) < u(xq), entao u(xg) —u(x) > 0, logo existe
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algum 0 > 0 tal que & > u(xg) — u(x) assim u(x) < u(xg) — & .Tome € > 0
pequeno tal que eh < 6 em 0X U B. Assim para este € escolhido temos que v(x) <
—0 + eh(x) +u(xg) < u(xq) portanto, v(x) < u(xg) desde que x € 0L N B.

ii) Em XU0B, h(x) =0eu(x) < u(xg) parax # xg. Logo, v(x) < u(xg) em ZUOB\{xo}

e v(xp) = u(xo).

Assim, concluimos que

V(xo) —v(xg — tv)
t

>0 para qualquer t >0 pequeno.

Tomando t — 0

1
hItIl_}élf E[u(XO) —u(xg —tv)] > —€E(XO)

mas pela definicao de h, segue que

E(XO) < 0.

Teorema 4.3 (Principio do Mdzimo Forte ou Principio do Mdzimo Hopf) Seja w €
C2(Q) N C(Q) satisfazendo Lu > 0 com c(x) < 0 em Q. Entio o mdzimo ndo-negativo

de w em Q pode ser assumido somente em 0Q) a menos que W seja constante.

Prova: Seja M o maximo nao-negativo de u em Q. Seja £ = {x € Q;u(x) = M}. Vamos
mostrar que X = Q. Se X C Q, entao como L ¢é fechado relativamente a () podemos
encontrar uma bola B € QO \ £ com um ponto na sua fronteira pertencendo a X, é claro
que B existe pois basta escolher um ponto p € Q \ X tal que dist(p,X) < dist(p,0Q) e
criar uma bola com centro em p e depois estender essa bola que cortara L antes de 0Q).

Suponha que xy € 0B N X, obviamente temos que Lu > 0 em B, pois BC Q e
u(x) < u(xq) para qualquer x € B, pois xg € L entao u(xg) = M > 0. O teorema (4.2)

implica que

d
M ixe) >0
ov

onde v é o vetor normal exterior a bola B na direcao de xy agora lembre que

Xg € ponto de méximo interior em Q, assim Du(xg) = 0, o que é uma contradi¢ao pois
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0 < ——(x0) = Du(xg) -n(x0) = 0.

Observagao 4.3 Lembre que na prova do teorema anterior pedimos uma bola B C Q\ L
com um ponto de fronteira pertencendo X. Vamos discutir melhor a existéncia dessa bola.

Suponha que B, (p) seja esta bola entdo ela deve satisfazer:

(@)By(p) C O\ £;
(0)B,(p) N E| = 1.

Por hipdtese u € continua em Q\X € aberto logo existe uma bola aberta contida
neste conjunto. Tome como x1 o centro desta bola e seja xo € X, existe um arco em Q
ligando x1 e Xo, jd que Q por ser aberto e conexo € conero por caminhos. Agora denote
por X3 o primeiro ponto desse arco em L.

Seja S = dist(x3, 0Q). Tome agora x4 no arco entre X, e X3 com [x4—X3| < s/2.
Seja agora By, (x4) a maior bola ao redor de x4 contida em Q\ B, veja que 0 < 11 < s/2.
Tome agora x5 € 0By, (x4) NX. Finalmente, fazendo p = (1/2)x4+ (1/2)x5 e v = (1/2)1y.

Uma vez que B,(p) C By, (x4) N{X5} segue que B,(p) N L possui apenas um ponto.

Corolario 4.2 (Principio da Comparacio) Suponha que w € C2(Q) N C(Q) satisfaca
[lu>0ec(x) <0em Q. Seu<0 emdQ, entdiou <0 em Q.

Prova: Pelo principio do méaximo forte

maxu = maxu
o) Q)

pela hipdtese, temos que u < 0 em 0Q), assim

maxu < 0.
30

Portanto

maxu < maxu <0

de onde se conclui que

u<0 emQ.
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Corolério 4.3 Suponha Q possua a propriedade da esfera interior e que u € C*(Q) N
C(Q) satisfaca Lu = 0 em Q com c(x) < 0. Assuma que W atinge o sew mdzrimo nao-

negativo em xo € Q. Entio xo € 0Q e para qualquer vetor exterior a 9Q em xo vale

d
M ixe) >0
ov

a menos que W seja constante.

Prova: Se u atinge seu maximo nao-negativo em xo € Q, pelo principio do méximo
forte, xo € 0Q), mas 0Q) possui a propriedade da esfera interior, portanto existe uma bola
B C Q tal que xg € 9B, dai u(x) < u(xg) Vx € B e u(xg) > 0, entao segue pelo lema de

Hopf que 0uw/0v(xp) > 0, a menos que u seja constante.

Corolario 4.4 (Unicidade do Problema de Neumann) Suponha que Q € limitado em R™
que satisfaz a propriedade da esfera interior. Considere o sequinte problema de valor de

fronteira

[u=f, em Q
(4.1.4)

g—‘j +a(x)u=¢@, em 0Q

para alguma funcio f € C(Q) e @ € C(0Q). Assuma ainda quec(x) <0em Q ex(x) >0
em 0Q). Entdo o problema (4.1.4) possui uma unica solucio u € C2(Q)NCHQ) sec#0
ouxZ0. Sec=0ea=0, oproblema (4.1.4) tem nica solucio u € C2(Q)NCHQ) a

menos de constantes aditivas.

Prova: Seja u =v —w, onde v,w € C2(Q) N C(Q) sio solucdes de (4.1.4), entdo u é

uma solucao da seguinte equacao homogénea

[u=0, emQ
. (4.1.5)
5> +o(x)u=0, em 0Q.

Vamos dividir a prova desse corolario em dois casos:

Caso (1)-c#0e ax 0.

Vamos mostrar que uw = 0. Suponha que u possua um maximo positivo em
xg € Q. Seu=C >0, onde C é uma constante temos 0 = Lu = c(x)u(x) em Q, mas

c(x) < 0assim 0 = ¢(x)u(x) < 0, como u=C > 0 entao ¢ = 0 em Q contrariando

a hipotese. Agora em 0Q), temos 0 < a(x)u(x) = 0, mas u > 0 entdo x = 0 em Q
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contradicao.
Caso contrario xg € 0Q) e pelo corolério (4.3) (0w/9v)(xg) > 0, o que contraria

o fato que (0u)/0v)(xg) = 0 pois u = C. Assim u = 0.
Caso (2)-c=0e ax=0.

Vamos mostrar que u = ¢ onde ¢ é uma constante.

{ aij(x)Diyu+ bi(x)Diu(x) =0, em Q (4.1.6)

Suponha que u é uma solucao nao-constante de (4.1.6). Entao pelo principio
do maximo forte o seu maximo em Q é atingido apenas em 0Q), novamente pelo corolario

(4.3) (0w/0Vv)(xg) > 0 o que é uma contradicido. Logo u = c.

Proposicao 4.1 (Principio da Comparagcdo sem restri¢ao sobre ¢) Suponha que w €
C2(Q)NC(Q) satisfazLu > 0. Seu <0 em Q, entdo ouu <0 em Q ouu=0 em Q.

Prova: Mostremos que nao pode ocorrer ao mesmo tempou = 0euw > 0 em Q. Suponha
que u(xg) = 0 para algum xg € QQ, mostremos que w(x) = 0 para todo x € Q. Para isso,

escreva c(x) = ¢ (x) — ¢~ (x). Por hipdtese

Lu=a;Djyu+biDiu+cu—cu<0emQ.

Assim u satisfaz

aijDiJ—u + biDiu —cuz —ctu =0

pois —¢™ < 0 em Q e por hipdtese u < 0 em Q. Como —c¢~ < 0, podemos
aplicar o principio do maximo forte que garante que u = ¢, onde ¢ é uma constante, mas

como vimos u(xq) = 0 para algum xy € Q, logo u = 0.

Teorema 4.4 (Principio do Mdzimo Geral para operadores sem restri¢ao no coeficiente
c) Suponha que exista w € C2(Q) N C(Q) satisfazendow >0 em Q e Lw < 0 em Q. Se
u e C2(Q)NC(Q) satisfaz Lu = 0 em Q, entdo = nao pode assumir em o seu mdzimo
nao-negativo a menos que - = constante. Se, além disso - assumir seu mdrimo nao-
negativo em xg € 0Q) e = # C, entao para qualquer vetor exterior v em xo no bordo de

Q wvale
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% (%) x0) > 0

v \w

se 0Q) possui a condicao da esfera interior em Xq.

Prova: Seja u = 7, entdo vw = u, um calculo direto nos mostra que

Lu = <WaijDijV + ayDivD;w + ay;DiwDjv + VaijDijW>
+ (WbiDiV + VbiDiW> + C(VW).
Assim Lu = wlv + vLw — c(vw) + 2a3D;vDjw, pois a matriz A = (ay;) é

simétrica vale entao que a;;D;vDiw = ai;D3vDyw, mas por hipétese % > 0, dai

L 1
0< el —<va +vilw —c(vw) + 2ClijDiVDjW)
w o w

L 2
0 < vt —Iw—cv+ —ai;DyvDyw
w w w
2 L
0 < aijDijV + (b1 + —(liijV) Di\) —+ (—W>V
w

w

Portanto se | = ayDyv + (bi + %aiijw)Div + (Lw)v, entao v satisfaz

w
Jv = 0, além disso Lw/w < 0. Aplicando o lema de Hopf e o principio do méximo forte

a ] e v, segue o resultado desejado.

4.2 Estimativas A Priori

Nesta secao vamos mostrar estimativas a priori para o problema de Dirichlet e o problema
de Neumann. Suponha que Q € R™ seja um dominio limitado. Considere o operador L
em Q

Lu= aij (X)Diju + bi(x)Diu + C(X)LL
que satisfaz as mesmas hipoteses de (4.1.1). Denotamos por A a norma do supremo das
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funcoes aij e by, isto é, A = 2m3x{|ai]~|, |bi|} que satisfaz
max ’ai)” + max |b1’ <A
Q Q
Proposicao 4.2 Suponha que u € C2(Q) N C(Q) satisfaz

[u=f, emQ
u=e, em 0Q

para alguma funcdo f € C(Q) e @ € C(3Q). Se c(x) <0, entdo

hu(x)| < nggxl(pl + Cmgxlfl para qualquer x € Q

onde C é uma constante positiva que depende somente de A, A\ e diam(Q)).

Prova: Queremos construir uma funcao w em Q tal que
a) Lwtu)=Ilwxf<0oulw<Ff em Q
b) wku=w+ @ >0o0ouw > Fe em 0Q

Denote por

F: pu—
mgXlﬂ e ¢ nggX!(pl

Veja que |f] € C(Q) entao o méximo de f é atingido uma vez que Q é compacto.
Agora note que 0Q) é compacta ja que Q é limitado, assim ¢ também atinge seu valor
maximo.

Precisamos mostrar que

Lw < —F, Q
{ W em (4.2.1)

w > ¢, em 0Q.

Pois se isso ocorre mostramos a) e b), pois

F=max|f| > |f| > f
Q

o que implica que

analogamente,
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—F < £

Da mesma forma, concluimos que ¢ > @ e ¢ > —¢@. Em resumo —F < Ff em
Qed >+ em 0. Dai

lw<—F<Ff, emQ
w2 =Fe, emoQ
).

o que mostra os itens a) e b). Agora vamos a prova de (4.2.1).
Suponha que o dominio Q C {0 < x; < d}, que nao hé perda de generalidade
em supor isso, pois assim construimos uma bola de raio d onde Q estara contido, o que é

(XX1)

valido pois, por hipétese, Q ¢ limitado. Sejaw = ¢ + (e*d — F com « a ser escolhido

a posteriori. Calculando o operador L para a funcao w temos que

> (ano® +bra)Fe, (4.2.2)

Veja que (4.2.2) é valida, pois e*d > e**1 j4 que Q C {0 < x; < d}, mas por
hipétese c(x) < 0 entdo —c(x) > 0, portanto —cF(e*? —e**1) > 0 e —cd > 0. Usando a
elipticidade

xXX1

01106 + b1 oc)Fe
Ao +byx)F
E.

—Lw

(
(

\VARR\VARR\V]

Desde que o seja suficientemente grande tal que o®A + bi(x)x > 1 para

qualquer x € Q. Portanto vale em Q vale lw +F < 0, mas F > |[f| > f = Lu ou

> |f| > —f = —Lu. Entao L(u+w) =Lu+Lw < 0 em Q o que implica L(—u—w) >0

em Q, mas pode ainda ocorrer que L(w —u) = Ilw —TLu < Ilw+F < 0 em Q o que
implica em L(—w +u) > 0 em Q.

Ja em 0Q) temos que ¢ < w procendendo como anteriormente temos que

Uu—w<0emdQe—u—w<0em 0Q. Em resumo,

(4.2.3)
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(4.2.4)

u—w

Llu—w) <0, emQ
<0, em 0Q.

Aplicando o principio da comparacao em (4.2.3) obtemos que w > —u em
Q, aplicando agora o principio da comparacao a (4.2.4) temos que w > u, e portanto

w > |ul, dai

sup [u| < sup(d + (e*! —e**)F)
Q Q
= ¢ +sup(e*d —e*1)F
Q

— (e —1F

= C F|.
Ig%XI@IJr mgXI |

Observe aqui que « depende de A e A, uma vez que para tomar o« suficiente-
mente grande tal que o®A+b;(x)ax > 1, temos de saber o valor da constante de elipticidade
A. Agora note que a depéndencia de A vem do fato que o valor de « vai depender de by
logo depende do valor de A. Além do mais o nimero d vai depender de diam(Q), uma
vez que Q C {x € Q;0 < x; < d} entdo d > diam(Q). Conclui-se dessas observacoes que
a constante C depende de A, A e diam(Q).

Proposicao 4.3 Suponha que u € C2(Q) N CHQ) satisfaca

[u=f emQ

{ o (4.2.5)
= +ox)u=¢@, em 0Q

sec(x) <0 emQ ealx) > oayg>0em Q, vale que

lu(x)] < C{nggx || + max f|} para qualquer x € Q

onde C € uma constante positiva dependendo apenas de N\, A\, g e diam(Q).

Prova: Inicialmente tratamos do caso especial c(x) < —cg < 0, pois o caso geral seguira

deste. Sejam F e ¢ como na proposicao anterior. Devemos mostrar que

1 1
lu(x)| < —F+ —¢ para qualquer x € Q.
Co Xo
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Inicialmente defina v = %F + O%Od) + u. Entao temos

1 1
v =  c(x) (—F+ —(b) +lu
Co Xo
c )<1F+ 1d))if
= X J— JR—
~—~
(4.2.5) o %o
1 1
< —Co(—F + —(1)> +f
~~— Co X
c(x)<—co
- F- D
Xo
< —F£f<0em Q
e
0 0 /1 1 1 1
e = o (SFt—gtu)ra F+—pul
ov 0v \cg X Co Xo
L o o ¢)
—~— ov Co Xp
F,o ctes
1 1
= Fo+o F+-—0)
—~—
(4.2.5) Co %o
x x
= to+—F+—0
Co Xp
x
> o+ —F+ o
~~ Co
o (x)=>xp
Z T+ =>0em Q.

Se v possui um minimo negativo em Q, entdo pelo lema de Hopf v atinge este
minimo em 0Q), digamos em xy € Q. Assim pelo corolario (4.3) aplicado a —v, temos
g—:’/(xo) < 0 para v = v(xg), o vetor normal exterior ao bordo de QQ em xq, feito isso

concluimos que

(Q + ocv) (xg) < av(xg) < 0
ov

o que contraria o fato de

77



4.2 Estimativas A Priori 4 PRINCIPIOS DO MAXIMO

(% + ocv) (xg) >0 em 0Q).

Portanto v > 0 em Q, e da definicao de v segue que

1 1
lu(x)| < —F+ —¢ para qualquer x € Q.
Co Xo
Para o caso geral, isto é, c(x) < 0 para qualquer x € Q. Considere a funcao au-

xiliar u(x) = z(x)w(x) onde z é uma funcio positiva em Q a ser determinada. Comecamos
calculando Lw

Lu= ZaijDijW + (aiijZ)DiW + ((liijZ)DiW + ZbiDiW + WbiDiZ + C(ZW) + WaijDijZ.

Como z é uma funcao positiva em Q

Lu

1 wai;Dyi;z
7 = aijDi]‘W —+ (Z(Clij + (lji)DjZ>DiW + biDiW —+ %biDiz 4+ cw + W(L)

z

L 1 ;Dyz +biD;
—u = (lijDijW—F (—(aij + (lji)DjZ+ b1> DiW —+ <C + a ) ]Z+ Z)W
z z z
—B;
Lw= —LL = aijDijW + BiDiW + <C + 4ij JZ;— Z)W (426)
z
Calculando % + o(x)w obtemos
ow 10z 1/0u
i e = (== . 4.2.7
av+<(x+zav>w z<av+“u> ( )
De (4.2.6) e (4.2.7) temos que
aiDyyw + BiDiw + (c + w%\) =i emQ
(4.2.8)

9w 4 (oc(x) + lﬂ)w =2 em0Q.

z 0V

Agora precisamos de uma funcio z > 0 em Q tal que seja vélido
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c + 11D1]Zz+b iDjiz < —C07 em Q (4 2 9)
a(x)+122 > % em 20 o

ou

ClijDijZ-Q-biDiZ < em Q
AN

{ ) (4.2.10)
z

ﬂl < %, em 0Q.

Assim como na prova da proposicao (4.2) vamos supor que Q C {0 < x; < d}.

Escolha z = A + ePd — ePX1 para x € Q e para alguma constante positiva A e B a ser

determinada. Feito isso, veja que

Lz = a;jDijz + biDiz = —p%a;1eP* — b, pef™

—L 1 2 b
z z z

(B%as; + Bby)
z
RZay; + bif
A+ ePd

V

Agora se escolhermos 3 de modo a obter $2a;; + b3 > 1 obtemos

1 1
_z(aijDijZ+biDiZ) > AT ehd 0

por outro lado

’1az B eBd < Xo
z 0V A 2

se A ¢ escolhido grande.

Isso agora reduz ao caso especial ja discutido. O novo termo extra de primeira

ordem nao altera o resultado. Podemos aplicar o caso especial a w. E assim,

—‘ (4.2.11)

mas z é positiva em Q e (4.2.11) é vélida para todo x € Q C Q, entdo a desigualdade
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(4.2.11) acima vale para todo x € Q e assim

1 1 2 1
< — max [fl max — + — max |@| max | —
lz(x)| " co @ O z| g 00 00 [z]

2
< — — .
u(x)] < o mgX!fl + IrangIQI

4.3 Estimativas Gradiente

Suponha que QO C R™ seja um dominio limitado. Considere a equagao

aijDiju + biDiu = f(X, LL) em Q (431)

para f € C2(Q)NC(Q) e f € C(Q x R). Aqui aij, by e ¢ sao fungoes continuas e assim
limitadas em Q e ainda vamos supor que a equacio (4.3.1) é uniformemente eliptica isto
é

aij(x)&:i&; = MEP para qualuger x € Q e qualquer & € R™
para alguma constante positiva A.

Proposicao 4.4 Suponha que u € C3(Q) N C(Q) satisfaz

aj;Diju+biDju = f(x,u) em Q (4.3.2)

para aij, by € CHQ) e f € CHQ x R). Entdo vale

sup |Du| < sup |Du| + C
Q 20

onde C € uma constante positiva que depende somente de A, diam(Q),[aij, bilciq), M =

[uie(q) e |f|c1(ﬁx[—M,M])
Prova: Seja L = ay;Dy5 + biD;. Note que

D;i(|Dul?) = 2DyxuDy;u
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Dij (|Du|2) = 2(ijUDkiu + DkuDkiju)'

O préximo passo é diferenciar (4.3.2) com relacdo a x; e multiplicar por Dy u

e depois somar o resultado em k

Dk((lijDi)’U.‘l‘ biDiu) = Dkf(x,u)
(DraiDiju + ayDygyu) + (DybiDiu + biDyiu) = Dy f

(DkuDkaij Diju+ aij DkuDkﬁu) + (DkbiDiuDku—i-bkaiuDku) = Dkaku+DZf|Dul2

Usando os valores das derivadas de D;(|Dul?) e Dy;(|Dulf?)

aijDi]- (|DLL|2) + lel(|Du|2) = 2ai]~ijuDkiu — 2DkuDka15Di]~u
— 2DkbiDiLLDkLL + 2Dkaku + DZﬂDu|2
Pela hipétese de elipticidade , temos

aij Dkiuiju = }\’DQUF

assim

L(|DU|2) 2 2)\|D2LL|2 — 2DkuDkai]—D1ju
— 2Dyb;D;uDu + 2D fDu + D, f|Du?.

Pela desigualdade de Cauchy

L(|Du/?) > AD*ul? — C|Du)* — C

onde C é uma constante positiva que depende de

A, |aij;bi|C1(())7 € |ﬂC1(QX[fM,M})'

Vamos agora somar o termo L(u?). Temos pela condicao de elipticidade
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L(U2) = 2aijDiuDju+2u(aijDiju—|—biDiu)
> 2AIDuf’ + 2uf.

Assim
L(Du® + au?) > AD*ul? + (2Ax — C)Duf* — C > A|D*uf* + |Du/* - C

se escolhermos o > 0 grande, com C dependendo também de de M. Afim de controlar o

termo constante podemos considerar outra funcao eP*! para > 0. Portanto, temos
L(Du/? + ou? + ef*1) > ADu)® + [Dul> +{B%a; eP** + Bbef* — C}.

Se tomarmos Q C {x; > 0}, entdao eP* > 1 para qualquer x € Q. Escolhendo
B grande, podemos tornar o ultimo termo positivo. Assim, se tomarmos w = [Duf? +
afu? 4+ eP*1 para o e B grandes, dependendo apenas de A, diam(Q), laij, bilciq), M =
Ut~ () e [flcr(ax(—m.mj) entdo obtemos

Lw>0em Q.

Pelo principio do maximo

sup |Du? < sup|Dul? + asup ul? + sup eP*
Q 20 20 20

< sup/Duf+C
20
de onde segue o resultado.
Proposicao 4.5 Suponha que w € C3*(Q) satisfaca

Qi (x)Diju + bi(X)D{LL = f(X,LL) em Q

para aij,b; € CH(Q), e f € C(Q x R). Entdo vale para qualquer subconjunto compacto
QrccQ
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sup |Du| < C
I6)

onde C ¢ uma constante positiva que depende apenas de A, diam(Q),[ai;, bilciq), M =

’u|L°°(Q) e ’ﬂCl(ﬁx[fM,M])'

Prova: Precisamos tomar uma fungao cut-off y € C3°(Q) com vy > 0 e considerar uma

funcao auxiliar da forma

w = vyDu? + ajul®> + ef*.

Seja v = y|Dul?. Calculando o operador L para v, temos

Lv = (Ly)|IDuf® +yL(|Dul*) + 2a;;DyyD;|Duf? (4.3.3)

da proposicao (4.4) temos

L(|Du/?) > AD*ul? — C|Du|* — C

assim (4.3.3) fica

Lv > Ay|Dul* — Cy|Duf® — Cy + 2a;;DiyDyuDyju + (Ly)Dul* — C.

A desigualdade de Cauchy com €* implica entdao que para qualquer €* > 0

12a;;DxuDyyDyu| = [DyyDjcull2ai; Dyl

N

1
1 4lay*[Dyul?

< e ID*uDy* + c(e*)|Duf?

e*IDyyP’IDjul? +

dai exigimos para a funcao cut-off y

Dy < Cy em Q. (4.3.4)

Entao para €* pequeno
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Lv > Ay|D*uf —2e* Dyl |ID*u® — 2¢(e*)|Duf* — C|Dul* + (Ly)|Du/* — C
2 k
= WD (1 - S DYR) — (2¢(e”) + C— (Ly))IDuf - C
Ay

€ *
tomando 55 no lugar de €

Lv> M/ID2u|2(1 - §|Dy|2) —CDu? - C.

De (4.3.4) segue que

1
Lv > Ay!D2ul2§ — CIDu)? —C.

Argumentando como na proposicao anterior segue o resultado. Para isso, basta
considerar outra funcao eP*! para B > 0, e tomar Q C {x; > 0}, depois escolhermos 3
suficientemente grande para o tonar o iltimo termo da soma positivo e aplicar o principio

do méaximo.

4.4 Principio do Maximo de Alexandroff

Suponha que Q C R™ é um dominio limitado e considere o operado eliptico L em Q

L= ClijDij + biDi +c

onde os coeficientes ayj, by e ¢ sao pelo menos continuos em Q. A elipticidade do operador
L quer dizer que a matriz dos coeficientes A = (ai;) € positiva definida em todo Q, isto
é, ETAE > 0 para todo & € Q. Tomamos como D = det(A) e D* = D'™, isto é, D* é a

média geométrica dos autovalores da matriz A. Através desta secao vamos assumir que

0<ASD"<K<A

onde A e A sao duas constantes positivas, que denotam, respectivamente, o menor e o

maior autovalor da matriz A.

Definicao 4.1 Para u € C%*(Q) definimos o conjunto de contato superior de u como

M ={yeQ; ulx) <u(y)+Du(y) -x—y para qualquer x € Q}.
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Em resumo, o conjunto de contato superior para u € C2(Q) é o conjunto dos

pontos de Q tal que o hiperplano tangente a 1 no ponto x estd acima do grafico de w.

Proposicao 4.6 O conjunto de contato superior T'" de w € C?(Q) satisfaz as sequintes
propriedades:

a) A matriz Hessiana D*u = (Diju) € ndo-positiva em T ;

b) Seu e CHQ) entdo px = Du(x);

c) Se Q ¢é limitado, entao I't € relativamente compacto;

d) u € concava se, e somente se, '™ = Q.

Prova: Para a prova do item a), veja que se y € I'"'| pela férmula de Taylor e a definigao

de I't segue que:

u(d) — uly) ~ Dufy) - (x—y) = ;Duly) - (x —y)* +ollx — yP)

Pela definicao de I'"

u(x) —u(y) = Du(y) - (x —y) <0
dai

SD%uly) - (x —y)? +ollx —yP) <0

Fazendo x —y = tw onde w é um vetor unitario temos

%DQu(y) (tw)® +o([tw*) <0

1
§D2u(y) w? <

tomando t — 0 segue que Duu(y) - w? <0.

—o([tw]?)
t2

Agora para o item b) temos que a equacao do hiperplano tangente ao grafico
de wno pontoy é z=u(y)+p- (x —y), mas (p,—1) é o vetor normal ao grafico de u,
daf se u € C1(Q) entao p = Du, pois (Du,—1) é o vetor normal ao grafico de u.

Para a prova de c¢), basta notar que, como Q é limitado, por hipdtese, entao
I'" também o é, ja& que '™ C Q, assim toda sequéncia em I'" é limitada, logo possui
subsequéncia convergente para um ponto em 't para ver isso, seja (Yn)neny € I'", que é
uma sequéncia limitada, como vimos existe (Yn, Jken € I'" tal que yn, — Yo, por outro

lado
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u(x) < u(yn,) + Du(yn,) - X — Yn,. (4.4.1)

Fazendo n — oo em (4.4.1), segue que yog € I'". Assim I'" é sequencialmente
compacto. Por fim, a prova de d), para comecar note que é ébvio que ' C Q devido a
defini¢do de I'". Reciprocamente se u é concava em Q, D*u = (Diju) é ndo-positiva, daf

Q C T'*, uma vez que a matriz hessiana de u em I'" é nao-positiva sempre que y € I'".

O préximo resultado sera um lema que usaremos para a prova do principio do
maximo de Alexandroff.

Lema 4.2 Suponha que g € Li__(R™) é ndo-negativa. Entdo para cadauw € C2(Q)NC(Q)

loc

vale

/ g </g(Du)|det(D2u)|

B (0) r+

onde T'T € o conjunto de contato superior de w e M* = L )(supu— supu™).

diam(Q) " 20
Prova: Sem perda de generalidade suponhamos que uw < 0 em 0Q), basta somar uma
constante suficientemente grande se necessdrio. Podemos assumir também que Q7 = {x €
Q;u(x) > 0} # 0, caso contrario o resultado seria valido por vacuidade.

Considere para cada € > 0 a aplicacao . = Du—eld : Q — R™. Entao
Dy, = D?u — eld. Como D?u é nao-positiva definida em I'" e eld é positiva definida,
concluimos que Dy é negativa definida em I'". Pela teorema de mudanca de varidveis

para integrais miltiplas temos que

/ g= / g(o)ldet(Dip. )| = / g(%)ldet(D?u— eld)|

Ye(MrtNQt) r+nQ+ r+nQ+
/ g= / g(Du— eld)|det(D*u — eld)|.
Du(lrt+tnQ+)—eld(Q+tnQt) r+no-+

Se € — 0 o teorema da convergéncia dominada nos diz que

g= g(Du)|det(D*u)|.
[ o=

Du(r+nQ+) r+nQ+

Portanto é suficiente provar que By« (0) € Du(I'"NQ™) pois caso essa inclusao

seja verdade:
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—
@
IN
@

B (0) Du(r+nQ+)
- / g(Du)|det(D%)|
rno+

< / g(Du)|det(Dw)].

r+

Temos entao que provar para todo a € R™ tal que |a] < M*, existey € I''NQ*
tal que a = D(y). Se a = 0 isto é ébvio (basta tomar y como sendo o ponto onde u
assume o seu maximo positivo), logo podemos pedir a # 0.

Seja x* € Q tal que u(x*) = supou = m > 0. Agora, através de uma
translacao podemos supor que x* = 0. Dado a € R™ tal que a < m/diam(Q), considere

a funcao afim

L(x) =m+ ax.

Temos L(0) = m e para todo x € Q C Q, vale |ax| = |a/lx| < m = ax > —m.
Assim L(x) = m —ax > m—m = 0. De modo que L > 0 em Q C Q. Agora, como u

assume o seu maximo m em 0, temos Du(0) = 0. Dai

(u—0)(0)=0
{ D(u—1L)(0) =0.

Em particular, nao podemos ter u—L < 0 em uma vizinhanga de 0, pois nesse
caso 0 seria um ponto de maximo local para u— L logo D(u—L)(0) = 0. Portanto, deve
existir x; € Q préximo de 0 tal que (u—1L)(x;) > 0. Como u <0< L em 0Q (note que
Lu > 0em 0Q pois Lu >0 em Q e 9Q C Q) segue que u— L atinge um méximo positivo
em Q em um ponto y € Q. Dai D(u— L)(y) = 0 e assim conlufmos a prova do teorema

Du(y) = DL({y) = a.
Além do mais, para todo x € Q vale

(u—L)x) < (u—L)(y)
u(x) —m-—ax < u(y) —m-—ay
u(x) < uly) +alx—y) =u(y) + Duly)(x —y)

logoy e NnQ*.
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Para finalizar os preparativos para a prova do principio do maximo de Alexan-

droff vamos mostrar que o lema anterior pode ser escrito de uma forma alternativa.

Lema 4.3 Para qualquer matriz simétrica positiva definida A = (ay;) vale

det(—D*u) < ( dy Tyt

< T em T
det( Qayj ) > em

n

Prova: Se os autovalores da matriz —AD?u sao A; para cada i € N, tr(AD?*u) = ay;Dyu

e a matriz AD?u é nao-positiva definida em ', temos

2l

D*{det(—Du?)}» det(—AD?u)
(AAg ... An)™
)\1 + ct + AT\,
n
tr(—AD?u)
n
—aiuDi;u

| N

n

de onde segue o resultado.

Teorema 4.5 Suponha que w € C2(Q) N C(Q) satisfaca Lu > f em Q com a sequintes
condicoes: bl f ¢ L"(Q) ec <0 em Q. Entao vale

D+’ D
u<suput + CH f
su su
Qp = MI; D*llin(r+)
onde T € o conjunto de contato superior de w e C € uma constante dependendo somente
de n, diam(Q) e || .
(Q) e |5-||,. -

Prova: Devemos escolher g apropriadamente para aplicar o lema (4.2). Tomando g = 1

PR
diam(Q)
BM*[O]
< 1D (#)
/ (D) (“20
]"+

assim
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(SUPQ —Supamﬁ)“ < L/<—a1jDU-u>“
diam(Q) = Wy nD* '

r+

Elevando ambos os membros da desigualdade a 1/n

3=

1 — iADi. n
supu —supu’ < diam(Q) - / ( dij ’u)
Io) 20 wh nD*

r+
portanto
1
diam(Q —ayDun | "
supu < supu’ + # /(”—”)
Q 20 wn nD*
r+
1
diam(Q —f\n | "
< suput (1 ){/<D*) }
00 nwx kA
De onde segue que
diam
supu < suput + (1 H (4.4.2)
Q 20 nwn D*lltnr+y
Para provar o caso geral, escolhemos uma fungao g adequada. Note que se
f=0ec =0 entdo (—ayDyu)™ < [b[*Dul™, pois como f = 0 entdo Lu > 0, sendo

¢ =0, temos

aijDi)-u + biDiu 2 0

de onde concluimos que

(biDiu)™ > (—ay;Dyu)™.

Agora pela desigualdade de Cauchy segue que (—ai;Dyyu)™ < [b™Dul™.

Assim pelo lema (4.2) e (4.3)
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[ o< [aoa(=55)

B+ (0) r+
[bI"[Duf™
< /Q(Du)(D*)—“nﬂ'

r+

O que nos sugere tomar g(p) = 1/|p[™, mas g nao é localmente integravel na
origem. Tomamos entao g(p) = 1/(|p[™+ 1) e depois fazemos p — 0F. Pela desigualdade
de Cauchy em Q1 ={x € Q;u(x) > 0} temos

—aiyjDyu < biDiu+cu—f
< [bl[Dul +f~
= (Ibl,p ') - (IDul, )
< (™ + (7)) (D=L + 1)
—~—
D.H
< (’b!n+(Hflf*)n)%{[(‘Dmﬁ)nfl_I_(uﬁ)nﬂ]ﬁ[l_{_l]%}%l
el

= (b + ()R {(IDut 4 w2

As desigualdades marcadas com D.H indica que usamos a desigualdade de

Holder, em resumo

(—ayDyw)™ < (b + (u 7 H)™){(IDw™ + w™).2" 2

Segue do lema (4.2) que

(™ + (u=1)™)282(|Duf™ 4 p™)
<
(/ g < ‘/ g(Du) D
B+ (0) r+nQ-+
o2 / fo\" 1
< (|b|“+(—) )(|Du|“+ )
nn m H D (DU + )
r{nQo+
gn—2 fmymy 1
AR
nn / (' "+ v D
rnQ+

Por outro lado
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M*
/ g = / / gr"'dSdr
B (0) 0 9B, (0)

*

n n
Wn (M)™

- (0
o og - +

() < {5 [ O

r+nQ+

elevando ambos os membros ao nimero de Euler, temos

< en |55 ar 1
exp | ——— -1\
SH Pt D linrenany T H 1D in(rena
Usando agora a definicao de M*, temos
supu—suput S B
Q 20 n n 2 b n f
: ) <u-eXp—H + 1 H — 1.
diam(Q) n“ 1w, \ ID* L (rrna+) D* llin(rna+)
Se f#£0 lha p = || dai
e f #£ 0, escolha n 5 || (e e ai

[=

b
D*

+ f
supu < supu’ + H
Q 20 D+

2n—2 n
aiam(@){ exp | -2 | O]
L (M nQ+) tam( ){ P [n”lwn ( L (rnQ+) + ) }

se f = 0, temos

|

Ln(r+nQ+)

2
supu <suput + pw.diam(Q)<{ exp —H—
Q 20 n*lw, IID*
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agora escolhemos qualquer i > 0 e fazemos p — 0, dai

supu < supu’.
Q 20

Usaremos agora o principio do maximo de Alexandroff e o lema (4.2) para
obter estimativas a priori para solucoes de equacao quasi-lineares e equacoes totalmente

nao-lineares.
Proposicao 4.7 Suponha que u € C2(Q) N C(Q) satisfaz

Qu = ayj(x,u, Du)Djju+b(x,u,Du) =0 em Q

onde ai; € C(Q x R x R™) satisfaz

aij(x,z,p)&i& >0 para qualquer (x,z,p) € QxR x R™ e & € R™.

Suponha também que existam fungoes ndo-negativas g € LTY .(R™) e h € L™(Q) tais que

b(x,z,p)| _ h(x)

< ara qualquer (x,z,p) € Q x R x R™
D" a(p) % qualq %

/h“(X) < /9“(p)dp = Joo-

Q Rn

Entao vale

sup [u| < sup [u] + Cdiam(Q)
Q 20
onde C é uma constante positiva que depende apenas de g e h.
Prova: Suponhamos que Qu > 0 em Q. Como D?u é nao-positiva em ', vale

—ai;Diju > 0. Assim b(x,u, Du) > —ayj(x,u, Du)Djju > 0 em I'", usando isso na

hipotese temos

b(x,u, Du) o h(x)
nD* g(Du)’

(4.4.3)

Aplicando o lema (4.2) para g™ obtemos
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/ g" < / g"(Du)|detD?u]

B (0) r+nQ+
—ayDyu\m
< n ij Ui )
= / 9 (Du)< nD*
r+nQ+
b n
< "(D ( ) .
/ 9" (DW( 5.
r+nQ+

De (4.4.3) temos

N

/ g"(Du) h(x)

r+no+

rno+

Assim, existe uma constante positiva que depende apenas de g e h tal que
M* < C. Portanto

supu—supu’ < Cdiam(Q).
20 20

Como corolario direto da proposicao anterior discutiremos as equacgoes de
Monge-Ampere

Coroléario 4.5 Suponha que u € C2(Q) N C(Q) satisfaca

det(D*u) = f(x,u,Du) em Q

para algum f € C(Q x R x R™). Suponha que exista fungdes nao-negativas g € L, .(R™)
eh e LY(Q) tais que
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h
If(x,z,p)| < ﬁ para qualquer (x,z,p) € Q x R x R™

g(p)

!h(X) < /g(p)dp = Joo-

RT\.

Entao vale

sup [u| < sup [u| + Cdiam(Q)
Q 20

onde C é uma constante positiva que depende apenas de g e h.

Prova: Usando o lema (4.2) a g e h como acima, temos

/ g(p)dp < / ¢(Du)|det(D™w)

B (0) re
_ / g(Dw)lf(x, u, D)
I+
h(x)
S rZg(Du)g(Du)
< [ h(x) < [ h(x).
Jros]

O que implica o resultado.
Corolario 4.6 Suponhamos que u € C2(Q) N C(Q) satisfaz

det(D?u) =f(x) em Q

para alguma funcdo f € C(Q). Entdo

diam(Q)
sup [u| < sup +————Ifllin(q)-
15} 20 wr

Prova: Tomamos g =1 e h = f e usamos o resultado anterior.

Finalizamos essa secao provando o principio do maximo para dominios de
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volume pequeno.

Teorema 4.6 Suponha que u € C2(Q) N C(Q) satisfaca Lu > 0 em Q com u < 0 em
0Q). Entao existe uma constante positiva & que depende de n, A\, A\, diam(Q) tal que se
m(Q) < 6 entao u < 0.

Prova: Seja L= aijDi]'U + biDi +centdioL—ct = aijDi)' + biDi —c~. Dai

Lu—c"u=a;yDjyu+b;Diu—cu

por hipdtese Lu > 0 assim

a;Diyju+biDiu—c u > —cu.

Como supu™ = 0, segue pelo principio do mdximo de Alexandroff
20

3=

+ n
supuésupu++C{/<C u) }
Q 2Q D+

r+

2l

ctuyn
supu < C (—)
Q ~~ A
D*>A et
C
< X||u+c+||L“(Q)-

Agora pela desigualdade de Holder

C 1
sgpu < X||C+||L°°(Q)~m(-o-)“ supu’

Q

mas m(Q) < 9§, daf

C 1
supu < XHC*HLOQ(Q].ZS“ supu’.
Q Q

Se tomarmos & = (%”C_'_“]_oo(o_)) , entao supy < supout. Seu > 0 em
algum ponto entdo u™ = u neste ponto e dai supy u = sup, u’, absurdo. Logo u < 0,

usando o principio da comparagao concluimos o resultado.
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5 SOLUCOES FRACAS

O objetivo deste capitulo ¢é o estudar resultados sobre a regularidade de solugoes

fracas para equacoes elipticas na seguinte forma

— Dj(ai;(x)Diu) + c(x)u = f(x). (5.0.1)

Assumimos que QO C R™ é um dominio. Afim de definir o conceito de solugao
fraca, inicialmente vamos multiplicar a equagao (5.0.1) por uma fungao teste ¢ € CF(Q)

e integrar o resultado no dominio Q

/—Dj(aijDiu)(p +cup = /f(p (5.0.2)
Q Q

usando a técnica da integragao por partes em (5.0.2) no lado esquerdo, temos que

Q Q

Em geral podemos tomar ¢ € H}(Q), uma vez que o espago C(Q) é denso

em H'(Q). Feito isso, estamos prontos para a definicao de solucao fraca.
Definicao 5.1 Seja Q C R™ um dominio, dizemos que w € HY(Q) € uma solugdo fraca

se satisfaz

/(aijDiuchp +cup) = /f(p para qualquer @ € Hj(Q)
Q Q

onde assumimos

a) o coeficiente lider ay; € L®(Q) € uniformemente eliptico, isto €, para alguma cons-

tante positiva A deve valer

ayj(x) & > AE* para qualquer x € Q e & € R™

b) o coeficiente c € L2 (Q) e o termo ndao-homogéneo f € Ln%(Q).

Observacao 5.1 Veja que b) € o minimo que pode ser pedido a ¢ e f tal que (5.0.2) faca

sentido pois pelo teorema do mergulho de Sobolev
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/ cue
Q

< /Icmpl
Q

lell 5 oyl 2 )

<
< HC”L%(_O_)”(pHLQ*(Q)HuHLz*(Q)

Assim afim de que o mddulo de [ cu@ seja finito, devemos ter que ¢ € Lz2(Q)
Q

jd que u, @ € L2 (Q). Analogamente veja que

[ro

Q

< Ul ) @l 0

Ln+2

dai para que o mddulo da integral [f@ seja finita precisamos que f € Ln%(Q), ja que

. Q
e €L (Q).

Nas proximas secoes iremos discutir a teoria de De Giorgi-Nash-Moser para

equacoes lineares elipticas.

5.1 Limitacao Local
Teorema 5.1 Suponha que ai; € L*(B1) e c € L9(By) para algum q > % satisfazendo
as sequintes hipoteses

aij(x)&:& = MEP para qualquer x € B; ex € R"

e |aijliesy) + llcllia < A para quaisquer constantes positivas A e A. Suponha que u €

HY(B,) € uma subsolucdao no sequinte sentido

/(aijDiuDj(p%—cu(p) </f(p para qualquer @ € H}(Q) e@ >0 em B;. (5.1.1)

B1 Bl

Se f € L9(By), entao ut € LY (By). Além disso, deve valer para qualquer © € (0,1) e

loc

qualquer p > 0 a estimativa

1
supw” < C{ ——lwtllio (s, + fllcacs.) }
Bo (1—09)r

97



5.1 Limitac¢ao Local 5 SOLUCOES FRACAS

onde C = C(n,\, A, p,q) € uma constante positiva.

Prova: Vamos provar incialmente para o casop =2e 0 = % Para algum k > 0 e m > 0,

escolhat=u"+ke

B u, seu<m
Uy =
k+m, seu>m.

Temos que i, ainda pertence a H!(B;), uma vez que i, ¢ limitada por cima
por k + m e por baixo por k. Note que Dit,, = 0 se {u < 0} ou {u > m}e que 4, =1
em todos os outros pontos. E claro que a funcao U é sempre positiva e Du = Du se
u > 0. Observe também que 1U,, < U pois se u < M entao U, = U, se L > M entao
u=u+k>2m+k="1u,,.

Considere a funcao

@ =n’(ahu -k

onde B > 0 e  é uma fungao nao-negativa tal que n € C}(B;). Note que @
é um elemento de H}(B;) pois U, é limitada por baixo por k e é também nao-negativa,
logo @ é uma funcao teste. Calculando D¢ temos:

Do =n*uP (W 'upDity, + D) + 2nDn(uf i — kP,

Como U, é positiva e U,, = 1 sempre que Du,, # 0, concluimos que

Do =n*uP (BDiy, + D) + 2nDn(uf a — kB, (5.1.2)

Note que @ = 0 e D = 0 em {u < 0}, pois nesse caso u = k, e assim

U, =u =K, logo

¢ =1n’kP(kKPk — kP =0

entdo D@ = 0. Portanto como B; = (B; Nn{u > 0}) U (B; N{u > 0}¢), temos que

/ClijDiUDj(p = / aijDiuDj(p + / aijDiuDj(P

B1 {u>0} Bin{u>0}¢
N

-~

da mesma forma

/cu(p: / cu@

B {u>0}
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/f(p: / fo.
B:

{u>0}

Assim, se substituimos a funcao ¢ em (5.1.1) e integramos com respeito a

{u > 0} e notarmos também que it > u* e uP 1w — kP! < 4B u para k > 0 teremos
m m

/ aijDiuDj(p = / aﬁDiﬁnQﬁﬁl(BDjﬁm + D]ﬁ) + 2 / (lijDifLDjT](fLEnﬁ — kB+1)n
= / aUDlﬁDJﬁnQﬂﬁl + al)DlﬂmD)ﬁmHQﬂﬁlB
- 2 [ nlay DDl — k84

> / n208 (BAID T ? + AIDT?) — 2 / nlay DyuDnllad o — k81,

Veja que foi usado que Dyu = D;iu ja que o dominio de integracao é {u > 0}.
Além do mais foi usado que Dyu = D;ii,,, sempre que D;ii,, # 0. Analisamos agora a

segunda integral. Pela desigualdade de Cauchy temos
2 [ nlayDyuDlua— K < [ nADUIDAuhw kP
Pela definigao de 1, iy, vale b i — kP! > 0, daf usando o fato que uP i —
kBT < ub 1 temos
2 / nla;DyuDin|luf, o — kP < 2/ / n|Dul[Dnfaf,
B B
~ [ (pumaheADm)

A 2A?
5/|D11|2n211§1+T/an|2a211ﬁ1.

N

Cauchy com A

Com isso, vale a seguinte estimativa

A 22
/aijDiUDj(P > AB/nQﬂﬁllDﬂmlz—kE/nQL—LﬁlIDﬂIQ—T/IDnIQﬂﬁlﬂQ.

(5.1.3)
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Como u é subsolucao, temos que de (5.1.3) que

A
A[S/nzﬁfnlDﬁml2+§/ uP DU — frac2A?A /|Dn|2 P2 +/cun (WP — kB

< /fn2(umu— kB,

Usando agora o fato que u > k

4AN?
2 / 208 Dt ? + / n?a Daf < / DnPaba? + / a2, + = / b,

4/\2 2. B 2 B .
=2 D" w +)\ (lem*ub w® + [fn*ub u)

C{ / IDnf*ap,w’® + / (|c|n2u§u2+!fln2uﬁu)}
f
< C{/IDnPuﬁlu2+/ (Ic!+%)n2uﬁu2}

onde ¢y == |c| + I—E

Escolha k = |[f||a se f nao identicamente nula. Caso contrario escolha k > 0

arbitrario e tome depois k — 07. Por hipdtese, temos que

lleollLe <A+ 1.

B
Tome agora w = upu, um calculo direto nos mostra

/B _
Dw=1u (EDum + Du)
assim
2 2
IDwP? = uf, gDﬁm +Da| = (% D1, |2 + BD,, - D + DU )
[32

N
/‘\

b (7 /DUl + BIDWR DUl + |Du|2)

b B(B + 1)|Dum|2—l—|DuI )

<|I

el

3
I
]

N

(B + 1) (Bubl DU, +ub IDuf).

Portanto,
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/nQIDWI2 <(B+ 1){6/ﬁﬁllDﬁmIQnu/ﬂﬁllDﬁ!W}

usando a definicao da funcao w obtemos

/n2|Dw12 < C{(B+1)/w2!Dnl2+ 1+ B)/cow2n2}.

Usando agora que D(nw) = Dnw +nDw, temos

ID(mw)* < [Dn*w? + 2in|w||Dn|IDw| +n*Dw/?

integrando essa desigualdade e usando desigualdade de Cauchy, vale que

/|D(HW)’2 < C{(B+1)/W2|Dn’2+(1+ﬁ)/cow2ﬂ2}.

Pela desigualdade de Holder temos:

[ e < (/cé})é(/((nw)%q“l)lé

como ||collLa < (A 4+ 1), temos

/00w2n2 <(A+ 1)(/(11%})%)

2 2 . q—1 11 11y 4
Noteque2*:n—:‘2>q—_‘%>25eq>%,da19276(2—*,5),logocomo (55,5) ¢

1
q

convexo, existe 0* € (0,1) tal que

qg—-1 1

2q  2*

pela desigualdade de interpolagao, temos

1
0"+ (1—-07)
+(1-0")3

il 2o < wIIFs: Imwils

onde 2* = 2
-
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Aplicando a desigualdade de Young com € temos

(1-0)q 1 1
HﬂWHLq{ €H11WHL2* Cle)lmwll;2 onde 5 + i 1

1 _ 2g—m+n __
+e=" =1

[\

e}
3
Rl

com C(e) = %—1—6 ? tomando p

'dl

Agora pela desigualde de Sobolev, temos que

Iwll 2q < eCM)ID(mMw)lle2 + Cln, q)er w2

para qualquer € pequeno.

Assim

q-1

/ID nw)? { 14+ B) /W2|DT]|2 +(1+pB)A+1T) {/Inw|q 1} } (5.1.4)

mas
9%1
{ /InWIqul} < 2(2e(m)IDMw)I: + C(n, q)%ezax |qwi?.).
Tomando € tal que (1 + [3)(—:% =1+ B)%, A identidade (5.1.4) se torna
entao

[ D < {1+(5/W2|Dn|2 (1+fs)2qn/nw}

em particular

/ D) < C(1L+ B)* / (IDAP +n2)w? (5.1.5)

onde « é um numero positivo dependendo apenas de n e q.
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A desigualdade de Sobolev implica que (5.1.5) se torna

2
¥

( / (nw)?*)Q - < / (nw)2X>X
< / D (nw)[?

< CL+p)® /(IDn!2+n2)w2
(5.1.6)

onde X = -5 > 1 paran > 2 e x > 2 para n = 2. Escolha agora uma funcao cut-off, tal

que para 0 <1 < R < 1 a funcao sejan € C(Bg) com a seguinte propriedade

2
— < —.
n=1emB, e IDnI\R_r
Substituindo em (5.1.6)
( / (nW)2X> < C(1+p) / (IDNP +2)w? (5.1.7)

B Br

ja que n € C}(Br).

Usando as outras propriedades da funcao n em (5.1.7)

0< C(1+p)™ [ IDnPw? 4+ C(1+B)* n2w2—< (nW)2X>
/ [ (]

B B:

X|=

mas pela desigualdade de Holder

0<C(1+B)* IDT1|2W2+C(1+B)“< (nW)Q") med(BR)3—< (nW)2X>
/ / /

Br B:

x|
xR

assim
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5.1 Limitac¢ao Local 5 SOLUCOES FRACAS

de onde segue que

[

(/) = )

Br

x

(5.1.8)

Usando a definicao de w, a identidade (5.1.8) fica

Br Br

|

tomando agora y = 3 4+ 2 > 2, obtemos

(o) <ot [+

B, Br

Desde que o lado direito na identidade anterior seja limitado. Por fim, vemos
que (Um)m é uma sequéncia de funcdes mensuraveis nao-negativa, temos ainda que w,, —
U quando m — oo, assim pelo lema de Fatou

B,
Cly 1)"‘/
< %
(R—r v
Br
Em termos de norma temos
; Cly — D™\ 3,
v s, < ((Ryj) ey (g (5.1.9)

onde C = C(n,q,A\,A) > 0 e independe de y. Dai, como (5.1.9) é valida para todo
0 <r< R 1epara todo vy > 2, fazemos uma iteracao, tomando sucessivamente os
valores v = 2,2x, 2x2, .. .. Defina para todoi=1,2,...

; 1 1
Yi=2X' e Ti:§+21+1’
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Como vy = XYi1eTi1—T{ = 2%, substituimos r =1, R=1;_ 1 ey =v;

em (5.1.9)

tllivis,) < Cln, g, A A [l s, ) (5.1.10)

desde que |[[tf|pvi1(p, ) < 00, vamos comecar entdo a iteracdao, para isso tome i =

Ti

1,2,3,... em (5.1.10) temos que

_ 1.
Wi s,,) < Cln, g, A A)x[[lvo s,
<

2
||ﬁ||LV2(Br2) C(TMq,7\,/\)x2||u||LV1(Br1)

ST
HﬁHLYH(BrH) < C(n, g, A A)XT HuHLvH(BrH)

[tllivie,) < Cn, g, A AUl s, -

Multiplicando todas essas desigualdades e notando que yo = 2 e 7g = 1,

obtemos

v (e,,) < CEXllzgp,) Vi1

em particular, como todo vy > 1

(S

Tomando i — oo, temos x* — oo

Ul o5,y < Clltllpz(p,)

1
2

de onde segue a estimativa,

supu < Cl[tt|l 2(g,)-
By
2
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Mas w = u™ + k, entao

supu’” < Clu® + K28,
By
< Cllu™lr2(s,) + ClKlli2(8,)
~—
Minkowski
< C{lulli2(s,) + ki

Para o caso geral considere, inicialmente qualquer R < 1. Seja

u(y) =u(Ry) para y € B,

vamos mostrar agora que U € subsolugao fraca da equacao Lu = f em B; sabendo que u

o é.

Com efeito,

/aijDiaDj(P+éﬁ(P = /aij(RU)(RDiU—(RU))Dj(P(y)+/(R2C(RU))u(Ry)(P(U)
B, B, By
— R“H/aij(z)Diu(z)Dj(p<%> +R“+2/c(z)u(z)(p<%>

BR BR

= Rn+2</ aijDiuDj(I) + cu@)

Br

/N
~

3

_|_

no

\

s}
n
i
N

onde a;; = ai;(Ry), ¢ = R%(Ry) , f = R*f(Ry) e ¢(y) = ¢(¥).
Vale também que

|04l (By) FlIEllLars,) = laijlie(Bg) + R2_5||C||Lq(131) <A
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Note que 1, ayj, € satisfazem as hipdteses do teorema (5.1), portanto aplicando-

0 para o caso p = 2 temos

Sélpl_ﬁ < C{”ﬁHLQ(Bl) + ||f||Lq(B1)} (5.1.11)
1
2

escrevendo agora (5.1.11) em termos de u temos que para todo p > 2

_ 1_1 _n
suput < C{lullie(s,ymed(B1)2 7 + R* 4 |[fllLa(s, )}
Br
< C{HﬁHLP(Bl)+R2_%||f||Lq(B1)}
< CR¥ P [utlie(se) + R¥4|fllLarse))
1 g_n
£ Clog It ooy + R ey |

onde C = C(n,A, A, p, q) é uma constante positiva.
A estimativa para Bgr € obtida aplicando o resultado acima a B(;_g)r(y) para

qualquer y € Bgg, com efeito

1
< up u” < C
y) sup {[R(

—— e, +Iflleacs,, }
B—or 1— e)]ﬁ' (Ba-o)r(y)) (Ba—e)r(y))
—a

para todo y € B%. Tomando R = 1 segue o teorema (2.1) para p > 2.

Agora provamos para p € (0,2). Mostramos que para qualquer 8 € (0,1) e
0 <R <1 vale

1 2_3
||U+||L°°(BQR) < C{m||u+||L2(BR) +R"a HfHLq(BR)}-

Para p € (0,2) temos pela desigualdade de interpolacao que

+112 +112— +
I gy < TPy I I,
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e assim

]_ 1—-k P
i (o) < c{muwumfwHuﬂrﬁpw+HfHLq(BR)}.

Pela desigualdade de Young com € = %, temos

2-p 1 »
+ +
W[ (Bop) < C{HU ||Li(gk)m”u |’EP(BR)+’|ﬂ|Lq(BR)}

1
[(1—0)R]®

N

1
§Hu+HLoo(BR) +C{ u™ I (By) +Hf”Lq(Bl)}-

(5.1.12)

Seja h(t) = |u*||L=(p,) para t € (0,1]. Entao para qualquer 0 <r <R <1

1 C
h(r) < §h(R) + R

Note que aqui, fizemos 8 =

lu e (By) + IfllLas,)-

% em (5.1.12), uma vez que x € (0,1). Agora

aplicamos o lema abaixo para qualquer 0 < r < R < 1

C

LNTESH

llu* e 8y) + ClifllLas,)
tomando R — 17, obtemos para qualquer 0 < 1

C

———u” + ClIf .
(1_9);” e (B1) + CllfllLace,)

Ul (B,) <

Lema 5.1 Seja f(t) > 0 limitada em [Tg,T1] com T9g > 0. Suponha que para 79 < t <

s < 1y tenhamos

A
f(t) < Of(s) + W +B

para algum 0 € [0,1). Entao para cada Tg <t < s < 1y vale

0 gcm,e){ﬁm}.

Prova: Fixando 1p <t < s < 1;. Para algum 0 < T < 1 consideramos a sequéncia {t;}

definida por
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to=1 e tipi =1t + (1—T)Ti(8—t)

pela lei de formacao da sequéncia {t;} temos

n
ti=to+ (1—1)(s—1) Z

Tomando 1 — oo e usando o fato que 0 < T < 1, segue que

1
hmti:to—f- (S—t)(l—T):S
1—00 1—’(

dai, com um abuso de notacao fazemos to, =

Por um processo de iteracao como no caso particular do teorema (5.1) temos

f(t) = fto) < TFf(ty) + ﬁ(s —t) %+ B} ZT T

Escolhendo T < 1 tal que 8 < ™ < 1. Tomando k — oo, segue o resultado.

5.2 Holder Continuidade

Vamos discutir equagoes homogéneas sem termos de menor ordem. Considere

Lu= —Di(ai]- (X)D)LL) em Bl(()) C R"

onde ai; € L*(B;) satisfaz

MEP < aij(x)&:& < AJE? V x € B1(0) e &€ R™

Definigao 5.2 A fungdo u € Hi,.(B1) é chamada subsolugdo (supersolugio) da equagao

Lu=0 se
/aijDiU—Dj(P <0 (=0
B1

para toda @ € H{(By) e @ > 0.

Lema 5.2 Seja ¢ € Cloc( ) convexa. Entao

109
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a) Sew é uma subsolugio e ' > 0, entao v = d(u) € também subsolucao desde que
v € H, .(By).

b) Se w € supersolugio e ¢’ < 0, entao v = d(u) € também subsolu¢iao desde que
v € Hi,.(B1).

Prova: Assuma inicialmente que ¢ € C? .(R). Entdo, por hipdtese ¢'(s) > 0, por
convexidade ¢ (s) > 0. Considere @ € C}(B1) com @ > 0. Um célculo direto nos da que

/aijDiij(p = /aijd)’(u)DiuDj(p

B1 By
= /aijDiuDj((b/(u)(p) _/(aijDiuDju)(P(b//(u)-
B1 B1

Note agora que ¢'(u)@ € H{(B;) é nao-negativa, logo pode ser usada como

funcao teste. Assim

/aijDiuDj(d)/(u)(p) <0

B1

por outro lado

t/MDuF¢TM@SE/kmﬂ%uDﬂﬂ@¢%u)

B1 B1

para alguma constante positiva A, dai

_/(aijDiuDju)(Pd)/(u) <0.
B

Portanto, conclui-se que

/%Dwm@Z/mpmmw%mmjﬂmpmmwwwm)

B4 B4 B1

~~

<0 >0

logo u é subsolucao. Em geral seja dc(s) = ne * $(s) a molificacdo de ¢, onde ne é o
mollifier standard, entdo ¢.(s) =ne*xd’(s) = 0e ¢ > 0. Assim ¢, é subsolugado como

ja provamos. Afirmamos agora que vale o seguinte

¢L — ¢'(s) gq.tp quando € — 0%,
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Para ver a validade dessa informagao. Fixamos um ponto s, entao

[b(s) —d'(s)] =

/ nels — 1)’ (r) — ¢/(s)]dr

Be(s)

1 S—T

o ) Nl

N

Jld'(v) — d’(s)ldr

Be(s)
< c][ () — ¢'(s)
Be(s)

segue pelo teorema da diferenciacao de Lebesgue que

][ b’ (r) —d'(s)] = 0 q.tp quando e — 0*.
Be(s)

Por fim, como ¢ possui suporte compacto, o teorema da convergéncia domi-

nada é testemunha que

/(lijDiVDj(P = /Clij eli_}Igl+ (I);(u)DiuDj(p

B B

= eh_)rgl+ all(b/e(U)DllLD](p < 0.
B1

A prova do item b) é similar.
Precisamos agora do seguinte lema.

Lema 5.3 Para qualquer € > 0 existe uma constante ¢ = c(e,n) tal que paraw € H'(B;)

com

m({x € B;;u=0}) > em(B;)

/u2 < C/!Du!z.
B1

B1

deve valer

Prova: Segue diretamente da desigualdade de Poincaré para a prova, veja em Leoni [12]-

Teorema 12.23 - pagina 361.
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O préximo teorema nos dird que as solucoes fracas da equacao Lu = —D;(ay;(x)Diu)

em B; C R™ nao podem oscilar bastante.
Teorema 5.2 Suponha que W € uma supersolucao positiva em By com

m({x € B;;u > 1}) > em(B,).

Entao existe uma constante positiva C dependendo somente de n, € e % tal que

infu> C.
B
2
Prova: Uma vez que sempre podemos adicionar uma constante a 1 e mesmo assim
a funcao resultante ird satisfazer as hipdteses do lema. Assim, podemos assumir que
u >0 >0 (e fazemos & — 01).

Mostremos que v = (logu)~ ¢ subsolucao, limitada por logd~!. Veja que

0,1

Loe(R). Assim como u é supersolucao e ¢'(t) = —% < 0, entao pelo teorema (5.2)

veC
item b) temos que v = (logu)~ é subsolugdo, ja que v € H{_.(B;) pois v é limitada por
log 8! (basta usar a defini¢do de v e que u > 9).

Entao o teorema (5.1) implica

v2) ' (5.2.1)

note agora que m({x € By;v =0}) = m({x € By;u > 1}) > em(B;), e assim pelo lema
(5.3),

(5.2.2)

7N
\
=
~
[
/AN
o
VN
—
O
=
~
D=

De (5.2.1) e (5.2.2)

1
2
supv < C(/ID\)F) : (5.2.3)
By
3 By

Agora mostramos que a integral do lado direito de (5.2.3) é limitada. Para

isso usamamos a funcao teste @ = ‘%2 para & € C}(Ba).

Com efeito,

112



5.2 Holder Continuidade 5 SOLUCOES FRACAS

2 P . . . . .
Og/aiijuD(a) —/52M+2/M
<
—~—

u
5.2 Ea; lLD £
N / |Du|2 2 / 1) i
elipticidade

ijDiuD;
— —?\/!Dlogu|252+2/aa) uu i&

Majorando a primeira integral temos

7\/|Dlogu!2£2 < 2/(£Diu%)(01ij5)

<2 f %(Dw) ( / (aij)%Dja)?)
/_|Du|2) ( /(aﬁmw)?
/aamogue) ( |Da,2)
Al /aamogup)g( /|Da|2>

[N

1
2

N
N

S

N
N

N

assim, concluimos que

4N?
B, B, By
Agora para cada & € C}(By) fixada com & = 1 em By, temos

/IDlogU.I2 <C
B1

usando (5.2.3)

supv = sup(logu)” < C
B, B,

como supVv € cota superior

113



5.2 Holder Continuidade 5 SOLUCOES FRACAS

(logu)” < C.

Note que se u > 1 nao ha o que fazer, se 0 <u < 1

logu > —C

elevando ambos os membros a e

assim infu > e €.

B1
2

Teorema 5.3 (Teorema de Oscilagdo) Suponha que w € uma solugdo limitada de Lu = 0

em Bo. Entao existe um nimeroy =vy(n, %) € (0,1) tal que

0SCB,; U < Y 0SCg, U.
2
Prova: Seja o; =supu e 3; = infu. Considere as duas solugoes positivas
By By
u— 3 o —u

o — B o — B

temos que

N= D=

Vamos dividir a prova em dois casos:

Caso (1)

2(u— 1
m({x e By 2B 1}) > “m(By). (5.2.4)

o — By 2
Aplicando o teorema da densidade a (5.2.4) com € = % e a funcao 2&:21) > 0,

temos que
— 1

f LB L (5.2.5)

B o — B~ C
para alguma constante C. Usando (5.2.5) e o fato que o infimo é uma cota inferior, temos

w> B+ Sloa—B)

dai
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5.2 Holder Continuidade

1
infu> B, + 6(061 — B1).

Caso (2)
(5.2.6)

m({x € By; —2((;(1__[;)

WV

Q)>%mmg.

Com um célculo analogo mostramos que
1

0y =supu < o — (0 — P1).
B, C

Agora defina
Xy =supu e By = ianu

Bi
b

==

€como B% C By, temos

X <o e Po =P

Assim, como

vale que

de onde segue o resultado.
Como consequéncia imediata deste resultado, temos o teorema de De Giorgi,

que diz que toda solucao fraca da equacao Lu = 0 é x-Holder continua.

Teorema 5.4 Suponha que Lu = 0 fracamente em By. Entdo

u(x) — u(y) A
< C(n3) e,

sup |u(x)|+ sup —
XEB% XﬂJEB% ’X’_y|

com o = oc(n, /7\)

Prova: Uma parte da desigualdade é dada pelo teorema (2.1), isto é,
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sup [u(x)| < Clullez(sy)-
B1
3

Para a outra parte, fixe dois pontos arbitrarios x,y € B; e seja 1 = |x —
y|, afirmamos agora que existe n > 0 tal que 27! > r > 27" Pela propriedade

arquimediana, existe n € N tal que

1 1
n>-=n+l>n>-.
T T

Agora pela desigualdade de Bernoulli temos 2™ > 1+4m, assim segue um lado da
desigualdade, isto é, r > 27 ™, para o outro lado, vamos analisar duas possibilidades. Para
n = 0, é imediato pela desigualdade triangular. Agora, pelo principio da boa ordenacao
existe n = menor mnatural tal que 1 > 27", segue pela minimalidade de n que

r < 27+ =927+l qye é o lado contrario da desigualdade.

Para x € B%, segue pelo teorema de oscilacao que

0SCB, (x) U K< Y OSCR,, (x) U

u
2
OSCB,, (x) WK Y 0SCB,, (x) U

usLy 0SCB,,, ;1 (x) W

1

Assim oscg, (x) U < Y™ oscp (x) U, pelo teorema (5.1) segue que

on—1,
OSCB, (x) U & 2C||LL||L2(131)

em particular

u(x) —u(y)l < y"2CIullizs,).

Para finalizar notemos que, como r > 2™ ™ entao r* > 27 "% para qualquer

x € (0,1) assim

[u(x) —u(yl

x—yl* < 20y 2 ullie s,

< 8C2%y)™ Yz (s,
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tomando « tal que 2%y = 1, segue o resultado.

5.3 Desigualdade de Moser-Harnack

Teorema 5.5 (Desigualdade de Harnack Fraca) Sejaw € H(Q) uma super solugdao nao-

negativa em Q no sequinte sentido

/(aijDiuDj(p) > /f(p para qualquer @ € H'(Q) e >0 em B;. (5.3.1)
Bl Bl

Suponha que f € L9(Q) para algum q > 3. Entdao para qualquer Bg C Q deve valer para
todo 0 <p < %5 e para todo 0 <0 <T<1

<=

n 1
inf u + R*||f >C| o= P
inf Rl (Rn [ w )

onde C = (n,p,q,A\, A, 0, 7).

Prova: Provaremos incialmente que o resultado permananece valido para qualquer py > 0
e para R = 1. Seja i = u+ k > 0 para algum k > 0 a ser determinado e v = .
Inicialmente vamos dar uma equagao para v. Para qualquer @ € H}(B1) com @ > 0 em

B, considere i ?¢ como funcao teste em (22)

P _ @ %
/aijDiuDjE—Q/aﬁDiuDjuE = /f@

B1 Bl Bl
E claro que Du=Du e Dv = —L_?Zu portanto
(p _
_/aijDiij(p—Q/aijDiuDjuE > /fv(p
Bl Bl Bl
assim
£ ®
/aiiDiVDj(p + fvp < —Q/CtijDiuDjuL?
B4 B
onde f = %
Como
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u
B1

NE
B1
segue que
/aijDiij(p <0
By
e assim
/aijDiij(p + fvep < 0.
By
Em outras palavras, acabamos de mostrar que v é uma subsolugao de alguma
equacao homogénea. Quanto ao valor de k, escolha k = |[|f|| s se f ndo é identicamente

nula, caso contrario escolha um k arbitrario e depois faca k — 0. Agora mostramos que

IfllLas,) < 1. (5.3.2)

Ora, se f = 0 o resultado segue trivialmente. Se f # 0, entdo f = m
assim f(w + ||f|la) = f. Por hipétese u € H'(B;) é ndo-negativa. Daf w+ [[f|lra = ||f||ia,

portanto, como |f|9]|f|l e < |[f|9 temos

_ 1
/|f|q < /|f|q 1
lls
B, B,

o que prova (5.3.2).

Usando agora o teorema (5.1) concluimos que para qualquer T € (6,1) C (0,1)

e qualquer p > 0

dai em Bg vale

elevando ambos os membros a p
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Pela definicao de supremo

supvP < C/vp
Bo
B

usando a definicao da funcao v temos

elevando ambos os lados da desigualdade a p

1
P
a1<C</aP>.
B+

Usando novamente a definicao de supremo

sup(u1)<C< up>
e

o=

o que implica

I

@)
Y
—

e

<
—

S
N———

™

A F\

el

<
N———
<

O ponto chave é mostrar que existe po > 0 tal que

(/um) (/u"O) < C(n,q,A\ A, T) (5.3.3)

onde w=logu— P e = f logt.
B+

Para isso afirmamos que para qualquer T < 1 vale

/&WV<qm¢NAJ) (5.3.4)
B+

veja que, se (5.3.4) é vélido, entao vale
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eP0|W\ > ePo (logi—R)

assim
epolwl > epologﬁ.e*POB (535)
e
epolw\ > epo(—logﬁ"‘ﬁ)
portanto
ePolWl > o—Pologl opop (5.3.6)
Segue de (5.3.5) e (5.3.6)
/ﬂ—po < e Ppo /e|WP0
B+ B
< e PPoC(m, g, A\ A, T)
e

/apo < eﬁpo/eh/vpo

B~ B
< eBpOC(n’ q’A7 /\" T)
o que mostra (5.3.3).
A prova de (5.3.4) segue do lema de John-Nirenberg (veja em Han e Qing 9

pégina 52) para isso basta mostra que w € OML (oscilagao média limitada), isto é, para
qualquer B,(y) C B,(0) C B1(0)

/Iw—wy,rl <cr®
B,

onde Wy ; = fg (. W.
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Para mostrar que w € OML devemos verificar inicialmente que w satisfaz a

/ Dwle? < C / Dol (5.3.7)
B1 Bl

para cada @ € L®(B;) N H}(By) com @ > 0e C=C(n,q,\A) > 0.

seguinte identidade

Para provar (5.3.7) tomamos como funcao teste em (22) w !¢, onde ¢ €

L*(B;) NH(By) e @ > 0 temos que, como Dw =t 'Du

1 —1 1
/aijDiuDjul(p = /Gij(aDiu>D5u<€>(P+/aijDiuaDj(p

B1 B1 B1

Bl Bl
assim

—/ai]-Diijwcp—i-/aijDiij(p = /f(pu_l.

B B1 B1

De onde se conclui a estimativa

/aijDiWDjW(P < /aijDiij(p+/(—1ch) (5.3.9)

B B B

substituindo ¢ por @2 em (5.3.9) e usando a condicao de elipticidade temos

}\/|DW|2(P2 < /ﬂijDiWDj(P2+/(—ﬁ¢’2)

B, B, B1
< /aijDiWDj(P2+/’]E|(p2
Bl Bl

segue por transitividade que

/|Dw|2 2L /au wD; @? +/|f|(p (5.3.10)

Agora vamos estimar a integral do meio em (5.3.10)
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/aijDiWQ@chp = /(aijDi(pQJ(DiW(P) (5.3.11)

B1 Bl

usando a desigualde de Cauchy com € em (5.3.11) temos

1
Jtapionedm) < e [ D2+ - [(Dowpe?
B1 B1 B1
1
< ane [ Dok + - [ Dwke?
B1 Bl

— 1
tomando € = )

A? A
[tasDieein) <25 [0k +3 [ Dwke®
Bl B1

B1

Apés isso a desigualdade (5.3.10) fica

2 2 /\ 2 2 1 2 2 ]' cl 2
Dwie? < 2(X) Dol + 5 [ IDwPe?+ - [ Il
B, B, B1
< c{/|Dcp|2+/rﬂ<p2}
Bl Bl

agora pela desigualdade de Holder e a desigualdade de Sobolev, obtemos

[ fie* < Il (/(&W) N
B1

B1
= |Ifll_gllellf.-
< c(n,q)Delf-.

Assim segue a identidade (5.3.7). Baseado nessa desigualdade podemos mos-
trar que é w € OML e assim usar o lema de John-Nirenberg. Entao para cada Bo.(x) C By

escolhemos ¢ tal que
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supp(@) C Bar(y), ¢ =1 em B, (y) e [Dol <

‘1Il\D

Portanto, (5.3.7) fica

4
/ IDwPn? < C5r = G2
T
BQT(U)

assim w € OML pelo lema de John-Nirenberg.

Vamos mostrar agora que o resultado vale para p < . Para isso precisamos

mostrar que para qualquer 0 <r1; <13 <1e0<py <p; <5 vale

1 1

()< ( fa)” o

1 T2

para alguma constante C = C(n, g, A, 11,72, p1,P2) > 0.

Para a prova de (5.3.12), tomamos ¢ = 1w Pn? para B € (0,1) em (5.3.1)

ficamos com

o 1 _ L[],
Diil2af?! 2<C /D 2-—1-p _/_2_1_[3.
/I ulfub'n 32 IDn*u +B T
B, B1 B1

_B
uz.

Tomando agoray=1—p € (0,1) ew = Temos

/|D mwlPn? < /w (1D +1?)

para algum o > 0. Pela desigualdade de Sobolev, segue que

1
A\ C
Jow ) < [wione ) (5.3.13)
(1—vy)*
Bl Bl
onde x = ﬁ, por fim, para 0 < r < R < 1, escolhemos 1 € C}(Bg) comn =1 em B, e
|Dn| < , a desigualdade (5.3.13) fica entao
x C 1
w2 < /wg.
(/ ) Iy R
B, Br
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Usando a definicao de w temos que

(/“) <(rrwem) (/“)
B, Br

para todo y € (0,1). Fazendo um processo interativo como no teorema (5.1), segue o

X =
Rl

resultado.

Como consequéncia da desigualdade de Harnack fraca, temos o seguinte teo-

rema

Teorema 5.6 (Desigualdade de Moser-Harnack) Seja w € HY(Q) wma solugao ndo-

neagativa em

/aijDiuDj(p :/f(p para qualquer @ € Hj(Q).
Q o)

Suponha que f € L9(Q) para algum q > 5. Entdo vale para qualquer Bg C Q

supu < C{ ianu + RQEHfHLq(BR)}

Br R

2

onde C = C(n,A, A, q) >0 € uma constante.

Prova: Seja u > 0 uma solucao fraca. Usando a desigualdade de Harnack fraca em uma
bola Bg C Q), isto é,

o 1 B
inf u -+ R?"a a>Cl = L I
lli;r;ﬁu—i- q||f||1_q(13k) C(R“ /BTRLL )

Agora, fazendo R = 3R, T = % e = % obtemos

. _n 1 +
%ngfu—k (3R)* 4 IfllLa(Byg) = C<(3R)“ /up>p (5.3.14)

p)
Bogr

mas da limitacao local das solucoes, temos

1 _n
SUp U < C{m”u”LP(BQR) +R* HfHLq(B2R)}- (5.3.15)

Usando (5.3.14) em (5.3.15) obtemos o resultado.

Coroldario 5.1 (Hélder Continuidade) Seja uw € H(Q) uma solugdo em Q
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5.3 Desigualdade de Moser-Harnack 5 SOLUCOES FRACAS

/aijDiuDj(p =/f(p para qualquer @ € Hj(Q).
Q Q

Suponha que f € LI(Q) para algum q > 5. Entao u € C*(Q) para algum o« € (0, 1)
dependendo somente de n, q, A, A. Além disso para qualquer Bg C Q)

ulx) —uly)l < c(%){ < / u2> n R2—2||f||Lq(BR)}
Br

para quaisquer X,y € B% onde C = (n, A\, A, q) € uma constante positiva.

Prova: Inicialmente, se R = 1. Seja M(r) =supue m(r) = iélfu parar € (0,1) = (0,R),

r T

onde B, = B;(x). Entdo, como M(r) < M(1) e m(r) > m(1), pela limitacdo local
das solugoes e a desigualdade Moser- Harnack segue, respectivamente que M(r) < oo e

m(r) > —oco. E suficiente mostrar que

w(r) =M(r) —m(r) < er{[fullezs,) + IfllLas,)} (5.3.16)

1
para qualquer T < 3.
Pois,

supu —inf < Cr{liullizis,) + Iflftas)}
B+ T

dai, para todo y € 0B, vale

u(x) —u(y) < Chx —yl*{llulliz(s,) + [IfllLa e, -

Trocando x por y temos

u(y) —u(x) < Chx —yl*{llullizs,y + IfllLas,)}

portanto,

u(x) —u(y)l < Clx —y[*{llulliz(s,) + [IfllLa s, -

Para iniciar a prova de (5.3.16), tomamos & = 2—% e aplicamos a desigualdade
de Moser-Harnack a M(r) —u > 0 em B, obtendo
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Sélp(M(T) —u) < Clinf(M(r) —u) + O lfllLa(s,)

N

usando propriedades de supremo e infimo temos,

M(r) — m(%) < { <M(r) - M(g)) 10l e s } (5.3.17)
Analogamente aplicamos a desigualdade Moser-Harnack a w— m(r) > 0, ob-
tendo
M(%) —m(r) < {(m(%) — m(r)) + réllﬂqu(Br)}. (5.3.18)
Somando (5.3.17) e (5.3.18), obtemos
w +o(35) <c{(wm—w(3)) + Il }
como

T
(C+Dw(3) < (€= D) +Criliflag,) =

N
w(§> <yw(r) + Cr0IfllLacs,)

para algum y = g—:& < 1.
Aplicando o lema (3.3) com w(r) = supu — iélf'u. e o(r) = Cr?|[fllLa(s,) em
B, r
(0, 1], temos que para qualquer p € (0,1) e p < & vale
5 que p qualq H B

wp) < c{p*w(5) + CoMlilacs .o}

agora escolha u tal que o = (1 — u)logy/logT < wd

1 1
w(p) < Cp"‘{w<§> + IIﬂILq(BI)} para todo p € <0, 5]

usando o teorema (5.1)

N

+ ||f||Lq(Bl)}~

ofp) <c{( /)

x
Para o caso geral é suficiente mostrar que w(r) < C(%) w(R).
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Lema 5.4 Se w e 0 sdo funcoes nao-decrescentes no intervalo (0,R]. Suponha que para
todor <R

w(tr) < yw(r) + o(r)
para algum 0 <y, T < 1. Entdo para qualquer w € (0,1) e r < R temos

w(r) < {(%)aw(R) + G(r“Rl’”)}

logy

onde C = C(y,T) e « = x(y, T, ) sao constantes positivas. De fato o« = (1 — ) oo -

Prova: Fixe um nimero r; < R. Entao para qualquer r < 1y, temos

w(tr) <yw(r) +o(r)

uma vez que o é nao-decrescente. Agora a partir desta desigualdade vamos obter para
qualquer inteiro positivo k o resultado da seguinte afirmacao:
Afirmacgao (1):

w(thr) <v*w(r) +o(r) ) vy <v*w(R) +

Por hipétese, temos que

w(tr) <vw(try) + ofry)

novamente, por hipdtese

w(t(try))

(U(T Tl)

yw(try) + o(Try)

NN

yw(Try) + o(r)

Yw(r) + ZYiO'(TJ
i=0

N

Procedendo assim sucessivamente, temos que apds a k-ésima etapa temos
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w(t™r) < Y*w(r) + o) v

/N
2
-
g
=
+
Q
=
M
.<c-‘

e assim estd provada a afirmacao (1).

Agora para qualquer r < 11 escolhemos k tal que

bastar tomar algum k que satisfaca

1
k < log<l><k—l.
log T Ty

Portanto,

w(r) < w(t™ ') < vk_lw(R)Jrl y
1 =Y
L) wr) + 2
Y \"1 1—vy

de onde segue o resultado.

Corolario 5.2 ( Liouville) Suponha que w € uma solug¢io da equagdo homogénea em R™
/aijDiuchp =0, para qualquer @ € Hj(B,)
RTL

se uw € limitada, entao w € constante.

Prova: Como vimos existe y < 1 tal que w(r) < yw(2r). Dali, por iteracao
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w(r) < y*w(2*r) = 0 quando r— 0.

Ja que w(2%r) < C se u é limitada. Assim para qualquer r > 0

w(r) =0.

129



6 CONCLUSAO

6 CONCLUSAO

Diante do que foi mostrado, estudamos propriedades bésicas sobre regulari-
dade de solucoes de equacoes diferencias parciais elipticas. O protétipo do nosso estudo
foi, a equacao do Laplace, quanto a regularidade mostramos varios resultados e consegui-
mos mostrar que podemos derivar as solugoes da equacao de Laplace infinitamente.

Logo mais generalizamos o principio do maximo visto para fungoes harmonicas
para operadores diferencais na sua forma geral, como consequéncia foi obtido a unicidade
do problema de Dirichlet e de Von Neumann.

Finalmente buscamos responder a pergunta, o quao regular podem ser as
solucoes fracas de equacao diferencial parcial eliptica? Como ferramentas usamos o te-
orema da limitacao local, que foi essencial para as demonstracoes da desigualdade de
Harnack Fraca e a desigualdade de Moser Harnack, essa iltima por sua vez é a ferra-
menta essencial do estudo da ultima parte do trabalho e que nos mostram que as solugoes
fracas de problemas elipticos sobre as nossas hipdteses adotadas, podem ser no maximo

Holder continuas.
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