Cibele Matos Freire

Complexidade Descritiva das Logicas de
Ordem Superior com Menor Ponto Fixo e
Anadlise de Expressividade de Algumas
Logicas Modais

Fortaleza — CE
Agosto / 2010



Cibele Matos Freire

Complexidade Descritiva das Logicas de
Ordem Superior com Menor Ponto Fixo e
Anadlise de Expressividade de Algumas
Logicas Modais

Dissertacao de mestrado apresentada a co-
ordenacao do Programa de Mestrado e
Doutorado em Ciéncia da Computacao da
Universidade Federal do Ceara como requi-
sito para obtencao do titulo de mestre em
Ciencia da Computagao.

Orientadora: Prof®. Dra. Ana Teresa Martins

LOGIA - L6GICA E INTELIGENCIA ARTIFICIAL
MESTRADO E DOUTORADO EM CIENCIA DA COMPUTACAO
DEPARTAMENTO DE COMPUTACAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA

Fortaleza — CE
Agosto / 2010



“A mente que se abre a uma nova idéia jamais voltard ao seu tamanho original.”

Albert Einstein



Agradecimentos

Vaérias pessoas contribuiram para que esse trabalho fosse realizado. Sou profunda-

mente grata a todas, em especial:

Aos meus pais, por todo amor que me deram e pelos ensinamentos e conselhos que
sempre levarei comigo. Obrigada por sempre apoiarem as minhas escolhas e acreditarem

em mim.

A minha orientadora Ana Teresa, por ter construido esse trabalho comigo e por sempre

me incentivar e ajudar nos momentos em que precisei.

Aos meus amigos, que tornaram esses anos na UFC marcantes. Em particular, Camila
e Karol, por serem bragos abertos e ouvidos atentos as minhas angustias durante o periodo
do mestrado. Ao Carlos, pelos conselhos e pelas discussoes que me fazem refletir sobre a

vida. Ao Francicleber e Alfredo, pelo companheirismo, pelas discussoes e pelas conversas
fiadas.

Ao meu noivo Tiago, pelo apoio durante os momentos de dificuldade, pela paciéncia,

quando a minha j& tinha acabado, e pelo amor, carinho e aconchego que me da.

As minhas irmas, por todos os momentos de alegria, pelas implicancias, pelas risadas

e pelas confusdes. :)



Resumo

Em Complexidade Descritiva investigamos o uso de légicas para caracterizar classes
problemas pelo viés da complexidade. Desde 1974, quando Fagin provou que NP é cap-
turado pela légica existencial de segunda-ordem, considerado o primeiro resultado da area,
outras relagoes entre légicas e classes de complexidade foram estabelecidas. Os resulta-
dos mais conhecidos normalmemte envolvem légica de primeira-ordem e suas extensoes,
e classes de complexidade polinomiais em tempo ou espaco. Alguns exemplos sdo que a
logica de primeira-ordem estendida com o operador de menor ponto fixo captura a clsse
P e que a logica de segunda-ordem estendida com o operador de fecho transitivo captura
a classe PSPACE. Nesta dissertacao, analisaremos inicialmente a expressividade de algu-
mas légicas modais com relagao ao problema de decisao REACH e veremos que é possivel
expressa-lo com as légicas temporais CTL e CTL*. Analisaremos também o uso combi-
nado de légicas de ordem superior com o operador de menor ponto fixo e obteremos como
resultado que cada nivel dessa hierarquia captura cada nivel da hierarquia deterministica
em tempo exponencial. Como coroldrio, provamos que a hierarquia de HO'(LFP) néo
colapsa, ou seja, HO'(LFP) ¢ HO"*}(LFP).

PALAVRAS-CHAVE: Complexidade Descritiva, Légica Modal, Logicas de Ordem
Superior, Hierarquia Deterministica de Tempo Exponencial, Operadores de Ponto Fixo.



Abstract

In Descriptive Complexity, we investigate the use of logics to characterize computa-
tional classes os problems through complexity. Since 1974, when Fagin proved that the
class NP is captured by existential second-order logic, considered the first result in this
area, other relations between logics and complexity classes have been established. Well-
known results usually involve first-order logic and its extensions, and complexity classes
in polynomial time or space. Some examples are that the first-order logic extended by
the least fixed-point operator captures the class P and the second-order logic extended by
the transitive closure operator captures the class PSPACE. In this dissertation, we will
initially analyze the expressive power of some modal logics with respect to the decision
problem REACH and see that is possible to express it with temporal logics CTL and
CTL*. We will also analyze the combined use of higher-order logics extended by the least
fixed-point operator and obtain as result that each level of this hierarchy captures each
level of the deterministic exponential time hierarchy. As a corollary, we will prove that the
hierarchy of HO!(LFP), for i > 2, does not collapse, that is, HO*(LFP) ¢ HO*™(LFP).

KEYWORDS: Descriptive Complexity, Modal Logic, Higher-Order Logics, Deter-
ministic Exponential Time Hierarchy, Fixed-Point Operators.
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1 Introducao

Ao investigarmos os fundamentos da Ciéncia da Computagao nos deparamos com
trés questoes centrais: O que é computar uma funcao, ou seja, como definir a nocao de
computacao; Quais sao os limites da computacao, isto é, o que pode e o que nao pode
ser computado; Como medir a eficiencia de um algoritmo para solucionar um problema.
Enquanto as duas primeiras questoes sao respondidas no ambito da Computabilidade

[DSW94], a terceira é de interesse da Complexidade Computacional [Pap94].

Em Complexidade Computacional definimos a complexidade de um problema usando
medidas como tempo e espaco. Por exemplo, um problema A é mais complexo que um
problema B se o melhor algoritmo que o resolve requer mais tempo que o melhor algoritmo
que resolve B. Da mesma forma que podemos dizer que um problema é mais complexo do
que outro, podemos agrupa-los em conjuntos de problemas com a mesma complexidade,
o que chamamos de classes de complexidade. Algumas classes bem conhecidas sao P e
NP, que sao baseados em medidas de tempo, e PSPACE, que é baseada em medidas de

espaco.

Apesar dessa abordagem para medir a complexidade de problemas ser bastante uti-
lizada e possuir um apelo forte de engenharia, ela nao é adequada do ponto do vista
da matematica, pois nao tratam de aspectos intrinsecos do problema e sim dos recursos

fisicos utilizados e dos métodos de resolucao destes.

A area de Complexidade Descritiva, que esta incluida na area de Teoria de Modelos
Finitos, se propoe a caracterizar a complexidade de um problema por um viés independente
da méaquina, definindo classes de complexidade com base na linguagem légica necessaria
para expressar os problemas e, além disso, relaciona tais classes com as classes de com-
plexidade computacional. Desta forma, consideramos um problema mais complexo do que

outro se ele necessita de uma linguagem mais poderosa para expressa-lo.

Um dos primeiros resultados da area foi provado por Fagin em 1974 e diz que os

problemas da classe NP, problemas que podem ser resolvidos por uma maquina de Turing



nao-deterministica em tempo polinomial, sao os mesmos que podem ser descritos pela
légica existencial de segunda-ordem (3SO). Esse resultado é importante, pois mostrou
uma relacao bastante estreita entre classes de complexidade computacional e descritiva,
trazendo a tona a questao se é possivel obter tais resultados quando consideramos outras
classes, ou seja, serd que para cada classe de complexidade computacional existe uma

classe de complexidade descritiva que engloba os mesmos problemas.

Uma aplicacao imediata da Complexidade Descritiva é na teoria de Banco de Dados.
Um banco de dados relacional pode ser entendido como uma estrutura relacional finita e
suas linguagens de consulta como extensoes da logica de primeira ordem. Sendo assim,
muitas questoes que envolvem a expressividade de linguagens de consulta em banco de
dados podem ser analisadas pelas ferramentas da Complexidade Descritiva, pois na teoria
de Banco de Dados nao queremos apenas expressar a consulta, mas também saber se ela

é computacionalmente viavel.

Neste trabalho nos propomos a investigar a expressividade de algumas légicas modais
e das logicas de ordem superior com o menor ponto fixo mostrando quais classes de com-
plexidade computacional estariam relacionadas com as classes de complexidade descritivas
definidas por elas. No capitulo 2 iniciamos com uma revisao de complexidade computa-
cional e complexidade descritiva, apresentando defini¢oes e alguns resultados. Nossos
primeiros resultados encontram-se no capitulo 3, onde investigamos o poder expressivo de
algumas logicas modais na especificagao de consultas e mostramos que podemos expressar
o problema REACH com as logicas temporais CTL e CTL*. No capitulo 4 revisamos a
adicao de alguns operadores de ponto fixo a logica de primeira ordem e vemos quao mais
expressivas essas extensoes se tornam. No capitulo 5 apresentamos as logicas de ordem
superior e discutimos que, apesar delas serem muito expressivas, nao sao suficientes para
expressar todos os problemas computaveis. Finalmente, no capitulo 6 damos nossa con-
tribuicao ao analisar a expressividade das légicas de ordem superior com menor ponto
fixo e assim obter o resultado principal dessa dissertacao, que mostra que a hierarquia

deterministica exponencial é capturada por essas légicas. Os resultados desta disertacao

estao provados em [FMO09] e [FM10].
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2 Complexidade

Neste capitulo introduziremos algumas nocoes basicas e a notacao que usaremos no
decorrer do texto. Iniciaremos com uma breve revisao sobre complexidade computa-
cional e depois introduziremos o tépico de complexidade descritiva apresentando algumas
definigoes e teoremas importantes da area. As nocgoes basicas de Computabilidade, Com-
plexidade Computacional e Légica usadas neste texto, inclusive os teoremas, lemas e

coroldrios ,estao em [DSW94], [Pap94] e [EFT94], respectivamente.

2.1 Complexidade Computacional

Como vimos na Introducao, em complexidade computacional estamos interessados em
analisar a dificuldade de problemas utilizando como parametro a quantidade de recursos
necessarios para resolvé-los. Os recursos podem ser tempo de computacao, memoria ou

mesmo numero de processadores, no caso de algoritmos distribuidos, dentre outros.

Uma vez que definimos um parametro para analise, podemos agrupar problemas com
complexidade semelhante, de acordo com essa medida, para obter classes de complexidade.
Para definir formalmente as classes de complexidade dois conceitos sao fundamentais:

problemas de decisao e maquinas de Turing.

Problemas de decisao sao problemas formulados de modo que sua solugao é simples-
mente SIM ou NAO. Por exemplo, o problema REACHABILITY, ou apenas REACH, é
definido da seguinte forma: Dado um grafo G e dois vértices s e t, existe um caminho
entre s e t em G? Uma observacao interessante é que todo problema pode ser formulado
como um problema de decisao [Pap94] e é por isso que eles sao utilizados para definir as

classes de complexidade.

Outra forma de ver um problema de decisao é como uma linguagem, ou um sub-
conjunto de strings. A linguagem é definida da seguinte maneira. Primeiro fixamos um

esquema de codificacao para representar as instancias do problema na forma de strings.
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Podemos agora associar o problema de decisao ao subconjunto de strings que representam
suas instancias positivas. Por exemplo, no caso do problema REACH cada string repre-
senta um grafo e os dois vértices s e t. Portanto, REACH ¢é associado ao subconjunto
de strings que representam os grafos nos quais s alcanga t. Assim, podemos tratar os
problemas de decisao como linguagens, de modo que resolver um problema de decisao é o

mesmo que reconhecer as strings de uma linguagem.

Maquinas de Turing sao mecanismos que calculam fungoes sistematicamente: recebem
uma entrada, realizam uma série de computacoes e eventualmente fornecem um resultado.
Mais especificamente, a entrada é fornecida na forma de uma string escrita em uma
fita, e a computacao se desenrola com a maquina movimentando um cabecote sobre essa
fita, e ocasionalmente modificando o conteido de algumas posicoes. Cada movimento
da maquina durante a computacao é determinado pelo estado interno da maquina e pelo
simbolo da fita que esta sob o cabegote nesse momento. Se eventualmente a maquina de
Turing para, o resultado da computacao pode ser o conteiido escrito na fita, ou alguma
indicacdo de SIM ou NAO. Podemos formalizar essa nocao de computacao utilizando o
conceito de funcao de transicao. Essa nocao de computacao é capturada formalmente da

seguinte maneira:

Defini¢ao 2.1.1. Uma mdaquina de Turing é uma quadrupla M = (K, X, J,s), onde K é
um conjunto finito de estados, s € K é o estado inicial, X é o alfabeto de M composto por
um numero finito de simbolos e § é a funcao de transicao. A funcao J mapeia o conjunto
K x¥ no conjunto (KU{h, yes,no})xXx ({—, <, -}). Uma transicdo d(¢1,0) = (g2, p, D)
significa que se M estd no estado ¢; e o cabecote estd lendo o simbolo o, entao a maquina
passara para o estado ¢o, 0 simbolo p sera escrito na fita e o cabegote serd movimentado
na diregao indicada por D. Os estados h (estado de parada), yes (estado de aceitagao) e
no (estado de rejeicao) nao pertencem ao conjunto K e a maquina para quando alcanga

um deles.

Definicao 2.1.2. Dizemos que a maquina M aceita uma string de entrada x se ela para
no estado de aceitagdo, o que denotaremos por M(z) = yes. A string x é rejeitada se a
méquina para no estado de rejeigdo, M (z) = no. Dizemos que M decide uma linguagem

L C ¥* se M aceita todas as strings de L e rejeita todas as strings que nao estao em L.

Definig¢ao 2.1.3. Uma configuracao de uma maquina M é uma tripla (¢, x,y), onde ¢ € K
é um estado e x e y sao strings em X*. x é a string a esquerda do cabecote, incluindo o
simbolo que esta sendo lido, y é a string a direita do cabecote, possivelmente vazia, e q é

o estado corrente.
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Se M alcanga o estado h entao a computacao termina e interpretamos o conteudo
da fita como o resultado da computagao, o que denotaremos por M(x) = y. Usaremos
a notagao M (x) | para indicar que a maquina parou e nos casos em que a maquina nao

para usaremos M (z) 1.

A Definicao 2.1.1 descreve a versao mais simples da maquina de Turing, mas existem
diversas variagoes, como por exemplo maquinas com mais de uma fita, ou maquinas com
restricoes de leitura e escrita. Um resultado importante em teoria da computagao é que
essas variagoes nao influeciam de forma significativa o poder de computacao da méquina.
Por exemplo, uma méaquina com k fitas computa exatamente o mesmo conjunto de func¢oes
que a maquina com apenas uma. O ganho que pode haver é relacionado com a eficiéncia
da computagdo, porém esse ganho é no maximo polinomial [Pap94]. Apesar disso, essas
variacoes sao bastante tteis, pois permitem construir maquinas mais simples para alguns
problemas. Nesse trabalho usaremos maquinas de Turing com k fitas. Nesse caso a fungao
de transicao mapeia elementos de K x ¥¥ no conjunto (KU{h, yes, no})x (X x {—, +, _}H*.
Note que agora a transicao é determinada pelos simbolos de todas as fitas, e que em cada

passo da computacao a maquina pode escrever e mover o cabecote de todas as fitas.

Outra caracteristica que podemos variar nas maquinas de Turing é o seu modo de com-
putagao. O modo de computacao é o que define a forma como a maquina pode se mover
e a sua nog¢ao de aceitagao, ou seja, quando uma string deve ser aceita naquela maquina.
Na maéaquina que definimos, para cada par composto por um simbolo e um estado, s6 ha
uma possibilidade de transi¢ao, ou seja, 6 é uma funcao injetiva, e a computacao dessa
maquina pode ser descrita com uma linha com diversos pontos, onde cada ponto repre-
senta um estado e os pontos inicial e final seriam os estados inicial e final (yes,no ou h),

respectivamente. Esse modo de computacao é conhecido como modo deterministico.

Considere agora que ¢ nao precisa ser uma funcao injetiva, mas que seja apenas uma
relacao. Nesse caso poderemos ter, para cada par de simbolo e estado, mais de uma possi-
bilidade de movimentagao e, quando isso acontece, dizemos que a computacgao se ramifica,
ou seja, a maquina desenvolve computacoes em paralelo, uma para cada possibilidade de
movimentagao. Dessa forma, a computacao pode ser representada por uma arvore, onde
cada vértice sera um estado, a raiz sendo o estado inicial, e os filhos de cada vértice serao
os estados alcancaveis a partir do estado representado naquele vértice. Nesse modo, que
chamamos nao-deterministico, uma string é aceita quando pelo menos uma das folhas
dessa arvore de computacao ¢ um estado de aceitagao e rejeita caso contrario, ou seja,

quando nenhuma das folhas é um estado de aceitacao.



13

Além dos modos deterministico e nao-deterministico, que sdo os mais conhecidos,
apresentaremos o modo alternante. Nesse modo, o conjunto de estados é dividido em dois
grupos, estados existenciais e estados universais, e a computagao pode ser descrita por uma
arvore, porém a nocao de aceitacao muda. De fato, essa nocao de aceitacao generaliza a
nogao de aceitagao do modo nao-deterministico, que é o caso particular do modo alternante
no qual todos os estados sao existenciais. A seguir definiremos formalmente a maquina

de Turing alternante.

Definicao 2.1.4. Uma madquina de Turing alternante é uma maquina de Turing M cujos
estados sao divididos em dois grupos: estados existenciais e estados universais. Seja x
uma entrada para M e considere a arvore de computacao de M. Defina recursivamente,
comecando das folhas e subindo em direcao a configuracao inicial, um subconjunto destas
configuragoes, chamado de configuracoes de aceitacao, como segue: Primeiro, toda config-
uracao folha com estado ‘sim’ é de aceitacao. Uma configuracao C com estado universal
é de aceitacao se e somente se todas suas configuragoes sucessoras sao de aceitagao. Uma
configuracao C com estado existencial é de aceitagao se e somente se pelo menos uma con-
figuragao sucessora é de aceitagao. Finalmente, dizemos que M aceita x se a configuragao

inicial for de aceitacao.

Agora que ja sabemos o que sao problemas de decisao e maquinas de Turing, podemos

definir mais precisamente as classes de complexidade.

Como visto anteriormente, as classes de complexidade sao conjuntos de problemas
que tem complexidade semelhante. Para definir uma classe precisamos fixar os seguintes
parametros: modelo de computagao, modo de computacao, recurso e funcao limitante. O
modelo de computacao que adotaremos é a maquina de Turing e o os modos de computacao
que usaremos podem ser o deterministico, o nao-deterministico e o alternante. O recurso
usualmente utilisado serd tempo ou espaco e a fungao limitante serd uma funcao f : N — N
apropriada. Dizemos que uma funcao é apropriada quando ela é nao-decrescente e existe
uma méquina de Turing que, para uma entrada de tamanho n, computa a string M/ em
tempo O(n + f(n)) e gastando O(f(n)) de espago. Em outras palavras, sé consideramos

funcoes que podem ser computadas no tempo ou espaco que a propria funcao limita

[Pap94].

Denotaremos por DTIME(f(n)) o conjunto dos problemas que podem ser computa-
dos por uma maquina de Turing deterministica em tempo O(f(n)). Analogamente,
NTIME(f(n)) e ASPACE(f(n)) serdo os conjuntos dos problemas computados por uma

maquina de Turing nao-deterministica utilizando espago O(f(n)) e por uma maquina de
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Turing alternante utilizando espaco O(f(n)), respectivamente. Podemos também definir
classes utilizando dois recursos simultaneamente. Por exemplo, ATIME-SPACE(f(n),
g(n)) denota o conjunto de problemas computados em uma maquina alternante usando
O(f(n)) tempo e O(g(n)) espago. Em seguida veremos algumas classes de complexidade

bastante conhecidas.

L=DSPACE(logn) e NL=NSPACE(log n);
e P=(J DTIME(n*) e NP= |J NTIME(n");
kEN kEN

PSPACE= | J DSPACE(n*)= | J NSPACE(n*)=NPSPACE:;

keN keN

EXP= | J DTIME(2"") e NEXP= | NTIME(2"").
keN keN

Como toda linguagem tem seu complemento, é bastante natural que os problemas de
decisao também tenham complementares. O complemento de um problema de decisao A,
denotado por A, ¢é definido como o problema de decisao que responde SIM para as entradas
que A responde NAO e vice-versa. Dada uma classe de complexidade C, definimos a classe
complementar como sendo coC={A | A € C}. Por exemplo, como SAT est4 em NP entdo
UNSAT estd em coNP.

Dentro de uma mesma classe de complexidade existem problemas com grau de difi-
culdade diferentes. Para dizer que um problema ¢é pelo menos tao dificil do que outro
utilizaremos a nocao de reducao. Dizer que um problema A pode ser reduzido a um
problema B significa que é facil computar A quando temos a resposta do problema B.
Essa nocao de reducao sera definida formalmente utilizando o conceito de maquina de
Turing com oraculo. Essas méaquinas sao dotadas de um dispositivo especial que é capaz
de responder instantaneamente SIM ou NAO para um problema especifico, por exemplo

B, e utilizam essa informacao para resolver outro problema, por exemplo A. Formalmente:

Definicao 2.1.5. Uma méquina de Turing com ordculo M’ é uma méaquina de Turing
com uma fita especial, chamada de fita de consulta, e trés estados especiais, ¢; (estado
de consulta), Gyes € ¢no- Seja M ? uma méquina e B uma problema de decisdo, escrevemos
M?® para denotar que M estd equipada com um ordculo para B. Em algum momento da
computacao, M7 entrard no estado de consulta e, de acordo com o conteido da fita de
consulta, passard ao estado gyes, quando a string na fita de consulta pertencer a B, ou

(no, Caso contrario.
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Definicao 2.1.6. Considere uma classe de complexidade C e dois problemas A e B.
Dizemos que A é C-redutivel a B, A <. B, se e somente se existe uma méaquina de Turing
com oraculo M’ tal que M pertence a C e L(MP) = A, ou seja, a linguagem decidida

pela maquina é exatamente A.

Como dito anteriormente, queremos estabelecer uma relagao entre os problemas de
forma que seja possivel afirmar quando um problema é pelo menos tao dificil quanto outro.
Para a reducao cumprir esse papel, M’ deve pertencer a uma classe de complexidade fraca,
como ¢ o caso de P ou L. Dessa forma, sempre que nos referirmos a redugoes estaremos

falando de redugoes em P ou L.

Dado que podemos relacionar os problemas de acordo com sua dificuldade, parece
claro que podemos dizer quais problemas sao os mais dificeis. Essa nocao é dada mais

precisamente abaixo.

Definigao 2.1.7. Seja A um problema de decisao, C uma classe de complexidade e <
uma relacao de reducao. Dizemos que A é C-dificil via a redugao < se, para todo B € C,

B < A. Se for C-dificil e A € C entao dizemos que A é C-completo.

Alguns exemplos de problemas completos bastante conhecidos sao o SAT (NP-
completo), o CVP (P-completo) e o REACH (NL-completo).

Além de comparar os problemas de uma classes, também podemos comparar as classes
de complexidade entre si. Normalmente, queremos verificar, por exemplo, se aumentar o
recurso utilizado ou mudar o modo de computacao pode efetivamente aumentar o poder
de computacao da maquina, ou seja, ela sera capaz de computar mais problemas. Um
problema classico de relacao entre classes é a questao se P é igual a NP. Nesse caso estamos
comparando o modo deterministico com o nao-deterministico quando o recurso avaliado
é tempo e, apesar de existir uma certa crenga de que P#NP, o problema continua sem

resposta.

Dessas relagoes entre as classes surge a nocao de hierarquia. Nas hierarquias, as classes
sao organizadas em niveis e cada nivel contém os niveis inferiores. Veremos a seguir a

hierarquia polinomial, que é bastante conhecida, e a hierarquia logaritmica.

Definigao 2.1.8. Considere a seguinte sequéncia de classes. Primeiro, AgP = XoP =

[IoP = P e, para todo i > 0,

1. Ai+1P - PEiP
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2. $;4,P = NP=P

3. Hi+1P = CONPEiP.

Definimos a hierarquia polinomial como sendo a classe PH = | %, P.
i>0

Definicao 2.1.9. A hierarquia de tempo logaritmica, LH, é o conjunto dos proble-
mas que sao computados por uma maquina de Turing com alternancia em ATIME-
ALT[log n,0(1)], onde ATIME é como visto na se¢ao 2.1 e ALT indica o nimero de

alternancias entre estados universais e existenciais em cada ramo da computagao.

Em cada nivel de PH temos problemas resolvidos por maquinas com oraculo que
utilizam como oraculo problemas do nivel inferior. Nao sabemos se PH é uma hierarquia
de fato, pois ainda nao conseguimos garantir que a relacao entre os niveis é estrita. Se for
provado que P=NP, teremos que PH=P, ou seja, PH colapsa no primeiro nivel. De fato,
¢ dificil relacionar classes de diferentes tipos, como é o caso de P e NP, porém existem
teoremas que estabelecem relacoes precisas quando as classes sao do mesmo tipo. Mais
precisamente, duas classes sao do mesmo tipo se possuem o mesmo modo de computagao
e 0 mesmo recurso, variando apenas a fungao limitante. Um dos teoremas que relaciona

classes do mesmo tipo é o seguinte:

Teorema 2.1.10. [HS65]/(Teorema da Hierarquia de Tempo) Se f(n) > n € uma fungdo
apropriada, entao a classe DTIME(f(n)) estd estritamente contida em DTIME(f((2n +

1)%).

Esse resultado é muito importante, pois mostra que aumentar polinomialmente a quan-
tidade de tempo no modo deterministico efetivamente aumenta o poder de computacao

das maquinas. Disso podemos provar que:

Corolario 2.1.11. P C EXP, ou seja, P € um subconjunto proprio de EXP.

2.2 Complexidade Descritiva

Na Complexidade Descritiva o principal objetivo é caracterizar a complexidade de
um problema através da logica. Intuitivamente, queremos saber em quais classes de
complexidade estao os problemas definiveis |por uma dada logica. Nesta segdo veremos
como estabelecer esse tipo de relacao e apresentaremos definicoes e resultados classicos da

area. Comecaremos com uma breve revisao de logica.
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Um vocabuldrio relacional o = (R{',..., R* ¢1,...,cs) é uma tupla de simbolos
relacionais R; de aridade a; e simbolos de constante. Uma estrutura A de vocabulario
o consiste de um conjunto nao-vazio A, o dominio de A, de uma relacio a;-dria R em
A para todo simbolo relacional a;-ario R; em o, e de um elemento c}“ de A para toda
constante em o. Defina a linguagem de primeira ordem L[o] como sendo o conjunto
das férmulas construidas utilizando os simbolos do vocabulario o e os simbolos usuais
da légica de primeira ordem. Seja ¢ € L[o], denotamos por Mod(¢) o conjunto das
estruturas de vocabulédrio o que sao modelos de ¢. Para comparar o poder expressivo das

logicas introduziremos as seguintes relagoes:

Definicao 2.2.1. Sejam L; e Ly légicas.

1. £y < Ly se para todo o e toda sentenca ¢ € L4[o] existir uma sentenga ¢ € Lo[0]

tal que Mod(p)=Mod (%)), i.e., L5 é pelo menos tao expressiva quanto L;.
2. £1<£2 seﬁlgﬁgenéoﬁggﬁl.

3. Li=Lose L1 < Loe Ly < Lq,ie., L eLytem o mesmo poder expressivo.

Um exemplo de comparacao entre légicas é FO < SO, onde SO é a légica de segunda
ordem. Podemos também comparar a expressividade de logicas quando impomos alguma

restricao.

Defini¢ao 2.2.2. Chamamos de £* a restricio da linguagem de primeira ordem onde

somente as variaveis xq, ...,z ocorrem nas formulas.

Se considerarmos férmulas que exprimem a cardinalidade do dominio de uma estru-
tura, facilmente verificamos que £* < £. Denominaremos de FO* o conjunto das consultas

booleanas de primeira ordem expressas em LF.

Como nosso objeto de estudo se relaciona com a computacao de uma maquina e
os computadores sao dispositivos finitos que lidam com objetos finitos, nos basearemos
na teoria de modelos finitos e, portanto, todas as estruturas consideradas serao finitas.

Chamaremos de STRUC]o] o conjunto das estruturas finitas de vocabuldrio o.

Além da restricao de ser finita, as estruturas deverao ter a relacao de ordem. Mais
precisamente, sempre que nos referirmos a um vocabulario o, estaremos assumindo que
0o C o, onde oy = (<, S, min, maz) e os simbolos <, S, min e max se referem a ordem
total do dominio, a relacao de sucessor e aos elementos menor e maior do dominio, re-

spectivamente. Para uma estrutura de tamanho n, |A| = n, podemos assumir sem perdas
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de generalidades que A = {0,1,...,n — 1} e que a relacao < é a ordem natural nesse
conjunto. Tais restrigoes também sao impostas pelo fato de estarmos lidando com com-
putagoes, pois o conceito de ordenagao estd intimamente ligado a computagao e a strings
e, para produzir uma codificacao nao ambigua das estruturas, precisamos de ordem, como

veremos mais adiante.

Como mencionado anteriormente, as consultas serao o nosso principal objeto de
analise. Intuitivamente uma consulta em Complexidade Descritiva tem um sentido semel-
hante, porém mais geral, do que uma consulta em Banco de Dados. Existe uma linguagem,
que serd usada para definir a propriedade que a consulta deseja representar, e existem as
estruturas relacionais, que sao os bancos de dados. Quando aplicamos uma consulta a uma
estrutura queremos saber se a estrutura tem a propriedade descrita na consulta ou quer-
emos que ela retorne uma nova estrutura. Formalmente definimos consulta da seguinte

forma:

Definigao 2.2.3. Uma consulta é um mapeamento ¢ : STRUC[o] — STRUC|[r| do
conjunto de estruturas do vocabulario sigma em um conjunto de estruturas do vocabulario
7. Uma consulta booleana é um mapeamento g, : STRUC[o] — {0,1}. Tais consultas
podem ser vistas como um subconjunto de STRUC|[o], o conjunto das estruturas A para

as quais g,(A) = 1.

Para nossos propésitos, as consultas de primeira ordem sao o tipo mais simples de
consulta. Perceba que qualquer sentenca de primeira ordem ¢ € L[o] define uma consulta
booleana ¢, sobre STRUC|o] tal que ¢,(A) = 1 sse A |= ¢. Denotaremos por FO e SO
tanto as légicas de primeira ordem e segunda ordem, respectivamente, como o conjunto das
consultas booleanas definidas por sentengas dessas logicas. Ficara claro pelo contexto qual
o caso em questao. Quando quisermos nos referir ao fragmento existencial ou universal

usaremos 3 ou V, por exemplo, 4SO é a légica existencial de segunda ordem.

Exemplo 2.2.4. Considere o vocabulario de grafos 7, = (E) e a sentenca em FO
Cundir=VrVy(—E(x,z) N (E(z,y) — E(y,z))). Essa sentenga define a consulta booleana
Lingir:STRUC[7,] — {0,1} de forma que L4 (A)=1 sempre que A € STRUC|r,] repre-

sentar um grafo nao direcionado e sem loops.

Como os problemas de decisao sao o padrao para definir as classes de complexidades,
as consultas booleanas, que claramente se relacionam com tais problemas, terao papel

central em nosso estudo.
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Como ja sabemos, as classes de complexidade computacional sao usualmente definidas
como classes de linguagens decididas por maquinas de Turing. Essa forma de definir é
bem natural, pois as maquinas de Turing computam fungoes entre strings. Em Complex-
idade Descritiva estamos interessados em relacionar consultas booleanas com maquinas
de Turing e, como as consultas sao fungoes sobre estruturas, precisamos representar as

estruturas como strings.

Definigao 2.2.5. Considere o = (R{', ..., R% ¢,...,cs) um vocabuldrio relacional e A

uma estrutura ordenada de vocabuldrio ¢ e tamanho n. Codificaremos cada relacio R#

como uma string binaria bin*( R;) de tamanho n% onde “1” na i-ésima posicao indica que a

i-ésima tupla, considerando a ordem lexicografica, pertence a relacao. Para as constantes,
A

bin(c;) serd a codificagdo em bindrio do elemento a que ci serefere. A codificagdo bindria

da estrutura A é a concatenacao da codificacao de cada relacao e constante:

bin(A) = bin(Ry)bin(Ry) . .. bin™(cy).

O tamanho da codificacao da estrutura esta intimamente ligado ao vocabulario e ao
tamanho do seu dominio. Na codificagao definida acima, uma relagao k-aria em um
dominio de tamanho n requer uma string de tamanho n* para codifici-la. Com essa
codificacao temos uma forma de relacionar consultas booleanas com maquinas de Turing

e, consequentemente, com classes de complexidade computacional.

Definicao 2.2.6 (g estd em C). Considere ¢ uma consulta booleana sobre um vocabuldrio

o e C uma classe de complexidade computacional. Dizemos que q esta em C se a linguagem

{bin(A) | A € STRUC[o] e ¢(.A) = 1} pertence a C.

Agora que podemos relacionar consultas booleanas com classes de complexidade, pode-
mos também relacionar a légica utilizada para definir a consulta com as classes de com-
plexidade. Dessa forma, usaremos FO para representar tanto a linguagem de primeira
ordem quanto o conjunto das consultas booleanas definiveis na linguagem da légica de
primeira ordem. Vamos agora entender o que significa uma classe de complexidade com-

putacional C ser capturada por uma logica L.

Definigao 2.2.7 (L estd em C). Considere C uma classe de complexidade computacional
e £ uma légica. Dizemos que L estd em C se, para todo vocabulario o e toda sentenga ¢

em Lo], q, estd em C.

Defini¢ao 2.2.8 (L = C). Dizemos que L captura C se o seguinte vale:
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1. £ estd em C.

2. Para toda consulta booleana ¢ na classe de complexidade C, existe uma sentenca

0, € L tal que A |= ¢, sse ¢(A) = 1.

Um dos primeiros resultados onde se demonstrou que uma logica capturava uma classe
de complexidade foi o teorema provado por Fagin em [Fag74] no qual ele enuncia que
a légica de segunda ordem existencial captura a classe NP, 3SO=NP. Outro resultado
importante diz respeito ao conjunto FO e a classe correspondente a hierarquia logaritmica,
LH, o que nos mostra que o poder expressivo de FO é baixo. Apresentaremos um esboco da
demonstracao deste teorema para exibir uma das técnicas usadas para provar resultados

desse tipo.

Teorema 2.2.9. [Imm99] FO = LH.

Demonstragao. Para provar que FO C LH, para cada sentenga ¢ = 31V, . .. Qrapa(T)
em L, onde a ¢ livre de quantificadores, que define uma consulta booleana
¢, :STRUC[o]— {0, 1}, devemos construir uma méaquina de Turing M que execute em
tempo logaritmico tal que, para toda estrutura A € STRUC|o], A satisfaz ¢ sse M aceita
a codificagao binéria de A. Note que ¢ esta descrita na forma normal prenex e como toda
sentenca tem uma equivalente na forma normal, estamos considerando todas as sentencas
de FO. Em simbolos: Yo, A |= ¢ sse M(bin(A)) |. Esta mdaquina é construida por in-
ducao em k. Para provar que LH C FO, devemos encontrar uma consulta booleana ¢ que
seja completa para LH via reducoes de primeira ordem, mostrar que FO é fechada para

redugoes de primeira ordem e finalizar expressando ¢ em FO. O]

Na demonstracao acima, para provar que LH C FO também podemos construir uma
formula que expressa a computacao de uma maquina em LH. Essa férmula seria construida
de acordo com a funcao de transicao ¢ da maquina e teria como base o fato de uma maquina

nessa classe executar em tempo logaritmico.

Além de resultados que relacionam légicas com classes de complexidade, resultados
relevantes na area de complexidade computacional foram obtidos a partir de resultados

em complexidade descritiva. E o caso do teorema a seguir.

Teorema 2.2.10. [Imm88][Sze88] NSPACE(f(n))=coNSPACE(f(n)), para toda fungdo
f(n) > logn.
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Esse teorema respondeu uma questao que ficou em aberto por mais ou menos 25 anos
e mostrou que o espaco nao-deterministico é fechado para complemento, fato que era tido
como falso. Na prova apresentada em [Imm88], o resultado segue como coroldrio dos

seguintes teoremas:

Teorema 2.2.11. [Imm88] Para estruturas finitas e ordenadas, FO(pos TC) = FO(TC).

FO(TC) ¢ a légica de primeira ordem estendida com o operador de fecho transitivo.
O operador de fecho transitivo define o fecho reflexivo e transitivo de uma relacao binaria
definida por uma férmula ¢(z,y). FO(pos TC) é a extensao onde todas as ocorréncias do

operador sao positivas, ou seja, nao estao no escopo de um ntimero impar de negacoes.
Teorema 2.2.12. [Imm88] FO(pos TC) = NL.
Dessa forma, vemos que a area de complexidade descritiva, além de prover resultados

relacionados a expressividade de légicas, pode ajudar a solucionar problemas em complex-

idade computacional utilizando as técnicas e resultados da teoria de modelos finitos.
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3 Logica Modal

Neste capitulo investigaremos o poder expressivo de algumas l6gicas modais e tentare-
mos expressar o problema REACH. Esse problema é importante, pois, como a execucao de
um algoritmo pode ser modelada através de um grafo que representa o espaco de busca do
problema, a consulta booleana REACH, e suas variantes, sao consideradas representativas
de varias classes de complexidade [Pap94|. Dessa forma, se é possivel expressar REACH
com alguma logica modal, talvez essa légica capture a classe de complexidade para a qual
REACH é completo.

Existem alguns resultados sobre que logicas podem expreessar REACH. Como
REACH fala da existéncia de um caminho entre dois vértices, para um dado nimero
natural n, é possivel definir, em FO, a nocao de caminho de tamanho n. Porém, para
um n qualquer, é preciso definir a nogao de fecho transitivo e reflexivo de uma relagao,
o que nao é possivel usando FO [Lib04]. Assim, claramente podemos expressar REACH
em FO(TC).

Na proxima secao apresentaremos algumas definigoes e teoremas importantes sobre
a légica modal basica encontrados em [BARVO1]. A seguir exploraremos seu poder ex-
pressivo e veremos que nao é possivel expressar REACH. Finalmente, investigaremos as
l6gicas CTL e CTL*. Veremos que elas sao capazes de expressar REACH e mostraremos
em que classes de complexidade elas estao. Os resultados deste capitulo estao publicados
em [FMO09].

3.1 Loébgica Modal Basica

As linguagens modais sao linguagens sintaticamente simples, porém sao um instru-
mento poderoso para descrever propriedades de estruturas relacionais. Por causa de sua
simplicidade, elas vém se tornando bastante populares em diversas aplicacoes. Nesta

se¢ao, veremos algumas defini¢oes e teoremas importantes relacionados a légica modal
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basica.

Defini¢ao 3.1.1 (Linguagem Modal Bésica). A linguagem modal bdsica é definida por
um conjunto ® de letras proposicionais e um operador undrio ¢ (diamante). O conjunto

das férmulas bem formadas (fbf) é o menor conjunto que satisfaz as seguintes condigoes:

1. Se p € ® entao p é uma fbf.

2. 1 é uma fbf.

3. Se ¢ é uma fbf entao (—¢) é uma fbf.

4. Se p e 1 sao fbf entdo (¢ A1) é uma fbf.

5. Se ¢ é uma fbf entdao (Qy) é uma fbf.

O operador O (caixa) é o dual do ¢ (diamante), ou seja, Jyp = —~)—p. Abaixo, iremos

definir a relagao de satisfagao entre uma férmula modal e um modelo.

Defini¢ao 3.1.2 (Modelo). Um modelo é uma tripla (W, R, V) tal que:

1. W é um conjunto nao-vazio.

2. RC W x W, é uma relacao binaria e representa a acessibilidade entre os elementos

de W.

3. V:® — P, é uma funcao de valoracao que indica em que elementos de W uma

letra proposicional assume valor verdadeiro.

Defini¢ao 3.1.3 (Satisfa¢do). Seja um modelo M = (W, R, V) e w € W. A relagao de

satisfagao = é dada como segue:

1. M,w = pssew € V(p), onde p € .

2. M,w =L,

3. M,w = (—¢) sse M,w [~ .

4. M,w = (pAY) sse M,w =@ e M,w = 1.

5. M,w [= (Qp) sse existe v € W tal que R(w,v) e M,v = .

Uma férmula ¢ é satisfativel em um modelo M se existe w € M tal que M, w = ¢.
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Definicao 3.1.4. Uma férmula ¢ é globalmente satisfeita em um modelo M, notagao

M = ¢, se M, w = ¢, para todo w € W.

Definig¢ao 3.1.5 (Validade). Uma férmula ¢ é vdlida, |= ¢, se M = ¢, para todo modelo
M. Dizemos também que ¢ é valida com relacao a uma classe de modelos 9N se para
todo M € M, M = ¢.

A légica modal bésica nao é um sistema isolado. Na verdade, é possivel estabelecer
relacoes entre ela e outras logicas como, por exemplo, a logica classica de primeira ordem.
Estabelecer relagoes desse tipo nos ajuda a analisar o poder expressivo da modalidade.
A seguir definiremos o que chamamos de traducao padrao, que traduzird férmulas da

linguagem modal bésica em formulas da linguagem de primeira ordem.

Definigao 3.1.6. Para um conjunto de letras proposicionais ®, defina £!(®) como a
linguagem de primeira ordem que tem predicados unarios P; correspondendo as letras

proposicionais p; em ® e uma relagao binaria R.

Perceba que os modelos da linguagem modal basica podem ser vistos como estruturas
relacionais (W, R, Py, Py, ...) onde cada P; é uma relacdo unéria tal que P;(w) <> w €
V(p;) e o simbolo R é interpretado como o R do modelo modal. Agora definiremos a

tradugao padrao.

Defini¢ao 3.1.7 (Traducdo Padrao). Considere x uma varidvel de primeira ordem. A
tradugdo padrdao ST, que traduz férmulas modais em férmulas de primeira ordem de £!(®)

¢ definida como segue:

2. ST, (L) =z #=.
3. STo((mp)) = STu()-

4. ST ((p A ) = STo(p) A ST ().

5. ST, ((Oy)) = Fy(Raxy A ST, (p)), onde y é uma variavel que ainda nao foi usada na

traducao.

Como dito anteriormente, nao ha distingao matemética entre os modelos modais e
de primeira ordem, pois os modelos modais podem ser facilmente transformados em uma

estrutura relacional. Assim, podemos escrever M = ST, (p)[w] significando que a férmula
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de primeira ordem ST, () é satisfeita no modelo M quando a varidvel x é substituida por

w.

Teorema 3.1.8. [BdRV01] Seja ¢ uma formula da linguagem modal bdsica. Temos que:

1. Para todo modelo M e todo w de M: M,w |= ¢ sse M = ST,(p)[w].

2. Para todo modelo M : M = ¢ sse M = VxST,(p).

Teorema 3.1.9. [BdRV01] Toda férmula modal basica ¢ é equivalente a uma formula de

primeira ordem com no mdximo duas varidveis.

Com os resultados acima podemos inferir que a Légica Modal Bésica nao é mais

expressiva que FO e, portanto, nao é possivel expressar REACH com ela.

3.2 As légicas CTL* e CTL

Com os resultados da se¢ao anterior concluimos que nao é possivel expressar REACH
com a logica modal basica. Dessa forma, investigaremos légicas modais com poder ex-

pressivo maior, como é o caso de CTL e CTL*.

CTL* (Computation Tree Logic) é uma logica temporal que pode ser usada para
especificar propriedades de sistemas de transicao de estados tais como os sistemas reativos.
Tais sistemas estao continuamente interagindo com o ambiente podendo, inclusive, serem
programados para nao parar. CTL* permite modelar sequéncias de computacao que serao

representadas por arvores de computacao obtidas a partir de uma estrutura de Kripke.

Definigao 3.2.1 (Estrutura de Kripke). Uma estrutura de Kripke M é um modelo con-
forme a Definicao 3.1.2, no qual R é uma relacao de transicao total, ou seja, para qualquer

s € W existe s € W tal que Rss’. Chamaremos W de conjunto de estados.

Construimos a arvore de computacao elegendo um estado para ser o inicial, a raiz,
e obtendo os ramos infinitos da arvore que representam todos os caminhos possiveis a
partir da raiz. As férmulas de CTL* sao de dois tipos: formulas de estado, que descrevem
propriedades de um estado, e férmulas de caminho, que descrevem propriedades de um
caminho (veja Defini¢ao 3.2.3). CTL* é o conjunto das férmulas de estado geradas pela

seguinte sintaxe [CGPO1]:

Defini¢ao 3.2.2 (Sintaxe de CTL*). Seja & um conjunto de letras proposicionais, S
o conjunto das férmulas de estado e P o conjunto das féormulas de caminho definidas

indutivamente por:
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1. Sepe ® entao p € S.
2. Se e €S entao (mp), (pAY) €S.
3. Se ¢ € P entdo (Ep) € S.

4. Se p € § entao ¢ € P.

5. Se ¢ e € P entao (—yp), (¢ A1), (Xp), (@Uy) € P.

Na defini¢ao 3.2.2, temos operadores temporais (modais) e um quantificador de cam-
inho. Os operadores temporais sdo: X (next), e X intuitivamente significa que ¢ é
verdade no préximo estado, e U(until), tal que U1 significa que existe um estado no
qual ¢ é verdade e, do estado atual até este estado, ¢ é verdade. O quantificador de cam-
inho F ¢é usado sobre uma férmula de caminho ¢ e F¢ significa que existe um caminho
a partir de certo estado tal que ¢ é satisfeito naquele caminho. Agora precisamos definir
a semantica de CTL* com respeito a uma estrutura de Kripke e, para isto, precisamos

definir o que é um caminho nessa estrutura.

Definicao 3.2.3 (Caminho em uma estrutura de Kripke). Um caminho em uma estrutura
de Kripke M é uma sequéncia infinita de estados m = sgs15s... tal que, para todo i > 0,

Rs;s;11. Denotamos por 7 o sufixo de 7 comecando em s;.

Se p € § usamos a notagao M, s = ¢, que significa que ¢ vale no estado s do modelo
M, e se ¢ € P usamos M, 7 |= ¢, que significa que ¢ vale no caminho 7 do modelo M.

A relagao |= é definida indutivamente a seguir.

Definicao 3.2.4. Assuma que @1, p3 € S e 1,199 € P. A relacao de satisfacdo é definida

Ccomo segue:

M,skE=p sse p € .

M, s E =y sse M, s [~ .

M,st= @i Nps sse M,s =@ e M, s = o

M, s | Ey, sse existe m partindo de s tal que M, 7 = 1.

M, 7 = ¢ sse w=smle M, sk p.

M, 7 = - sse M, .

M,m =11 ANy sse M w1y e M,m = 1.

M, 7 = X sse M, m' = .

M, 7 = Utpy  sse existe k > 0 tal que M, 7" |= 1), e, para
todo 0 < j <k, M, 7 = 1.

© 0 N e G WD
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CTL é a sublinguagem de CTL* na qual toda ocorréncia de um operador temporal
é precedida imediatamente por um quantificador de caminho. Alguns resultados desta

logica serao exibidos a seguir.

Teorema 3.2.5. [Imm99] Toda formula em CTL pode ser traduzida para wma formula
equivalente em FO*(TC).

Sabendo que REACH pode ser expresso em FO(TC), iremos mostrar que REACH

pode ser expresso em CTL.

Teorema 3.2.6. REACH pode ser expresso em CTL e CTL*.

Demonstracao. REACH é o problema de decidir se existe um caminho entre dois vértices
especificos de um grafo direcionado. Seja M uma estrutura de Kripke modificada tal que
M = (W,R, R, R;, V'), onde W representa o conjunto de vértices do grafo, R é a relagao
bindria que representa as arestas entre os vértices, R e R; sao relagoes undrias que dizem
quem ¢ s e t respectivamente e V' é a fungao de valoracao. R, e R; definem dois operadores
modais 0-arios, Qs e Oy, tais que M, w | Qs sse w € Ry, ou seja, w é s e M, w = Oy sse
w € Ry, ou seja, w é t. REACH pode ser definido com a férmula EF (s A EF{Q,), onde
F¢ = trueUgp. Pela Defini¢ao 3.2.4, M € REACH sse M,wy = EF(0s A EF{;), onde
wy ¢ a raiz. Logo REACH pode ser expresso em CTL, e em CTL*, ja que CTL é um
fragmento de CTL*. O

Teorema 3.2.7. CTL e CTL" estd em NL (Espago logaritmico ndo-deterministico) e nao

esta em LH.

Demonstragdo. Como NL=FO(TC) [Imm99] e FO?(TC) é menos expressivo que FO(TC),
segue direto do Teorema 3.2.5 que CTL estda em NL. Porém, como FO é menos expressivo

que FO(TC), pelo Teorema 2.2.9 temos que CTL nao estd em LH. H
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4 Logicas com Operadores de
Ponto Fixo

A légica classica de primeira-ordem j4 foi bastante estudada no escopo de Complex-
idade Descritiva e sabemos que ela ndo é muito expressiva [Imm99]. Pensando em como
estender essa légica vemos varias possibilidades que podem aumentar o seu poder expres-
sivo, dentre elas: utilizar varidveis de ordem mais alta, permitir que as férmulas tenham
tamanho infinito ou adicionar a légica operadores que ela nao é capaz de definir. Neste
capitulo vamos investigar a adigao de operadores de ponto fixo a FO. Iniciaremos com
uma breve revisao do conceito de ponto fixo e depois analisaremos como a adicao desses

operadores pode aumentar a expressividade de FO.

4.1 Operadores de Ponto Fixo

No texto que segue, considere um conjunto finito M qualquer e uma funcao total
F : P(M) — P(M) que mapeia o conjunto das partes de M nele mesmo. Quando
aplicamos F' a um conjunto X C M e obtemos como imagem o proprio conjunto X,

dizemos que X é um ponto fixo de F. Formalmente,

Defini¢ao 4.1.1 (Ponto Fixo). Se existir X C M tal que F(X) = X dizemos que X é
um ponto fixro de F. Além disso, se X estiver contido em todo ponto fixo de F' dizemos

que X é o menor ponto fixo de F.

Exemplo 4.1.2. Pela definicao podemos ver que uma fungao pode ter varios pontos fixos
ou mesmo nenhum. A funcado identidade, /(X) = X, tem varios pontos fixos, pois todo
subconjunto de M é ponto fixo de I, enquanto que a fungao complemento, C(X) = M —X,

nao tem nenhum ponto fixo.

Apesar de nem toda funcao possuir ponto fixo, existem algumas propriedades que
garantem a existéncia de pelo menos 1 ponto fixo. Considere a sequéncia (), F'(0), F(F(0)),

..., definida indutivamente da seguinte forma:
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{ FO = Q)a
Fopi = F(F).

Dizemos que F,, é o n-ésimo estégio de F' e, se houver um ng tal que F(F,,) = F,,,
entao F),, é um ponto fixo de F'. Observe que, para todo n > ng, F,, = F,, e, portanto, a
sequéncia Fy, Fy, Iy, ... convergiu. Nesse caso, denotamos por F, o valor de convergéncia
da sequeéncia, que é um ponto fixo de F', ou seja, Fi, = F},,. Uma funcao pode ter algum
ponto fixo e nao ter o ponto fixo F,,, porém podemos garantir que F, existe quando a

funcao F' é indutiva.
Definigao 4.1.3. Dizemos que F é indutiva se Fy = () e F; C F;,4, para todo 1.

Exemplo 4.1.4. Considere M = {1,2,...,n}. A funcao G : P(M) — P(M) é definida
como G(X) = XU{|X|+1}, quando X # M, e G(X) = X, quando X = M. Nesse caso,
Go=0C Gy ={1} C Gy ={1,2}... e claramente G é indutiva.

Lema 4.1.5. Considere F': P(M) — P(M) e |[M|=m.

1. Se F, emiste, entao Foo = Fom_1.

2. Se I’ ¢ indutivo, entao F, existe ¢ Foo = F,,.

Demonstracao.

1. Suponha que F,, existe. Como P(M) tem 2™ elementos, existem n < 2™ el > 1
tais que F,, = F,1;. Sel =1 entao F,, = F,, 11, e portanto F,, = Fom_1 = F. Se

F, # F, 1 entdao para k > 0 temos F,, ; # F, ri11 € portanto F,, nao existe.

2. Por definicao, Fy C F} C ... C M. Como M tem m elementos, a sequéncia fica

constante no maximo no estagio F,,,.

]

No primeiro caso basta notar que, se o ponto fixo F, existe, ele sera alcancado em
algum estagio F,,. Como s6 podem existir no maximo 2™ estagios diferentes entao ele
sera alcancado no estagio Fom_1. No segundo caso, como a funcao é indutiva, podemos
afirmar que a cada estdgio pelo menos um elemento é adicionado e, dessa forma, o ponto

fixo F, é atingido no maximo no estagio m e, nesse caso, o ponto fixo sera o préprio M.

Como vimos no Lema 4.1.5, a propriedade ser indutiva garante a existéncia do ponto

fixo F e, além disso, mostra que esse ponto fixo pode ser alcancado em um nimero
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exponencialmente menor de estagios do que quando consideramos o ponto fixo de uma
funcao qualquer. Dessa forma, calcular o ponto fixo de uma funcao indutiva é bem mais
facil, computacionalmente falando, do que calcula-lo para uma funcao qualquer e por isso
é interessante investigar em que condigoes uma funcao é indutiva. A seguir veremos duas

propriedades que garantem que a funcao seja indutiva.
Defini¢ao 4.1.6. Dizemos que F' é inflaciondria se X C F(X), para todo X C M.
Definigao 4.1.7. Dizemos que F' é mondtona se F(R) C F(S), para todo RC S C M.

Lema 4.1.8. Considere F : P(M) — P(M) e | M| =m.

1. Se F ¢ inflaciondria ou mondtona entao F' € indutiva.
2. Se F' é mondtona entao F, € o menor ponto fixo de F.

3. Considere F' uma func¢do qualquer e F' : P(M) — P(M) tal que F'(X) = X U
F(X) entao F' € inflaciondria. Se F for indutivo entao F) = F,, para todo n > 0,

e Fl.=F,.
Demonstracao.
1. Se F' é inflaciondria entao F,, C F(F,) = F,41, portanto F' é indutiva. Se F' é

mondtona temos que Fy = () C F()) = F} e, pela motonicidade, Fy = F(F,) C
F(F)) = F». Prosseguindo dessa forma, obtemos que F,, C F, ., para todo n e,

assim, F' é indutiva.

2. Seja X um ponto fixo qualquer de F. Como () C X temos, por monotonicidade, que
Fy = F(Fy) C F(X) = X. Suponha que F,, C X. Logo, F,,11 = F(F,) C F(X) =
X. Assim, I, C X e, portanto, F,, é o menor ponto fixo de F.

3. Pela definigdo de F’, X C F'(X) para todo X C M. Logo, F’ é inflacionaria.
Claramente, Fy = ) = Fj. Suponha que F,,_; = F_,. Temos que F,, = F(F,_1)
e ! = F/(F_) = F(Fy_,) = Fy_y UF(F,_,) = Fy_; UF,. Como F ¢ indutiva
entdo [, 1 C F,e F, 1 UF, =F,. Assim, F/ = F,, paratodon > 0e¢ F/ = F..

O
Na proxima secao veremos como adicionar operadores de ponto fixo a légica e assim

aumentar seu poder expressivo. Os resultados que analisam o ganho de expressividade

estao intimamente relacionados com o lemas apresentados nessa se¢ao.
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4.2 Loégicas de Ponto Fixo

Como visto no Capitulos 3, FO nao consegue expressar a consulta REACH. Entre-
Y
tanto, se quisermos expressar a consulta “existe um caminho de tamanho n entre s e t no

grafo G”, podemos fazé-lo usando FO.

Pensando em termos computacionais, FO tem o poder de expressar lacos limitados
(for), mas quando precisamos de um lago ilimitado (while) ela nao é suficiente. Nesta se¢ao
veremos que ao adicionar operadores de ponto fixo apropriados a FO ganhamos o poder
de expressar o lago ilimitado, mais precisamente, poderemos definir relagoes indutivas e

relagoes iterativas.

Para explicar essa nocao de definir uma relagao indutiva considere um vocabulario
relacional o e uma férmula ¢(x,y, R), onde = e y sdo as Unicas varidveis livres de p e R é
um simbolo relacional bindrio que nao esta em o. Para uma estrutura A desse vocabulario,

¢ induz uma fungao F¥ : P(A?) — P(A?) tal que

FSO(R) = {(aab> ’ A ): gp(a, b, R)}

Da mesma forma que na secao anterior, definimos Fj = 0 e F, ; = F¥(F¢) e o ponto
fixo F¥

[oop)

se ele existir. Pensando apenas na funcao F'¥ sabemos o que é necessario para
que F¥ exista. Como veremos no lema seguinte, restri¢oes sintaticas em ¢ fazem com que

F¥ seja mondétona e, portanto, indutiva.

Lema 4.2.1. Considere R um novo simbolo relagional de aridade k e p(xq,..., x5, R)

uma formula. Se R ocorre positivamente em ¢ entao F¥ é mondtona.

Dizer que R ocorre positivamente ou ¢ positivo em ¢ quer dizer que R nao ocorre no
escopo de um numero impar de negacgoes. A prova do lema acima é feita por inducao nas
férmulas, mas a intuicao nao é complicada. Queremos provar que se X C Y C A* entdo
F?(X) C F?(Y). Para esse fato nao ser verdade terfamos que ter uma tupla em F?(X)
que nao estd em F?(Y'). Isso nao é possivel, pois, como X C Y, a tinica forma dessa tupla
nao estar em F?(Y') seria se na formula ¢ tivesse alguma restri¢ao negativa com relagao

a R, o que nao ocorre.

Sabendo que quando R ocorre positivo em ¢ temos F'¥ monétona, podemos afirmar
que F¥ existe e é um ponto fixo de F¥. De fato, F¥ é uma nova relacao no dominio A.

Para esclarecer como podemos utilizar esse fato, segue um exemplo.
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Exemplo 4.2.2. Considere o vocabuldrio de grafos 7, = (E). Podemos definir o fecho

transitivo e reflexivo da relagao E de uma estrutura G como sendo F¥!, onde

oi(z,y, R) = (x =y) V 32(E(z,2) A R(z,y))

Mais claramente, considere Fy* = (). Assim temos:
FPt = {(a,b) € G* | d(a,b) < 0}

Fyt={(a,b) € G* | d(a,b) < 1}

Fet={(a,b) € G* | d(a,b) <7 —1},
onde d(a, b) é a distancia entre os vértices a e b em G.

Como R ocorre positivamente em ¢; temos que F'¥* ¢ monétona e, pelo lema 4.1.8, F%¢
é o menor ponto fixo de F¥*. Claramente esse ponto fixo é o fecho transitivo e reflexivo

da relacdo E. Em particular, se |G|=n temos F* = FZt.

Introduziremos, a seguir, a definigao da légica de menor ponto fixo FO(LFP).

Definicao 4.2.3 (FO(LFP)). Considere ¢ um vocabuldrio relacional, R uma varidvel
relacional de aridade k, (R, 21, ...,2z) uma férmula de FO(LFP) e A € STRUC[g]. A

linguagem de FO(LFP) estende a linguagem de FO com a seguinte regra de formacao:

e se p(1,...,x, R) é positiva em R e (x1,...,2) é uma tupla de varidveis, en-
tao (Upp,, .. @R, 21,...,7)] é uma férmula na qual as varidveis livres sao
(T1,...,Tk)-

A relagao de satisfatibilidade de FO(LFP) estende a de FO com a seguinte defini¢ao:

o A= [Upr,, . 0(R,x1,. .. 2p)](a, ... a;) sse (ay,...,a) € FZ.

Com FO(LFP) podemos expressar a consulta REACH da seguinte forma:
REACH = [ifpg, ,0:l(s, 1),

onde ¢; ¢ como definido no Exemplo 4.2.2.

Como visto no Teorema 2.2.9, FO captura a hierarquia logaritmica. Ao adicionar

o operador de menor ponto fixo, somos capazes de definir relacoes indutivas e assim
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temos uma légica mais expressiva que FO. Naturalmente, tal l6gica captura uma classe

de complexidade mais poderosa que LH.

Teorema 4.2.4. [Imm99] Para estruturas finitas e ordenadas, FO(LFP) = P.

Na prova do teorema acima usa-se o fato de FO=LH e de REACH,,, uma variante do
problema REACH, ser completo para a classe P via redugoes de primeira-ordem. Defini-
mos REACH, como sendo o conjunto de grafos para os quais existem um caminho alter-

nante entre s e t.

Para mostrar que FO(LFP) estd em P devemos construir uma maquina em P para
cada sentenga em FO(LFP) tal que cada maquina compute a consulta definida por uma
sentenca. O trabalho da méaquina serd, essencialmente, calcular a nova relacao definida
pelo operador de menor ponto fixo e, como j4 foi visto, isso custara no maximo n* passos,
onde n é o tamanho do dominio e k a aridade da nova relagdo. Apds isso, a maquina
deve apenas verificar se a nova estrutura satisfaz a férmula. Como isso demanda tempo
logaritmico, o que prevalece é o tempo gasto para calcular a nova relacao e, portanto, a
maquina estd em P. A outra direcao é bem simples, pois como REACH, é completo para
P todo problema nessa classe pode ser reduzido a ele. Podemos expressar REACH, com
FO(LFP) com a seguinte formula [Ifpg ;, 2,0a(R, 21, 22)](s,t), onde ¢, (R, z,y) = (z =
y)V (Fz(E(z,2) N R(z,y)) A (A(x) — Vz(E(z,2) = R(z,y)))), onde A é o conjunto dos
vértices que sao universais. Assim, todo problema da classe P pode ser expresso por uma
férmula em FO(LFP).

Alguns detalhes técnicos foram omitidos nessa explicacao, porém ela reflete a idéia
central da demonstracao e, mais ainda, reflete a idéia geral de como provas de igualdade

entre classes de complexidade e logicas podem ser feitas.

Devido ao resultado provado por Fagin, NP=4S0, uma observagao é que agora temos
um problema equivalente ao P=NP em ldgica, provar se FO(LFP)=3S0. Vemos também
que podemos definir relagdes indutivas com FO(LFP), porém precisamos atentar para a
restri¢ao sintatica de que R ocorra positivamente em . Pensando que essa restricao pode
eventualmente dificultar a expressao de alguma consulta, definiremos a légica de ponto
fixo inflaciondria. Nessa légica nao sao impostas restrigoes sintdticas a ¢, mas é possivel

definir relagoes indutivas.

Lema 4.2.5. Seja R um novo simbolo relacional de aridade k e (R, xq,...,x;) uma
formula. Se @' (xy,..., 00, R) = @(R,x1,...,21) V R(21,...,2%) entdo F¥ ¢ uma fungdo

inflaciondria.
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O lema acima tem relacao direta com o lema 4.6 e é esse fato que usaremos ao definir

FO(IFP).

Defini¢ao 4.2.6 (FO(IFP)). Considere ¢ um vocabulario relacional, R uma varidvel
relacional de aridade k, (R, z1,...,z;) uma férmula de FO(IFP) e A € STRUC[o]. A

linguagem de FO(IFP) estende a linguagem de FO com a seguinte regra de formagao:

e se o(xy1,...,7, R) é uma férmula e (z1,...,7,) é uma tupla de varidveis, en-
tao [ifpr,, . @(R,71,...,24)] é uma féormula na qual as varidveis livres sao
(T1,...,Tk)-

A relagao de satisfatibilidade de FO(IFP) estende a de FO com a seguinte definicao:

e A E [ifpga,. 2 0(Roz1,....xp)(ar, ... a5) sse (ai,...,a;) € FZ2, onde
O(x1,. . 2, R) = o(x1,.. ., x5, R) V R(21, ..., xp).

. ~ / ~ , / ~
Veja que a fungao F¥ pode nao ser mondtona e, portanto, £¥ pode nao ser o menor

~ ’ . . V] / . . .
ponto fixo. Isso nao é um problema, pois o que queremos garantir é que F'¥ seja indutiva.

No lema 4.6 vimos que se uma fungao € inflacionaria ou monétona entao ela é indutiva
e com o lema 4.3 garantimos que o ponto fixo F,, sempre existe e é atingido em um
nimero polinomial de passos. Estes resultados em conjunto com as defini¢oes das légicas

demonstram o seguinte teorema.

Teorema 4.2.7. [EF95] FO(IFP) = FO(LFP).

FO(IFP) e FO(LFP) tém o mesmo poder expressivo, porém em geral ¢ mais sim-
ples definir consultas utilizando FO(IFP) porque nao precisamos nos preocupar com as

restrigoes sintdticas que sdo impostas no caso de FO(LFP).

As relacoes indutivas sao um caso particular de relacao iterativa. Se quisermos definir
relacoes iterativas nao precisaremos impor restri¢coes, como € o caso das loégicas anteriores,

apenas definir a nogao de lago. Vejamos a definicao da légica de ponto fixo parcial.

Definicao 4.2.8 (FO(PFP)). Considere o um vocabuldrio relacional, R uma varidvel
relacional de aridade k, p(R, 21, ...,z;) uma férmula de FO(PFP) e A € STRUC|g]. A

linguagem de FO(PFP) estende a linguagem de FO com a seguinte regra de formagao:

e se o(xy,...,7, R) é uma férmula e (z1,...,2,) é uma tupla de varidveis, en-
tao [PfPra,. . 4 @(R,71,..., 7)) é uma férmula na qual as varidveis livres sao

(X1, ..., Tk).
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A relacao de satisfatibilidade de FO(PFP) estende a de FO com a seguinte defini¢ao:

o A [PfPray . o p(R, 21, .. 2p)|(a,. .., ax) sse (ay,...,a;) € FZ, e caso F¥ nao

exista, consideramos F¥ = ().

Na definigao de FO(PFP) nao impomos restricao alguma a ¢ e, dessa forma, nao
podemos garantir nenhuma das propriedades, como ser monétona ou inflacionaria, para
F¢. Como visto no lema 4.3 nao podemos garantir que existe o ponto fixo F¥ para F'¥
e, mais ainda, se ele existir pode ser atingido s6 ap6s um numero exponencial de passos.

Dado isso, temos o seguinte resultado.

Teorema 4.2.9. [Imm99] Para estruturas finitas e ordenadas, FO(PFP) = PSPACE.

De forma simplificada, na prova desse teorema, fixamos que o nimero maximo de
passos ¢ exponencial, pelo lema 4.3, e utilizamos espaco polinomial para fazer essa con-
tagem. Sabemos que P C PSPACE, mas nao podemos afirmar que P # PSPACE. Assim

podemos afirmar que:
Teorema 4.2.10. [EF95] FO(LFP) < FO(PFP).
Novamente encontramos um equivalente na légica para um problema de igualdade

entre classes de complexidade computacional, pois se provarmos que FO(LFP) é menos

expressiva que FO(PFP) entao temos P € PSPACE.
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5 Ldgicas de Ordem Superior

Como citado no Capitulo 4, existem varias formas de estender FO para obter légicas
com poder expressivo maior. Neste capitulo faremos uma revisao sobre as légicas de
ordem superior (HO"), que sao extensdes de FO que nos permitem quantificar varidveis
de qualquer ordem. Apresentaremos sua definicao e alguns resultados com respeito a seu

poder expressivo, que é maior que o de FO.

5.1 Sintaxe e Semantica

Para todo ¢ > 2, o alfabeto da logica de ordem superior de ordem i (HO") possui
os simbolos logicos e de pontuagao usuais, um conjunto infinito contavel de variaveis
individuais e, para toda aridade r > 1 e toda ordem 2 < j < i, um conjunto infinito
contavel de varidveis relacionais. Usaremos letras minusculas como x, y para variaveis

individuais e letras maitsculas como X, Y para variaveis relacionais.

Definicao 5.1.1. Seja o um vocabuldrio relacional. Definimos indutivamente o conjunto

das férmulas bem formadas (fbof) de HO' como segue:

1. Se x1 e x5 sdo varidveis individuais, entao x; = x5 é uma fbf.

2. Se R é um simbolo relacional em o de aridade r e z1, . . ., x, sao variaveis individuais,
entao R(z1,...,x,) é uma fbf.

3. Se X é uma variavel relacional de ordem 2 e de aridade r e xq, ..., z, sao variaveis
individuais, entdo X (z1,...,x,) é uma fbf.

4. Se X é uma variavel relacional de ordem j, para 3 < j <1, ede aridadereYy,... Y,
sao varidveis relacionais de ordem j — 1 e aridade r, entao X (Y,...,Y,) é uma fbf.

5. Se X; e X, sao variaveis relacionais de ordem 7, 2 < j < i, e mesma aridade, entao
X1 = X2 é uma fbf.



37

6. Se ¢ e ¥ sao fbf, entao (—¢p), (¢ A1), (¢ V) sao fhif’s.
7. Se ¢ é uma fbf e x é uma variavel individual, entao Jxp e Vap sao fbf’s.

8. Se ¢ ¢ uma fbf e X é uma variavel relacional, entao 3X ¢ e VX ¢ sao fbf’s.

Sem perda de generalidades assumimos que os elementos de uma relagao de ordem i e
aridade r sao tuplas compostas por relacoes de ordem ¢ — 1 e aridade r, pois tal restricao
simplifica as defini¢oes e a demonstracao de alguns resultados. As féormulas atomicas sao
as descritas nos itens 1 a 5 e somente as varidveis individuais podem ocorrer livres nas

formulas.

Seja o0 um vocabulario relacional. Uma wvalora¢ao val em uma o-estrutura A, com
dominio A, é uma funcao que atribui a cada variavel individual z um elemento em A e a
cada variavel relacional X de aridade » > 1 e ordem j, 2 < j < ¢, uma relacao de ordem j
e aridade r em A. Sejam valy e val; duas valoracoes em uma o-estrutura A e seja V uma
variavel de qualquer tipo. Dizemos que valy e val; sao V -equivalentes se elas coincidem

em todas as varidaveis de qualquer tipo, podendo diferir apenas na variavel V.

Definicao 5.1.2. Seja A uma o-estrutura e val uma valoragao em A. A nogao de satis-

fagdo em HO! é definida como segue:

1. Aval = R(xy,...,2,) sse (val(zy),...,val(x,)) € R, onde R é um simbolo rela-

cional em o de aridade r e x4, ..., x, sao variaveis individuais.

2. Aval = X(xq,...,x,) :sse (val(zy),...,val(z,)) € val(X), onde X é uma varidvel

relacional de ordem 2 e de aridade r e xq, ..., x, sao variaveis individuais.

3. Aval = X(Yy,...,Y,) sse (val(Yy),...,val(Y,)) € val(X), onde X é uma varidvel
relacional de ordem j, 3 < 7 <4, de aridade r e Yi,...,Y, sdo varidveis relacionais

de ordem j — 1 e aridade r.
4. A val |= (21 = x9) :sse val(xq1) = val(xq), onde x;1 e xo sdo varidveis individuais.

5. A,val = (X7 = Xs) :sse val(Xy) = val(X3), onde X; e X5 sdo varidveis de mesma

ordem e mesma aridade.
6. A, val = (—g) sse A, val = ¢, onde ¢ é uma fbf.
7. Ayval = (@ ANY) sse Ayval |= ¢ e A val =1, onde ¢ e ¢ s@o fbf.

8. A,val = (p V) sse A,val = ¢ ou A, val =1, onde ¢ e 9 sao tbf.
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9. A, val | Jzp sse existe uma valoracao val’ que é x-equivalente a val e A, val' = ¢,

onde z é uma variavel individual e ¢ é uma fbf.

10. A, val = Yz :sse para toda valoragao val’ que é z-equivalente a val temos A, val’ |=

¢, onde z é uma varidvel individual e ¢ é uma fbf.

11. A,val = X ¢ :sse existe uma valoragao val” que é X-equivalente a val e A, val’ |= ¢,

onde X ¢é uma variavel relacional e ¢ é uma fbf.

12. A,val | VX :sse para toda valoragao val’ que é X-equivalente a wval temos

A val' = ¢, onde X é uma varidvel relacional e ¢ é uma fbf.

Como ja mencionado, em HO?! podemos utilizar varidveis de diversas ordens. As
variaveis individuais designam algum elemento do dominio da estrutura e as variaveis
relacionais designam subconjuntos desse dominio. A nocao de relagao de ordem 7 é dada
como segue: Seja R uma relacdo de ordem ¢ e aridade r. Se ¢ = 2, entdo R € P(A"),
ou seja, R é uma relagdo em A. Quando i > 3 temos que R € P(Al_,), onde 4,1 é o
conjunto das relagoes de ordem ¢ — 1 em A, ou seja, R é uma relagao sobre o conjunto de

relacoes de ordem ¢ — 1.

A légica de segunda-ordem, HO?, j4 foi bastante estudada e existem diversos exemplos
de propriedades que podem ser expressas utilizando-a. No exemplo a seguir temos uma

sentenca que expressa a propriedade de um grafo poder ser colorido com 3 cores.

Exemplo 5.1.3. O problema de 3-coloragao em grafos é definido como: Dado um grafo
G = (V, E), existe uma coloragao dos vértices com 3 cores tal que nao ha dois vértices
adjacentes com a mesma cor? Podemos expressar tal propriedade com a seguinte sentenca

de logica existencial de segunda-ordem:
D3color = ARFYABVz((R(2) VY (2) V B(x)) A (Vy(E(z,y) —

~(R(x) A R(y)) A=Y (2) AY (y)) A= (B(x) A B(y))))),

onde R, Y e B sao variaveis relacionais de ordem 2 e aridade 1, que representam as cores
que serao usadas para colorir os vértices. Na sentenca dizemos que todo elemento do
dominio deve ter uma cor e que se dois vértices forem adjacentes, entao eles terao cores

diferentes.

Assim como temos a forma normal prenex para FO, que agrupa todos os quantifi-
cadores no inicio da férmula, temos também algumas formas normais para HO!. Den-

tre elas a forma normal de Skolem generalizada. Dizemos que uma férmula ¢ de HO?,
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1 > 2, estd na forma normal de Skolem generalizada quando ¢ = Q1V; ... QVi, onde
Q1,...,Qr € {3,V}, Vi,...,V} sdo varidveis relacionais de ordem i e ¢y € HO"™* . As

formulas de HO= |JHO' que estdo em forma normal de Skolem generalizada formam duas

hierarquias bem conhecidas, cujos niveis sao denotados por E; e H; A classe E; com-
preende as férmulas em HO™! que estdao na forma normal de Skolem generalizada com no
maximo j — 1 alternancias entre os blocos de quantificadores de variaveis de ordem i + 1,
comegando por existencial. Cada bloco de quantificadores pode ter varios quantificadores
do mesmo tipo, ou seja, um bloco de existenciais pode ter 1 ou mais quantificadores

existenciais aninhados. A classe Hé- é definida dualmente.

Teorema 5.1.4. [HT06] [HT03] Para todo i > 2 e para toda formula ¢ € HO', existem
© e ¢ equivalentes a ¢ tal que ¢ € Zéfl epE Héfl.

5.2 Expressividade

Na andlise de expressividade de logicas de ordem superior, vemos que bastante ja foi
estudado com relagao a légica de segunda-ordem. De fato, um dos resultados iniciais na

area de complexidade descritiva relaciona um fragmento dessa légica com a classe NP.

Teorema 5.2.1. [Fag74] 35O = NP.

Demonstracao. (a) NP C 35O
Seja M uma maquina de Turing nao-deterministica que executa em tempo n* para uma

entrada A, |A| = n. Escrevemos a seguinte sentenga de segunda ordem
2k 2k 2k Ak
¢ =3CT"°Cy" .. .CF A%

que diz “Existe uma computacao de M que termina num estado de aceitacao”. Mais
precisamente, a sentenca de primeira ordem ¢ sera tal que (A,C,A) E ¢ sse C,A é
uma computacao de M com estado final de aceitacao. Vamos mostrar como codificar a

computacao de M.

C' é uma matriz U(E, 1) com n* posicoes com espaco 5 e tempo ¢ variando entre 0 e
n* — 1. Usaremos k-tuplas de varidveis t = t,...,t, € 5= s1,...,s; para codificar esses
valores, onde cada t; e s; varia no dominio de A. C(3,1) codifica qual simbolo aparece na
posicao s da fita no tempo ¢, para cada par 3, ¢, se o cabecote nao estiver nessa posicao.
Se o cabecote estiver na posicio 3 entdo C(3,7) codifica o par (g, o), onde ¢ é o estado

de M no instante ¢ e o é o simbolo inscrito na fita. Seja I' = {yg,...,7,} = (@ x L) J X
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a lista dos possiveis contetidos que serdo codificados por C. Faremos C; uma varidvel
relacional 2k-éria para 0 < i < g. O significado intuitivo de C;(5,t) é que a posi¢ao s no
tempo ¢ contém o simbolo ~y;. Podemos assumir que a cada passo, a maquina M fard um
escolha dentre no méximo duas possiveis. Codificaremos essas escolhas na relagao k-aria
A. Intuitivamente, A(t) é verdade se no passo t + 1 foi feita a escolha “1”; caso contrdrio

foi feita a escolha “0”.

Agora devemos escrever a sentenca de primeira ordem (C, A) que expressa que C', A
codifica uma computacao de M com estado final de aceitacao. A sentenca consiste de
quatro partes ¢ = aABANA(, onde a afirma que o contetido inicial da fita é a codificagao
de A, § afirma que nunca acontece de C;(3,t) e C;(5, 1) serem ambos verdade para i # j,
ou seja, dois simbolos nao podem estar escritos na mesma posicao no mesmo instante, n
diz que para todo , a linha ¢ + 1 é formada a partir da linha ¢ e da escolha A(t) de M, e
¢ diz que a ultima linha da matriz de computacao inclui o estado de aceitacao. De forma
mais intuitiva, C', A codificam a sequéncia de configuraces que compdem a computacio e
a sentenca ¢ verifica se essa sequéncia corresponde a uma possivel computacao da maquina

M. Para mais detalhes de como descrever ¢, ver [Imm99].

(b) 3SO C NP
Seja ® = JRY' ... R uma sentenca de segunda ordem e o o vocabulario de ®. Queremos

construir uma méquina de Turing M tal que para todo A € STRUC]o],
AE ® < M(bin(A)) | .

Seja A uma estrutura de entrada para M e |A| = n. A médquina M ird de forma nao-
deterministica escrever uma string binaria de tamanho n™ representando a R, e de forma
similar para Ry até Rj. Depois desse nimero polinomial de passos, teremos a seguinte
estrutura expandida A" = (A, Ry, Ra, ..., Ry). M aceitard sse A" |= 1. Esse teste pode
ser feito com uma méquina na classe L [Imm99], entao serd facilmente feito por M. M

aceita se existe uma escolha de relagoes Ry, ..., Ry tal que (A, Ry, Rs,...,Ry) Ev. O

Outro resultado importante envolvendo SO foi provado, estendendo o resultado de

Fagin para toda a Hierarquia Polinomial.

Teorema 5.2.2. [Sto77] SO = | ¥} = PH, onde PH € a hierarquia polinomial.
Jj=0
As logicas com ordem superior a 2 nao foram tao exploradas quanto SO, porém alguns
resultados significativos ja foram obtidos como, por exemplo, a prova de que a hierarquia

de légicas de ordem superior é estrita.
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Teorema 5.2.3. [HS91] Para todo ¢ > 2, HO* C HO™*L.

No resultado abaixo, obtemos um resultado analogo para os fragmentos existencial e

universal.

Teorema 5.2.4. [KV88] Para todo i > 2,

1. JHO! ¢ JHO*!,

2. YHO! ¢ YHO"™.

Apesar da existéncia de tais resultados, apenas recentemente foi dada uma caracter-
izacao exata de cada fragmento da hierarquia de légicas de ordem superior, exibida em
[HT06] [HT03]. Esse resultado, que apresentaremos a seguir, se mostrou como uma exten-
sao da correspondéncia estabelecida por Fagin-Stockmeyer entre os fragmentos de SO e
os niveis da hierarquia polinomial. Para facilitar a apresentagao dos resultados, definimos
a funcdo exp; nos nimeros naturais como sendo expy(n) = n e exp;(n) = 2°Pi-1(") para

todo 7 > 1.

Definigao 5.2.5 (Hierarquia nao-deterministica em tempo exponencial). Para todoi > 0

e j > 1, defina

1. NEXPH? = |J NTIME(exp;(n®))

ceN

2. NEXPH! = NEXPH?Z?I, onde ¥ | é definido como na hierarquia polinomial.

Teorema 5.2.6. [HT06] [HT03] Para todo i,j > 1 temos

1. ¥i = NEXPH!"|.

2. TIi = coNEXPH/ ;.

Pelo Teorema 5.3 temos que, para todo i > 2, HO' = |J Zé‘l. Portanto, temos o
7>0
seguinte corolario.

Corolario 5.2.7. [HT06] Para todo i > 2, HO' = |J NEXPH/_,
j=0
A classe de fungoes que podem ser computadas em tempo limitado por exp;(n) para
algum ¢ > 0 e para alguma constante natural ¢ é conhecida como a classe de funcoes

elementares de Kalmar.
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Teorema 5.2.8. [HS91] Seja f(n) uma fungdo elementar de Kalmar, entdo | J HO" =
i>2
DTIME(O(f(n))).

Pelo teorema 5.2.8 vemos que HO nao é completa, ou seja, nao pode expressar toda
consulta computavel. Por exemplo, a fun¢ao tow(n) = exp,(1) é primitiva recursiva
e, portanto computdvel. Mas maquina da classe DTIME[exp;(n¢)], para ¢ fixo, pode

computa-la.

Em [HT03] e [HT06] uma légica de ordem superior, chamada Légica de Ordem Var-
idvel (VO), foi definida. Essa légica permite o uso de varidveis relacionais nas quais a
ordem nao é fixa, permitindo inclusive quantificar essa ordem. VO é capaz de expres-
sar todos os problemas recursivos e, mais ainda, é também capaz de expressar consultas

NA0-Tecursivas.
Teorema 5.2.9. [HT06] Toda consulta recursiva pode ser expressa em VO.

Teorema 5.2.10. [HT06] Toda consulta nao-recursiva pode ser expressa em VO.
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6 Logicas de Ordem Superior com
Operador de Menor Ponto Fixo

Como dito nos capitulos anteriores, é possivel aumentar o poder expressivo de uma
l6gica usando alguns mecanismos. Neste capitulo analisaremos qual o ganho de expressivi-
dade quando, ao mesmo tempo, aumentamos a ordem da logica e adicionamos o operador
de menor ponto fixo. Além disso, investigaremos que classes de complexidade sao carac-

terizadas por tais l6gicas. Estes resultados estao em [FM10].

6.1 Sintaxe e Semantica

Como vimos no Capitulo 4, com uma férmula de FO podemos definir uma funcao e,
a partir dessa fungao, podemos construir uma nova relagao. Do mesmo modo, usaremos
légicas de ordem superior para definir tais fungoes. Seja ¢ um vocabulario relacional,
o(R, X1, ...,X};) uma férmula de HO?, para algum ¢ > 2, R uma varidvel relacional de
ordem i+ 1 e Xy,..., X} varidveis relacionais de ordem 7. De forma andloga ao que vimos
para FO, para uma estrutura A € STRUC|s], ¢ define uma fungao F? : P(AF) — P(AF),
onde A¥ é o produto cartesiano k vezes do conjunto A; das relacdes de ordem i. Dessa

forma, podemos definir o seguinte:

Definigao 6.1.1 (HO*(LFP)). Considere o um vocabuldrio relacional, R uma varidvel
relacional de aridade k e ordem i + 1, p(R, X1, ..., X}) uma férmula de HO*(LFP), onde
Xy, ..., X, sdo varidveis relacionais k-drias de ordem i, e A € STRUC]o]. A linguagem

de HO'(LFP) estende a linguagem de HO? com a seguinte regra de formacao:

e se p(R, Xy,...,Xg) épositivaem Re (Vi,..., V) é uma tupla de relagdes de ordem
i, entdo [fpg v, x, @(R, X1,..., Xp)](V1, ..., Vi) é uma férmula na qual as varidveis
livres sao (Vi,..., V).

A relagao de satisfatibilidade de HO*(LFP) estende a de HO' com a seguinte defini¢ao:
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o A ): [lpr,Xl,...7ngp(R7 X17 B uXk)]<R17 SR 7R/€) sse (R17 SR 7R/€) S Fo%

Pela definicao acima, vemos que ao utilizar o operador de menor ponto fixo poderemos
definir algumas relagoes de ordem 7 + 1, mais especificamente relagoes indutivas, dentro
de HO!. Parece claro, portanto, que hd um ganho de expressividade ao adicionarmos esse

operador, o que confirmaremos na proxima segao.

6.2 Expressividade

Nesta segdao investigaremos o poder expressivo de HO'(LFP), ou seja, a adigao do
operador Ifp & HO?. Como sabemos existem outros operadores de ponto fixo e em [ST06]
os autores exploram a adicao dos operadores ifp e pfp & HO'. Eles mostram os seguintes

teoremas:

Teorema 6.2.1. O ponto fizo inflaciondrio em HO', para i > 2, pode ser expresso em

JHO™, ou seja, HO'(IFP) C HO"™!.

Teorema 6.2.2. O ponto fizo parcial em HO', para i > 2, pode ser expresso em JHO™2,
ou seja, HO'(PFP) C HO'*2.

Ao adicionar o operador de menor ponto fixo, obtemos resultados semelhantes a esses
como corolarios diretos de nosso principal resultado que mostra qual classe de complexi-

dade é capturada por HO!(LFP). Tal caracterizacao nao ¢ dada no artigo acima citado.

O teorema a seguir mostra qual classe de complexidade é capturada pelo primeiro nivel
de HO*(LFP). Apesar deste teorema ser citado em [Imm99], nao encontramos nenhuma

prova ou referéncia para tal prova.

Teorema 6.2.3. Sobre estruturas fnitas e ordenadas, SO(LFP) captura EXP, a classe

dos problemas decididos em tempo deterministico exponencial, ou seja, SO(LFP) = EXP.

Com a intencao de provar o teorema acima, nés obtivemos um resultado mais geral.
Ao invés de caracterizar apenas o primeiro nivel, vimos que era possivel caracterizar todos
os niveis da hierarquia. De fato, provamos que cada nivel dessa hierarquia captura um

nivel da hierarquia deterministica em tempo exponencial, como veremos a seguir.

Definigao 6.2.4. Seja i-EXP = TIME(exp;(n¥)), para todo k. A hierarquia determinis-

tica de tempo exponencial é definida como: EXPH = (J i-EXP.
i>1
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Teorema 6.2.5. HO'(LFP) = (i — 1)-EXP, para todo i > 2.

Demonstragao. (a) HO'(LFP) C (i — 1)-EXP.
Por indugao nas férmulas . Toda férmula atomica de HO*(LFP) ¢ uma férmula sem
o operador Ifp, logo é uma férmula de HO!. Pelo Corolario 5.10, temos que ¢ pode ser

avaliada por uma méaquina em [ J >0 NEXPH?_2 e assim por uma méaquina em (i —1)-EXP.

¢ = —p. Pela hipdtese indutiva, existe uma maquina My € (i — 1)-EXP que avalia
¥. A maquina M, usa a maquina M, para verificar se A |= 1. Se My, aceita, entao M,

rejeita e vice-versa.

@ = Y1 Ny, Sejam My, e My, as maquinas que avaliam as férmulas ¢; e ¥,. A
maquina M, passard como entrada para essas mdquinas a codificacao da estrutra. Se

ambas aceitarem, entao M, aceitard. Caso contrario, ela rejeitara.
@ =11 V 1hy. Andlogo ao caso anterior, mutatis mutandis.

¢ = Jxtp. Pela hipdtese indutiva, existe uma maquina M, € (i — 1)-EXP que avalia
1. Perceba que 1) tem apenas uma varidvel livre, no caso x. Assim, a maquina M,
escreve na sua fita de trabalho a codificagao bindria de j = 0,...,n — 1 e, usando My,
verifica se A = ¢(j/x). Se M, aceita, para algum j, entdo M, aceita. Caso contrario,
M, rejeita. Como o tamanho do dominio é n, tal processo serd executado no maximo n

vezes e, portanto, M, € (i — 1)-EXP.
¢ = Vx1p. Analogo ao caso anterior, mutatis mutandis.

¢ = dX¢. X é uma variavel relacional de ordem j, 2 < j < 7, e aridade k. Pela
hipdtese indutiva, existe uma maquina My, € (i—1)-EXP. Perceba que 1 tem uma variavel
livrte X. M, usa uma fita de trabalho para codificar as relacoes de ordem j e aridade k.
Essa fita usa exp(i — 2, n*) células e pode codificar exp(i — 1, n*) relacoes diferentes. Para
cada relacdo R descrita na fita, M, é usada para verificar se A = ¥(R). Se M, aceita
para algum R, entao M, aceita. Caso contrario, M, rejeita. Como sao feitas no maximo
exp(i — 1,n") chamadas a My, entdao M, executard em tempo exp(i — 1,n*).exp(i —
1,0(n%)) = exp(i — 1,0(n°)). Assim, M, € (i — 1)-EXP.

¢ = VX1. Andlogo ao caso anterior, mutatis mutandis.

o =UMWppx, x, V(R X1,...,Xp)](R1,..., Ry). Pela hipétese indutiva, existe My €
(¢ — 1)-EXP. A maquina M, usa duas fitas de trabalho para escrever a codificagao das
relacoes de ordem 7 + 1 que serao atribuidas a variavel relacional R. Como essas relacoes

sao de ordem i + 1, precisamos de exp(i — 1,n*) células para codificd-las. No primeiro
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passo, R = () é a relagdo codificada na fita 1. Usando a maquina My, M, computa a
seguinte relacao: R’ = {(V1,..., Vi) | A= ¥ (R, V1,...,Vi)}. Se R = R’ entdo o ponto
fixo foi alcancado e é suficiente testar se (Xi,...,Xx) € R. Caso contrério, a maquina
copia o contetudo da fita 1 na fita 2, apaga o conteudo da fita 1 e computa R’ novamente.
Como v é positiva em R, entao sabemos que o ponto fixo é alcancado no maximo em
exp(i—1,n") passos. Assim, a maquina M, serd chamada no maximo exp(i — 1, n") vezes
e M, executard em tempo exp(i — 1,n¥).exp(i — 1,0(n)) = exp(i — 1,0(n)). Portanto,
M, € (i —1)-EXP.

(b) (i — 1)-EXP C HOY(LFP).
Seja M € (i — 1)-EXP uma maquina de Turing que executa em tempo exp(i — 1,n*),
para algum k. Podemos concluir que M usa no maximo exp(i — 1,n*) células de sua fita
de trabalho. Queremos definir uma férmula ¢ tal que M aceita A sse A = ¢. Nossa
formula descreve a computacao da maquina e, como a computacao da méaquina pode
ser descrita como uma sequéncia de configuragoes, usaremos uma relacao C' de aridade
3 para descrever tal sequéncia. A configuracdo de uma maquina é definida pelo seu
estado corrente, a posicao do cabecote e o conteido das fitas de trabalho. Usaremos a
primeira componente como um temporizador, que indicara em qual passo da computacao
estaremos. Como a maquina executa em tempo exp(i — 1,n¥), usaremos uma relacao de
ordem ¢ para codificar o temporizador. O segundo indicard qual o tipo de informagao
esta codificado naquela tupla, por exemplo, se indica o estado corrente. Como sé temos
3 possiveis informagoes, poderiamos utilizar variaveis individuais, facilmente com uma
variavel relacional de ordem 7. A terceira componente indica a informagao propriamente
dita, por exemplo, qual o conteido da fita de trabalho j. Nesse caso, quando indicamos
a posicao do cabecote ou o conteido de uma fita de trabalho, precisamos codificar uma
quantidade exponencial de posi¢oes, como mencionado anteriormente. Portanto, usaremos
relacoes de ordem ¢ novamente. Como as componentes da relacao C' sao de ordem i, entao
C é uma relacao de ordem 7 + 1. Agora, utilizamos o operador de menor ponto fixo
para definir C', usando as instrucoes da maquina para estabelecer a féormula 1 tal que
C = [fpg x, x, x,V (R, X1, Xo, X3)]. Assim, é suficiente verificar se existe uma tupla cuja
primeira componente indique que o tempo é exp(i —1,n*), a segunda componente indique
que a informacao é o estado corrente e a terceira componente indica que o estado é de

aceitacao. ]

O Teorema 6.2.3 é um corolario direto do Teorema 6.2.5. O tltimo segue o mesmo

argumento de resultados conhecidos que foram citados em todo texto, diferindo deles



47

nos detalhes técnicos da demonstracao. Um fato interessante que podemos observar é a
estreita relacao entre a adicao do operador de menor ponto fixo e o ganho exponencial
de tempo. Por exemplo, FO captura a hierarquia logaritmica e, quando adicionamos o
operador de menor ponto fixo para obter FO(LFP), a nova l6gica captura a classe P, i.e.,
um ganho exponencial em tempo com relacao a LH. Esse ganho também fica evidente no
Teorema 6.2.5. A seguir, alguns corolarios que seguem quase que diretamente do nosso

resultado principal.
Corolério 6.2.6. HO'(LFP) c HO""(LFP), para todo i > 2.
Corolério 6.2.7. HO'(LFP) C HO"™, para todo i > 2.

Corolario 6.2.8. |J HO'(LFP) = (J HO'.
i>2 i>2
O Coroldrio 6.2.6 prova que a hierarquia HO*(LFP) nao colapsa. De fato, a prova
desse corolario é consequéncia do Teorema 6.2.5 e do Teorema da Hierarquia de Tempo,
Teorema 2.8. O Corolério 6.2.7 é similar ao teorema provado em [ST06] para HO*(IFP),
e o Corolario 6.2.8 estabelece que nao ha ganho de expressividade quando consideramos

a uniao de todos os niveis da hierarquia.
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7 Conclusao

A area de Complexidade Descritiva visa caracterizar a complexidade de um problema
por um viés independente da maquina, através da expressividade de uma linguagem capaz
de definir uma classe de problemas. Muitos resultados foram obtidos envolvendo FO e
suas extensoes, bem como classes de complexidade polinomiais. De modo geral, nesse
trabalho investigamos a expressividade da logica modal bésica e das légicas temporais
CTL e CTL*. Investigamos também as légicas de ordem superior e qual o ganho de

expressividade ao adicionar o operador de menor ponto fixo a elas.

No capitulo inicial, revisamos a area de complexidade computacional, onde defini-
mos conceitos importantes como maquina de Turing, problema de decisao e classes de
complexidade, além de apresentar alguns teoremas importantes da area. Na revisao de
complexidade descritiva, definimos as consultas booleanas e explicamos a nocao de uma
légica capturar uma classe de complexidade. Apresentamos também alguns resultados
como FO=LH e que as classes nao-deterministicas em espacgo sao fechadas para o com-

plemento.

Em seguida investigamos a linguagem modal bésica e seu poder expressivo. Vimos
que as légicas K, S4, e S5 nao sao suficientes para expressar o problema REACH, pois
nenhuma delas é mais expressiva que FO. Ja no caso das légicas CTL e CTL*, vemos que
os operadores temporais e os quantificadores de caminho aumentam seu poder expressivo

de forma que REACH pode ser expresso. Estes resultados estdo publicados em [FMO09].

Antes de abordar o tema principal, revisamos as logicas com operadores de ponto fixo
e as logicas de ordem superior. No capitulo em que falamos das légicas com operador
de ponto fixo, estudamos a adicao de trés tipos de ponto fixo: o menor, o inflacionario
e o parcial e as légicas que deles se originam que sao FO(LFP), FO(IFP) e FO(PFP),
respectivamente. Vimos que as duas primeiras possuem o mesmo poder expressivo e que
o ganho com relagao a FO é significativo e, no caso de FO(PFP), podemos dizer que tem

pelo menos mesmo poder expressivo, mas nao sabemos se FO(LFP) < FO(PFP).
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No capitulo de légica de ordem superior, inicialmente apresentamos a sintaxe e seman-
tica das logicas. Exibimos alguns dos resultados mais conhecidos com relagao a expressivi-
dade e vemos que essas logicas caracterizam a hierarquia nao-deterministica exponencial
e nao a classe de todos os problemas recursivos, como se pensava. Apesar disso, exibi-
mos uma légica que tem poder expressivo maior que HO! e consegue expressar, além dos

problemas recursivos, os problemas recursivamente enumeraveis.

Como contribuigao investigamos qual o ganho de expressividade quando unimos, numa
mesma logica, relacoes de ordem superior e o operador de menor ponto fixo. A idéia
de adicionar algum ponto fixo a logicas de ordem superior foi formulada inicialmente
em [ST06]. Eles mostraram resultados de expressividade semelhantes aos nossos para os
pontos fixos inflacionario e parcial, mas nao caracterizam nenhuma classe de complexidade
com essas légicas. Nosso resultado principal estabelece que HO!(LFP) captura a classe de
complexidade (i — 1)-EXP, para todo i > 2. Dessa forma, nés demos uma caracterizagao
para todos os niveis da Hierarquia Deterministica em Tempo Exponencial. A partir desse
resultado, obtemos diretamente que SO(LFP)=EXP, que é um teorema bastante citado
na literatura para o qual nao encontramos prova, e alguns corolarios interessantes. O
primeiro estabelece que é suficiente aumentar a ordem das variaveis em 1 para capturar
o operador de menor ponto fixo, ou seja, HO'(LFP) C HO"™!, para todo ¢ > 2. Também
provamos que a hirerarquia HO!(LFP) nao colapsa, pois cada nivel é mais expressivo do
que o anterior e, finalmente, que apesar do ganho de expressividade em cada nivel da
hierarquia HO*(LFP), nao hd ganho quando consideramos a unido de todos os niveis, o
que pode ser expresso por |J;», HO'(LFP) = |-, HO".
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APENDICE A - Légicas K, S4 e S5

Nesse apéndice apresentaremos as logicas modais K, S4 e S e veremos que pode-
mos expressar os teoremas de tais logicas com fragmentos de FO. Para fazer tal andlise,

usaremos a noc¢ao de traducao ja apresentada, mas com as modificagoes necessarias.

Definigao A.0.9 (Légica K). A ldgica K é o menor conjunto de férmulas que contém
todas as tautologias, o axioma K O(p — ¢) — (Op — Og), e é fechado para modus

ponens, susbtituicao uniforme e generalizagao.

Teorema A.0.10. Toda férmula de K pode ser traduzida para uma férmula em FO?.

Demonstragao. Pela Definicao 3.1.7 de tradugao padrao e como a linguagem de K é a

modal bésica, o resultado segue direto pelo Teorema 3.1.9. O

Definicao A.0.11 (Logica S4). A ldgica S4 é o menor conjunto de férmulas que contém
todas as tautologias, o axioma K, o axioma T p — Op, o axioma 4 (Op — Op, e é fechado

para modus ponens, substituicao uniforme e generalizacao.

Definigao A.0.12 (Légica S5). A ldgica S5 é o menor conjunto de férmulas que contém
todas as tautologias, o axioma K, o axioma T, o axioma 4, o axioma B p — O0p, e é

fechado para modus ponens, substituicao uniforme e generalizacao.

Os teoremas de S4 sao validos na classe dos modelos que tem como relagao de acessi-
bilidade uma relacao reflexiva e transitiva imposta pelos axiomas T e 4, respectivamente.
No caso de S5, os teoremas sao validos na classe de modelos reflexivos, transitivos e
simétricos e a simetria é consequéncia do axioma B. Chamaremos as classe de modelos

citadas acima de Mg, e NMgs, respectivamente.

Utilizando a traducao padrao para verificar se S4 e S5 podem ser expressos em FO?,
observamos que nao é possivel preservar a validade nos modelos , ou seja, as féormulas

modal e de primeira ordem nao seriam equivalente. Com isso, poderiamos ter algum
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modelo que estd Mgy ou Mgs satisfazendo um teorema de S4 ou S5. No caso da logica
K, o Teorema 3.1.8 mostra que a validade é preservada. Dessa forma, precisamos definir

uma traducao para S4 e S5 que preserve a validade na classe de modelos Mgy € M.

Definigao A.0.13 (Tradugao para S4). A tradugdo para S4, ST, é semelhante & tradugao

padrao da Defini¢ao 3.1.7, alterando apenas o seguinte caso:

1. ST}(Op) = Jy(Ray A ST, (p)) A (VxRzx) A (YaVyVz(Rry A Ryz — Rxz)), onde y

¢ uma variavel que ainda nao foi usada na traducao.

Teorema A.0.14. Seja ¢ uma formula de S4. Temos que:

1. Para todo modelo M e todo w em M: M € Mgy e M, w = ¢ sse M = ST(p)[w].

2. Para todo modelo M: M € Mgy e M |= ¢ sse M |=VeSTH ).

Demonstrag¢ao. A prova deste teorema é semelhante a prova para o Teorema 3.1.8 apre-
sentada em [BARVO01]. Precisamos s6 garantir que os modelos que satisfazem as férmulas
traduzidas sejam reflexivos e transitivos, e isto é garantido adicionando-se a tradugao

padrao as férmulas que impoem a reflexividade e transitividade de R. O

Teorema A.0.15. Toda férmula de S4 pode ser traduzida para uma férmula de FO3.

Demonstracao. Na tradugao da Definicao A.0.13, expressamos a propriedade de um mod-
elo ser reflexivo e transitivo. Para expressar reflexividade basta uma variavel, mas para
expressar a transitividade sao necessarias trés varidveis. Como apenas isso diferencia
essa traducao da traducao padrao da Definicao 3.1.7 e, pelo Teorema 3.1.9, temos que s6

precisamos de trés varidveis para expressar S4. O

Para S5 a situagao ¢é diferente, pois podemos assumir duas classes de modelos para
S5: os modelos cuja relacao de acessibilidade é de equivaléncia e os modelos cuja relagao

¢ universal [Che80).

Definigao A.0.16 (Traducao para S5 com relagao de equivaléncia). A tradugao para S5
com relagdo de equivaléncia, ST>', é semelhante & traducgao padrao da Definicao 3.1.7,

alterando apenas o seguinte caso:

L ST (Op) = Fy(Rxy A ST (@) A (VeRaxz) A (VaVyVz(Rry A Ryz — Rxz)) A

(VaVy(Rzxy — Ryz)), onde y é uma variavel que ainda nao foi usada na tradugao.
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Teorema A.0.17. Seja ¢ uma formula de S5. Temos que:

1. Para todo modelo M e todo w em M: M € Mgs e M,w |= ¢ sse M |= ST (p)[w].

2. Para todo modelo M: M € Mgs e M = ¢ sse M =V ST (p).

Demonstracao. Semelhante a prova do Teorema A.0.14. O

Teorema A.0.18. Toda férmula de S5 pode ser traduzida para uma férmula de FO3.

Demonstracao. Semelhante a prova do Teorema A.0.15. O]

Definigao A.0.19 (Traducao para S5 com relagao universal). A tradugdo para S5 com
relagao universal, ST>2, é semelhante a tradugao padrao da Definigao 3.1.7, alterando

apenas o seguinte caso:

1. ST>2(Op) = FzST2(p).

Teorema A.0.20. Seja ¢ uma formula de S5 e My a classe de modelos com relagao de

acessibilidade universal. Temos que:

1. Para todo modelo M e todo w em M: M € My e M,w |= ¢ sse M = ST>2(p)[w]

2. Para todo modelo M: M € My e M |= o sse M = VxST>?(p)

Demonstracao. A prova deste teorema é semelhante a prova para o Teorema 3.1.8 apresen-
tada em [BARVO1]. Basta ver que, ao varrer o dominio W com o quantificador existencial,
qualquer elemento que garantir a satisfacao de ¢ vai estar relacionado com z, pois a relagao

de acessibilidade é universal. Isto é garantido pela traducao da Definicao A.0.19. [

Teorema A.0.21. Toda férmula de S5 pode ser traduzida para uma férmula de FO!.

Demonstracao. Como a relacao de acessibilidade é universal, nao é necessario considera-la

explicitamente na tradugao. Dessa forma, s6 precisamos de uma variavel. O
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