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Resumo

O problema de coloracao esta entre os mais estudadas dienTeoria dos Grafos devido
a sua grande importancia teorica e pratica. Dado que ldgr@ de colorir os vértices de um
grafoG qualquer com a menor quantidade de cores & NP-dificilas&euristicas de coloracao
sao estudadas a fim de obter uma coloracao propria comiumeno de cores razoavelmente
pequeno.

Dado um grafdG, a heuristicd de coloragao se resume a diminuir a quantidade de cores
utilizadas em uma coloragao propdade modo que, se todos os vértices de uma classe de cor
deixam de ver alguma cor em sua vizinhanca, entao poderodsicar a cor desses veértices
para qualquer cor inexistente em sua vizinhanca. Dessafabtemos uma colorag@ocom
uma cor a menos que

Irving e Molove definiram d-coloracao de um graf@ como uma coloracao onde toda
classe de cor possui um vértice que & adjacente as deraaseslde cor. Esses vértices sao
chamado$-vértices. Irving e Molove também definiram o nUméroromatico como o maior
inteiro k tal que G admite umab-coloracao poik cores. Eles mostraram que determinar o
namerob-cromatico de um grafo qualquer & um problema NP-djficihs polinomial para
arvores.

Irving e Molove também definiram m-grau de um grafo, que & o maior inteirgG) tal
que existenm(G) vértices com grau pelo menagG) — 1. Irving e Molove mostraram que o
m-grau & um limite superior para nUmed¥@romatico e mostraram que o mesmo é igual @)
ouam(T) — 1, para toda arvor€, onde o nimerb-cromatico é igual a(T) se, e somente se,
T possui um conjunto bom.

Nesta dissertacao, verificamos a relacao entre a eintue & o tamanho do menor ciclo,
e 0 nUmerdd-cromatico de um graf&. Mais especificamente, tentamos encontrar 0 menor
inteiro g* tal que, se a cintura dé & pelo menog*, entdo o nUmerd-croméatico é igual a
m(G) oum(G) — 1. Mostrar que o valor dg* & no maximo 6 poderia ser um passo importante
para demonstrar a famosa Conjectura de Erdds-Faber,ones 0 melhor limite superior
conhecido parg* € 9. Caracterizamos os grafos cuja cintura &€ pelo meno§6 passuem um
conjunto bom e mostramos corbacolori-los de forma 6tima. Além disso, mostramos cdmo
colorir, também de forma 6tima, os grafos cuja cintur&ie pnenos 7 e nao possuem conjunto
bom.

PALAVRAS-CHAVE: b-Coloracao, Cintura, Conjunto bom, Conjectura de Esfgéiser-
Lovasz.



Abstract

The coloring problem is among the most studied in the Grapgomhdue to its great theo-
retical and practical importance. Since the problem of wogpthe vertices of a grap® either
with the smallest amount of colors is NP-hard, various antpheuristics are examined to ob-
tain a proper colouring with a reasonably small number obisol

Given a graplG, theb heuristic of colouring comes down to decrease the amourtdlof€
in a proper colouring:, so that, if all vertices of a color class fail to see any cofogyour
neighborhood, then we can change the color to any color thexdiees nonexistent in your
neighborhood. Thus, we obtain a coloricigvith a color unless.

Irving and Molove defined thie-coloring of a grapl as a coloring where every color class
has a vertex that is adjacent the other color classes. TleeSees are calleti-vertices. Irving
and Molove also defined tHechromatic number as the largest integesuch thatG admits a
b-coloring byk colors. They showed that determine the value oftteiromatic number of any
graph is NP-hard, but polynomial for trees.

Irving and Molove also defined thre-degree of a graph, which is the largest integgG)
such that there are(G) vertices with degree at least(G) — 1. Irving and Molove showed
that them-degree is an upper limit to thechromatic number and showed that itngT ) or
m(T) — 1 to every tre€l’, where its value isn(T) if, and only if, T has a good set.

In this dissertation, we analyze the relationship betwé&ergirth, which is the size of the
smallest cycle, and thie-chromatic number of a grapB. More specifically, we try to find
the smallest integey” such that if the girth ofs is at leastg*, then theb-chromatic number
equalsm(G) or m(G) — 1. Show that the value @ is at most 6 could be an important step in
demonstrating the famous conjecture of Erdos-Fabeatpyut the best known upper limit to
g" is 9. We characterize the graphs whose girth is at least 6 ankdave a good set and show
how b-color them optimally. Furthermore, we show hbveolor, also optimally, graphs whose
girth is at least 7 and not have good set.

KEYWORDS: b-Colouring, Girth, Good set, Conjecture of Erdés-Fabevdsz.
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1 Introducao

Sejak um inteiro positivo. Umak-colorag@o propria de um grafoG = (V,E) & uma
atribuicdo das corefl, ..., k} aos vértices d&, de forma que uma mesma cor nao é atribuida
a dois vertices vizinhos. O problema classico de cobBapnsiste em, dado um gra® en-
contrar 0 menor inteira para o quals admite umak-coloracao propria. Esse valor € chamado
denUmero cronaticodeG e & denotado pgy(G).

Varias aplicacdes praticas podem ser modeladas comnagdlo de grafos. Mais especifi-
camente, esse problema é utilizado para modelar siésag®d que € necessario particionar um
conjunto de objetos, de acordo com algum critério, minamdo o nimero de partes em que
esses objetos sao distribuidos, como no caso da albdacarodutos quimicos em armazéns,
onde os produtos que reagem causando explosdes devenmiicangartimentos diferentes,

e deseja-se utilizar o menor numero de compartimentosyabssEntre outros exemplos de
situacOes praticas estao a atribui¢cdo de freqasricantenas de radio, o agendamento de pales-
tras em uma conferéncia e a alocacao de registradorg¢apefenal de construcao de compila-
dores|[[3,5,12]. O vasto numero e a grande importanciaplasmades sao alguns dos motivos
do problema de coloragao ser exaustivamente estudadeceia tios grafos.

Calcular o nimero cromatico de um grafo arbitrdi@ um problema NP-difici[[42]. De
fato, mesmo a tarefa de encontrar uma boa aproximacaogxp&pgé muito dificil. Especifi-
camente, para qualquer> 0, o problema de coloracao nao pode ser aproximado poaton f
menor quet—¢, a menos que P = NP 48].

Nesse contexto, & natural que se busque alternativas gciefiem bem na pratica, ou que
resolvam o problema de maneira 6tima para certas clasggafds. Uma das alternativas mais
utilizadas &€ também uma forma bastante intuitiva de aalion grafo: colore-se o0s vértices um
a um de modo que cada vértice recebe a menor cor possteet, ia menor cor que nao foi
atribuida a nenhum de seus vizinhos ja coloridos.

Mais precisamente,teeufistica gulosa de colordipé executada sobre um gra®o= (V,E)
e uma ordem d¥ (G), atribuindo a coi a um vérticev sei & a menor cor tal que nao existe
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nenhum vizinho des previamente colorido com a cor Christen e Selkow [15] definiram
0 numero de Grundyle um grafoG = (V,E), denotado pof (G), como o maior inteirck
tal que existe uma ordem A& G) que, se utilizada pelo algoritmo guloso, leva-o a retornar
uma coloracao cork cores. Determinal (G) para um grafo qualqués & um problema NP-
dificil [54].

Outras alternativas se baseiam em modificar krnaloracao propriz = {$1,S, ..., S}
de modo a diminuir a quantidade de cores utilizadas, & depresenta alasse de cor do
grafo, que & o conjunto de vértices que recebem a €&omo exemplos, citamos as estratégias
aebde coloracao. Astraggia a de colorago € tal que enquanto existir duas classes descor
e §j tais que§ U'Sj induz umconjunto independentem conjunto de vértices nao adjacentes,
entao substituimoS§ e Sj pela nova class§ USj. Obtemos, assim, uma nova coloragao que
utiliza uma cor a menos que ainicial. JAstragégia b de colorago & dada da seguinte maneira:
se existe uma classe de &ronde cada vértice nao possui um vizinho em alguma das demai
classes de cor, entao podemos recolorir cada vertc& com uma cor que® nao possui em
sua vizinhanca. Dessa forma, eliminamos a classe d§,adiminuindo assim a quantidade de
cores utilizadas.

Irving e Manlove [[37] definiram o conceito decolorago de um grafoG = (V,E), que
€ uma coloracao propria onde cada classe de cor possuétice adjacente a algum vértice
de cada uma das demais classes de cor. Note que nao podditasafpstrategid em uma
b-coloracao para reduzir o numero de cores. Irving e Man|87] também introduziram o
conceito denUmero b-croratico de um grafoG, denotado pojy(G), como o maior inteird
para o qualG admite uma-coloracao conk cores.

b-Coloracdes tém se mostrado Uteis nas areaSldsterizag@o e Data Mining Umab-
coloracao pode ser vista como uma particao do grafelesterstal que cadalustertem um
clusterheadadjacente aos outradusters Essa propriedade € interessante para grandes siste-
mas distribuidos e redes. Por exemplo, Effantin e Khedd@ifpropuseram um algoritmo de
roteamento em redes baseado nessa propriedade enquaitekgue Kheddoucl [17] propu-
seram um sistema de classificacaowdd servicebaseado erb-coloracao. Elghazel et al. [23]
também utilizaram noc¢des decoloracao para resolver problemasdigsterizaéo de dados.
Gaceb[[28] propds um método, também baseadb-enloracao, para a classificacao adequada
de documentos de negocios plrgoutscomplexos e com grande variabilidade, que diminui a
taxa de rejeicao do sistema de leitura automéatico derdentos proposto no mesmo trabalho.

De acordo com a definicao tecoloracao dada por Irving e Manlove [37], em cada classe
de cor, em umé&-coloracao conk cores, existe pelo menos um vértice adjacente-at outras
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cores. Motivados por isso, eles também definiram o parandenominado den-graude um
grafo G, denotado pom(G), que & o maior inteiro tal qué possui pelo menos|(G) vértices
com grau pelo menosi(G) — 1. Eles demonstraram qyg(G) < m(G). Além disso, eles
provaram que, dado um inteikp decidir sex,(G) > k € um problema NP-completo. Porém,
eles apresentam um algoritmo polinomial que calgyld ), ondeT & umaarvore, mostrando
quexp(T) pode assumir apenas dois valonesT) oum(T) — 1.

Kratochvil, Tuza e Voigt[[46] mostraram que determinar sedado grafdG pode seib-
colorido comm(G) cores & um problema NP-completo, até mesm® && umgrafo bipartido
comm(G) vértices de grau pelo menagG) — 1. Um resultado similar foi obtido por Havet,
Linhares e Sampaio [33] para grafos ptolemaicos. Consideralgoritmos aproximativos para
o problema, Corteel, Valencia-Pabon e Vere [16] provaraexg(G) nao pode ser aproximado
por um fator 120113— & em tempo polinomial a menos que P=NP, para qualgueb.

O numerob-cromatico também foi estudado para outras classes desgr&alores exa-
tos foram obtidos para poténcias de caterpillars complgi&], poténcias de caminhas [19],
poténcias de arvorekarias completas [20], grafos de Knegdin, k) para alguns valores de
e k [1,/40Q], hipercubos [44], grafos cubicas [39], grafosq — 4) paraq fixo [11], cactos([10] e
grafos periplanares com cintura pelo mends 8 [52]. Limé@aimferiores e/ou superiores para o
namerob-cromatico sao conhecidos para poténcias de ciclds ftéfluto cartesiano de grafos
completos([18, 41], subgrafos com um vértice removido,[§6afosd-regulares([Z,17,22], gra-
fos livres de estrela e grafos bipartidos|[45]. Kouider eetadbtiveram limitantes superiores
para o numerd-cromatico de grafos em geral em funcao do tamanho daelgaxima e do
namero de particao em clique [45].

Hoang e Kouider[[36] introduziram e estudaram o conceitaddos b-perfeitos. Um
grafo G é b-perfeito sexp(H) = x(H) para todo subgrafo induzidé de G. Hoang, Maffray e
Mechebbekl[34] caracterizaram todos os grdfgerfeitos por subgrafos induzidos proibidos.

Sabe-se que a distancia emigG) e m(G) pode ser arbitrariamente grande. Por exemplo,
M(Knn) =n+1 e xp(Knn) = 2. Como decidir sep(G) = m(G) & um problema NP-completo
e Irving e Manlovel[3[7] demonstraram que algumas arvdrado podem ses-coloridas com
m(T) cores, sendo seu numebpecromatico igual an(T) — 1, & interessante investigar pro-
priedades ou classes de grafos que garantem que a distatreigG) e m(G) seja limi-
tada por uma constante. Em patrticular, temos interesse\astigar para quais grafos temos
Xo(G) > m(G) — 1.

Uma propriedade que tem se mostrado importante em vatiodossda literatura a fim de
limitar o nUmerob-cromatico como desejamos se da pela analisardarado grafo, que & o
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tamanho do menor ciclo de um gra®oe é denotada p@(G), ondeg(G) = « para grafos sem
ciclos. Mais especificamente, o problema estudado nesartigao & o seguinte:

Problema 1.1 Seja G um grafo com cintura de tamanh@ygy. Qual o menor inteiro gtal que,
se dG) > g*, entio xp(G) > m(G) — 1?

Na tese de doutorado de Silva[53] foi provado gtie< 11. Mais recentemente, Campos,
Farias e Silva ][9] melhoraram este resultado mostrandaytjge9. Grafosbipartidos comple-
toscom partes de mesmo tamanmpossuem cintura 4 mas nUmdr@romatico 2, enquanto
m(G) = n+ 1. Portanto 5< g* < 9.

Dado um grafdG, dizemos que um vérticedensose 0 seu grau é pelo menosG) — 1 e
denotamos pdD(G) o conjunto de vértices densos @Ge

Considere um graf@ tal que|D(G)| = m(G) e o grau de cada vértice @xiG) ém(G) — 1.
Seja%m 0 conjunto de todos os grafos bipartiddsom uma parte igual B(G) e a outra igual
a unido das vizinhangas dos vérticesDi&), tal que quaisquer duas dessas vizinhancas se
intersectam em no maximo um vértice.

Havet, Sales e Sampalo [33] e Chang e Lin [47] propuseramuargegonjectura:
Conjectura 1.2 ( [B3/[47]) Se Ge P, entio xp(G) > m(G) — 1.

Denote por#m a classe de grafod = (J, Ki, ondeK! & um grafo completo comm
vértices e}K,i.nm Krjn| <1, paratodo K i < j <m. A bem conhecida conjectura de Erdds-Faber-
Lovasz [24] 25] pode ser apresentada da seguinte forma:

Conjectura 1.3 (Conjectura de Erds-Faber-Loasz)Se Ge , enfio x (G) = m.

Chang e Lin [[47] provaram que se a Conjectura de Erdds-Hahersz for verdadeira
entao, a Conjectufa_1.2 também & verdadeira. Assimapm@\onjectura 112 pode ser visto
como um passo para provar a famosa Conjectura de Erd6s-Eaiesz. Observe que qualquer
grafo em%, possui cintura pelo menos 6. Assim, mostrar gug 6 provaria a Conjectutal.2.

A seguinte conjectura sobre grafsegulares, que tem recebido grande atencao da comu-
nidade, também relaciona o nUmérgromatico com a cintura do grafo.

Conjectura 1.4 (Blidia, Maffray e Zemir[[2]) Todo grafo d-regular com cimupelo meno$,
diferente do grafo de Petersen, possui uma b-col@doagpm d+ 1 cores.
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Figura 1.1: Grafo de Petersércolorido com 3 cores.

Observe que o grafo de Petersen nao & um exemplo que irgptic&, pois 0 mesmo pode
serb-colorido comd = m(G) — 1 cores, como mostra a Figurall.1.

Cabello e Jakovac[7] provaram que Gé d-regular cong(G) = 5, entaoxp(G) > Ldlzlj.
Observe que se provarmos agie< 5, melhoramos este limite paxa(G) > d.

Irving e Manlove[37] definiram a estrutura éevore pivoteada@ mostraram que o nUmero
b-cromatico de tais arvordsé igual an(T) — 1. Dizemos que grafos que contém tais estruturas
sao grafos que nao possuem o que chamamosrgento bomDaremos as definicdes de arvore
pivoteada e conjunto bom no CapitQlo 3.

Na tese de doutorado de Silva [53], foram caracterizado®wmeaf polinomial os grafos
cuja cintura & pelo menos 8 e nao possuem um conjunto bambé&ra foi provado, no mesmo
trabalho, que s& & um grafo tal qug(G) > 8 eG nao possui um conjunto bom, entagG) =
m(G) — 1. Campos, Farias e Silva [9] utilizaram este resultado perstrar quey” < 9.

Nesta dissertacao melhoramos os resultados de Silvadb8¢ caracterizamos através de
um algoritmo polinomial os grafos com cintura pelo menos € i@o possuem conjunto bom.
Nosso resultado principal & que Ge& um grafo tal quegy(G) > 7 e ndo possui um conjunto
bom, enta,(G) = m(G) — 1. Nossos resultados sao passos importantes na teneativasdrar
queg* < 7. Porém, para mostrar q@é < 7 resta mostrar comio-colorir os grafosG tal que
g(G) > 7 e que possuem um conjunto bom com pelo men@3) — 1 cores.

O texto da dissertacao esta organizado da seguinte fanm&apituld 2, estabelecemos
a terminologia de Teoria dos Grafos utilizada e outros dtoE@ecessarios ao entendimento
do trabalho; no Capituld] 3, apresentamos as definicdescaracteristicas gerais em torno
de b-coloragdes; no Capituld 4, aprofundamos o estudb-deloracdes voltado aos grafos
regulares, onde apresentamos o0s principais resultaddsshté o momento que se relacionam
com a Conjectura_1l.4 de Blidia, Maffray e Zemir e que mostram g dificuldade em obter
melhorias nessa conjectura indicam também a dificuldade@strar quey* < 7; no Capitul@b,
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apresentamos nossos resultados principais obtidos egaosda@ nUmerb-cromatico de grafos
com cintura pelo menos 6 e 7 e que nao possuem conjunto bor@apitulo® apresentamos
nossas conclusdes acerca do trabalho desenvolvido e smessiiio sobre o Problefmall.1.
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2 Notag@o e conceitos preliminares

Neste capitulo, sdo apresentadas as definicdes basicEeoria dos Grafos necessarias ao
entendimento deste trabalho, bem como a notac¢ao utliz&bnceitos mais especificos sao
dados ao longo do texto. A maior parte das definicdes foad dos livrosGraph theory with
applicationgl4] e Graph theory5], que podem ser consultados para informacdes adisiona

2.1 Conceitos lasicos

Um grafo G& um par ordenad@/(G), E(G)) consistindo de um conjunto nao-vaxigG)
devérticese um conjuntdE(G), disjunto deV (G), dearestas junto com uma fun¢adgic que
associa a cada aresta um par nao ordenado de vérticds@emumente, usamd@s = (V,E)
como notacao de um grafo com conjunto de vértiées conjunto de arestds. Todo grafo
admite uma representacao grafica onde cada vertiggésentado por um ponto e cada aresta
é representada por uma linha unindo os pontos correspt@sdaos vértices associados a tal
aresta. Por simplicidade, escreveraesuvao invés deys(e) = {u,v}, e, quando conveniente,
utilizamosuv para nos referirmos a arega

See &€ uma aresta B e v sao veértices tais que= uv, dizemos que incideemu e emv e
queu ev incidememe. Dizemos ainda que tais vértices sa@asemidadeslee, e que a aresta
e une wev.

Uma aresta@ & umlago se as suas duas extremidades sao iguais. Duas arestadtgalas
se elas coincidem em ambas as extremidades. Um @Gréfsimplesse ele nao possui arestas
multiplas nem lagos, e 0 seu conjunto de vértices é filteste trabalho, tratamos apenas de
grafos simples, e as defini¢cOes e resultados que seguem déBpeito aos mesmos.

Duas arestas saljacentese elas possuem uma extremidade em comum (sao incidentes a
um mesmo Vveértice) e dois vértices sifjacentese eles sao incidentes a uma mesma aresta. A
vizinhanca N(v) de um vérticer em um grafoG & o conjunto de todos os vértices adjacentes
av. Definimos também a vizinhanga de um conjunto de vért®éd;(S), como a uniao das
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vizinhancas de cada vértice @menos os vértices do propt® O graude um vérticey, dg(V),

€ 0 nUmero de arestas incidentesean G, isto &, o numero de vértices adjacentes Benota-
mos pord(G) e A(G) o menor e o maior valor dos graus dos vértice§deespectivamente. A
vizinhanca de arestas € definida de forma similar.

Chamamos d#rivial o grafo com apenas um vértice. Um gr&@& completose existe uma
aresta entre cada par de vértices distintos. Denotamds,pmgrafo completo com vértices.
Um grafo G é vaziose nao possui arestas. c@mplement,o(g, de G & o grafo simples cujo
conjunto de vértices ¥(G) e cujas arestas sao exatamente os pares de vérticesjadenaels
emG.

Dizemos que o graftl € umsubgrafodeGseV(H) CV(G) eE(H) C E(G) e escrevemos
H C G. SejaSum subconjunto nao-vazio d& O subgrafo dé& cujo conjunto de vértices ®
e cujo conjunto de arestas € o conjunto de arest&alee tem as duas extremidades &0
subgrafo de5 induzidopor Se & denotado pds|S. Dizemos também qu8[S| € umsubgrafo
induzidode G.

Um emparelhamentem um grafoG &€ um subconjunto de arestas nao-adjacentes entre si.
SeM é um emparelhamento, dizemos que as duas extremidadesl@alarmesta dé&/ estao
emparelhadagpor M e cada vértice incidente a uma arestaMiestacobertopor M. Um
emparelhamento perfeitoum emparelhamento em que todos os vértices estao cobertos.

Um subconjuntds deV(G) & umconjunto independenteu conjunto esivelde G se ne-
nhum par de vértices d&é adjacente ers. Umacliqueé& um subconjunt& deV (G) tal que
G[K] & completo. A cardinalidade do maior conjunto estavel emdar clique de um graf®
sao denotadas, respectivamente, @) e w(G).

Um caminhoemG & uma sequéncia finita e ndo n®a- vovy . ..V, tal que, para X i <k,
Vi_1V; € uma aresta e todos os vérticesRdgao distintos. Dizemos qu®é um caminho entre
Vo € V. Se existe um caminhB = vgvy ...V entrevg e Vi e VoVk € uma aresta, dizemos que
C=w,V1,...,V, Vo € umciclo. Otamanhode um caminhd® e de um ciclcC & a quantidade
de arestas respectivamenteRleC. As arestas d& que unem dois vértices nao sucessivos em
um caminho ou em um ciclo sao chamadasalelas

Um caminho induzid@ um caminho sem cordas e emlo induzidog um ciclo sem cordas.

Um caminho conk vértices & denotado p& e um ciclo conk vértices & denotado pQx.

Um grafoaciclico & um grafo que nao possui ciclos.ckturade um grafdG € o tamanho
do menor ciclo induzido d&. Representamos a cintura @epor g(G). SeG & um grafo
aciclico enta@(G) = o.
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O conjunto dosértices intermediriosde um caminh® = vgv; ... v, emG € definido pelos
vértices enV (P) — {Vvo, %}, enquanto queg e vy sdo aextremidadesleP. Sevp=xew =Yy
dizemos qué® € umxy-caminhemG.

Umaparticdo de um conjuntd & uma familia de subconjuntos, também chamadotes
ouclasses? ={S |icl}, taisquely§ =SeSNS =0, paratoda,j clondei # jel &

i€l
um conjunto qualquer.

Dois vérticesu e v estaoconectadose existe um caminho enttee vem G. Todo grafo
G admite uma particdo dé(G) em subconjuntos nao-vazivs, Vs, ... V| tal que dois vértices
u e v estao conectados se e somente se aml@gpertencem ao mesmo subconjukto Os
subgrafosG[V4|,G[V2],...,G[M] sdo chamados deomponentese G. SeG tem exatamente
uma componente, entd® é dito conexo Equivalentemente, dizemos que um grafo & conexo
se quaisquer dois de seus veértices estao conectados. cQatsario, o grafo € chamado de
desconexo

Em um grafoG, adistanciaentre dois vértices e v &€ o tamanho do menor caminho enire
evemG e é denotada pdfist(u,v). O diametrode um grafds é o valor da maior distancia entre
qualquer par de vértices d&e & denotado patiam(G). Seu e v pertencem a componentes
distintas, entadist(u,Vv) = co.

Nos capitulos seguintes, quando estiver claro a que gstéone@s nos referindo, podemos
omitir, nas notacdes dadas acima, o simbolo que indicgraifo especifico. Por exemplo, ao
invés deV (G) e Ng(v) escrevemos apensse N(v).

Um grafoG é bipartido se seu conjunto de vértices pode ser particionado em doé®st
juntosX eY tais que toda aresta tem uma extremidadeXeenoutra en¥. Se todo vértice de
X & adjacente a todo veértice ¥eentaoG & umgrafo bipartido complet@ & denotado pdf; s,
quanda =| X | es=| Y |. Os grafoK; s sao chamadosstrelas

Um grafo é bipartido se e somente se ele nao possui cicltamEnho impar. Umarvore
& um grafo conexo e aciclico. Portanto, uma arvore & w@afodpipartido.

Dadosu # v, doisuv-caminhos? e Q emG saointernamente disjuntcse eles nao possuem
vértices internos em comum, ou seja\g&) NV (Q) = {u,v}. A conectividade locaéntre
vértices distintosl e v & o nUmero maximo dev-caminhos dois a dois internamente disjuntos,
e & denotada pau(u,Vv).

Um grafo nao trivialG é k-conexcse p(u,Vv) > k para quaisquer dois vértices disjuntos
v. Por convencao, um grafo trivial € 0-conexo e 1-conexas mao &-conexo park > 1. A
conectividade (G) & o maximo valor dé& para o quals ék-conexo. Assim, para um grafo nao
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trivial G,
K(G) =min{p(u,v) :u,v e V,u# v}.

Um grafoG é k-regularsed(v) = k para todov € V. Dizemos ques é regular seG é k-
regular para algum inteira Os grafos 3-regulares também sao referidos cgrafos @ibicos

Ao longo do texto usaremos a notagappara representar o conjunfa, 2, ..., n}.

2.2 Coloracio de \ertices

Dado um grafds = (V, E), uma coloragao de vértices @eou simplesmente un@loragdo
deG, é uma funcae:V — N que associa a cada vértice do grafo um nimero inteiro,-deno
minadocor. Denotamos poc(H) o conjunto das cores de uma coloragdde um grafoG
utilizadas em um subgrafd de G. Se uma coloracao de um graBpossuik cores, também
podemos chama-la decolorag@o de G. Habitualmente, escolhemds,2,... ,k} para ser o
conjunto de inteiros representativo dasores de umé&-coloracao.

Alternativamente, um#&-coloracaoc de um grafoG pode ser vista como uma particao
Z ={9,S,...,&} do conjunto de vértices d8 emk partes onde cada parg contém os
veértices coloridos com a corpara toda € {1,...,k}. Os conjuntos§ sao aslasses de cota
coloracacc.

Dada uma coloragdode um grafaG = (V,E), um vérticev € V é adjacente a uma classe
de cor $ouadjacente a cor sev & adjacente a algum vérticedistinto dev, tal quec(u) = .

Dizemos que uma colorac@c propria se uma mesma cor nao é atribuida a dois vértices
vizinhos. Em umé&-coloracao propria, cada classe de cor & um conjunévelst Como tra-
tamos apenas de coloragcdes proprias nesse texto, daglinate nos referiremos as mesmas
apenas como coloragdes k1ieoloracoes.

Um grafo ék-colorivel se admite unk-coloracao. O menor inteifopara o qual um grafo
G é k-colorivel & onUmero cronatico de G, denotado pog (G).

Em um grafoG = (V,E) tal que|V| = n, cada classe de cor possui no maxia@&) cores,
uma vez que sao conjuntos estaveis. Dessa forma, temagimteelimitante inferior para o
nimero cromaticox(G) > [n/a(G)]. Um outro limite inferior pargy(G) & o tamanho da
maior clique, ja que todos os vértices de uma clique dewesalrer cores distintas. O Teorema
de Brook$ 211 estabelece um limite superior para o nUmeroatico de grafos em geral.

Teorema 2.1 (Brooks [6]) Seja G um grafo conexo. Bt x (G) < A(G), a menos que G seja
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um cicloimpar ou um grafo completo, situags em qug (G) = A(G) + 1.

E possivel decidir em tempo polinomial éG) = 1 ou 2. Entretanto, determinar se um
grafo qualquer &-colorivel € um problem& P-completo para tod& > 3 [29,42], mesmo
considerandé& = 3 e G um grafo sem triangulos e com grau maximo quatro [49]nAtBsso,
para todos > 0 o problema de coloragado nao pode ser aproximado por tonrfeenor que
n'~¢, a menos qué = NP [48].
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3 b-Coloracao

Neste capitulo apresentamos as definicdes, as progesanos resultados gerais relacio-
nados &-coloracao de vertices.

3.1 Definig@o

Considere uma coloracao propcide um grafds. Com o objetivo de diminuir a quantidade
de cores utilizadas nessa coloragao, varias estestpgdem ser propostas. Em particular, pode-
se considerar as seguintes estratégias:

» Estratégiaa: Se existem duas classes de 2oe Y tais queX UY & um conjunto in-
dependente, podemos recolorir 0os vertices'dsom a cor correspondente a clas§e

eliminando assim uma classe de cor.

 Estratégiab: Se existe uma classe de ¢otal que cada vértice possui pelo menos uma
cor (diferente da sua) que nao é utilizada em sua vizirdygoodemos recolorir cada
vértice emX com uma tal cor, eliminando portanto a classe dexcor

A Figura[3.] ilustra a Estratégm Vemos ques, U S, € um conjunto independente. Logo
podemos eliminar a clas&g ao recolorir todos 0s seus vértices com a cogde

A Figura[3.2 ilustra a Estratégiia Podemos ver que para cada vértieeV da classe de cor
S existe uma cor que nao é utilizada &hv). Recolorimos assim os vértices 8ede modo
eles recebam alguma cor nao utilizada em sua vizinhangavé@ices escuros na coloragao
resultante possuem todas as cores restantes, exceto #l&sas em sua vizinhanca.

Obviamente, existem casos em que essas estratégiasdaem per aplicadas. No caso da
Estratégid, nao podemos aplica-la se a coloracao satisfaz:
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Figura 3.2: Aplicacao da Estratéda

Definigcdo 3.1 (b-coloracggo) Uma k-coloraéo c de um grafo G= (V, E) & uma b-colorago se,
paratodoi (L <i<K), existe yec § tal que, paratodo j1 < j <K,i # J), existe y € §j com
uivj € E (dizemos queje um b-ertice da cor i).

As coloracdes resultantes das Figuras 3[1é 3.2 sao éxeiuhp coloragdes em que nao
podemos mais aplicar a estratégia a estratégif, respectivamente. Com isso, a Figurd 3.2
mostra um exemplo de untacoloragcao. O seguinte parametro mede o0 pior caso deagplo
da estratégié, com relacao a distancia ao nimero cromatico:

Definicao 3.2 (NUumero b-cromatico) O nimero b-croratico de um grafo G, denotado por
Xb(G) & o maior inteiro k para o qual G possui uma b-cologiagcom k cores.

As definicdes dé-coloracao e de numetmcromatico foram primeiramente propostas por
Irving e Manlove[[37]. Eles mostraram que enconfigiG) € um problema NP-dificil em geral,

mas que é polinomial para arvores.



22

Dado um grafds, uma observacao importante € representada pela dekagea

X(G) < xb(G)

A desigualdade & verdadeira pois, claramente, toda @@lorpropria deG que utilizax(G)
cores & um#-coloracao. O Algoritm@ll mostra o funcionamento da Esgiab de coloracao
que tenta diminuir o nUmero de cores utilizadas em uma agéar propria qualquer, obtendo
umab-coloracao do grafo de entrada.

Algoritmo 1: Algoritmo B de coloragao

Entrada: GrafoG = (V, E) pré-colorido com umé-coloragao propria’.
Sada: b-Coloracaac deG.

1c=cC.
2 paratodoi =k,...,2faca
3 paratodov e S, onde $€é a classe de cor com a corfgca

L sedl € [k] —{i}, tal que I¢ c(N(v)) e § # 0 entdo
| c(v)=I

o A

6 Retornec.

3.2 Compara@o com outros paametros de colora@o

Como na estratégia, os casos em que a Estratégiado pode ser aplicada sao aqueles em
que a coloragao encontrada satisfaz:

Definicao 3.3 (a-coloraggo) Uma k-coloraéo ¢ de um grafo G- (V, E) & uma a-colorago se,
para quaisquer,ij(1<i < j <Kk), existem u, v tais quea S, ve Sj e uve E.

Da mesma forma que o nUmelpecromatico, o0 seguinte parametro mede o pior caso de
aplicacao da estratéggacom relacao a distancia ao nimero cromatico:

Definicao 3.4 (NUmero a-cromatico) O nimero a-croratico de um grafo G, denotado por
Xa(G) & o maior inteiro k para o qual G possui uma a-cologiagcom Kk cores.

O numeraa-cromatico foi primeiramente definido por Harary etial.]JJ#m [8] & mostrado
que o problema de determinar g G) > k para um dado valdt & um problema NP-completo,
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mesmo no caso em gu& é uma arvore. Chaudhary e Vishwanathan [14] apresentaram
algoritmo aproximativo para o nUmeaecromatico com fator de aproximacao@én/+/logn).

Pelas definicdes da-coloracao ed-coloracao podemos ver que toblaoloracao de um
grafo G qualquer que utilizg(,(G) cores também & umacoloragdo des. Dessa forma a
seguinte desigualdade é valida:

Xb(G) < Xa(G)

Irving e Manlove [37] demonstraram formalmente a validadeldsigualdade anterior. Pode-

mos concluir, dessa forma, que

X(G) < Xb(G) < Xa(G)

Portanto, o parametrg,(G) & um refinamento dg,(G), se considerarmos esses parametros
apenas como limites superiores para o nimero cromatic &®r isso o nUmerb-cromatico
e ab-coloracao passaram a ter uma importancia maior naddos Grafos.

O numero de Grundye um grafoG, primeiramente nomeado e estudado por Christen
e Selkow [15], & o maior inteir& tal que existe uma ordem d4G) que, se utilizada pelo
Algoritmo guloso de colordp, leva-o a retornar uma coloragao cénecores. O niUmero de
Grundy é denotado pdr(G). O Algoritmo[2 descreve o procedimento do Algoritmo guloso
de coloracdo. Nao é dificil perceber que o Algoritmdogo gera uma coloracao propria de
G, ou seja, que todo vértice recebe uma cor que nao é dalizen sua vizinhanca. Para cada
vérticev € V(G), sao utilizadas no maximA(G) cores em sua vizinhanca, eventualmente
sendo necessario uma nova cor pardessa forma, temos qUi€G) < A(G) +1. Como em
toda coloracao propria utiliza-se pelo mend§) cores, entay (G) < IN'(G) <A(G) + 1.

Algoritmo 2: Algoritmo guloso de coloragao

Entrada: GrafoG = (V,E) e ordemf = vy, Vo,...,vy deV.
Sada: Coloragao propria deG.

1 paratodoi=1,...,nfaca
2 t c(vi) =k, ondek € [n] & a menor cor nao utilizada eN{vi) N {v1,...,Vi_1}.
3 Retornec.

O numeraob-cromatico também se assemelha ao numero de Grundygjambos repre-
sentam um limite superior para o nUmero cromatico. Eattet ndo & verdade que o parametro
(G) sempre & um limite superior paxg(G) e nem o contrario.
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Como podemos ver na FiguraB3.3, o gr&alefinido como a uniao de estrelas disjuntas
&, 1 € [n], tal queg = K1 n_1, possui nUmerd-cromaticon, onde colorimos o vérticg; com
a cori e os seus vizinhos com cores distintas [@h {i}, de modo quay; seja ob-vértice
da cori. No entanto temos quE(G) = 2, ja que para qualquer estreda ao aplicarmos o
Algoritmo [2 em qualquer ordem dos seus vértices, podempsjuwe todos 0s veértices nao
adjacentes devem receber a mesma cor, enquanéaebe uma segunda cor. Portagi¢G)
pode ser arbitrariamente maior ques).

Ui U2 Unp

€1 €2 €n

Figura 3.3: Exemplo de quU&(G) < xu(G).

Suponha agora o grafé obtido a partir de um grafo bipartido complé€g,, onde remove-
mos um emparelhamento perfeito e incluimos novamente mestaaemovida. O mesmo pode
ser visto na Figura_3.4. Suponha uinaoloracaoc de G com pelo menos 3 cores. Sabemos
queun e v, devem possuir cores distintas e suponhaaug) = 1 ec(v,) = 2. Suponha sem
perda de generalidade qué-wértice da cor 3 &; € U. Masu; nao pode ser adjacente a algum
vértice da cor 1, ja quay, € adjacente a todo vértieg i € [n]. Logo xp(G) = 2. Seja agora a
ordem6 = (uz, V1, Uz, Vo, ..., Un, V) dada como entrada ao Algoritib 2. Podemos ver que o par
(ui,V;) sera colorido com a cor para todd € [n— 1] e u, recebe a con, enquantos, recebe a
corn+1. ComoA(G) = n, temos qud (G) = n+ 1. Portantox,(G) pode ser arbitrariamente
menor qud (G).

Figura 3.4: Exemplo de quU&(G) > xu(G).
As seguintes desigualdades resumem essas consideracdes

X(G) < X(G),MN(G) <A+1
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3.3 Observa@es sobre &-coloracao

Existem grafos cujo nUmero cromatico pode ser arbitnaeiste distante do nimein
cromaético: considere o grafé mostrado na Figuiia 3.5, que é obtido através do grafoftimpar
completoK, , removendo-se um emparelhamento perfeito. Fazefwp= c(vi) =i, i € [n]
obtemos umé-coloracéo conm cores. Como cada vértice possui gradl, xp(G) = n, porém
X(G) = 2, poisG & um grafo bipartido.

U1

U2

u3

Uy

Figura 3.5: Exemplo que mostra gxg(G) pode ser arbitrariamente distante)d&).

Alem da grande diferenca que pode existir entre 0 nUmeraatico e o nUmerb-cromatico
de um grafoG, podemos observar que, quande- 4, o grafo da Figurd 3.5 possui urba
coloragao com 2 e 4 cores, mas nao possui uma com 3 coresesMaMAao ocorre com relacao
as a-coloragdes[[32], pois sempre existe uaaoloragdo com qualquer valyr(G) < k <
Xa(G). O espectro b-crortico de um grafdG é o conjunto de todos os inteirksal que existe
umab-coloracdo deG comk cores. Em sua tese, Falk [27] introduziu o conceit@ydeos
b-coninuos um grafoG €& b-continuo se seb-espectro &€ completo, ou seja, Ggpode ser
b-colorido comk cores para todk € {x(G),..., xp(G)}. Faik provou que decidir se um grafo
G é b-continuo & NP-completo, mesmoGee um grafo bipartido e seus nimeros cromatico e
b-cromatico sdo conhecidos. Kratochvil et all[46] mastm a seguinte proposicao que carac-
teriza a existéncia de um graf®cujo espectrd-cromatico &{2,n}:

Proposigao 3.5 (Kratochwl et al. [46]) Para todo n, existe um grafo G tal que G possuiaum
b-colorago por k cores apenas parak2 e k= n.

E também verdade que a diferenca entre os nintemematicos de um grafG e um
subgrafoH de G pode ser arbitrariamente grande e, aléem disso, Hopossuindo o nUmero
b-cromatico maior:

Proposicao 3.6 (Kratochwl et al. [46]) Para todo n, existe um grafo G e um subgrafo inido
H de G tal quexy(H) — xp(G) > n.



26

Na demonstracao da Proposi¢ad 3.6 utilisa-se o grafartilo completdp;4n+4 Onde
removemos um emparelhamentorde 3 arestas. Esse grafo & similar ao grafo da Figuia 3.4 e,
como vimos, seu numetfwcromatico é igual a 2. Alem disso, esse grafo possui ungsiio
induzidoH, ondeH & o grafo bipartido completi, 3,13 onde removemos um emparelha-
mento perfeito. Como vimos na Figural3.5, o nUmexomatico deH € igual an+ 3. Logo

Xo(H) = Xb(G) =n+1.

E fato conhecido que, 9¢ & um subgrafo d& e x(H) = k, entdoy(G) > k. Um grafo
G é k-critico se ele € minimal com respeito a propriedadeGlpossuir nUmero cromatico
k. Assim, qualquer graf@ que satisfaz((G) > k, contéem necessariamente um subgiafo
critico. A Proposi¢ab 316 inibe uma abordagem por meigrdéos criticos para o problema de
b-coloracao, como é feito na coloragao tradicional.

3.4 Om-grau de um grafo

Podemos observar que, para um grafpossuir uméeb-coloragaoc comk cores,G deve
conter pelo mendsveértices onde cada um recebe uma cor diferente eujos graus sao pelo
menosk — 1. Irving e Manlove([3]7] definiram um novo parametro bassatEssa observacao:

Defini¢cdo 3.7 (m-grau) Para um grafo G= (V, E), suponha que ovtices de G, ¥, Vo, ..., Vn,
estio ordenados de modo quéwd) > d(v2) > ... > d(v,). O m-grau de G, denotado por(@),
é definido por:

M(G) =max{i:1<i<nd(v)>i—1}.

Pela propria Defini¢alo 3.7, podemos observarm(@) pode ser calculado em tempo po-
linomial e quem(G) < A(G) + 1. Irving e Manlovel[37] mostraram quena-grau &€ um limite
superior para 0 niUmeitwcromatico de um grafG:

Lema 3.8 (Irving e Manlove [37]) Para qualquer grafo G¢,(G) < m(G).

Demonstrag@o: Suponha qugp(G) > m(G) e sejac umab-coloragao conxy(G) cores. Temos
que cada classe de cora@possui unb-vértice que deve ter grau pelo mengsG) —1 > m(G),
uma contradicao. O

Dado um grafdG qualquer, sel € V(G) possui grau pelo menas(G) — 1, dizemos quel
& umvértice dens@ representamosawnjunto de todos osvtices densode G por D(G).
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Podemos ver que todmsvértice de umd-coloragaoc, comm(G) cores, de um graf® é
um veértice denso. Claramente o contrario nao & verdadeug¢ em um grafad-regular, por
exemplo, todos os vértices sao densos, vistom@) = d + 1, mas todeb-coloragao des
possui no maximaon(G) vértices, pelo Lem@a_3.8. Ou seja, a quantidade de védiessos em
um grafo qualque6 pode ser bem maior que(G). Um conjunto contendo urp-vértice de
cada cor distinta de untacoloracaac € chamado de untzase da b-colorago c

O limite superiom(G) & um limite justo: uma cliqu& comn vértices possuin(G) = n,
ja queG é (n— 1)-regular, e, claramente, toda coloragao propri&gessuim(G) cores. Por
outro lado, o nUmerd-cromatico pode ser arbitrariamente distanterd&), como acontece
nos grafos bipartidos completés,n. SejaG um grafo bipartido completo com partes=
{ug,uz,...,un} €W = {wg,Wo,...,Wy}. Vemos quen(G) = n+ 1, porém,x,(G) = 2. De fato,
suponha que existe unbecoloracaac de G que possui ®-vértices. Logo, pelo menos uma das
partes possui pelo menos dbisértices de cores diferentes, diganmeau, € U. Por definigao,

up deve possuir um vizinhw; tal quec(w;) = c(uz). Porémyw; & adjacente &1, um absurdo.

3.5 Complexidade de encontrar o imero b-cromatico
Os seguintes problemas sao considerados nesta se¢ao:

B-COLORACAO
Instancia: GrafoG = (V,E) e inteirok.

Questo: Existe umab-coloragao dé&s que utilizak cores?

NUMERO B-CROMATICO
Instancia: GrafoG = (V,E) e inteirok.

Quesho: xp(G) > k?

Claramente NMERO B-CROMATICO se reduz a B-COLORARO, afinal responder se
Xb(G) > kequivale a questionar se existe ubreolora¢ao conh cores, para cada valor tgue
satisfacek < | < m(G). Entretanto, ndo & 6bvio se conheggfG) ajuda a decidir s& possui
umab-coloracao conk cores, quand& < xp(G). Portanto, uma maneira mais facil de mostrar
que ambos os problemas sdo NP-completos, seria mostratgMERO B-CROMATICO &
NP-completo:
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Teorema 3.9 (Irving e Manlove [37))NUMERO B-CROMATICO & NP-completo.

A demonstracao do Teorerhal3.9 ndo sera apresentadgateest. Irving e Manlove utili-
zaram uma reducao polinomial do seguinte problem&#ERO B-CROMATICO:

COBERTURA EXATA POR 3-CONJUNTOS (X3C)

Instancia: ConjuntoS= {s1,%,...,S}, onden= 3k para algum inteird, e uma cole¢ao
T={T,To,...,T;n} de subconjuntos dg, onde|T;| = 3 para cada

Questo: T possui uma cobertura exata p&&a Ou seja, existe um conjunid C T de
conjuntos dois-a-dois disjuntos cuja uniao s&ja

Uma vez que X3C & NP-completo [29] MERO B-CROMATICO e B-COLORACAO
também o sdo. Além disso, a reducao apresentada pgog levManlove implica que & NP-
completo decidir sgp(G) = m(G) para um grafdG qualquer, um indicio de que os grafos
com xp(G) = X(G) nao possuem uma estrutura facil de ser reconhecida. &ssmbtivou o
estudo dos grafo6 tal quexp(H) = x(H) para todo subgrafo induzidé de G. Tais grafos
sao chamados de-perfeitos que foram primeiramente estudados por Hoang e Kouidér [36
Hoang, Maffray e Mechebbek [B4] caracterizaram todos a$ogib-perfeitos por subgrafos
induzidos proibidos.

Kratochvil et al.[46] provaram que (WIERO B-CROMATICO e B-COLORAGAO sao
dificeis mesmo quando restritos a grafos bipartidos costex

Teorema 3.10 (Kratochvil et al. [46]) B-COLORAGAO & NP-completo para k m(G) mesmo
para grafos bipartidos conexos € @) = A(G) + 1.

Obviamente, o problema B-COLORAD pertence a NP. Para mostrar sua NP-completude
0s autores mostraram uma reducao polinomial do seguiabdgma, que & NP-completo [35],
para B-COLORAQO:
3-COLORABILIDADE DE ARESTAS (3CA)
Instancia: Grafo 3-regulaG = (V,E).

Questo: G admite uma coloragao das arestas com 3 cores?



29

Como NJMERO B-CROMATICO & NP-completo, & natural abordar este problema por
meio de algoritmos aproximativos. Entretanto, até o0 mdmaao se conhece nenhum algo-
ritmo aproximativo para o problema. Corteel, Valenciad®ale Veral[16] provaram o seguinte
teorema.

Teorema 3.11 (Corteel, Valencia-Pabon, e Vera[16]) Gimero b-croratico de um grafo @aoé
aproximavel por um fato20/113— € em tempo polinomial a menos que P=NP, para qualquer
£>0.

3.6 O nimero b-cromatico dearvores

Diversos problemas em grafos, que sao NP-completos enfauaslacdes originais, sao
polinomiais quando suas instancias sao restritas/asem. O problema de determinar o nUmero
b-cromatico de um grafo ndo & uma excecao, como vereDea uma arvore, Irving e Man-
love [37] demonstraram qug,(T) € {m(T) —1,m(T)} e que as Unicas arvores que satisfazem
Xo(T) =m(T) — 1 séo aquelas que se enquadram na seguinte defini¢ao.

Defini¢ao 3.12 (Irving e Manlove [37])(Arvore pivoteada) Umaarvore T= (V,E) & pivote-
ada se T possui exatamentéTm véertices densos e unéftice especial v, que chamamos de
pivo, satisfazendo:

1. vraoé denso;
2. Todo ertice dens@ adjacente a v ou a unéktice denso adjacente a v;

3. Qualquer rtice denso adjacente a v e a outiertice denso tem grau () — 1.

Figura 3.6: Exemplo de arvore pivoteada.

Na Figurd 3.6 temos um exemplo de arvore pivoteada, ondertsas escuros representam
os veértices densos de. Notemos que nao pode haver dois pivds em uma arvore,igsms
implica na existéncia de um ciclo na mesma. No seguintdtegy Irving e Manlove[[37]
determinaram o niUmetwcromatico das arvores pivoteadas:
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Teorema 3.13(Irving e Manlove[[37]) Se Te umaérvore pivoteada, e@b xp(T) =m(T) — 1.

Resta examinar o que ocorre em uma arvore nao-pivotEad2ode ocorrer, neste caso,
que existam mais de(T) vértices densos e, portanto, pode-se realizar diferesiashas de
conjuntos dem(T) vértices densos que serao uma base emhworacdo conm(T) cores.
Dependendo da escolha realizada, podemos recair em uragagtgimilar a que ocorre nas
arvores pivoteadas. Por exemplo, o grafo da Figurh 3.8faath(T) = 5, mas existem seis
vértices densoda,b,c,d, e, f}. Porém, os vértices densad, c,d,e ndo podem ser uma base
de umab-coloracao com 5 cores, pois neste caso nao ha nenhwolazsle cor para o vertice
v que leve a umd-coloragao del comm(T) cores (observe que 4 cores diferentes devem
aparecer nas vizinhancas ble d). Porém, umd-coloragao por 5 cores de existe tomando
ou{a,b,c,e f} ou{a,c,d,e f} como osh-vértices.

Dessa forma, uma escolha criteriosa dos vértices dengessponecessaria para se alcancar
umab-colora¢ao conm(T) cores. A seguir, definimos uma escolha “ruim” de vérticassde
em uma arvore nao-pivoteada:

Definicdo 3.14 (Irving e Manlove [37])(Veértice circulado).Seja T= (V,E) umaarvore e V
um subconjunto de (@) com cardinalidade fT). En&o V' circula algum ertice ve V \ V'
se:

1. Cada ertice emV € adjacente a v, ou a unéstice em V adjacente a v; e

2. Qualquer ertice em V adjacente a v e a outroévtice em V tém grau niT) — 1.

Nos referimos a v como unértice circulado por V.

@)
c
o—0O—-O0
d S
Oo—0 O
a b %
e
o—0O—-0
O

Figura 3.7: O conjuntda, b, c,d, e} circulav, enquantda,b,c,e, f} ndo.
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Similarmente ao que ocorre nas arvores pivoteadas, sejr@rawore nao-pivoteads,
um vérticev é circulado por um conjuntd’(|V’| = m(T)) de vértices densos, entdo os vértices
emV’ ndo sao uma base de umaoloragdo delf comm(T) cores. Porém, com® & nao-
pivoteada, o Gnico caso em que isso € possivel € quantmstema quantidade maior do que
m(T) de vértices densos (caso contraNd, & o conjunto dos vértices densos Tee v se
enquadra na definicao de pivd, contradizendo o fato deTgéenao-pivoteada), e podemos
escolher outro conjunto de vértices densos para desempemapel déd-vértices. A seguinte
definicao caracteriza uma “boa” escolha dos vérticesaede uma arvore nao-pivoteada:

Defini¢do 3.15 (Irving e Manlove [37])(Conjunto bom).Seja T= (V,E) umaarvore e V C
D(T) com cardinalidade rfT). Enfio V' &€ um conjunto bom com respeito a T se:

1. V' ndo circula nenhumértice em W\ V’; e

2. Qualquer ertice ue V\ V' tal que du) > m(T) & adjacente a alguma V'.

Na Figurd 3.7, o conjuntda,c.d,e, f} € um exemplo de conjunto bom. Irvinge e Man-
love [37] utilizaram o seguinte lema para demonstrar o Teaf8.17.

Lema 3.16 (Irving e Manlove[[37]) Se T (V, E) & umaarvore rio-pivoteada erdio podemos
construir um conjunto bom para T.

Teorema 3.17 (Irving e Manlove [37]) Se T= (V,E) & umaérvore rao-pivoteada, efdo
Xo(T) =m(T).

Como verificar se uma arvofiieé pivoteada ou nao pode ser feito em tempo polinomial, te-
mos que NJMERO B-CROMATICO é polinomial em arvores. Alem disso, as demonsteac
gue nao sao apresentadas aqui, fornecem algoritmo®polis para a construcao deoloracdes
comm(T)—1ecomm(T) cores, respectivamente no caso de arvores pivotedasfviieadas.

Em relac&o ao problema B-COLORAQ, Faik e Kara et al[[26,38] demonstraram que,
dado umgrafo cordal G um grafo livre de ciclos induzidos de tamanho pelo menosuina
b-coloragao do mesmo cokncores, pode-se obter, em tempo polinomial, umtdloracao de
G comk—1 cores s& > x(G) + 1. As arvores sao grafos cordais. Logo, dados uma afvere
um valork, para responder Sk admite umab-coloracao conk cores basta determinar o valor
de xp(T) e verificar se X k < xp(T). Consequentemente, B-COLORAQ é polinomial em

arvores.



32

4 Db-Coloracao de grafos regulares

Neste capitulo, apresentamos algumas abordagens debeooharir grafos regulares e os
principais resultados obtidos a partir das mesmas. Essadagfens sao baseadas em diferentes

parametros do grafo, como veremos.

4.1 Quanto ao mimero de \ertices

Como vimos no capituld 3, as desigualdades a seguir $@lasfara todo grafe:

X(G) < Xxp(G) <A(G) +1

Como vimos, também no Capitdld 3, Hoang, Maffray e Meble#t[34] caracterizaram
todos os grafob-perfeitos por subgrafos induzidos proibidos. Um problémaortante € ca-
racterizar aqueles grafds tais quex,(G) = A(G) + 1, ja que este & o limite superior para
0 numerob-cromatico de qualquer grafo. Kratochvil, Tuza e Volgt][#6ovaram o seguinte
teorema:

Teorema 4.1 (Kratochvil, Tuza e Voigt[46]) Seja G um grafo contendotices \, vz, . . ., Va(G)+1
tais que dvi) = A(G), paratodo i, e distvj,vj) > 4 para todo i# j. Entdo xp(G) = A(G) + 1.

Demonstra@o: Denotaremod\(G) = A. Iremos construir uméa-colora¢éo dé&s comA+1
cores. Para todoc [A+ 1] colorimosy; com a cori e sua vizinhanca com a cor@s+ 1]\ {i}

tal que todas aA cores sao utilizadas na vizinhanca. Até agora essa éoloeacao propria
de G, pois a restricao de distancia implica que nao existénices adjacentes com a mesma
cor e cada um dos veérticesé umb-vertice. Alem disso, a pré-coloracao pode ser extand
ao grafo todo utilizando o Algoritnd 2. Note que, isso € pasgois, todo vértice tem grau no
maximoA e temosA + 1 cores disponiveis. Assiny,(G) = A+ 1. O

Claramente s& & um grafad-regular satisfazendo a restricao de distancia do Teale1,
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entaox,(G) = d+ 1. Aideia também pode ser utilizada para provar o seguéstdtado acerca
dos grafos regulares:

Corolario 4.2 (Kratochvil, Tuza e Voigt [46]) Seja G um grafo d-reguled > 2) com pelo
menos 4 vertices. Enio x,(G) = d + 1.

Demonstragio: Pretendemos encontrer+ 1 vérticesvy, ..., Vg1 ondedist(vi,vj) > 4 para
todoi # j. Tome arbitrariamente um vértice compe sejaG; o0 grafo obtido ao removen

junto com sua primeira, segunda e terceira vizinhanca&e@ numero de vértices removidos

& no maximo X-d+d(d—1) +d(d—1)? = d3—d?+d+1 < d®. Da mesma forma, elegemos
um novo Vvértice d€5; comovp e removemaos suas vizinhangas primeira, segunda e terceira
gerando um novo graf6,. Observe que também removemos menosdfueertices deG; a

Gy. Continuamos o processo até obtermos o g@fe;. A soma dos vértices removidos &
menor do qual* e, portanto, existe pelo menos um vértige;. Alem dissodist(vi,vj) > 4

para todd # j. ComoG éd-regular, taiss, . ..,Vqy, 1 satisfazem as condi¢des do Teoréma 4.1.
O

Parad = 2, somente os grafos consistindo de um ou dois ciclos de taonéarpossuem
namerob-cromatico 2 e todos os demais grafos 2-regulares possuerarnb-cromatico 3.

O Corolarid 4.2 significa que, para um dadj@xiste um nimero finito de grafdsregulares
G com xp(G) < d+ 1. E mostrado em[39] que existem exatamente 4 grafos clbimws ¢
Xb(G) < A(G)+1, onde um deles é o grafo da Figlrd 4.1. Todas as excegdgggm nao mais
que 10 vértices.

Figura 4.1: Grafo de Petersen.

Cabello e Jakovac[7] diminuiram o limite do Coroldriol4.2

Teorema 4.3 (Cabello e Jakovad[7]) Seja G um grafo d-regular com pelo ol vértices.
Ento xp(G) =d + 1.
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Assim, qualquer grafd-regular com pelo menosi2 vértices possui numetmcromatico
d+ 1. A demonstracao do Teorerhal4.3 nao sera apresentada @gbello e Jakovac 7]
também mostraram que o limitel2nao pode ser reduzido abaixo deem geral. Para de-
monstrar isso usaremos a definicao de produto lexicagrafi

Definicao 4.4 Dados grafos G e H, chamamos de produto lexiéfigo de G por H, denotado
por G[H], o grafo cujo conjunto deérticesé formado pelos elementos d¢&) x V(H) e cujo
conjunto de arestag8 E(G[H|) = {{(a,x), (b,y)} | abe E(G), oua=b e xyc E(H)}.

O produto lexicografico d& porH pode ser visto como se cada vértioge G fosse subs-
tituido por uma copia dél e vértices de copias diferente e H, sao conectados quando
0s respectivos veértices substituidase v» sao adjacentes e@. Claramente o produto lexi-
cografico nao & uma operagao comutativa, como podeotas ma Figura 412:

G H G[H]

bl
O

Figura 4.2: Produto lexicografico.

Sejad > 2 um inteiro positivo e par e sefgy, um conjunto independente co%nvértices.
O grafoCyq[Sy/2], ondeCyy € um ciclo de tamanhod? € um grafod-regular com exatamente
Zd% — d? vértices. A Figur&4]3 mostra o grafo 4-regulafS,]. Cabello e Jakova€|[7] apre-
sentaram o seguinte resultado.

Proposigdo 4.5 (Cabello e Jakovac [7]) Seja & 2 par e positivo. Eréo xp(Caq[Sy/2]) < d.

Demonstragio: Os vértices d&yy[Sy/] cuja primeira coordenada & a mesma formam uma
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copia do conjunto independerfig/,, chamada débra. Existem, assim,@§; ,-fibras diferen-
tes, e elas formam uma particao do conjunto de vérticegalo.

Considere uméa-coloracao do graf@q[S;/2] com xb(C2q[Sy/2]) cores. Considere uto:
vértice com a cor e sejaF o conjunto des »-fibras que contem urp-véertice com a cor. A
figura[4.3 mostra o exemplo onde- 1 para o grafdCg[S]. As cores[d+ 1]\ {i} devem ser
usadas nas duas vizinhancas de cggdafibras. Entretando, isso implica que todos os vértices
de F devem ter a cor. Assim, nenhum dos vértices &eou da vizinhanca d& podem ser
b-vértices de qualquer cor dé+ 1]\ {i}. Isto significa que a§; ,-fibras que possuem ula
vértice devem estar a distancia pelo menos dois uma da. diémo existe somentel 2lessas
fibras, entao no maxima cores podem ser utilizadas, e assiy(Cad[S/2]) < d. O

Com este resultado obtem-se um grfiegular, para qualquerpar, que possul? vértices
e cujo nUmerdo-cromatico nao & + 1.

Figura 4.3: Produto lexicografic@s[S).

4.2 Quanto ao dametro ea conectividade

Cabello e Jakova¢ [7] analisaram o estudddmloracdes de grafad-regulares que pos-
suem diametro grande e nao possuem ciclos de tamanhosdpielearam o seguinte teorema:

Teorema 4.6 (Cabello e Jakovac [7]) Seja G um grafo d-regular semri@luzidos e diatfG) >
d. Enio xp(G) =d+1.

O grafoCyq[Sy/2] apresentado na Figura 4.3, ordié par, &d-regular e possui diamet
mas seu nUmerp-cromatico nao @+ 1. Isso mostra que a restrigcdo sobre os ciclos de tamanho

4 €& necessaria.

Shaebani[51] melhorou o resultado anterior para grafasdi@metro &€ pelo menos 6:
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Teorema 4.7 (Shaebanil[51]) Seja G um grafo d-regular semedlian{G) > 6. Entao x,(G) =
d+1

Shaebani[51] também mostrou uma nova condi¢ao sufecpara um grafd-regular apre-
sentar nUumerb-cromaticod + 1:

Teorema 4.8 (Shaebanil[51]) Seja G um grafo d-regular sem Sex (G) < % enBo xp(G) =
d+1

Esse limite superior para a conectividade de vérticesseaplica ao grafo de Petergen 4.1
ja que a conectividade de vértices do grafo de Petergéﬁé 1 e seu numerb-cromatico nao
éd+1.

4.3 Quantoa cintura

Para um grafa-regularG cuja cintura & pelo menos 6, M. Kouidér [43] mostrou que o
namerob-cromatico deG é igual ad + 1:

Teorema 4.9 (M. Kouider [43]) Seja G um grafo d-regular com(@) > 6. Ento x,(G) =
d+1.

Demonstra@o: Sejav um veértice deG e sejamvy, Vo,...,Vq Seus vizinhos. Para cada=
1,....dsejaN; = N(v;)\ {v}. Entdo cadd\; &€ um conjunto independente, pois caso conti@rio
conteria unCs induzido. Entao quaisquer ddi§'s sao disjuntos, pois caso contraGgoderia
conter um ciclo de tamanho 4; e ndo existe aresta entre @ggasancas, pois caso contrario
G poderia conter um ciclo de tamanho 5. Construimos uma aghor comd + 1 cores em
[d+ 1] como segue. Associamos a a@b# 1 av, colorimosy; com a coli e associamos cores
distintas aos vértices d¢ no conjuntdd]\ {i}. Finalmente colorimos os vértices restantes uti-
lisando o Algoritmd 2. Claramente obtemos ubreoloracao cona + 1 cores onde os vértices

V,V1,...,Vq saob-vertices. O

El-Sahili e Kouider([22] mostraram que todo grafsegularG cuja cintura & pelo menos 5
e que nao contém ciclos de tamanho 6 possui nuimeromatico igual a + 1.

Teorema 4.10 (El-Sahili e Kouider [22]) Seja G um grafo d-regular coni@) > 5 e livre de
Cs. Entao xp(G) = d+ 1.
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Dessa forma, eles propuseram a seguinte questao:

Questio 4.11 (El-Sahili e Kouider [22]) O iamero b-croratico de um grafo d-regular de cin-
tura5 éigual a d+ 1?

Porém & mostrado em|[2] que o grafo de Petersen, que éuBaregossui numerd-
cromatico igual a 3, o que responde negativamente a guidstl. Em[[2] também & mostrado
0 seguinte resultado:

Teorema 4.12 (Blidia, Maffray e Zemir [2]) Seja G um grafo d-regular tal guyG) > 5,
diferente do grafo de Petersen, e cora®. Entio x,(G) =d + 1.

No mesmo artigo, a seguinte conjectura & proposta:

Conjectura 4.13 (Blidia, Maffray e Zemir[[2]) Seja G um grafo d-regular tal guy(G) > 5,
diferente do grafo de Petersen. BotG possui uma b-color@ap com d+ 1 cores.

A demonstracao do Teorerha 4.12, porém, € longa e faz méléea para cada valor de
d € [6]. Com isso, essa demonstracao passa a ser inviavel gdarasvenaiores de, sendo
necessarios métodos de prova alternativos para derapasfionjectura 4.13.

Cabello e Jakovac [7] apresentaram um limitante inferioa paniUmerdo-cromatico de um

grafo com cintura pelo menos 5.

Teorema 4.14 (Cabello e Jakovad [7]) Seja G um grafo d-regular com cintpedo menos 5.
EniEo xp(G) > [952].

Shaebanil[51] melhorou o resultado anterior, onde obténtimite inferior justo para o
grafo de Petersen.

Teorema 4.15 (Shaebanil[51]) Seja G um grafo d-regular qu&mconém G. Entio xp(G) >
Ld—gsj. Aléem disso, se G possui umangulo, endo x,(G) > Ld%‘rjl

Observe que mostrar qgé = 5 implica mostrar qugy(G) > d, para grafosl-regularess.
Esse seria um avanco bastante consideravel no sentidosteamque a Conjectura de Blidia,
Maffray e Zemir & verdadeira, em vista dos resultados sileilos pelo Teorema 4]15.
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5 b-Coloracao de grafos sem conjunto
bom e cintura grande

Neste capitulo, apresentamos melhorias em alguns réssltabtidos por Silva_[53], em
sua tese, acerca decoloracdes de grafos com cintura pelo menos 6 e que nggupm um
conjunto bom, cuja definicao generaliza a Definicaal3lé@rvores para grafos em geral, e
apresentamos nosso resultado principal. Em sua tese[&3Mgeneralizou algumas definicdes
e alguns resultados de Irving e Manlovel[37] de modo a sezéaml a qualquer inteiro positivo
1 <k<m(G), nao somente m(G).

5.1 Introducao

SejaG = (V,E) umgrafoeuc V. SejaX CV, denotamosly (u) como o conjuntd(u) N X.
Dizemos ques € um vérticek-denso sel(u) > k— 1 e denotamos p@y(G) o conjunto de todos
0s vérticek-densos dé.

Definimos agora uma estrutura “ruim”com respeito a obter broaloragao conk cores.

Definicdo 5.1 (Vértice circulado).Seja G= (V,E) um grafo e WC Dy(G) com cardinalidade
k. Enfio W circula algum &rtice uc V \ W se:

1. Todo ‘ertice em We adjacente a u, ou a un&ktice em W adjacente a u; e

2. Qualquer ertice de W &o adjacente a u possui um vizinho enm\N(u) com grau k- 1.

Nos referimos ai como um vérticeeirculadoporW. Além disso, denotamos todo vértice
v € W comoalcancadgporu emW, ou queu alcanca vorW.

Definimos agora um conjunto “bom”de um gra®ono sentido de obter umacoloracao
deG comm(G) cores.
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Defini¢cao 5.2 (Conjunto bom). Seja um grafo G= (V,E) e W C D(G) com cardinalidade
m(G). Enio W & um conjunto bom com respeito a G se:

1. W rfo circula nenhumértice em W\ W; e

2. Todo ertice ue V\W, com du) > m(G), & adjacente a algumévtice ve W.

Se ¢ & umab-coloracao deG = (V,E) comk cores éWW C V um conjunto que contém
exatamente urb-vértice de cada classe de corgleentao, como definimos anteriormenteé,
é umabasede . Por outro lado, s&/ & uma base de uniacoloracaap deG e |W| =k, entdo
W é chamado de umabasede .

Lema 5.3 (Irving e Manlove [37]) Seja G um grafo e W Dy(G) com cardinalidade k. Se
ueV(G)\W & um ertice circulado por W, edio W rao & uma k-base de G.

Demonstra@o: Suponha qué/ = {v1,V,...,V} & umak-base d& e assuma umiacoloracao
c em quev; tem a cofi, para toda € [k|. Sejav; o b-vértice em\V tal quec(u) =i. Claramente
Vi € ndo adjacente@ Comou é circulado polW, existe um verticerj € W, j # i, com grau
k—1 e vizinho deu ev;. Comov;j & umb-veértice enc e seu grau &— 1, todos os seus vizinhos
devem possuir cores distintas entre si e diferentgs dma contradicao. O

Dado um grafds, o lema anterior mostra que, se qualquer conjiite D(G) com cardi-
nalidadem(G) circula algum vértice e, portant@ ndao possui um conjunto bom, ent&mnao
admite umab-coloracao pom(G) cores. Silval[58] demonstrou o seguinte lema que relaciona
a cintura de um grafo com o fato de ele ndo possuir um conpumite. Esse lema é utilizado
para provar o Teorenia ®.5.

Lema 5.4 (Silva [53]) Seja G um grafo com cintura pelo menos 8. @n6G rio possui um
conjunto bom se e somente|BEG)| = m(G) e D(G) circula algum ‘ertice de (G) \ D(G).
Alem disso, um conjunto bom de G (se algum existe) pode sertea@em tempo polinomial.

Teorema 5.5 (Silva [53]) Seja G um grafo com cintura pelo menos 8. SeaG possui um
conjunto bom, edo x,(G) = m(G) — 1.

O Teoremd 5J5 mostra que podemos obter brealoragao de um graf@, cuja cintura
é pelo menos 8 e sem conjunto bom, com a maxima quantidaderds. Resta saber o va-
lor do nUmerob-cromatico quandd possui um conjunto bom. Campos, Farias e Silva [9]
demonstraram o seguinte resultado com esse objetivo.
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Teorema 5.6 (Campos, Farias e Silva [9]) Seja G um grafo com cintura peknos 9. Se G
possui um conjunto bom, &t x,(G) = M(G).

Combinando o resultado anterior com o Teorémh 5.5, obtememutiado geral em relacao
ao numerd-cromatico de grafos com cintura pelo menos 9, mostrand@q«. 9 em relacao
ao Problem&aTl1.

Teorema 5.7 (Campos, Farias e Silva[9]) Se & um grafo com cintura pelo menos 9, &mnt
Xb(G) = m(G) — 1.

Apresentamos na proxima secao uma caracterizacagrdfms com cintura pelo menos 6
que nao possuem um conjunto bom, melhorando o resultadema5.#4. A demonstracao &
similar a usada por Silva na demonstragao do Llema 5.4 firalaar esta se¢ao apresentamos
uma proposicao simples.

Proposicao 5.8 (Silva [53]) Seja G um grafo e WL Dy (G) com cardinalidade k. SeaV(G) \
W & um ertice circulado por W, tal que @) < k, enéio [Nw(u)| > 2 e |W\N(u)| > 1.

Demonstraggo: Comod(u) < k= |W

, existe um véerticey emW \ N(u). Comov deve ser
alcancado pou por W, entao existev € Nw(u) N Nw (V) cujo grau é&k— 1. Sew & o Unico
vizinho deu emW, entdo, comdV circulau, todo vértice d&V \ w deve ser adjacenteva Mas
entaod(w) > k, uma contradi¢cao. Logo possui pelo menos dois vizinhos &kh O

5.2 Grafos sem conjunto bom e com cintura pelo menos 6

SejaG um grafo com cintura pelo menos 8¢ C D(G) um conjunto que circula algum
vérticeu € V(G) \ W. Denotamos poN; = Nw(u) e porN2 =W\ N;. A Figura[5.1 mostra
uma representacao de um vértice circulad®os conjuntodN; e N, (vértices escuros). Note
que, comds possui cintura pelo menos 6, os conjuntase N» sao conjuntos independentes e
todo vértice dé\, possui exatamente um vizinho éda. Além disso, por definicao de veértice
circulado, todo vértice dd; adjacente a algum vértice 8k possui grau exatamem&G) — 1.
Note também que a vizinhanga d@ode conter vértices que nao pertencei.a

Apresentamos agora alguns lemas Uteis que, juntamenta Poaposicab 518, nos ajudarao
na caracteriza¢ao dos grafos com cintura pelo menos 6 Bagupossuem conjunto bom.
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Figura 5.1: Representacao de um veértice circuladaonjuntos\; e No.

Lema 5.9 Seja G um grafo com cintura pelo menos 6 &VID(G) um conjunto com cardinali-
dade niG) que circula algum &rtice uc V(G) \W. Enfo, para todo @rtice xe V(G) \ (WU
{u}), vale:

() INnuuy () < L
(i)) Se Ny, (x) # 0, en&io Ny,uqu (X) = 0;

(iii) Se|Nn,(x)| = 2, enBo, para todo par deartices v, Vj € Nn,(X), Ny, (Vi) 7 Ny, (V)).

Demonstrago: SejaW = {v1,Vy,...,Vyg)}. Suponha por contradicao qug é falso. Sexé
adjacente ai e av; € N1 entdo(x,u,v;,x) induz umCz emG. Sex & adjacente a dois vértices
Vi,Vj € Ni, entao(x,vi,u,vj,x) induz umCs em G. Suponha agora qugi) é falso e sejam
Vi € N; evj € Np vizinhos dex. Sev; e vj sao adjacentes entao os mesmos induzer@iiem
G, juntamente com. Senao, sejg o vizinho dev; emN;. Entao(x, vi, u, v, Vj,X) induz umCs
emG. Sex & adjacente & e a algumv; € N, tal quevv; € E(G) eV; € Ny, entao(x,vj, vj, u,X)
induz umC4 emG. Finalmente suponha qu&i ) € falso. Sex & adjacente 8, Vg € Np tal que
VpVi, VgV € E(G) ev; € Ny, entao(x, vp, Vi, Vg, X) induz umC4 emG. Obtemos contradi¢des em
todos os casos, logo), (ii) e (iii ) sédo validos. O

Observag@o 5.10 Dado um grafo G, pela defiri@ de MiG), sabemos que existe ndriIMo
m(G) vértices cujo grate maior que niG).

Lema 5.11 Seja G um grafo com cintura pelo menos 6 e suponhaQé)| > m(G). Seja
W C D(G) um conjunto com cardinalidade (@) que circula algum é&rtice u¢ D(G) e que
possui todos osértices de G cujos grausie pelo menos (&). Se existe & N tal que
INN, (V)| = 2, enio G possui um conjunto bom.

Demonstra@o: SejaW = {vi,vo,... 7Vm(G)} e consider®&N; e No referentes aeW. Tomew €
D(G)\ (WU {u}) evi € Ny, tal quevj, v € Ny, (vi). O verticew existe, ja qugD(G)| > m(G) e
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u¢ D(G). SejaW’ = (W\ {vi}) U{w}. SeW’ nao circula qualquer veértice, entdao o lema segue,
jaqued(vi) = m(G) — 1. Entao seja’ um vértice circulado po'. Pela Proposicdo 5.8, existe
V. € N; tal quev; # Vi. Claramental # v;, pois, caso contrario o inico caminho de tamanho
dois entrey; e V| porW’ deve contew, uma contradi¢do pelo Lerha b.9. Comce vk S&0 nao
adjacentes a qualquer vértice @&’ \ {w}) U {u}, entdou’ deve alcancav; e v porw emW’,
uma contradicao pelo Lerha.9. Ent@élanao existe &/ &€ um conjunto bom dé. O

Utilizando os lemas anteriores, provamos o seguinte eekultue caracteriza os grafos
com cintura pelo menos 6 e que nao possuem um conjunto bom.

Teorema 5.12 Seja G um grafo com cintura pelo menos 6 € & V(G) \ D(G). Ento G réio
poSsui um conjunto bom se e somente se:

1. ID(G)| =m(G) e D(G) circula algum ertice de (G) \ D(G).

2. ID(G)| =m(G) +1, d(v) = m(G) — 1 para todo ve D(G) e D(G) induz um emparelha-
mento com partespe %, tal que ué adjacente a todoe U a todo %.

Alem disso, um conjunto bom, se existe, pode ser encontracengoo polinomial.

A Figura[5.2 representa a estrutura definida no caso 2 do MmadBel2.

Figura 5.2: Representacao do caso 2 do Teofemé 5.12.

Demonstra@o: Aqui demonstramos um algoritmo polinomial que determinaamunto bom
emG, se existe algum.

Primeiro, suponha qu®(G)| = m(G). Entdo o Unico subconjunto @& G), cujo tamanho
ém(G), é ele proprioD(G). SeD(G) circula algum vértice, entdb(G) nao &€ um conjunto
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bom e o algoritmo retorna qu& nao possui um conjunto bom. Senao, o algoritmo retorna o
conjunto bonD(G).

Suponha agora quB(G)| > m(G). SejaW C D(G) tal queW = {v1,Vz,..., Vi) } contém
todos os vértices com grau pelo meng$3), que existe de acordo com a Observdc¢agl5.10. Se
W ndo circula qualquer vértice, entao ele &€ um conjunto oo algoritmo o retorna. Senao,
sejau um vértice circulado pow. SejamN; e N, como definidos anteriormente em relacao
aueW. Pela Proposicao 3.8N;| > 2, [N2| > 1. Tomev, € N, e sejavy seu vizinho em
N;. Também, sejaz € Np \ {v1} (0 mesmo existe poidN;| > 2). Comou & circulado polV,
sabemos qué(vy) = m(G) — 1.

Caso 1: ue D(G) \W.

SejaW, = (W\ {w2})U{u}. SeW; nao circula qualquer vértice enti4 & um conjunto
bom e o algoritmo o retorna, ja quev, € E(G). Senao, seja’ € V(G) \ Wy circulado por
W;. Claramental # v,, pois o Unico vizinho de, emW, év; e, pela Proposicdo 5.8; nao
pode ser circulado pdk,. Pelo Lem&5l9, a desigualdaidéy, (u')| > 2 ocorre somente 3é &
adjacente a apenas veérticeshje Dessa formay/ nao alcanca porW;, uma contradicao.

Caso 2: u¢ D(G).

Temos quead(u) < m(G) — 1. Portanto|Ny| > 2 e sejavs € N2\ {Vv2}. Seja tambémv €
D(G) \ (WU {u}), que existe poisD(G)| > m(G) eu nao & denso. Pelo Lerhabl11, suponha
que|Nn,(vi)| < 1, para todo; € Np e sejao = (W )\ {v1}) U{w}. SeW, n&o circula qualquer

vértice entad\b &€ um conjunto bom e o algoritmo o retorna, ja gife;) = m(G) — 1. Senao,
sejau’ € V(G) \W, circulado poi\,. Seu’ = vy, entdao, como o Gnico caminho de tamanho dois
entrev, e vz porWs, deve passar pav, temos uma contradicao pelo Lemal5.9.uSe u, entao,
comoVy ndo possui vizinho en\W, \ {w}) U {u}, u deve alcanc¢a-lo paw, uma contradicao
também pelo Lema’.9. Assim, ¢ diferente de; e deu e, portantoy/ € V(G) \ (WU {u,w}).

Suponha que’ possui um vizinhe; € N;. Entao, pelo Lemab $yy,,¢, (U) = {vi}. Logo,
pela Proposicab 5.8/w € E(G) e U deve alcancav, porw emWs. Portantoi # 1. Alem
disso, todos os demais vértices dgedevem ser alcancados pdratravés dev. Mas, como
wv; € E(G), pelo Lemd 59Ny, (W) = 0 e, portantoN; = {vi,v3}, i = 3, vavs € E(G)

e m(G) = 4. Neste caso, sefs = (W\ {va}) U{w}. SeWs & um conjunto bom entéo o
algoritmo o retorna. Senao, sejac V(G) \ W5 circulado poM, ja quevsv, € E(G). Como
u nao alcancav, e e vs nao alcancam através dé\s, entaou” # u,u’,v4. Também, como
V3 NA0 possui vizinho e, entaou’vs € E(G). Assim, pelo Lema5l9)” nao possui mais
nenhum vizinho enWs \ {w}, como a cintura & ao menos @&, também n&o & vizinho de,
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contradizendo a ProposicBol5.8. Portanto, assumiremalsyg (u') = 0.

Suponha que/ alcangav, porw emWs. Se existe algum vértica € Np \ {v1} tal que
Nn, (Vi) = 0, comou'y; ¢ E(G), entdou’ deve alcangaw; por w emWs, uma contradicao pelo
Lemal5.9. Seja entap € N, \ {w»} tal queviz € E(G), para cada; € N1\ {v1}. Comou’
deve alcancav; em\Ws e nemw nemu’ tem vizinhos ey, entdou’ alcancay; por z emWs.
Portanto, todos os vértices Ne\ {v,} sao adjacentesta SejaW, = (W\ {v2})U{w}. SeW, é
um conjunto bom entdo o algoritmo o retorna. SeN@ggircula algum vértice'” € V(G) \ W,
poiswv, € E(G). Temos quel” £ u, poisu nao alcancav emW; e u” # U, poisu’ ndo alcanca
vi emW,. Alem dissou” # vp, poisve nao alcangaz emW;, ja que o caminh@vs, vi, U, Vs3)
juntamente com um caminho de tamanho no maximo 2\@rimduziria um ciclo de tamanho
no maximo 5 enG. Logo, comau” € V(G) \ (WU {u,U’,v>}), pelo Lemd 519 aplicadold; e
N, com relac@o a e aplicado ay, (U') e N(N(u')) "Wy, u” possui no maximo um vizinho em
W, uma contradi¢ao pela Proposi¢ad 5.8.

Considere agora quév, € E(G) e Uw ¢ E(G). Comou’ alcangaw em W, existe um
vérticeze N(w) NN(u') tal quez € N,. Comow estéa a distancia dois dee U’ &€ nao adjacente
atodo vertice d&j, entaoNn, (vi) # 0, para todo; € N; \ {v1} e, assim, temos o caso analogo

ao anterior, onde\/; € um conjunto bom.

Finalmente, considere quév,,U'w € E(G). Sejaz € N, ev; € N; tal queviz € E(G).
Temos quev; nao pode ser alcancado pdratravés dew, pois, caso contrario, existiria o
caminho(U’,w,Vv;,z) de tamanho 3 entrg e z. Logo, z & o Unico vizinho de;; em\W, e
comou'v; ¢ E(G), entdou'z; € E(G) para todaz, € N,. Se existe um veértice € N; tal que
Nn, (Vi) = 0, entdau’ alcancay; atraves devemWs; e, pelo Lemab5]9y; é Gnico. Sendo, entdo
W nao possui vizinho e, U {u}. Seu € D(G), o conjuntows = (W \ {vo})U{u'} & um
conjunto bom e a demonstragao € analoga €aso 1 Entdo suponha qué ¢ D(G). Con-
sidere entad®\;, como definido anteriormente. 84 & um conjunto bom, entao o algoritmo o
retorna. Senao, sej um vértice circulado poi, ja queviv, € E(G). Claramental’ # U/,
pois U nao alcancas, por Ws. Tambému” # v,, poisvo nao alcancav por W,. Portanto
u’ e V(G)\ WaU{U,v2}). Comov; ndo possui vizinho e, entdou’vy € E(G) e, pelo
Lemal5.9 Ny,uqwy (U”) = 0. Portantoy” deve alcangaw através de um vertiog € Ny \ {v1}
emW,;. Como nenhum vértice exh(G) \ (WU {u}) pode ter dois vizinhos ei;, entaou” = u.

PortantoW, circulau, W5 circulau’ e ambosi e U’ séo vértices nao densos. Note que todos
os vértices d&V U {w} possuem gram(G) — 1 e induzem um emparelhamento &nondeu &
adjacente a todos os vérticesNige U’ € adjacente a todos os vérticeshew. Resta mostrar
apenas quB(G) = WU {w}.
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Sejaw ¢ (WU {w}) um vértice denso. Considere o conjuli®= (W \ {v1,v4}) U{wW}.
SeW; € um conjunto bom, entao o algoritmo o retorna. Senaausajm vértice circulado por
Ws, ja qued(vy) = d(v4) = m(G) — 1. Comov, e v3 nao possuem vizinhos evig \ {w'}, entao
W deve ser adjacentevaevs. Logow # u,U e, assim, pelo Lenia 8.9 aplicadd\ee u, temos

uma contradicao e a prova termina. O

5.3 Db-Coloracao e emparelhamentos

Com a caracterizagao da secao anterior dos grafos caor&ipelo menos 6 e sem conjunto
bom, dada pelo Teorerha 5112, mostraremos nesta seca@orasskado principal deste capitulo,
que & uma melhoria do Teoremals.5.

Teorema 5.13 Seja G um grafo com cintura pelo menos 7. Se&G possui um conjunto bom
enfio xp(G) = m(G) — 1.

Antes de apresentar a demonstracao do Teofemh 5.13, Yareosalgumas observacoes.
Uma estratégia para mostrar que conseguimos obtebtcobbracao de um graf@ com pelo
menosk cores, consiste em mostrar que existe um subconivrde D(G), com cardinalidade
pelo menok, onde conseguimos atribuir cores distintas a cada vaside W e distribuimos
as demai&— 1 cores na vizinhanca nao colorida de ceglale modo que a coloragao resultante
seja propria. Alem disso, devemos mostrar que 0s deneali£®Sv;, CUjoS graus Sao maiores
quek— 1, podem ser coloridos propriamente de modo que sua vizpalhea)a colorida com no
maximok — 1 cores, restando uma cor que pode ser utilisadaipdds demais vértices nao
coloridos podem ser coloridos utilisando o Algoritmo 2.

A escolha do conjunt@/ C D(G) de cardinalidadé, a fim de obter uméa-coloragcao com
k cores, pode ser um problema, visto que pode existir um riuexgronencial de tais conjuntos
W emD(G), como no caso dos grafdsregulares.

Dado um grafaG qualquer, encontrar umacoloracaoy de G por k cores pode ser re-
solvido da seguinte forma: encontrar um conjuf¥g, Vo, ...,V } de vértices densos tal que
Y(vi) =i e colorir iterativamente a vizinhanca de cagl@e modo que possuam todas as de-
mais cores. Podemos, portanto, entender o problenecdérir um grafo conk cores como
o de encontrar uma associagao do conjunto de €iregk] \ {i} ao conjunta\(v;), para cada
vi, de modo que todo vértice eN(Vv;) possui uma cor d€; e toda cor d&; & utilizada por um
vértice deN(v;).
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Com isso, suponha untecoloracao parciap de um grafds comb-vértices{wy, wo, ..., Wy}
tal quey(w;) =i. SejaH; um grafo bipartido, onde uma parte & definida pelos vé&rtiée co-
loridos deN(w;) e a outra pelo conjunto de cor€s para cada e [k]. Um vérticev € N(w;) &
adjacente a car € C; emH; se, e somente senao esta colorido e pode receber acem (.
Dessa forma, encontrar urbecoloracao dés com esse conjunto deveértices pode ser visto
como encontrar, iterativamente ém k], um emparelhamento que cobre tadiav;) emH;. A
Figura[5.8 mostra um vértice denag(vértice escuro) e o grafd; associado ao mesmo. Essa
estratégia foi utilizada por Cabello e Jakovac [7] na destragao do Teorenha 4]114.

Figura 5.3: Representacao do gréfo

Hall [30] mostrou o famoso teorema, que ficou conhecido camneene, onde é dada a
condicao necessaria e suficiente para que, em um gradatidipp com parteX eY, exista um
emparelhamento que cubra todo

Teorema 5.14 (Teorema de Hall[30]) Seja H um grafo bipartido com partes X.eExiste um
emparelhamento que cobre todos éstices de Y em H se, e somente|BEA)| > |A
todo ACY.

, para

Cabello e Jakovac [7] mostraram o seguinte lema com relacgrafos bipartidos com
partes de mesmo tamanho.

Lema 5.15 (Cabello e Jakovad [7]) Seja H um grafo bipartido com partes M tal quelU | =
|V| e sejatium \értice deU e ¥um\érticede V. Se) > |U|/2paratodo xc U UV \ {u*,v*}
e d(u*),d(v*) > 0, enfio H possui um emparelhamento perfeito.

Demonstrago: SejaT C U um subconjunto néo vazio tle Mostraremos quiNy (T)| > |T|.
Temos quatro casos a considerar:
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Caso 1 |T| =1. Nesse cas®@ = {u} para algumu € U. Comody(u) > 0 temos que
INH(T)[ = du(u) > 1= [T].
Caso 2 1< |T| <Yl Entao|Nk(T)| > max{du(x)} > 51 > [T
Xe

U

Caso 3 % <|T| <|U|-1. Paratodax € V\ {v'} temos quedy(x) > ' e, assim,
Nu(X) NT # 0. Isso significa qu&/ \ {v'} C N4(T), que implica quegNy(T)| > [V| -1 =
U[=1=>T|.

Caso 4 |T| =|U|. Comody(Xx) > 0 para todox € V, segue quéNy (T)| = [V|=|T].
Combinando todos os casos e usandearema de Haltompletamos a prova. O

Apresentamos em seguida dois lemas que utilizam o Llema& 5oL esdo usados para
provar o Teorema 5.13.

Lema 5.16 Seja G um grafo com cintura pelo menos 6./B€5)| > m(G) e G réio possui um
conjunto bom, efdo x,(G) = m(G) — 1.

Demonstrago: Pelo Teorema’5.12, temos g G)| = m(G) + 1. Mostraremos qué& possuli
umab-coloragcdo conm(G) — 1 cores, obtendo uniacoloracao com a maxima quantidade de
cores, de acordo com o Lemal5.3.

Sejamu e U’ os vértices nao densos circulados por subconjuntos dentaom(G) deD(G).
Sejak = ‘D(—ZGN —1= % e D(G) = N1 UN, tal queN; = Np(g)(U) = {Vv1,V2,..., Vi, X} €
No = ND(G)(u’) = D(G) \ N1. Dois verticessi € N; ev;j € N, sao adjacentes ge= i +k, para
todoi € [k] e xX € E(G). SejaVi = N(vi) \ (D(G)U{u,u’}), para todoi € [2k]. ComoG
tem cintura pelo menos 6, os conjunigse V; sao disjuntos dois a dois, para toddiferente
de j, eV UV & um conjunto independente, para togiece Ny, para todovj € Ny + Viik, €
para todov; € Np. Além disso, dados dois vértices nao adjacentesN; e vj € Np, o grafo
G[Vi UV;] define, no maximo, em relacao a quantidade de arestasyyarelhamento perfeito.
A Figura[5.4 mostra os vértices densos(vértices escarggnizados como descrito acima e

suas respectivas vizinhancgas.

Construimos uma coloracao pardjade G com X = m(G) — 1 cores, de modo qug é o
b-vértice da coi, para todd € [2k]. Colorimos os paregx, U') e (X, u), respectivamente com
as corek e X. Dessa forma, os verticag, vy, X € X' possuem exatamente uma cor repetida
em suas vizinhancas e, os demais vértices densos jadadpnao possuem cores repetidas em
suas vizinhangas ex.
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Figura 5.4: Coloracao do caso 2 do Lemab.16.

Vamos colorir agora os conjuntd4. Note que como/; UV, x & um conjunto estavel,
podemos colori-los de maneira independente. Cdifw) = 2k, para todoi, entaoVy e Vo
devem ser coloridos com cores distintas €= Cy = [2K] \ {k,2k}. Os demais conjuntos
Vi devem ser coloridos com as cores €m= [2K] \ {i,2k,i +k}, parav; € N;, e com as cores
Ci = [2k] \ {i,k,i —k}, parav; € N, de forma que exista uma Unica cor repetida em &ada
Assim,|Vi| = 2k — 2, para todo, |Cy| = |Cx| = 2k— 2 e |Ci| = 2k — 3, para toda # k, 2k.

Distribuimos, iterativamente ein= 1,...,k— 1, simultaneamente as cores Gee C;
respectivamente aos vértices \dee Vi, de modo que algung € V; e algumz,, € Vi ¢
permanecam descoloridos. Assim, cada conj¥jtoj < i, possuira apenas um vértice nao
colorido ev; sera unb-vértice emy.

Assuma que estamos i@sima iteracao e queremos colafir(colorir Vi x pode ser feito
de maneira analoga). Ja temos coloNgQ {zj} e Vjk\ {z’Hk} para todoj < i. Considere o
grafo bipartidoH;, onde uma parte consiste dos vértiges{z}, ondez & qualquer, e a outra
parte consiste das cor€s EmH;, um vérticev € V; \ {z} & adjacente a carc C; se e somente
sev pode receber a carem (.

Em seguida, argumentamos qiie(v) > 2k —2—i, para todos € V(H;). Como emG cada
vérticev € V; & adjacente a no maximo um vértice ¥y, para todoj < i, segue que tem
no maximoi — 1 vizinhos ja coloridos com cores By Assim,dy, (v) > (2k—3) — (i—1) =
2k —2—i, para todor € V;. Similarmente, para todp< i, cada coic aparece no maximo uma
vez em cadd/j_ .k, pela construcao da coloracao parcial. Assim, cada emarece eny na
vizinhanca de no maximio- 1 vértices dé&/; e, entaody, (¢) > (2k—3) — (i—1) =2k—2—1.

Como o grau minimo del; € &k — 2 —i e cada classe da biparticao possui tamarkhe 2,
o Lemd5.1b garante qu possui um emparelhamento perfeitodgél;) > 2k—2—i > (2k—
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3)/2. Essa condicdo é satisfeita quandg k— 1. Com isso, até & — 1)-ésima iteracao,
podemos encontrar um emparelhamento perfeitélemusa-lo para colorl; \ {z}.

Resta colorirmo¥/ e Vy a fim de todos os vérticeg se tornarenb-vértices. Considere
Hk o grafo bipartido como definido anteriormente. Como cadtic&v € Vi € adjacente a no
maximo um vertice e, paratodg <k, entaovtem no maximd — 1 vizinhos ja coloridos.
Assim,dy, (v) > (2k—2) — (k—1) = k—1, para todos € V. Analogamente, para todo< K,
cada corc aparece no maximo uma vez em catla, e, assim, cada caré nao adjacente a no
maximok — 1 vértices d&/. Portantody, (c) > (2k—2) — (k—1) =k—1. Logo,6(Hyx) > k-1
e, utilizando o Lema 5.1%{x possui um emparelhamento perfeito, ja Vg = |Cx| = 2k—2
ed(Hyx) >k—1> (2k—2)/2=k— 1. Portanto, podemos usar o emparelhamento obtido para
colorir V. Da mesma forma podemos colovji.

Como os demais vértices nao coloridos possuem grau namoar(G) — 2, a aplicacao
do procedimento guloso € suficiente para estegdap grafo todo. Assim, obtemos urba
coloragao d&s comm(G) — 1 cores, ond®(G) \ {x,X'} € uma(m(G) — 1)-base.

g

No proximo lema, iremos analisar o caso em (DE5)| = m(G) e o grafo ndo possui um
conjunto bom, mas considerando que a cintura do grafo énpetms 7.

Lema 5.17 Seja G um grafo com cintura pelo menos 7. Sed@ possui um conjunto bom e
ID(G)| = m(G), ento xp(G) = m(G) — 1.

Demonstra@o:

Considerem(G) = m. Como|D(G)| = me G nao possui um conjunto bom, entBgdG)
circula algum vértical. Pelo Lemd 513G nao possui uméa-coloracao conm. Mostraremos
queG possui umd-coloragao conm— 1 cores. Defind; = Np(g)(u) €Nz = D(G) \ N1. Seja
aindaD(G) = {v1,V2,...,Vm}, tal quevy € Np e vy € N(v1) NNj.

Sejav; € D(G). Note que, como queremos obter ulraoloragado dé&G comm— 1 cores,
alguns vértices na vizinhanca giepodem ser coloridos facilmente, cad@/) > m—1 e os
mesmos nao estejam em um caminho de tamanho no maximoedvéntices déD(G). Por-
tanto, vamos supor quiVv;) = m— 1, para toda € [m|. Construimos umhb-coloracao parcial
Y deG, de modo quep(u) =1, Y(vi) =1, para todd € [m] \ {m} e vy, recebe uma coj para
algumj tal quevj € D(G) \ N(vm) (tal j existe ja qued(vm) = m—1 eu € N(vi)).

Sabemos qubl; e N, sdo conjuntos estaveis e todo véerticeNdgpossui um Gnico vizinho
emN;. SejaV; = N(v;) \ (D(G)U{u}), para todd € [m]. ComoG tem cintura pelo menos 7,
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0s conjuntod/ sao disjuntos dois a dois e, existe uma aresta ertrg e w < Vj, somente se
Vi,Vj € N2 €Ny, (Vi) # N, (vj). Além disso, nenhuma outra aresta pode existir entr&/tais;.
Podemos perceber também que cada véxt@®aV; tem no maximo um vizinhoem (J Vj,

vieN(w)
para todos emN, e todow emN;.
Definap = |N;| e suponha, sem perda de generalidade Nyue {v1,...,vp}. Seja ainda

A= U Vj,paratoda € [p|. Escolhemog; € Vi que maximizgNy, (z)|, para toda € [p].
VjENz,j#i
Suponha, sem perda de generalidade, que existeny, ..., Wg € Ny tais que/Nn,(wi)| = p;

e quev(Hjéi pj)’m’v(pi_H,éi pi) © N(w;), para todoi € [g]. Assim, podemos perceber que

qualquer verticex € Vj, tal quevj € N(w;), possui no maximo— 1 vizinhos emkU.Vk.
<j

Pelas observacdes anteriorfy, (x)| < |[m/2] —1 = |(m—2)/2], para qualquer vértice

xe | Vj, ocorrendo aigualdade somente quando cada vértibke gessui um Gnico vizinho
vieN,

emN,. SejaV/ =V, \ {z} e considere o grafo bipartidd com parted// eC; = [m— 1]\ {i, j},
ondeNy, (vi) = {vj}. Primeiramente, vamos colorir os conjuni¢scom as cores d€;, de
modo quey; se torne d-vértice da coii em (), para todd € [p]. Para isso, mostraremos que
existe um emparelhamento perfeito etrutilizando o Lema5.15.

Observe qué; (X) > m—3—|Nga (X)|, para toddd;. Como vimos anteriormentfa, (X)| <
[(m—2)/2], assim, séNa,(z)| > [(m—3)/2], entaolNa, (x)| < |(m—2)/2] ~[(m~3)/2] =0
e, caso contréario, pela escolhazleemos queNy (x)| < [(m—3)/2], para todo vértice € V.
Dessa formaNa, (x)| < [(m—3)/2], e, assimiy; (x) > (m—3)/2, paratodx € V/. Logo, todo
vérticexemV; & adjacente a no maximdm-— 3) /2] cores distintas d€; emH;.

Resta mostrar que as cores@dambém satisfazem as restricdes do Lemal5.15. Suponha
que queremos colorir o conjunty e que ja colorimos todos os conjuntq’scom as cores de
C; de modo querj se tornou db-vértice da corj, para todoj < i. Como cada coc € C; &
utilizada no maximo uma vez em ca‘dﬁ temos que € utilizada na vizinhanca de no maximo
i — 1 vértices d&//. Sei—1> |(m—3)/2], entdo todas as demais coresGlesao utilizadas
nas vizinhancas em menos fen— 3)/2] vértices de&//. Portantody, () > (m—3)/2, para
todoc # c. Resta mostrar quéy, (c) > 0. Suponha qudy; (c) = 0. Isso significa que, para
todo vérticex € \/, a corc é utilizada em sua vizinhanca e, assjM, (x)| > 1. Assim, pela
escolha de;, temos queNa (z)| > 1 e, portanto, todo o vértice 8¢ que possui cardinalidade
m— 2, possui um vizinho nos demais conjunts Mas, como existe no maxinm— 3 outros
tais conjuntos, temos que existe pelo menos duas aresta¥éatalgumV/, um absurdo.

Portanto, cada car deC; possui grau pelo mends— 3) /2 emH;, exceto por uma car,
que possui grau positivo ely. Logo, pelo Lem&5.15, existe um emparelhamento perfeito em
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todoH; e podemos utiliza-lo para coloh’, para toda € [p]

Os demais conjuntog, tal quev; € N1 \ {vm}, podem ser coloridos de maneira indepen-
dente de forma que todas as coreCde- [m— 1]\ {1,i} sejam utilizadas. Como os demais
vértices nao coloridos possuem grau no maxime 2, a aplicacao do procedimento guloso &
suficiente para estendgrao todoG. Assim, obtemos umi-coloragao d€&s comm-— 1 cores,
ondeD(G) & uma(m— 1)-base. O

A demonstracao do Teorema5.13 passa a ser uma conseqdéstemas5.16 B 5117.

Demonstrago do Teoremd5.18Como o grafo da Figufa 3.2, abordado pelo Lémal5.16, ndo
possuiCy, temos quexy(G) = m(G) — 1 se|D(G)| > m(G) e, pelo Lem& 5.17, temos o caso
complementar em relagao a cardinalidad®dé). Logo o resultado segue.
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6 Concluso

Neste trabalho, analisamos o problemabemloracao de grafos, voltado aos grafos cuja
cintura & grande. Com o objetivo de encontrar o valogdao Problema 1]1, possibilitando
obter resultados fortes em relacdo a famosa conjecaurdbs-Faber-Lovasz, analisamos os
grafos que possuem um vértice circulado e cintura grandéygestes que, como vimos, nao
podem seb-coloridos comm(G) cores.

Conseguimos obter resultados parciais que avancam renpaet de diminuir o valor co-
nhecido atualmente dg de 9, provado por Campos, Farias e Silva [9], para 7, ondetesira
zamos os grafos com cintura pelo menos 6 e que nao possuemnjumto bom. Mostramos
que tal caracterizacao permitia apenas duas situapbesespeito a cardinalidade do conjunto
D(G) de vértices densos de um gra®o D(G) = m(G) ou D(G) = m(G) + 1 e, neste Ultimo
caso, o graf@s[D(G)| possui uma estrutura muito particular, mostrada na FlgiZagbie faci-
lita sua analise.

Mostramos comd-colorir comm(G) — 1 cores, ou seja, de maneira 6tima, os grafos com
cintura pelo menos 6 e sem conjunto bom, restritos ao casaef®{G)| = m(G) + 1. Como
vimos, a estrutura encontrada nesta situacao, onderdngiz¢a de um vértice denggpode ter
emparelhamentos a no maxirtl@(%)—_lj, possibilitou utilizarmos uma estratégia de coloracao
semelhante a utilizada por Cabello e Jakovac [7] para gthfegulares.

Jano caso em quB(G)| = m(G), a mesma garantia sobre as relagdes entre as vizinhangas
de vértices densos nao existe. Ou seja, dado um vértis®de pode existir emparelhamentos
entre a vizinhanca dg e mais do qu¢%J vizinhancas de outros vértices densos. Podemos
ver isso na Figura 6.1 em relagcao a vizinhancaydeas demais(G) — 2.

Ao analisarmos os graf@ com cintura pelo menos 7 e que nao possuem um conjunto bom,
conseguimo$-colorir tais grafos conm(G) — 1, portanto, também de maneira 6tima. Com-
binando os dois resultados parciais anteriores, mostrawgso resultado principal, podemos
b-colorir os grafoss com cintura pelo menos 7 e sem conjunto bom oo(@) — 1 cores.

Nosso resultado & um passo importante para diminuir o W@ para 7. Porém, resta
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U1
Figura 6.1: Vértice circulado p@(G).

analisar o caso em que tais graf@spossuem um conjunto bol. Denotandd. = {v €
V(G)\W : |Nw(Vv)| > 2}, acreditamos que exista uma ordem de coloracdo dose€dd., de
modo que podemos colo®W UL] tal quew; € W & colorido com a cor, para toda € [m(G)]

e nenhuma cor é repetida na vizinhancangi@ssa Ultima suposicao & necessaria, ja que 0s
vértices d&V podem ter gram(G) — 1). Aléem disso, essa coloracao parcial pode ser extandid
de modo a colorir as vizinhancas dos vértiegsde modo quev; seja ob-vértice da cor.
Encontrar essa ordem e tentar diminuir o valogtipara 6 ou 5 & um trabalho futuro.
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