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Resumo

O problema de coloração está entre os mais estudados dentro da Teoria dos Grafos devido
a sua grande importância teórica e prática. Dado que o problema de colorir os vértices de um
grafoG qualquer com a menor quantidade de cores é NP-difı́cil, várias heurı́sticas de coloração
são estudadas a fim de obter uma coloração própria com um número de cores razoavelmente
pequeno.

Dado um grafoG, a heurı́sticab de coloração se resume a diminuir a quantidade de cores
utilizadas em uma coloração própriac, de modo que, se todos os vértices de uma classe de cor
deixam de ver alguma cor em sua vizinhança, então podemos modificar a cor desses vértices
para qualquer cor inexistente em sua vizinhança. Dessa forma, obtemos uma coloraçãoc′ com
uma cor a menos quec.

Irving e Molove definiram ab-coloração de um grafoG como uma coloração onde toda
classe de cor possui um vértice que é adjacente as demais classes de cor. Esses vértices são
chamadosb-vértices. Irving e Molove também definiram o númerob-cromático como o maior
inteiro k tal queG admite umab-coloração pork cores. Eles mostraram que determinar o
númerob-cromático de um grafo qualquer é um problema NP-difı́cil, mas polinomial para
árvores.

Irving e Molove também definiram om-grau de um grafo, que é o maior inteirom(G) tal
que existemm(G) vértices com grau pelo menosm(G)−1. Irving e Molove mostraram que o
m-grau é um limite superior para númerob-cromático e mostraram que o mesmo é igual am(T)
ou am(T)−1, para toda árvoreT, onde o númerob-cromático é igual am(T) se, e somente se,
T possui um conjunto bom.

Nesta dissertação, verificamos a relação entre a cintura, que é o tamanho do menor ciclo,
e o númerob-cromático de um grafoG. Mais especificamente, tentamos encontrar o menor
inteiro g∗ tal que, se a cintura deG é pelo menosg∗, então o númerob-cromático é igual a
m(G) ou m(G)−1. Mostrar que o valor deg∗ é no máximo 6 poderia ser um passo importante
para demonstrar a famosa Conjectura de Erdős-Faber-Lovasz, mas o melhor limite superior
conhecido parag∗ é 9. Caracterizamos os grafos cuja cintura é pelo menos 6 e não possuem um
conjunto bom e mostramos comob-colori-los de forma ótima. Além disso, mostramos comob-
colorir, também de forma ótima, os grafos cuja cintura é pelo menos 7 e não possuem conjunto
bom.

PALAVRAS-CHAVE: b-Coloração, Cintura, Conjunto bom, Conjectura de Erdős-Faber-
Lovász.



Abstract

The coloring problem is among the most studied in the Graph Theory due to its great theo-
retical and practical importance. Since the problem of coloring the vertices of a graphG either
with the smallest amount of colors is NP-hard, various coloring heuristics are examined to ob-
tain a proper colouring with a reasonably small number of colors.

Given a graphG, theb heuristic of colouring comes down to decrease the amount of colors
in a proper colouringc, so that, if all vertices of a color class fail to see any colorin your
neighborhood, then we can change the color to any color thesevertices nonexistent in your
neighborhood. Thus, we obtain a coloringc′ with a color unlessc.

Irving and Molove defined theb-coloring of a graphG as a coloring where every color class
has a vertex that is adjacent the other color classes. These vertices are calledb-vertices. Irving
and Molove also defined theb-chromatic number as the largest integerk, such thatG admits a
b-coloring byk colors. They showed that determine the value of theb-chromatic number of any
graph is NP-hard, but polynomial for trees.

Irving and Molove also defined them-degree of a graph, which is the largest integerm(G)
such that there arem(G) vertices with degree at leastm(G)− 1. Irving and Molove showed
that them-degree is an upper limit to theb-chromatic number and showed that it ism(T) or
m(T)−1 to every treeT, where its value ism(T) if, and only if,T has a good set.

In this dissertation, we analyze the relationship between the girth, which is the size of the
smallest cycle, and theb-chromatic number of a graphG. More specifically, we try to find
the smallest integerg∗ such that if the girth ofG is at leastg∗, then theb-chromatic number
equalsm(G) or m(G)−1. Show that the value ofg∗ is at most 6 could be an important step in
demonstrating the famous conjecture of Erdős-Faber-Lov´asz, but the best known upper limit to
g∗ is 9. We characterize the graphs whose girth is at least 6 and not have a good set and show
howb-color them optimally. Furthermore, we show howb-color, also optimally, graphs whose
girth is at least 7 and not have good set.

KEYWORDS: b-Colouring, Girth, Good set, Conjecture of Erdős-Faber-Lovász.
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1 Introdução

Seja k um inteiro positivo. Umak-coloraç̃ao própria de um grafoG = (V,E) é uma

atribuição das cores{1, . . . ,k} aos vértices deG, de forma que uma mesma cor não é atribuı́da

a dois vértices vizinhos. O problema clássico de coloração consiste em, dado um grafoG, en-

contrar o menor inteirok para o qualG admite umak-coloração própria. Esse valor é chamado

denúmero croḿaticodeG e é denotado porχ(G).

Várias aplicações práticas podem ser modeladas com coloração de grafos. Mais especifi-

camente, esse problema é utilizado para modelar situações em que é necessário particionar um

conjunto de objetos, de acordo com algum critério, minimizando o número de partes em que

esses objetos são distribuı́dos, como no caso da alocação de produtos quı́micos em armazéns,

onde os produtos que reagem causando explosões devem ficar em compartimentos diferentes,

e deseja-se utilizar o menor número de compartimentos possı́vel. Entre outros exemplos de

situações práticas estão a atribuição de frequências à antenas de rádio, o agendamento de pales-

tras em uma conferência e a alocação de registradores na etapa final de construção de compila-

dores [3, 5, 12]. O vasto número e a grande importância das aplicações são alguns dos motivos

do problema de coloração ser exaustivamente estudado em teoria dos grafos.

Calcular o número cromático de um grafo arbitrárioG é um problema NP-difı́cil [42]. De

fato, mesmo a tarefa de encontrar uma boa aproximação paraχ(G) é muito difı́cil. Especifi-

camente, para qualquerε > 0, o problema de coloração não pode ser aproximado por um fator

menor quen1−ε , a menos que P = NP [48].

Nesse contexto, é natural que se busque alternativas que funcionem bem na prática, ou que

resolvam o problema de maneira ótima para certas classes degrafos. Uma das alternativas mais

utilizadas é também uma forma bastante intuitiva de colorir um grafo: colore-se os vértices um

a um de modo que cada vértice recebe a menor cor possı́vel, isto é, a menor cor que não foi

atribuı́da a nenhum de seus vizinhos já coloridos.

Mais precisamente, aheuŕıstica gulosa de coloraç̃aoé executada sobre um grafoG= (V,E)

e uma ordem deV(G), atribuindo a cori a um vérticev se i é a menor cor tal que não existe
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nenhum vizinho dev previamente colorido com a cori. Christen e Selkow [15] definiram

o número de Grundyde um grafoG = (V,E), denotado porΓ(G), como o maior inteirok

tal que existe uma ordem deV(G) que, se utilizada pelo algoritmo guloso, leva-o a retornar

uma coloração comk cores. DeterminarΓ(G) para um grafo qualquerG é um problema NP-

difı́cil [54].

Outras alternativas se baseiam em modificar umak-coloração própriac = {S1,S2, . . . ,Sk}
de modo a diminuir a quantidade de cores utilizadas, ondeSi representa aclasse de cor ido

grafo, que é o conjunto de vértices que recebem a cori. Como exemplos, citamos as estratégias

a eb de coloração. AEstrat́egia a de coloraç̃ao é tal que enquanto existir duas classes de corSi

e Sj tais queSi ∪Sj induz umconjunto independente, um conjunto de vértices não adjacentes,

então substituı́mosSi e Sj pela nova classeSi ∪Sj . Obtemos, assim, uma nova coloração que

utiliza uma cor a menos que a inicial. Já aEstrat́egia b de coloraç̃ao é dada da seguinte maneira:

se existe uma classe de corSi onde cada vértice não possui um vizinho em alguma das demais

classes de cor, então podemos recolorir cada vérticev∈ Si com uma cor quev não possui em

sua vizinhança. Dessa forma, eliminamos a classe de corSi, diminuindo assim a quantidade de

cores utilizadas.

Irving e Manlove [37] definiram o conceito deb-coloraç̃ao de um grafoG = (V,E), que

é uma coloração própria onde cada classe de cor possui umvértice adjacente a algum vértice

de cada uma das demais classes de cor. Note que não podemos aplicar a Estratégiab em uma

b-coloração para reduzir o número de cores. Irving e Manlove [37] também introduziram o

conceito denúmero b-croḿatico de um grafoG, denotado porχb(G), como o maior inteirok

para o qualG admite umab-coloração comk cores.

b-Colorações têm se mostrado úteis nas áreas deClusterizaç̃ao e Data Mining. Uma b-

coloração pode ser vista como uma partição do grafo emclusterstal que cadaclustertem um

clusterheadadjacente aos outrosclusters. Essa propriedade é interessante para grandes siste-

mas distribuı́dos e redes. Por exemplo, Effantin e Kheddouci [21] propuseram um algoritmo de

roteamento em redes baseado nessa propriedade enquanto queDekar e Kheddouci [17] propu-

seram um sistema de classificação deweb servicesbaseado emb-coloração. Elghazel et al. [23]

também utilizaram noções deb-coloração para resolver problemas declusterizaç̃ao de dados.

Gaceb [28] propôs um método, também baseado emb-coloração, para a classificação adequada

de documentos de negócios paralayoutscomplexos e com grande variabilidade, que diminui a

taxa de rejeição do sistema de leitura automático de documentos proposto no mesmo trabalho.

De acordo com a definição deb-coloração dada por Irving e Manlove [37], em cada classe

de cor, em umab-coloração comk cores, existe pelo menos um vértice adjacente àsk−1 outras
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cores. Motivados por isso, eles também definiram o parâmetro denominado dem-graude um

grafoG, denotado porm(G), que é o maior inteiro tal queG possui pelo menosm(G) vértices

com grau pelo menosm(G)− 1. Eles demonstraram queχb(G) 6 m(G). Além disso, eles

provaram que, dado um inteirok, decidir seχb(G) > k é um problema NP-completo. Porém,

eles apresentam um algoritmo polinomial que calculaχb(T), ondeT é umaárvore, mostrando

queχb(T) pode assumir apenas dois valores:m(T) oum(T)−1.

Kratochvı́l, Tuza e Voigt [46] mostraram que determinar se um dado grafoG pode serb-

colorido comm(G) cores é um problema NP-completo, até mesmo seG for umgrafo bipartido

comm(G) vértices de grau pelo menosm(G)−1. Um resultado similar foi obtido por Havet,

Linhares e Sampaio [33] para grafos ptolemaicos. Considerando algoritmos aproximativos para

o problema, Corteel, Valencia-Pabon e Vera [16] provaram queχb(G) não pode ser aproximado

por um fator 120/113− ε em tempo polinomial a menos que P=NP, para qualquerε > 0.

O númerob-cromático também foi estudado para outras classes de grafos. Valores exa-

tos foram obtidos para potências de caterpillars completas [18], potências de caminhos [19],

potências de árvoresd-árias completas [20], grafos de KneserK(n,k) para alguns valores den

ek [1,40], hipercubos [44], grafos cúbicos [39], grafos(q,q−4) paraq fixo [11], cactos [10] e

grafos periplanares com cintura pelo menos 8 [52]. Limitantes inferiores e/ou superiores para o

númerob-cromático são conhecidos para potências de ciclos [19], produto cartesiano de grafos

completos [13, 41], subgrafos com um vértice removido [50], grafosd-regulares [2, 7, 22], gra-

fos livres de estrela e grafos bipartidos [45]. Kouider e Zaker obtiveram limitantes superiores

para o númerob-cromático de grafos em geral em função do tamanho da clique máxima e do

número de partição em clique [45].

Hoàng e Kouider [36] introduziram e estudaram o conceito degrafosb-perfeitos. Um

grafoG é b-perfeito seχb(H) = χ(H) para todo subgrafo induzidoH deG. Hoàng, Maffray e

Mechebbek [34] caracterizaram todos os grafosb-perfeitos por subgrafos induzidos proibidos.

Sabe-se que a distância entreχb(G) e m(G) pode ser arbitrariamente grande. Por exemplo,

m(Kn,n) = n+1 eχb(Kn,n) = 2. Como decidir seχb(G) = m(G) é um problema NP-completo

e Irving e Manlove [37] demonstraram que algumas árvoresT não podem serb-coloridas com

m(T) cores, sendo seu númerob-cromático igual am(T)− 1, é interessante investigar pro-

priedades ou classes de grafos que garantem que a distancia entre χb(G) e m(G) seja limi-

tada por uma constante. Em particular, temos interesse em investigar para quais grafos temos

χb(G)> m(G)−1.

Uma propriedade que tem se mostrado importante em vários estudos da literatura a fim de

limitar o númerob-cromático como desejamos se dá pela análise dacintura do grafo, que é o
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tamanho do menor ciclo de um grafoG e é denotada porg(G), ondeg(G) = ∞ para grafos sem

ciclos. Mais especificamente, o problema estudado nesta dissertação é o seguinte:

Problema 1.1 Seja G um grafo com cintura de tamanho g(G). Qual o menor inteiro g∗ tal que,

se g(G)> g∗, ent̃ao χb(G)> m(G)−1?

Na tese de doutorado de Silva [53] foi provado queg∗ 6 11. Mais recentemente, Campos,

Farias e Silva [9] melhoraram este resultado mostrando queg∗ 6 9. Grafosbipartidos comple-

toscom partes de mesmo tamanhon possuem cintura 4 mas númerob-cromático 2, enquanto

m(G) = n+1. Portanto 56 g∗ 6 9.

Dado um grafoG, dizemos que um vértice édensose o seu grau é pelo menosm(G)−1 e

denotamos porD(G) o conjunto de vértices densos deG.

Considere um grafoG tal que|D(G)|= m(G) e o grau de cada vértice emD(G) ém(G)−1.

SejaBm o conjunto de todos os grafos bipartidosG com uma parte igual aD(G) e a outra igual

a união das vizinhanças dos vértices deD(G), tal que quaisquer duas dessas vizinhanças se

intersectam em no máximo um vértice.

Havet, Sales e Sampaio [33] e Chang e Lin [47] propuseram a seguinte conjectura:

Conjectura 1.2 ( [33,47]) Se G∈ Bm, ent̃ao χb(G)> m(G)−1.

Denote porKm a classe de grafosH =
⋃m

i=1K i
m, ondeK i

m é um grafo completo comm

vértices e|K i
m∩K j

m|6 1, para todo 16 i < j 6 m. A bem conhecida conjectura de Erdős-Faber-

Lovász [24,25] pode ser apresentada da seguinte forma:

Conjectura 1.3 (Conjectura de Erd̋os-Faber-Lov́asz)Se G∈ Km, ent̃ao χ(G) = m.

Chang e Lin [47] provaram que se a Conjectura de Erdős-Faber-Lovász for verdadeira

então, a Conjectura 1.2 também é verdadeira. Assim, provar a Conjectura 1.2 pode ser visto

como um passo para provar a famosa Conjectura de Erdős-Faber-Lovász. Observe que qualquer

grafo emBm possui cintura pelo menos 6. Assim, mostrar queg∗6 6 provaria a Conjectura 1.2.

A seguinte conjectura sobre grafosd-regulares, que tem recebido grande atenção da comu-

nidade, também relaciona o númerob-cromático com a cintura do grafo.

Conjectura 1.4 (Blidia, Maffray e Zemir [2]) Todo grafo d-regular com cintura pelo menos5,

diferente do grafo de Petersen, possui uma b-coloração com d+1 cores.
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Figura 1.1: Grafo de Petersenb-colorido com 3 cores.

Observe que o grafo de Petersen não é um exemplo que implicag∗ > 5, pois o mesmo pode

serb-colorido comd = m(G)−1 cores, como mostra a Figura 1.1.

Cabello e Jakovac [7] provaram que, seG éd-regular comg(G) = 5, entãoχb(G)> ⌊d+1
2 ⌋.

Observe que se provarmos queg∗ 6 5, melhoramos este limite paraχb(G)> d.

Irving e Manlove [37] definiram a estrutura deárvore pivoteadae mostraram que o número

b-cromático de tais árvoresT é igual am(T)−1. Dizemos que grafos que contém tais estruturas

são grafos que não possuem o que chamamos deconjunto bom. Daremos as definições de árvore

pivoteada e conjunto bom no Capı́tulo 3.

Na tese de doutorado de Silva [53], foram caracterizados de forma polinomial os grafos

cuja cintura é pelo menos 8 e não possuem um conjunto bom. Também foi provado, no mesmo

trabalho, que seG é um grafo tal queg(G)> 8 eG não possui um conjunto bom, entãoχb(G) =

m(G)−1. Campos, Farias e Silva [9] utilizaram este resultado paramostrar queg∗ 6 9.

Nesta dissertação melhoramos os resultados de Silva [53], onde caracterizamos através de

um algoritmo polinomial os grafos com cintura pelo menos 6 que não possuem conjunto bom.

Nosso resultado principal é que seG é um grafo tal queg(G) > 7 e não possui um conjunto

bom, entãoχb(G)=m(G)−1. Nossos resultados são passos importantes na tentativa de mostrar

queg∗ 6 7. Porém, para mostrar queg∗ 6 7 resta mostrar comob-colorir os grafosG tal que

g(G)> 7 e que possuem um conjunto bom com pelo menosm(G)−1 cores.

O texto da dissertação está organizado da seguinte forma: no Capı́tulo 2, estabelecemos

a terminologia de Teoria dos Grafos utilizada e outros conceitos necessários ao entendimento

do trabalho; no Capı́tulo 3, apresentamos as definições e as caracterı́sticas gerais em torno

de b-colorações; no Capı́tulo 4, aprofundamos o estudo deb-colorações voltado aos grafos

regulares, onde apresentamos os principais resultados obtidos até o momento que se relacionam

com a Conjectura 1.4 de Blidia, Maffray e Zemir e que mostram que a dificuldade em obter

melhorias nessa conjectura indicam também a dificuldade emmostrar queg∗< 7; no Capı́tulo 5,
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apresentamos nossos resultados principais obtidos em relação ao númerob-cromático de grafos

com cintura pelo menos 6 e 7 e que não possuem conjunto bom. NoCapı́tulo 6 apresentamos

nossas conclusões acerca do trabalho desenvolvido e uma discussão sobre o Problema 1.1.
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2 Notaç̃ao e conceitos preliminares

Neste capı́tulo, são apresentadas as definições básicas de Teoria dos Grafos necessárias ao

entendimento deste trabalho, bem como a notação utilizada. Conceitos mais especı́ficos são

dados ao longo do texto. A maior parte das definições foi retirada dos livrosGraph theory with

applications[4] e Graph theory[5], que podem ser consultados para informações adicionais.

2.1 Conceitos b́asicos

Um grafo G é um par ordenado(V(G),E(G)) consistindo de um conjunto não-vazioV(G)

devérticese um conjuntoE(G), disjunto deV(G), dearestas, junto com uma funçãoψG que

associa a cada aresta um par não ordenado de vértices deG. Comumente, usamosG = (V,E)

como notação de um grafo com conjunto de vérticesV e conjunto de arestasE. Todo grafo

admite uma representação gráfica onde cada vértice é representado por um ponto e cada aresta

é representada por uma linha unindo os pontos correspondentes aos vértices associados a tal

aresta. Por simplicidade, escrevemose= uvao invés deψG(e) = {u,v}, e, quando conveniente,

utilizamosuvpara nos referirmos à arestae.

See é uma aresta eu e v são vértices tais quee= uv, dizemos quee incideemu e emv e

queu ev incidememe. Dizemos ainda que tais vértices são asextremidadesdee, e que a aresta

e une uev.

Uma arestae é umlaçose as suas duas extremidades são iguais. Duas arestas sãomúltiplas

se elas coincidem em ambas as extremidades. Um grafoG é simplesse ele não possui arestas

múltiplas nem laços, e o seu conjunto de vértices é finito. Neste trabalho, tratamos apenas de

grafos simples, e as definições e resultados que seguem dizem respeito aos mesmos.

Duas arestas sãoadjacentesse elas possuem uma extremidade em comum (são incidentes a

um mesmo vértice) e dois vértices sãoadjacentesse eles são incidentes a uma mesma aresta. A

vizinhança NG(v) de um vérticev em um grafoG é o conjunto de todos os vértices adjacentes

a v. Definimos também a vizinhança de um conjunto de vérticesS, NG(S), como a união das
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vizinhanças de cada vértice emSmenos os vértices do próprioS. Ograude um vérticev, dG(v),

é o número de arestas incidentes av emG, isto é, o número de vértices adjacentes av. Denota-

mos porδ (G) e ∆(G) o menor e o maior valor dos graus dos vértices deG, respectivamente. A

vizinhança de arestas é definida de forma similar.

Chamamos detrivial o grafo com apenas um vértice. Um grafoG écompletose existe uma

aresta entre cada par de vértices distintos. Denotamos porKn o grafo completo comn vértices.

Um grafoG é vaziose não possui arestas. Ocomplemento, Ḡ, de G é o grafo simples cujo

conjunto de vértices éV(G) e cujas arestas são exatamente os pares de vértices não adjacentes

emG.

Dizemos que o grafoH é umsubgrafodeG seV(H)⊆V(G) eE(H)⊆ E(G) e escrevemos

H ⊆ G. SejaSum subconjunto não-vazio deV. O subgrafo deG cujo conjunto de vértices éS

e cujo conjunto de arestas é o conjunto de arestas deG que tem as duas extremidades emS é o

subgrafo deG induzidoporSe é denotado porG[S]. Dizemos também queG[S] é umsubgrafo

induzidodeG.

Um emparelhamentoem um grafoG é um subconjunto de arestas não-adjacentes entre si.

Se M é um emparelhamento, dizemos que as duas extremidades de cada aresta deM estão

emparelhadaspor M e cada vértice incidente a uma aresta deM estácobertopor M. Um

emparelhamento perfeitóe um emparelhamento em que todos os vértices deG estão cobertos.

Um subconjuntoS deV(G) é umconjunto independenteou conjunto est́avelde G se ne-

nhum par de vértices deS é adjacente emG. Umaclique é um subconjuntoK deV(G) tal que

G[K] é completo. A cardinalidade do maior conjunto estável e damaior clique de um grafoG

são denotadas, respectivamente, porα(G) e ω(G).

Um caminhoemG é uma sequência finita e não nulaP= v0v1 . . .vk, tal que, para 1≤ i ≤ k,

vi−1vi é uma aresta e todos os vértices deP são distintos. Dizemos queP é um caminho entre

v0 e vk. Se existe um caminhoP = v0v1 . . .vk entrev0 e vk e v0vk é uma aresta, dizemos que

C = v0,v1, . . . ,vk,v0 é umciclo. O tamanhode um caminhoP e de um cicloC é a quantidade

de arestas respectivamente deP eC. As arestas deG que unem dois vértices não sucessivos em

um caminho ou em um ciclo são chamadas decordas.

Um caminho induzidóe um caminho sem cordas e umciclo induzidóe um ciclo sem cordas.

Um caminho comk vértices é denotado porPk e um ciclo comk vértices é denotado porCk.

Um grafoaćıclico é um grafo que não possui ciclos. Acinturade um grafoG é o tamanho

do menor ciclo induzido deG. Representamos a cintura deG por g(G). SeG é um grafo

acı́clico entãog(G) = ∞.
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O conjunto dosvértices intermedíariosde um caminhoP= v0v1 . . .vk emG é definido pelos

vértices emV(P)−{v0,vk}, enquanto quev0 e vk são asextremidadesdeP. Sev0 = x e vk = y

dizemos queP é umxy-caminhoemG.

Umapartição de um conjuntoS é uma famı́lia de subconjuntos, também chamadospartes

ou classes, P = {Si | i ∈ I}, tais que
⋃

i∈I
Si = Se Si ∩Sj = /0, para todoi, j ∈ I ondei 6= j e I é

um conjunto qualquer.

Dois vérticesu e v estãoconectadosse existe um caminho entreu e v emG. Todo grafo

G admite uma partição deV(G) em subconjuntos não-vaziosV1,V2, . . .Vl tal que dois vértices

u e v estão conectados se e somente se ambosu e v pertencem ao mesmo subconjuntoVi . Os

subgrafosG[V1],G[V2], . . . ,G[Vl ] são chamados decomponentesde G. SeG tem exatamente

uma componente, entãoG é ditoconexo. Equivalentemente, dizemos que um grafo é conexo

se quaisquer dois de seus vértices estão conectados. Casocontrário, o grafo é chamado de

desconexo.

Em um grafoG, adistânciaentre dois vérticesu ev é o tamanho do menor caminho entreu

evemGe é denotada pordist(u,v). Odiâmetrode um grafoG é o valor da maior distância entre

qualquer par de vértices deG e é denotado pordiam(G). Seu e v pertencem a componentes

distintas, entãodist(u,v) = ∞.

Nos capı́tulos seguintes, quando estiver claro a que grafo estamos nos referindo, podemos

omitir, nas notações dadas acima, o sı́mbolo que indica umgrafo especı́fico. Por exemplo, ao

invés deV(G) eNG(v) escrevemos apenasV eN(v).

Um grafoG é bipartidose seu conjunto de vértices pode ser particionado em dois subcon-

juntosX eY tais que toda aresta tem uma extremidade emX e outra emY. Se todo vértice de

X é adjacente a todo vértice deY, entãoG é umgrafo bipartido completoe é denotado porKr,s,

quandor =| X | es=|Y |. Os grafosK1,s são chamadosestrelas.

Um grafo é bipartido se e somente se ele não possui ciclos detamanho ı́mpar. Umáarvore

é um grafo conexo e acı́clico. Portanto, uma árvore é um grafo bipartido.

Dadosu 6= v, doisuv-caminhosP eQ emG sãointernamente disjuntosse eles não possuem

vértices internos em comum, ou seja, seV(P)∩V(Q) = {u,v}. A conectividade localentre

vértices distintosu e v é o número máximo deuv-caminhos dois a dois internamente disjuntos,

e é denotada porp(u,v).

Um grafo não trivialG é k-conexosep(u,v) > k para quaisquer dois vértices disjuntosu e

v. Por convenção, um grafo trivial é 0-conexo e 1-conexo, mas não ék-conexo parak > 1. A

conectividadeκ(G) é o máximo valor dek para o qualG ék-conexo. Assim, para um grafo não



18

trivial G,

κ(G) = min{p(u,v) : u,v∈V,u 6= v}.

Um grafoG é k-regular sed(v) = k para todov∈ V. Dizemos queG é regular seG é k-

regular para algum inteirok. Os grafos 3-regulares também são referidos comografos ćubicos.

Ao longo do texto usaremos a notação[n] para representar o conjunto{1,2, . . . ,n}.

2.2 Coloraç̃ao de v́ertices

Dado um grafoG=(V,E), uma coloração de vértices deG, ou simplesmente umacoloraç̃ao

deG, é uma funçãoc : V −→ N que associa a cada vértice do grafo um número inteiro, deno-

minadocor. Denotamos porc(H) o conjunto das cores de uma coloraçãoc de um grafoG

utilizadas em um subgrafoH deG. Se uma coloração de um grafoG possuik cores, também

podemos chamá-la dek-coloraç̃ao de G. Habitualmente, escolhemos{1,2, . . . ,k} para ser o

conjunto de inteiros representativo dask cores de umak-coloração.

Alternativamente, umak-coloraçãoc de um grafoG pode ser vista como uma partição

P = {S1,S2, . . . ,Sk} do conjunto de vértices deG em k partes onde cada parteSi contém os

vértices coloridos com a cori, para todoi ∈ {1, . . . ,k}. Os conjuntosSi são asclasses de corda

coloraçãoc.

Dada uma coloraçãoc de um grafoG= (V,E), um vérticev∈V é adjacente a uma classe

de cor Si ou adjacente a cor isev é adjacente a algum vérticeu, distinto dev, tal quec(u) = i.

Dizemos que uma coloraçãoc é própria se uma mesma cor não é atribuı́da a dois vértices

vizinhos. Em umak-coloração própria, cada classe de cor é um conjunto estável. Como tra-

tamos apenas de colorações próprias nesse texto, daqui em diante nos referiremos às mesmas

apenas como colorações ouk-colorações.

Um grafo ék-coloŕıvel se admite umk-coloração. O menor inteirok para o qual um grafo

G é k-colorı́vel é onúmero croḿaticodeG, denotado porχ(G).

Em um grafoG= (V,E) tal que|V|= n, cada classe de cor possui no máximoα(G) cores,

uma vez que são conjuntos estáveis. Dessa forma, temos o seguinte limitante inferior para o

número cromático:χ(G) > ⌈n/α(G)⌉. Um outro limite inferior paraχ(G) é o tamanho da

maior clique, já que todos os vértices de uma clique devem receber cores distintas. O Teorema

de Brooks 2.1 estabelece um limite superior para o número cromático de grafos em geral.

Teorema 2.1 (Brooks [6]) Seja G um grafo conexo. Então,χ(G)≤ ∆(G), a menos que G seja
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um cicloı́mpar ou um grafo completo, situações em queχ(G) = ∆(G)+1.

É possı́vel decidir em tempo polinomial seχ(G) = 1 ou 2. Entretanto, determinar se um

grafo qualquer ék-colorı́vel é um problemaNP-completo para todok ≥ 3 [29, 42], mesmo

considerandok= 3 eG um grafo sem triângulos e com grau máximo quatro [49]. Além disso,

para todoε > 0 o problema de coloração não pode ser aproximado por um fator menor que

n1−ε , a menos queP= NP [48].
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3 b-Coloraç̃ao

Neste capı́tulo apresentamos as definições, as propriedades e os resultados gerais relacio-

nados àb-coloração de vértices.

3.1 Definiç̃ao

Considere uma coloração própriac de um grafoG. Com o objetivo de diminuir a quantidade

de cores utilizadas nessa coloração, várias estratégias podem ser propostas. Em particular, pode-

se considerar as seguintes estratégias:

• Estratégia a: Se existem duas classes de corX e Y tais queX ∪Y é um conjunto in-

dependente, podemos recolorir os vértices deY com a cor correspondente à classeX,

eliminando assim uma classe de cor.

• Estratégiab: Se existe uma classe de corX tal que cada vértice possui pelo menos uma

cor (diferente da sua) que não é utilizada em sua vizinhanc¸a, podemos recolorir cada

vértice emX com uma tal cor, eliminando portanto a classe de corX.

A Figura 3.1 ilustra a Estratégiaa. Vemos queS2∪S4 é um conjunto independente. Logo

podemos eliminar a classeS4 ao recolorir todos os seus vértices com a cor deS2.

A Figura 3.2 ilustra a Estratégiab. Podemos ver que para cada vérticev∈V da classe de cor

S2 existe uma cor que não é utilizada emN(v). Recolorimos assim os vértices deS2 de modo

eles recebam alguma cor não utilizada em sua vizinhança. Os vértices escuros na coloração

resultante possuem todas as cores restantes, exceto a sua, utilizadas em sua vizinhança.

Obviamente, existem casos em que essas estratégias não podem ser aplicadas. No caso da

Estratégiab, não podemos aplicá-la se a coloração satisfaz:
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Figura 3.1: Aplicação da Estratégiaa.

Figura 3.2: Aplicação da Estratégiab.

Definição 3.1 (b-coloraç̃ao)Uma k-coloraç̃ao c de um grafo G= (V,E) é uma b-coloraç̃ao se,

para todo i (16 i 6 k), existe ui ∈ Si tal que, para todo j (16 j 6 k, i 6= j), existe vj ∈ Sj com

uiv j ∈ E (dizemos que ui é um b-v́ertice da cor i).

As colorações resultantes das Figuras 3.1 e 3.2 são exemplos de colorações em que não

podemos mais aplicar a estratégiaa e a estratégiab, respectivamente. Com isso, a Figura 3.2

mostra um exemplo de umab-coloração. O seguinte parâmetro mede o pior caso de aplicação

da estratégiab, com relação à distância ao número cromático:

Definição 3.2 (Número b-cromático) O número b-croḿatico de um grafo G, denotado por

χb(G) é o maior inteiro k para o qual G possui uma b-coloração com k cores.

As definições deb-coloração e de númerob-cromático foram primeiramente propostas por

Irving e Manlove [37]. Eles mostraram que encontrarχb(G) é um problema NP-difı́cil em geral,

mas que é polinomial para árvores.
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Dado um grafoG, uma observação importante é representada pela desigualdade:

χ(G)6 χb(G)

A desigualdade é verdadeira pois, claramente, toda coloração própria deG que utilizaχ(G)

cores é umab-coloração. O Algoritmo 1 mostra o funcionamento da Estratégiab de coloração

que tenta diminuir o número de cores utilizadas em uma coloração própria qualquer, obtendo

umab-coloração do grafo de entrada.

Algoritmo 1 : Algoritmo B de coloração

Entrada: GrafoG= (V,E) pré-colorido com umak-coloração própriac′.
Sáıda: b-Coloraçãoc deG.

c= c′.1

para todo i = k, . . . ,2 faça2

para todo v∈ Si , onde Si é a classe de cor com a cor i,faça3

se∃l ∈ [k]−{i}, tal que l /∈ c(N(v)) e Sl 6= /0 então4

c(v) = l5

Retornec.6

3.2 Comparaç̃ao com outros par̂ametros de coloraç̃ao

Como na estratégiab, os casos em que a Estratégiaa não pode ser aplicada são aqueles em

que a coloração encontrada satisfaz:

Definição 3.3 (a-coloraç̃ao)Uma k-coloraç̃ao c de um grafo G= (V,E) é uma a-coloraç̃ao se,

para quaisquer i, j(16 i < j 6 k), existem u, v tais que u∈ Si, v∈ Sj e uv∈ E.

Da mesma forma que o númerob-cromático, o seguinte parâmetro mede o pior caso de

aplicação da estratégiaa, com relação à distância ao número cromático:

Definição 3.4 (Número a-cromático) O número a-croḿatico de um grafo G, denotado por

χa(G) é o maior inteiro k para o qual G possui uma a-coloração com k cores.

O númeroa-cromático foi primeiramente definido por Harary et al. [31]. Em [8] é mostrado

que o problema de determinar seχa(G)> k para um dado valork é um problema NP-completo,
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mesmo no caso em queG é uma árvore. Chaudhary e Vishwanathan [14] apresentaramum

algoritmo aproximativo para o númeroa-cromático com fator de aproximação deO(n/
√

log n).

Pelas definições dea-coloração eb-coloração podemos ver que todab-coloração de um

grafo G qualquer que utilizaχb(G) cores também é umaa-coloração deG. Dessa forma a

seguinte desigualdade é válida:

χb(G)6 χa(G)

Irving e Manlove [37] demonstraram formalmente a validade da desigualdade anterior. Pode-

mos concluir, dessa forma, que

χ(G)6 χb(G)6 χa(G)

Portanto, o parâmetroχb(G) é um refinamento deχa(G), se considerarmos esses parâmetros

apenas como limites superiores para o número cromático deG. Por isso o númerob-cromático

e ab-coloração passaram a ter uma importância maior na Teoria dos Grafos.

O número de Grundyde um grafoG, primeiramente nomeado e estudado por Christen

e Selkow [15], é o maior inteirok tal que existe uma ordem deV(G) que, se utilizada pelo

Algoritmo guloso de coloraç̃ao, leva-o a retornar uma coloração comk cores. O número de

Grundy é denotado porΓ(G). O Algoritmo 2 descreve o procedimento do Algoritmo guloso

de coloração. Não é difı́cil perceber que o Algoritmo guloso gera uma coloração própria de

G, ou seja, que todo vértice recebe uma cor que não é utilizada em sua vizinhança. Para cada

vértice v ∈ V(G), são utilizadas no máximo∆(G) cores em sua vizinhança, eventualmente

sendo necessário uma nova cor parav. Dessa forma, temos queΓ(G) 6 ∆(G)+1. Como em

toda coloração própria utiliza-se pelo menosχ(G) cores, entãoχ(G)6 Γ(G)6 ∆(G)+1.

Algoritmo 2 : Algoritmo guloso de coloração

Entrada: GrafoG= (V,E) e ordemθ = v1,v2, . . . ,vn deV.
Sáıda: Coloração própriac deG.

para todo i = 1, . . . ,n faça1

c(vi) = k, ondek∈ [n] é a menor cor não utilizada emN(vi)∩{v1, . . . ,vi−1}.2

Retornec.3

O númerob-cromático também se assemelha ao número de Grundy, já que ambos repre-

sentam um limite superior para o número cromático. Entretanto, não é verdade que o parâmetro

Γ(G) sempre é um limite superior paraχb(G) e nem o contrário.
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Como podemos ver na Figura 3.3, o grafoG definido como a união den estrelas disjuntas

ei , i ∈ [n], tal queei = K1,n−1, possui númerob-cromáticon, onde colorimos o vérticeui com

a cor i e os seus vizinhos com cores distintas em[n] \ {i}, de modo queui seja ob-vértice

da cor i. No entanto temos queΓ(G) = 2, já que para qualquer estrelaei , ao aplicarmos o

Algoritmo 2 em qualquer ordem dos seus vértices, podemos ver que todos os vértices não

adjacentes devem receber a mesma cor, enquantoui recebe uma segunda cor. Portantoχb(G)

pode ser arbitrariamente maior queΓ(G).

Figura 3.3: Exemplo de queΓ(G)≪ χb(G).

Suponha agora o grafoG obtido a partir de um grafo bipartido completoKn,n, onde remove-

mos um emparelhamento perfeito e incluı́mos novamente uma aresta removida. O mesmo pode

ser visto na Figura 3.4. Suponha umab-coloraçãoc deG com pelo menos 3 cores. Sabemos

queun e vn devem possuir cores distintas e suponha quec(un) = 1 ec(vn) = 2. Suponha sem

perda de generalidade que ob-vértice da cor 3 éui ∈U . Masui não pode ser adjacente a algum

vértice da cor 1, já queun é adjacente a todo vérticevi , i ∈ [n]. Logo χb(G) = 2. Seja agora a

ordemθ = 〈u1,v1,u2,v2, . . . ,un,vn〉 dada como entrada ao Algoritmo 2. Podemos ver que o par

(ui,vi) será colorido com a cori, para todoi ∈ [n−1] e un recebe a corn, enquantovn recebe a

cor n+1. Como∆(G) = n, temos queΓ(G) = n+1. Portantoχb(G) pode ser arbitrariamente

menor queΓ(G).

Figura 3.4: Exemplo de queΓ(G)≫ χb(G).

As seguintes desigualdades resumem essas considerações:

χ(G)6 χb(G),Γ(G)6 ∆+1
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3.3 Observaç̃oes sobre ab-coloração

Existem grafos cujo número cromático pode ser arbitrariamente distante do númerob-

cromático: considere o grafoG mostrado na Figura 3.5, que é obtido através do grafo bipartido

completoKn,n removendo-se um emparelhamento perfeito. Fazendoc(ui) = c(vi) = i, i ∈ [n]

obtemos umab-coloração comn cores. Como cada vértice possui graun−1, χb(G) = n, porém

χ(G) = 2, poisG é um grafo bipartido.

Figura 3.5: Exemplo que mostra queχb(G) pode ser arbitrariamente distante deχ(G).

Além da grande diferença que pode existir entre o número cromático e o númerob-cromático

de um grafoG, podemos observar que, quandon = 4, o grafo da Figura 3.5 possui umab-

coloração com 2 e 4 cores, mas não possui uma com 3 cores. O mesmo não ocorre com relação

às a-colorações [32], pois sempre existe umaa-coloração com qualquer valorχ(G) 6 k 6

χa(G). O espectro b-croḿaticode um grafoG é o conjunto de todos os inteirosk tal que existe

umab-coloração deG com k cores. Em sua tese, Faik [27] introduziu o conceito degrafos

b-cont́ınuos: um grafoG é b-contı́nuo se seub-espectro é completo, ou seja, seG pode ser

b-colorido comk cores para todok∈ {χ(G), . . . ,χb(G)}. Faik provou que decidir se um grafo

G é b-contı́nuo é NP-completo, mesmo seG é um grafo bipartido e seus números cromático e

b-cromático são conhecidos. Kratochvı́l et al. [46] mostraram a seguinte proposição que carac-

teriza a existência de um grafoG cujo espectrob-cromático é{2,n}:

Proposiç̃ao 3.5 (Kratochv́ıl et al. [46]) Para todo n, existe um grafo G tal que G possui uma

b-coloraç̃ao por k cores apenas para k= 2 e k= n.

É também verdade que a diferença entre os númerosb-cromáticos de um grafoG e um

subgrafoH de G pode ser arbitrariamente grande e, além disso, comH possuindo o número

b-cromático maior:

Proposiç̃ao 3.6 (Kratochv́ıl et al. [46]) Para todo n, existe um grafo G e um subgrafo induzido

H de G tal queχb(H)−χb(G)> n.



26

Na demonstração da Proposição 3.6 utilisa-se o grafo bipartido completoKn+4,n+4 onde

removemos um emparelhamento den+3 arestas. Esse grafo é similar ao grafo da Figura 3.4 e,

como vimos, seu númerob-cromático é igual a 2. Além disso, esse grafo possui um subgrafo

induzidoH, ondeH é o grafo bipartido completoKn+3,n+3 onde removemos um emparelha-

mento perfeito. Como vimos na Figura 3.5, o númerob-cromático deH é igual an+3. Logo

χb(H)−χb(G) = n+1.

É fato conhecido que, seH é um subgrafo deG e χ(H) = k, entãoχ(G) > k. Um grafo

G é k-cŕıtico se ele é minimal com respeito à propriedade deG possuir número cromático

k. Assim, qualquer grafoG que satisfazχ(G) > k, contém necessariamente um subgrafok-

crı́tico. A Proposição 3.6 inibe uma abordagem por meio degrafos crı́ticos para o problema de

b-coloração, como é feito na coloração tradicional.

3.4 Om-grau de um grafo

Podemos observar que, para um grafoG possuir umab-coloraçãoc com k cores,G deve

conter pelo menosk vértices onde cada um recebe uma cor diferente emc e cujos graus são pelo

menosk−1. Irving e Manlove [37] definiram um novo parâmetro baseados nessa observação:

Definição 3.7 (m-grau) Para um grafo G= (V,E), suponha que os vértices de G, v1,v2, . . . ,vn,

est̃ao ordenados de modo que d(v1)> d(v2)> . . .> d(vn). O m-grau de G, denotado por m(G),

é definido por:

m(G) = max{i : 16 i 6 n,d(vi)> i −1}.

Pela própria Definição 3.7, podemos observar quem(G) pode ser calculado em tempo po-

linomial e quem(G) 6 ∆(G)+1. Irving e Manlove [37] mostraram que om-grau é um limite

superior para o númerob-cromático de um grafoG:

Lema 3.8 (Irving e Manlove [37]) Para qualquer grafo G,χb(G)6 m(G).

Demonstraç̃ao: Suponha queχb(G)>m(G) e sejac umab-coloração comχb(G) cores. Temos

que cada classe de cor dec possui umb-vértice que deve ter grau pelo menosχb(G)−1>m(G),

uma contradição. �

Dado um grafoG qualquer, seu∈V(G) possui grau pelo menosm(G)−1, dizemos queu

é umvértice densoe representamos oconjunto de todos os vértices densosdeG porD(G).
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Podemos ver que todob-vértice de umab-coloraçãoc, comm(G) cores, de um grafoG é

um vértice denso. Claramente o contrario não é verdade, já que em um grafod-regular, por

exemplo, todos os vértices são densos, visto quem(G) = d+ 1, mas todab-coloração deG

possui no máximom(G) vértices, pelo Lema 3.8. Ou seja, a quantidade de vérticesdensos em

um grafo qualquerG pode ser bem maior quem(G). Um conjunto contendo umb-vértice de

cada cor distinta de umab-coloraçãoc é chamado de umabase da b-coloraç̃ao c.

O limite superiorm(G) é um limite justo: uma cliqueG comn vértices possuim(G) = n,

já queG é (n−1)-regular, e, claramente, toda coloração própria deG possuim(G) cores. Por

outro lado, o númerob-cromático pode ser arbitrariamente distante dem(G), como acontece

nos grafos bipartidos completosKn,n. SejaG um grafo bipartido completo com partesU =

{u1,u2, . . . ,un} eW = {w1,w2, . . . ,wn}. Vemos quem(G) = n+1, porém,χb(G) = 2. De fato,

suponha que existe umab-coloraçãoc deG que possui 3b-vértices. Logo, pelo menos uma das

partes possui pelo menos doisb-vértices de cores diferentes, digamosu1,u2 ∈U . Por definição,

u2 deve possuir um vizinhowi tal quec(wi) = c(u1). Porém,wi é adjacente au1, um absurdo.

3.5 Complexidade de encontrar o ńumero b-cromático

Os seguintes problemas são considerados nesta seção:

B-COLORAÇÃO

Instância: GrafoG= (V,E) e inteirok.

Quest̃ao: Existe umab-coloração deG que utilizak cores?

NÚMERO B-CROMÁTICO

Instância: GrafoG= (V,E) e inteirok.

Quest̃ao: χb(G)> k?

Claramente ŃUMERO B-CROMÁTICO se reduz a B-COLORAÇ̃AO, afinal responder se

χb(G)> k equivale a questionar se existe umab-coloração coml cores, para cada valor del que

satisfaçak6 l 6 m(G). Entretanto, não é óbvio se conhecerχb(G) ajuda a decidir seG possui

umab-coloração comk cores, quandok< χb(G). Portanto, uma maneira mais fácil de mostrar

que ambos os problemas são NP-completos, seria mostrar queNÚMERO B-CROMÁTICO é

NP-completo:
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Teorema 3.9 (Irving e Manlove [37])NÚMERO B-CROMÁTICO é NP-completo.

A demonstração do Teorema 3.9 não será apresentada neste texto. Irving e Manlove utili-

zaram uma redução polinomial do seguinte problema a NÚMERO B-CROMÁTICO:

COBERTURA EXATA POR 3-CONJUNTOS (X3C)

Instância: ConjuntoS= {s1,s2, . . . ,sn}, onden= 3k para algum inteirok , e uma coleção

T = {T1,T2, . . . ,Tm} de subconjuntos deS, onde|Ti |= 3 para cadai.

Quest̃ao: T possui uma cobertura exata paraS? Ou seja, existe um conjuntoT ′ ⊆ T de

conjuntos dois-a-dois disjuntos cuja união sejaS?

Uma vez que X3C é NP-completo [29], NÚMERO B-CROMÁTICO e B-COLORAÇÃO

também o são. Além disso, a redução apresentada por Irving e Manlove implica que é NP-

completo decidir seχb(G) = m(G) para um grafoG qualquer, um indı́cio de que os grafos

com χb(G) = χ(G) não possuem uma estrutura fácil de ser reconhecida. Esse fato motivou o

estudo dos grafosG tal queχb(H) = χ(H) para todo subgrafo induzidoH de G. Tais grafos

são chamados deb-perfeitos, que foram primeiramente estudados por Hoàng e Kouider [36].

Hoàng, Maffray e Mechebbek [34] caracterizaram todos os grafosb-perfeitos por subgrafos

induzidos proibidos.

Kratochvı́l et al. [46] provaram que ŃUMERO B-CROMÁTICO e B-COLORAÇÃO são

difı́ceis mesmo quando restritos a grafos bipartidos conexos:

Teorema 3.10 (Kratochv́ıl et al. [46]) B-COLORAÇÃO é NP-completo para k=m(G) mesmo

para grafos bipartidos conexos e m(G) = ∆(G)+1.

Obviamente, o problema B-COLORAÇ̃AO pertence a NP. Para mostrar sua NP-completude

os autores mostraram uma redução polinomial do seguinte problema, que é NP-completo [35],

para B-COLORAÇ̃AO:

3-COLORABILIDADE DE ARESTAS (3CA)

Instância: Grafo 3-regularG= (V,E).

Quest̃ao: G admite uma coloração das arestas com 3 cores?
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Como NÚMERO B-CROMÁTICO é NP-completo, é natural abordar este problema por

meio de algoritmos aproximativos. Entretanto, até o momento não se conhece nenhum algo-

ritmo aproximativo para o problema. Corteel, Valencia-Pabon, e Vera [16] provaram o seguinte

teorema.

Teorema 3.11 (Corteel, Valencia-Pabon, e Vera [16]) O número b-croḿatico de um grafo ñaoé

aproxiḿavel por um fator120/113−ε em tempo polinomial a menos que P=NP, para qualquer

ε > 0.

3.6 O número b-cromático deárvores

Diversos problemas em grafos, que são NP-completos em suasformulações originais, são

polinomiais quando suas instâncias são restritas às árvores. O problema de determinar o número

b-cromático de um grafo não é uma exceção, como veremos.Dada uma árvoreT, Irving e Man-

love [37] demonstraram queχb(T) ∈ {m(T)−1,m(T)} e que as únicas árvores que satisfazem

χb(T) = m(T)−1 são aquelas que se enquadram na seguinte definição.

Definição 3.12 (Irving e Manlove [37])(Árvore pivoteada).Umaárvore T= (V,E) é pivote-

ada se T possui exatamente m(T) vértices densos e um vértice especial v, que chamamos de

pivô, satisfazendo:

1. v ñao é denso;

2. Todo v́ertice densóe adjacente a v ou a um vértice denso adjacente a v;

3. Qualquer v́ertice denso adjacente a v e a outro vértice denso tem grau m(T)−1.

Figura 3.6: Exemplo de árvore pivoteada.

Na Figura 3.6 temos um exemplo de árvore pivoteada, onde os vértices escuros representam

os vértices densos deT. Notemos que não pode haver dois pivôs em uma árvore, poisisso

implica na existência de um ciclo na mesma. No seguinte resultado, Irving e Manlove [37]

determinaram o númerob-cromático das árvores pivoteadas:
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Teorema 3.13 (Irving e Manlove [37]) Se T́e umaárvore pivoteada, entãoχb(T) = m(T)−1.

Resta examinar o que ocorre em uma árvore não-pivoteadaT. Pode ocorrer, neste caso,

que existam mais dem(T) vértices densos e, portanto, pode-se realizar diferentesescolhas de

conjuntos dem(T) vértices densos que serão uma base em umab-coloração comm(T) cores.

Dependendo da escolha realizada, podemos recair em uma situação similar a que ocorre nas

árvores pivoteadas. Por exemplo, o grafo da Figura 3.7 satisfazm(T) = 5, mas existem seis

vértices densos,{a,b,c,d,e, f}. Porém, os vértices densosa,b,c,d,enão podem ser uma base

de umab-coloração com 5 cores, pois neste caso não há nenhuma escolha de cor para o vértice

v que leve a umab-coloração deT com m(T) cores (observe que 4 cores diferentes devem

aparecer nas vizinhanças deb e d). Porém, umab-coloração por 5 cores deT existe tomando

ou{a,b,c,e, f} ou{a,c,d,e, f} como osb-vértices.

Dessa forma, uma escolha criteriosa dos vértices densos pode ser necessária para se alcançar

umab-coloração comm(T) cores. A seguir, definimos uma escolha “ruim” de vértices densos

em uma árvore não-pivoteada:

Definição 3.14 (Irving e Manlove [37])(Vértice circulado).Seja T= (V,E) umaárvore e V′

um subconjunto de D(T) com cardinalidade m(T). Ent̃ao V′ circula algum v́ertice v∈ V \V ′

se:

1. Cada v́ertice em V′ é adjacente a v, ou a um vértice em V′ adjacente a v; e

2. Qualquer v́ertice em V′ adjacente a v e a outro vértice em V′ têm grau m(T)−1.

Nos referimos a v como um vértice circulado por V′.

a

c

b

d

e

f

v

Figura 3.7: O conjunto{a,b,c,d,e} circulav, enquanto{a,b,c,e, f} não.
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Similarmente ao que ocorre nas árvores pivoteadas, se, em uma árvore não-pivoteadaT,

um vérticev é circulado por um conjuntoV ′(|V′|= m(T)) de vértices densos, então os vértices

emV ′ não são uma base de umab-coloração deT com m(T) cores. Porém, comoT é não-

pivoteada, o único caso em que isso é possı́vel é quando temos uma quantidade maior do que

m(T) de vértices densos (caso contrário,V ′ é o conjunto dos vértices densos deT, e v se

enquadra na definição de pivô, contradizendo o fato de queT é não-pivoteada), e podemos

escolher outro conjunto de vértices densos para desempenhar o papel deb-vértices. A seguinte

definição caracteriza uma “boa” escolha dos vértices densos de uma árvore não-pivoteada:

Definição 3.15 (Irving e Manlove [37])(Conjunto bom).Seja T= (V,E) umaárvore e V′ ⊆
D(T) com cardinalidade m(T). Ent̃ao V′ é um conjunto bom com respeito a T se:

1. V′ não circula nenhum v́ertice em V\V ′; e

2. Qualquer v́ertice u∈V \V ′ tal que d(u)> m(T) é adjacente a algum v∈V ′.

Na Figura 3.7, o conjunto{a,c,d,e, f} é um exemplo de conjunto bom. Irvinge e Man-

love [37] utilizaram o seguinte lema para demonstrar o Teorema 3.17.

Lema 3.16 (Irving e Manlove [37]) Se T= (V,E) é umaárvore ñao-pivoteada então podemos

construir um conjunto bom para T .

Teorema 3.17 (Irving e Manlove [37]) Se T= (V,E) é umaárvore ñao-pivoteada, então

χb(T) = m(T).

Como verificar se uma árvoreT é pivoteada ou não pode ser feito em tempo polinomial, te-

mos que ŃUMERO B-CROMÁTICO é polinomial em árvores. Além disso, as demonstrac¸ões,

que não são apresentadas aqui, fornecem algoritmos polinomiais para a construção deb-colorações

comm(T)−1 e comm(T) cores, respectivamente no caso de árvores pivotedas e não-pivoteadas.

Em relação ao problema B-COLORAÇÃO, Faik e Kara et al. [26, 38] demonstraram que,

dado umgrafo cordal G, um grafo livre de ciclos induzidos de tamanho pelo menos 4, euma

b-coloração do mesmo comk cores, pode-se obter, em tempo polinomial, umab-coloração de

G comk−1 cores sek> χ(G)+1. As árvores são grafos cordais. Logo, dados uma árvoreT e

um valork, para responder seT admite umab-coloração comk cores basta determinar o valor

deχb(T) e verificar se 26 k6 χb(T). Consequentemente, B-COLORAÇÃO é polinomial em

árvores.
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4 b-Coloraç̃ao de grafos regulares

Neste capı́tulo, apresentamos algumas abordagens de comob-colorir grafos regulares e os

principais resultados obtidos a partir das mesmas. Essas abordagens são baseadas em diferentes

parâmetros do grafo, como veremos.

4.1 Quanto ao ńumero de v́ertices

Como vimos no capı́tulo 3, as desigualdades a seguir são válidas para todo grafoG:

χ(G)6 χb(G)6 ∆(G)+1

Como vimos, também no Capı́tulo 3, Hoàng, Maffray e Mechebbek [34] caracterizaram

todos os grafosb-perfeitos por subgrafos induzidos proibidos. Um problemaimportante é ca-

racterizar aqueles grafosG tais queχb(G) = ∆(G) + 1, já que este é o limite superior para

o númerob-cromático de qualquer grafo. Kratochvil, Tuza e Voigt [46] provaram o seguinte

teorema:

Teorema 4.1 (Kratochvil, Tuza e Voigt [46]) Seja G um grafo contendo vértices v1,v2, . . . ,v∆(G)+1

tais que d(vi) = ∆(G), para todo i, e dist(vi,v j)> 4 para todo i6= j. Então χb(G) = ∆(G)+1.

Demonstraç̃ao: Denotaremos∆(G) = ∆. Iremos construir umab-coloração deG com ∆+1

cores. Para todoi ∈ [∆+1] colorimosvi com a cori e sua vizinhança com a cores[∆+1]\{i}
tal que todas as∆ cores são utilizadas na vizinhança. Até agora essa é umacoloração própria

de G, pois a restrição de distância implica que não existem vértices adjacentes com a mesma

cor e cada um dos vérticesvi é umb-vértice. Além disso, a pré-coloração pode ser extendida

ao grafo todo utilizando o Algoritmo 2. Note que, isso é possı́vel pois, todo vértice tem grau no

máximo∆ e temos∆+1 cores disponı́veis. Assim,χb(G) = ∆+1. �

Claramente seG é um grafod-regular satisfazendo a restrição de distância do Teorema 4.1,
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entãoχb(G) = d+1. A ideia também pode ser utilizada para provar o seguinte resultado acerca

dos grafos regulares:

Corolário 4.2 (Kratochvil, Tuza e Voigt [46]) Seja G um grafo d-regular(d > 2) com pelo

menos d4 vértices. Ent̃ao χb(G) = d+1.

Demonstraç̃ao: Pretendemos encontrard+1 vérticesv1, . . . ,vd+1 ondedist(vi,v j) > 4 para

todo i 6= j. Tome arbitrariamente um vértice comov1 e sejaG1 o grafo obtido ao removerv1

junto com sua primeira, segunda e terceira vizinhanças emG. O número de vértices removidos

é no máximo 1+d+d(d−1)+d(d−1)2 = d3−d2+d+1< d3. Da mesma forma, elegemos

um novo vértice deG1 comov2 e removemos suas vizinhanças primeira, segunda e terceira,

gerando um novo grafoG2. Observe que também removemos menos qued3 vértices deG1 a

G2. Continuamos o processo até obtermos o grafoGd+1. A soma dos vértices removidos é

menor do qued4 e, portanto, existe pelo menos um vérticevd+1. Além disso,dist(vi,v j) > 4

para todoi 6= j. ComoG é d-regular, taisv1, . . . ,vd+1 satisfazem as condições do Teorema 4.1.

�

Parad = 2, somente os grafos consistindo de um ou dois ciclos de tamanho 4 possuem

númerob-cromático 2 e todos os demais grafos 2-regulares possuem númerob-cromático 3.

O Corolário 4.2 significa que, para um dadod, existe um número finito de grafosd-regulares

G com χb(G) < d+ 1. É mostrado em [39] que existem exatamente 4 grafos cúbicos com

χb(G)< ∆(G)+1, onde um deles é o grafo da Figura 4.1. Todas as exceções possuem não mais

que 10 vértices.

Figura 4.1: Grafo de Petersen.

Cabello e Jakovac [7] diminuı́ram o limite do Corolário 4.2.

Teorema 4.3 (Cabello e Jakovac [7]) Seja G um grafo d-regular com pelo menos2d3 vértices.

Então χb(G) = d+1.
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Assim, qualquer grafod-regular com pelo menos 2d3 vértices possui númerob-cromático

d+ 1. A demonstração do Teorema 4.3 não será apresentada aqui. Cabello e Jakovac [7]

também mostraram que o limite 2d3 não pode ser reduzido abaixo ded2 em geral. Para de-

monstrar isso usaremos a definição de produto lexicográfico:

Definição 4.4 Dados grafos G e H, chamamos de produto lexicográfico de G por H, denotado

por G[H], o grafo cujo conjunto de vérticesé formado pelos elementos de V(G)×V(H) e cujo

conjunto de arestaśe E(G[H]) = {{(a,x),(b,y)} | ab∈ E(G), ou a= b e xy∈ E(H)}.

O produto lexicográfico deG porH pode ser visto como se cada vérticev deG fosse subs-

tituı́do por uma cópia deH e vértices de cópias diferentesH1 e H2 são conectados quando

os respectivos vértices substituı́dosv1 e v2 são adjacentes emG. Claramente o produto lexi-

cográfico não é uma operação comutativa, como podemos notar na Figura 4.2:

Figura 4.2: Produto lexicográfico.

Sejad > 2 um inteiro positivo e par e sejaSd/2 um conjunto independente comd2 vértices.

O grafoC2d[Sd/2], ondeC2d é um ciclo de tamanho 2d, é um grafod-regular com exatamente

2dd
2 = d2 vértices. A Figura 4.3 mostra o grafo 4-regularC8[S2]. Cabello e Jakovac [7] apre-

sentaram o seguinte resultado.

Proposiç̃ao 4.5 (Cabello e Jakovac [7]) Seja d> 2 par e positivo. Ent̃ao χb(C2d[Sd/2])6 d.

Demonstraç̃ao: Os vértices deC2d[Sd/2] cuja primeira coordenada é a mesma formam uma
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cópia do conjunto independenteSd/2, chamada defibra. Existem, assim, 2d Sd/2-fibras diferen-

tes, e elas formam uma partição do conjunto de vértices dografo.

Considere umab-coloração do grafoC2d[Sd/2] com χb(C2d[Sd/2]) cores. Considere umb-

vértice com a cori e sejaF o conjunto deSd/2-fibras que contém umb-vértice com a cori. A

figura 4.3 mostra o exemplo ondei = 1 para o grafoC8[S2]. As cores[d+1] \ {i} devem ser

usadas nas duas vizinhanças de cadaSd/2-fibras. Entretando, isso implica que todos os vértices

de F devem ter a cori. Assim, nenhum dos vértices deF ou da vizinhança deF podem ser

b-vértices de qualquer cor de[d+1] \ {i}. Isto significa que asSd/2-fibras que possuem umb-

vértice devem estar a distância pelo menos dois uma da outra. Como existe somente 2d dessas

fibras, então no máximod cores podem ser utilizadas, e assim,χb(C2d[Sd/2])6 d. �

Com este resultado obtem-se um grafod-regular, para qualquerd par, que possuid2 vértices

e cujo númerob-cromático não éd+1.

Figura 4.3: Produto lexicográficoC8[S2].

4.2 Quanto ao dîametro eà conectividade

Cabello e Jakovac [7] analisaram o estudo deb-colorações de grafosd-regulares que pos-

suem diâmetro grande e não possuem ciclos de tamanho 4. Eles provaram o seguinte teorema:

Teorema 4.6 (Cabello e Jakovac [7]) Seja G um grafo d-regular sem C4 induzidos e diam(G)>

d. Ent̃ao χb(G) = d+1.

O grafoC2d[Sd/2] apresentado na Figura 4.3, onded é par, éd-regular e possui diâmetrod,

mas seu númerob-cromático não éd+1. Isso mostra que a restrição sobre os ciclos de tamanho

4 é necessária.

Shaebani [51] melhorou o resultado anterior para grafos cujo diâmetro é pelo menos 6:
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Teorema 4.7 (Shaebani [51]) Seja G um grafo d-regular sem C4 e diam(G)>6. Ent̃aoχb(G)=

d+1.

Shaebani [51] também mostrou uma nova condição suficiente para um grafod-regular apre-

sentar númerob-cromáticod+1:

Teorema 4.8 (Shaebani [51]) Seja G um grafo d-regular sem C4. Seκ(G)6 d+1
2 ent̃aoχb(G)=

d+1.

Esse limite superior para a conectividade de vértices nãose aplica ao grafo de Petersen 4.1

já que a conectividade de vértices do grafo de Petersen éd+1
2 +1 e seu númerob-cromático não

éd+1.

4.3 Quantoà cintura

Para um grafod-regularG cuja cintura é pelo menos 6, M. Kouider [43] mostrou que o

númerob-cromático deG é igual ad+1:

Teorema 4.9 (M. Kouider [43]) Seja G um grafo d-regular com g(G) > 6. Ent̃ao χb(G) =

d+1.

Demonstraç̃ao: Sejav um vértice deG e sejamv1,v2, . . . ,vd seus vizinhos. Para cadai =

1, . . . ,d sejaNi = N(vi)\{v}. Então cadaNi é um conjunto independente, pois caso contrárioG

conteria umC3 induzido. Então quaisquer doisNi ’s são disjuntos, pois caso contrárioG poderia

conter um ciclo de tamanho 4; e não existe aresta entre essasvizinhanças, pois caso contrário

G poderia conter um ciclo de tamanho 5. Construı́mos uma coloração comd+ 1 cores em

[d+1] como segue. Associamos a cord+1 av, colorimosvi com a cori e associamos cores

distintas aos vértices deNi no conjunto[d]\{i}. Finalmente colorimos os vértices restantes uti-

lisando o Algoritmo 2. Claramente obtemos umab-coloração comd+1 cores onde os vértices

v,v1, . . . ,vd sãob-vértices. �

El-Sahili e Kouider [22] mostraram que todo grafod-regularG cuja cintura é pelo menos 5

e que não contém ciclos de tamanho 6 possui númerob-cromático igual ad+1.

Teorema 4.10 (El-Sahili e Kouider [22]) Seja G um grafo d-regular com g(G) > 5 e livre de

C6. Ent̃ao χb(G) = d+1.
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Dessa forma, eles propuseram a seguinte questão:

Quest̃ao 4.11 (El-Sahili e Kouider [22]) O ńumero b-croḿatico de um grafo d-regular de cin-

tura 5 é igual a d+1?

Porém é mostrado em [2] que o grafo de Petersen, que é 3-regular, possui númerob-

cromático igual a 3, o que responde negativamente à Quest˜ao 4.11. Em [2] também é mostrado

o seguinte resultado:

Teorema 4.12 (Blidia, Maffray e Zemir [2]) Seja G um grafo d-regular tal que g(G) > 5,

diferente do grafo de Petersen, e com d6 6. Ent̃ao χb(G) = d+1.

No mesmo artigo, a seguinte conjectura é proposta:

Conjectura 4.13 (Blidia, Maffray e Zemir [2]) Seja G um grafo d-regular tal que g(G) > 5,

diferente do grafo de Petersen. Então G possui uma b-coloração com d+1 cores.

A demonstração do Teorema 4.12, porém, é longa e faz uma análise para cada valor de

d ∈ [6]. Com isso, essa demonstração passa a ser inviável para valores maiores ded, sendo

necessários métodos de prova alternativos para demonstrar a Conjectura 4.13.

Cabello e Jakovac [7] apresentaram um limitante inferior para o númerob-cromático de um

grafo com cintura pelo menos 5.

Teorema 4.14 (Cabello e Jakovac [7]) Seja G um grafo d-regular com cinturapelo menos 5.

Então χb(G)> ⌊d+1
2 ⌋.

Shaebani [51] melhorou o resultado anterior, onde obtém umlimite inferior justo para o

grafo de Petersen.

Teorema 4.15 (Shaebani [51]) Seja G um grafo d-regular que não cont́em C4. Ent̃ao χb(G)>

⌊d+3
2 ⌋. Além disso, se G possui um triângulo, ent̃ao χb(G)> ⌊d+4

2 ⌋.

Observe que mostrar queg∗ = 5 implica mostrar queχb(G)> d, para grafosd-regularesG.

Esse seria um avanço bastante considerável no sentido de mostrar que a Conjectura de Blidia,

Maffray e Zemir é verdadeira, em vista dos resultados atuais dados pelo Teorema 4.15.
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5 b-Coloraç̃ao de grafos sem conjunto
bom e cintura grande

Neste capı́tulo, apresentamos melhorias em alguns resultados obtidos por Silva [53], em

sua tese, acerca deb-colorações de grafos com cintura pelo menos 6 e que não possuem um

conjunto bom, cuja definição generaliza a Definição 3.15de árvores para grafos em geral, e

apresentamos nosso resultado principal. Em sua tese, Silva[53] generalizou algumas definições

e alguns resultados de Irving e Manlove [37] de modo a ser aplicável a qualquer inteiro positivo

16 k6 m(G), não somente am(G).

5.1 Introdução

SejaG=(V,E) um grafo eu∈V. SejaX ⊆V, denotamosNX(u) como o conjuntoN(u)∩X.

Dizemos queu é um vérticek-denso sed(u)> k−1 e denotamos porDk(G) o conjunto de todos

os vérticesk-densos deG.

Definimos agora uma estrutura “ruim”com respeito a obter umab-coloração comk cores.

Definição 5.1 (Vértice circulado).Seja G= (V,E) um grafo e W⊆ Dk(G) com cardinalidade

k. Ent̃ao W circula algum v́ertice u∈V \W se:

1. Todo v́ertice em Wé adjacente a u, ou a um vértice em W adjacente a u; e

2. Qualquer v́ertice de W ñao adjacente a u possui um vizinho em W∩N(u) com grau k−1.

Nos referimos au como um vérticecirculadoporW. Além disso, denotamos todo vértice

v∈W comoalcançadoporu emW, ou queu alcança vporW.

Definimos agora um conjunto “bom”de um grafoG no sentido de obter umab-coloração

deG comm(G) cores.
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Definição 5.2 (Conjunto bom). Seja um grafo G= (V,E) e W⊆ D(G) com cardinalidade

m(G). Ent̃ao W é um conjunto bom com respeito a G se:

1. W ñao circula nenhum v́ertice em V\W; e

2. Todo v́ertice u∈V \W, com d(u)> m(G), é adjacente a algum vértice v∈W.

Se ψ é umab-coloração deG = (V,E) com k cores eW ⊆ V um conjunto que contém

exatamente umb-vértice de cada classe de cor deψ, então, como definimos anteriormente,W

é umabasedeψ. Por outro lado, seW é uma base de umab-coloraçãoψ deG e |W|= k, então

W é chamado de umak-basedeψ.

Lema 5.3 (Irving e Manlove [37]) Seja G um grafo e W⊆ Dk(G) com cardinalidade k. Se

u∈V(G)\W é um v́ertice circulado por W, então W ñao é uma k-base de G.

Demonstraç̃ao: Suponha queW= {v1,v2, . . . ,vk} é umak-base deGe assuma umab-coloração

c em quevi tem a cori, para todoi ∈ [k]. Sejavi o b-vértice emW tal quec(u) = i. Claramente

vi é não adjacente au. Comou é circulado porW, existe um vérticev j ∈ W, j 6= i, com grau

k−1 e vizinho deu evi . Comov j é umb-vértice emc e seu grau ék−1, todos os seus vizinhos

devem possuir cores distintas entre si e diferentes dej, uma contradição. �

Dado um grafoG, o lema anterior mostra que, se qualquer conjuntoW ∈ D(G) com cardi-

nalidadem(G) circula algum vértice e, portanto,G não possui um conjunto bom, entãoG não

admite umab-coloração porm(G) cores. Silva [53] demonstrou o seguinte lema que relaciona

a cintura de um grafo com o fato de ele não possuir um conjuntobom. Esse lema é utilizado

para provar o Teorema 5.5.

Lema 5.4 (Silva [53]) Seja G um grafo com cintura pelo menos 8. Então G ñao possui um

conjunto bom se e somente se|D(G)| = m(G) e D(G) circula algum v́ertice de V(G) \D(G).

Além disso, um conjunto bom de G (se algum existe) pode ser encontrado em tempo polinomial.

Teorema 5.5 (Silva [53]) Seja G um grafo com cintura pelo menos 8. Se G não possui um

conjunto bom, então χb(G) = m(G)−1.

O Teorema 5.5 mostra que podemos obter umab-coloração de um grafoG, cuja cintura

é pelo menos 8 e sem conjunto bom, com a máxima quantidade decores. Resta saber o va-

lor do númerob-cromático quandoG possui um conjunto bom. Campos, Farias e Silva [9]

demonstraram o seguinte resultado com esse objetivo.
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Teorema 5.6 (Campos, Farias e Silva [9]) Seja G um grafo com cintura pelo menos 9. Se G

possui um conjunto bom, então χb(G) = m(G).

Combinando o resultado anterior com o Teorema 5.5, obtemos oresultado geral em relação

ao númerob-cromático de grafos com cintura pelo menos 9, mostrando que g∗ 6 9 em relação

ao Problema 1.1.

Teorema 5.7 (Campos, Farias e Silva [9]) Se Ǵe um grafo com cintura pelo menos 9, então

χb(G)> m(G)−1.

Apresentamos na próxima seção uma caracterização dosgrafos com cintura pelo menos 6

que não possuem um conjunto bom, melhorando o resultado do Lema 5.4. A demonstração é

similar a usada por Silva na demonstração do Lema 5.4. Parafinalizar esta seção apresentamos

uma proposição simples.

Proposiç̃ao 5.8 (Silva [53]) Seja G um grafo e W⊆Dk(G) com cardinalidade k. Se u∈V(G)\
W é um v́ertice circulado por W, tal que d(u)< k, ent̃ao |NW(u)|> 2 e |W \N(u)|> 1.

Demonstraç̃ao: Comod(u) < k = |W|, existe um vérticev emW \N(u). Comov deve ser

alcançado poru por W, então existew ∈ NW(u)∩NW(v) cujo grau ék− 1. Sew é o único

vizinho deu emW, então, comoW circulau, todo vértice deW\w deve ser adjacente aw. Mas

entãod(w)> k, uma contradição. Logou possui pelo menos dois vizinhos emW. �

5.2 Grafos sem conjunto bom e com cintura pelo menos 6

SejaG um grafo com cintura pelo menos 6 eW ⊆ D(G) um conjunto que circula algum

vérticeu ∈ V(G) \W. Denotamos porN1 = NW(u) e porN2 = W \N1. A Figura 5.1 mostra

uma representação de um vértice circuladou e os conjuntosN1 e N2 (vértices escuros). Note

que, comoG possui cintura pelo menos 6, os conjuntosN1 e N2 são conjuntos independentes e

todo vértice deN2 possui exatamente um vizinho emN1. Além disso, por definição de vértice

circulado, todo vértice deN1 adjacente a algum vértice deN2 possui grau exatamentem(G)−1.

Note também que a vizinhança deu pode conter vértices que não pertencem aW.

Apresentamos agora alguns lemas úteis que, juntamente coma Proposição 5.8, nos ajudarão

na caracterização dos grafos com cintura pelo menos 6 e quenão possuem conjunto bom.
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Figura 5.1: Representação de um vértice circuladou e conjuntosN1 eN2.

Lema 5.9 Seja G um grafo com cintura pelo menos 6 e W⊆ D(G) um conjunto com cardinali-

dade m(G) que circula algum v́ertice u∈V(G)\W. Ent̃ao, para todo v́ertice x∈V(G)\ (W∪
{u}), vale:

(i) |NN1∪{u}(x)|6 1;

(ii) Se NN2(x) 6= /0, ent̃ao NN1∪{u}(x) = /0;

(iii) Se |NN2(x)|> 2, ent̃ao, para todo par de v́ertices vi ,v j ∈ NN2(x), NN1(vi) 6= NN1(v j).

Demonstraç̃ao: SejaW = {v1,v2, . . . ,vm(G)}. Suponha por contradição que(i) é falso. Sex é

adjacente au e avi ∈ N1 então〈x,u,vi,x〉 induz umC3 emG. Sex é adjacente a dois vértices

vi ,v j ∈ N1, então〈x,vi ,u,v j ,x〉 induz umC4 em G. Suponha agora que(ii) é falso e sejam

vi ∈ N1 e v j ∈ N2 vizinhos dex. Sevi e v j são adjacentes então os mesmos induzem umC3 em

G, juntamente comx. Senão, sejavl o vizinho dev j emN1. Então〈x,vi ,u,vl ,v j ,x〉 induz umC5

emG. Sex é adjacente au e a algumv′j ∈ N2 tal quev′jv
′
i ∈ E(G) ev′i ∈ N1, então〈x,v′i ,v′j ,u,x〉

induz umC4 emG. Finalmente suponha que(iii ) é falso. Sex é adjacente avp,vq ∈ N2 tal que

vpvl ,vqvl ∈ E(G) evl ∈ N1, então〈x,vp,vl ,vq,x〉 induz umC4 emG. Obtemos contradições em

todos os casos, logo(i), (ii) e (iii ) são válidos. �

Observaç̃ao 5.10 Dado um grafo G, pela definição de m(G), sabemos que existe no máximo

m(G) vértices cujo graúe maior que m(G).

Lema 5.11 Seja G um grafo com cintura pelo menos 6 e suponha que|D(G)| > m(G). Seja

W ⊆ D(G) um conjunto com cardinalidade m(G) que circula algum v́ertice u /∈ D(G) e que

possui todos os vértices de G cujos graus são pelo menos m(G). Se existe v∈ N1 tal que

|NN2(v)|> 2, ent̃ao G possui um conjunto bom.

Demonstraç̃ao: SejaW = {v1,v2, . . . ,vm(G)} e considereN1 eN2 referentes au eW. Tomew∈
D(G)\ (W∪{u}) evi ∈ N1, tal quev j ,vk ∈ NN2(vi). O vérticew existe, já que|D(G)|> m(G) e
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u /∈ D(G). SejaW′ = (W\{vi})∪{w}. SeW′ não circula qualquer vértice, então o lema segue,

já qued(vi) = m(G)−1. Então sejau′ um vértice circulado porW′. Pela Proposição 5.8, existe

v′i ∈ N1 tal quevi 6= v′i . Claramenteu′ 6= vi , pois, caso contrário o único caminho de tamanho

dois entrevi e v′i porW′ deve conterw, uma contradição pelo Lema 5.9. Comov j e vk são não

adjacentes a qualquer vértice de(W′ \{w})∪{u}, entãou′ deve alcançarv j e vk por w emW′,

uma contradição pelo Lema 5.9. Entãou′ não existe eW′ é um conjunto bom deG. �

Utilizando os lemas anteriores, provamos o seguinte resultado que caracteriza os grafos

com cintura pelo menos 6 e que não possuem um conjunto bom.

Teorema 5.12Seja G um grafo com cintura pelo menos 6 e u,u′ ∈V(G)\D(G). Ent̃ao G ñao

possui um conjunto bom se e somente se:

1. |D(G)|= m(G) e D(G) circula algum v́ertice de V(G)\D(G).

2. |D(G)|= m(G)+1, d(v) = m(G)−1 para todo v∈ D(G) e D(G) induz um emparelha-

mento com partes X1 e X2, tal que ué adjacente a todo X1 e u′ a todo X2.

Além disso, um conjunto bom, se existe, pode ser encontrado em tempo polinomial.

A Figura 5.2 representa a estrutura definida no caso 2 do Teorema 5.12.

Figura 5.2: Representação do caso 2 do Teorema 5.12.

Demonstraç̃ao: Aqui demonstramos um algoritmo polinomial que determina umconjunto bom

emG, se existe algum.

Primeiro, suponha que|D(G)|= m(G). Então o único subconjunto deD(G), cujo tamanho

é m(G), é ele próprioD(G). SeD(G) circula algum vértice, entãoD(G) não é um conjunto
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bom e o algoritmo retorna queG não possui um conjunto bom. Senão, o algoritmo retorna o

conjunto bomD(G).

Suponha agora que|D(G)|> m(G). SejaW ⊆D(G) tal queW = {v1,v2, . . . ,vm(G)} contém

todos os vértices com grau pelo menosm(G), que existe de acordo com a Observação 5.10. Se

W não circula qualquer vértice, então ele é um conjunto bom e o algoritmo o retorna. Senão,

sejau um vértice circulado porW. SejamN1 e N2 como definidos anteriormente em relação

a u e W. Pela Proposição 5.8,|N1| > 2, |N2| > 1. Tomev2 ∈ N2 e sejav1 seu vizinho em

N1. Também, sejav3 ∈ N1 \ {v1} (o mesmo existe pois|N1| > 2). Comou é circulado porW,

sabemos qued(v1) = m(G)−1.

Caso 1: u∈ D(G)\W.

SejaW1 = (W \ {v2})∪{u}. SeW1 não circula qualquer vértice entãoW1 é um conjunto

bom e o algoritmo o retorna, já quev1v2 ∈ E(G). Senão, sejau′ ∈ V(G) \W1 circulado por

W1. Claramenteu′ 6= v2, pois o único vizinho dev2 emW1 é v1 e, pela Proposição 5.8,v2 não

pode ser circulado porW1. Pelo Lema 5.9, a desigualdade|NW1(u
′)|> 2 ocorre somente seu′ é

adjacente a apenas vértices deN2. Dessa forma,u′ não alcançau porW1, uma contradição.

Caso 2: u/∈ D(G).

Temos qued(u) < m(G)−1. Portanto,|N2| > 2 e sejav4 ∈ N2 \ {v2}. Seja tambémw ∈
D(G) \ (W∪{u}), que existe pois|D(G)| > m(G) e u não é denso. Pelo Lema 5.11, suponha

que|NN2(vi)|6 1, para todovi ∈ N1 e sejaW2 = (W \{v1})∪{w}. SeW2 não circula qualquer

vértice entãoW2 é um conjunto bom e o algoritmo o retorna, já qued(v1) = m(G)−1. Senão,

sejau′ ∈V(G)\W2 circulado porW2. Seu′ = v1, então, como o único caminho de tamanho dois

entrev1 ev3 porW2 deve passar porw, temos uma contradição pelo Lema 5.9. Seu′ = u, então,

comov2 não possui vizinho em(W2 \ {w})∪ {u}, u deve alcançá-lo porw, uma contradição

também pelo Lema 5.9. Assim,u′ é diferente dev1 e deu e, portanto,u′ ∈V(G)\ (W∪{u,w}).

Suponha queu′ possui um vizinhovi ∈N1. Então, pelo Lema 5.9,NW∪{u}(u
′) = {vi}. Logo,

pela Proposição 5.8,u′w ∈ E(G) e u′ deve alcançarv2 por w emW2. Portantoi 6= 1. Além

disso, todos os demais vértices deN1 devem ser alcançados poru′ através dew. Mas, como

wv2 ∈ E(G), pelo Lema 5.9,NN1∪{u}(w) = /0 e, portanto,N1 = {v1,v3}, i = 3, v3v4 ∈ E(G)

e m(G) = 4. Neste caso, sejaW3 = (W \ {v4})∪ {w}. SeW3 é um conjunto bom então o

algoritmo o retorna. Senão, sejau′′ ∈V(G) \W3 circulado porW3, já quev3v4 ∈ E(G). Como

u não alcançaw, eu′ e v4 não alcançamv1 através deW3, entãou′′ 6= u,u′,v4. Também, como

v3 não possui vizinho emW3, entãou′′v3 ∈ E(G). Assim, pelo Lema 5.9,u′′ não possui mais

nenhum vizinho emW3 \ {w}, como a cintura é ao menos 6,u′′ também não é vizinho dew,
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contradizendo a Proposição 5.8. Portanto, assumiremos queNN1(u
′) = /0.

Suponha queu′ alcançav2 por w emW2. Se existe algum vérticevi ∈ N1 \ {v1} tal que

NN2(vi) = /0, comou′vi /∈ E(G), entãou′ deve alcançarvi por w emW2, uma contradição pelo

Lema 5.9. Seja entãozi ∈ N2 \ {v2} tal quevizi ∈ E(G), para cadavi ∈ N1 \ {v1}. Comou′

deve alcançarvi emW2 e nemw nemu′ tem vizinhos emN1, entãou′ alcançavi por zi emW2.

Portanto, todos os vértices deN2\{v2} são adjacentes au′. SejaW4 = (W\{v2})∪{w}. SeW4 é

um conjunto bom então o algoritmo o retorna. Senão,W4 circula algum vérticeu′′ ∈V(G)\W4,

poiswv2 ∈ E(G). Temos queu′′ 6= u, poisu não alcançaw emW4 eu′′ 6= u′, poisu′ não alcança

v1 emW4. Além dissou′′ 6= v2, poisv2 não alcançav3 emW4, já que o caminho〈v2,v1,u,v3〉
juntamente com um caminho de tamanho no máximo 2 emW4 induziria um ciclo de tamanho

no máximo 5 emG. Logo, comou′′ ∈V(G)\ (W4∪{u,u′,v2}), pelo Lema 5.9 aplicado aN1 e

N2 com relação au e aplicado aNW4(u
′) eN(N(u′))∩W4, u′′ possui no máximo um vizinho em

W4, uma contradição pela Proposição 5.8.

Considere agora queu′v2 ∈ E(G) e u′w /∈ E(G). Comou′ alcançaw em W2, existe um

vérticez∈ N(w)∩N(u′) tal quez∈ N2. Comow está à distância dois deu′ eu′ é não adjacente

a todo vértice deN1, entãoNN2(vi) 6= /0, para todovi ∈ N1\{v1} e, assim, temos o caso análogo

ao anterior, ondeW4 é um conjunto bom.

Finalmente, considere queu′v2,u′w ∈ E(G). Sejazi ∈ N2 e vi ∈ N1 tal quevizi ∈ E(G).

Temos quevi não pode ser alcançado poru′ através dew, pois, caso contrário, existiria o

caminho〈u′,w,vi ,zi〉 de tamanho 3 entreu′ e zi. Logo, zi é o único vizinho devi em W2 e

comou′vi /∈ E(G), entãou′zi ∈ E(G) para todozi ∈ N2. Se existe um vérticevi ∈ N1 tal que

NN2(vi) = /0, entãou′ alcançavi através dew emW2 e, pelo Lema 5.9,vi é único. Senão, então

w não possui vizinho emW2∪ {u}. Seu′ ∈ D(G), o conjuntoW5 = (W \ {v2})∪{u′} é um

conjunto bom e a demonstração é análoga a doCaso 1. Então suponha queu′ /∈ D(G). Con-

sidere entãoW4, como definido anteriormente. SeW4 é um conjunto bom, então o algoritmo o

retorna. Senão, sejau′′ um vértice circulado porW4, já quev1v2 ∈ E(G). Claramenteu′′ 6= u′,

pois u′ não alcançav1 por W4. Tambému′′ 6= v2, pois v2 não alcançaw por W4. Portanto

u′′ ∈ V(G) \ (W4∪{u′,v2}). Comov1 não possui vizinho emW4, entãou′′v1 ∈ E(G) e, pelo

Lema 5.9,NN2∪{w}(u
′′) = /0. Portanto,u′′ deve alcançarw através de um vérticevi ∈ N1\ {v1}

emW4. Como nenhum vértice emV(G)\(W∪{u}) pode ter dois vizinhos emN1, entãou′′ = u.

Portanto,W4 circulau, W2 circulau′ e ambosu eu′ são vértices não densos. Note que todos

os vértices deW∪{w} possuem graum(G)−1 e induzem um emparelhamento emG, ondeu é

adjacente a todos os vértices deN1 eu′ é adjacente a todos os vértices deN2∪w. Resta mostrar

apenas queD(G) =W∪{w}.
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Sejaw′ /∈ (W∪{w}) um vértice denso. Considere o conjuntoW6 = (W \ {v1,v4})∪{w′}.

SeW6 é um conjunto bom, então o algoritmo o retorna. Senão, sejau′′ um vértice circulado por

W6, já qued(v1) = d(v4) = m(G)−1. Comov2 ev3 não possuem vizinhos emW6\{w′}, então

w′ deve ser adjacente av2 ev3. Logow′ 6= u,u′ e, assim, pelo Lema 5.9 aplicado aW eu, temos

uma contradição e a prova termina. �

5.3 b-Coloração e emparelhamentos

Com a caracterização da seção anterior dos grafos com cintura pelo menos 6 e sem conjunto

bom, dada pelo Teorema 5.12, mostraremos nesta seção nosso resultado principal deste capı́tulo,

que é uma melhoria do Teorema 5.5.

Teorema 5.13Seja G um grafo com cintura pelo menos 7. Se G não possui um conjunto bom

ent̃ao χb(G) = m(G)−1.

Antes de apresentar a demonstração do Teorema 5.13, vamosfazer algumas observações.

Uma estratégia para mostrar que conseguimos obter umab-coloração de um grafoG com pelo

menosk cores, consiste em mostrar que existe um subconjuntoW deD(G), com cardinalidade

pelo menosk, onde conseguimos atribuir cores distintas a cada vérticewi deW e distribuı́mos

as demaisk−1 cores na vizinhança não colorida de cadawi , de modo que a coloração resultante

seja própria. Além disso, devemos mostrar que os demais v´erticesvi , cujos graus são maiores

quek−1, podem ser coloridos propriamente de modo que sua vizinhança seja colorida com no

máximok−1 cores, restando uma cor que pode ser utilisada porvi . Os demais vértices não

coloridos podem ser coloridos utilisando o Algoritmo 2.

A escolha do conjuntoW ⊆ D(G) de cardinalidadek, a fim de obter umab-coloração com

k cores, pode ser um problema, visto que pode existir um número exponencial de tais conjuntos

W emD(G), como no caso dos grafosd-regulares.

Dado um grafoG qualquer, encontrar umab-coloraçãoψ de G por k cores pode ser re-

solvido da seguinte forma: encontrar um conjunto{v1,v2, . . . ,vk} de vértices densos tal que

ψ(vi) = i e colorir iterativamente a vizinhança de cadavi de modo que possuam todas as de-

mais cores. Podemos, portanto, entender o problema deb-colorir um grafo comk cores como

o de encontrar uma associação do conjunto de coresCi = [k]\{i} ao conjuntoN(vi), para cada

vi , de modo que todo vértice emN(vi) possui uma cor deCi e toda cor deCi é utilizada por um

vértice deN(vi).
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Com isso, suponha umab-coloração parcialψ de um grafoGcomb-vértices{w1,w2, . . . ,wk}
tal queψ(wi) = i. SejaHi um grafo bipartido, onde uma parte é definida pelos vértices não co-

loridos deN(wi) e a outra pelo conjunto de coresCi, para cadai ∈ [k]. Um vérticev∈ N(wi) é

adjacente a corc∈Ci emHi se, e somente se,v não está colorido e pode receber a corc emψ.

Dessa forma, encontrar umab-coloração deG com esse conjunto deb-vértices pode ser visto

como encontrar, iterativamente emi ∈ [k], um emparelhamento que cobre todoN(wi) emHi . A

Figura 5.3 mostra um vértice densowi(vértice escuro) e o grafoHi associado ao mesmo. Essa

estratégia foi utilizada por Cabello e Jakovac [7] na demonstração do Teorema 4.14.

Figura 5.3: Representação do grafoHi.

Hall [30] mostrou o famoso teorema, que ficou conhecido com seu nome, onde é dada a

condição necessária e suficiente para que, em um grafo bipartido com partesX eY, exista um

emparelhamento que cubra todoY.

Teorema 5.14 (Teorema de Hall [30]) Seja H um grafo bipartido com partes X eY. Existe um

emparelhamento que cobre todos os vértices de Y em H se, e somente se,|N(A)| > |A|, para

todo A⊆Y.

Cabello e Jakovac [7] mostraram o seguinte lema com relação a grafos bipartidos com

partes de mesmo tamanho.

Lema 5.15 (Cabello e Jakovac [7]) Seja H um grafo bipartido com partes Ue V tal que|U |=
|V| e seja u∗ um v́ertice deU e v∗ um v́ertice deV. Se d(x)> |U |/2para todo x∈U∪V \{u∗,v∗}
e d(u∗),d(v∗)> 0, ent̃ao H possui um emparelhamento perfeito.

Demonstraç̃ao: SejaT ⊆U um subconjunto não vazio deU . Mostraremos que|NH(T)|> |T|.
Temos quatro casos a considerar:
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Caso 1: |T| = 1. Nesse casoT = {u} para algumu ∈ U . ComodH(u) > 0 temos que

|NH(T)|= dH(u)> 1= |T|.

Caso 2: 1< |T|6 |U |
2 . Então|NH(T)|> max

x∈T
{dH(x)}> |U |

2 > |T|.

Caso 3: |U |
2 < |T| 6 |U | − 1. Para todox ∈ V \ {v∗} temos quedH(x) >

|U |
2 e, assim,

NH(x)∩T 6= /0. Isso significa queV \ {v∗} ⊆ NH(T), que implica que|NH(T)| > |V| −1 =

|U |−1> |T|.

Caso 4: |T|= |U |. ComodH(x)> 0 para todox∈V, segue que|NH(T)|= |V|= |T|.

Combinando todos os casos e usando oTeorema de Hallcompletamos a prova. �

Apresentamos em seguida dois lemas que utilizam o Lema 5.15 eque são usados para

provar o Teorema 5.13.

Lema 5.16 Seja G um grafo com cintura pelo menos 6. Se|D(G)|> m(G) e G ñao possui um

conjunto bom, então χb(G) = m(G)−1.

Demonstraç̃ao: Pelo Teorema 5.12, temos que|D(G)|= m(G)+1. Mostraremos queG possui

umab-coloração comm(G)−1 cores, obtendo umab-coloração com a máxima quantidade de

cores, de acordo com o Lema 5.3.

Sejamu eu′ os vértices não densos circulados por subconjuntos de tamanhom(G) deD(G).

Sejak =
|D(G)|

2 −1 =
m(G)−1

2 e D(G) = N1∪N2, tal queN1 = ND(G)(u) = {v1,v2, . . . ,vk,x} e

N2 = ND(G)(u
′) = D(G) \N1. Dois vérticesvi ∈ N1 e v j ∈ N2 são adjacentes sej = i +k, para

todo i ∈ [k] e xx′ ∈ E(G). SejaVi = N(vi) \ (D(G)∪ {u,u′}), para todoi ∈ [2k]. ComoG

tem cintura pelo menos 6, os conjuntosVi eVj são disjuntos dois a dois, para todoi diferente

de j, e Vi ∪Vj é um conjunto independente, para todovi ∈ N1, para todov j ∈ N1 + vi+k, e

para todovi ∈ N2. Além disso, dados dois vértices não adjacentesvi ∈ N1 e v j ∈ N2, o grafo

G[Vi ∪Vj ] define, no máximo, em relação a quantidade de arestas, um emparelhamento perfeito.

A Figura 5.4 mostra os vértices densos(vértices escuros)organizados como descrito acima e

suas respectivas vizinhanças.

Construı́mos uma coloração parcialψ deG com 2k= m(G)−1 cores, de modo quevi é o

b-vértice da cori, para todoi ∈ [2k]. Colorimos os pares(x,u′) e (x′,u), respectivamente com

as coresk e 2k. Dessa forma, os vérticesvk,v2k,x e x′ possuem exatamente uma cor repetida

em suas vizinhanças e, os demais vértices densos já coloridos, não possuem cores repetidas em

suas vizinhanças emψ.
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Figura 5.4: Coloração do caso 2 do Lema 5.16.

Vamos colorir agora os conjuntosVi . Note que comoVi ∪Vi+k é um conjunto estável,

podemos colori-los de maneira independente. Comod(vi) = 2k, para todoi, entãoVk e V2k

devem ser coloridos com cores distintas emCk = C2k = [2k] \ {k,2k}. Os demais conjuntos

Vi devem ser coloridos com as cores emCi = [2k] \ {i,2k, i + k}, paravi ∈ N1, e com as cores

Ci = [2k] \ {i,k, i − k}, paravi ∈ N2, de forma que exista uma única cor repetida em cadaVi .

Assim,|Vi |= 2k−2, para todoi, |Ck|= |C2k|= 2k−2 e|Ci |= 2k−3, para todoi 6= k,2k.

Distribuı́mos, iterativamente emi = 1, . . . ,k− 1, simultaneamente as cores deCi e Ci+k

respectivamente aos vértices deVi e Vi+k, de modo que algumzi ∈ Vi e algumz′i+k ∈ Vi+k

permaneçam descoloridos. Assim, cada conjuntoVj , j < i, possuirá apenas um vértice não

colorido evi será umb-vértice emψ.

Assuma que estamos nai-ésima iteração e queremos colorirVi (colorir Vi+k pode ser feito

de maneira análoga). Já temos coloridoVj \ {zj} eVj+k \ {z′j+k} para todoj < i. Considere o

grafo bipartidoHi , onde uma parte consiste dos vérticesVi \ {zi}, ondezi é qualquer, e a outra

parte consiste das coresCi . EmHi, um vérticev∈Vi \{zi} é adjacente a corc∈Ci se e somente

sev pode receber a corc emψ.

Em seguida, argumentamos quedHi(v)> 2k−2− i, para todov∈V(Hi). Como emG cada

vérticev∈ Vi é adjacente a no máximo um vértice emVj+k, para todoj < i, segue quev tem

no máximoi −1 vizinhos já coloridos com cores emCi . Assim,dHi(v) > (2k−3)− (i −1) =

2k−2− i, para todov∈Vi . Similarmente, para todoj < i, cada corc aparece no máximo uma

vez em cadaVj+k, pela construção da coloração parcial. Assim, cada corc aparece emψ na

vizinhança de no máximoi −1 vértices deVi e, então,dHi(c)> (2k−3)− (i −1) = 2k−2− i.

Como o grau mı́nimo deHi é 2k−2− i e cada classe da bipartição possui tamanho 2k−3,

o Lema 5.15 garante queHi possui um emparelhamento perfeito seδ (Hi)> 2k−2− i > (2k−
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3)/2. Essa condição é satisfeita quandoi 6 k− 1. Com isso, até a(k− 1)-ésima iteração,

podemos encontrar um emparelhamento perfeito emHi e usá-lo para colorirVi \{zi}.

Resta colorirmosVk e V2k a fim de todos os vérticesvi se tornaremb-vértices. Considere

Hk o grafo bipartido como definido anteriormente. Como cada vértice v∈ Vk é adjacente a no

máximo um vértice emVj+k, para todoj < k, entãov tem no máximok−1 vizinhos já coloridos.

Assim,dHk(v) > (2k−2)− (k−1) = k−1, para todov∈Vk. Analogamente, para todoj < k,

cada corc aparece no máximo uma vez em cadaVj+k e, assim, cada corc é não adjacente a no

máximok−1 vértices deVk. Portanto,dHk(c)> (2k−2)−(k−1) = k−1. Logo,δ (Hk)> k−1

e, utilizando o Lema 5.15,Hk possui um emparelhamento perfeito, já que|Vk| = |Ck| = 2k−2

e δ (Hk) > k−1> (2k−2)/2= k−1. Portanto, podemos usar o emparelhamento obtido para

colorirVk. Da mesma forma podemos colorirV2k.

Como os demais vértices não coloridos possuem grau no máximo m(G)−2, a aplicação

do procedimento guloso é suficiente para estenderψ ao grafo todo. Assim, obtemos umab-

coloração deG comm(G)−1 cores, ondeD(G)\{x,x′} é uma(m(G)−1)-base.

�

No próximo lema, iremos analisar o caso em que|D(G)|= m(G) e o grafo não possui um

conjunto bom, mas considerando que a cintura do grafo é pelomenos 7.

Lema 5.17 Seja G um grafo com cintura pelo menos 7. Se G não possui um conjunto bom e

|D(G)|= m(G), ent̃ao χb(G) = m(G)−1.

Demonstraç̃ao:

Considerem(G) = m. Como|D(G)| = m e G não possui um conjunto bom, entãoD(G)

circula algum vérticeu. Pelo Lema 5.3,G não possui umab-coloração comm. Mostraremos

queG possui umab-coloração comm−1 cores. DefinaN1 = ND(G)(u) eN2 = D(G)\N1. Seja

aindaD(G) = {v1,v2, . . . ,vm}, tal quev1 ∈ N2 evm ∈ N(v1)∩N1.

Sejavi ∈ D(G). Note que, como queremos obter umab-coloração deG comm−1 cores,

alguns vértices na vizinhança devi podem ser coloridos facilmente, casod(vi) > m− 1 e os

mesmos não estejam em um caminho de tamanho no máximo 3 entre vértices deD(G). Por-

tanto, vamos supor qued(vi) = m−1, para todoi ∈ [m]. Construı́mos umab-coloração parcial

ψ deG, de modo queψ(u) = 1, ψ(vi) = i, para todoi ∈ [m] \ {m} e vm recebe uma corj para

algum j tal quev j ∈ D(G)\N(vm) (tal j existe já qued(vm) = m−1 eu∈ N(vm)).

Sabemos queN1 e N2 são conjuntos estáveis e todo vértice deN2 possui um único vizinho

emN1. SejaVi = N(vi) \ (D(G)∪{u}), para todoi ∈ [m]. ComoG tem cintura pelo menos 7,



50

os conjuntosVi são disjuntos dois a dois e, existe uma aresta entrez∈Vi e w∈Vj , somente se

vi ,v j ∈ N2 eNN1(vi) 6= NN1(v j). Além disso, nenhuma outra aresta pode existir entre taisVi eVj .

Podemos perceber também que cada vérticex emVi tem no máximo um vizinho em
⋃

v j∈N(w)
Vj ,

para todovi emN2 e todow emN1.

Defina p= |N2| e suponha, sem perda de generalidade, queN2 = {v1, . . . ,vp}. Seja ainda

Ai =
⋃

v j∈N2, j 6=i
Vj , para todoi ∈ [p]. Escolhemoszi ∈Vi que maximiza|NAi(zi)|, para todoi ∈ [p].

Suponha, sem perda de generalidade, que existemw1,w2, . . . ,wq ∈ N1 tais que|NN2(wi)| = pi

e quev(1+ ∑
j<i

p j ), . . . ,v(pi−1+ ∑
j<i

p j ) ⊆ N(wi), para todoi ∈ [q]. Assim, podemos perceber que

qualquer vérticex∈Vj , tal quev j ∈ N(wi), possui no máximoi −1 vizinhos em
⋃

k< j
Vk.

Pelas observações anteriores,|NAi(x)| 6 ⌊m/2⌋−1 = ⌊(m−2)/2⌋, para qualquer vértice

x∈ ⋃

v j∈N2

Vj , ocorrendo a igualdade somente quando cada vértice deN1 possui um único vizinho

emN2. SejaV ′
i =Vi \{zi} e considere o grafo bipartidoHi com partesV ′

i eCi = [m−1]\{i, j},

ondeNN1(vi) = {v j}. Primeiramente, vamos colorir os conjuntosV ′
i com as cores deCi , de

modo quevi se torne ob-vértice da cori emψ, para todoi ∈ [p]. Para isso, mostraremos que

existe um emparelhamento perfeito emHi utilizando o Lema 5.15.

Observe quedHi(x)>m−3−|NAi (x)|, para todoHi. Como vimos anteriormente,|NAi(x)|6
⌊(m−2)/2⌋, assim, se|NAi(zi)|> ⌈(m−3)/2⌉, então|NAi(x)|6 ⌊(m−2)/2⌋−⌈(m−3)/2⌉= 0

e, caso contrário, pela escolha dezi temos que|NAi(x)|< ⌈(m−3)/2⌉, para todo vérticex∈V ′
i .

Dessa forma,|NAi(x)|< ⌈(m−3)/2⌉, e, assimdHi(x)> (m−3)/2, para todox∈V ′
i . Logo, todo

vérticex emV ′
i é adjacente a no máximo⌊(m−3)/2⌋ cores distintas deCi emHi.

Resta mostrar que as cores deCi também satisfazem as restrições do Lema 5.15. Suponha

que queremos colorir o conjuntoV ′
i e que já colorimos todos os conjuntosV ′

j com as cores de

Cj de modo quev j se tornou ob-vértice da corj, para todoj < i. Como cada corc ∈ Ci é

utilizada no máximo uma vez em cadaV ′
j , temos quec é utilizada na vizinhança de no máximo

i −1 vértices deV ′
i . Sei −1 > ⌊(m−3)/2⌋, então todas as demais cores deCi são utilizadas

nas vizinhanças em menos de⌊(m−3)/2⌋ vértices deV ′
i . Portanto,dHi (c

′) > (m−3)/2, para

todoc′ 6= c. Resta mostrar quedHi(c) > 0. Suponha quedHi (c) = 0. Isso significa que, para

todo vérticex ∈ V ′
i , a corc é utilizada em sua vizinhança e, assim,|NAi(x)| > 1. Assim, pela

escolha dezi, temos que|NAi(zi)|> 1 e, portanto, todo o vértice deVi , que possui cardinalidade

m−2, possui um vizinho nos demais conjuntosV ′
j . Mas, como existe no máximom−3 outros

tais conjuntos, temos que existe pelo menos duas arestas entreV ′
i e algumV ′

j , um absurdo.

Portanto, cada corc′ deCi possui grau pelo menos(m−3)/2 emHi, exceto por uma corc,

que possui grau positivo emHi. Logo, pelo Lema 5.15, existe um emparelhamento perfeito em



51

todoHi e podemos utilizá-lo para colorirV ′
i , para todoi ∈ [p]

Os demais conjuntosVi , tal quevi ∈ N1 \ {vm}, podem ser coloridos de maneira indepen-

dente de forma que todas as cores deCi = [m−1] \ {1, i} sejam utilizadas. Como os demais

vértices não coloridos possuem grau no máximom−2, a aplicação do procedimento guloso é

suficiente para estenderψ ao todoG. Assim, obtemos umab-coloração deG comm−1 cores,

ondeD(G) é uma(m−1)-base. �

A demonstração do Teorema 5.13 passa a ser uma consequência dos Lemas 5.16 e 5.17.

Demonstraç̃ao do Teorema 5.13Como o grafo da Figura 5.2, abordado pelo Lema 5.16, não

possuiC7, temos queχb(G) = m(G)−1 se|D(G)| > m(G) e, pelo Lema 5.17, temos o caso

complementar em relação à cardinalidade deD(G). Logo o resultado segue.

�
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6 Conclus̃ao

Neste trabalho, analisamos o problema deb-coloração de grafos, voltado aos grafos cuja

cintura é grande. Com o objetivo de encontrar o valor deg∗ no Problema 1.1, possibilitando

obter resultados fortes em relação à famosa conjectura de Erdős-Faber-Lovász, analisamos os

grafos que possuem um vértice circulado e cintura grande, grafos estes que, como vimos, não

podem serb-coloridos comm(G) cores.

Conseguimos obter resultados parciais que avançam na pretenção de diminuir o valor co-

nhecido atualmente deg∗ de 9, provado por Campos, Farias e Silva [9], para 7, onde caracteri-

zamos os grafos com cintura pelo menos 6 e que não possuem um conjunto bom. Mostramos

que tal caracterização permitia apenas duas situaçõescom respeito à cardinalidade do conjunto

D(G) de vértices densos de um grafoG: D(G) = m(G) ou D(G) = m(G)+1 e, neste último

caso, o grafoG[D(G)] possui uma estrutura muito particular, mostrada na Figura 5.2, que faci-

lita sua análise.

Mostramos comob-colorir comm(G)−1 cores, ou seja, de maneira ótima, os grafos com

cintura pelo menos 6 e sem conjunto bom, restritos ao caso em que |D(G)|= m(G)+1. Como

vimos, a estrutura encontrada nesta situação, onde a vizinhança de um vértice densovi pode ter

emparelhamentos a no máximo⌊m(G)−1
2 ⌋, possibilitou utilizarmos uma estratégia de coloração

semelhante à utilizada por Cabello e Jakovac [7] para grafos d-regulares.

Já no caso em que|D(G)|= m(G), a mesma garantia sobre as relações entre as vizinhanças

de vértices densos não existe. Ou seja, dado um vértice densovi , pode existir emparelhamentos

entre a vizinhança devi e mais do que⌊m(G)−1
2 ⌋ vizinhanças de outros vértices densos. Podemos

ver isso na Figura 6.1 em relação a vizinhança dev1 e as demaism(G)−2.

Ao analisarmos os grafosG com cintura pelo menos 7 e que não possuem um conjunto bom,

conseguimosb-colorir tais grafos comm(G)−1, portanto, também de maneira ótima. Com-

binando os dois resultados parciais anteriores, mostramosnosso resultado principal, podemos

b-colorir os grafosG com cintura pelo menos 7 e sem conjunto bom comm(G)−1 cores.

Nosso resultado é um passo importante para diminuir o valorde g∗ para 7. Porém, resta
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Figura 6.1: Vértice circulado porD(G).

analisar o caso em que tais grafosG possuem um conjunto bomW. DenotandoL = {v ∈
V(G)\W : |NW(v)|> 2}, acreditamos que exista uma ordem de coloração dos vértices deL, de

modo que podemos colorirG[W∪L] tal quewi ∈W é colorido com a cori, para todoi ∈ [m(G)]

e nenhuma cor é repetida na vizinhança dewi(essa última suposição é necessária, já que os

vértices deW podem ter graum(G)−1). Além disso, essa coloração parcial pode ser extendida

de modo a colorir as vizinhanças dos vérticeswi , de modo quewi seja ob-vértice da cori.

Encontrar essa ordem e tentar diminuir o valor deg∗ para 6 ou 5 é um trabalho futuro.
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Heurı́stica
gulosa de coloração, 9

laço, 15

número
a-cromático, 22
b-cromático, 10, 21
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cromático, 9, 18
de Grundy, 10, 23

partição de um conjunto, 17
problema

3-COLORABILIDADE DE ARES-
TAS, 28

B-COLORAÇÃO, 27
COBERTURA EXATA POR 3-

CONJUNTOS, 28
NÚMERO B-CROMÁTICO, 27

produto lexicográfico, 34

subgrafo, 16
induzido, 16

tamanho de um
caminho, 16
ciclo, 16

vérice
denso, 12

vértice
adjacente a uma classe de cor, 18
adjacente a uma cor, 18
alcançado, 38
circulado, 30, 38
coberto, 16
denso, 26
pivô, 29

vértices, 15
adjacentes, 15
conectados, 17
extremidades, 17
incidentes a uma aresta, 15
intermediários, 17

vizinhança, 15
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