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Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria recente de convergência de
sequências de grafos e suas extensões para permutações e ordens
parciais de dimensão fixa. Conjecturamos um lema de regula-
ridade fraca de grafos em intervalos que, se for verdadeira, nos
possibilita estender essa teoria para grafos ordenados, que são gra-
fos tais que existe uma ordem total entre os vértices. Mostramos
algumas relações interessantes de permutações e ordens parciais
com grafos ordenados. Com isso, conseguimos uma prova alter-
nativa para a existência de objetos limites de qualquer sequência
convergente de permutações. Provamos também que toda propri-
edade hereditária de permutações ou grafos ordenados é testável.

PALAVRAS-CHAVE: Testabilidade, Sequências Conver-
gentes, Propriedade Testável
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Abstract

In this work, we studied the recent theory of convergent graph
sequences and its extensions to permutation and partially ordered
sets with fix dimension. We’ve conjectured a lemma of weak re-
gularity on intervals that, if this conjecture is true, we can extend
this theory to ordered graphs, which are graphs such that there is
a total order on its vertices. We show some interesting relations
on permutation and partially ordered sets with ordered graphs.
Then, we obtain another proof to the existence of limit objects
for all convergent permutation sequences. We also proved that
all hereditary property of either permutation or ordered graph is
testable.

KEY-WORDS: Testability, Convergence Sequences, Pro-
perties Testable
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Capítulo 1

Introdução

1.1 Sequências de Grafos
L. Lovász e B. Szegedy [19] definiram o conceito de sequência convergente

de grafos. Dados grafos simples F e G, seja hom(F,G) o número de homo-
morfismos de F em G, ou seja, o número de mapeamentos Φ : V (F )→ V (G)
que preservam arestas: Se xy ∈ E(F ) então Φ(x)Φ(y) ∈ E(G) . A densidade
de homomorfismos de F em G é definida como:

t(F,G) =
hom(F,G)

|V (G)||V (F )| .

Definição 1. Uma sequência de grafos (Gn) é convergente se |V (Gn)| → ∞
e, para todo grafo F , a sequência de valores reais t(F,Gn) converge.

Seja inj(F,G) o número de homomorfismos injetivos de F em G. O
número de subgrafos F em G é igual a inj(F,G) dividido o número de au-
tomorfismos de F . Seja (n)k = n(n − 1) . . . (n − k + 1). A densidade de
homomorfismos injetivos é definida como

tinj(F,G) =
inj(F,G)

(|V (G)|)|V (F )|
.

Seja ind(F,G) o número de homeomorfismos injetivos de F em G que
também preservam não-arestas, ou seja, se xy /∈ E(F ) então Φ(x)Φ(y) /∈
E(G). Definimos tind(F,G) como

tind(F,G) =
ind(F,G)

(|V (G)|)|V (F )|
.

1
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Figura 1.1: F e G

Ex. 1. Para ilustrar a diferença entre as densidades descritas acima, observe
os seguintes grafos:

Note que, se quisermos apenas preservar as vizinhanças, deve-
mos escolher φ : V (F ) → V (G) tal que (φ(x1), φ(x2), φ(x3)) ∈ {
(v2, v1, v1), (v1, v2, v2), (v3, v2, v2), (v2, v3, v3), (v3, v1, v1), (v1, v3, v3),
(v1, v2, v3), (v1, v3, v2), (v2, v1, v3), (v2, v3, v1), (v3, v1, v2), (v3, v2, v1)}.
Para preservar a vizinhança e a injetividade devemos escolher
φinj : V (F ) → V (G) tal que (φinj(x1), φinj(x2), φinj(x3)) ∈
{(v1, v2, v3), (v1, v3, v2), (v2, v1, v3), (v2, v3, v1), (v3, v1, v2), (v3, v2, v1)}. Fi-
nalmente, observe que o grafo G não possui nenhum subgrafo induzido
isomorfo a F . Desta forma temos

t(F,G) =
hom(F,G)

|V (G)||V (F )| =
12

33
=

4

9
,

tinj(F,G) =
inj(F,G)

(|V (G)|)|V (F )|
=

6

3 · 2 · 1
= 1,

tind(F,G) =
ind(F,G)

(|V (G)|)|V (F )|
=

0

3 · 2 · 1
= 0.

L. Lovász e B. Szegedy [19] observaram que as densidades acima estão
relacionadas da seguinte forma: Para quaisquer grafos F e G temos:

|tinj(F,G)− t(F,G)| ≤
(
|V (F )|

2

)
1

|V (G)|
,

tind(F,G) =
∑

V (F ′)=V (F )
E(F ′)⊇E(F )

(−1)|E(F ′)\E(F )|tinj(F,G).

Portanto, para toda sequência convergente (Gn), temos que t(F,Gn),
tinj(F,Gn) e tind(F,Gn) convergem para todo grafo F .
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Ex. 2. A sequência (Hn) de grafos, tal que E(Hn) = ∅ e |V (Hn)| → ∞,
converge, pois para todo grafo F , e n suficientemente grande, temos

t(F,Hn) = tinj(F,Hn) = tind(F,Hn) =

{
0 se E(F ) 6= ∅
1 caso contrário

Ex. 3. A sequência (Kn) de grafos completos, onde |V (Kn)| → ∞, converge,
pois para todo grafo F , e n suficientemente grande, temos

t(F,Kn) = tinj(F,Kn) = 1,

e
tind(F,Kn) =

{
1 se F é completo
0 caso contrário

Ex. 4. Dado 0 ≤ p ≤ 1 fixo, a sequência de grafos baseada no modelo de
Erdős e Rényi, (Gn,p), converge com probabilidade 1, pois para todo grafo F
temos que

t(F,Gn,p) −−−−−→
n→infty

p|E(F )|.

É intuitivo imaginar que se a sequência converge então ela converge para
algum lugar. Porém olhar apenas para os grafos não nos fornece uma ob-
jeto limite para o qual seja viável trabalhar. Lovász e Szegedy provaram
a existência de um “objeto limite” para qualquer sequência convergente de
grafos.

Definição 2. Um graphon é uma função simétrica mensurável
W : [0, 1]2 → [0, 1].

Graphons podem ser visualizados como grafos ponderados infinitos (ou
matrizes de adjacências infinitas) com vértices no intervalo [0, 1]. Dado n > 0,
seja [n] = {1, . . . , n}. Para todo grafo simples G de ordem n, podemos
construir um graphon WG da seguinte maneira:

Definição 3. Dado um grafo G com vértices em [n], seja WG o graphon o
grafo a seguir: Para todo x, y ∈ (0, 1] temos

WG(x, y) =

{
1 se ij é aresta de G, onde i = dnxe e j = dnye,
0 caso contrário

Se x = 0, respectivamente y = 0, tome i = 1, respectivamente j = 1, na
igualdade anterior.
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Ex. 5. A figura abaixo mostra o exemplo de um grafo associado ao seu
graphon.

Figura 1.2: Grafo G e Graphon WG

Assim como é possível gerar um graphon a partir de um grafo, podemos
gerar um grafo, com qualquer número de vértices, a partir de um graphon.

Definição 4. Dado um graphon W , definimos o grafo W -aleatório G(n,W )
de ordem n da seguinte forma:

1. Geramos independentemente n valores X1, X2, . . . , Xn segundo a dis-
tribuição uniforme em [0, 1];

2. Ligamos os vértices i, j ∈ [n] com probabilidade W (Xi, Xj).

Note que o item 2 da definição acima pode ser substituido pelos seguintes
passos:

2∗ Para cada par de vértice i, j ∈ [n] sorteamos uniformemente um valor
Yij ∈ [0, 1];

3∗ Ligamos os vértices i, j ∈ [n] se Yij ≤ W (Xi, Xj).

O modelo G(n,W ) proposto por L. Lovász e B. Szegedy [19] é uma ge-
neralização do modelo G(n, p) proposto por Erdős e Rényi [12]. Para isso,
basta tomar o graphon W tal que W (x, y) = p para todo (x, y) ∈ [0, 1]2.
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Para todo graphon W e todo grafo simples F com k vértices, estendemos
a definição de densidade de homomorfismo para graphons

t(F,W ) =

∫
[0,1]k

( ∏
ij∈E(F )

W (xi, xj)
)
dx1 . . . dxk.

Com isso L. Lovász e B. Szegedy [19] provaram que toda sequência con-
vergente possui um objeto limite para o qual as sequências de densidades
convergem. Mais formalmente temos:

Teorema 5 ( [19]). Para toda sequência convergente (Gn) de grafos simples,
existe um graphon W : [0, 1]2 → [0, 1] tal que, para todo grafo simples F ,
temos que

lim
n→∞

t(F,Gn) = t(F,W ).

Provou-se ainda que todo graphon é limite de alguma sequência conver-
gente de grafos.

Teorema 6 ( [19]). Dado um graphon W , a sequência (G(n,W )), para
n→∞, converge para W com probabilidade 1.

Considerando a noção de convergência aqui definida. O Teorema 6 mostra
que todo graphon é um ponto de acumulação do espaço de grafos.

Definição 7. Seja G e G′ grafos sobre o mesmo conjunto de vértice de ordem
n. Definimos a distância retangular como sendo:

d�(G,G′) =
1

n2
max
S,T⊆V

|eG(S, T )− eG′(S, T )|

onde eG(S, T ) = #{(ij ∈ E(G); i ∈ S e j ∈ T}.

A distância acima satisfaz, trivialmente, as condições de não negatividade
e de simetria. Para provar a desigualdade triângular basta notar que dado
um grafo F com vértices em V temos que

max
S,T⊆V

|eG(S, T )−eG′(S, T )| = max
S,T⊆V

|(eG(S, T )−eF (S, T ))+(eF (S, T )−eG′(S, T )|

≤ max
S,T⊆V

(
|(eG(S, T )− eF (S, T ))|+ |(eF (S, T )− eG′(S, T )|

)
≤ max

S,T⊆V
|(eG(S, T )− eF (S, T ))|+ max

S,T⊆V
|(eF (S, T )− eG′(S, T )|.
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Note, a grosso modo, que a distância retangular mede o quanto o grafo
G se difere do grafo G′ em volume de arestas. A definição de distância
retangular pode ser estendida para graphons. Dados graphons W1 e W2, a
distância retangular entre eles é:

d�(W1,W2) = sup
A,B⊆[0,1]

∣∣∣ ∫
A

∫
B

(
W1(x, y)−W2(x, y)

)
dxdy

∣∣∣.
Observe que, de maneira análoga ao caso de distância retangular entre grafos,
verificamos diretamente as condições para ser uma distância.

L. Lovász e B. Szegedy [19] relacionaram a distância retangular com a
densidade de homomorfismos através do seguinte lema:

Lema 8 ( [19]). Sejam U e W dois graphons. Então para todo grafo simples
F temos:

|t(F,U)− t(F,W )| ≤ |E(F )|d�(U,W ).

Sejam G e G′ grafos com mesmo conjunto de vértices de ordem n. E
assim, para todo grafo F , temos que

|t(F,G)− t(F,G′)| ≤ |E(F )|d�(G,G′).

Dado um grafo simples G de ordem n, definimos por KG o conjunto de
todos os n! grafos obtidos por rotulações distintas de G. Podemos estender a
distância retangular para dois grafos quaisquer através da seguinte distância.
Dados W1 e W2 graphons e G e H grafos simples, em que |V (G)| ≥ |V (H)|,
definimos a distância retangular δ� da seguinte forma:

1. Entre grafos:
δ�(G,H) = min

H′∈KH
G′∈KG

d�(WH′ ,WG′);

2. Entre grafo e graphons :

δ�(G,W ) = min
G′∈KG

d�(W,WG′);

3. Entre graphons :
δ�(W1,W2) = d�(W1,W2).

Seja G o conjunto formado por todos os infinitos grafos possíveis e W o
conjunto formado por todos os infinitos graphons possíveis. Em [6], mostrou-
se que toda sequência convergente é de Cauchy com relação a distância δ�.
Desta forma eles provaram que o espaço métrico (G ∪W , δ�) é completo.
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1.2 Testabilidade
Na seção anterior apresentamos o conceito de sequências convergente de

grafos. Nesta seção iremos apresentar uma aplicação para a teoria de sequên-
cias convergentes.

Definição 9. Uma propriedade P de grafos é dita hereditária se, para qual-
quer grafo G que possua a propriedade P, todo subgrafo de G também possui
a propriedade P.

Definição 10. Dizemos que um grafo G é ε-distante de uma propriedade P
se não for possível obter um grafo G′ ∈ P adicionando ou removendo εn2

arestas de G.

Ex. 6. Observe os seguintes grafos:

Figura 1.3:

Note que o grafo G é 1
64
-far do grafo B, pois neste caso basta adicionar

uma aresta ao grafo G para que eles se tornem isomorpho ao grafo B.

Com isso, podemos definir a condição para uma propriedade ser testável,
segundo a definição apresentada por Goldreich et al. [14]:

Definição 11. Seja P uma propriedade de grafos. Dizemos que P é testável
se, para todo ε > 0, existe um inteiro positivo k(ε) e um algoritmo aleatório
T , chamado de testador, tal que dado um grafo G(V,E), com |V | > k, as
seguintes propriedades são satisfeitas:

1. O número de consultas feitas pelo algoritmo T depende apenas de k e
não do tamanho da entrada.

2. Se G satisfaz P, então o testador identifica isso com probabilidade
maior que 1− ε.
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3. Se G é “ε-distante” de satisfazer P, então o testador confirma que G
não satisfaz P com probabilidade maior que 1− ε.

Observe que afirmar que uma propriedade de grafos P é testável significa
que podemos verificar em tempo constante e com alta probabilidade se um
dado grafo G, de ordem arbitrária, satisfaz P .

Seja f um parâmetro de grafos. Assumimos f normalizado, ou seja,

0 ≤ f ≤ 1.

Definição 12. Dizemos que f é testável se, para todo ε > 0, existe um inteiro
positivo k(ε) tal que dado um grafo G com |V (G)| > k, se selecionarmos
aleatoriamente um subgrafo induzido G′ com pelo menos k vértices temos
que:

P(|f(G)− f(G′)| > ε) < ε

Antes de apresentarmos alguns exemplos de propriedades testáveis iremos
apresentar uma desigualdade muito poderosa que será utilizada nos exemplos
e em algumas demonstrações.

Definição 13. Dado uma constante c ∈ R, dizemos que uma função
f(x1, . . . , xn) é c-Lipschitz se |f(x) − f(x′)| ≤ c para todos vetores x e x′
que diferem em apenas uma única coordenada (ou seja, x = (x1, . . . , xn),
x′ = (x′1, . . . , x

′
n) e xi = x′i para todo i ∈ [n]− {j} para algum j ∈ [n]).

Teorema 14 (Método das Diferenças Limitadas [11]). Para toda função
c-Lipschitz com n parâmetros f(x1, . . . , xn), temos que, se X1, . . . , Xn são
escolhidos aleatória e independentemente, então ∀t > 0

P

(∣∣f(X1, . . . , Xn)− E(f(X1, . . . , Xn))
∣∣ ≤ t

)
≤ 2 exp

{−2t2

c2n

}
Ex. 7. Seja G um grafo com n vértices e sejam H e H ′ dois subgrafos
induzidos de G com k vértices que diferem em apenas um vértice (ou seja,
H e H ′ tem k − 1 vértices de G em comum). A diferença entre o número
de arestas de H e H ′ é no máximo de k − 1 (pois o vértice diferente pode
formar arestas com no máximo todos os demais k − 1 vértices do subgrafo).
Portanto, o número de arestas e(H) é (k−1)-Lipschitz. Se H é um subgrafo
aleatório de G com k vértices, então

E(e(H)) =
e(G)(
n
2

) · (k
2

)
.
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Portanto, pelo método das diferenças limitadas

P

(∣∣e(H)− e(G)(
n
2

) · (k
2

)∣∣ ≤ ε

(
k

2

))
≤ 2 exp

{
−2ε2

(
k
2

)2

(k − 1)2 · k

}

Portanto, tomando k = 6/ε3 e n > k, temos

P

(∣∣de(H)− de(G)
∣∣ ≤ ε

)
≤ 2 exp

{
− 1

2
ε2k
}
≤ ε

onde de(G) = e(G)/
(
n
2

)
(resp. de(H) = e(H)/

(
k
2

)
) é a densidade de arestas

de G (resp. H).
Portanto, por definição, a densidade de arestas é um parâmetro testável

de grafos.

Ex. 8. Como feito no exemplo anterior, seja G um grafo com n vértices e
sejam H e H ′ dois subgrafos induzidos de G com k vértices que diferem em
apenas um vértice. A diferença entre o número de triângulos de H e H ′ é
de no máximo

(
k−1

2

)
(pois o vértice diferente pode formar triângulos com no

máximo todos os demais
(
k−1

2

)
pares de vértices do subgrafo). Portanto, o

número de triângulos tr(H) é
(
k−1

2

)
-Lipschitz. Se H é um subgrafo aleatório

de G com k vértices, então

E(tr(H)) =
tr(G)(

n
3

) · (k
3

)
.

Portanto, pelo método das diferenças limitadas

P

(∣∣tr(H)− tr(G)(
n
3

) · (k
3

)∣∣ ≤ ε

(
k

3

))
≤ 2 exp

{
−2ε2

(
k
3

)2(
k−1

2

)2 · k

}

Portanto, tomando k = 6/ε3 e n > k, temos

P

(∣∣dtr(H)− dtr(G)
∣∣ ≤ ε

)
≤ 2 exp

{
− 2

9
ε2k
}
≤ ε,

onde dtr(G) = tr(G)/
(
n
3

)
(resp. dtr(H) = tr(H)/

(
k
3

)
) é a densidade de

triângulos de G (resp. H).
Portanto, por definição, a densidade de triângulos é um parâmetro testá-

vel de grafos.
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Do mesmo modo, com argumento similar aos feitos nos exemplos anteri-
ores, as propriedades de ser um grafo vazio, ou de ser um grafo completo ou
de ser um grafo livre de triângulos são propriedades testáveis de grafos.

Definição 15. Para dois grafos G e G′ com o mesmo conjunto de nós,
definimos por

d1(G,G′) :=
|E(G)∆E(G′)|
|V (G)|2

.

a diferença de arestas entre G e G′ normalizado por |V (G)|2.

Note que a distância acima não é muito similar a d�, pois ela verifica a
diferença entre os dois grafos aresta a aresta. Podemos estender a definição
da distância d1 para as propriedades. Para todo grafo G e um propriedade
de grafos P , denotamos por d1(G,P) = minG′∈P d1(G,G′). Note que, para
todo grafo F fixo, podemos olhar para d1(F,G) como um parâmetro de um
grafo G. Com isso, em [2], Alon e Shapira provaram o seguinte teorema:

Teorema 16 ( [2]). A distância d1 para uma propriedade hereditária de
grafos é testável.

E consequentemente provaram o teorema principal de [2]:

Teorema 17 ( [2]). Toda propriedade hereditária de grafos é testável.

L. Lovász e B. Szegedy [19] provaram os teoremas acima de maneira mais
simples e curta utilizando o conceito de sequências convergentes.

Outros resultados de testabilidade foram obtidos para outras estruturas.
N. Alon et al. [2] mostraram que toda propriedade hereditária de grafos é
testável. N. Alon e A. Shapira [3] provaram que toda propriedade monótona
de grafos é testável. T. Austin e T. Tao [4] provaram que toda propriedade
hereditária para hipergrafos, que não são mistos, é testável. A. J. O. Bastos et
al. [5] mostramos que toda propriedade hereditária de permutações é testável.

Neste trabalho, apresentaremos o conceito de sequências convergentes
para permutações e ordens parciais, assim como os resultados obtidos em
testabilidade. Estendemos o conceito de sequência convergente para grafos
ordenados e provamos a existência de um objeto limite baseado em uma con-
jectura de regularidade fraca para grafos em intervalos. Com isso, mostramos
uma outra prova para a existência de um objeto limite para permutações e
posets. Provamos ainda a unicidade do objeto limite. Por fim, mostramos
que toda propriedade hereditária de grafos ordenados é fortemente testável.



Capítulo 2

Permutações

Os resultados mostrados para grafos através de sequência convergentes,
serviram de motivação para mostrar resultados análogos para permutações.
Neste capítulo, apresentaremos o conceito de sequências convergentes de per-
mutações e testabilidade. Na Seção 2.1, apresentaremos a definição e no-
tações utilizadas neste capítulo. Na Seção 2.2, apresentaremos a noção de
sequência de permutações assim como a condição para convergência, introdu-
ziremos um conceito de distância retangular entre permutações e apresenta-
remos o teorema de Cauchy para convergência. Na Seção 2.3, apresentaremos
o conceito de testabilidade fraca. Na Seção 2.4, apresentaremos o conceito
de testabilidade forte e alguns resultados. Na Seção 2.5, apresentaremos o
conceito de quase-aleatoridade para grafos e para permutações.

2.1 Introdução
Definição 18. Uma permutação é uma função bijetiva σ : A→ A onde A é
um conjunto enumerável.

Como todo conjunto enumerável possui uma bijeção com os números na-
turais, podemos, por simplicidade, definir uma permutação com n elementos
como sendo uma bijeção σ : [n]→ [n]. Podemos representar uma permutação
apenas mostrando a ordem dos elementos da imagem. Por exemplo, a permu-
tação σ : [3]→ [3] tal que σ(1) = 2, σ(2) = 3, σ(3) = 1 pode ser representáda
através da ordem dos elementos da imagem, ou seja, σ = (2, 3, 1).

Definição 19. Dado um conjunto A = {a1, a2, . . . , ak} ⊂ [n] crescente, e
uma permutação σ em [n] definimos a permutação de σ restrita a A como
sendo σA : [|A|]→ [|A|] onde para todo i, j ∈ [k] temos que σA(i) < σA(j) se
e somente se σ(ai) < σ(aj).

11
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Ex. 9. Considere a permutação σ = (1, 5, 3, 2, 4, 6) e considere o conjunto
A = {2, 3, 4}. A permutação σ restrita ao conjunto A é a permutação σA =
(3, 2, 1)

Desta maneira podemos definir o conceito de subpermutação:

Definição 20. Dadas a permutações τ em [k] e σ em [n], com k < n,
dizemos que τ é uma subpermutação de σ se existir um subconjunto A ⊂ [n],
com |A| = k, tal que a permutação restrita σA é igual a τ .

Ex. 10. Considere a permutação σ = (1, 3, 2, 5, 4). A permutação τ =
(1, 2, 3) é subpermutação de σ, pois σA = τ = (1, 2, 3) para A = {1, 3, 5}.

Dizemos que um grafo G(V,E) é ordenado se V é munido de uma ordem
total sobre seus elementos. Seja |V | = n. Como todo ordem total em V
possui uma relação biunívoca com [n] então, por simplicidade, iremos assumir
V = [n].

Podemos associar permutações com grafos ordenados. Dada uma permu-
tação σ em [n], seja Gσ o grafo ordenado tal que, para todo i < j ∈ [n],
temos que ij ∈ E(Gσ) se só se σ(i) < σ(j).

Ex. 11. Para a permutação σ = (3, 2, 5, 4, 1) temos o seguinte grafo:

Figura 2.1: Grafo Gσ

Ex. 12. Para a permutação η = (7, 6, 1, 2, 5, 8, 9, 4, 3) temos o seguinte grafo:

A permutação η é 3-simétrica, ou seja, para qualquer permutação τ em
[3] temos que t(τ, η) = 1

3!
.

Observe que toda permutação pode ser relacionada a um grafo ordenado,
mas nem todo grafo ordenado representa uma permutação, por causa das
transitividades. Nosso lema abaixo prova uma caracterização de quais grafos
ordenados representam permutações:
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Figura 2.2: Grafo Gη

Lema 21. Seja G um grafo ordenado em [n]. Então, para todo i < j < k ∈
[n], temos que {

ij, jk ∈ E(G) =⇒ ik ∈ E(G)
ij, jk /∈ E(G) =⇒ ik /∈ E(G)

se e só se existe uma permutação σ tal que G = Gσ.

Demonstração. Seja σ uma permutação em [n]. Para todo i < j < k ∈ [n],
se ij, jk ∈ E(Gσ), temos que σ(i) < σ(j) e σ(j) < σ(k). Portanto σ(i) <
σ(k) e ik ∈ E(Gσ). Da mesma forma temos que se ij, jk /∈ E(Gσ) temos
que σ(i) > σ(j) e σ(j) > σ(k). Portanto σ(i) > σ(k) e consequentemente
ik /∈ E(Gσ).

Seja agora G um grafo ordenado em [n] que satisfaz as condições do lema.
Seja �P definida da seguinte forma: i �P j se e somente se i < j ⇔ ij ∈
E(G). Afirmamos que �P é uma ordem total. É fácil ver que �P é reflexiva
e antissimétrica. Para ver que �P é transitiva, note que, se a �P b e b �P c,
então

a < b⇔ ab ∈ E(G),

b < c⇔ bc ∈ E(G),

o que implica que

a < b < c⇔ ab, bc ∈ E(G)

e, das restrições sobre G,

a < c⇔ ac ∈ E(G)

e consequentemente a �P c.
Note ainda que, para todo i, j ∈ [n], i �P j ou j �P i. Portanto, como

�P é uma ordem total, podemos determinar qual é a ordem relativa de cada
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vértice do grafo em relação aos outros, ou seja, podemos determinar, para
cada vértice, a posição dele em relação aos outros através dessa ordem total.
Assim, geramos a nossa permutação σ colocando, para todo i ∈ [n], σ(i)
como sendo a posição do vértice i na ordem total �P .

2.2 Sequências Convergentes
Dadas as permutações τ em [k] e σ em [n], com k ≤ n, seja Λσ(τ) =

#{A ⊂ [n]; τ = σA} o número de subpermutações τ em σ. A densidade de
subpermutações τ em σ é definida como sendo

t(τ, σ) =
Λσ(τ)(

n
k

) .

De maneira análoga ao que se foi feito para grafos, temos a seguinte definição:

Definição 22. Dizemos que uma sequência de permutações (σn) é conver-
gente se, para toda permutação τ , a sequência de valores reais t(τ, σn) con-
verge.

Ex. 13. A sequência de permutações (µn) tal que µn = (1, . . . , n) converge,
pois para toda permutação τ , temos que t(τ, µn) = 1 se τ é uma permutação
identidade τ = (1, . . . , k), e t(τ, µn) = 0 caso contrário.

Ex. 14. A sequência de permutações (λn) tal que λn é escolhida uniforme-
mente entre as n! permutações possíveis para [n] é convergente, pois, para
qualquer permutação τ em [k], a sequência de valores reais t(τ, λn) converge
para a probabilidade 1

k!

C. Hoppen et al. [15] provaram que toda sequência convergente de per-
mutações possui um objeto limite definido abaixo.

Definição 23. Uma permutação limite é um par de distribuição conjunta
Z = (X, Y ) de variáveis aleatórias uniformes X e Y em [0, 1] (não necessa-
riamente independentes). Toda permutação limite Z = (X, Y ) pode ser iden-
tificada como a função de distribuição condicional de Y dado X, dada pela
função mensurável Z : [0, 1]2 → [0, 1] tal que Z(x, y) = P(Y ≤ y | X = x).
Não é difícil ver que:

1. Para todo x0 ∈ [0, 1], a função Z(x0, y) é uma função de distribuição
acumulada (fda);
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2. Para todo y0 ∈ [0, 1], temos que∫ 1

0

Z(x, y0)dx = y0.

Definição 24. Dada uma permutação σ em [n], a permutação limite Zσ é
obtida da função fσ de densidade de probabilidade conjunta tal que, para cada
(x, y) ∈ [0, 1]2,

fσ(x, y) = n · 1
[
σ(dn · xe) = dn · ye

]
De maneira similar ao que foi feito em grafos, podemos gerar permutações

aleatórias a partir de uma permutações limite Z.

Definição 25. Dada uma permutação limite Z = (X, Y ), a permutação Z-
aleatória σ(n, Z) em [n] é gerada da seguinte forma:

1. Geramos n pares (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) de acordo com a distri-
buição de Z = (X, Y )

2. Ordenamos os n pares em ordem crescente em relação aos xi’s:
(x′1, y

′
1), . . . , (x′n, y

′
n). A permutação σ(n, Z) é obtida da ordem relativa

de (y′1, . . . , y
′
n).

Ex. 15. Suponha que os pares gerados sejam (0.88, 0.15), (0.16, 0.44),
(0.35, 0.17) e (0.56, 0.43). Ordenando na primeira coordenada, obtemos
(0.16, 0.44), (0.35, 0.17), (0.56, 0.43) e (0.88, 0.15). Nossa permutação σ(4, Z)
seria (4, 2, 3, 1), que é a ordem relativa de (0.44, 0.17, 0.43, 0.15).

O modelo de permutação Z-aleatória estende o modelo clássico de per-
mutação aleatória. Para isso, basta tomar Z = (X, Y ) tal que X e Y são
independentes.

C. Hoppen et al. [16] provaram o seguinte teorema:

Teorema 26 ( [16]). Para toda sequência convergente de permutações (σn),
existe uma permutação limite Z, tal que, para toda permutação τ em [k],
temos

lim
n→∞

t(τ, σn) = t(τ, Z) := P(σ(k, Z) = τ)

Dada uma permutação limite Z, a sequência de permutações σ(n, Z),
n→∞, é convergente com probabilidade 1 e seu limite é Z.

Provou-se ainda uma relação entre as densidades de σ e as densidades de
Zσ.
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Lema 27 ( [16]). Seja σ uma permutação em [n]. Então para toda permu-
tação τ em [k], com k < n, temos que:

|t(τ, σ)− t(τ, Zσ)| ≤ 1

n

(
k

2

)
Abaixo define-se a distância retangular entre permutações, que é bastante

útil para medir a convergência das sequências.

Definição 28. Seja I[n] o conjunto de todos os intervalos de [n]. Dadas
duas permutações σ1 e σ2 em [n], n > 1, definimos

d�(σ1, σ2) =
1

n
max

S,T∈I[n]
||σS1 ∩ T | − |σS2 ∩ T ||,

onde σS = {σ(x)∀x ∈ S} é a

Essa distância foi baseada em uma das propriedades utilizadas por J.
Copper [9] para definir a noção de quase-aleatoriedade.

Desta forma, introduzimos uma noção eficiente de distância, pois no caso
das permutações aleatórias não é difícil ver que essa distância tende para zero.
C. Hoppen et al. [15] provaram uma relação entre distância retangular para
permutações e densidade de subpermutações através do seguinte teorema:

Teorema 29 ( [15]). Seja τ uma permutação em [k] e sejam σ1 e σ2 permu-
tações em [n], com k ≤ n. Então

|t(τ, σ1)− t(τ, σ2)| ≤ 2k2 · d�(σ1, σ2)

Podemos estender o conceito de distância retangular para objetos limite
da seguinte maneira.

Definição 30. Dadas permutações limite Z1 = (X1, Y1) e Z2 = (X2, Y2),
definimos a distância retangular entre Z1 e Z2 como

d�(Z1, Z2) = supx1<x2∈[0,1]
y1<y2∈[0,1]

∣∣∣P(x1 ≤ X1 ≤ x2, y1 ≤ Y1 ≤ y2)

−P(x1 ≤ X2 ≤ x2, y1 ≤ Y2 ≤ y2)
∣∣∣

ou

d�(Z1, Z2) = sup
x1<x2∈[0,1]
y1<y2∈[0,1]

∣∣∣ ∫ x2

x1

(Z1(x, y2)−Z1(x, y1))dx−
∫ x2

x1

(Z2(x, y2)−Z2(x, y1))dx
∣∣∣.
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O teorema abaixo mostra uma equivalência entre sequências convergentes
de permutações e sequências Cauchy na distância retangular.

Teorema 31 ( [15]). Uma sequência (σn) é convergente se, e somente se,
(σn) é uma sequência de Cauchy na distância retangular

Seja Q o conjunto de todas as permutações e seja Z o conjunto de todas
as permutações limite. O Teorema 26 mostra que todo elemento do conjunto
Z é um ponto de acumulação do conjunto Q. O Teorema 31 prova que o
espaço métrico (Q∪ Z, d�) é completo.

2.3 Testabilidade Fraca
O trabalho apresentado nesta seção foi realizado por C. Hoppen et al. [16].

Definição 32. Uma propriedade P é hereditária se, dada uma permutação σ
que possua a propriedade P, então toda subpermutação de σ também possui
a propriedade P.

Definição 33. Uma propriedade P de permutações é fracamente testável por
subpermutações, ou apenas fracamente testável, se, para todo ε > 0, existe
um inteiro positivo k tal que, se σ é um permutação em [n], com n > k, então
as duas afirmações abaixo são garantidas para uma subpermutação aleatória
sub(k, σ) de σ de tamanho k:

1. sub(k, σ) satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 − ε quando σ sa-
tisfaz P;

2. sub(k, σ) não satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 − ε quando
d�(σ,P) ≥ ε onde:

d�(σ,P) := min{d�(σ, π) : |π| = n e π satisfaz P}.

Seja f um parâmetro de permutações, ou seja, uma função de valores
reais definida sobre permutações e invariante por isomorfismos. Assumimos
que o parâmetro é normalizado, ou seja, 0 ≤ f ≤ 1. Um parâmetro de
permutação f é testável se, para todo ε > 0, existe um k > 0 tal que, se σ é
um permutação de tamanho n > k, então

P

(∣∣∣f(σ)− f(sub(k, σ))
∣∣∣ > ε

)
≤ ε.

Lema 34 ( [16]). Um parâmetro f de permutações é testável se e somente
se, para toda sequência convergente de permutações (σn), a sequência f(σn)
converge.
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Com isso, o resultado principal de Hoppen et al. é o seguinte:

Teorema 35 ( [16]). Toda propriedade hereditária é fracamente testável.

2.4 Testabilidade Forte
Nesta seção, nós resumimos o nosso resultado principal publicado no Eu-

rocomb 2011 [5], que é o resultado análogo de Alon e Shapira sobre a testa-
bilidade de propriedades hereditárias para permutações. Na seção anterior,
mostramos o resultado principal de [16], a saber, toda propriedade heredi-
tária é fracamente testável através de subpermutações. O termo fracamente
testável vem do fato de utilizarmos a noção de distância retangular para defi-
nir testabilidade, ao invés de uma distância mais intuitiva entre permutações
como a distância d1 de edição (edit distance ou Kendall tau distance).

Definição 36. Sejam σ e π duas permutações em [n]. A distância de edição,
definida como

d1(σ, π) =
1(
n
2

)∣∣∣{{i, j} ∈ ([n]

2

)
: (σ(i) > σ(j))⇔ (π(i) < π(j))

}∣∣∣,
mede a densidade de pares de σ e π que tem ordem relativa diferente.

Essa distância está relacionada também com o algoritmo bubble sort:
mede a densidade de inversões de pares de elementos adjacentes para trans-
formar a permutação σ na permutação π.

Uma pergunta natural é a seguinte: “Se utilizarmos a distância de edição
para definir testabilidade, o Teorema 35 continuária válido?”.

É fácil ver que, dadas permutações σ e π em [n], temos que, para todo
ε > 0, existe um δ > 0 tal que se d1(σ, π) < δ então d�(σ, π) < ε.

Desta forma, podemos definir o conceito de testabilidade forte através de
subpermutações.

Definição 37. Uma propriedade P de permutações é fortemente testável por
subpermutações, ou apenas testável, se, para todo ε > 0, existe um inteiro
positivo k tal que, se σ é um permutação em [n], com n > k, então as duas
afirmações abaixo são garantidas para uma subpermutação aleatória sub(k, σ)
de σ de tamanho k:

1. sub(k, σ) satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 − ε quando σ sa-
tisfaz P;
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2. sub(k, σ) não satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 − ε quando
d1(σ,P) ≥ ε onde:

d1(σ,P) := min{d1(σ, π) : |π| = n e π satisfaz P}.

O teorema abaixo é o resultado principal.

Teorema 38. Seja P uma propriedade hereditária de permutações. Dada
uma permutação σ, então, d1(σ,P) é um parâmetro testável. Consequente-
mente, toda propriedade hereditária de permutações é fortemente testável.

A prova do Teorema 38 esta relacionada ao Teorema 71, visto que, na
Seção 2.1, mostramos que uma permutação pode ser representada através
de um grafo ordenado. Omitimos a prova, pois consideramos mais relevante
nos concentrarmos na prova de que toda propriedade hereditária de grafos
ordenados é testável.

2.5 Quase-Aleatoriedade

2.5.1 Grafos

Uma sequência de estruturas é dita quase-aleatória quando, mesmo ela
sendo gerada através de um algoritmo determinístico, ela satisfaz as mesmas
propriedades que uma estrutra aleatória satisfaz. Este conceito foi desenvol-
vido inicialmente para auxiliar métodos de demonstração baseados em estru-
turas aleatórias, pois uma vez que uma demonstração baseada em estruturas
aleatórias nos fornece uma prova da existência de uma determinada estru-
tura com uma determinada propriedade, o conceito de quase-aleatoriedade
nos fornece uma maneira, relativamente fácil, de mostrar uma construção
explícita de uma estrutura com a mesma propriedade.

F. R. K. Chung et al. [8] introduziram o conceito de quase-aleatoriedade
para grafos. Para isso, eles determinaram um conjunto de propriedades que
são satisfeitas por grafos aleatórios e definiram grafos quase-aleatórios como
sendo aqueles grafos que satisfazem pelo menos uma dessas propriedades.

O principal e surpreendente resultado de F. R. K. Chung et al. [8], foi
provar a equivalência das propriedades quase-aleatórias de grafos. Ou seja,
se um grafo tem uma dessas propriedades, então também possui as demais.
Abaixo, listamos algumas delas:

1. O número de arestas de G é (1+o(1))n2

4
e o número de C4 em G é (1 +

o(1))(n
2
)2
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2. Para todo grafo H com s ≥ 4 vértices, o número de cópias rotuladas
de H em G é (1 + o(1))ns2−(s2)

3. Para todo subconjunto S ⊂ V (G) o número de arestas de G com as
duas extremidades em S é 1

4
|S|2 + o(n2)

4.
∑

u,v∈V (G) ||N(u) ∩ N(v)| − n
4
| = o(n3). Em que N(v) representa a

vizinhança de v em G.

Com o conceito de convergência de sequência, podemos definir quase-
aleatoriedade de outra forma.

Definição 39. Uma sequência (Gn) é quase-aleatória se, para qualquer grafo
F , temos

lim
n→∞

t(F,Gn) = t(F,W ).

Onde W é o graphon tal que W (x, y) = 1
2
para todo (x, y) ∈ [0, 1]2.

Observe que esta definição está de acordo com o trabalho feito por Chung
et al. Em outras palavras, podemos utilizar essa definição para demonstrar
as propriedades citadas por Chung et al.

2.5.2 Permutações

Em 2004, J. N. Cooper [9] apresentou conceito de quase-aleatoriedade
para permutações e também provou-se que as propriedades quase-aleatórias
são equivalentes entre si. Para isso, Cooper enfraqueceu a noção de Chung-
Graham de conjunto quase-aleatório de inteiros apresentado por F. R. K.
Chung e R. L. Graham [7] usando conceitos de discrepância de sequências de
números reais, que ele irá chamar de conjuntos ε-balanceados.

Formalmente, dados dois subconjuntos S, T ⊂ Zn definimos discrepância
de S em T como sendo

DT (S) = ||S ∩ T | − |S||T |
n
|.

A discrepância máxima de S é definida por

D(S) = max
T⊂I[n]

DT (S).

Dizemos então que, um subconjunto S ⊂ Zn é ε-balanceado seD(S) < εn.
É possível comparar e observar uma relação entre quase-aleatoriedade de
Chung e Graham para conjuntos de Zn e conjuntos ε-balanceados de Cooper.
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Formalmente, definimos discrepância de uma permutações σ em [n] como
sendo

D(σ) = max
S∈I[n]

D(σ(S))

Cooper define uma sequência de permutações (σn) como sendo quase-
aleatória se

lim
n→∞

D(σn)

|σn|
= 0.

Com o auxílio de sequências convergentes de permutações, Sampaio et
al. [22] provaram outra caracterização para permutações quase-aleatórias.

Teorema 40. Uma sequência (σn) de permutações é quase-aleatória se e só
se, para qualquer permutação τ , temos

lim
n→∞

t(τ, σn) = t(τ, Zind) =
1

|τ |!
,

onde Zind = (X, Y ) é a permutação limite tal que X e Y são independentes.



Capítulo 3

Ordens Parciais

Neste capítulo, iremos apresentar a teoria de sequências convergentes para
ordens parcias. Na Seção 3.1, definiremos os conceitos básicos utilizados neste
capítulo. Na Seção 3.2, apresentaremos o conceito de sequência convergentes
de ordens parciais e alguns resultados que já foram desenvolvidos.

3.1 Introdução
Definição 41. Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, com n ele-
mentos é um par P = ([n],�P ) no qual �P é uma relação binária reflexiva,
antissimétrica e transitiva em [n].

Ex. 16. O conjunto M = ([n],�I), no qual dado i, j ∈ [n] temos que i �I j
se, e somente se, i = j é um poset.

Ex. 17. O conjunto N = ([n],≤) é um poset.

Note que, no exemplo anterior, a relação binária é total, ou seja, para
todo i, j ∈ [n] temos que i ≤ j ou j ≤ i.

Definição 42. Sejam P = ([n],�P ) e Q = ([k],�Q) dois posets, com k < n.
Dizemos que Q é um subposet de P , se existir uma função injetiva φ : [k]→
[n] tal que, para todo i, j ∈ [k], temos que, se, i �Q j, então, φ(i) �P φ(j).

Definição 43. Sejam P = ([n],�P ) e Q = ([k],�Q) dois posets, com k < n.
Dizemos que Q é um subposet induzido de P se, existir uma função injetiva
φ : [k]→ [n] tal que, para todo i, j ∈ [k], temos que i �Q j se, e somente se,
φ(i) �P φ(j)

Note que toda permutação σ em [n] pode ser vista como uma ordem total
([n],�σ) tal que, para todo i, j ∈ [n], i �σ j se e só se σ(i) ≤ σ(j). Por outro

22
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lado, a interseção de um conjunto finito de permutações σ1, σ2, . . . , σk em
[n] gera um poset P = ([n],�P ), tal que, para todo i, j ∈ [n], i �P j se e
somente se σ`(i) ≤ σ`(j) para todo ` ∈ [k].

Ex. 18. Seja σ uma permutação em [6] tal que σ = (5, 3, 1, 2, 4, 6). Então
temos a ordem total 3 �σ 4 �σ 2 �σ 5 �σ 1 �σ 6.

Ex. 19. Sejam σ1 e σ2 permutações em [6] tais que σ1 = (5, 3, 1, 2, 4, 6) e
σ2 = (5, 2, 1, 3, 4, 6). Então temos o poset {(1, 6), (2, 1), (2, 5), (2, 6), (3, 1),
(3, 2), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (4, 1), (4, 5), (4, 6), (5, 1), (5, 6)}.

Desta forma, temos:

Definição 44. Seja P = ([n],�P ) um poset e sejam σ1, . . . , σk permutações
em [n]. Dizemos que as permutações σ1, . . . , σk formam um k-realizador de
P se P é gerado pela interseção das k permutações.

Definição 45. Seja P = ([n],�P ) um poset. A dimensão de um poset é o
menor inteiro k tal que P possui um k-realizador.

Como mostrado no Capítulo 2, podemos também representar um poset
como um grafo ordenado da seguinte maneira: Dado um poset P = ([n],�P )
tal que, se i �P j então i < j, seja GP = ([n], E) o grafo ordenado tal que,
para todo i < j ∈ [n], ij ∈ E(GP ) se e somente se i �P j. É fácil ver que,
dado qualquer poset P ′, podemos obter um poset P isomorfo a P ′ tal que,
se i �P j então i < j.

Ex. 20. Seja P = ([5],�P ) um poset, onde {(1, 4), (1, 3), (2, 3), (2, 4)}. Logo
o grafo ordenado abaixo representa P .

Figura 3.1: Grafo GP
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3.2 Sequências Convergentes
Seguindo a mesma ideia de grafos, S. Janson [17] definiu o critério para

convergência de sequência de posets. Dados dois posets P = ([k],�P ) e
B = ([n],�B), com k < n, seja Γ(P,B) o número mapeamentos injetivos
de Φ : [k] → [n] que preservam a ordem: Se x �P y então Φ(x) �B Φ(y).
O número de subposets P em B é igual à Γ(P,B) dividido pelo número de
automorfismos de P . Observe que o número de mapeamentos injetivos de P
em B é igual à (n)k. Logo podemos definir o conceito de densidade fazendo

t(P,B) =
Γ(P,B)

(n)k
.

Definição 46. Dizemos que uma sequência (Bn) de posets é convergente se,
para todo poset P = ([k],�P ), a sequência de valores reais t(P,Bn) converge.

R. C. Corrêa [10] provaram que toda sequência convergente de posets de
dimensão k, para qualquer valor fixo de k, possui um objeto limite, o qual
chamaram de k-kernel.

Definição 47. Um k-kernel Z = (X1, . . . , Xk) é uma k-upla de variáveis
aleatórias uniformes, não necessariamente independentes, X1, . . . , Xk com
valores no intervalo [0, 1].

Um k-kernel Z = (X1, . . . , Xk) pode ser visto como uma função de distri-
buição Z : [0, 1]k → [0, 1] dada por Z(a1, . . . , ak) = P(X1 ≤ a1, . . . , Xk ≤ ak),
e vice-versa.

Ex. 21. Um k-kernel Z = (X1, . . . , Xk) onde as variáveis aleatórias X ′is são
independentes corresponde à função de distribuição Z(x1, . . . , xk) =

∏k
i=1 xi

Similar a grafos, dado um k-kernel Z, podemos gerar um poset P (n, Z).

Definição 48. Dado um k-kernel Z = (X1, . . . , Xk), o poset k-dimensional
aleatório P (n, Z) é gerado da seguinte forma:

1. Y1, . . . , Yn são gerados no k-cubo [0, 1]k de acordo com Z;

2. Dado i, j ∈ [n] dizemos que i �P j se e somente se, para todo h ∈ [k],
a h-ésima coordenada de Yi é menor ou igual a h-ésima coordenada de
Yj.

Não é difícil ver que a dimensão de P (n, Z) é no máximo k, para isso
basta observar que as k permutações formadas pela ordem relativa a cada
coordenada dos Yi’s é um k-realizador de P (n, Z). Podemos generalizar o
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conceito de densidade de subposets para densidade em um k-kernel Z. Dado
um poset P = ([k],�P ), definimos

t(P,Z) = P

(
P (k, Z) = P

)
.

R. C. Corrêa et al. [10] mostraram que, no critério de convergência, os
teoremas a seguir são válidos.

Teorema 49 ( [10]). Seja k um inteiro fixo. Para toda sequência convergente
(Bn) de posets k dimensionais, existe um k-kernel Z = (X1, . . . , Xk) tal que,
para todo poset P , temos

lim
n→∞

t(P,Bn) = t(P,Z)

Teorema 50 ( [10]). Seja Z = (X1, . . . , Xk) um k-kernel. A sequência
(P (n, Z)), para n→∞, converge para Z com probabilidade 1.



Capítulo 4

Grafos Ordenados

Motivado pelos resultados obtidos anteriormente, decidimos desenvolver
a noção de sequência convergente para grafos ordenados, pois podemos vi-
sualizar permutações, posets e outras estruturas como casos particulares de
grafos ordenados. Uma vez que mostramos a existência de um objeto limite
para grafos ordenados, ganhamos uma demonstração existencial de objeto
limite para uma estrutura que pode ser representada como grafo ordenado.

Na Seção 4.1, apresentaremos algumas definições básicas sobre grafos or-
denados que utilizaremos no restante deste trabalho. Na Seção 4.2, defini-
remos o critério para convergência de sequência de grafos ordenados. Na
Seção 4.3, apresentaremos o nosso objeto limite para tais sequências. Na Se-
ção 4.4, apresentaremos a noção de distância retangular para o nosso espaço
de grafos ordenados e provaremos o Teorema de Cauchy para sequência de
grafos ordenados e a unicidade do objeto limite. Na Seção 4.5, apresentare-
mos alguns resultados que são herdados diretamente de grafos e enunciamos
uma conjectura de regularidade fraca em intervalos que, se for verdadeira,
prova a exostência do objeto limite que esta descrito na Seção 4.6. Na Seção
4.7, iremos apresentar o conceito de testabilidade forte para grafos ordena-
dos e iremos provar que toda propriedade hereditária de grafos ordenados é
fortemente testável.

4.1 Grafos Ordenados
No Capítulo 2, apresentamos o conceito de grafos ordenados, que nada

mais é do que um grafo simples rotulado munido de uma ordem total sobre
seus rótulos. Sejam F e G grafos ordenados com conjuntos de vértices [k] e
[n], respectivamente, com k ≤ n.

26
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Definição 51. Dizemos que F é um subgrafo ordenado de G se existe uma
função injetiva φ : [k]→ [n] tal que, para todo i, j ∈ [k],

1. i < j ⇐⇒ φ(i) < φ(j).

2. ij ∈ E(F ) =⇒ φ(i)φ(j) ∈ E(G)

Definição 52. Dizemos que F é um subgrafo ordenado induzido de G se
existe uma função injetiva φ : [k]→ [n] tal que, para todo i, j ∈ [k],

1. i < j ⇐⇒ φ(i) < φ(j).

2. ij ∈ E(F ) ⇐⇒ φ(i)φ(j) ∈ E(G)

Ex. 22. Considere os grafos a seguir:

Figura 4.1: Um grafo ordenado F com 4 vértices

Figura 4.2: Um grafo ordenado G com 4 vértices

Nas figuras acima, temos que F é um subgrafo ordenado de G, mas não é
um subgrafo ordenado induzido, enquanto que F e G são subgrafos ordenado
induzido de G1.

4.2 Sequências Convergentes
Dados grafos ordenado F e G com conjuntos de vértices [k] e [n], res-

pectivamente, com k ≤ n, seja inj′(F,G) o número de funções injetivas
φ : [k]→ [n] que satisfazem as condições da Definição 51. Observe que pode-
mos ter no máximo

(
n
k

)
funções injetivas φ distintas satisfazendo a Definição
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Figura 4.3: Um grafo ordenado G1 com 6 vértices

51. Desta forma, definimos a densidade de subgrafos ordenados F em G
como sendo

t′(F,G) =
inj′(F,G)(

n
k

) .

Observe que t′(F,G) é a probabilidade sub′(k,G) ⊇ F , onde sub′(k,G) é
um subgrafo ordenado aleatório com k vértices de G.

De maneira análoga ao que fizemos até agora, estendemos o conceito de
convergência para grafos ordenados.

Definição 53. Dizemos que uma sequência (Gn) de grafos ordenados, com
|V (Gn)| → ∞, é convergente se, para todo grafo ordenado F , a sequência de
densidades t′(F,Gn) converge.

Ex. 23. A sequência (Kn) de grafos ordenados completos converge, pois,
para todo grafo ordenado F , temos que t′(F,Kn) = 1 para todo n.

Ex. 24. A sequência (Kn) de grafos ordenados vazios converge, pois, para
todo grafo F , temos que

t′(F,Kn) =

{
1 se |E(F )| = 0
0 caso contrário

Seja ind′(F,G) o número de funções injetivas φ : [k]→ [n] que satisfazem
as condições da Definição 52. Observe que podemos ter no máximo

(
n
k

)
fun-

ções φ distintas. Desta forma, definimos a densidade de subgrafos ordenados
induzidos F em G como sendo

t′ind(F,G) =
ind′(F,G)(

n
k

) .

Apesar não parecerem equivalentes, o lema a seguir nos garante que a
convergência em t′ é equivalente à convergência em t′ind.
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Lema 54. Seja (Gn) uma sequência de grafos ordenados. Temos que (Gn)
é convergente se e somente se t′ind(F,Gn) converge para todo grafo ordenado
F .

Demonstração. Seja F um grafo ordenado e seja (Gn) uma sequência de
grafos ordenados. Utilizando o princípio da inclusão e exclusão, temos que

ind′(F,Gn) =
∑
F ′⊃F

(−1)|E(F ′)\E(F )|inj′(F ′, Gn)

⇓
t′ind(F,Gn) =

∑
F ′⊃F

(−1)|E(F ′)\E(F )|t′(F ′, Gn)

onde F ′ é um grafo ordenado com o mesmo número de vértices de F e que
contém F . Logo, se (Gn) é convergente, temos que t′(F ′, Gn) converge qual-
quer que seja F ′ e, consequentemente, temos que t′ind(F,Gn) converge para
todo F .

Além disso, é fácil ver que

inj′(F,Gn) =
∑
F ′⊃F

ind′(F ′, Gn)

⇓
t′(F,Gn) =

∑
F ′⊃F

t′ind(F
′, Gn).

Portanto se tind(F ′, Gn) converge para qualquer F ′, então t′(F,Gn) converge
e, consequentemente, (Gn) é convergente.

4.3 Objeto Limite
Nesta seção, iremos provar que o objeto limite para sequências convergen-

tes de grafos ordenados também são graphons, como descritos no Capítulo
1.

Definição 55 (Densidade de subgrafos ordenados em um graphon). Seja W
um graphon e seja F um grafo ordenado em [k]. A densidade de subgrafos
ordenados F no graphon W é definido da seguinte forma:

t′(F,W ) = k!

∫
[0,1]k<

∏
ij∈E(F )

W (xi, xj)dx1, . . . , dxk,

onde [0, 1]k< é o conjunto de pontos x = (x1, . . . , xk) ∈ [0, 1]k tais que
xi < xj para todo i < j ∈ [k].
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Podemos obter um graphon a partir de um grafo ordenado. Para isso
basta notar que na Definição 3 o grafo G que utilizamos para construir um
graphon WG é um grafo ordenado. Ainda mais, cada grafo ordenado gera uni-
camente um graphon, enquanto que cada grafo gera uma família de graphons.

Note que o graphon herda da matriz de adjacência de G a simetria e a
mensurabilidade. Nosso teorema abaixo é uma generalização do Teorema 5
de [19].

Teorema 56. Seja (Gn) uma sequência convergente de grafos ordenados.
Então existe uma função mensurável simétrica W : [0, 1]2 → [0, 1] tal que,
para todo grafo ordenado F temos que:

lim
n→∞

t′(F,Gn) = t′(F,W )

O teorema acima será demonstrado mais a frente.
Dado um graphon W : [0, 1]2 → [0, 1], podemos também definir um mo-

delo G′(n,W ) de grafos ordenados aleatórios, que é similar ao G(n,W ) já
apresentado no Capítulo 1.

Definição 57. Dado um graphonW , definimos G′(n,W ) como sendo o grafo
ordenado aleatório, com conjunto de vértices [n], gerado da seguinte forma:

1. Geramos de maneira uniforme e independente n valores X1 ≤ X2 ≤
. . . ≤ Xn em [0, 1];

2. Para cada par de vértices i < j ∈ [n], colocamos a aresta ij com
probabilidade W (Xi, Xj).

Note que o item 2 da definição acima pode ser substituido pelos seguintes
passos:

2∗ Para cada par de vértices i, j ∈ [n] sorteamos uniformemente um valor
Yij ∈ [0, 1];

3∗ Ligamos os vértices i, j ∈ [n] se Yij ≤ W (Xi, Xj).

Nosso teorema abaixo é uma generalização do Teorema 6 de [19].

Teorema 58. A sequência G′(n,W ) converge para W com probabilidade 1.
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Demonstração. Seja Gn o conjunto de todos os grafos ordenados com vértices
em [n]. Seja F um grafo ordenado em [m]. Seja G′ = G′(n,W ). Então,

E

(
t′(F,G′(n,W ))

)
=

∑
B ∈ Gn

P

(
G′ = B

)
· t′(F,B)

=
∑

B ∈ Gn
P

(
G′ = B

)
· P
(
sub′(m,B) ⊇ F

)
=

∑
B ∈ Gn

P

(
G′ = B

)
· P
(
sub′(m,G′) ⊇ F |G′ = B

)
=

∑
B ∈ Gn

P

(
G′ = B, sub′(m,G′) ⊇ F

)
= P

(
sub′(m,G′) ⊇ F

)
= P

(
G′ ⊇ F

)
= t′(F,W ).

A primeira igualdade é a definição de esperança. A segunda e a última
igualdade vem da definição de densidade de subgrafos ordenados.

Desejamos mostrar que t′(F,G′(n,W )) é uma função concentrada na mé-
dia. Pela Definição 57, geramos independentemente os pontos X1 < . . . < Xn

em [0, 1] e variáveis Yi,j em [0, 1] para todo i < j ∈ [n]. O grafo G′(n,W ) é
o grafo ordenado em [n] tal que ij é uma aresta, para i < j, se e somente se
Yi,j ≤ W (Xi, Xj).

Em outras palavras, podemos expressar G′(n,W ) a partir de n variáveis
aleatórias Z1, . . . , Zn, onde Zi = (Xi, Y1,i, Y2,i, . . . , Yi−1,i) satisfazendo X1 <
. . . < Xn.

Seja G o grafo ordenado em [n] obtido por Z1, . . . , Zn. Seja G′ outro grafo
ordenado em [n] obtido a partir de Z1, . . . , Zn alterando no máximo um Zi
por outro Z ′i = (X ′i, Y

′
1,i, Y

′
2,i, . . . , Y

′
i−1,i) satisfazendo Xi−1 < X ′i < Xi+1. É

fácil ver que

|t′(F,G)− t′(F,G′)| ≤
(
n−1
m−1

)(
n
m

) =
m

n
,

pois o número de subgrafos ordenados F contendo o vértice alterado é no
máximo

(
n−1
m−1

)
, ou seja, t′(F,G) é m

n
-Lipschitz. Então, aplicando o método

das diferenças limitadas (Teorema 14), temos que

P

{∣∣∣t′(F,G′(n,W ))− t′(F,W )
∣∣∣ > ε

}
≤ 2 · exp{−2ε2n/m2}
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para ε > 0 fixo. Seja An o evento (“|t′(F,G′(n,W )) − t′(F,W )| > ε”).
A equação acima mostra que P(An) ≤ 2 exp{−2ε2n/m2}. Isto garante que∑∞

n=2 P(An) <∞ e podemos então aplicar o Lema de Borel-Cantelli para pro-
var que t′(F,G′(n,W )) converge para t′(F,W ) com probabilidade 1. Como
o conjunto de todos os grafos ordenados é enumerável, então t′(F,G′(n,W ))
converge para t′(F,W ) com probabilidade 1 para todo grafo ordenado F .

Seja G ′ o conjunto formado por todos os grafos ordenados. O Teorema
56 mostra que G ′ ⊆ W , ou seja, que todo ponto de acumulação de G ′ é
um graphon. Por outro lado o Teorema 58 mostra que G ′ ⊆ W , ou seja,
todo graphon é um ponto de acumulação de G ′. Com isso concluímos que o
conjunto G ′ ∪W é um conjunto fechado.

4.4 Distância
Uma vez tendo construído o conjunto fechado G ′ ∪ W estamos interes-

sado agora em definir uma métrica para o nosso conjunto. Portanto iremos
adotar a distância retangular utilizada para grafos, ver Definição 7. Uma
definição alternativa para a distância retangular, dada por Lovász e Szegedy
(ver equação 6 de [19]) é:

d�(U,W ) = sup
0≤f,
g≤1

∣∣∣ ∫ 1

0

∫ 1

0

f(x)g(y)(U(x, y)−W (x, y))dxdy
∣∣∣ (4.1)

O nosso lema auxiliar abaixo relaciona a distância retangular com a den-
sidade de subgrafos ordenados e é fundamental para a demonstração do Te-
orema 56.

Lema 59. Sejam U e W dois graphons. Então, para todo grafo ordenado F
em [n], temos que:

|t′(F,U)− t′(F,W )| ≤ n2 · |E(F )| · d�(U,W )

Demonstração. Seja E(F ) = {e1, e2, . . . , e|E(F )|}. Seja et = itjt, onde it < jt.
Seja ∆ = |t′(F,U)− t′(F,W )|. Temos que:

∆ = n!
∣∣∣ ∫

[0,1]n<

( ∏
ij∈E(F )

U(xi, xj)−
∏

ij∈E(F )

W (xi, xj)
)
dx1 . . . dxn

∣∣∣(4.2)
Seja Et(F ) = {e1, e2, . . . , et}. Como feito em [19], podemos escrever:
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∏
ij∈E(F )

U(xi, xj)−
∏

ij∈E(F )

W (xi, xj) =

|E(F )|−1∑
t=0

Xt(x1, . . . , xn) (4.3)

onde

Xt(x1, . . . , xn) =
( ∏
ij∈Et−1(F )

W (xi, xj)
)( ∏

ij∈E(F )\Et

U(xi, xj)
)

(U(xit , xjt)−W (xit , xjt))

Assim, por (4.2) e (4.3), temos:

∆ = n!
∣∣∣ ∫

[0,1]n<

|E(F )|−1∑
t=0

Xt(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

∣∣∣
= n!

∣∣∣ |E(F )|−1∑
t=0

∫
[0,1]n<

Xt(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

∣∣∣
≤ n!

|E(F )|−1∑
t=0

∣∣∣ ∫
[0,1]n<

Xt(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

∣∣∣
≤ n!

|E(F )|−1∑
t=0

∣∣∣ ∫
[0,1]n−2

<

(∫ xit+1

xit−1

∫ xjt+1

xjt−1

Xt(x1, . . . , xn)dxitdxjt

)
dx1 . . . dxn

∣∣∣
≤ n!

|E(F )|−1∑
t=0

∫
[0,1]n−2

<

∣∣∣ ∫ xit+1

xit−1

∫ xjt+1

xjt−1

Xt(x1, . . . , xn)dxitdxjt

∣∣∣dx1 . . . dxn,

Portanto, de (4.1), temos que:

∆ ≤ n!

|E(F )|−1∑
t=0

∫
[0,1]n−2

<

d�(U,W )dx1 . . . dxn

≤ n! d�(U,W )

|E(F )|−1∑
t=0

∫
[0,1]n−2

<

dx1 . . . dxn

≤ n! d�(U,W )

|E(F )|−1∑
t=0

1

(n− 2)!
,

Como desejado.

O lema a seguir mostra que uma sequência gerada através de G′(n,W )
converge para W , na distância retangular, com probabilidade 1.



CAPÍTULO 4. GRAFOS ORDENADOS 34

Lema 60. Seja W um graphon. Então

lim
n→∞

d�(W,G′(n,W )) = 0

Demonstração. Seja S = [x1, x2] e T = [y1, y2] intervalos fixos em [0, 1]. Gere
G := G′(n,W ) da forma descrita na Definição 57. Seja L(G) o número de
arestas ij tais que bx1nc ≤ i ≤ bx2nc e by1nc ≤ j ≤ by2nc. Temos:

L(G) = n2

∫ bx2c
n

bx1c
n

∫ by2c
n

by1c
n

WG(x, y)dxdy

= n2

∫ x2

x1

∫ y2

y1

WG(x, y)dxdy ± n(|S|+ |T | − 1

n
)

= n2
(∫ x2

x1

∫ y2

y1

WG(x, y)dxdy ± 2

n

)
(4.4)

A segunda igualdade vem do fato que WG contém apenas 0′s e 1′s. Desta
forma podemos aumentar o valor da integral em no máximo n(|S|+ |T |− 1

n
).

Seja Aij o evento tal que bx1nc < i ≤ bx2nc, by1nc < j ≤ by2nc e ij é
uma aresta. Seja Iij a variável indicadora de Aij. Logo

E(L(G)) ≤
∑
i,j∈[n]

E(Iij) = n2
P(Aij)

Seja E−ij o evento tal que x+
1 < Xi ≤ x−2 , y

+
1 < Xj ≤ y−2 e Yi,j ≥

W (Xi, Xj), onde x± = x±n− 1
4 . Seja E+

ij o evento tal que x
−
1 < Xi ≤ x+

2 , y
−
1 <

Xj ≤ y+
2 e Yi,j ≥ W (Xi, Xj). Observe que na definição do G′(n,W ) geramos

n pontos uniformes X1 < ... < Xn, esses pontos seguem a distribuição Beta
Chebyschev e portanto, para k ∈ n, temos

P

(
|Xk −

k

n+ 1
| ≥ n−

1
4

)
≤ n−

1
2 (4.5)

Seja Dij o evento tal que Xi = i
n+1
±n− 1

4 e Xj = j
n+1
±n− 1

4 . Desta forma
temos

P(Aij) = P(Aij|Dij)P(Dij) + P(Aij|Dij)P(Dij) (4.6)
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Note que

P(E−ij |Dij) =
P(E−ij , Dij)

P(Dij)

=
P(E−ij )− P(E−ij , Dij)

P(Dij)

≥
P(E−ij )− P(Dij)

P(Dij)

E ainda

P(E+
ij |Dij) =

P(E+
ij , Dij)

P(Dij)

≤
P(E+

ij )

P(Dij)

Para n suficientemente grande e de (4.5), temos que

P(E
+/−
ij |Dij) = P(E

+/−
ij )± 2n−

1
2

Não é difícil ver que

P(E−ij |Dij) ≤ P(Aij|Dij) ≤ P(E+
ij |Dij)

De maneira similar ao que fizemos no começo da demonstração, temos:

P(E−ij ) =

∫ x−2

x+1

∫ y−2

y+1

W (x, y)dxdy

=

∫ x2

x1

∫ y2

y1

W (x, y)dxdy ± 4n−
1
4

O mesmo vale para P(E+
ij ). Por outro lado, de (4.6) temos:

P(Aij) ≤ P(E+
ij |Dij) + n−

1
2 = P(E+

ij )± 3n−
1
2

P(Aij) ≥ P(E−ij |Dij)− n−
1
2 = P(E−ij )± 3n−

1
2

E assim temos

P(Aij) =

∫ x2

x1

∫ y2

y1

W (x, y)dxdy ± (3n−
1
2 + 4n−

1
4 )

Portanto
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E(L(G)) = n2
(∫ x2

x1

∫ y2

y1

W (x, y)dxdy ± (3n−
1
2 + 4n−

1
4 )
)

Note que L(G) conta o número de arestas entre dois subconjuntos de
vértices. Se alterarmos apenas um vértice em qualquer um dos dois subcon-
juntos de vértices então L(G) aumenta em no máximo |S| + |T |. Portanto
L(G) é 2n-Lipschitz. Usando o método das diferenças limitadas temos

P

(
|L(G)− E(L(G))| > εn2

)
≤ 2exp

(
− 2(εn2)2

4n3

)
≤ 2exp

(
− 2ε2n4

4n3

)
≤ 2exp

(
− ε2n

2n

)
(4.7)

Observe que para n suficientemente grande temos que 2n−1 + 3n−
1
2 +

4n−
1
4 ≤ 5n−

1
4 . Desta forma

P

(∣∣∣ ∫ x2

x1

∫ y2

y1

WG(x, y)−W (x, y)dxdy
∣∣∣ > ε+ 5n−

1
4

)
≤ 2exp

(
− ε2n

2n

)
Seja Vn = {0, 1

n
, 2
n
, . . . , n−1

n
, 1}. Temos:

P

(
∃x1 < x2, y1 < y2 ∈ Vn,

∣∣∣ ∫ x2

x1

∫ y2

y1

WG(x, y)−W (x, y)dxdy
∣∣∣ > ε+5n−

1
4

)

≤ 2

(
n+ 1

2

)2

exp
(
− ε2n

2n

)
Fixe ε > 0. Considere o evento

Bn =
(
∃x1 < x2, y1 < y2 ∈ [0, 1],

∣∣∣ ∫ x2

x1

∫ y2

y1

WG(x, y)−W (x, y)dxdy
∣∣∣ > ε+6n−

1
4

)
Observe que dado x1 < x2, y1 < y2 ∈ [0, 1] tomando x′1, x′2 ∈ Vn tal que

x′1 ≥ x1 e x′1 − x1 <
1
n
e x′2 ≤ x2 e x′2 − x2 <

1
n
e, de maneira análoga,

tomando y′1, y′2 ∈ Vn temos∣∣∣ ∫ x2

x1

∫ y2

y1

WG(x, y)−W (x, y)dxdy
∣∣∣ ≤ ∣∣∣ ∫ x′2

x′1

∫ y′2

y′1

WG(x, y)−W (x, y)dxdy
∣∣∣+ 4

n
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Para n suficientemente grande temos que 4
n
≤ n−

1
4 . Portanto

P

(
Bn

)
≤ 2

(
n+ 1

2

)2

exp
(
− ε2n

2n

)
≤ exp

(
− ε2n

2n
+ 4 ln(n)

)
Em outras palavras

P

(
d�(W,G′(n,W )) > ε+ 6n−

1
4

)
≤ exp

(
− ε2n

2n
+ 4 ln(n)

)
Por Borel-Cantelli, temos que a probabilidade de que Bn,com n = 1, . . .,

ocorra para infinitos valores de n é nula. Com isso provamos o lema.

Dados W1 e W2 graphons, o lema a seguir mostra, que para m suficiente-
mente grande, se W1 e W2 são próximos em relação às densidades então eles
são próximos na norma retangular.

Lema 61. SejamW1 eW2 graphons tais que |t′(F,W1)−t′(F,W2)| ≤ 1

2(
m+1

2 )
,

para todo m > 0 e todo grafo ordenado F em [m]. Então

d�(W1,W2) = 0

Demonstração. Fixe ε > 0. Tome m > log2
3
ε
. Como P(G′(m,W1) = F ) =

t′(F,W1), para todo grafo ordenado F temos que∑
F ([m],E)

∣∣∣P(G′(m,W1) = F
)
− P

(
G′(m,W2) = F

)∣∣∣ ≤ 2(m2 ) 1

2(m+1
2 )
≤ ε

3

De maneira idêntica a feita por Borgs et al. na prova do Teorema
3.7(b) em [6], podemos acoplar G′(m,W1) e G′(m,W2) de tal forma que
G′(m,W1) 6= G′(m,W2) com probabilidade menor que ε

3
.

Para isso, podemos gerar G′(m,W1) e G′(m,W2) de forma que, para todo
grafo ordenado F em [m], P(G′(m,W1) = F & G′(m,W2) = F ) é igual ao
menor valor entre P(G′(m,W1) = F ) e P(G′(m,W2) = F ).

Desta forma, pelo Lema 60,

d�(W1,W2) ≤ E(d�(W1, G
′(m,W1))) + E(d�(G′(m,W1), G′(m,W2)))

+E(d�(G′(m,W2),W2))

≤ ε,

como queríamos mostrar.
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A prova da unicidade segue diretamente dos Lemas 60 e 61.

Corolário 62. d�(W1,W2) = 0 se e só se t′(F,W1) = t′(F,W2) para todo
grafo ordenado F . Além disso, seja (Gn) uma sequência convergente de grafos
ordenados com Gn → W1. Se Gn → W2 então d�(W1,W2) = 0.

E finalmente a prova do Teorema de Cauchy para grafos ordenados segue
diretamente dos Lemas 59 e 61.

Corolário 63. A sequência (Gn) é convergente se e somente se é de Cauchy
na norma retangular.

O Corolário 63 mostra que o espaço métrico (G ∪ W , d�) é um espaço
completo.

4.5 Resultados Herdados de Grafos
Iremos apresentar alguns resultados que herdamos diretamente de grafos.

Isso acontece devido ao fato de que esses resultados são relacionados à matriz
de adjacência do grafo, que é a mesma para um grafo ordenado. Utilizaremos
a definição abaixo de distância retangular entre matrizes.

Definição 64. Dadas duas matrizes n × n Q1 e Q2 com valores em [0, 1],
definimos a distância retangular d�(Q1, Q2) como

d�(Q1, Q2) = max
A,B⊆[n]

1

n2

∣∣∣∑
i∈A

∑
j∈B

(
Q1(i, j)−Q2(i, j)

)∣∣∣
Observe que, dados grafos G e G′ com n vértices, a distância retangular

entre G e G′ é igual à distância retangular entre as matrizes de adjacências
AG e AG′ de G e G′ respectivamente. Ou seja,

d�(G,G′) = d�(AG, AG′).

O Lema 1 abaixo é a forma fraca do Lema de Szemerédi (ver [13] ou o
Lema 4.2 de [19]) o qual mostra que todo grafo pode ser aproximado por um
grafo ponderado.

Lema 65 (Forma fraca do Lema de Szemerédi [19]). Para todo ε > 0, existe
um inteiro K > 0 tal que, para todo grafo simples G com vértices em [n],
existe uma partição P de [n] em k ≤ K classes V1, . . . , Vk, e uma matriz
k × k simétrica Q com todos os valores em [0, 1], tal que:

||Vi| − |Vj|| ≤ 1 (1 ≤ i, j ≤ k).
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e
d�(AG, KP,Q) ≤ ε,

onde AG é a matriz de adjacência de G e KP,Q é a matriz n × n tal que,
para todo x, y ∈ [n], KP,Q(x, y) = Qij onde x ∈ Vi e y ∈ Vj. Dizemos que a
partição P é ε-regular fraca.

Abaixo conjecturamos que a partição obtida da regularidade fraca acima
pode ser em intervalos.

Conjectura 1 (Regularidade fraca em intervalos). Para todo ε > 0, existe
um inteiro K > 0 tal que, para todo grafo simples G com vértices em [n],
existe uma partição P de [n] em k ≤ K intervalos V1, . . . , Vk, de [n] e uma
matriz k × k simétrica Q com todos os valores em [0, 1], tal que:

||Vi| − |Vj|| ≤ 1 (1 ≤ i, j ≤ k).

e
d�(AG, KP,Q) ≤ ε,

onde AG é a matriz de adjacência de G e KP,Q é a matriz n × n tal que,
para todo x, y ∈ [n], KP,Q(x, y) = Qij onde x ∈ Vi e y ∈ Vj. Dizemos que a
partição P é ε-regular fraca.

No restante do texto iremos considerar que esta conjectura é verdadeira.
O lema a seguir de [19] mostra que qualquer sequência de grafos possui

uma subsequência de grafos no qual as suas matrizes de adjacência são uma
sequência de refinamento e os grafos são bem comportados em relação à
forma fraca do Lema de Szeméredi.

Lema 66 ( [19]). Toda sequência de grafos ordenados (Gn) possui uma sub-
sequência de grafos ordenados (G′m) tal que existe uma sequência de inteiros
(km) e uma sequência de matrizes (Qm) com as seguintes propriedades:

1. Qm é uma matriz km × km simétrica e todos os valores estão em [0, 1];

2. Se i < j então ki|kj e a matriz Qi é obtida da matriz Qj pelo par-
ticionamento das suas linhas e colunas em ki blocos consecutivos de
tamanho kj/ki e substituindo cada bloco por um único valor que é a
média do bloco inteiro;

3. Para todo j < m. G′m possui uma partição (1/m)-regular fraca Pm,j
com a matriz de densidade Qm,j tal que

d�(Qm,j, Qj) < 1/j

e, para todo 1 ≤ i < j ≤ m, Pm,j é um refinamento de Pm,i.
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O lema seguinte de [19] mostra que, para toda sequência de matrizes
obtida do lema anterior, existe um graphon W para qual ela converge.

Lema 67 ( [19]). Seja (km) uma sequência de inteiros positivos e (Qm) uma
sequência de matrizes satisfazendo (i) e (ii) do lema anterior. Então existe
um graphon W tal que:

1. WQm → W (m→∞) com probabilidade 1;

2. Para todo m e 1 ≤ i, j ≤ km temos

Qm(i, j) = k2
m

∫ i/km

(i−1)/km

∫ j/km

(j−1)/km

W (x, y)dxdy

4.6 Existência do Objeto Limite
Antes de provarmos o Teorema 56 iremos necessitar de um lema auxiliar.

O lema auxiliar abaixo mostra uma relação entre a densidade t′ de grafos
ordenados e a densidade de graphons.

Lema 68. Sejam F e G grafos ordenados, com k < n. Então

|t′(F,G)− t′(F,WG)| ≤ (k − 1)k!nk−1

(n)k
.

Consequentemente, se n > 2k, então

|t′(F,G)− t′(F,WG)| ≤ (k + 1)!2k

n
.

Demonstração. Para todo i, j ∈ [n], seja Aij = {(x1, x2) ∈ [0, 1]2 : i−1
n

<

x1 ≤ i
n
e j−1

n
< x2 ≤ j

n
}. Seja Ωinj(F,G) o conjunto de todas as fun-

ções injetivas φ : [k] → [n] que satisfazem a Definição 51. Para simpli-
ficar usaremos apenas a notação Ωinj. Dada uma função φ ∈ Ωinj, seja
Γφ = Aφ(1)φ(2)× . . . Aφ(i)φ(j)× . . .×Aφ(k−1)φ(k), para todo i < j. Desta forma
temos que

t′(F,WG) = k!

∫
[0,1]k<

∏
ij∈E(F )

WG(xi, xj)dx1 . . . dxk

≥ k!
∑

φ ∈ Ωinj

∫
Γφ

∏
ij∈E(F )

WG(xi, xj)dx1 . . . dxk
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t′(F,WG) ≥ k!
∑

φ ∈ Ωinj

∫
Γφ

∏
ij∈E(F )

AG(φ(i), φ(j))dx1 . . . dxk

≥ k!
∑

φ ∈ Ωinj

∏
ij∈E(F )

AG(φ(i), φ(j))

∫
Γφ

1dx1 . . . dxk

t′(F,WG) ≥ k!
∑

φ ∈ Ωinj

∏
ij∈E(F )

AG(φ(i), φ(j))
1

nk

≥ k!

nk

∑
φ ∈ Ωinj

∏
ij∈E(F )

AG(φ(i), φ(j))

t′(F,WG) ≥ k!

(n)k

(n)k
nk

∑
φ ∈ Ωinj

∏
ij∈E(F )

AG(φ(i), φ(j))

≥ (n)k
nk

(
n

k

)−1 ∑
φ ∈ Ωinj

∏
ij∈E(F )

AG(φ(i), φ(j))

≥ (n)k
nk

t′(F,G)

t′(F,WG) ≥
( k−1∏
i=1

(
1− i

n

))
t′(F,G)

≥
(
1−

(
k

2

)
1

n

)
t′(F,G)

≥ t′(F,G)−
(
k

2

)
1

n

≥ t′(F,G)− (k − 1)k!nk−1

(n)k

Desta forma conseguimos o primeiro limitante

t′(F,G)− t′(F,WG) ≤ (k − 1)k!nk−1

(n)k

Agora note que podemos reescrever a densidade da seguinte forma

t′(F,G) =

(
n

k

)−1 ∑
X∈[n]k<

∏
ij∈E(F )

WG

(Xi

n
,
Xj

n

)
,

onde [n]k< é o conjunto das k-uplas (X1 < X2 < . . . < Xk) ∈ [n]k . Note que,
por definição, WG(xi, xj) = WG(Xi

n
,
Xj
n

) para todo xi ∈ (Xi
n
, Xi+1

n
]. Podemos
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então reescrever o somatório como uma integral múltipla compactando [n]
no intervalo [0, 1].

t′(F,G) =
nk(
n
k

) ∫
(0,1]

∫(
1
n
dnx1e,1

] . . . ∫(
1
n
dnxk−1e,1

] ∏
ij∈E(F )

WG(xi, xj)dx1 . . . dxk

Note que a diferença dessa integral para a integral utilizada
em t′(F,WG) é apenas nos casos em que algum dos k − 1 pares
{(x1, x2), (x2, x3), . . . , (xk−1, xk)} caem em um mesmo intervalo. Dado x ∈
[0, 1]k<, seja W F

G (x) =
∏

ij∈E(F ) WG(xi, xj). Pelo princípio da inclusão e ex-
clusão de conjunto, temos:

t′(F,G) =
nk(
n
k

) ∫
(0,1]

∫(
1
n
dnx1e,1

] ∫(
1
n
dnx2e,1

] . . . ∫(
1
n
dnxk−1e,1

]W F
G (x)dx

≥ nk(
n
k

)( ∫
[0,1]k<

W F
G (x)dx−

k−1∑
i=1

∫ 1

0

. . .

∫ 1

xi−1

∫ 1
n
dnxie

xi

∫ 1

xi+1

. . .

∫ 1

xk−1

W F
G (x)dx

)
Portanto,

t′(F,G) ≥ nk(
n
k

)( ∫
[0,1]k<

W F
G (x)dx−

k−1∑
i=1

1

n

)
≥ nk(

n
k

)( ∫
[0,1]k<

W F
G (x)dx− k − 1

n

)
≥ nk(

n
k

)(t′(F,WG)

k!
− k − 1

n

)
≥ nk

(n)k
t′(F,WG)− (k − 1)k!nk−1

(n)k

≥ t′(F,WG)− (k − 1)k!nk−1

(n)k

Como queríamos mostrar.

Iremos provar agora o Teorema 56.
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Prova do Teorema 56. Aplicando o Lema 66 obtemos uma subsequência de
grafos ordenados (G′n) da sequência original. Obtemos, também, uma sequên-
cia de inteiros e uma sequência de matrizes satisfazendo as condições (1) e
(2). Utilizando o Lema 67, obtemos um graphon W com as propriedades (1) e
(2) do Lema 67. Para concluir a demonstração, falta mostrar que, para todo
grafo F , temos que f(F ) := limn→∞ t

′(F,G′n) = t′(F,W ). Para 1 ≤ j ≤ m,
seja G∗m,j = KPm,j ,Qm,j e G∗∗m,j = KPm,j ,Qj . Desta forma, temos pelo Lema 1
que

d�(G
′

m, G
∗
m,j) ≤

1

j
(4.8)

E pela propriedade (3) do Lema 66 temos que

d�(G∗m, G
∗∗
m,j) ≤

1

j
(4.9)

Seja Wm,j = WG∗∗m,j
e Wj = WQj . Pelo Lema 68 temos que

|t′(F,Wm,j)− t′(F,G∗∗m,j)| ≤
2(k + 1)!

n
(4.10)

E pelo Lema 66 temos com probabilidade 1 que

Wm,j → Wj (m→∞) (4.11)

E finalmente, pelo Lema 67, temos que

Wj → W (j →∞) (4.12)

Para ε > 0 seja m0 um inteiro positivo tal que para todo m > m0 temos

|t′(F,G′m)− f(F )| <
ε

4
(4.13)

De (4.12), podemos escolher um inteiro positivo j tal que

|t′(F,W )− t′(F,Wj)| <
ε

4
(4.14)

Podemos tomar j > 16
k2|E(F )| e j > m0. Assim, de (4.11), temos que

|t′(F,Wm,j)− t′(F,Wj)| ≤
ε

4
(4.15)
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E, pelo Lema 68 e pelas desigualdades (4.10), (4.9) e (4.8), temos que

|t′(F,G′m)− t′(F,G∗∗m,j)| ≤ |E(F )|k2d�(G
′

m, G
∗∗
m,j) +

ε

8

≤ |E(F )|k2 2

j
+
ε

8

≤ ε

4
(4.16)

Combinando as desigualdades (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16), obtemos que

|f(F )− t(F,W )| ≤ ε.

Como queríamos mostrar.

4.7 Testabilidade Forte
Assim como foi definido para permutações, podemos definir uma noção

de testabilidade forte para grafos ordenados.

Definição 69. Uma propriedade P de grafos ordenas é fortemente testável
por subgrafos, ou apenas testável, se, para todo ε > 0, existe um inteiro
positivo k tal que, se G é um grafo em [n], com n > k, então as duas
afirmações abaixo são garantidas para um subgrafo aleatória sub(k,G) de G
de tamanho k:

1. sub(k,G) satisfaz P com probabilidade pelo menos 1− ε quando σ sa-
tisfaz P;

2. sub(k,G) não satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 − ε quando
d1(G,P) ≥ ε onde:

d1(G,P) := min{d1(G,F ) : |V (F )| = n e F satisfaz P}.

Em [5], provou-se que toda propriedade hereditária para permutações é
fortemente testável. No Lema 21 provamos que podemos visualizar toda
permutação como um grafo ordenado. Nesta Seção, iremos mostrar uma
demonstração alternativa ao resultado obtido por Bastos A. J. O. et al. em
[5]. Para isso, iremos provar o resultado obtido em [5] para grafos ordenados,
mais formalmente:

Teorema 70. Toda propriedade hereditária para grafos ordenados é forte-
mente testável.

Para isso, basta provar o seguinte resultado:



CAPÍTULO 4. GRAFOS ORDENADOS 45

Teorema 71. A distância d1 de uma propriedade hereditária de grafos or-
denados é testável.

Seja P o conjunto formado por todas as funções mensuráveis simétricas
W : [0, 1]2 → R. Seja W0 ⊂ W o conjunto dos graphons. Dizemos que um
graphon W satisfaz P se existe um grafo ordenado G que satisfaz P tal que
WG = W . Em [21] provou-se os seguintes lemas, que serão fundamental para
a demonstração do Teorema 71.

Lema 72 ( [21]). Seja P uma propriedade hereditária para grafos ordenados,
e seja H ⊆ W o conjunto formado por todos os graphons que satisfaz essa
propriedade. Então d1(W,H) é uma função continua de W na norma ||.||�.

Lema 73 ( [21]). Se (Gn) é uma sequência convergente de grafos ordenados
com a propriedade P, e Gn → W , então W ∈ H.

Lema 74 ( [21]). Para todo grafo ordenado G,

d1(G,P) ≤ d1(WG,H)

Podemos agora demonstrar o Teorema 71.

Demonstração do Teorema 71. Seja (Gn) una sequência convergente de gra-
fos ordenados, e seja W ∈ W0 sei limite. Desejamos mostrar que d1(Gn,P)
é convergente. Ou seja, temos que mostrar que

d1(Gn,P)→ d1(W,H)

Pela unicidade, sabemos que WGn → W , pelo Lema 72, d1(WGn) →
d1(W,H). Pelo Lema 74, nos temos

d1(Gn,P) ≤ d1(WGn ,H) = d1(W,H) + o(1),

e então

lim sup
n→∞

d1(Gn,P) ≤ d1(W,H).

Para mostrar que

lim inf
n→∞

d1(Gn,P) ≥ d1(W,H).

suponha por absurdo que o limite inferior é estritamente menor. Então,
tomando subsequências, temos que

d1(Gn,P)→ c < d1(W,H).
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Para cada Gn, seja Hn um grafo ordenado que satisfaça a propriedade P
e possui o mesmo conjunto de vértices de Gn tal que d1(Gn, Hn) = d1(Gn,P).
Podemos assumir que (Hn) é convergente, seja U ∈ W0 o seu limite. Pelo
Lema 73, temos que U ∈ H. Claramente

d1(WGn ,WHn) = d1(Gn, Hn) = d1(Gn,P).

Consequentemente

d1(WGn ,H) ≤ d1(WGn ,WHn) + d1(WHn ,H) = d1(Gn,P) + d1(WHn ,H)

Nesta desigualdade temos que d1(WGn ,H) → d1(W,H) e d1(WHn ,H) →
d1(U,H) = 0 pelo Lema 72. Portanto d1(W,H) ≤ c, que é um absurdo.



Capítulo 5

Considerações Finais

Neste trabalho apresentamos um estudo baseado em convergência de
sequência de estruturas. Que consiste em construir e provar que determina-
dos espaços de estruturas são completos. Apresentamos também as aplica-
ções mais imediatas desta ferramenta (testabilidade e quase aleatoriedade).
Em especial demos destaque para a testabilidade, pois serviu de incentivo
inicial para desenvolver a teoria de sequências convergentes.

Uma propriedade, sobre um determinado tipo de estrutura, é dita testá-
vel se podemos decidir com alta probabilidade e em tempo constante se uma
estrutura qualquer possui ou não essa propriedade. Apresentamos neste tra-
balho que toda propriedade hereditária para grafos e permutações é testável.
Obtemos alguns resultados preliminares para gerar uma possível generaliza-
ção de algumas classes de estruturas. Para isso, desenvolvemos a teoria de
sequência convergente para grafos ordenados, pois como mostrado neste tra-
balho, estruturas que previamente já haviam sido desenvolvidos essa teoria
podem ser vistas como um caso particular de grafos ordenados. Por fim,
provamos que toda propriedade hereditária de grafos ordenados é fortemente
testável.

Atualmente Lovász e Szegedy vêm desenvolvendo resultados relacionados
à sequência convergente de grafos e graphon. Temos nos aprofundado mais
nestes assuntos e esperamos conseguir criar resultados similares para permu-
tações e grafos ordenados. Outra questão interessante seria mostrar se existe
alguma relação entre os objetos limites mostrada neste trabalho.
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