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Resumo

Neste trabalho, estudamos a teoria recente de convergéncia de
sequéncias de grafos e suas extensoes para permutacgoes e ordens
parciais de dimensao fixa. Conjecturamos um lema de regula-
ridade fraca de grafos em intervalos que, se for verdadeira, nos
possibilita estender essa teoria para grafos ordenados, que sao gra-
fos tais que existe uma ordem total entre os vértices. Mostramos
algumas relagoes interessantes de permutacoes e ordens parciais
com grafos ordenados. Com isso, conseguimos uma prova alter-
nativa para a existéncia de objetos limites de qualquer sequéncia
convergente de permutagoes. Provamos também que toda propri-
edade hereditaria de permutacoes ou grafos ordenados é testavel.

PALAVRAS-CHAVE: Testabilidade, Sequéncias Conver-
gentes, Propriedade Testavel
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Abstract

In this work, we studied the recent theory of convergent graph
sequences and its extensions to permutation and partially ordered
sets with fix dimension. We’ve conjectured a lemma of weak re-
gularity on intervals that, if this conjecture is true, we can extend
this theory to ordered graphs, which are graphs such that there is
a total order on its vertices. We show some interesting relations
on permutation and partially ordered sets with ordered graphs.
Then, we obtain another proof to the existence of limit objects
for all convergent permutation sequences. We also proved that
all hereditary property of either permutation or ordered graph is
testable.

KEY-WORDS: Testability, Convergence Sequences, Pro-
perties Testable
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Sequéncias de Grafos

L. Lovész e B. Szegedy [19] definiram o conceito de sequéncia convergente
de grafos. Dados grafos simples F' e G, seja hom(F,G) o nimero de homo-
morfismos de F' em G, ou seja, o nimero de mapeamentos ¢ : V(F) — V(G)
que preservam arestas: Se xy € F(F) entao ®(x)®(y) € E(G) . A densidade
de homomorfismos de F' em G ¢é definida como:

hom(F,G)
tHF,G) = EIGh

Definicao 1. Uma sequéncia de grafos (G, ) é convergente se |V (G,)| — oo
e, para todo grafo F, a sequéncia de valores reais t(F,G,,) converge.

Seja inj(F,G) o namero de homomorfismos injetivos de F' em G. O
nimero de subgrafos F' em G ¢ igual a inj(F,G) dividido o numero de au-
tomorfismos de F. Seja (n)y = n(n —1)...(n —k + 1). A densidade de
homomorfismos injetivos é definida como

inj(F,G)

R S T

Seja ind(F,G) o numero de homeomorfismos injetivos de F' em G que
também preservam nao-arestas, ou seja, se xy ¢ F(F) entao ®(x)P(y) ¢
E(G). Definimos t;,q(F, G) como

ind(F, Q)

R e e
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F G

I o U1 ()

Figura 1.1: FeG

Ex. 1. Parailustrar a diferenca entre as densidades descritas acima, observe
os sequintes grafos:

Note que, se quisermos apenas preservar as vizinhancas, deve-
mos escolher ¢ : V(F) — V(G) tal que (P(x1),p(x2),d(x3)) €
(v, v1,v1), (v1,v2,09), (U3,v2,v2), (vo,v3,v3), (vs,v1,v1), (v1,03,03),
(v1,v9,v3), (v1,v3,02), (va,v1,v3), (vo,v3,v1), (v3,v1,02), (v3,v9,01)}.
Para preservar a wvizinhanga e a injetividade devemos escolher
Ging = V() —  V(G) tal que (¢inj(x1), Ginj(72), Pinj(x3)) €
{(1)1,1)2,?]3)7(U17U3,U2),(1}2,1)1,1)3),(UQ,?)g,Ul),(’U3,Ul,1}2),(1)3,1)2,1)1)}. Fi-
nalmente, observe que o grafo G nao possui nenhum subgrafo induzido
isomorfo a F. Desta forma temos

hom(F,G) 12 4

t(F,G):W:¥:§,
inj(F, Q) 6
tiTL' F7G — - — ].7
) = ey ~ 3211
ind(F, Q) 0
tina(F,G) = = =0.
) = WE v 3211

L. Lovasz e B. Szegedy [19] observaram que as densidades acima estao
relacionadas da seguinte forma: Para quaisquer grafos F' e G temos:

[tins (F, G) — t(F, G)| < <|V(2F)|) IV(lG)|’

V(F)=V(F)
E(F")2E(F)

Portanto, para toda sequéncia convergente (G,,), temos que t(F,G,),
tini(F, Gy) € tina(F, G,) convergem para todo grafo F.
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Ex. 2. A sequéncia (H,) de grafos, tal que E(H,) = 0 e |V(H,)| — oo,
converge, pois para todo grafo F', e n suficientemente grande, temos

B B [0 seE(F)#0
HF, Hy) = tinj (F, H) = tina(F, Hy) = { 1 caso contrdrio
Ex. 3. A sequéncia (K,) de grafos completos, onde |V (K,)| — oo, converge,
pois para todo grafo F', e n suficientemente grande, temos

1 se F é completo
tina(F, Ky) = { 0 caso contrdrio

Ex. 4. Dado 0 < p <1 fixo, a sequéncia de grafos baseada no modelo de
Erdds e Rényi, (G,,p), converge com probabilidade 1, pois para todo grafo F
temos que

t(F,Gpp) —— pPEN.

n—infty
E intuitivo imaginar que se a sequéncia converge entdo ela converge para
algum lugar. Porém olhar apenas para os grafos nao nos fornece uma ob-
jeto limite para o qual seja viavel trabalhar. Lovéasz e Szegedy provaram
a existéncia de um “objeto limite” para qualquer sequéncia convergente de
grafos.

Definicao 2. Um graphon ¢é wuma fungao simétrica mensurdvel
W :1[0,1]* — [0,1].

Graphons podem ser visualizados como grafos ponderados infinitos (ou
matrizes de adjacéncias infinitas) com vértices no intervalo [0, 1]. Dadon > 0,
seja [n] = {1,...,n}. Para todo grafo simples G de ordem n, podemos
construir um graphon Wg da seguinte maneira:

Definigao 3. Dado um grafo G com vértices em [n], seja W¢g o graphon o
grafo a sequir: Para todo z,y € (0,1] temos

1 seij € aresta de G, onde i = [nx] e j = [ny],
0 caso contrdrio

Wel(z,y) = {

Se x = 0, respectivamente y = 0, tome i = 1, respectivamente j = 1, na
tgualdade anterior.
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Ex. 5. A figura abaizo mostra o exemplo de um grafo associado ao seu
graphon.

Weal(z,y)

yA
1
- 0 10
] o 3 71 0 1
@ & .5
01 0
e

L2
3 3

Figura 1.2: Grafo G e Graphon Wg

Assim como é possivel gerar um graphon a partir de um grafo, podemos
gerar um grafo, com qualquer ntimero de vértices, a partir de um graphon.

Definigao 4. Dado um graphon W, definimos o grafo W -aleatdrio G(n, W)
de ordem n da sequinte forma:

1. Geramos independentemente n valores X1, Xo, ..., X, sequndo a dis-
tribui¢ao uniforme em [0, 1];

2. Ligamos os vértices i, j € [n] com probabilidade W (X;, X;).

Note que o item 2 da definicao acima pode ser substituido pelos seguintes
passos:

2* Para cada par de vértice i,j € [n] sorteamos uniformemente um valor
Yij € [07 1]7

3* Ligamos os vértices i, j € [n] se Y;; < W(X;, X;).

O modelo G(n, W) proposto por L. Lovasz e B. Szegedy [19] é uma ge-
neralizagdo do modelo G(n,p) proposto por Erdés e Rényi [12]. Para isso,
basta tomar o graphon W tal que W (z,y) = p para todo (z,y) € [0, 1]>.
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Para todo graphon W e todo grafo simples F' com k vértices, estendemos
a definicao de densidade de homomorfismo para graphons

HE, W) /[01] HW:I:l,xj))dzcl day.

ijeE(F

Com isso L. Lovasz e B. Szegedy [19] provaram que toda sequéncia con-
vergente possui um objeto limite para o qual as sequéncias de densidades
convergem. Mais formalmente temos:

Teorema 5 ( [19]). Para toda sequéncia convergente (G,,) de grafos simples,
existe um graphon W : [0,1]*> — [0,1] tal que, para todo grafo simples F,
temos que

lim ¢(F,G,) =t(F,W).

n—oo

Provou-se ainda que todo graphon é limite de alguma sequéncia conver-
gente de grafos.

Teorema 6 ( [19]). Dado um graphon W, a sequéncia (G(n,W)), para
n — 00, converge para W com probabilidade 1.

Considerando a nogao de convergéncia aqui definida. O Teorema 6 mostra
que todo graphon é um ponto de acumulacao do espago de grafos.

Definigao 7. Seja G e G’ grafos sobre o mesmo conjunto de vértice de ordem
n. Definimos a distancia retangular como sendo:

Ao (G, C') = — max |ea(S,T) — e (S,T)|

n? S,;rcv
onde eq(S,T) =#{(ij € E(G);ie€ S ejeT}.

A distancia acima satisfaz, trivialmente, as condi¢goes de nao negatividade
e de simetria. Para provar a desigualdade tridngular basta notar que dado
um grafo F' com vértices em V' temos que

mass Jea(S, T)=ear(5,T)] = max |(ea(S, T)=er(S, 7))+ (er (S, T)—ec (,T)

< max (|(eG(s, T) —er(S, 1)) + |(er(S,T) — e (S, T)I)

S,TCV

< max |(ec(5,T) —er(S,T))| + max [(er(S,T) — ec(3,T)]-
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Note, a grosso modo, que a distancia retangular mede o quanto o grafo
G se difere do grafo G’ em volume de arestas. A definicao de distancia
retangular pode ser estendida para graphons. Dados graphons Wy e Wy, a
distancia retangular entre eles é:

do(W1,W3) = sup ‘// W1 (x,y) — Wa(z,y )dxdy‘

A,BC[0,1]

Observe que, de maneira analoga ao caso de distancia retangular entre grafos,
verificamos diretamente as condi¢oes para ser uma distancia.

L. Lovasz e B. Szegedy [19] relacionaram a distancia retangular com a
densidade de homomorfismos através do seguinte lema:

Lema 8 ( [19]). Sejam U e W dois graphons. Entao para todo grafo simples
F temos:

(t(F,U) = t(F,W)] < [E(F)[da(U, W).

Sejam G e G grafos com mesmo conjunto de vértices de ordem n. E
assim, para todo grafo F', temos que

t(F,G) — t(F,G")| < |E(F)|do(G, G").

Dado um grafo simples G de ordem n, definimos por g o conjunto de
todos os n! grafos obtidos por rotulagoes distintas de G. Podemos estender a
distancia retangular para dois grafos quaisquer através da seguinte distancia.
Dados Wy e Wy graphons e G e H grafos simples, em que |V (G)| > |V(H)|,
definimos a distancia retangular 05 da seguinte forma:

1. Entre grafos:
5 (G H) = mlIl dD<WH’ WG’)

Heky
G/GICG

2. Entre grafo e graphons:

(G, W) = GI}%II?G do(W, Wa);

3. Entre graphons:
5D(W17 WQ) = dD<Wl7 WQ)

Seja G o conjunto formado por todos os infinitos grafos possiveis e W o
conjunto formado por todos os infinitos graphons possiveis. Em [6], mostrou-
se que toda sequéncia convergente é de Cauchy com relacao a distancia dn.
Desta forma eles provaram que o espago métrico (G U W, dn) é completo.
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1.2 Testabilidade

Na secao anterior apresentamos o conceito de sequéncias convergente de
grafos. Nesta secao iremos apresentar uma aplicagao para a teoria de sequén-
cias convergentes.

Definicao 9. Uma propriedade P de grafos € dita hereditdaria se, para qual-
quer grafo G que possua a propriedade P, todo subgrafo de G também possui
a propriedade P.

Definicao 10. Dizemos que um grafo G € e-distante de uma propriedade P
se nao for possivel obter um grafo G' € P adicionando ou removendo en?
arestas de G.

Ex. 6. Observe os sequintes grafos:

Grafo G Grafo B

Figura 1.3:

Note que o grafo G é 6i4-fa7" do grafo B, pois neste caso basta adicionar
uma aresta ao grafo G para que eles se tornem isomorpho ao grafo B.

Com isso, podemos definir a condigao para uma propriedade ser testavel,
segundo a definigdo apresentada por Goldreich et al. [14]:

Definicao 11. Seja P uma propriedade de grafos. Dizemos que P € testdvel
se, para todo € > 0, existe um inteiro positivo k() e um algoritmo aleatorio
T , chamado de testador, tal que dado um grafo G(V, E), com |V| > k, as
sequintes propriedades sao satisfeitas:

1. O numero de consultas feitas pelo algoritmo T depende apenas de k e
nao do tamanho da entrada.

2. Se G satisfaz P, entao o testador identifica isso com probabilidade
mator que 1 — €.
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3. Se G ¢é “c-distante” de satisfazer P, entao o testador confirma que G
nao satisfaz P com probabilidade maior que 1 — €.

Observe que afirmar que uma propriedade de grafos P é testavel significa
que podemos verificar em tempo constante e com alta probabilidade se um
dado grafo GG, de ordem arbitraria, satisfaz P.

Seja f um parametro de grafos. Assumimos f normalizado, ou seja,

0<f<1l

Definicao 12. Dizemos que f € testavel se, para todo € > 0, existe um inteiro
positivo k(g) tal que dado um grafo G com |V(G)| > k, se selecionarmos
aleatoriamente um subgrafo induzido G' com pelo menos k vértices temos
que:

P(F(G) = f(G) >€) <

Antes de apresentarmos alguns exemplos de propriedades testaveis iremos
apresentar uma desigualdade muito poderosa que sera utilizada nos exemplos
e em algumas demonstracoes.

Definicao 13. Dado uma constante ¢ € R, dizemos que uma fun¢ao

f(zq,...,x,) € c-Lipschitz se |f(x) — f(2")| < ¢ para todos vetores x e '
que diferem em apenas uma unica coordenada (ou seja, x = (x1,...,x,),
¥ = (x,...,2]) e x; = para todo i € [n] — {j} para algum j € [n]).

Teorema 14 (Método das Diferencas Limitadas [11]). Para toda fung¢ao
c-Lipschitz com n pardmetros f(xy,...,x,), temos que, se Xq,..., X, sdo
escolhidos aleatoria e independentemente, entao ¥Vt > 0

2

[P(]f(Xl,...,Xn)—[E(f(Xl,...,Xn))| gt) < Zexp{ 022; }
Ex. 7. Seja G um grafo com n vértices e sejam H e H' dois subgrafos
induzidos de G com k vértices que diferem em apenas um vértice (ou seja,
H e H' tem k — 1 vértices de G em comum). A diferen¢a entre o nimero
de arestas de H e H' é no mdximo de k — 1 (pois o vértice diferente pode
formar arestas com no mdzimo todos os demais k — 1 vértices do subgrafo).
Portanto, o nimero de arestas e(H) é (k—1)-Lipschitz. Se H é um subgrafo
aleatorio de G com k vértices, entao
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Portanto, pelo método das diferencas limitadas

p(|e(H) - 8 ~ <§)| 9@) < 2exp{%}

Portanto, tomando k = 6/e®> e n > k, temos

1
[P(‘de(H) —de(G)| < E) < Zexp{ — §€2k} < e
onde de(G) = e(G)/(3) (resp. de(H) = e(H)/(%)) € a densidade de arestas
de G (resp. H).
Portanto, por definicdo, a densidade de arestas € um pardmetro testdvel
de grafos.

Ex. 8. Como feito no exemplo anterior, seja G um grafo com n vértices e
sejam H e H' dois subgrafos induzidos de G com k vértices que diferem em
apenas um vértice. A diferenc¢a entre o niumero de tridngulos de H e H' €

de no mdzrimo (kgl) (pois o vértice diferente pode formar tridngulos com no
k—1

2
numero de triangulos tr(H) é (kgl) -Lipschitz. Se H € um subgrafo aleatorio

de G com k vértices, entao

-6 ()

Portanto, pelo método das diferencas limitadas

(450 (1=-(3) = 2o 21

2

mazimo todos os demais ( ) pares de vértices do subgrafo). Portanto, o

Portanto, tomando k = 6/e®> e n > k, temos

[P(‘dtr(H) — dir(G)| < 5> < Zexp{ - 382]{7} < g,

onde dir(G) = tr(G)/(3) (resp. ditr(H) = tr(H)/(];)) ¢ a densidade de
triangulos de G (resp. H ).

Portanto, por defini¢ao, a densidade de tridngulos € um pardmetro testd-
vel de grafos.
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Do mesmo modo, com argumento similar aos feitos nos exemplos anteri-
ores, as propriedades de ser um grafo vazio, ou de ser um grafo completo ou
de ser um grafo livre de tridngulos sao propriedades testaveis de grafos.

Definigao 15. Para dois grafos G e G' com o mesmo conjunto de nds,
definimos por

[E(G)AE(G)]
V(G

a diferenga de arestas entre G e G' normalizado por |V (G)|?.

dl (G, G,) =

Note que a distancia acima nao é muito similar a dn, pois ela verifica a
diferenca entre os dois grafos aresta a aresta. Podemos estender a defini¢ao
da distancia d; para as propriedades. Para todo grafo G e um propriedade
de grafos P, denotamos por d;(G,P) = mingep di (G, G’). Note que, para
todo grafo F' fixo, podemos olhar para d;(F,G) como um parametro de um
grafo G. Com isso, em [2]|, Alon e Shapira provaram o seguinte teorema:

Teorema 16 ( [2]). A distdncia dy para uma propriedade hereditdria de
grafos € testdvel.

E consequentemente provaram o teorema principal de [2]:
Teorema 17 ( [2|). Toda propriedade hereditdria de grafos é testdvel.

L. Lovasz e B. Szegedy [19] provaram os teoremas acima de maneira mais
simples e curta utilizando o conceito de sequéncias convergentes.

Outros resultados de testabilidade foram obtidos para outras estruturas.
N. Alon et al. [2] mostraram que toda propriedade hereditaria de grafos é
testavel. N. Alon e A. Shapira [3] provaram que toda propriedade mono6tona
de grafos é testavel. T. Austin e T. Tao [4] provaram que toda propriedade
hereditéria para hipergrafos, que nao sao mistos, é testavel. A. J. O. Bastos et
al. [5] mostramos que toda propriedade hereditaria de permutagoes é testéavel.

Neste trabalho, apresentaremos o conceito de sequéncias convergentes
para permutacgoes e ordens parciais, assim como os resultados obtidos em
testabilidade. Estendemos o conceito de sequéncia convergente para grafos
ordenados e provamos a existéncia de um objeto limite baseado em uma con-
jectura de regularidade fraca para grafos em intervalos. Com isso, mostramos
uma outra prova para a existéncia de um objeto limite para permutagoes e
posets. Provamos ainda a unicidade do objeto limite. Por fim, mostramos
que toda propriedade hereditaria de grafos ordenados é fortemente testavel.



Capitulo 2

Permutacoes

Os resultados mostrados para grafos através de sequéncia convergentes,
serviram de motivagao para mostrar resultados anélogos para permutacoes.
Neste capitulo, apresentaremos o conceito de sequéncias convergentes de per-
mutagoes e testabilidade. Na Secao 2.1, apresentaremos a definicao e no-
tagoes utilizadas neste capitulo. Na Secao 2.2, apresentaremos a noc¢ao de
sequéncia de permutagoes assim como a condi¢ao para convergéncia, introdu-
ziremos um conceito de distancia retangular entre permutacoes e apresenta-
remos o teorema de Cauchy para convergéncia. Na Segao 2.3, apresentaremos
o conceito de testabilidade fraca. Na Secao 2.4, apresentaremos o conceito
de testabilidade forte e alguns resultados. Na Secao 2.5, apresentaremos o
conceito de quase-aleatoridade para grafos e para permutagoes.

2.1 Introducao

Definicao 18. Uma permutacao € uma funcao bijetiva o : A — A onde A €
um conjunto enumerdvel.

Como todo conjunto enumeravel possui uma bijecao com os niimeros na-
turais, podemos, por simplicidade, definir uma permutacao com n elementos
como sendo uma bijegao o : [n] — [n]. Podemos representar uma permutagao
apenas mostrando a ordem dos elementos da imagem. Por exemplo, a permu-
tagao o : [3] — [3] tal que o(1) = 2,0(2) = 3,0(3) = 1 pode ser representada
através da ordem dos elementos da imagem, ou seja, o = (2,3, 1).

Defini¢ao 19. Dado um conjunto A = {ay,as,...,ax} C [n] crescente, e
uma permutacio o em [n| definimos a permutacdo de o restrita a A como
sendo o : [|A]] = [|A|] onde para todo i,j € [k] temos que o(i) < o?(j) se
e somente se o(a;) < o(a;).

11
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Ex. 9. Considere a permutagao o = (1,5,3,2,4,6) e considere o conjunto
A =1{2,3,4}. A permutacdo o restrita ao conjunto A € a permutagio o =
(3,2,1)

Desta maneira podemos definir o conceito de subpermutacao:

Definicao 20. Dadas a permutagoes T em [k] e o em [n], com k < n,
dizemos que T € uma subpermutacdo de o se existir um subconjunto A C [n],
com |A| = k, tal que a permutagdo restrita o € igual a 7.

Ex. 10. Considere a permutacio o = (1,3,2,5,4). A permutacéo 7 =
(1,2,3) € subpermutagao de o, pois o =7 = (1,2,3) para A = {1,3,5}.

Dizemos que um grafo G(V, E) é ordenado se V' é munido de uma ordem
total sobre seus elementos. Seja |V| = n. Como todo ordem total em V
possui uma relagao biunivoca com [n] entéo, por simplicidade, iremos assumir
V = [n].

Podemos associar permutagoes com grafos ordenados. Dada uma permu-
tagdo o em [n], seja G, o grafo ordenado tal que, para todo i < j € [n],
temos que ij € E(G,) se s6 se o(i) < o(j).

Ex. 11. Para a permutagio o = (3,2,5,4,1) temos o sequinte grafo:

1 4

V@

Figura 2.1: Grafo G,

Ex. 12. Para a permutacaon = (7,6,1,2,5,8,9,4,3) temos o sequinte grafo:

A permutacdo n € 3-simétrica, ou seja, para qualquer permutac¢do T em

3] temos que t(T,n) = 3.

Observe que toda permutacao pode ser relacionada a um grafo ordenado,
mas nem todo grafo ordenado representa uma permutagao, por causa das
transitividades. Nosso lema abaixo prova uma caracterizacao de quais grafos
ordenados representam permutagoes:
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Figura 2.2: Grafo G,

Lema 21. Seja G um grafo ordenado em [n]. Entao, para todo i < j < k €
[n], temos que
ij,jk € E(G) = ik € E(G)
{ ij,jk ¢ E(G) = ik ¢ E(G)

se e so se existe uma permutacao o tal que G = G, .

Demonstragao. Seja o uma permutacao em [n]. Para todo i < j < k € [n],
se ij,jk € E(G,), temos que (i) < o(j) e 0(j) < o(k). Portanto o(i) <
o(k) e ik € F(G,). Da mesma forma temos que se ij, jk ¢ E(G,) temos
que o(i) > o(j) e o(j) > o(k). Portanto o(i) > o(k) e consequentemente
ik ¢ E(G,).

Seja agora G um grafo ordenado em [n] que satisfaz as condi¢oes do lema.
Seja <p definida da seguinte forma: 7 <p j se e somente se i < J < ij €
E(G). Afirmamos que <p é uma ordem total. E facil ver que <p ¢ reflexiva
e antissimétrica. Para ver que =p ¢é transitiva, note que, se a <p be b <p c,
entao

a<beabe EG),

b<cebee EG),

o que implica que
a<b<ceabbece E(G)

e, das restri¢oes sobre G,
a<ceace EG)

e consequentemente a <p c.
Note ainda que, para todo i,j € [n], i <p j ou j <p i. Portanto, como
=p € uma ordem total, podemos determinar qual é a ordem relativa de cada
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vértice do grafo em relagao aos outros, ou seja, podemos determinar, para
cada vértice, a posicao dele em relagao aos outros através dessa ordem total.
Assim, geramos a nossa permutagdo o colocando, para todo i € [n], o(i)
como sendo a posicao do vértice ¢ na ordem total <p. O

2.2 Sequéncias Convergentes

Dadas as permutagoes 7 em [k] e 0 em [n], com k < n, seja A,(7) =
#{A C [n];7 = 0} o ntimero de subpermutagdes 7 em o. A densidade de
subpermutacoes 7 em o é definida como sendo

Ao(r)
(%)

De maneira analoga ao que se foi feito para grafos, temos a seguinte defini¢ao:

t(r,0) =

Definigao 22. Dizemos que uma sequéncia de permutagoes (o,) € conver-
gente se, para toda permutacdo T, a sequéncia de valores reais t(T,0,) con-
verge.

Ex. 13. A sequéncia de permutagoes () tal que p, = (1,...,n) converge,
pois para toda permutacao T, temos que t(T, p,) = 1 se T € uma permutagao
identidade 7 = (1,...,k), e t(T, un) = 0 caso contrdrio.

Ex. 14. A sequéncia de permutagées (\,) tal que X\, € escolhida uniforme-
mente entre as n! permutagoes possiveis para [n] é convergente, pois, para
qualquer permutagao T em [k], a sequéncia de valores reais t(1,\,) converge
para a probabilidade %

C. Hoppen et al. [15] provaram que toda sequéncia convergente de per-
mutagoes possui um objeto limite definido abaixo.

Definicao 23. Uma permutacao limite é um par de distribuicao conjunta
Z = (X,Y) de varidveis aleatorias uniformes X eY em [0,1] (nao necessa-
riamente independentes). Toda permutacao limite Z = (X,Y') pode ser iden-
tificada como a funcao de distribuicao condicional de Y dado X, dada pela
fungao mensurdvel Z : [0,1]*> — [0,1] tal que Z(z,y) = P(Y <y | X = x).
Nao é dificil ver que:

1. Para todo zo € [0,1], a fungao Z(xg,y) € uma fungao de distribui¢ao
acumulada (fda);
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2. Para todo yy € [0, 1], temos que
1
/ Z(x,yo)dx = yo.
0

Definigao 24. Dada uma permutac¢iao o em [n|, a permutacao limite Z, é
obtida da funcao f, de densidade de probabilidade conjunta tal que, para cada
(z,y) € 0,12,

folw,y) = n - 2|o(fn - a])=[n - y]]

De maneira similar ao que foi feito em grafos, podemos gerar permutacoes
aleatorias a partir de uma permutagoes limite Z.

Definigao 25. Dada uma permutagao limite Z = (X,Y), a permutagio Z-
aleatoria o(n, Z) em [n] é gerada da segquinte forma:

1. Geramos n pares (x1,vy1), (x2,Y2),- -, (Tn,Yn) de acordo com a distri-
bui¢ao de Z = (X,Y)

2. Ordenamos o0s n pares em ordem crescente em relagao aos x;’s:
(), ),y (@, yh). A permutacao o(n, Z) é obtida da ordem relativa

de (41, Yn)-

Ex. 15. Suponha que os pares gerados sejam (0.88,0.15), (0.16,0.44),
(0.35,0.17) e (0.56,0.43). Ordenando na primeira coordenada, obtemos
(0.16,0.44), (0.35,0.17), (0.56,0.43) € (0.88,0.15). Nossa permutagio o(4,Z)
seria (4,2,3,1), que é a ordem relativa de (0.44,0.17,0.43,0.15).

O modelo de permutacao Z-aleatoria estende o modelo classico de per-
mutacao aleatoria. Para isso, basta tomar Z = (X,Y) tal que X e Y sdo
independentes.

C. Hoppen et al. [16] provaram o seguinte teorema:

Teorema 26 ( [16]). Para toda sequéncia convergente de permutacoes (o),
existe uma permutagao limite Z, tal que, para toda permutagao T em [k],

temos
lim t(r,0,) =t(1,2) :=P(o(k,Z) =T)

n—o0

Dada uma permutacao limite Z, a sequéncia de permutagoes o(n, ),
n — 00, € convergente com probabilidade 1 e seu limite é Z.

Provou-se ainda uma relacao entre as densidades de o e as densidades de
Zy.
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Lema 27 ( [16]). Seja o uma permuta¢iao em [n]. Entio para toda permu-
tacao T em [k], com k < n, temos que:

t(r,0) — t(r, Z,)| < %(’;)

Abaixo define-se a distancia retangular entre permutacoes, que é bastante
util para medir a convergéncia das sequéncias.

Definigao 28. Seja I[n] o conjunto de todos os intervalos de [n|. Dadas
duas permutacoes oy e oy em [n|, n > 1, definimos
1

do(o1, 02) = A lo? NT| — oy N T,

onde 0° = {o(x)Vx € S} € a

Essa distancia foi baseada em uma das propriedades utilizadas por J.
Copper |9] para definir a nogao de quase-aleatoriedade.

Desta forma, introduzimos uma nocao eficiente de distancia, pois no caso
das permutagoes aleatorias nao é dificil ver que essa distancia tende para zero.
C. Hoppen et al. [15] provaram uma relagao entre distancia retangular para
permutacoes e densidade de subpermutacoes através do seguinte teorema:

Teorema 29 ( [15]). Seja 7 uma permutacao em [k] e sejam oy e o9 permu-
tagoes em [n], com k < n. Entao

[t(1,01) — t(1,09)| < 2%k? - dn(oq, 09)

Podemos estender o conceito de distancia retangular para objetos limite
da seguinte maneira.

Definicao 30. Dadas permutagoes limite Z; = (X1,Y1) e Zy = (Xo,Ys),
definimos a distancia retangular entre Zy e Zs como

do(Zy, Z2) = SUPa, <aseo,1] ’[P(xl <Xy < w0 <Y1 < 1)
y1<y2€[0,1]

—P(z1 < Xo <a9,y1 <Y <)

ou

T2 T2

do(Z1,Z5) = sup ‘/ (Zl(fﬂ,yz)—Z1($,y1))d$—/ (Za(, y2)—Za(, 1)) dx|.
z1<x2€[0,1] T1 1
y1<y2€[0,1]
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O teorema abaixo mostra uma equivaléncia entre sequéncias convergentes
de permutagoes e sequéncias Cauchy na distancia retangular.

Teorema 31 ( [15]). Uma sequéncia (0,) € convergente se, e somente se,
(0n) € uma sequéncia de Cauchy na distancia retangular

Seja Q o conjunto de todas as permutagoes e seja Z o conjunto de todas
as permutacoes limite. O Teorema 26 mostra que todo elemento do conjunto
Z é um ponto de acumulagao do conjunto Q. O Teorema 31 prova que o
espago métrico (Q U Z,dp) é completo.

2.3 Testabilidade Fraca

O trabalho apresentado nesta se¢ao foi realizado por C. Hoppen et al. [16].

Definigao 32. Uma propriedade P ¢é hereditaria se, dada uma permutacao o
que possua a propriedade P, entao toda subpermutacao de o também possui
a propriedade P.

Definicao 33. Uma propriedade P de permutagoes € fracamente testdvel por
subpermutagoes, ou apenas fracamente testdvel, se, para todo € > 0, existe
um inteiro positivo k tal que, se o € um permutagao em [n], comn > k, entao
as duas afirmacoes abaixo sao garantidas para uma subpermutacao aleatoria
sub(k,o) de o de tamanho k:

1. sub(k, o) satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 — e quando o sa-

tisfaz P;

2. sub(k,o) nao satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 — € quando
dn(o,P) > € onde:

do(o,P) := min{dp(o,7) : |7| =n e 7w satisfaz P}.

Seja f um parametro de permutagoes, ou seja, uma funcao de valores
reais definida sobre permutagoes e invariante por isomorfismos. Assumimos
que o paradmetro é normalizado, ou seja, 0 < f < 1. Um parametro de
permutagao f é testavel se, para todo € > 0, existe um k > 0 tal que, se o é
um permutacao de tamanho n > k, entao

[P(’f(o) - f(sub(k,a))’ > g) <e.

Lema 34 ( [16]). Um pardmetro f de permutagoes é testdvel se e somente
se, para toda sequéncia convergente de permutacgoes (0,,), a sequéncia f(oy,)
converge.
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Com isso, o resultado principal de Hoppen et al. é o seguinte:

Teorema 35 ( [16]). Toda propriedade hereditdria é fracamente testdvel.

2.4 Testabilidade Forte

Nesta secao, nés resumimos o nosso resultado principal publicado no Fu-
rocomb 2011 [5], que é o resultado andlogo de Alon e Shapira sobre a testa-
bilidade de propriedades hereditarias para permutacoes. Na secao anterior,
mostramos o resultado principal de [16], a saber, toda propriedade heredi-
taria é fracamente testavel através de subpermutagoes. O termo fracamente
testavel vem do fato de utilizarmos a nogao de distancia retangular para defi-
nir testabilidade, ao invés de uma distancia mais intuitiva entre permutacoes
como a distancia d; de edigao (edit distance ou Kendall tau distance).

Definigao 36. Sejam o e duas permutagoes em [n]. A distancia de edigao,
definida como

1
dy (07 7T) = TIn\

()

mede a densidade de pares de o e ™ que tem ordem relativa diferente.

?

{tiare () 600> o) & () <)}

Essa distancia esta relacionada também com o algoritmo bubble sort:
mede a densidade de inversoes de pares de elementos adjacentes para trans-
formar a permutacao o na permutagao 7.

Uma pergunta natural é a seguinte: “Se utilizarmos a distancia de edigao
para definir testabilidade, o Teorema 35 continuaria valido?”.

E facil ver que, dadas permutacoes o e T em [n], temos que, para todo
e > 0, existe um § > 0 tal que se dy(o,7) < ¢ entdo dg(o,7) < €.

Desta forma, podemos definir o conceito de testabilidade forte através de
subpermutagoes.

Definicao 37. Uma propriedade P de permutacgoes € fortemente testavel por
subpermutacoes, ou apenas testavel, se, para todo € > 0, existe um inteiro
positivo k tal que, se o é um permutacdo em [n], com n > k, entao as duas
afirmagoes abaizo sao garantidas para uma subpermuta¢ao aleatoria sub(k, o)
de o de tamanho k:

1. sub(k, o) satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 — e quando o sa-

tisfaz P;
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2. sub(k,o) nao satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 — & quando

di(o,P) > ¢ onde:

di(o,P) = min{dy(o,7) : |7| =n e w satisfaz P}.

O teorema abaixo é o resultado principal.

Teorema 38. Seja P uma propriedade hereditdria de permutacoes. Dada
uma permuta¢ao o, entao, di(o,P) € um parametro testdvel. Consequente-
mente, toda propriedade hereditdaria de permutacoes € fortemente testdvel.

A prova do Teorema 38 esta relacionada ao Teorema 71, visto que, na
Secao 2.1, mostramos que uma permutacao pode ser representada através
de um grafo ordenado. Omitimos a prova, pois consideramos mais relevante
nos concentrarmos na prova de que toda propriedade hereditaria de grafos
ordenados é testavel.

2.5 Quase-Aleatoriedade

2.5.1 Grafos

Uma sequéncia de estruturas é dita quase-aleatéria quando, mesmo ela
sendo gerada através de um algoritmo deterministico, ela satisfaz as mesmas
propriedades que uma estrutra aleatoria satisfaz. Este conceito foi desenvol-
vido inicialmente para auxiliar métodos de demonstragao baseados em estru-
turas aleatorias, pois uma vez que uma demonstragao baseada em estruturas
aleatorias nos fornece uma prova da existéncia de uma determinada estru-
tura com uma determinada propriedade, o conceito de quase-aleatoriedade
nos fornece uma maneira, relativamente facil, de mostrar uma construgao
explicita de uma estrutura com a mesma propriedade.

F. R. K. Chung et al. |8] introduziram o conceito de quase-aleatoriedade
para grafos. Para isso, eles determinaram um conjunto de propriedades que
sao satisfeitas por grafos aleatorios e definiram grafos quase-aleatorios como
sendo aqueles grafos que satisfazem pelo menos uma dessas propriedades.

O principal e surpreendente resultado de F. R. K. Chung et al. [8], foi
provar a equivaléncia das propriedades quase-aleatérias de grafos. Ou seja,
se um grafo tem uma dessas propriedades, entao também possui as demais.
Abaixo, listamos algumas delas:

1. O namero de arestas de G ¢ e o numero de Cy em G é (1 +

o(1))(3)*

(1-+0(1))n?
4
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2. Para todo grafo H com s > 4 vértices, o nimero de copias rotuladas
de Hem G é (1+ 0(1))n52*(§)

3. Para todo subconjunto S C V(G) o ntumero de arestas de G com as
duas extremidades em S ¢ 1|S|* + o(n?)

4 X vevie) [IN(W) N N(v)| = 3| = o(n®). Em que N(v) representa a
vizinhanca de v em G.

Com o conceito de convergéncia de sequéncia, podemos definir quase-
aleatoriedade de outra forma.

Definigao 39. Uma sequéncia (G,,) € quase-aleatoria se, para qualquer grafo
F', temos

lim t(F,G,) = t(F, W).

n—o0

Onde W ¢ o graphon tal que W (x,y) = 1 para todo (z,y) € [0,1]*.

Observe que esta definigao esté de acordo com o trabalho feito por Chung
et al. Em outras palavras, podemos utilizar essa definicao para demonstrar
as propriedades citadas por Chung et al.

2.5.2 Permutacoes

Em 2004, J. N. Cooper [9] apresentou conceito de quase-aleatoriedade
para permutacoes e também provou-se que as propriedades quase-aleatorias
sao equivalentes entre si. Para isso, Cooper enfraqueceu a nocao de Chung-
Graham de conjunto quase-aleatorio de inteiros apresentado por F. R. K.
Chung e R. L. Graham [7] usando conceitos de discrepancia de sequéncias de
nimeros reais, que ele ird chamar de conjuntos e-balanceados.

Formalmente, dados dois subconjuntos S,T C Z,, definimos discrepancia
de S em T' como sendo

S||T
Dr(8) = s nr| - P

A discrepancia méaxima de S é definida por

D(S) = max Dp(95).

TCI[n]

Dizemos entao que, um subconjunto S C Z,, é e-balanceado se D(S) < en.
E possivel comparar e observar uma relagao entre quase-aleatoriedade de
Chung e Graham para conjuntos de Z,, e conjuntos e-balanceados de Cooper.
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Formalmente, definimos discrepancia de uma permutagoes o em [n] como
sendo
D(o) = max D(o(S
(0) = max D(o(5))
Cooper define uma sequéncia de permutagoes (0,) como sendo quase-
aleatoria se
’ D(o,)
im

n—oo |y,

=0.

Com o auxilio de sequéncias convergentes de permutacoes, Sampaio et
b
al. [22] provaram outra caracterizagdo para permutagoes quase-aleatorias.

Teorema 40. Uma sequéncia (0,) de permutagoes € quase-aleatdria se e s6
se, para qualquer permutacao T, temos

1
lim t(7,0,) = t(T, Zina) = —

ol Bk

onde Zing = (X,Y) € a permutagao limite tal que X e Y sao independentes.



Capitulo 3

Ordens Parciais

Neste capitulo, iremos apresentar a teoria de sequéncias convergentes para
ordens parcias. Na Secao 3.1, definiremos os conceitos bésicos utilizados neste
capitulo. Na Segao 3.2, apresentaremos o conceito de sequéncia convergentes
de ordens parciais e alguns resultados que ja foram desenvolvidos.

3.1 Introducao

Definicao 41. Um conjunto parcialmente ordenado, ou poset, com n ele-
mentos é um par P = ([n],=<p) no qual <p € uma relagao bindria reflexiva,
antissimétrica e transitiva em [n].

Ex. 16. O conjunto M = ([n], <), no qual dado i,j € [n] temos que i <y j
se, e somente se, t = j € um poset.

Ex. 17. O conjunto N = ([n], <) € um poset.

Note que, no exemplo anterior, a relacao binaria é total, ou seja, para
todo 7,5 € [n] temos que i < j ou j <.

Definicao 42. Sejam P = ([n], <p) e Q = ([k], 2¢q) dois posets, com k < n.
Dizemos que QQ € um subposet de P, se existir uma fungao injetiva ¢ : [k] —
[n] tal que, para todo i,j € [k], temos que, se, i =q j, entao, (i) <p ¢(j).

Definicao 43. Sejam P = ([n], <p) e Q = ([k], 2¢q) dois posets, com k < n.
Dizemos que (Q € um subposet induzido de P se, existir uma funcao injetiva
¢ : [k] = [n] tal que, para todo i,j € [k], temos que i =g j se, e somente se,

o(i) Zp ¢(j)

Note que toda permutagao o em [n| pode ser vista como uma ordem total
([n], =) tal que, para todo i,j € [n], i <, jseesdseoc(i) < o(j). Por outro

22
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lado, a intersecao de um conjunto finito de permutacoes o, 09,...,0, em
[n] gera um poset P = ([n],=<p), tal que, para todo i,j € [n], i <p j se e
somente se 0,(i) < 04(j) para todo ¢ € [k].

Ex. 18. Seja o uma permutagao em [6] tal que o = (5,3,1,2,4,6). Entao
temos a ordem total 3 <, 4 <, 2 <,5=<,1=,6.

Ex. 19. Sejam oy e o9 permutagoes em [6] tais que o1 = (5,3,1,2,4,6) e
oo = (5,2,1,3,4,6). Entao temos o poset {(1,6),(2,1),(2,5),(2,6), (3,1),
(3,2),(3,4),(3,5),(3,6),(4,1), (4,5), (4,6),(5,1), (5,6)}.

Desta forma, temos:
Definigao 44. Seja P = ([n]|, <p) um poset e sejam o1, ..,0r permutagoes
em [n]. Dizemos que as permutagoes o1, . ..,0y formam um k-realizador de

P se P ¢ gerado pela intersecao das k permutagoes.

Definigao 45. Seja P = ([n], <p) um poset. A dimensao de um poset é o
menor inteiro k tal que P possui um k-realizador.

Como mostrado no Capitulo 2, podemos também representar um poset
como um grafo ordenado da seguinte maneira: Dado um poset P = ([n], <p)
tal que, se i <p j entdo i < j, seja Gp = ([n], E') o grafo ordenado tal que,
para todo i < j € [n], ij € E(Gp) se e somente se i <p j. E facil ver que,
dado qualquer poset P’, podemos obter um poset P isomorfo a P’ tal que,
se i =<p j entao ¢ < J.

Ex. 20. Seja P = ([5], <p) um poset, onde {(1,4),(1,3),(2,3),(2,4)}. Logo
o grafo ordenado abairo representa P.

1 4

Ve

Figura 3.1: Grafo Gp
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3.2 Sequéncias Convergentes

Seguindo a mesma ideia de grafos, S. Janson [17]| definiu o critério para
convergéncia de sequéncia de posets. Dados dois posets P = ([k], <p) e
B = ([n],=<p), com k < n, seja I'(P, B) o nimero mapeamentos injetivos
de @ : [k] — [n] que preservam a ordem: Se z <p y entdao ®(x) <5 P(y).
O ntmero de subposets P em B ¢ igual a I'(P, B) dividido pelo namero de
automorfismos de P. Observe que o niimero de mapeamentos injetivos de P
em B ¢ igual & (n);. Logo podemos definir o conceito de densidade fazendo

(P, B)
(e

Definicao 46. Dizemos que uma sequéncia (B,,) de posets é convergente se,
para todo poset P = ([k], <p), a sequéncia de valores reais t(P, B,,) converge.

t(P,B) =

R. C. Corréa [10] provaram que toda sequéncia convergente de posets de
dimensao k, para qualquer valor fixo de k, possui um objeto limite, o qual
chamaram de k-kernel.

Definigao 47. Um k-kernel Z = (X,...,X;) € uma k-upla de varidveis
aleatorias uniformes, nao necessariamente independentes, Xi,..., X com
valores no intervalo [0, 1].

Um k-kernel Z = (X, ..., Xx) pode ser visto como uma funcao de distri-
bui¢ao Z : [0,1]F — [0,1] dada por Z(ay, . ..,a;) = P(X; < ay,..., Xy < ap),
e vice-versa.

Ex. 21. Um k-kernel Z = (X, ..., Xx) onde as varidveis aleatorias X|s sao
independentes corresponde & fungao de distribui¢ao Z(xq,...,xx) = Hle Z;

Similar a grafos, dado um k-kernel Z, podemos gerar um poset P(n, 7).

Definigao 48. Dado um k-kernel Z = (X3,..., X}), o poset k-dimensional
aleatorio P(n, Z) € gerado da sequinte forma:

1. Yi,...,Y, sdo gerados no k-cubo [0,1]* de acordo com Z;

2. Dado i,j € [n] dizemos que i <p j se e somente se, para todo h € [k],
a h-ésima coordenada de Y; € menor ou igual a h-ésima coordenada de
Y;.

Nao é dificil ver que a dimensao de P(n,Z) é no méaximo k, para isso
basta observar que as k permutagoes formadas pela ordem relativa a cada
coordenada dos Y;’s ¢ um k-realizador de P(n,Z). Podemos generalizar o
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conceito de densidade de subposets para densidade em um k-kernel Z. Dado
um poset P = ([k], <p), definimos

P, 7) = [P(P(k, Z) = P).

R. C. Corréa et al. [10] mostraram que, no critério de convergéncia, os
teoremas a seguir sao validos.

Teorema 49 ( [10]). Seja k um inteiro fizo. Para toda sequéncia convergente
(B)) de posets k dimensionais, existe um k-kernel Z = (Xy,..., X) tal que,
para todo poset P, temos

lim ¢(P, B,) =t(P,Z)

n—oo

Teorema 50 ( [10]). Seja Z = (Xi,...,Xi) um k-kernel. A sequéncia
(P(n, %)), para n — oo, converge para Z com probabilidade 1.



Capitulo 4

Grafos Ordenados

Motivado pelos resultados obtidos anteriormente, decidimos desenvolver
a nocao de sequéncia convergente para grafos ordenados, pois podemos vi-
sualizar permutagoes, posets e outras estruturas como casos particulares de
grafos ordenados. Uma vez que mostramos a existéncia de um objeto limite
para grafos ordenados, ganhamos uma demonstracao existencial de objeto
limite para uma estrutura que pode ser representada como grafo ordenado.

Na Segao 4.1, apresentaremos algumas definigdes basicas sobre grafos or-
denados que utilizaremos no restante deste trabalho. Na Secao 4.2, defini-
remos o critério para convergéncia de sequéncia de grafos ordenados. Na
Secao 4.3, apresentaremos o nosso objeto limite para tais sequéncias. Na Se-
¢ao 4.4, apresentaremos a nocao de distancia retangular para o nosso espago
de grafos ordenados e provaremos o Teorema de Cauchy para sequéncia de
grafos ordenados e a unicidade do objeto limite. Na Segao 4.5, apresentare-
mos alguns resultados que sao herdados diretamente de grafos e enunciamos
uma conjectura de regularidade fraca em intervalos que, se for verdadeira,
prova a exosténcia do objeto limite que esta descrito na Secao 4.6. Na Secao
4.7, iremos apresentar o conceito de testabilidade forte para grafos ordena-
dos e iremos provar que toda propriedade hereditaria de grafos ordenados é
fortemente testavel.

4.1 Grafos Ordenados

No Capitulo 2, apresentamos o conceito de grafos ordenados, que nada
mais é do que um grafo simples rotulado munido de uma ordem total sobre
seus rotulos. Sejam F' e G grafos ordenados com conjuntos de vértices [k] e
[n], respectivamente, com k < n.

26
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Definigao 51. Dizemos que F' € um subgrafo ordenado de G se existe uma
fungao injetiva ¢ : [k] — [n] tal que, para todo i,j € [k],

1.1 < j<= o) < ¢o(j).

2. ij € B(F) = 6(i)o(j) € E(G)

Definicao 52. Dizemos que F' é um subgrafo ordenado induzido de G se
existe uma fungao injetiva ¢ : [k] — [n| tal que, para todo i,j € [k],

1.0 < j<= o) < ¢(j).
2.ij € E(F) < ¢(i)¢(j) € E(GQ)
Ex. 22. Considere os grafos a sequir:

4 3

Figura 4.1: Um grafo ordenado F' com 4 vértices

Figura 4.2: Um grafo ordenado G com 4 vértices

Nas figuras acima, temos que F' € um subgrafo ordenado de G, mas nao é
um subgrafo ordenado induzido, enquanto que F' e G sao subgrafos ordenado

mnduzido de G.

4.2 Sequéncias Convergentes

Dados grafos ordenado F' ¢ G com conjuntos de vértices [k] e [n], res-
pectivamente, com k < n, seja inj' (F,G) o nimero de fung¢des injetivas
¢ : [k] = [n] que satisfazem as condigoes da Definigao 51. Observe que pode-
mos ter no maximo (Z) funcoes injetivas ¢ distintas satisfazendo a Defini¢ao
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Figura 4.3: Um grafo ordenado G; com 6 vértices

51. Desta forma, definimos a densidade de subgrafos ordenados F' em G
como sendo
ing'(F,G)

(+)

Observe que t'(F, G) ¢ a probabilidade sub'(k,G) D F, onde sul/(k,G) ¢é
um subgrafo ordenado aleatério com k vértices de G.

De maneira analoga ao que fizemos até agora, estendemos o conceito de
convergéncia para grafos ordenados.

t'(F,G) =

Definigao 53. Dizemos que uma sequéncia (G,,) de grafos ordenados, com
\V(G,)| = oo, € convergente se, para todo grafo ordenado F, a sequéncia de
densidades t'(F, G,,) converge.

Ex. 23. A sequéncia (K,) de grafos ordenados completos converge, pois,
para todo grafo ordenado F, temos que t'(F, K,) = 1 para todo n.

Ex. 24. A sequéncia (K,) de grafos ordenados vazios converge, pois, para
todo grafo F', temos que

o= | 1 se|E(F)=0
t'(F, Ky) = { 0 caso contrdrio

Seja ind (F,G) o nimero de fungdes injetivas ¢ : [k] — [n] que satisfazem
as condigoes da Definigao 52. Observe que podemos ter no maximo (Z) fun-
¢oes ¢ distintas. Desta forma, definimos a densidade de subgrafos ordenados
induzidos F' em G como sendo

ind (F,G)
— .
(i)
Apesar nao parecerem equivalentes, o lema a seguir nos garante que a

convergéncia em ¢’ é equivalente a convergéncia em ¢, ;.

t.J(F,G) =

ind
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Lema 54. Seja (G,,) uma sequéncia de grafos ordenados. Temos que (G,,)

€ convergente se e somente se t, (F,G,) converge para todo grafo ordenado
F.

Demonstragao. Seja F' um grafo ordenado e seja (G,) uma sequéncia de
grafos ordenados. Utilizando o principio da inclusao e exclusao, temos que

F/OF
I
tt (F,Gp) = Z (=) EENEENY (B )
F/SF

onde F” é um grafo ordenado com o mesmo nimero de vértices de F' e que
contém F'. Logo, se (G,) é convergente, temos que t'(F’, G,,) converge qual-
quer que seja F' e, consequentemente, temos que ¢, ,(F,G,) converge para
todo F.

Além disso, é facil ver que

inj'(F,G,) = Y ind (F',G,)

F'OF

U
C(F,Ga) = S t4(F,Gy).
F/IOF
Portanto se t;,q(F’, G,) converge para qualquer F’, entao t'(F,G,,) converge
e, consequentemente, (G,,) é convergente. m

4.3 Objeto Limite

Nesta secao, iremos provar que o objeto limite para sequéncias convergen-
tes de grafos ordenados também sao graphons, como descritos no Capitulo
1.

Definigao 55 (Densidade de subgrafos ordenados em um graphon). Seja W
um graphon e seja F um grafo ordenado em [k]. A densidade de subgrafos
ordenados F' no graphon W ¢ definido da sequinte forma:

t'(F,W) = k:!/ H Wy, x5)dxy, . .., dr,

012 jjem(r)

onde [0,1]% ¢ o conjunto de pontos x = (x1,...,7) € [0,1)% tais que
x; < x; para todo i < j € [k].
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Podemos obter um graphon a partir de um grafo ordenado. Para isso
basta notar que na Definicao 3 o grafo G' que utilizamos para construir um
graphon Wg é um grafo ordenado. Ainda mais, cada grafo ordenado gera uni-
camente um graphon, enquanto que cada grafo gera uma familia de graphons.

Note que o graphon herda da matriz de adjacéncia de G a simetria e a
mensurabilidade. Nosso teorema abaixo é uma generalizacao do Teorema 5
de [19].

Teorema 56. Seja (G,,) uma sequéncia convergente de grafos ordenados.
Entdo existe uma func¢ao mensurdvel simétrica W : [0,1]> — [0,1] tal que,
para todo grafo ordenado F' temos que:

lim ¢'(F,G,) =t'(F,W)

n—o0

O teorema acima sera demonstrado mais a frente.

Dado um graphon W : [0,1]> — [0, 1], podemos também definir um mo-
delo G'(n, W) de grafos ordenados aleatorios, que é similar ao G(n, W) ja
apresentado no Capitulo 1.

Definigao 57. Dado um graphon W, definimos G'(n, W) como sendo o grafo
ordenado aleatdrio, com conjunto de vértices [n|, gerado da sequinte forma:

1. Geramos de maneira uniforme e independente n valores X; < Xo <
. <X, em [0,1];

2. Para cada par de vértices i < j € [n], colocamos a aresta ij com
probabilidade W(X;, X;).

Note que o item 2 da defini¢ao acima pode ser substituido pelos seguintes
passos:

2* Para cada par de vértices i,j € [n]| sorteamos uniformemente um valor

Y;j € [07 1]7
3* Ligamos os vértices i,j € [n] se Y;; < W(X;, X;).
Nosso teorema abaixo ¢ uma generaliza¢ao do Teorema 6 de [19].

Teorema 58. A sequéncia G'(n, W) converge para W com probabilidade 1.
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Demonstracao. Seja G, o conjunto de todos os grafos ordenados com vértices
em [n]. Seja F' um grafo ordenado em [m]. Seja G' = G'(n, W). Entao,

[E(t’(F,G’(n,W))) - ¥ P(G’zB)-t’(F,B)

B e g,
- ¥ P(G’ - B) -I]D(sub'(m, B) D F)
B e g,
- ¥ F(G’ — B) : P(sub’(m,G’) > F|G = B)
B e g,
= Z P(G' = B, sub'(m,G") 2 F)
Beg,
= [P(sub’(m, G') 2 F)
- [P(G’ > F)
— {(F,W).

A primeira igualdade é a definicao de esperanca. A segunda e a tultima
igualdade vem da defini¢ao de densidade de subgrafos ordenados.

Desejamos mostrar que t'(F, G'(n, W)) ¢ uma funcao concentrada na mé-
dia. Pela Defini¢ao 57, geramos independentemente os pontos X; < ... < X,
em [0, 1] e variaveis Y; ; em [0, 1] para todo ¢ < j € [n]. O grafo G'(n,W) é
o grafo ordenado em [n] tal que ij é uma aresta, para i < j, se e somente se
Yij < W(Xi, X;).

Em outras palavras, podemos expressar G'(n, W) a partir de n variaveis
aleatorias Z1,...,2Z,, onde Z; = (X;,Y1,,Ya,,...,Y;_1,) satisfazendo X; <
< X,

Seja G o grafo ordenado em [n] obtido por Z1,..., Z,. Seja G’ outro grafo
ordenado em [n] obtido a partir de 73, ..., 7, alterando no maximo um Z;
por outro Z; = (X[,Y{;, Yy, ..., Y ;) satisfazendo X; 1 < X/ < Xj31. E
facil ver que

717

(1) m

n - T
(m) m
pois o nimero de subgrafos ordenados F' contendo o vértice alterado é no
maximo ("71), ou seja, t'(F, ) é ™-Lipschitz. Entao, aplicando o método

m—1
das diferengas limitadas (Teorema 14), temos que

P

t'(F,G) —t'(F.G")| <

t’(F,G’(n,W))—t’(F,W)’ >g} < 2. exp{—2¢2n/m?}
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para ¢ > 0 fixo. Seja A, o evento (“|t/(F,G'(n,W)) — t/(F,W)| > &).
A equagao acima mostra que P(A,) < 2exp{—2¢?n/m?}. Isto garante que
> ,P(A,) < oo e podemos entao aplicar o Lema de Borel-Cantelli para pro-
var que t'(F,G'(n,W)) converge para t'(F, W) com probabilidade 1. Como
o conjunto de todos os grafos ordenados é enumeravel, entao t'(F, G'(n, W))
converge para t'(F, W) com probabilidade 1 para todo grafo ordenado F'. [

Seja G’ o conjunto formado por todos os grafos ordenados. O Teorema
56 mostra que G’ C W, ou seja, que todo ponto de acumulaciao de G’ é
um graphon. Por outro lado o Teorema 58 mostra que G’ C W, ou seja,
todo graphon é um ponto de acumulagao de G’. Com isso concluimos que o
conjunto G’ U W é um conjunto fechado.

4.4 Distancia

Uma vez tendo construido o conjunto fechado G’ U W estamos interes-
sado agora em definir uma métrica para o nosso conjunto. Portanto iremos
adotar a distancia retangular utilizada para grafos, ver Definicao 7. Uma
definicao alternativa para a distancia retangular, dada por Lovasz e Szegedy
(ver equagao 6 de [19]) é:

1,1

W) = swp| [ [ @)U .g) - W y)dedy| (@)
93{7 0

O nosso lema auxiliar abaixo relaciona a distancia retangular com a den-

sidade de subgrafos ordenados e é fundamental para a demonstracao do Te-

orema H0.

Lema 59. Sejam U e W dois graphons. Entao, para todo grafo ordenado F
em [n], temos que:

|¢(F,U) =t (F,W)| < n® - |[E(F)| - da(U, W)

Demonstragdo. Seja E(F) = {e1,ea,...,epw)} Seja e, = ij;, onde i < jy.
Seja A = |t/(F,U) — t'(F,W)|. Temos que:

(4.2)

A = n!‘/[m]g( H)U(xi,xj)— H W(%,%))dml...dxn

ijEE(F ijEE(F)

Seja Ey(F) = {ey,ea,...,e}. Como feito em [19], podemos escrever:
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|E(F)]-1
H U(x;, xj) H Wiz, x;) = Z Xe(z1, ... xp) (4.3)
ijeE(F) ijeE(F) t=0
onde
Xiwrom) = ( TT Weana))( TT Ulwn) Ul a) =W (i, 2,)
ijeEE:1(F) iJEE(F)\E
Assim, por (4.2) e (4.3), temos:
|E(F)|—1
A = nl / Z Xi(x1, ... xp)dey .. dxy,
[0 1]< t=0
|E(F)|-1
= n!‘ Z Xi(z1, ... xp)dey .. dxy,
t=0 “01]Z
[E(F)]|-1
< nl Z Xi(z1, ... xp)dey .. dxy,
[0,1]2
Tig+1 thJrl
< / / / t(xq, ... ,xn)dxitd:cjt>da:1 ...dx,
0,1]272 z x

ig—1 Je—1

Tig+1 m]f+1
< / / / t(x1, . wp)da, dy, |dey . dy,
Ol]n 2 Zt 1 jt 1
Portanto, de (4.1), temos que:
|E F)|—1
A< onl ) / o(U, W)dzy . .. dx,
—0 Ol]n 2
B(F)|—1
< nldo(U,W) Z / dzy ... dz,
—0 [0 l]n 2
[E(F)]|-1 1
< nlda(U,W) Z o
t=0
Como desejado.
O

O lema a seguir mostra que uma sequéncia gerada através de G'(n, W)
converge para W, na distancia retangular, com probabilidade 1.
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Lema 60. Seja W um graphon. Entdo

lim do(W,G'(n,W)) =0

n—0o0

Demonstragao. Seja S = [x1, 23] e T = [y1, yo| intervalos fixos em [0, 1]. Gere
G := G'(n,W) da forma descrita na Defini¢ao 57. Seja L(G) o nimero de
arestas ij tais que |z1n] <i < |zon] e [yin] < j < |yon]. Temos:

Lzal  lyal
L(G) = nz/ / Wea(z,y)dzdy
[z1] Llyil
;2 y2n 1
=t [ [ Wela)dudy £ nllS|+17] - )
1 Y1

- Y Wy dad j:?) (4.4)
= n . " G\T,y)axay n .

A segunda igualdade vem do fato que W contém apenas 0's e 1’s. Desta
forma podemos aumentar o valor da integral em no maximo n(|S|+|T'|—1).

Seja A;; o evento tal que |x1n| < i < [zon], |[pin] < j < |yan] e ij é
uma aresta. Seja [;; a variavel indicadora de A;;. Logo

E(L(G)) < ) E(I;) = n’P(Ay)

i,j€[n]

Seja E;; o evento tal que i < Xi < xy,yf < X; <y, eV >

W(X;, X;), onde z* = z+n"1. Seja E; o evento tal que z; < X; <y, y; <
X; <yseY;; > W(X;,X;). Observe que na defini¢io do G'(n, W) geramos
n pontos uniformes X; < ... < X,,, esses pontos seguem a distribuicao Beta
Chebyschev e portanto, para k € n, temos

k 1 1
P(IXe— ——|>n"%) < n 45
Xi-—=lznt) < n (4.5
Seja D;; o evento tal que X; = #j:n_% e X, = n%rlzlzn_%. Desta forma
temos

P(Aij) = P(Ay|Dij)P(Dy;) + P(Ay;|Dij)P(Dy;) (4.6)
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Note que

P(E;;|1Dij)

E ainda

P(E|Dy)

Para n suficientemente grande e de (4.5), temos que

v

<

P(E;;

5

Dij)

P(Di;)

P(E;) — P(E; D;j)

ijo

P(Dij)
P(E;) — P(Dy)

P(Dij)

P(ES, Dy;)

177

P(Dij)

P(ES)

P(Dij)

P(E}/"|Dij) = P(E;/ ") £2n72

Nao é dificil ver que

P(E;;|Dij) < P(Ai|Dij) < P(

E}5|Dij)

35

De maneira similar ao que fizemos no comeco da demonstracao, temos:

P(E;) =

O mesmo vale para P(E}}). Por outro lado, de (4.6
P(Ai;) < P(ES|Dy;) +

P(Ai;) = P(E;|Dy;) —

E assim temos

Z2 Y2
P(A;;) = / / W(x,y)dzdy £ (3n_% + 4n_%)
1 Y1

Portanto

/ ;
P

Z2 Y2 1
/ W(z,y)dxdy £ 4n" 4
1

Yo
W(z,y)dxdy

v

n": =P(E})£3n"2

n": = [P(EZ;) +3n"2
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E(L(G)) = n2</:2 /y2 W(z,y)dxdy + (3n_% + 4n_i)>

Note que L(G) conta o nimero de arestas entre dois subconjuntos de
vértices. Se alterarmos apenas um vértice em qualquer um dos dois subcon-
juntos de vértices entdo L(G) aumenta em no méaximo |S| 4 |7|. Portanto
L(G) é 2n-Lipschitz. Usando o método das diferencas limitadas temos

[P(IL(G) — E(L(G))| > mz) < 26@( B 2(5n2)2>

4n3
< 5 < 2e2n?
< 2eap( —
4n3 )
e’n
< 26mp<—2—> (4.7)
n

Observe que para n suficientemente grande temos que 2n~! + 3077 +
1 1
4n~1 < dn~ 1. Desta forma

e’n

z2 Y2 1
[P(‘ / Wea(z,y) — Wi, y)dazdy‘ > e+ 5n7) < 2exp< - 2—)
1 Y1 n

Seja V,, ={0,+,2,..., %=1 1}, Temos:

Ymon)

x2 Y2 1
IP(EIml < To, Y1 < Yo €V, / / W(;(x,y)—W(x,y)dxdy’ > €+5n_1>
1 Y1

n 4+ 1\2 )
2"} ol -5
= < 2 > PPN o
Fixe € > 0. Considere o evento

x2 Y2 1
/ / Wg(x,y)—W(x,y)dxdy‘ > 6+6n_1>
Z1 Y1

B, = <3$1 < my,y1 <y €[0,1],
Observe que dado 1 < x9,y1 < yo € [0, 1] tomando =,z € V,, tal que

¥y > rex)—x < % exh < wgexh— 1y < % e, de maneira analoga,
tomando v}, y5 € V,, temos

T2 Y2 Ty Y 4
[ et -wiedsds| < | [ 7 [ Wota) Wi |+
1 Jy zy Juyy



CAPITULO 4. GRAFOS ORDENADOS 37
Para n suficientemente grande temos que % < n~1i. Portanto

2 2

[P(Bn) < 2(71;1)26@0( - Z—:) < exp( - 52—” +41n(n))

n

Em outras palavras

2

[P(dD(VV, G'(n,W)) >e+ 6n_i) < exp( - 52—;; + 4ln(n)>

Por Borel-Cantelli, temos que a probabilidade de que B,,,comn =1,...,
ocorra para infinitos valores de n é nula. Com isso provamos o lema. [

Dados Wy e Wy graphons, o lema a seguir mostra, que para m suficiente-
mente grande, se W, e W5 sao proximos em relagao as densidades entao eles
sao proximos na norma retangular.

Lema 61. Sejam W, e Wy graphons tais que |t'(F, Wy)—t'(F, Ws3)| < (mlﬂ) ;
2 2

para todo m > 0 e todo grafo ordenado F em [m]. Entao
dD(Wl, WQ) - 0

Demonstragio. Fixe ¢ > 0. Tome m > log, 2. Como P(G'(m,W;) = F) =
t'(F, W), para todo grafo ordenado F' temos que

> PG w) = P) ~B(@m, W) = F)| <200 —Zey <
F(ml ) 20

De maneira idéntica a feita por Borgs et al. na prova do Teorema
3.7(b) em [6], podemos acoplar G'(m,W;) e G'(m,Ws) de tal forma que
G'(m,W1) # G'(m, W) com probabilidade menor que .

Para isso, podemos gerar G'(m, W7) e G'(m, W5) de forma que, para todo
grafo ordenado F' em [m], P(G'(m,W;) = F & G'(m,Wy) = F) é igual ao
menor valor entre P(G'(m,Wy) = F) e P(G'(m,Ws) = F).

Desta forma, pelo Lema 60,

do(Wi, Wa) < E(do(Wy, G (m, Wh))) + E(da (G’ (m, W1), G/ (m, Wa)))
+[E(dD(G'(m, WQ), Wz))
< &

como queriamos mostrar. O]
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A prova da unicidade segue diretamente dos Lemas 60 e 61.

Corolario 62. do(Wy,W5) = 0 se e so se t'(F,W;) = t'(F,Ws) para todo
grafo ordenado F. Além disso, seja (G,) uma sequéncia convergente de grafos
ordenados com G, — Wy. Se G,, — Wy entao dn(Wy, Ws) = 0.

E finalmente a prova do Teorema de Cauchy para grafos ordenados segue
diretamente dos Lemas 59 e 61.

Corolario 63. A sequéncia (G,,) € convergente se e somente se é de Cauchy
na norma retangular.

O Coroléario 63 mostra que o espago métrico (G U W, dn) é um espago
completo.

4.5 Resultados Herdados de Grafos

Iremos apresentar alguns resultados que herdamos diretamente de grafos.
Isso acontece devido ao fato de que esses resultados sao relacionados & matriz
de adjacéncia do grafo, que é a mesma para um grafo ordenado. Utilizaremos
a definicao abaixo de distancia retangular entre matrizes.

Definigao 64. Dadas duas matrizes n X n Q1 e Q2 com valores em [0, 1],
definimos a distancia retangular do(Q1, Q2) como

do(Q1,Q2) = AT%EéXn] n_‘ ZZ <Q1 i,7) — Qa1 ]))‘

Observe que, dados grafos G e G' com n vértices, a distancia retangular
entre G e G’ é igual a distancia retangular entre as matrizes de adjacéncias
Ag e Ag de G e G’ respectivamente. Ou seja,

do(G,G") = do(Ag, Acr).

O Lema 1 abaixo ¢ a forma fraca do Lema de Szemerédi (ver [13] ou o
Lema 4.2 de [19]) o qual mostra que todo grafo pode ser aproximado por um
grafo ponderado.

Lema 65 (Forma fraca do Lema de Szemerédi [19]). Para todo € > 0, existe
um inteiro K > 0 tal que, para todo grafo simples G com vértices em [n],
existe uma particio P de [n] em k < K classes Vi,..., Vi, e uma matriz
k x k simétrica Q) com todos os valores em [0, 1], tal que:

Vil- i <1 (1< <),
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do(Ag, Kpg) <,

onde Ag € a matriz de adjacéncia de G e Kpg € a matriz n X n tal que,
para todo x,y € [n], Kpo(z,y) = Qij onde x € V; ey € V;. Dizemos que a
particao P € e-reqular fraca.

Abaixo conjecturamos que a particao obtida da regularidade fraca acima
pode ser em intervalos.

Conjectura 1 (Regularidade fraca em intervalos). Para todo € > 0, existe
um inteiro K > 0 tal que, para todo grafo simples G com vértices em [n],
existe uma particao P de [n] em k < K intervalos Vi, ..., Vi, de [n] e uma
matriz k X k simétrica Q com todos os valores em [0,1], tal que:

Vil = Vil <1 (1 <45 < k).

do(Ag, Kpg) <,

onde Ag € a matriz de adjacéncia de G e Kpg € a matriz n X n tal que,
para todo x,y € [n], Kpo(x,y) = Qij onde x € V; ey € V;. Dizemos que a
parti¢ao P € e-regular fraca.

No restante do texto iremos considerar que esta conjectura é verdadeira.

O lema a seguir de [19] mostra que qualquer sequéncia de grafos possui
uma subsequéncia de grafos no qual as suas matrizes de adjacéncia sao uma
sequéncia de refinamento e os grafos sao bem comportados em relagao a
forma fraca do Lema de Szeméredi.

Lema 66 ( [19]). Toda sequéncia de grafos ordenados (G,) possui uma sub-
sequéncia de grafos ordenados (G')) tal que existe uma sequéncia de inteiros
(k) e uma sequéncia de matrizes (Q,,) com as sequintes propriedades:

1. Qun € uma matriz ky,, X k,, simétrica e todos os valores estao em [0, 1];

2. Se i < j entao ki|lk; e a matriz Q; € obtida da matriz Q); pelo par-
ticionamento das suas linhas e colunas em k; blocos consecutivos de
tamanho k;/k; e substituindo cada bloco por um tnico valor que € a
média do bloco inteiro;

3. Para todo j < m. G, possui uma particio (1/m)-reqular fraca P, ;
com a matriz de densidade Q) ; tal que

do(Qmj, Q5) < 1/j

e, para todo 1 <1 < j <m, Pp; € um refinamento de Py, ;.
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O lema seguinte de [19] mostra que, para toda sequéncia de matrizes
obtida do lema anterior, existe um graphon W para qual ela converge.

Lema 67 ( [19]). Seja (k) uma sequéncia de inteiros positivos e (Qm,) uma
sequéncia de matrizes satisfazendo (i) e (i) do lema anterior. Entao existe
um graphon W tal que:

1. Wg,, = W (m — o0) com probabilidade 1;

2. Para todom el < 1,7 <k, temos

i/km 7 /km
(i,5) = k2, / / W(z,y)dxdy
(i (G-1)/

4.6 Existéncia do Objeto Limite

Antes de provarmos o Teorema 56 iremos necessitar de um lema auxiliar.
O lema auxiliar abaixo mostra uma relacao entre a densidade t' de grafos
ordenados e a densidade de graphons.

Lema 68. Sejam F e G grafos ordenados, com k < n. Entao

(k —1)kInk1

t'(F,G) —t'(F,Wg)| < )

Consequentemente, se n > 2k, entao

(k+1)12%

V(F,G) —t(FWe)| < 5

Demonstragdo. Para todo ,j € [n], seja A;; = {(z1,22) € [0,1]* : =L <
r < %e ]%1 < 19 < %} Seja Qi (F,G) o conjunto de todas as fun-
¢oes injetivas ¢ : [k] — [n] que satisfazem a Defini¢ao 51. Para simpli-
ficar usaremos apenas a notacao (2,;. Dada uma fungao ¢ € €;,;, seja
F¢ = A¢(1)¢(2) X .. .A¢(i)¢(j) X ... X A¢(k_1)¢(k), para todo 7 < J. Desta forma
temos que

t'(F,Wg) = k!/[ T Welzi z;)da: ... day
0

1% .
< ijeE(F)

> k! Z / H We(zs, xj)dzy . .. doy,

¢ € Qinj Fd’ ’LJEE(F)
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v

v

v

v

v

v

Y]

Y

>

>

{(F,G) —t'(F,Wg) <

KDY IT Ac(e(i), 6(i))das . .. duy

¢ € Qinj F¢ ’LJEE(F)

¢ € QinjijeE(F)

I || AG(qs(i),ab(j))%

¢ € Qinj Z]EE(F)

ST Acted). 6()

¢ € Qinj Z]GE(F)

DI | RECONT)
(o

¢ € Qinj ijeE(F)

() WUg%Adwm¢m>
"(F,

(ﬁ(l—%))ﬂ@ 6)
(1- (’;) %)t’(F, )

t'(F,G) — (S)%

P(F.G) — (k — 1)kInkt
(n)k
Desta forma conseguimos o primeiro limitante
(k — 1)k!nt!
(n)k

Agora note que podemos reescrever a densidade da seguinte forma

t’(F,G)—(Z) S OTI Wa( )

Xenlk ijeB(F

onde [n]% ¢ o conjunto das k-uplas (X; < Xy < ... < Xj) € [n]* . Note que,

por definicao, W (x;, x;) = Wg(%, %) para todo z; € (=2,

X Xitl) - Podemos
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entdo reescrever o somatorio como uma integral multipla compactando [n]
no intervalo [0, 1].

k
t/(F,G)ZnT/ / / We(zi,2;)dz, . . . dx
(k) (0,1] (anl],l] (%(m;k,ﬂJ H “ ! ! k

] ijEE(F)

Note que a diferenca dessa integral para a integral utilizada
em t'(F,Wg) & apenas nos casos em que algum dos k& — 1 pares
{(1,23), (x9,23), ..., (Tk_1,Tk)} caem em um mesmo intervalo. Dado z €
0,1]%, seja Wk (z) = [Tijenry Wa(wi, ;). Pelo principio da inclusao e ex-
clusao de conjunto, temos:

nk
£(F,G) :T/ / / / W (2)da
(2) JouJ (2rea] J(2meata] S (1]

nk k=1 1 1 Llina;] r1 1
(k) [0,1)% i—1 Y0 Ti—1 JT; Tit1 Thp_1
Portanto,
n” i
YEG) > L / WE@)de Y )
(i) N o 22—1: n

vV
wz‘z
/~ /~ /~

n* FWe) k-1
= @ k! . n >
n* (k= Dk
S T
k-1
> PR W) — (k—1)k!n

Como queriamos mostrar.

Iremos provar agora o Teorema 56.
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Prova do Teorema 56. Aplicando o Lema 66 obtemos uma subsequéncia de
grafos ordenados (G!,) da sequéncia original. Obtemos, também, uma sequén-
cia de inteiros e uma sequéncia de matrizes satisfazendo as condigoes (1) e
(2). Utilizando o Lema 67, obtemos um graphon W com as propriedades (1) e
(2) do Lema 67. Para concluir a demonstragao, falta mostrar que, para todo
grafo F, temos que f(F) := lim, o t'(F,G)) = t'(F,W). Paral < j <m,
seja Gy, ; = Kp,,,.Qn, € Ginj = Kp, ; ;- Desta forma, temos pelo Lema 1
que

) 1
Ao(Ci. Cly) < (48)
’ J
E pela propriedade (3) do Lema 66 temos que
1
0o(G Gl)) < - (4.9)
7 J
Seja W, ; = Wg;«;j e W; = Wy,. Pelo Lema 68 temos que
2(k+1)!
|t'(F, Wy,;) —t'(F, Gl < g (4.10)
’ n
E pelo Lema 66 temos com probabilidade 1 que
Wi, — W, (m— o0) (4.11)
E finalmente, pelo Lema 67, temos que
W, - W (j— o) (4.12)

Para € > 0 seja mg um inteiro positivo tal que para todo m > mg temos

HEG) - FF)] < (4.13)

De (4.12), podemos escolher um inteiro positivo j tal que

FEW) =t (EW)] < S (4.14)
Podemos tomar j > % e j > mg. Assim, de (4.11), temos que
[E(F, W) — (W) < 2 (4.15)

4
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E, pelo Lema 68 e pelas desigualdades (4.10), (4.9) e (4.8), temos que
UG~ H(F.G) < |B(E)Rda(G, Criy) +

2 ¢
< |BE(F)|K*=+ <
< B2+
€
< = 4.16
< (4.16)
Combinando as desigualdades (4.13), (4.14), (4.15) e (4.16), obtemos que

|f(F) —t(F,W)] <e.

Como queriamos mostrar. O

4.7 Testabilidade Forte

Assim como foi definido para permutacoes, podemos definir uma nogao
de testabilidade forte para grafos ordenados.

Definicao 69. Uma propriedade P de grafos ordenas é fortemente testdvel
por subgrafos, ou apenas testdvel, se, para todo € > 0, ewiste um inteiro
positivo k tal que, se G € um grafo em [n|, com n > k, entdio as duas
afirmagoes abaizo sao garantidas para um subgrafo aleatoria sub(k,G) de G
de tamanho k:

1. sub(k, Q) satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 — e quando o sa-
tisfaz P;

2. sub(k,G) nao satisfaz P com probabilidade pelo menos 1 — & quando
di(G,P) > ¢ onde:

di(G,P) = min{d,(G, F) : |V(F)| =n e F satisfaz P}.

Em [5], provou-se que toda propriedade hereditaria para permutagoes é
fortemente testavel. No Lema 21 provamos que podemos visualizar toda
permutagao como um grafo ordenado. Nesta Segao, iremos mostrar uma
demonstragao alternativa ao resultado obtido por Bastos A. J. O. et al. em
[5]. Para isso, iremos provar o resultado obtido em [5] para grafos ordenados,
mais formalmente:

Teorema 70. Toda propriedade hereditdria para grafos ordenados € forte-
mente testdvel.

Para isso, basta provar o seguinte resultado:
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Teorema 71. A distincia di de uma propriedade hereditdaria de grafos or-
denados € testavel.

Seja P o conjunto formado por todas as func¢oes mensuraveis simétricas
W :[0,1)> — R. Seja Wy C W o conjunto dos graphons. Dizemos que um
graphon W satisfaz P se existe um grafo ordenado G que satisfaz P tal que
Wa = W. Em [21] provou-se os seguintes lemas, que serao fundamental para
a demonstragao do Teorema 71.

Lema 72 ( [21]). Seja P uma propriedade hereditdria para grafos ordenados,
e seja H C W o conjunto formado por todos os graphons que satisfaz essa
propriedade. Entao di(W,H) € uma fungao continua de W na norma ||.||o.

Lema 73 ( [21]). Se (G,) € uma sequéncia convergente de grafos ordenados
com a propriedade P, e G, — W, entao W € H.

Lema 74 ( |21]). Para todo grafo ordenado G,
dy (G> P) < d1<WGv /H)
Podemos agora demonstrar o Teorema 71.

Demonstra¢ao do Teorema 71. Seja (G,,) una sequéncia convergente de gra-
fos ordenados, e seja W € W sei limite. Desejamos mostrar que di(G,,, P)
é convergente. Ou seja, temos que mostrar que

di(Gn, P) = di(W, H)

Pela unicidade, sabemos que Wy, — W, pelo Lema 72, d;(Wg,) —
di(W,H). Pelo Lema 74, nos temos

di (G, P) < di(Wg,,, H) = di(W,H) + o(1),
e entao

limsup di (G, P) < di(W, H).

n—oo

Para mostrar que

lim inf dy (G, P) > dy (W, H).

n—oo

suponha por absurdo que o limite inferior é estritamente menor. Entao,
tomando subsequéncias, temos que

dl(Gn,P) —c< d1<W, H)
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Para cada G,,, seja H,, um grafo ordenado que satisfaca a propriedade P
e possui o mesmo conjunto de vértices de G,, tal que dy(Gy,, H,) = di(G,,, P).
Podemos assumir que (H,,) é convergente, seja U € W, o seu limite. Pelo
Lema 73, temos que U € H. Claramente

di(We,, W) = dy(G, Hy) = dy (G, P).
Consequentemente

di(We,, ") <di(We,, ., Wh,) +di(Wg,, H) = di(Gpn, P) + di(Whg,,, H)
Nesta desigualdade temos que dy(Wg,, H) = diy(W,H) e dy(Wg,, H) —

d1(U,H) = 0 pelo Lema 72. Portanto d;(W,H) < ¢, que é um absurdo.
]



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos um estudo baseado em convergéncia de
sequéncia de estruturas. Que consiste em construir e provar que determina-
dos espacos de estruturas sao completos. Apresentamos também as aplica-
¢Oes mais imediatas desta ferramenta (testabilidade e quase aleatoriedade).
Em especial demos destaque para a testabilidade, pois serviu de incentivo
inicial para desenvolver a teoria de sequéncias convergentes.

Uma propriedade, sobre um determinado tipo de estrutura, é dita testa-
vel se podemos decidir com alta probabilidade e em tempo constante se uma
estrutura qualquer possui ou nao essa propriedade. Apresentamos neste tra-
balho que toda propriedade hereditaria para grafos e permutacoes é testavel.
Obtemos alguns resultados preliminares para gerar uma possivel generaliza-
¢ao de algumas classes de estruturas. Para isso, desenvolvemos a teoria de
sequéncia convergente para grafos ordenados, pois como mostrado neste tra-
balho, estruturas que previamente ja haviam sido desenvolvidos essa teoria
podem ser vistas como um caso particular de grafos ordenados. Por fim,
provamos que toda propriedade hereditéria de grafos ordenados é fortemente
testavel.

Atualmente Lovasz e Szegedy vém desenvolvendo resultados relacionados
a sequéncia convergente de grafos e graphon. Temos nos aprofundado mais
nestes assuntos e esperamos conseguir criar resultados similares para permu-
tagoes e grafos ordenados. Outra questao interessante seria mostrar se existe
alguma relacao entre os objetos limites mostrada neste trabalho.

47
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