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RESUMO 
 
 
 

A modelagem matemática tem se tornado uma importante ferramenta para quantificar a 

qualidade de água nos mais diversos sistemas hídricos. Estas formulações se tornaram 

mais frequentes a partir dos anos 60 com os avanços dos métodos numéricos e dos 

computadores digitais. Atualmente, como os problemas de qualidade de água se 

tornaram mais críticos, a busca por modelos mais consistentes que consigam levar em 

conta e quantificar as incertezas inerentes aos processos de transporte de poluentes e 

suas relações com os mecanismos da hidráulica e da hidrologia, tem se tornado mais 

intensa. Neste contexto, a Teoria Fuzzy desponta como uma alternativa viável para 

estudar o risco de falha de sistemas hídricos sujeitos a lançamentos de efluentes. Esta 

teoria, combinada com o Principio de Transporte de Massa, tem permitido que campos 

de risco possam ser determinados e, com isso, que um melhor controle nos 

lançamentos possam ser estabelecidos. Este trabalho propõe uma metodologia, 

baseado em uma modelagem matemática dos processos de transporte de poluentes, 

em rios naturais, onde os seus parâmetros principais são Funções de Pertinências, 

definidas segundo a Teoria Fuzzy.  A pesquisa usa esses conceitos na solução da 

Equação da Difusão Advectiva Bidimensional “fuzzificada”, para determinar o 

comportamento do risco de falha e a garantia de sustentabilidade dos rios sujeitos, por 

exemplo, a variados tipos de lançamentos. Desta forma, campos de concentração, 

campos de risco e campos de confiabilidade são determinados, tanto do ponto de vista 

espacial, como do ponto de vista temporal. Os resultados mostraram que esta 

formulação pode se tornar uma alternativa consistente na avaliação dos impactos 

causados por derramamento de substâncias poluidoras e provir aos gestores dos 

recursos hídricos subsídios para uma melhor tomada de decisão. 

. 
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ABSTRACT 
 
 
 

Mathematical modeling has become an important tool to quantify the water quality in 

various water systems. These formulations have become more frequent in the last 50 

years with the advances in numerical methods and digital computers. Currently, as the 

water quality problems have become more critical, the research for more robust models, 

able to consider and quantify the uncertainties, inherent in the processes of pollutant 

transport and their relationship with the mechanisms of hydraulics and hydrology, has 

become more intense. In this context, the fuzzy theory emerges as a viable alternative to 

study the risk of failure of water systems subject to effluent discharges. This theory, 

combined with the Principle of Mass Transport, has allowed that risk fields could be 

determined and, thus, a better control over releases can be established. This research 

proposes a methodology, based on mathematical modeling of transport of pollutants, in 

natural rivers, where their main parameters are membership functions, defined 

according to the Fuzzy Theory. The research uses these concepts in solving the 

advection bi-dimensional Diffusion Equation, in its fuzzy way, to determine the behavior 

of the risk of failure and the reliability of rivers subject, for example, all kinds of 

releases. Thus, field of concentration, field of risk are determined, both from the spatial 

point of view, as the temporal point of view. The results showed that this formulation is 

becoming a consistent alternative in the assessment of impacts caused by the 

spreading of pollutants, giving to the managers of water resources subsidies to better 

decision making. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 x

LISTA DE FIGURAS 
 
 
FIGURA 2.1 -  Representação de um volume de controle. 

 
 25 

FIGURA 2.2 -  Série temporal de uma função de controle f em um campo 
turbulento. 
 

 29 

FIGURA 2.3 -  Representação do 90T  como uma função de pertinência. 
 

 39 

FIGURA 3.1 -  
 

Representação de uma função de pertinência para a função 
marginal de segurança. 
 

 58 

FIGURA 3.2 -  Representação de uma discretização em diferenças finitas. 
 

 62 

FIGURA 3.3 -  Fluxograma completo do programa. 
 

 65 

FIGURA 4.1 -  Concentração em função da distância para diferentes tempos.
 

 71 

FIGURA 4.2 -   Perfil de Concentração transversal para diferentes tempos. 
 

 71 

FIGURA 4.3 -   
 

Funções de Pertinência da Concentração para diferentes 
tempos, em uma seção a 1,5 km da origem. 
 

 72 

FIGURA 4.4 - Funções de Pertinência da Concentração em diferentes 
seções, para um tempo de 20 minutos. 
 

  73 

FIGURA 4.5 -  
 

Função Marginal de Segurança para diferentes seções do rio.   73 

FIGURA 4.6 -  
 

Função Marginal de Segurança para diferentes tempos em 
uma seção a 2 km da origem. 
 

  74 

FIGURA 4.7 -  
 

Comportamento do Campo de Concentração para um tempo 
de 10 min. 
 

  75 
 

FIGURA 4.8 -   
 

Comportamento do Campo de Concentração para um tempo 
de 30 min. 
 

  76 

FIGURA 4.9 -  
 

Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 10 
min. 
 

  77 

FIGURA 4.10 -   
 

Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 30 
min. 
 

  78 

FIGURA 4.11 -  Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo   79 



 xi

 de 10 min. 
 

FIGURA 4.12 -  
 

Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo 
de 30 min. 

  80 

 
FIGURA 4.13 -  

 
Comportamento do Campo de Concentração em função do 
tempo a uma seção 1,5 km da origem. 
 

  
  80 

FIGURA 4.14 -  
 

Comportamento do Campo de Concentração em função do 
tempo, para uma seção a 2 km da origem. 
 

  81 

FIGURA 4.15 -  Comportamento do Campo de Risco em função do tempo, 
para uma seção a 1,5 km da origem. 
 

  82 

FIGURA 4.16 -  Comportamento do Campo de Risco em função do tempo, 
para uma seção a 2 km da origem. 
 

  83 

FIGURA 4.17 -  Comportamento do Campo de Confiabilidade em função do 
tempo, para uma seção a 1,5 km da origem. 
 

  83 

FIGURA 4.18 -  
 

Comportamento do Campo de Confiabilidade em função do 
tempo, para uma seção a 2 km da origem. 
 

  84 

FIGURA 4.19 -  
 

Comportamento do Campo de Concentração em função do 
tempo, para uma seção a 1,5 km da origem. 
 

  84 

FIGURA 4.20 -  
 

Comportamento do Campo de Concentração em função do 
tempo, para uma seção a 2 km da origem. 
 

  85 

FIGURA 4.21  
 

Comportamento do Campo de Risco em função do tempo, 
para uma seção a 1,5 km da origem. 
 

  85 

FIGURA 4.22 -  
 

Comportamento do Campo de Risco em função do tempo, 
para uma seção a 2 km da origem. 
 

  86 

FIGURA 4.23 -  Funções Marginais de Segurança para diferentes seções, 
para um tempo de 20 minutos. 
 

  87 

FIGURA 4.24 -  
 

Funções Marginais de Segurança para diferentes tempos, 
para uma seção a 2 km da origem. 
 

  87 

FIGURA 4.25 -  
 

Comportamento do Campo de Concentração para um tempo 
de 10 min. 
 

  88 

FIGURA 4.26 -  
 

Comportamento do Campo de Concentração para um tempo 
de 30 min. 

  89 



 xii

 
FIGURA 4.27 -  
 

Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 10 
min. 
 

  89 

FIGURA 4.28 -  
 

Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 30 
min. 
 

  90 

FIGURA 4.29 -  
 

Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo 
de 10 min 
 

  91 

FIGURA 4.30 -  
 

Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo 
de 30 min. 
 

  91 

FIGURA 4.31 -  
 

Comportamento do Campo de Concentração para um tempo 
de 10 min. 
 

  92 

FIGURA 4.32 -  
 

Comportamento do Campo de Concentração para um tempo 
de 30 min. 
 

  93 

FIGURA 4.33 -  
 

Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 10 
min. 
 

  93 

FIGURA 4.34 -  
 

Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 30 
min. 
 

  94 

FIGURA 4.35 -  
 

Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo 
de 10 min 
 

  94 

FIGURA 4.36 -  
 

Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo 
de 30 min. 
 

  95 

FIGURA 4.37 -  
 

Comportamento do Campo de Risco para o Rio Sabine, para 
o tempo de 10 min. 
 

  96 

FIGURA 4.38 -  
 

Comportamento do Campo Risco no Rio Sabine, para um 
tempo de 30 min. 
 

  96 

FIGURA 4.39 -  
 

Comportamento do Campo de Confiabilidade para o Rio 
Sabine para um tempo de 10 min. 
 

  97 

FIGURA 4.40 -  
 

Comportamento do Campo da Confiabilidade, para o Rio 
Sabine, em um tempo de 30 min. 
 

  97 

FIGURA 4.41 -  
 

Comportamento do Campo de Risco, no Rio Yadkin, para um 
tempo 10 min. 
 

  98  
 
 



 xiii

FIGURA 4.42 -  
 

Comportamento do Campo de Risco, no Rio Yadkin, para um 
tempo de 30 min. 
 

  99 

FIGURA 4.43 -  
 

Comportamento do Campo da Confiabilidade, para o Rio 
Yadkin, em um tempo de 10 min. 
 

  99 

FIGURA 4.44 -. 
 

Comportamento do Campo da Confiabilidade para o Rio 
Yadkin, para um tempo de 30 min. 
 

  100 

FIGURA 4.45 -  
 

Comportamneto do Campo de Risco para um lançamento 
variável, em 10 min. 
 

 101 

 
FIGURA 4.46  
 

 
Comportamento do Campo de Risco para um lançamento 
variável, para um tempo de 30 min. 
 

  
102 

FIGURA 4.47 -  
 

Comportamento do Campo da Confiabilidade para 
lançamento variável, para um tempo de 10 min. 
 

 102 

FIGURA 4.48 -  
 

Comportamento do Campo da Confiabilidade para 
lançamento variável, para um tempo de 30 min. 
 

 103 

FIGURA 4.49 -  Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet 
igual a [1,53; 2,17; 3,40], para um tempo de 10 min. 
 

 104 

FIGURA 4.50  
 

Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet 
igual a [1,53; 2,17; 3,40], para um tempo de 30 min. 
 

 104 

FIGURA 4.51 -  
 

Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número 
de Péclet igual a [1,53; 2,17; 3,40], para um tempo de 10 min. 
 

 105 

FIGURA 4.52 -  
 

Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número 
de Péclet igual a [1,53; 2,17; 3,40], para um tempo de 30 min. 
 

 105 

FIGURA 4.53 -  Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet 
igual a [3,54; 3,65; 3,68], para um tempo de 10 min. 
 

 106 

FIGURA 4.54 -  Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet 
igual a a [3,54; 3,65; 3,68], para um tempo de 30 min. 
 

 106 

FIGURA 4.55 -  Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número 
de Péclet igual a a [3,54; 3,65; 3,68], para um tempo de 10 
min. 
 

 107 

FIGURA 4.56 -  Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número 
de Péclet igual a  [3,54; 3,65; 3,68],  para um tempo de 30 

 107 



 xiv

min. 
 

FIGURA 4.57  
 

Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet 
igual a [6,7; 7,7; 9,2], para um tempo de 10 min  
 

 108 

FIGURA 4.58 -  
 

Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet 
igual a [6,7; 7,7; 9,2], para um tempo de 30  min. 
 

 108 

FIGURA 4.59 -  
 

Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número 
de Péclet igual a [6,7; 7,7; 9,2], para um tempo de 10 min. 
 

 109 
 
 

FIGURA 4.60 -  Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número 
de Péclet igual a [6,7; 7,7; 9,2], para um tempo de 30 min. 
 

 110 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 xv

LISTA DE SÍMBOLOS 
 
 

t   Tempo: [ ]T . 
q   Fluxo de massa por unidade de área: ][ 21 −− LMT . 
D   Coeficiente de difusão molecular: ][ 12 −TL . 
V   Campo de velocidade do escoamento: [ ]1−LT . 

, ,x y zD D D   Coeficiente de difusão turbulenta nas direções x, y e z : [L2T-1] 

dA   Representação vetorial de um elemento infinitesimal de área : [L2] 

, ,
x y z
∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

  
Operadores diferenciais parciais em relação a x , y e z: [ ]1−L  

t∂
∂

  Operador diferencial temporal:  [ ]1−T  

, ,x y z   Coordenadas nos eixos x, y e z: ][L . 

x
u
∂
∂

  
Derivada da componente de u em relação a x : ]/[ LL . 

y
v
∂
∂

  
Derivada da componente de v em relação a y : ]/[ LL . 

z
w
∂
∂

  
Derivada da componente de w em relação a z : ]/[ LL . 

∇   Operador diferencial vetorial: [ ]1−L .  
2∇   Operador Laplaciano: [ ]2−L . 

υ
∫∫∫

 
Integral de volume. 

S
∫∫

 
Integral de superfície fechada. 

E   Coeficiente de dispersão longitudinal: [ ]12 −TL . 
 

, ,x y zE E E  
 

Representa os coeficientes de dispersão longitudinal nas direções zyx ,, : 
[ ]12 −TL . 

A   Área da seção transversal: ][ 2L . 

U   Velocidade média em cada seção do rio: ][ 1−LT . 
 

( , , , )C x y z t
 

Campo de Concentração de uma substância: [ML-3] 



 xvi

0C    Concentração da substância na água no tempo t = 0: ][ 3−ML . 

k     Coeficiente de decaimento bacteriano: ][ 1−T . 

, , ,A B D F   Parâmetros fuzzy da equação matricial. 

Aμ~    Função de pertinência  fuzzy para um conjunto Ã.  

L~    Função de pertinência para carga poluente lançada: ][ 3−ML . 

C~   Função de pertinência para o campo de concentração: [ ]3−ML . 

R~  Função de pertinência para a resistência do sistema: [ ]L . 

M~  Função marginal de segurança: [ ]L . 

R   Índice de risco fuzzy. 

G   Índice de Confiabilidade fuzzy. 

U~   Campo de velocidade fuzzy na direção longitudinal ][ 1−LT . 

, , 'f f f  Funções genéricas para o campo de turbulência. 

α  Nível de pertinência de um número fuzzy. 

,x yE E   
Coeficiente de dispersão longitudinal e transversal fuzzy: [ ]12 −TL . 
 

L Comprimento característico no processo de admensionalização: [L] 

iC   Concentração na seção i . 

jiC +    Concentração na seção 1+i . 

j
iC 1+   Concentração na seção 1+i  e na linha do tempo j . 

 
j

iC   

 
Concentração na seção i  e na linha do tempo j . 
 

1
1
+
+
j

iC   Concentração na seção 1+i  e na linha do tempo 1+j . 
1+j

iC   Concentração na seção i  e na linha do tempo 1+j . 

,x yΔ Δ    Incrementos no espaço para a solução numérica: [ ]L . 

tΔ    Incremento no tempo para a solução numérica: [ ]T . 



 xvii

SUMÁRIO 
LISTA DE FIGURAS  

 
LISTA DE SÍMBOLOS  

 
1 INTRODUÇÃO ……………………………………………………………….. 18 
        1.1 Objetivos da Pesquisa …………………………………………….. 20 
        1.2 Organização do Trabalho ………………………………………… 21 
 
2 FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA…………………………………………….. 

 
23 

        2.1 Aspectos Introdutórios…………………………………………….. 23 
        2.2 Teoria do Transporte de Massa.................................................. 23 
        2.3 Teoria Fuzzy………………………………………………………….. 38 
        2.4 Análise de Risco Fuzzy…………………………………………….. 49 
 
3 METODOLOGIA……………………………………………………………… 

 
55 

      3.1 Generalidades………………………………………………………… 55 
      3.2 Formulação do Modelo Matemático………………………………. 55 
      3.3 Cálculo do Risco e da Confiabilidade Fuzzy…………………….. 57 
      3.4 Adimensionalização do Modelo……………………………………. 59 
      3.5 Solução do Modelo…………………………………………………… 62 
      3.6 Programa Computacional…………………………………………… 64 
      3.7 Características dos Rios…………………………………………….. 66 
      3.8 Composição das Funções de Pertinências……………………… 67 
 
4 ANÁLISE DOS RESULTADOS…………………………………………….. 

 
71 

 
5 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES…………………………………… 

 
112 

      5.1 Conclusões…………………………………………………………….. 112 
      5.2 Recomendações……………………………………………………… 115 
6 BIBLIOGRAFIA………………………………………………………………. 116 



1  Introdução                                                                    

  
 

 

18

1 INTRODUÇÃO 
 

Os problemas de qualidade de água e dos recursos hídricos têm se 

tornado mais latente nos dias presentes. No passado, a grande demanda se 

limitava apenas ao consumo doméstico, presentes nas grandes cidades. Com o 

grande desenvolvimento social que o mundo tem experimentado, principalmente 

causado pelos avanços tecnológicos, essas demandas por água têm se tornado 

mais abrangente.  

Neste contexto, um importante problema que os gestores de recursos 

hídricos têm que enfrentar, trata do destino de efluentes das grandes cidades 

que, normalmente, são lançados em corpos hídricos urbanos, como os rios 

naturais.  Associados à esta prática, há também a presença de cargas difusas 

provenientes de grandes regiões agrícolas, que por drenagem superficial, 

acabam poluindo, de forma significativa, os corpos d’água. Com isso, as 

questões de qualidade de água aparecem como um grande desafio para 

pesquisadores, engenheiros e gestores que tratam com esta classe de 

problema. 

Estudar e entender os problemas de qualidade de água representam um 

grande desafio, considerando que este é assunto multidisciplinar. Em geral, há a 

necessidade de se ter um domínio sobre química, biologia, hidrologia, hidráulica, 

além de uma apreciável base matemática. A combinação dessas interações, 

com os processos físicos presentes nos corpos hídricos, é que vai permitir que 

se consiga uma compreensão apropriada da dinâmica dos problemas de 

poluição hídrica. 

Atualmente, com o desenvolvimento dos sistemas computacionais, os 

modelos matemáticos têm surgido como uma metodologia viável nos estudos de 

qualidade de água em rios, reservatórios e estuários. Estes sistemas, composto 

de computadores cada vez mais velozes, permitem que robustas equações 

diferenciais, que representam processos mais integrados, possam ser 

incorporadas nos modelos matemáticos e, com isso, previsões mais completas 

possam ser realizadas. 
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Por outro lado, com a intensificação dos problemas ambientais nos 

recursos hídricos, e com surgimento da necessidade de programas de gestão 

desses recursos naturais, tem havido a necessidade de um novo tipo de 

tratamento desta classe de problema. Esta necessidade é causada pela 

presença das incertezas contidas em todos os processos que envolvem a 

modelagem matemática, desde o levantamento de dados, passando pelo 

processo de formulação e, finalmente, chegando ao processo de solução do 

modelo. Desta forma, considerar a incerteza nos processos de modelagem faz 

parte de uma nova abordagem que se deve dar às novas metodologias usadas 

para a o estudo de Qualidade de Água e, em conseqüência, ao estudo da 

Análise de Risco. 

Há duas metodologias que podem ser usadas para contornar esta 

inconveniência. A primeira, que é bem conhecida no meio cientifico, é a que 

trata da aplicação da Teoria das Probabilidades nos modelos determinísticos. 

Esta metodologia bem desenvolvida nos dias presentes necessita, para um 

completo sucesso de sua aplicação, de um banco de dados consistente. Com 

isso, em regiões em que não há uma tradição em bancos de dados históricos, o 

sucesso desta metodologia fica comprometido. 

A outra metodologia que está começando a ser usada nos estudos das 

incertezas e na Análise de Risco é a Teoria Fuzzy. Esta teoria, desenvolvida nos 

anos 60, vem se tornando uma ferramenta útil para a análise desta classe de 

problema, por não depender de um banco de dados tão completo. Deve ficar 

claro que a aplicação desta teoria nos recursos hídricos, para estudar a Análise 

de Risco, ainda se encontra em um estágio bastante embrionário. Há muito que 

se avançar neste campo para que se tenha uma metodologia consolidada.  

A grande dificuldade, com relação à aplicação da Teoria Fuzzy nos 

problemas ambientais, reside no fato de que as equações diferenciais que 

governam os processos de transporte da massa poluente precisam ser 

“fuzzificadas”. Isto quer dizer, em outras palavras, que essas equações 

diferenciais têm que ser transformadas em novas equações diferenciais com 
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características fuzzy. Evidentemente que esta transformação ainda se encontra 

em fase de desenvolvimento em sua estrutura matemática. 

Este trabalho desenvolveu uma metodologia que combinou a Teoria 

Fuzzy com um Modelo de Transporte de Poluente, bidimensional, aplicado em 

rios naturais sujeitos a vários tipos de lançamentos de agentes poluentes. Este 

procedimento visou estabelecer condições que permitissem a determinação de 

campos de concentração, em forma de Funções de Pertinências e, com isso, 

estabelecer um estudo da Análise de Risco de Contaminação para esses corpos 

hídricos.  

 

1.1 Objetivos da Pesquisa 
 

• Geral 
 

Desenvolver uma metodologia, com base na Teoria dos Números Fuzzys, 

aplicada em um Modelo Bidimensional de Transporte de Massa, para estudar o 

comportamento do Risco Ambiental em um rio natural, notadamente um rio 

urbano, que recebe agentes poluentes de diferentes fontes de lançamentos. 

 

• Específicos 
 

1. Desenvolver um Modelo Matemático completo para o 

transporte de poluente bidimensional, em rios naturais; 

 

2. Transformar as equações diferenciais do modelo 

matemático proposto em equações diferenciais Fuzzy; 

 

3. Estabelecer a transformação dos parâmetros do Modelo 

Matemático em Funções de Pertinência, de modo que os 

Campos de Concentrações possam ser calculados em 

forma de Funções de Pertinência; 
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4. Estabelecer uma formulação para a Análise de Risco a 

partir das Funções de Pertinências do Campo de 

Concentração que se desenvolve no rio; 

 

5. Desenvolver um programa computacional capaz de resolver 

o Modelo Matemático e calcular o Risco e a Confiabilidade a 

partir de níveis de lançamentos de agentes poluentes no rio; 

 

6. Verificar a sensibilidade dos Funcionais de Risco e da 

Confiabilidade diante dos parâmetros da dispersão e do 

decaimento, em suas formas Fuzzy; 

 

7. Aplicar a metodologia em um estudo de caso e verificar o 

comportamento da mesma na análise de um problema real. 

 

1.2 Organização do Trabalho 
  

Esta tese foi organizada em seis capítulos: 

 

• Capítulo 1 - O presente capítulo descreve sua introdução, seus 

objetivos e mostra como o documento foi organizado. 

 

• O Capítulo 2 - Apresenta a fundamentação teórica do trabalho. 

Nele apresenta-se os principais princípios da modelagem de 

qualidade de água e  seus avanços nas diversas aplicações da 

engenharia ambiental. Também está descrito neste capítulo as 

teorias do transporte de massa,  fuzzy e de análise de risco que 

são usadas para quantificar os riscos de impactos ambientais após 

o lançamento de cargas poluentes.  
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• Capítulo 3 - Mostra as fases a serem seguidas no desenvolvimento 

do programa computacional, em linguagem Fortran, para 

solucionar o conjunto de equações diferenciais existente nas 

diversas etapas da esquisa. Neste capítulo devem ser 

apresentados os passos necessários à quantificação do risco, bem 

como os diversos cenários de aplicação deste modelo, incluindo 

sua aplicação para um rio natural. 

 

• Capítulo 4 - Apresenta uma análise dos resultados, estabelecendo 

um roteiro de apresentação para diferentes cenários de 

simulações, mostrando alguns campos de concentração e 

terminando nas questões pertinentes à Análise de Risco. 

 

• Capítulo 5 - Apresenta as conclusões desta pesquisa e faz 

algumas recomendações sobre estudos futuros.  

 

• Capítulo 6 - Apresenta a bibliografia utilizada para realizar esse 

estudo. 
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2  FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 
 

2.1 Aspectos Introdutórios 
 

O trabalho desenvolvido tem como fundamentos o desenvolvimento de uma 

formulação Fuzzy nos modelos de Transporte de Massa que permita uma aplicação 

em um rio natural para o cálculo do Risco de degradação de um sistema. Assim, o 

trabalho combina o desenvolvimento de um modelo matemático Fuzzy capaz de 

calcular campos de Risco em duas dimensões e suas aplicações nos rios naturais 

considerando sua dinâmica e suas propriedades. Desta forma, serão apresentados 

primeiramente os fundamentos de cada uma dessas teorias e seus avanços 

recentes. Serão apresentadas também algumas das aplicações dessas teorias no 

campo da Engenharia Ambiental. 

 

2.2 Teoria de Transporte de Massa  
 

Quando se estuda os processos de transporte de massa percebe-se que esta 

teoria é fundamentada em dois princípios. O primeiro, conhecido como Princípio de 

Conservação de Massa, quantifica o fluxo de massa através da superfície de um 

volume de controle e a variação temporal dessa massa no interior do volume de 

controle. O segundo princípio estabelece a relação do fluxo de massa com o 

gradiente de concentração dessa substância. Este princípio conhecido como Lei de 

Fick relaciona os efeitos da advecção e da difusão molecular com o fluxo de massa 

em uma região no espaço.  

Tecnicamente, o processo de dispersão de uma substância em um ambiente 

aquático qualquer é composto de várias etapas individuais. A primeira diz respeito 

ao movimento molecular do fluido sobre as partículas das substâncias. Este 

processo é conhecido como difusão molecular e seus efeitos no processo de 

dispersão são pouco significativos tendo em vista que o coeficiente de difusão 

molecular, parâmetro que controla esse processo, é muito pequeno. 

A segunda etapa do processo diz respeito ao processo advectivo. Este 

processo é causado pelo movimento de translação horizontal da massa fluida 

conduzindo assim, a nuvem poluente em uma determinada direção. Neste caso, a 
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nuvem poluente passa a se deslocar de um ponto para outro, causando 

inconveniências temporais em determinadas seções de um corpo hídrico. 

Outra etapa de maior importância no processo de transporte de massa diz 

respeito ao comportamento turbulento da massa fluida. Neste caso, o movimento 

aleatório, de pequena escala, no fluido, desenvolve um processo conhecido como 

difusão turbulenta. Com isso, surge um coeficiente conhecido como coeficiente de 

difusão turbulenta que desempenha um importante papel no processo de dispersão. 

É importante notar que o coeficiente de dispersão turbulento tem uma ordem de 

grandeza de algumas dezenas de vezes maior que o coeficiente de difusão 

molecular. Por esta razão, o coeficiente de difusão molecular, muitas vezes, é 

desconsiderado diante do coeficiente de difusão turbulenta. 

Finalmente, outra etapa, que está presente nos processos de transporte de 

poluente, está relacionada com as reações físico-químicas das substâncias. Este 

processo, normalmente conhecido como decaimento, pode ser resumido como 

sendo o resultado de uma reação cinética de primeira ordem. Sua representação é 

feita através de um coeficiente conhecido como coeficiente de decaimento, e o 

processo final desta fase é proporcional ao valor da concentração da substância em 

questão. 

 

1. Princípio de Conservação das Massas 
 

Seja ( , )C X t  a concentração de uma substância em um ambiente aquático 

qualquer. Seja X  um vetor definido por X xi yj zk= + + . Nestas condições, o fluxo 

de massa que passa através da superfície de um volume de controle qualquer 

definido através da Figura 2.1 é  

    

( , )
S

q X t dA•∫∫                                                                                                (2.1) 

Onde q  representa o fluxo de massa por unidade de área, dA  é a 

representação vetorial de um elemento de área da superfície do volume de controle. 
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Figura 2.1 – Representação de um volume de controle 

 

 

 

Por outro lado, a massa total contida no volume de controle pode ser 

calculada como sendo 

 

( , )C X t d
υ

υ∫∫∫                                                                                                  (2.2) 

 

Desta forma, o Princípio de Conservação das Massas estabelece que o fluxo 

de massa que passa através da superfície de controle é igual à variação temporal da 

massa fluida no interior do volume de controle. Matematicamente, este princípio 

pode ser apresentado da seguinte forma 

 

( , )
S

q X t dA
t
∂

• = −
∂∫∫ ( , )C X t d

υ

υ∫∫∫                                                                  (2.3) 

 

Ou ainda, 

 

( , ) ( , ) 0C X t d q X t dA
t υ

υ∂
+ • =

∂ ∫∫∫ ∫∫                                                                 (2.4) 

 

A equação (2.4) é conhecida como forma integral da Equação da 

Continuidade ou do Principio de Conservação das Massas. 
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Esta equação pode ser apresentada em sua forma diferencial. Para tal basta 

que se aplique o Teorema de Green à equação (2.4). Desta forma, 

 

( , ) 0C X t d qd
t υ υ

υ υ∂
+ ∇• =

∂ ∫∫∫ ∫∫∫                                                                      (2.5) 

 

Ou ainda, considerando as propriedades de linearidade do operador integral, 

tem-se, 

 

( , ) 0C X t q d
tυ

υ∂⎡ ⎤+∇• =⎢ ⎥∂⎣ ⎦∫∫∫                                                                           (2.6) 

 

 

Assim, 

 

( , ) 0C X t q
t

∂
+∇• =

∂
                                                                                        (2.7) 

 

 

Onde∇  é um operador diferencial vetorial representado por 

 

i j k
x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

                                                                                     (2.8) 

 

 

Em uma apresentação cartesiana tem-se, 

 

0yx z
qq qC

t x y z
∂∂ ∂∂

+ + + =
∂ ∂ ∂ ∂

                                                                                (2.9) 

 

As equações (2.7) e (2.9) são formas diferenciais da equação da 

continuidade. 
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2. Lei de Fick 

 
A Lei de Fick relaciona o fluxo de massa em uma seção com o gradiente de 

concentração. Segundo Fick, o fluxo de massa por unidade de área é proporcional 

ao gradiente de concentração. Do ponto de vista de formulação, esta lei pode ser 

escrita na forma, 

 

( , )q C X tα −∇                                                                                            (2.10) 

 

Ou ainda, considerando uma constante de proporcionalidade, tem-se 

 

( , )q D C X t= − ∇                                                                                            (2.11) 

 

Onde D é conhecido como coeficiente de difusão molecular [L2/T]. 

Se o meio possui um campo de velocidade V , definido por, 

 

( , , , )V V x y z t=                                                                                              (2.12) 

 

Então a Lei de Fick se transforma em, 

 

( , ) ( , ) ( , )q V X t C X t D C X t= − ∇                                                                      (2.13) 

 

Onde o termo VC  representa o processo advectivo do transporte de massa. 

 

Combinando as equações (2.13) com a (2.7), vem 

 

 ( , ) ( , ) ( , ) 0C V X t C X t D C X t
t

∂ ⎡ ⎤+∇• − ∇ =⎣ ⎦∂
                                                   (2.14) 
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Ou ainda 

 

2 0C VC D C
t

∂ ⎡ ⎤+∇• − ∇ =⎣ ⎦∂
                                                                            (2.15) 

 

Como pelo principio da continuidade para fluidos incompressíveis 0V∇• =  

tem-se, 

 

2C V C D C
t

∂
+ •∇ = ∇

∂
                                                                                   (2.16) 

 

A equação (2.16) é conhecida como equação diferencial da difusão advectiva. 

Em sua forma cartesiana pode ser escrita na forma: 

 
2 2 2

2 2 2

C C C C C C Cu v w D
t x y z x y z

⎡ ⎤∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + +⎢ ⎥∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎣ ⎦

                                          (2.17) 

 

Onde u, v, w são as componentes do campo de velocidade do fluido. 

 

É importante notar que até esta fase da formulação dos princípios de 

transporte de massa, somente dois processos estão sendo representados na 

formulação (2.17). Em outras palavras, somente a difusão molecular e o processo 

advectivo estão compondo a equação acima. Para que seja incluído os efeitos da 

turbulência, há necessidade de se definir o campo de velocidade e o campo de 

concentração na forma,  

 

'f f f= +                                                                                                    (2.18) 

 

Onde f representa uma função qualquer, f  representa a media temporal e 'f  

representa variações de f em torno da media. A Figura 2.2 mostra o comportamento 

de f em função do tempo. 
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t

f

 
Figura 2.2 – Série temporal de uma função de controle f em um campo turbulento. 

 
 

Aplicando este conceito nas componentes da velocidade e na concentração 

do poluente na equação (2.15) e fazendo D igual a zero (JAMES, 1993), vem, 

 

' ' ' ' ' ' '( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0CC C C C u u C C v v C C w w
t x y z
∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + + + + + + + =
∂ ∂ ∂ ∂

              (2.19) 

 

Lembrando que expressões do tipo 'Cu  tem média temporal igual a zero, a 

equação (2.19) após a aplicação dessa média tem-se, 

 

( ) ( ) ( )x y z
C C C C C C Cu v w D D D
t x y z x x y y z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                   (2.20) 

 

Onde 

 

' ' x
Cu c D
x

∂
= −

∂
                                                                                             (2.21) 

 

' ' y
Cv c D
y

∂
= −

∂
                                                                                             (2.22) 

 

' ' z
Cw c D
z

∂
= −

∂
                                                                                             (2.23) 

'f

f
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Os parâmetros Dx, Dy, Dz são algumas dezenas de vezes maiores do que D. 

Isto decorre do fato de que eles são oriundos do processo turbulento do fluido. 

Assim, Dx, Dy, Dz são conhecidos como coeficientes de difusão turbulenta e 

desempenham importante papel no contexto do transporte de massa. 

A equação (2.20) será usada como base fundamental para descrever os 

processos de transporte de poluentes em um ambiente aquático qualquer. 

Entretanto, deve ficar explícito que esta equação descreve apenas o transporte de 

substâncias conservativas. Para o caso de substâncias não conservativas, há a 

necessidade de se incluir o termo correspondente ao processo de decaimento. 

Assim, a equação física pode ser representada por 

 

( ) ( ) ( )x y z
C C C C C C Cu v w D D D kC
t x y z x x y y z z

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + + = + + −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                      (2.24) 

 

Onde k é o conhecido como coeficiente de decaimento da substância [T-1].   

Esta equação será ajustada para ser aplicada em um meio aquático qualquer, 

de preferência em um rio natural, para estudar o comportamento de um campo de 

concentração de substâncias poluentes e, com isso, determinar o risco de 

degradação ambiental naquele corpo hídrico. 

Muitos são os trabalhos que têm sido desenvolvidos sobre a aplicação desta 

formulação no campo da engenharia ambiental. 

Pujol e Sanchez-Cabeza (1999) realizaram um estudo para determinar o 

coeficiente de dispersão longitudinal e a velocidade do Rio Ebro no Nordeste da 

Espanha usando o trítio como traçador. Os autores levantaram os dados de campo 

durante o ano de 1999. Após o lançamento do traçador, foram colhidas amostras à 

jusante do ponto de lançamento em intervalos periódicos durante várias horas. Para 

determinar o coeficiente de dispersão e a velocidade, os dados experimentais foram 

ajustados usando uma metodologia analítica-numérica para resolver a equação 

advectiva em uma dimensão. Foram usadas 50 seções à jusante do ponto de 

lançamento. Os autores encontraram para a vazão uma variação entre 178 e 915 

m3/s. Para o coeficiente de dispersão longitudinal foi encontrada uma variação de 41 

a 392 m2/s e para a velocidade média, uma variação de 0,563 a 1,278 m/s. 

Abril e Adbel – Aal (2000) desenvolveram um modelo em uma e duas 

dimensões para estudar os processos de transporte de sal no canal Suez através de 
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um modelo hidrodinâmico e de transporte de massa. Os autores utilizaram dados da 

administração do canal para realizar a calibração do coeficiente de dispersão. Os 

resultados obtidos das simulações mostraram um razoável comportamento das 

concentrações de sais no interior do canal, permitindo concluir que esta metodologia 

de estudo é um meio eficiente para estudar dispersão de poluentes em processos 

ecológicos. 

Grunwald (2000) apresentou um trabalho para investigar o desempenho de 

um modelo de poluição de fontes difusas provenientes da agricultura. O estudo foi 

desenvolvido com o uso de 52 eventos de chuva-vazão para duas pequenas bacias 

na Bavaria sendo 22 para calibração do modelo e 30 para validação. Os resultados 

mostraram que na avaliação de transporte de sedimento para diferentes simulações, 

os resultados dependem sistematicamente da forma como a calibração foi feita. Em 

outras palavras, nem sempre o modelo apresenta resultados compatíveis com as 

observações em campo. 

Drago et al. (2001) desenvolveram um modelo numérico tri-dimensional para 

analisar a dispersão de sólidos suspensos e poluentes conservativos, que são 

lançados em um ambiente aquático, e seus efeitos no comportamento trófico. Os 

autores usaram um esquema de diferenças finitas para as integrações espaciais e o 

método de Runge – Kuttar de quarta ordem para as integrações temporais. O 

modelo inclui os processos advectivos difusivos e permite uma análise das 

interações bioquímicas entre o fitoplâncton, o zooplâncton, os nutrientes e o oxigênio 

dissolvido.  Os autores testaram o desempenho do modelo comparando com a 

solução analítica e destacaram a eficiência do esquema numérico utilizado. 

Kashefipour e Falconer (2002) estudaram os coeficientes de dispersão 

longitudinal de poluente em rios naturais, os mesmos usaram dados de campo 

obtidos em 30 rios dos EUA, dados que foram aplicados em uma equação 

desenvolvida pelos autores. A equação relaciona o coeficiente de dispersão com 

parâmetros hidráulicos e geométricos no escoamento e foi desenvolvida usando a 

regressão e análise dimensional com alto coeficiente de correlação. A formulação foi 

comparada a muitas equações empíricas existentes na literatura, baseadas em 

quatro diferentes métodos estatísticos. A análise mostrou que esta equação é mais 

exata que outras equações consideradas. 

Doglioli et al. (2004) utilizaram o modelo da dispersão para simular o 

comportamento de um efluente em uma fazenda de peixe o qual é lançado no 
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Mediterrâneo. Os autores acoplaram o modelo lagrangiano – LAMP3D com o 

modelo hidrodinâmico POM para a realização dos seus estudos. O estudo se baseia 

nos nutrientes básicos, nitrogênio, fósforo e carbono orgânico, que são calculados 

usando um modelo tridimensional e comparados com dados experimentais. Os 

resultados mostram claramente, que as partículas dissolvidas tendem a se 

espalharem rapidamente provocando uma rápida diluição dependendo das correntes 

de vento na superfície. Por outro lado, a maioria das partículas em suspensão 

permanece confinada na área de lançamento e acaba se segmentando num curto 

espaço de tempo. Os resultados mostram também que as concentrações são baixas 

tanto nas colunas d’água quanto no compartimento de sedimentos e nunca excedem 

os níveis causadores de impactos. 

Austin (2004) usou dados da Agência de Proteção Ambiental obtidos na Baia 

do Chesapeake nos EUA para estudar o comportamento do coeficiente de difusão 

longitudinal como função do tempo e do espaço. O autor verificou que os 

coeficientes desta baia variam de 200 – 1000 m2/s com uma média em torno de 650 

m2/s. Do ponto de vista espacial, o autor verificou que este coeficiente varia 

inversamente com a seção transversal do estuário, já do ponto de vista temporal, 

varia com o cubo da vazão. Segundo o autor, as estimativas dos valores numéricos 

da dispersão são úteis para o melhor entendimento da distribuição da concentração 

de traçadores.  

Lopes et al. (2004) apresentaram um análise global em modelos 

hidrodinâmicos para estudar a qualidade da água e a sua influência na flora 

aquática. O estudo de caso foi conduzido no segmento do Rio Lima no Norte de 

Portugal à jusante da Barragem Touvedo que foi construída basicamente para a 

produção de energia elétrica. O programa ISISFLOW foi usado para simular a 

hidrodinâmica do rio. O trabalho mostrou que a relação entre o habitat físico e o alvo 

das espécies aquáticas é uma condição necessária, mas não suficiente para uma 

viável população de uma espécie aquática. 

Dehghan (2004) desenvolveu várias técnicas numéricas e comparou na 

solução da Equação da Difusão Advectiva em uma dimensão e com coeficientes 

constantes. Essas técnicas foram baseadas em dois níveis de aproximação de 

Diferenças Finitas. As bases da análise das equações em diferenças finitas que 

foram consideradas no trabalho são equivalentes à metodologia de solução 

desenvolvida por Warning e Hyett. O trabalho permite uma comparação simples dos 
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erros associados às equações, bem como permite o estabelecimento de 

metodologias para esquemas mais eficientes. O autor concluiu que esta metodologia 

é mais eficiente que os métodos convencionais e concluiu também que esse 

esquema está livre de erros numéricos.  

Keylock et al. (2005) aplicaram um método de simulação de turbilhonamento 

em longa escala para estudar a estrutura transiente em escoamentos turbulentos. 

Segundo os autores, com essa metodologia é possível modelar o comportamento da 

estrutura turbulenta e estudar seus efeitos no campo de escoamento mostrando 

assim, que esta metodologia pode se tornar uma grande ferramenta para cenários 

fluviais onde os processos de mistura e transporte de segmentos são altamente 

afetados pela presença de vórtices. O trabalho considerou alguns recentes 

desenvolvimentos e suas potencialidades que permitem validar a simulação de 

turbilhonamento em cenários de rios e canais. 

Park et al. (2005) desenvolveram um modelo de qualidade de água em três 

dimensões acoplado ao modelo hidrodinâmico para estudar a eutrofização na região 

costeira da Coréia. O modelo tem capacidade de simular as correntes, os 

mecanismos de transporte e os processos de eutrofização através de uma coluna 

d’água. Os resultados mostra que excessivos lançamentos de matéria orgânica têm 

deteriorado significativamente as condições da qualidade de água da Costa 

Coreana. 

Revelli e Ridolfi (2005) desenvolveram um estudo de modelagem para 

solucionar uma classe não-linear de problemas inversos relativos à modelos 

difusivos de transporte com um termo de fonte. Especificamente, a primeira parte do 

estudo tratou da descrição do sistema físico e suas relações com os problemas 

matemáticos. A segunda parte tratou do desenvolvimento dos métodos de solução, 

os quais decompôs um domínio em convenientes grupos de subdomínios. Em cada 

um deles as condições iniciais são consideradas através do método generalizado de 

colocação. A combinação das soluções de todos os domínios fornece a solução 

generalizada do problema. Segundo os autores, essa metodologia em estudo tem 

uma boa perspectiva de sucesso.  

Barros et al. (2006) usaram a técnica de transformar Integrais Generalizadas 

para obter soluções numéricas/analíticas de modelos matemáticos para estimar a 

dispersão de poluentes dissolvidos em rios sujeitos a escoamentos simétricos e 

assimétricos. O modelo bidimensional em estado permanente apresentado permite o 
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uso de coeficientes representados a partir de velocidades não-uniformes e 

coeficientes de difusão turbulenta em várias formas de funcionais generalizados. O 

modelo proposto foi aplicado como um exemplo de contaminação de poluentes, à 

jusante de uma Termohidrelétrica, originados de um sistema de resfriamento. O 

modelo de transporte tratado com esta metodologia teve um razoável 

comportamento para diferentes casos de contaminação mesmo quando apenas um 

parâmetro do modelo de escoamento é aplicado. 

Sequencialmente, Barros et al. (2007) desenvolveram um modelo matemático 

tridimensional no estado permanente para avaliar o comportamento de 

contaminantes dissolvidos em rios e cenários sujeitos a condições de escoamento 

turbulento. O modelo considera campos de velocidade e difusividade turbulenta não-

uniforme em um canal de seção transversal retangular, fazendo uso da Técnica de 

Transformar Integrais Generalizadas, obtendo uma solução híbrida 

numérica/analítica para o campo da concentração. O comportamento da 

convergência no processo de solução é investigado e o critério do reordenamento 

dos termos na série infinita é discutido, com a ajuda de um redutor de esforços 

computacionais associado com a expansão de múltiplas autofunções. Os autores 

avaliaram esta metodologia que apresentou resultados satisfatórios. 

Deflandre et al. (2006) realizaram um trabalho onde a análise sensitiva 

através do modelo de qualidade de água QUESTOR foi aplicado em dois rios de 

usos contrastantes no Nordeste da Inglaterra. Esse contraste decorre do fato de um 

deles receber forte influência rural e a outra forte influência urbana. A análise 

emprega uma versão de teste da amplitude da sensibilidade Fourier que quantifica a 

contribuição de mudanças em parâmetros individuais e a contribuição dos mesmos 

nas variâncias dos resultados do modelo. A quantificação da sensibilidade da saída 

do modelo em relação aos seus parâmetros permite a identificação dos parâmetros 

mais sensíveis. A diferença entre os dois rios foi observada refletindo principalmente 

as diferenças no regime de qualidade de água. No rio urbano estudado, os 

lançamentos dos efluentes exerceram uma grande influência nos resultados finais e 

acabaram se tornando mais importantes que os parâmetros do próprio modelo. Já 

para o rio rural, a descarga do tributário determina a influência, mas não tão grande 

como os parâmetros do modelo. 

Wang et al. (2006) apresentaram um estudo onde combinam sistemas de rios 

e reservatórios, em uma dimensão para o rio e em duas dimensões para os 
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reservatórios, para simular a hidrodinâmica e os processos de transporte de 

poluentes. O estudo foi aplicado nos projetos de transferência de água do Sul para  

o Norte da China, para tentar resolver os problemas de armazenamento de curto 

prazo nas vastas áreas do Norte da China. Os parâmetros dos modelos foram 

estimados usando dados de campo obtidos através de monitoramento. Os modelos 

foram empregados para avaliar a degradação da demanda de oxigênio carbonáceo 

e o nitrito no curso principal do rio sob condições de lançamento de poluentes fuzzys 

e diferentes condições hidrológicas. Os resultados mostraram que a qualidade da 

água do reservatório é melhor que a água do rio e, a qualidade da água que sai do 

reservatório é melhor que a água que entra no mesmo. Os autores colocam 

também, que a descarga de poluentes na rota de transferência de água deve ser 

fortemente controlada porque ela exerce grande impacto na qualidade da água.  

Even et al. (2007) desenvolveram um estudo através de um modelo 

matemático para verificar os impactos combinados entre os lançamentos de 

efluentes e ondas de cheia na qualidade da água do Rio Sena. Os estudos se 

desenvolveram na cidade de Paris através da análise do sistema de lançamento e 

controle de cheia com o objetivo de planejamento da gestão no futuro, a composição 

de gorduras dos lançamentos urbanos foi caracterizada através de amostras de 

experimentos em laboratório e estudos de modelos. Os autores também usaram, 

para representar os impactos em Paris, largas escalas espaciais e temporais. Os 

autores concluíram que a oxidação do sistema é muito forte devido à alta atividade 

de fitoplancton. O estudo concluiu que, dado uma extensão na escala temporal e 

espacial do impacto de muito CSOs, os modelos de qualidade de água devem levar 

em conta a liberação da substância.  

Kachiashvili et al. (2007) apresentaram um trabalho onde o maior objetivo é 

simular, através de modelagem matemática e simulação computacional, a difusão e 

o transporte de substâncias químicas no rio. Os autores apresentaram um modelo 

uni, bi e tri-dimensional da equação da difusão advectiva em estado não-

permanente. O estudo de caso foi verificado para as substâncias de nitrato e fosfato 

em dois rios no Oeste da Georgia que escoam para o Mar Negro. Neste caso, todo o 

processo de calibração foi realizado com dados desses rios. Os autores concluíram 

que a simulação da geometria do rio, controle de seção e as concentrações das 

substâncias poluentes do rio coincidem com os dados reais mostrando a importância 

da modelagem matemática no método de avaliação.  
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Yuceer et al. (2007) apresentaram um trabalho onde o mesmo aplica o 

software RSDS (River Stream Dynamics and Simulation) para implantar uma 

metodologia iterativa e fazer uma pesquisa comparativa com o software QUAL2E. 

Os dados experimentais foram coletados ao longo do Rio Yesilirmak na Turquia. Os 

resultados mostraram uma melhor aproximação dos dados obtidos pelo RSDS com 

os dados de campo. Isso mostra que a metodologia apresentada pelos autores se 

mostrou como uma importante alternativa nos modelos de simulação para rios e 

contribui de forma efetiva na análise dos efeitos de possíveis descargas de 

poluentes em rios. 

Zhang et al. (2008) utilizaram um esquema implícito para resolver as 

Equações de Saint-Venant numa rede de rios e com isso estudar a qualidade de 

água dos mesmos. O modelo de qualidade de água foi estabelecido para calcular as 

concentrações transientes de uma série de constituintes, que são primariamente 

governadas pelo processo de difusão, advecção e reações químicas, com base na 

teoria do programa de análise de qualidade de água (WASP). A ênfase foi dada para 

simulações de Transformações Bioquímicas que determinam a gordura de 

nutrientes, em particular, do ciclo aquático do nitrogênio e do fósforo. Esse modelo 

também inclui a determinação do crescimento e morte do fitoplancton. 

Ani (2009) apresentou um trabalho onde se constrói dois modelos para 

estimar a concentração em um rio sujeito a lançamentos de poluente e ao mesmo 

tempo para investigar a estimativa dos parâmetros dos modelos. A calibração dos 

modelos foi realizada com dados de campo do Rio Murray Burn na Inglaterra. 

Durante o  desenvolvimento do estudo foi realizada uma comparação dos dados de 

campo com o resultado das simulações dos dois modelos e verificou-se que ambos 

foram capazes de prever, na média, o comportamento das concentrações nos três 

primeiros monitoramentos, mas o resultado do último monitoramento não foi 

satisfatório. Os autores concluíram que, embora esses parâmetros possam ser 

calculados através de experimentos de transporte de matéria, é muito mais fácil e 

objetivo se os parâmetros forem estimados de dados hidráulicos e hidrológicos como 

taxa de vazão e característica do canal.  Os autores concluíram também, que esta 

formulação pode ser usada para o cálculo de parâmetros de rios similares ao Murray 

Burn. Por outro lado, os autores concluíram que estudos futuros são necessários 

para estudar como esses parâmetros variam de um rio para o outro. 
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Trancoso et al. (2009) apresentaram um estudo onde utilizaram um modelo 

hidordinâmico para rede de rios como parte de um sistema de modelagem de 

qualidade de água (MOHID). Esse é sistema modular, que associado ao modelo de 

dispersão, permite o estudo da qualidade de água e seu desenvolvimento 

especialmente focado na reprodução de processos temporários no rio. O modelo 

permite também a quantificação de materiais sedimentários no fundo do canal. 

Segundo os autores, essa técnica é muito importante para garantir a conservação 

das massas em situações de fortes variabilidades temporal da vazão. Os modelos 

de qualidade de água são baseados em modelos hidrológicos como o WASP que 

permitem explicitar parâmetros contidos nos ciclos do carbono, nitrogênio, fósforo e 

oxigênio. Segundo os autores, a metodologia pertinente permite uma formulação 

rápida de redes de rio que mereçam atenção nas questões de qualidade de água.  

Chen et al. (2009) apresentaram uma metodologia para o transporte de 

poluentes em rios e canais usada para simular a dissolução, o transporte e o 

decaimento de um sistema com uma fonte que se desloca continuamente. Os 

autores usaram os métodos de volumes finitos de modo que essa nova metodologia 

fosse capaz de predizer o transporte do soluto adicionado ao canal, tipicamente em 

pequenas frações. O modelo foi testado com muito sucesso em um caso hipotético. 

Deng e Jung (2009) apresentaram um trabalho onde um modelo de escala de 

dispersão de transporte de poluente em rios foi usado. O objetivo foi estudar a 

dispersão do poluente e seu transporte em rios sem usar os métodos convencionais. 

Segundo os autores, o modelo de escala de dispersão consiste primeiramente na 

equação advectiva com um termo de armazenamento o qual é caracterizado pela 

variável chamada de tempo de residência, em um novo método para estimar o 

coeficiente de dispersão longitudinal envolvido no modelo e um operador para a 

solução numérica das equações que envolvem o modelo. Comparações entre esse 

modelo e os modelos tradicionais de armazenamento foram observadas em três rios 

americanos e os resultados mostraram que o modelo SD (escala de dispersão) é 

capaz de simular diferentes tipos de distribuições de tempo de residência, 

comumente observado em pequenos rios com uma precisão bem maior que os 

resultados obtidos nos métodos tradicionais, demonstrando a eficácia do modelo. 
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2.3 Teoria Fuzzy 

 
As equações desenvolvidas na seção anterior tratavam de relações entre 

funções e variáveis independentes formando modelos determinísticos. Esses 

modelos operam com relações que interagem dados de entrada e resultados 

provenientes das simulações por intermédio dos modelos. 

Entretanto, nesses modelos determinísticos, incertezas inerentes aos dados 

medidos, valores de parâmetros, condições de contorno e ajustes nas soluções 

numéricas das equações, não são levados em consideração. Com isso, qualquer 

medida de incerteza, necessária para o estudo da análise de risco em engenharia, 

não pode ser obtida a partir da aplicação de modelos com natureza determinística. 

Para essa classe de análise há a necessidade do emprego de variáveis estocásticas 

ou conjuntos de números Fuzzy. 

O emprego de variáveis estocásticas implica na disponibilidade de dados 

consistentes para alimentação dos modelos. Esses bancos de dados nem sempre 

são disponibilizados para pesquisa, fato este que acaba por prejudicar o 

desempenho dos modelos.  

Atualmente, para resolver esse inconveniente, começa a ser usada a Teoria 

Fuzzy. Essa teoria apresentada nos anos 60, por Zadeh, permite que a quantificação 

das incertezas possa ser realizada e, com isso, o risco de falha de um determinado 

sistema possa ser obtido. Evidentemente que a grande vantagem desta teoria se 

encontra na liberação de utilização de um banco de dados consistente. Neste caso, 

apenas algumas informações permitem que os resultados possam ser obtidos com 

relativo sucesso.  

Para ilustrar o que foi discutido, suponha o seguinte exemplo proposto por 

Ganoullis, 1994. No estudo de qualidade de água um dos mais importantes 

parâmetros que se usa é o T90. O T90 é o tempo necessário para que 90% das 

bactérias sejam eliminadas do sistema. Como se sabe, o T90 é maior do que zero e 

muito improvável que seja maior que 25 horas. As observações mostram que o T90 

tem seu valor igual a 5 horas na maioria dos casos. Estas três informações são 

necessárias para se representar o T90 como um número fuzzy. 

Assim, o numero fuzzy 90T  é composto por um intervalo de 0 horas a 25 

horas. A novidade nesse caso é que cada número neste intervalo possui um grau de 
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confidência ou, como é conhecido na Teoria Fuzzy, um grau de pertinência. A Figura 

2.3 ilustra o exemplo. 

 

0

1
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T90 (h)

μ Τ
90

 
Figura 2.3 – Representação do 90T  como uma função de pertinência. 
Fonte: Ganoullis, 1994. 

 

A função representada na Figura 2.3 é conhecida como função de pertinência 

representada dentro do intervalo de [0,1], onde esta função quantifica o grau de 

pertinência de cada valor dos números fuzzy. Assim, pode-se verificar que 0 horas e 

25 horas são os números de 0 grau de pertinência, enquanto que o 90T  igual a 5 

horas possui o maior grau de pertinência que é igual a 1. 

A Teoria Fuzzy é um método matemático usado para caracterizar e quantificar 

incertezas e imprecisão presentes em bancos de dados e nas relações funcionais. 

Como foi dito anteriormente, os conjuntos fuzzys são usados especificamente 

quando não há dados suficientes para se formar distribuições de probabilidade. 

O conceito central da Teoria dos Números Fuzzys é a função de pertinência a 

qual representa numericamente o grau que um elemento pertence ao conjunto X e 

pode ser definida como segue: 

 

{ }( , ( )) /AA x x x Xμ= ∈                                                                                  (2.25) 

 

No qual )(~ xAμ  é chamado de função de pertinência x em A~ . Deve ficar claro 

que o conjunto X, formado dos elementos x, é um conjunto ordinário. 

A função de pertinência nos modelos fuzzy, desempenha o mesmo papel da 

função distribuição de probabilidade nos modelos estocásticos. Entretanto, em 
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contraste com as regras básicas de probabilidade, na teoria dos conjuntos fuzzys as 

regras são definidas de forma de axioma para a avaliação das funções de 

pertinência, principalmente no que diz respeito a união e interseção de conjuntos. 

Assim, para qualquer conjunto A~  e B~  definidos como segue, vale as relações; 

 

• União 

XBA ⊂∀ ~,~
 

( ) max ( ), ( )BA B Ax x xμ μ μ∪ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                                        (2.26) 

 

• Interseção 

XBA ⊂∀ ~,~
 

( ) min ( ), ( )BA B Ax x xμ μ μ∩ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                                         (2.27) 

 

Por exemplo, de acordo com essas regras, a função de pertinência de uma 

união entre duas funções de pertinência A  e B  é estimada como sendo o máximo 

entre correspondentes funções de pertinência A  e B . 

Da mesma forma, o compementar Ãc é definido como sendo 

 

1
CA Aμ μ= −                                                                                                  (2.28) 

 

Essas regras são normalmente usadas na teoria dos números fuzzys. 

Entretanto, essas não são as únicas. 

Alguns conceitos importantes no desenvolvimento da Teoria dos Números 

Fuzzy serão apresentados a seguir. 

 

1. Nível α  de Pertinência 

 

Para cada elemento x pertencente ao conjunto A , está associado ao nível de 

pertinência α  relacionado com a função de pertinência. Assim, define-se o conjunto 

α de nível de pertinência de um conjunto fuzzy A  ao conjunto de números ordinários 

com nível de pertinência α  ou maior do que α . Assim: 
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[ ]{ }( ) ( , ( ) : , 0,1AA x x x Xα μ α α= ≥ ∈ ⊂                                                          (2.29) 

 

Um conjunto fuzzy normalizado é aquele em que pelo menos um valor x ∈ X 

existe tal que 1)(~ =xAμ . Em outras palavras, o valor máximo da função de 

pertinência é a unidade. 

 

2. Conjuntos Fuzzys Convexos  

 

Um conjunto fuzzy é chamado de convexo se vale a relação; 

 

Para quaisquer números reais a, b, c com a < b < c vale a relação, 

 

( ) min ( ), ( )A A Ab a cμ μ μ⎡ ⎤≥ ⎣ ⎦                                                                            (2.30) 

 

3. Números Fuzzys 

 

Um número fuzzy X  é um caso especial de um conjunto fuzzy, tendo as 

seguintes propriedades: 

 

 É definido em base de números reais; 

 Sua função de pertinência atinge o maior valor 1, ou seja, X  é 

um conjunto fuzzy normalizado; 

 Sua função de pertinência tem um ramo de crescimento e um 

ramo que decresce; 

 É completo segundo as operações aritméticas, para combinar 

números fuzzys. Assim, as funções multidimensionais de 

números fuzzys podem ser computadas, permitindo que a 

análise das incertezas e o cálculo do risco possam ser 

executados. 

 



 2 Fundamentação Teórica                                                                               

 
 

 

42

Do ponto de vista do formalismo matemático, um número fuzzy pode ser 

definido como sendo, 

 

[ ]{ }( , ( )) : ; 0,1X XX x x x Rμ μ= ∈ ∈                                                                  (2.31) 

 

Assim, pode-se dizer que um número fuzzy X  é um normal, convexo 

subconjunto de um conjunto dos números reais. 

 

4. Representação L - R de um número fuzzy 

 

A função de pertinência de um número fuzzy pode ser descrita 

matematicamente por uma expressão do tipo, 

 

1
1

2
2

( ) ; 0

( ) ; 0

m
m

m
m

x xL x x x
x

x xR x x x
x

⎧ ⎡ ⎤−
≤ >⎪ ⎢ ⎥

⎪ ⎣ ⎦
⎨

⎡ ⎤−⎪ ≥ >⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

                                                                          (2.32) 

 

5.  Suporte de um número fuzzy  

 

O suporte de um número fuzzy X  é um conjunto ordinário como segue, 

 

{ }( ) : ( ) 0XS X x xμ= >                                                                                   (2.33) 

 

Algumas operações podem ser definidas na Teoria dos números Fuzzys. 

 

• Produto Cartesiano 

Sejam 1 2 3, , ... nx x x x  números fuzzys de números reais, o produto cartesiano de 

n conjuntos fuzzys é também o conjunto fuzzy definido como sendo, 

 

( ) min ( ) : 1,2,3...
Kx x Kb x k nμ μ⎡ ⎤= =⎣ ⎦                                                                (2.34) 

Onde ( ) : 1,2,3...
Kx Kx k nμ =   é a função de pertinência do conjunto fuzzy ( )X k  
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• Princípio da Extensão 

 

Este princípio é uma forma de se computar funções de pertinência de 

conjuntos fuzzys, os quais são funções de outros conjuntos fuzzys. 

Sejam X e Y dois conjuntos ordinários e f uma aplicação de X em Y tal que, 

 

YyxfyXxyxf ∈=∈∀→= ),(,  
 

A função f é determinística e pode ser extendida para uma situação descrita 

por um conjunto fuzzy como segue, 

 

{ }sup ; ( ), ,
( )

0
x

y

y f x x X y Y
y

de outra forma
μ

μ
⎧ = ∈ ∈

= ⎨
⎩

                                                     (2.35) 

 

 

• Soma e Diferença de intervalos 

 

Sejam A~ e B~  dois intervalos definidos como segue, 

 

{ } { }2121 :,~ aaaaaaA ≤≤==                                                                          (2.36) 

{ } { }2121 :,~ bbbbbbB ≤≤==                                                                            (2.37) 

 

A soma dos intervalos A~  e B~  é definida como sendo: 

 

[ ]1 1 2 2,C A B a b a b= + = + +                                                                            (2.38) 
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Da mesma forma a diferença pode ser computada como sendo, 

 

[ ]1 2 2 1,C A B a b a b= − = − −                                                                            (2.39) 

 

• Produto dos intervalos 

 

[ ]1 1 2 2,C A B a b a b= × =                                                                                   (2.40) 

 

• Divisão de Intervalos 

            

[ ]1 2 2 1,C A B a b a b= ÷ = ÷ ÷                                                                            (2.41) 

 

Essas operações representam as bases  para as operações com números 

fuzzys. Por exemplo, uma operação entre dois números fuzzys pode ser 

considerada uma operação de intervalos com níveis de pertinência α . Assim, sejam, 

 

[ ]1 2( ) ( ), ( )A a aα α α=  e [ ]1 2( ) ( ), ( )B b bα α α=                                                 (2.42) 

 

A soma A  + B é definida como sendo, 

 

[ ]1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( )A B a b a bα α α α+ = + +                                                              (2.43) 

 

A subtração é definida como sendo 

 

[ ]1 2 2 1( ) ( ), ( ) ( )A B a b a bα α α α− = − −                                                              (2.44) 

 

A multiplicação é definida como, 

 

[ ]1 1 2 2( ) ( ), ( ) ( )A B a b a bα α α α× = × ×                                                               (2.45) 

 

 



 2 Fundamentação Teórica                                                                               

 
 

 

45

Finalmente a divisão é definida por 

 

[ ]1 2 2 1( ) ( ), ( ) ( )A B a b a bα α α α÷ = ÷ ÷                                                               (2.46) 

 

Essas operações associadas com o Princípio da Extensão representam as 

bases para o desenvolvimento de uma metodologia que envolve modelos Fuzzy 

aplicados aos Princípios de Transporte de Massa no campo de Engenharia 

Ambiental. 

Essa teoria está sendo largamente usada por vários campos da ciência e 

começa a ter uma aplicação mais significativa no campo dos Recursos Hídricos e da 

Engenharia Ambiental. 

Suzuki (1993) apresenta um artigo onde ele mostra as bases analíticas para a 

teoria dos conjuntos fuzzy. A idéia central é introduzir a noção de conjuntos de 

consensos de variáveis subjetivas que lembra, de uma forma precisa, eventos e 

variáveis aleatórias na teoria da probabilidade. A semelhança é uma consequência 

natural do fato de que uma das mais importantes regras da teoria de conjuntos fuzzy 

é o método de análise de incertezas da subjetividade humana enquanto que na 

teoria probabilística suas análises se concentram em eventos aleatórios. 

Dou et al. (1997) utilizaram a aritmética fuzzy para avaliar informações 

imprecisas dos modelos de transporte em água subterrânea. O modelo é aplicado 

em uma e duas dimensões. Os autores deram ênfase para as soluções numéricas 

dos modelos de transporte fuzzy e comparam os resultados produzidos pela solução 

numérica com a solução analítica. Os autores concluíram que o método de 

simulação numérica fuzzy pode controlar o crescimento das imprecisões nos 

cálculos das concentrações dos constituintes através das iterações dependentes das 

dimensões do espaço e do tempo no modelo de diferenças finitas fuzzy. Segundo os 

autores, essa vantagem permite o uso de dados imprecisos para modelar e 

processar informações fuzzy. 

Borri et al. (1998) apresentaram uma modelagem de sistemas ambientais 

usando a Teoria Fuzzy. Os mesmos aplicaram essa teoria para tentar resolver 

problemas de subjetividades na determinação dos parâmetros ambientais 

envolvidos. O trabalho descreve uma metodologia fuzzy aplicada diretamente para 
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uma avaliação ambiental tentando relacionar, de forma clara, as expressões 

linguísticas e as variáveis do sistema ambiental analisando nesta mesma linha. 

Dubbois e Prade (1998) apresentaram de forma introdutória um artigo sobre 

sistemas fuzzy. Os autores introduziram a Teoria Fuzzy como uma ferramenta para 

modelar conjuntos com fronteiras flexíveis. O trabalho tenta estabelecer incertezas 

através dos conjuntos fuzzy como uma teoria de possibilidade. As funções de 

pertinência são definidas como um tipo de função utilitária que representa restrições 

flexíveis. 

Mais recentemente, outros autores tentaram aplicar a Teoria Fuzzy buscando 

estabelecer expressões mais precisas nas medidas de incertezas. 

Silvert (2000) utilizou a lógica fuzzy para formalizar alguns índices em 

condições ambientais. O autor empregou a Teoria Fuzzy para estabelecer um 

formalismo conveniente de modo a classificar as condições ambientais que 

permitisse mudanças de ordem natural e antropogênica. Em outras palavras, o autor 

tenta restabelecer uma nova possibilidade de representar os índices, que eram 

representados anteriormente pelos conjuntos clássicos com fronteira descontínua 

entre eles, através de uma abordagem fuzzy onde esses índices possam ser 

representados por funções de pertinência. Essa metodologia é ilustrada em forma de 

exemplo para avaliar os efeitos da comercialização de peixes na qualidade da água 

de uma zona costeira. 

Mauris et al. (2001) estabeleceram um estudo onde propõem a representação 

de medidas de incertezas através de uma família de intervalos de confidência. A 

metodologia é compatível com os guias ISO para expressões de medidas de 

incerteza sendo interessante devido à essa metodologia permitir especificar e medir 

as incertezas. 

Chang et al. (2001) desenvolveram um trabalho para identificar a qualidade 

de água em rios usando uma metodologia de avaliação fuzzy sintética. Neste 

trabalho, vários métodos de classificação foram usados para estimar a mudança de 

status e a forma de uso da água superficial em rios. Tendo em vista as imprecisões 

inerentes aos métodos clássicos, dificuldades sempre existem nessas metodologias 

tradicionais quando descrevem as condições de qualidade de água no que diz 

respeito aos vários constituintes químicos, aspectos biológicos, nutrientes e 

qualidade estética. O trabalho foi desenvolvido com base na coleta de dados de sete 

estações extraídas do Rio Tseng-Wen em Taiwan, os quais foram usados para 
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demonstrar a potencialidade dessa teoria. O resultado indica que essa técnica pode 

ser usada com sucesso apesar das condições complexas de interpretação.  

Mpimpas et al. (2001) usaram a Teoria Fuzzy para tentar definir parâmetros 

imprecisos os quais são usados em modelos de qualidade de água. Os coeficientes 

físico-químicos e as fontes de lançamento foram expressos em forma de números 

fuzzy triangulares. Um modelo bidimensional com solução em elementos finitos 

combinada com a análise da lógica fuzzy foi usado para resolver a equação da 

difusão advectiva onde os autores tentam encontrar dez diferentes parâmetros de 

qualidade de água. O modelo foi aplicado para estudar a poluição no Golfo 

Thermaikos localizado no Nordeste da Grécia. As distribuições de concentração 

foram calculadas em forma de funções de pertinência. Os autores concluíram que 

esta técnica permite a determinação de um melhor valor confidente para cada 

variável de qualidade de água e é muito eficiente na determinação de valores 

extremos dessas variáveis. 

Cho et al (2002) apresentaram um trabalho onde eles mostram uma nova 

metodologia para incorporar incertezas usando conceitos fuzzy em análise de risco. 

No artigo foram introduzidas novas formas de funções de pertinência onde 

parâmetros probabilísticos são incorporados. Segundo os autores essa metodologia 

pode ser muito útil na sistematização de risco em projetos de engenharia.  

Lu e Lo (2002) usaram a Teoria Fuzzy para organizar mapas de qualidade de 

água em reservatórios. Os autores utilizaram essa teoria para diagnosticar o estado 

trófico dos reservatórios usando um estudo de caso do Reservatório Fei-Tsui em 

Taiwan. Os dados históricos foram coletados da Agência de Gestão dos 

Reservatórios do ano de 1987 a 1995. Os estudos foram comparados com os 

índices de cálcio e a avaliação sintética fuzzy apresentando resultados consistentes 

com os observados. 

Liou et al. (2003) utilizaram dois estágios da Teoria Fuzzy para avaliar a 

qualidade de água em Taiwan. O objetivo do estudo é tentar condensar 

eficientemente dados de monitoramento. Esta metodologia usa a Teoria Fuzzy em 

dois estágios de análise e constrói dois diferentes tipos de função de pertinência 

para produzir um indicador agregado de qualidade de água. Os principais 

indicadores utilizados são o oxigênio dissolvido, a demanda bioquímica de oxigênio, 

os sólidos suspensos e o nitrato. Os resultados mostraram que a metodologia 
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apresenta uma maior indicação de sensibilidade nas mudanças de qualidade de 

água. 

Karmakar e Mujumdar (2006) desenvolveram um modelo de otimização com 

base na Teoria Fuzzy para a gestão de qualidade de água em rios. Neste trabalho, 

os autores tentam incorporar as incertezas envolvidas nas funções de pertinência 

para diferentes metas da Agência de Controle de Poluição da Índia (PCA). O modelo 

permite relacionar os diferentes conflitos na PCA e as fontes de lançamentos numa 

filosofia determinística. As imprecisões associadas aos critérios específicos de 

qualidade de água e os níveis de remoção são modelados em matemática fuzzy. 

Essa estrutura permite uma maior aplicabilidade no modelo de decisão por 

apresentar a possibilidade de um leque de soluções ótimas para as decisões finais 

de gestão de uso e conservação da água. 

Icaga (2007) usou a metodologia fuzzy para classificar a qualidade da água. 

Neste estudo, o modelo de índice para avaliação da qualidade de água de superfície 

é utilizado com base na lógica fuzzy. No método, classificações tradicionais de 

qualidade de água são transformadas em formas contínuas e então, os valores das 

concentrações dos diferentes parâmetros são somados usando a regra fuzzy. Após 

essa soma a mesma é “desfusificada” para desenvolver os valores dos índices. Essa 

metodologia foi aplicada no Lago Eber na Turquia e os resultados mostraram a 

eficácia desses novos índices. 

Dahiya et al. (2007) estudaram a qualidade da água subterrânea usando a 

avaliação sintética fuzzy. Os autores desenvolveram uma metodologia baseada na 

Teoria Fuzzy usada para expressar as imprecisões da qualidade da água tanto do 

ponto de vista ambiental como do ponto de vista de monitoramento de dados e 

estabelecer limites de um cenário não probabilístico. O modelo de avaliação fuzzy 

mostra um nível de certeza para aceitabilidade da água baseada em limites 

preestabelecidos das classes de qualidade de água para determinados sistemas 

hídricos. Os autores aplicaram essa regra fuzzy baseada no modelo de otimização 

utilizando 42 amostras de água subterrânea proveniente de 15 vilarejos nos 

Sudoeste da Índia. Essas amostras foram analisadas para 16 diferentes parâmetros 

de qualidade de água. Os autores concluíram que dessas amostras cerca de 64% 

dessas fontes são aceitáveis para uso. 
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2.4 Análise de Risco Fuzzy 
 

Risco e confiabilidade têm diferentes significados e são aplicados de forma 

diferentes, dependendo de cada metodologia usada e de cada tipo de aplicação nos 

campos da ciência. Neste trabalho, será desenvolvida uma metodologia para avaliar 

o risco fuzzy e a confiabilidade fuzzy, através da aplicação desta teoria em um 

sistema hídrico qualquer. 

A probabilidade de ocorrência de determinado evento pode ser avaliada 

através da Análise de Risco. Segundo Chagas (2005), a avaliação do risco baseia-

se na relação entre confiabilidade e criticidade de sistemas complexos, onde o 

comportamento dinâmico de inúmeras variáveis deve ser analisado, dentro de um 

seleto conjunto de indicadores, para se monitorar as interações que se processam 

ao longo do tempo. Em contrapartida, a análise dos eventos considerados benéficos 

ou desejáveis conduz a noção de confiabilidade. 

Do ponto de vista operacional, o risco e a confiabilidade podem ser calculados 

a partir de uma função fuzzy chamada de Função Marginal de Segurança Fuzzy. 

Sua definição segue os seguintes passos. 

Seja um sistema hídrico qualquer que recebe uma carga de poluente, 

proveniente de uma fonte pontual ou difusa. Neste caso, duas funções fuzzys podem 

ser definidas. A primeira diz respeito ao lançamento. Como o lançamento é incerto, 

esta função pode ser representada em forma de função de pertinência. Assim, o 

número fuzzy que vai representar os lançamentos é representado por L .  

Por outro lado, todo sistema hídrico tem uma resistência que nada mais é do 

que a capacidade de receber poluente, sem que suas águas fiquem comprometidas. 

Este número fuzzy pode ser representado por R . 

 

Seja M  uma função marginal de segurança definida por, 

 

M R L= −                                                                                                    (2.47) 

 

Onde M é a função marginal de segurança, que nada mais é do que um 

conjunto fuzzy oriundo de uma diferença entre dois conjuntos fuzzys. 
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Assim, segundo Ganoullis (1994), 

 

            [ ]1 2( ) ( ), ( )R R Rα α α=                                                                                   (2.48) 

 

[ ]1 2( ) ( ), ( )L L Lα α α=                                                                                     (2.49) 

 

[ ]1 2( ) ( ), ( )M M Mα α α=                                                                                (2.50) 

 

Nesta situação, duas condições podem ocorrer: 

 

( ) 0
( ) 0

M o sistema falha
M o sistema é confiável

α
α

< →
> →

                                                             (2.51) 

 

Por outro lado, o risco fuzzy e a confiabilidade podem ser avaliados tomando-

se as integrais relativas à função marginal de pertinência definida em M . 

 

Assim o risco pode ser calculado por, 
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                                                                                          (2.52) 

 

E a confiabilidade pode ser calculada por, 

 
0

0

( )

( )

m
z

m

m dm
G

m dm

μ

μ

>
∞

−∞

=
∫

∫
                                                                                          (2.53) 

 

Essas expressões serão desenvolvidas na metodologia para avaliação do 

Risco e da Confiabilidade de um rio natural poder receber carga poluente, nas suas 

mais variadas formas. 
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Muitos são os trabalhos que têm se dedicado ao cálculo do risco através da 

teoria dos números fuzzy. Entretanto, deve ficar claro que este interesse é bem 

recente. 

Changfu (1996) aplicou a Teoria Fuzzy para determinar o risco de perigos 

naturais urbanos nas cidades sujeitas a terremotos. O autor justifica essa escolha 

pelo fato de que o cálculo do risco pelo método probabilístico pode demandar um 

grande banco de dados, que muitas vezes não trazem informações suficientes para 

uma análise mais consistente. Nesse artigo, o autor mostra uma revisão sobre os 

métodos avançados para o cálculo do risco. No presente caso, o autor simulou os 

efeitos de um terremoto onde são discutidos os vários parâmetros contidos nesse 

processo natural na sua fórmula fuzzy, bem como as possíveis perdas nessas áreas 

urbanas. 

McAwoy et al. (2003)  apresentaram um trabalho com uma nova metodologia 

para analisar risco ambiental na superfície da água que recebe águas tratadas. O 

estudo utiliza o modelo QUAL2E para simular a qualidade da água de superfície e 

predizer impactos causados por poluentes convencionais. O trabalho utiliza dados 

do Rio Balatuin localizado nas Filipinas. Os resultados mostraram que o uso do 

QUAL2E para estudos de risco é viável dentro de condições apropriadas. 

McIntyre et al. (2003) desenvolveram um modelo para estudar fitoplâncton, 

oxigênio dissolvido e nutrientes. Os autores aplicaram o mesmo no Rio Charles em 

Massachusetts. O modelo permite que algumas análises sensitivas sejam feitas 

através de simulações de Monte Carlo. Os parâmetros do modelo foram calibrados 

usando dados de oito estações ao longo de 40 km do referido rio, durante um 

período supostamente de estado permanente no verão de 1996. Uma análise 

sensitiva, multi-objetiva e regionalizada foi utilizada para identificar os parâmetros e 

fontes de poluição que mais afetam os resultados dos modelos, cujas simulações 

foram executadas observando as condições de verão. Os resultados indicam que o 

fósforo, que escapa da estação de tratamento de efluentes, pode representar alto 

risco de intervenção na qualidade da água do rio especialmente no controle da 

eutrofização. 

Sadiq e Rodrigues (2004) usaram uma avaliação sintética fuzzy para criar um 

sistema de indexação de risco para a “desinfecção” da água através da adição de 

produtos químicos. Os autores usaram cloro e reações de ozônio com matéria 

orgânica no processo de desinfecção. Nesse estudo, os autores desenvolveram 
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esse índice para determinar o risco na saúde associado com os diferentes tipos de 

produtos. Inicialmente, funções de pertinência para risco de câncer e “não câncer” 

foram usados para desenvolver as matrizes de avaliação fuzzy. Em seguida, uma 

matriz de avaliação ponderada para os dois tipos de risco foi estabelecida através do 

produto vetorial dos vetores ponderados. Os autores estabeleceram dois estudos de 

casos para demonstrar a aplicação dessa metodologia onde os resultados foram 

bastante satisfatórios.  

McIntyre et al. (2004) apresentaram uma ferramenta em forma de software 

para auxiliar nos processos de decisão no gerenciamento da qualidade de água em 

superfície. A filosofia atrás do software é baseada na presença de incertezas nos 

modelos de qualidade de água que são relativamente altas devido aos erros de 

equacionamento, de parametrização e alguns erros presentes na definição das 

condições de contorno e das condições iniciais. O modelo faz essa análise da 

sensibilidade dos parâmetros baseada na simulação de Monte Carlo. O software 

permite ao modelador identificar significantes incertezas e permite também avaliar 

com que grau pode-se controlar os riscos nas tomadas de decisão. 

Suresh e Mujumdar (2004) desenvolveram um modelo para o cálculo do risco 

fuzzy para um baixo rendimento de colheita, os autores estudaram as implicações 

de um modelo de controle de operação de reservatório. Duas classes de incertezas 

foram levadas em conta, incertezas aleatórias e incertezas fuzzy. As incertezas 

aleatórias, segundo os autores, são devido à variações aleatórias das variáveis 

hidrológicas. As incertezas fuzzy, segundo os autores, são oriundas do rendimento 

de uma colheita relacionado com vários fatores como prática das fazendas e 

variáveis climáticas. A definição do risco fuzzy para um baixo rendimento de colheita 

foi obtida usando um conceito de probabilidade de um evento fuzzy. Os autores 

aplicaram essa metodologia em um estudo de caso na Índia obtendo bons 

resultados. 

Glosh e Mujumdar (2006) os autores apresentaram uma metodologia para 

minimizar o risco nos problemas de gestão de qualidade de água em rios. O modelo 

de minimização de risco consiste em três partes. A primeira parte consiste em um 

modelo de simulação de qualidade de água, a segunda em um modelo de avaliação 

de risco com análise de incertezas juntamente com um modelo de otimização e a 

terceira em um modelo de análise de sensibilidade. Os resultados dos modelos são 

comparados com os resultados de um modelo fuzzy de alocação de lançamento de 
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efluentes, para estudar as condições de um processo de oxigênio dissolvido e 

demanda bioquímica de oxigênio no estado permanente. O resultado mostra que as 

frações de níveis de remorção, resultados do modelo de otimização, estão acima do 

esperado mas em níveis tolerantes para os padrões do estudo.  

Li et al. (2007) desenvolveram um método com base na Teoria Fuzzy 

estocástica de forma integrada para avaliar o risco de contaminação das águas 

subterrâneas. O estudo quantifica as incertezas probabilísticas em Fuzzy associadas 

com as condições locais, parâmetros ambientais padrões e os critérios de impactos 

com relação à saúde. As concentrações no fluxo subterrâneo são calculadas a partir 

de modelos numéricos associados com incertezas probabilísticas causadas pela 

aleatoriedade dos parâmetros de entrada. Três cenários com diferentes parâmetros 

de qualidade ambiental foram analisados e resultados razoáveis foram obtidos. 

Segundo os autores, esta metodologia para o cálculo do risco desenvolvido para 

esse estudo se apresenta como ferramenta para a quantificação sistemática de 

várias incertezas na gestão de áreas contaminadas e também promove um suporte 

mais realístico para as decisões de recomendações. 

Chistodoulou et al. (2009) aplicaram os sistemas neurofuzzy para calcular o 

risco nas questões de gerenciamento de redes de abastecimento de água. O estudo 

apresenta um sistema de suporte de decisão neurofuzzy para avaliar risco de falhas 

relacionada às redes de distribuição de água. Os dados utilizados foram da cidade 

de New York e das cidades de Limassol e Cyprus associados com uma metodologia 

numérica analítica e com uma técnica de inteligência artificial. Nesse contexto, a 

história do material e o diâmetro dos tubos se mostram como parâmetros 

significantes na avaliação do risco para esse tipo de sistema. 

Rehana e Mujumdar (2009) usaram a Teoria Fuzzy para calcular o risco das 

questões de gestão de qualidade de água em sistema de rios. Como se sabe, a 

incerteza representa um importante papel nos problemas de gestão de qualidade de 

água, tendo em vista que a maioria dos elementos que envolvem esses problemas, 

como variáveis hidrológicas e controle de lançamento de poluentes, são fontes de 

incertezas das mesmas. Nesse trabalho, o modelo de precisão fuzzy para alocação 

de descarga de efluentes é desenvolvido para gerenciar qualidade de água em 

sistemas de rios com o objetivo de estabelecer e quantificar incertezas. Uma 

metodologia é desenvolvida para calcular o risco fuzzy de qualidade de água quando 

os parâmetros são caracterizados através de incertezas devido à falta de 
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conhecimento. O modelo desenvolvido é baseado no problema de otimização de 

multi-objetivos fuzzy. O objetivo desse modelo de otimização é obter faixas de níveis 

de remorção de efluentes de tal maneira que o risco fuzzy esteja dentro do limite 

aceitado. O modelo foi aplicado para um estudo de caso no Rio Tunga-Bhadra na 

Índia. 
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3  METODOLOGIA 
 

3.1 Generalidades 
 

O estudo que está se desenvolvendo se resume na aplicação do modelo 

matemático fuzzy de transporte de poluente, aplicado em um rio natural para 

calcular o risco de degradação. Assim, essa metodologia será composta do 

desenvolvimento do modelo e sua “fuzzificação”, bem como do desenvolvimento da 

solução numérica do modelo. Por último, será apresentado o método de cálculo do 

risco e os aspectos computacionais que serão usados. Para o desenvolvimento do 

modelo buscar-se-á a formulação de uma equação adimensional de modo que 

parâmetros adimensionais possam ser usados na análise do processo. Esses 

parâmetros terão que ter natureza fuzzy em forma de funções de pertinência, de 

modo a permitir que campos de concentração fuzzy possam ser calculados. Em 

seguida, serão desenvolvidas separadamente todas as fases da metodologia. 

 

3.2. Formulação do Modelo Matemático 
 
Como a pesquisa trata de transporte de poluentes em um rio natural, e suas 

consequências do ponto de vista ambiental, é necessário inicialmente formular um 

modelo matemático de qualidade de água, em sua forma clássica, com base nos 

princípios de transporte de massa. No capitulo anterior, essas formulações foram 

desenvolvidas. 

Tomando como base a equação (2.24) e aplicando-a a um rio natural tem-se, 

 

( ) ( ) ( , , , )x y
C C C CU D D kC S x y z t
t x x x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + − ±

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                  (3.1) 

 

Onde C é a concentração do poluente [M/L3]; Dx, Dy, Dz são os coeficientes de 

Dispersão [L2/T]; k é o coeficiente de decaimento [T-1]; x, y, z são as coordenadas do 

sistema cartesiano [L]; t é o tempo [T]; e S é a fonte ou sumidouro. 
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As condições de contorno do modelo são 

 

0 0 0 0( , , , )C x y z t C=                                                                                           (3.2) 

1( , , , )C L H Z t C=                                                                                             (3.3) 

 

Onde x0, y0, z0 são as coordenadas do ponto de lançamento, enquanto que L, 

H, Z são, respectivamente, as distâncias longitudinais, profundidade média e largura 

transversal do rio. 

As condições iniciais podem ser definidas como sendo 

 

( , , ) iC x y z C=                                                                                                 (3.4) 

 

O modelo acima apresentado é de natureza determinística. Em outras 

palavras, não trata das questões das incertezas presentes em todas as fases da 

modelagem. Desta forma, uma possível avaliação do risco ambiental, a partir deste 

modelo, fica impossibilitada, tendo em vista que o risco nada mais é, segundo Vieira 

(2005), do que a medida das incertezas. 

Desta forma, há a necessidade de se transformar o modelo matemático de 

qualidade de água proposto, em um novo modelo matemático com características 

fuzzy. Isto é conseguido através da transformação, por exemplo, dos parâmetros do 

modelo, em funções de pertinências em intervalos de confiança bem definidos. 

Com isso, o modelo anterior pode ser reescrito na forma 

 

( ) ( ) ( , , , )x y
C C C CU D D kC S x y z t
t x x x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + − ±

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
                                  (3.5) 

 

Onde U  é a função de pertinência para a componente da velocidade na 

direção x; , ,x y zD D D  são as funções de pertinência para os coeficientes de 

dispersão; k  é a  função de pertinência para o coeficiente de decaimento; S  uma 

função de pertinência para a fonte com o sumidouro; C  é a função de pertinência 

para a concentração do poluente. 
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Neste caso, usando o Princípio da Extensão, é possível calcular o campo de 

concentração para cada ponto do rio, e em um tempo qualquer t. Para tal, basta que 

sejam definidos níveis de pertinência α para cada parâmetro na forma; 

 

;L Ru u uα α⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                                                                    (3.6) 

;L Rk k kα α⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                                                                    (3.7) 

;x xL xRD D Dα α⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                                                              (3.8) 

;y yL yRD D Dα α⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                                                              (3.9) 

;z z L z RD D Dα α⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                                                            (3.10) 

;L RS S Sα α⎡ ⎤= ⎣ ⎦                                                                                                 (3.11)  

 

A aplicação desses parâmetros na equação (3.1) produzirá uma concentração 

;L RC C Cα α⎡ ⎤= ⎣ ⎦  que é a concentração resultante no rio, após um determinado tempo do 

lançamento. É importante lembrar que esta concentração representa a resposta do 

rio ao lançamento de um efluente qualquer. Esta concentração, na forma de função 

de pertinência, será usada como parâmetro de entrada na formulação do Risco 

Fuzzy. 

  

3.3. Cálculo do Risco e da Confiabilidade Fuzzy 
 
A solução do modelo matemático proposto, em uma forma fuzzy, representa 

um grande desafio para o sucesso desta pesquisa. Como se sabe, a equação da 

difusão advectiva é uma equação diferencial parcial, cuja solução analítica só é 

possível para condições de contorno e condições iniciais simples. Para os casos 

mais comuns presentes no meio ambiente, há a necessidade de uma solução 

numérica, nos processos de solução do modelo. 

De qualquer maneira, este modelo terá que ser resolvido para que haja 

sucesso na avaliação do risco e da confiabilidade ambiental do corpo hídrico. 

Suponha que o modelo seja resolvido e apresente uma função de pertinência 

para a concentração do poluente ;L RC C Cα α⎡ ⎤⎣ ⎦  em dado ponto do domínio, e em um 
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tempo t qualquer. Como foi dito anteriormente, esta concentração representa a 

resposta do rio a um determinado lançamento. 

Seja ;L RR R Rα α⎡ ⎤= ⎣ ⎦  uma função de pertinência que representa os valores 

padrões das concentrações de determinadas substâncias. Como foi explicitado no 

capitulo anterior, basta definir uma função marginal de segurança através da 

relação, 

 

; ; ;L R L R L RM M M R R R C C Cα α α α α α⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦                                                      (3.12) 

 

Onde M  é uma função de pertinência, pois é resultado da operação entre 

duas funções de pertinência. Nota-se que M  tem o formato mostrado na Figura 

abaixo. 

 

 
Figura 3.1 – Representação de uma função de pertinência para a função marginal de segurança. 

 

Diante deste quadro, o risco pode ser definido como sendo o valor numérico 

resultado da divisão da área que se encontra a esquerda do eixo das abississas e a 

área total. Enquanto que a confiabilidade pode ser calculada como sendo o 

resultado da divisão entre a área que está à direita do eixo de ( )m mμ  pela área total. 
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Matematicamente, isto pode ser avaliado por 

 
0

( )

( )

m

m

m dm
R

m dm

μ

μ

−∞
∞

−∞

=
∫

∫
                                                                                           (3.13) 

0

( )

( )

m

m

m dm
G

m dm

μ

μ

∞

∞

−∞

=
∫

∫
                                                                                          (3.14) 

 

Com isso é possível determinar o risco e a confiabilidade para vários cenários 

de lançamento de efluentes em rios e para vários aspectos hidrológicos da bacia. 

 

3.4 Adimensionalização do modelo 
 

 Nos estudos de qualidade de água, através de modelagem 

matemática, muitas vezes é conveniente fazer uma adimensionalização das 

equações do modelo, de modo que parâmetros adimensionais possam ser 

analisados. Neste caso, a adimensionalização da equação (3.1), após calcular sua 

média em relação a profundidade h, é dada por: 

 
2 2

2 2x y
hC hC hC hCu E E khC
t x x y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + −

∂ ∂ ∂ ∂
                                                    (3.15) 

 

Considerando o h constante, o mesmo pode ser retirado das derivadas. 

 
2 2

2 2x y
C C C Cu E E kC
t x x y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + −

∂ ∂ ∂ ∂
                                                              (3.16) 

 

Tem-se então que, 

 
2 2

2 2x y
C C C Cu E E kC
t x x y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + −

∂ ∂ ∂ ∂
                                                              (3.17) 
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Considerando que 

 

* *

* *

* *
0

0

* *

xx x Lx
L
yy y Ly
L
CC C C C
C
tt t Tt
T

= ⇒ =

= ⇒ =

= ⇒ =

= ⇒ =

                                                                          (3.18) 

 

 

E substituindo as equações (3.18) na equação ( 3.17) tem-se 

 
* * 2 * 2 *

0 *0 0 0
0* * 2 *2 2 *2

yx E CC uC E CC C C C kC C
T t L x L x L y

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + −

∂ ∂ ∂ ∂
                                     (3.19) 

 

Dividindo a equação (3.19) por C0, tem-se 

 
* * 2 * 2 *

*
* * 2 *2 2 *2

1 yx EEC u C C C kC
T t L x L x L y
∂ ∂ ∂ ∂

+ = + −
∂ ∂ ∂ ∂

                                                    (3.20) 

 

Dividindo a equação (3.20) por  u, obtem-se 

 
* * 2 * 2 *

*
* * 2 *2 2 *2

1 1 yx EEC C C C k C
Tu t L x uL x uL y u

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + −

∂ ∂ ∂ ∂                                                (3.21) 
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Assim, 

 
* * 2 * 2 *

*
* * 2 *2 2 *2

1 1 yx EEC C C C k C
L t L x uL x uL y u
∂ ∂ ∂ ∂

+ = + −
∂ ∂ ∂ ∂

                                                 (3.22) 

 

Multiplicando a equação (3.22) por L 

 
* * 2 * 2 *

*
* * *2 2 *2

yx E LEC C C C kL C
t x uL x uL y u

∂ ∂ ∂ ∂
+ = + −

∂ ∂ ∂ ∂
                                                     (3.23) 

 

Considera-se que, 

 

yx EE KL
uL uL u

λ β γ= = = −                                                                      (3.24) 

 

A relação / xuL E  é conhecida como Número de Péclet e é um importante 

parâmetro no estudo do comportamento dos modelos de dispersão, e a relação kL/u 

é conhecido com o Número de Damkohler. 

 Segundo Chapra (1997), quando o Número Péclet é menor do que 0,1 a 

mistura longitudinal é dominante e o sistema se comporta como um modelo CSTR 

(CONTINUOUSLY STIRRED TANK REACTOR). Para um  Número de Péclet maior 

do que 10, o modelo se comporta como um PFR (PLUG FLOW REACTOR), porque 

os termos da primeira derivada da equação passam a ser o termo dominante sobre 

o termo da segunda derivada. Para valores intermediários à esses limites, o modelo 

de dispersão se comporta como um  MFR (MIXED-FLOW REACTOR). 

 

A equação (3.23)  se transforma em 

 
* * 2 * 2 *

*
* * *2 *2

C C C C C
t x x y

λ β γ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +

∂ ∂ ∂ ∂
                                                              (3.25) 

 

“Fuzzificando” a equação anterior 
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j
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j
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        j                j
iC 1−              j

iC              j
iC 1+     

                         
                                
            
                                          
      1−i    xΔ       i   1+i                x 
                                
 
 
 
 

2 2

2 2

C C C C C
t x x y

λ β γ∂ ∂ ∂ ∂
+ = + +

∂ ∂ ∂ ∂
                                                                    (3.26) 

 

Esta é a equação “fuzzificada” que produzirá o campo de concentração em 

um rio com comprimento L e largura B. 

 

Se forem admitidas que Ex, Ey, u e K são funções de pertinência, então , ,λ β γ  

serão funções de pertinência. 

 

3.5. Solução do Modelo 
 
Como já foi mencionada, a solução do modelo precisa ser desenvolvida com 

sucesso, pois sem esta solução não há cálculo do risco. Neste trabalho, deverão ser 

aplicados métodos analíticos, quando os cenários permitirem soluções analíticas. 

Por exemplo, o lançamento de uma massa poluente M de forma instantânea, 

permite uma solução analítica para a equação (3.1). Há outros casos onde é 

possível a solução analítica para o modelo. Entretanto, na maioria dos casos, a 

solução terá que ser numérica. Para isso, será usado o Método das Diferenças 

Finitas, segundo Chagas (2005), sua formulação pode ser resumida como segue. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 3.2 – Representação de uma discretização em diferenças finitas. 

 

Tomando a equação (3.26), em duas dimensões, e aplicando o método das 

diferenças finitas com o algoritmo de Crank-Nicholson, a equação acima 

mencionada poderá ser discretizada, usando para tal um esquema explícito. 
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1
, ,
k k
i j i jC CC

t t

+ −∂
=

∂ Δ
                                                                                           (3.27) 

1, 1,

2

k k
i j i jC CC

x x
+ −−∂

=
∂ Δ

                                                                                       (3.28)            

2
1, , 1,

2 2

2k k k
i j i j i jC C CC

x x
+ −− +∂

=
∂ Δ

                                                                            (3.29) 

2
, 1 , , 1

2 2

2k k k
i j i j i jC C CC

y y
+ −− +∂

=
∂ Δ

                                                                            (3.30) 

 

Substituindo na equação ( 3.26 ), tem-se, 

 
1

, , 1, 1, 1, , 1, , 1 , , 1
,2 2

2 2
2

k k k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j k

i j

C C C C C C C C C C
C

t x x y
λ β γ

+
+ − + − + −− − − + − +

+ = + +
Δ Δ Δ Δ

          (3.31) 

 

1
, 1, 1, 1, , 1, , 1 , , 1 , ,2 2( ) ( 2 ) ( 2 )

2
k k k k k k k k k k k
i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j i j

t t tC C C C C C C C C tC C
x x y

λ β γ+
+ − + − + −

−Δ Δ Δ
= − + − + + − + + Δ +

Δ Δ Δ
                                                                                                                              (3.32) 

 

Considerando que 

 

2 22
t t tA B D E t
x x y

λ β γ−Δ Δ Δ
= = = = Δ

Δ Δ Δ
                                               (3.33) 

 

Tem-se, 

 

 1
, 1, 1, , 1 , 1 ,( ) ( ) ( ) ( ) ( 2 2 1)k k k k k k

i j i j i j i j i j i jC A B C B A C D C D C E B D C+
+ − + −= + + − + + + − − +             (3.34) 

 

Esta metodologia será aplicada neste trabalho para os mais diversos cenários 

de lançamento de poluentes em rios naturais. Com isso espera-se estabelecer 

algumas conclusões com respeito ao comportamento do risco ambiental e da 

confiabilidade para esses cenários e, assim, oferecer subsídios que permitam uma 

melhor analise nas concessões de licenças de uso dos rios urbanos, como ponto de 

lançamento de efluentes. 
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3.6  Programa Computacional 
 

Para esta pesquisa, foi desenvolvido um programa computacional com a 

finalidade de resolver as equações pertinentes ao modelo matemático. Este 

programa, escrito em linguagem FORTRAN, permite avaliar o risco de contaminação 

em rios através da aplicação da Teoria Fuzzy, em conjunto com os modelos de 

transporte de poluentes. Sua estrutura consiste de várias subrotinas, todas com 

funções bem definidas. 

A primeira subrotina é responsável pela leitura dos dados de entrada, onde 

foram definidos parâmetros relacionados com o tempo e comprimento do canal, 

condições iniciais e de contorno, elementos da hidrologia, como vazão, área da 

seção transversal, entre outros. 

Em seguida, desenvolveu-se uma subrotina para a “fuzzificação” dos 

parâmetros e transformação desses em funções de pertinências. Neste caso, os 

coeficientes de dispersão longitudinal e transversal, a velocidade  e o coeficiente de 

decaimento receberam o devido tratamento para ser usado nas demais rotinas do 

programa.  

Seguindo, foi criada uma subrotina para determinar o campo de concentração 

em todos os pontos da superfície do rio, em diferentes tempos. Esta subrotina é de 

fundamental importância, porque é através da mesma que foram determinados 

esses campos em forma de funções de pertinência, cujo cálculo permitiu que o risco 

e a confiabilidade pudessem ser determinados.  

Para completar a fase de cálculo, desenvolveu-se uma nova subrotina com o 

objetivo de avaliar o risco de contaminação para cada cenário simulado. Esta 

subrotina permite que sejam avaliadas as integrais definidas pelas equações (3.13) 

e (3.14), onde o risco e a confiabilidade são definidos. 

Finalmente, foi desenvolvida uma última subrotina que ficou responsável pela 

parte da impressão dos resultados. Com a mesma, é possível imprimir os campos 

de concentração, o campo de risco, o campo de confiabilidade e funções marginais 

de segurança, tanto no tempo como no espaço, ao longo da superfície que está 

sendo controlada. A figura abaixo mostra um fluxograma com os principais 

elementos do programa. 

` 
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Figura 3.3 – Fluxograma completo do programa. 
 

3.7 Características dos Rios 
 

Para as simulações dos diversos cenários foi proposto um canal retangular de 

largura 100 m, com comprimento correspondente ao campo de observação de 5 km. 

Com relação à aplicação deste modelo, utilizaram-se os dados de dois rios dos 

Estados Unidos para se fazer uma avaliação do risco de contaminação 

considerando diferentes padrões hidrológicos e de transporte.  
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O primeiro rio que se usou foi o Rio Sabine, localizado no Sul dos Estados 

Unidos. Este rio, com aproximadamente 925 km de comprimento, corta os Estados 

do Texas a Lousiana, desaguando no Golfo do México. O Rio Sabine drena uma 

área de 24.975 km2. Essa é uma área de chuva abundante. A característica principal 

deste rio é, de o mesmo, estar em uma região propícia a certos desastres de 

derramamento de petróleo por estar inserido em uma zona de muita produção do 

mesmo. Sua vazão média é de 254 m3/s, sua profundidade média é de 3,4 m e sua 

dispersão longitudinal é de 453 m2/s.  

O segundo rio que foi usado é o Rio Yadkin que drena da Virginia a Carolina 

do Sul, passando pela parte Oeste Central da Carolina do Norte. Ele é o segundo 

maior rio do Estado da Carolina do Norte. Os principais dados desses rios são: 

profundidade de 3,10 m; vazão de 140 m3/s; coeficiente de dispersão longitudinal de 

180 m2/s. 

 

3.8 Composição das Funções de Pertinências 
 

A composição das funções de pertinência foi realizada através da distribuição 

fuzzy triangular a partir da arbitragem dos valores mínimo, médio e máximo para as 

variáveis consideradas. Suas bases foram avaliadas de acordo com a variância 

normalmente encontrada na literatura para diferentes pesquisas. 

 

Os principais parâmetros “fuzzificados” nesta pesquisa são: 

 

 Velocidade; 

 Profundidade; 

 Dispersão longitudinal e transversal; 

 Resistência do rio para lançamentos de efluentes; 

 Decaimento. 

 

• Funções de pertinência para a velocidade 

 

A função de pertinência é calculada levando-se em consideração esta curva 

periódica multiplicada por dois coeficientes que representam o desvio em torno da 

curva principal. Na arbitragem dos valores limites para a distribuição triangular estão 
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sendo usados os coeficientes 0,75 e 1,25. Assim, a função de pertinência para 

velocidade é 

 

 L
u

m L

u u
u u

μ −
=

−
, para L mu u u≤ ≤                                                                     (3.35) 

 

u
u

m u

u u
u u

μ −
=

−
, para m uu u u≤ ≤                                                                      (3.36) 

 

 

• Funções de pertinência para profundidade 

 

O critério aqui utilizado é o mesmo usado para a velocidade. Assim, a função 

de pertinência para profundidade é definida por: 

 

L
h

m L

h h
h h

μ −
=

−
, para L mh h h≤ ≤                                                                      (3.37) 

 

u
h

m u

h h
h h

μ −
=

−
, para m uh h h≤ ≤                                                                      (3.38) 

 

 

• Função de pertinência para condição dispersão longitudinal 

 

Da mesma maneira anterior, o coeficiente de dispersão longitudinal fuzzy é 

definido, na forma de função de pertinência, como: 

 

x xL
ex

xm xL

E E
E E

μ −
=

−
, para  xL x xmE E E≤ ≤                                                            (3.39) 

 

x xu
Ex

xm xu

E E
E E

μ −
=

−
, para xm x xuE E E≤ ≤                                                             (3.40) 
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• Função de pertinência para o coeficiente de dispersão transversal 

 

Esta função de pertinência foi definida da mesma forma que foram definidos 

os demais parâmetros. Assim: 

 

y yL
Ey

ym yL

E E
E E

μ
−

=
−

, para yL y ymE E E≤ ≤                                                          (3.41) 

 

y yu
Ey

ym yu

E E
E E

μ
−

=
−

, para ym y yuE E E≤ ≤                                                           (3.42) 

 

• Função de Pertinência para a Resistência 

 

A função de pertinência para a resistência foi determinada com base nos 

limites admissíveis para as principais substâncias que determinam a qualidade 

ambiental do curso d’água. Esses limites estão relacionados com valores para os 

diversos usos dos sistemas hídricos. Após algumas análises, verificou-se que a mais 

apropriada função de pertinência pode ser definida assim (CHAGAS, 2005): 

 

L
R

m L

R R
R R

μ −
=

−
, para L mR R R≤ ≤                                                                    (3.43)   

     

u
R

m u

R R
R R

μ −
=

−
, para m uR R R≤ ≤                                                                    (3.44) 

 

 

• Função pertinência para substâncias com decaimento 

 

Como anteriormente, considera-se para o maior grau de pertinência o valor do 

decaimento que mais se aproxima do maior número de substâncias presentes nos 

lançamentos de poluentes.  
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L
K

m L

k k
k k

μ −
=

−
, para L mk k k≤ ≤                                                                      (3.45) 

 

u
K

m u

k k
k k

μ −
=

−
, para m uk k k≤ ≤                                                                      (3.46) 
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4  ANÁLISE DOS RESULTADOS 
 

Após uma série de simulações realizadas a partir do programa computacional, 

desenvolvido para esta pesquisa, para diferentes cenários, os resultados podem ser 

analisados.  

Primeiramente, serão apresentados os resultados para um derramamento 

instantâneo de 800 kg de uma substância conservativa que ocorre em um ponto 

central de um rio natural. A largura do rio  é de 100 m; o lançamento ocorreu no 

ponto 1 km distante da origem do ponto de observação; a profundidade do rio é um 

número fuzzy definido como [3,1; 3,2; 3,3], onde o 3,2 m é o ponto com maior grau 

de pertinência. 

Com relação aos parâmetros de transporte, o coeficiente de dispersão 

longitudinal foi definido com um número fuzzy [100; 150; 200] em m2/s, onde 150 

representa o número com o maior grau de pertinência; para o coeficiente de 

dispersão transversal foi considerado o número fuzzy [2,2; 2,4; 2,6], em m2/s, onde o 

termo central representa o número com maior grau de pertinência; a velocidade é, 

finalmente, o outro número fuzzy com função de pertinência [0,7; 0,8; 0,9], em m/s, 

onde o termo central também é o número com maior grau de pertinência; o valor 

tolerável por norma para esta substância foi considerado uma função de pertinência 

do tipo [0,5; 1,0; 1,5] em mg/L, onde o termo central é o número fuzzy com o maior 

grau de pertinência. 

Os resultados serão apresentados de forma sistemática de acordo com cada 

cenário de simulação, onde a concentração, na sua forma unidimensional, na sua 

forma de função de pertinência, é mostrada para diferentes tempos. Também será 

mostrado, na sequência, a função marginal de segurança, para diferentes seções, a 

concentração, o risco e a confiabilidade na sua forma bidimensional. 
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Figura 4.1- Concentração em função da distância para diferentes tempos. 
 

A Figura 4.1 mostra os perfis de concentração, com maior grau de 

pertinência, para diferentes tempos. Como pode ser observada, a concentração tem 

um comportamento bem definido pela equação da difusão advectiva, para um 

lançamento instantâneo, com uma velocidade advectiva. Os espalhamentos dos 

perfis estão completamente de acordo com a literatura, onde o coeficiente de 

dispersão longitudinal é o principal responsável por este comportamento da nuvem 

poluente. 
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Figura 4.2- Perfil de Concentração transversal para diferentes tempos. 
 

 A Figura 4.2 mostra os perfis de concentração com maior grau de pertinência 

na direção transversal do rio, para diferentes tempos. Como anteriormente, o 

coeficiente de dispersão transversal faz com que a nuvem poluente se disperse ao 

longo da largura do rio, provocando, assim, uma distribuição de concentração que 
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tende para a uniformidade com o passar do tempo. Estes resultados estão de 

acordo com a literatura e mostram a eficiência da metodologia proposta para este 

pesquisa. 

 

Funções de Pertinência em 1,5 km
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Figura 4.3- Funções de Pertinência da Concentração para diferentes tempos, em uma seção a 1,5 
km da origem. 
 

 A Figura 4.3 mostra os gráficos das funções de pertinência da concentração, 

em uma seção 1500 metros da origem, para diferentes tempos. Na figura, pode ser 

observada a dinâmica do processo de transporte de poluente, através dos diferentes 

valores para estas funções. Neste caso, pode se ver que, em 10 minutos, a função 

de pertinência tem para sua base os valores entre 1,5 mg/L e 2,2 mg/L. Já para um 

tempo de 30 minutos a base da função de pertinência da concentração cai para o 

intervalo entre 0,1 e 0,4 mg/L. Isto é explicado pelo fato de que em 10 minutos a 

nuvem poluente está passando na seção indicada. Já para 30 minutos esta nuvem 

já passou pela seção e os valores da concentração já não são tão intensos. 
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Figura 4.4 – Funções de Pertinência da Concentração em diferentes seções, para um tempo de 20 
minutos. 
 

 A Figura 4.4 mostra as mesmas funções de pertinência para a concentração, 

em duas seções para o tempo de 20 minutos. Este resultado mostra que a 

distribuição das funções de pertinência para a concentração pode ser calculada em 

qualquer tempo e em qualquer seção do rio. Com isso, é possível calcular o risco de 

falha para diferentes lançamentos neste corpo hídrico, mostrando a capacidade do 

programa computacional, nas suas diferentes versatilidades. 
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Figura 4.5 – Função Marginal de Segurança para diferentes seções do rio. 
 

 Dando continuidade ao desenvolvimento da metodologia para a determinação 

do risco e da confiabilidade, a Figura 4.5 mostra o comportamento da função 

marginal de segurança para as seções de 1; 2; 4 km da origem. Como pode ser 

observada, em 1 km e em 4 km, as figuras mostram que essas funções se 

encontram com suas bases no eixo positivo da concentração. Isto induz a concluir 
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que o risco nestas seções é igual a zero, o que implica que a confiabilidade de que o 

sistema não vai falhar é 100%. Já na seção em 2 km, não se pode afirmar isso, uma 

vez que a base desta função de pertinência se encontra com uma boa parte 

negativa. Isto induz a concluir que o risco é diferente de zero. Esses resultados 

serão verificados na apresentação da quantificação do risco e da confiabilidade. 
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Figura 4.6 – Função Marginal de Segurança para diferentes tempos em uma seção a  2 km da 
origem. 
 

 A Figura 4.6 mostra as funções marginal de segurança para diferentes 

tempos, em uma seção de 2 km da origem. É importante observar neste caso, a 

dinâmica dessas funções. Ou seja, sua variação tanto no tempo com o no espaço. A 

importância desta variabilidade mostra que o risco é uma função transiente no tempo 

e no espaço. Além disso, pode se dizer que o risco e a confiabilidade são dois 

funcionais transientes, pois dependem de outras funções, como do campo de 

velocidade do rio e  do campo de concentração da substância lançada ao rio. 
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Figura 4.7 – Comportamento do Campo de Concentração para um tempo de 10 min. 
 

 As figuras 4.7 e 4.8 mostram o campo de concentração, para o maior grau de 

pertinência no plano horizontal do rio, para os tempos de 10 minutos e de 30 

minutos. Os resultados mostram, em detalhes, como se comporta este campo de 

concentração de ponto para ponto do rio e para diferentes tempos. Uma análise 

mais apurada permite que seja observada os efeitos da dispersão, tanto longitudinal 

como transversal, como também o efeito da velocidade fazendo com que este 

campo se propague rio abaixo na medida que o tempo passa. Outro fato importante 

é a capacidade do programa computacional em produzir esses campos para 

diferentes tempos, para diferentes seções e, principalmente, para diferentes graus 

de pertinência, uma vez que este é um campo de funções de pertinência para a 

concentração. 
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Figura 4.8 – Comportamento do Campo de Concentração para um tempo de 30 min. 
 

É importante notar que para 10 minutos o pico de concentração é de, 

aproximadamente, 1,5 mg/L, enquanto que para um tempo de 30 minutos, este pico 

é, aproximadamente de 0,4 mg/L. Também pode ser notado que as curvas de níveis 

para uma mesma concentração, em 30 minutos são mais espalhadas do que em 10 

minutos. Isto mostra a capacidade do processo de diluição do rio que é função de 

sua hidrologia, uma vez que os parâmetros de dispersão, tanto longitudinal como 

transversal são funções de velocidades e, em consequência, da vazão do rio. 
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Figura 4.9 – Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 10 min. 
 

 As figuras 4.9 e 4.10 mostram o comportamento do campo de risco para os 

tempos de 10 minutos e de 30 minutos, ao longo do plano horizontal da superfície do 

rio. Como pode ser observado, em 10 minutos o risco de falha do sistema é muito 

grande em determinadas seções do rio, caindo rapidamente,  para diferentes seções 

do rio por onde a nuvem poluente não alcançou.  É importante notar que este 

funcional do risco é controlado pela intensidade do campo de concentração, como 

deveria ser, e que seu comportamento é mais intenso no início do processo de 

derrama, passando para valores menores, logo após o processo de diluição ir 

acontecendo. É verdade que, para isso acontecer, é necessário que o rio tenha uma 

capacidade de diluição compatível com sua vazão. Caso esses lançamentos atinjam 

um valor muito maior do que a capacidade do corpo hídrico, o risco passará a ser 

alto por um período maior e, certamente, por varias seções do rio em questão. 
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Figura 4.10 – Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 30 min. 
 

 Este fato pode ser verificado na Figura 4.10. Em 30 minutos, o pico do risco já 

é bem menor do que para 10 minutos e pode-se afirmar que, neste caso, já não há 

tanto problema com as questões ambientais naquele corpo hídrico. Este resultado 

mostra que, devido aos aspectos transientes do campo de risco, é precipitado dizer 

que um derramamento de óleo, por exemplo, cause uma acidente irreversível em um 

ambiente aquático, sem antes se saber qual a intensidade do derramamento. Este 

resultado confirma o que foi dito. 
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Figura 4.11 – Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo de 10 min. 
 

 As figuras 4.11 e 4.12 mostram os campos de confiabilidade para os tempos 

de 10 minutos e 30 minutos. Como pode se ver, este funcional é o complemento do 

funcional do risco. Estes resultados mostram que a confiabilidade é bem menor em 

10 minutos do que em 30 minutos, onde a concentração já sofreu um processo de 

diluição natural. Este resultado confirma o que foi dito para o risco, onde a 

confiabilidade de um sistema se manter seguro de falha pode variar de acordo com 

a capacidade de o sistema hidráulico diluir cargas poluidoras.  Uma observação 

mais criteriosa na Figura 4.12 mostra que a confiabilidade é praticamente igual a 1 

em toda a extensão do rio, sofrendo um afundamento, apenas, nas proximidades da 

região entre 2 km e 3 km, onde se encontra a nuvem poluente.  
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Figura 4.12 – Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo de 30 min. 
 

 Fundamentalmente, o que se pode enfatizar sobre estes resultados é a 

capacidade da metodologia proposta em determinar campos de riscos e de 

confiabilidade, para sistemas dinâmicos, como são os rios naturais. Em se tratando 

de processos bidimensionais, esta é uma metodologia bem inovadora e que merece 

o devido destaque. 

 

 
Figura 4.13 – Comportamento do Campo de Concentração em função do tempo, em uma seção a 
1,5 km da origem. 
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Figura 4.14 – Comportamento do Campo de Concentração em função do tempo, em uma seção 2 km 
da origem. 
 

As figuras 4.13 e 4.14 mostram um importante resultado. Trata-se da 

observação da nuvem poluente em diferentes seções, em função do tempo. Como 

pode ser observada através dos gráficos, a concentração é próxima de zero, nos 

primeiros tempos, aumenta de acordo com a chegada da nuvem poluente na seção, 

atinge seu pico e retorna para os valores próximos de zero, após a passagem da 

nuvem. Estes resultados estão de acordo com as observações de campo para 

qualquer derramamento de um poluente, de forma instantânea, como é o caso de 

acidente de óleo em rios naturais. Os resultados mostram também que, na medida 

em que o tempo passa e seções mais distantes são atingidas pela nuvem poluente, 

menor é o pico de concentração observado. Este efeito é resultado da ação da 

dispersão durante o processo de transporte. 
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Figura 4.15 – Comportamento do Campo de Risco em função do tempo, para uma seção a 1,5 km da 
origem. 
 

De forma semelhante, as figuras 4.15 e 4.16 mostram o comportamento do 

risco, em função do tempo, para as mesmas seções anteriores. Como no caso 

anterior, os resultados mostram o crescimento da função risco durante um intervalo 

de tempo, e seu retorno para valores próximos de zero após certo intervalo de 

tempo. Este fato é explicado pelas mesmas razões ocorridas com a concentração. 

Neste caso, o risco cresce no mesmo intervalo de tempo que chega a nuvem 

poluente pela seção de controle. Os resultados mostram que, para uma seção mais 

distante do ponto de lançamento, o risco de contaminação tem picos menores. Isto é 

explicado pela presença da dispersão no processo de transporte de massa. Estes 

resultados comprovam a capacidade da metodologia proposta na determinação do 

risco de falha de um sistema hídrico, sujeito a um lançamento instantâneo qualquer, 

e sua importância na Gestão Integrada dos Recursos Hídricos. 
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Figura 4.16  – Comportamento do Campo de Risco em função do tempo, para uma seção a 2 km da 
origem. 
 

 
Figura 4.17 - Comportamento do Campo de Confiabilidade em função do tempo, para uma seção a 
1,5 km da origem. 
 

As figuras 4.17 e  4.18 mostram o comportamento da confiabilidade para a 

simulação anterior. Como podem ser observados, estes campos tem comportamento 

inverso do campo de risco, o que comprova que quando a nuvem poluente passa 

por uma determinada seção, a confiabilidade diminui da mesma forma que o risco 

cresce. Os resultados mostram, como foi dito anteriormente, que esta metodologia 

pode ser uma alternativa consistente na avaliação dos impactos decorrente de 

lançamentos de efluentes. 
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Figura 4.18 – Comportamento do Campo de Confiabilidade em função do tempo, para uma seção a 2 
km da origem. 
 

 
Figura 4.19 – Comportamento do Campo de Concentração em função do tempo, para uma seção a 
1,5 km da origem. 
 
 
 As figuras, 4.19, 4.20, 4.21, 4.22 mostram a mesma simulação para uma 

função de pertinência da dispersão longitudinal na forma [300; 350; 400], em m2/s. 

Este dado é significativo para o processo de dispersão pois mostra que esta 

dispersão é dominante sobre a dispersão transversal. Os resultados mostram este 

fato. Como pode ser observado, o pico de concentração ficou mais crítico e mais 

concentrado na região central do rio, onde  passa a linha em que o derramamento 
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ocorreu. Por outro lado, o pico de concentração ocorreu antes de 10 minutos, 

mostrando, assim, que quanto maior for o coeficiente de dispersão longitudinal, 

maior é a capacidade de transporte do rio. Neste caso, percebe-se que a nuvem 

poluente atinge a seção do rio, em um tempo menor do que na simulação anterior, 

onde a função de pertinência era de [ 100;150;200]. Este resultado é mais bem 

observado para na análise da seção há 2 km da origem. 

  

 
Figura 4.20 – Comportamento do Campo de Concentração em função do tempo, para uma seção a 2 
km da origem. 
 

 
Figura 4.21 – Comportamento do Campo de Risco em função do tempo, para uma seção a 1,5 km da 
origem. 
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O mesmo pode ser observado com o comportamento do risco e da 

confiabilidade, que têm seus picos, em um tempo menor do que na simulação 

anterior. Por outro lado, os resultado mostram que nesta simulação, o tamanho da  

nuvem poluente é maior do que no caso anterior. As figuras, 4.19 e 4.20 mostram 

este fato. Uma análise mais apurada mostra, por exemplo, que a nuvem leva menos 

tempo para chegar em uma seção, mas leva mais tempo para deixar a seção, o que 

comprova que um derramamento de óleo, por exemplo, tem sua área poluída bem 

maior para rios com maior coeficiente de dispersão longitudinal ou transversal. Mas 

este resultado não é acompanhado pelos funcionais do risco e da confiabilidade. 

Nestes casos, esses funcionais crescem rapidamente e tendem para zero na mesma 

escala de tempo. 

 

 
Figura 4.22 - Comportamento do Campo de Risco em função do tempo, a uma seção a 2 km da 
origem. 

 

 Outra simulação foi realizada admitindo uma derramamento instantâneo de 1 

tonelada de uma substância conservativa. Os demais parâmetros foram mantidos no 

processo de avaliação. As figuras 4.23 e 4.24 mostram os resultados para as 

funções marginais de segurança dentro deste novo cenário. Como podem ser 

observadas, as funções marginais de segurança se deslocaram mais para a 

esquerda do eixo horizontal. Isto implica dizer que o risco de falha, para este caso, é 

maior e que a confiabilidade de sucesso é menor. A Figura 4.24, por exemplo, 

mostra este fato com clareza. Tomando os tempos de 10 minutos e de 20 minutos, 

em uma seção de 2 km da origem, percebe-se que as funções de marginais estão 
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bem para a esquerda do eixo, o que induz a dizer que o risco, para estes tempos é 

considerável. 
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Figura 4.23 – Funções Marginais de Segurança para diferentes seções, para um tempo de 20 
minutos. 
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Figura 4.24 – Funções Marginais de Segurança para diferentes tempos em uma seção de 2 km da 
origem. 
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Figura 4.25 – Comportamento do Campo de Concentração para um tempo de 10 min. 
 

As figuras 4.25 e 4.26 mostram o comportamento do campo de concentração 

para diferentes seções do plano horizontal do canal, para este novo cenário, em 10 

minutos e 30 minutos. Como pode ser visto, este campo é mais intenso do que 

aquele produzido no cenário anterior, o que certamente, produzirá um maior risco de 

que o sistema venha a falhar. Este resultado reforma a idéia de que esta 

metodologia, que considera a combinação da teoria fuzzy com o principio de 

transporte de massa, é uma alternativa consistente na determinação do risco e da 

confiabilidade para sistemas ambientais sujeitos a acidentes de derramamento de 

oléo ou lançamentos de efluentes em geral. 
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Figura 4.26 – Comportamento do Campo de Concentração para um tempo de 30 min. 
 

 As figuras 4.27 e 4.28 mostram os campos de risco de falha, em todas as 

seções do rio, e para os tempos de 10 minutos e 30 minutos. Como era de se 

esperar, os resultados comprovam o que foi dito nas análises anteriores. O risco de 

falha, para este cenário, é bem maior do que naquele cenário anterior, onde o foram 

lançados, somente 800 kg de uma substância. Neste caso, uma razoável região do 

rio fica exposta ao risco máximo, o que não representa um nível aceitável para este 

corpo hídrico. 

 

 
Figura 4.27 – Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 10 min. 
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 Na Figura 4.28 pode ser notado que o risco cai consideravelmente, para 30 

minutos, mas, mesmo assim, este resultado é revelador de que, para as condições 

hidrológicas consideradas na  bacia, o impacto de uma acidente com esta 

intensidade pode ser de considerável dano para o meio aquático em questão. 

 

 
Figura 4.28 – Comportamento do Campo de Risco para um tempo de 30 min. 
 

 As figuras 4.28 e 4.29 mostram os campos de confiabilidade para o mesmo 

cenários que está sendo analisados. Os resultados comprovam o que foi  dito 

anteriormente. Há uma razoável redução nos níveis de confiabilidade para as 

regiões do rio por onde está passando a nuvem poluente. Esta confiabilidade tende 

a melhorar ao longo do tempo, mas mesmo assim, nos primeiros momentos, os 

resultados permitem concluir que o impacto pode produzir efeitos significativos. 
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Figura 4.29 – Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo de 10 min. 

 

 

 
Figura 4.30 – Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo de 30 min. 
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Para as simulações seguintes, o modelo foi adimensionalizado de modo que 

os resultados pudessem ser generalizados em uma escala tal que novos parâmetros 

adimensionais fossem analisados. Neste caso, o estudo pode ser realizado em  

função do Número de Péclet, onde o comportamento dos campos de concentração, 

risco e confiabilidade podem ser avaliados.  

As figuras 4.31 e 4.32 mostram os resultados para um rio natural com baixo 

coeficiente de dispersão longitudinal. Neste caso, foram usados para este parâmetro 

os valores de [105; 125; 145], em m2/s, onde 125 representa o número com o maior 

grau de pertinência. Também foram usados os valores de [2,16; 2,6; 3,04], também 

em m2/s, para o coeficiente de dispersão transversal; o campo de velocidade é 

definido por [0,7; 0,83; 0,96], em m/s, onde 0,83 representa a velocidade com o 

maior grau de pertinência. 

 As figuras 4.31 e 4.32 mostram os resultados desta simulação para o campo 

de concentração ao longo do canal, para os tempos de 10 e 30 minutos. Neste caso, 

houve um lançamento continuo de DBO, na origem. O valor adimensionalizado 

desta concentração é de 0,5. Os resultados mostram que durante a passagem do 

tempo, a nuvem poluente vai se deslocando rio abaixo e o campo de concentração 

vai se dispersando, tanto na direção longitudinal quanto na direção transversal. 

 

 
Figura 4.31 – Comportamento do Campo de Concentração para um tempo de 10 min. 
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Figura 4.32 – Comportamento da Concentração para um tempo de 30 min.  
 

As figuras 4.33 e 4.34 mostram o campo de risco para os tempos de 10 e 30 

minutos. Como pode ser observado, este campo de risco tem o mesmo 

comportamento da concentração que, por sua vez, acompanha o comportamento da 

nuvem poluente. Este resultado mostra a eficiência da metodologia no cálculo do 

risco, em uma avaliação e quantificação ambiental de um sistema hídrico. 

 

 
Figura 4.33 – Comportamento do Campo de risco Risco para um tempo de 10 min. 
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Figura 4.34 - Comportamento do Campo de risco para um tempo de 30 min. 
 

 

 
Figura 4.35 – Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo de 10 min. 
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Figura 4.36 – Comportamento do Campo de Confiabilidade para um tempo de 30 min. 
 

As figuras 4.35 e 4.36 mostram os campos de confiabilidade para os tempos 

anteriores. Como podem ser observados, esses campos se comportam da mesma 

forma que os campos de risco. O importante neste trabalho é verificar a capacidade 

da metodologia em mostrar, de forma detalhada, esses campos, estabelecendo, 

novas possibilidades para os processos de quantificação dos problemas ambientais 

em corpos hídricos. 

As figuras 4.37 e 4.38  mostram os resultados do risco para os tempos de 10 

e 30 minutos para o Rio Sabine, no Sul dos Estados Unidos. Neste caso, foram 

tomados para os dados do rio os seguintes valores: o coeficiente de dispersão 

longitudinal usado é de [252; 315; 378], em m2/s, onde 315 representa o número 

com o maior grau de pertinência. Também foram usados os valores de [1,0; 1,5; 

2,0], também em m2/s, para o coeficiente de dispersão transversal; o campo de 

velocidade é definido por [0,46; 0,58; 0,67], em m/s, onde 0,58 representa a 

velocidade com o maior grau de pertinência. A Concentração inicial foi considerada 

0,5 em uma escala que vai até a unidade. Como podem ser observados, neste caso, 

os parâmetros hidráulicos, como velocidade, coeficiente de dispersão, tanto 

transversal como longitudinal, desempenham um importante papel no processo de 

diluição, fazendo com que o campo de risco se propague de forma mais intensa. 
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Figura 4.37 – Comportamento do Campo de Risco para o Rio Sabine, para o tempo de 10 min. 
 

As figuras 4.39 e 4.40 mostram a confiabilidade para o Rio Sabine nos 

tempos de 10 e 30 minutos. Uma análise das figuras permite concluir que as ondas 

de risco e de confiabilidade se propagam em uma forma de onda seguindo o 

comportamento do processo de dispersão, o que é de se esperar, tendo em vista 

estes campos são funcionais que dependem do campo de concentração. Esses 

resultados mostram que a hidráulica e a hidrologia dos rios são determinantes no 

processo de recuperação desses corpos d’água. 

 

 
Figura 4.38 - Comportamento do Campo Risco no Rio Sabine, para um tempo de 30 min. 
 
 
 



Capítulo 4 - Análises dos Resultados                                                                              

 
 

 

98

 
Figura 4.39 – Comportamento do Campo de Confiabilidade para o Rio Sabine, para um tempo de 10 
min. 
 

 
Figura 4.40 – Comportamento do Campo da Confiabilidade para o Rio Sabine, para um tempo de 30 
min. 

 

As próximas figuras mostram os resultados de uma simulação realizada com 

os dados do Rio Yadkin, localizado no Estado da Carolina do Norte, nos Estados 

Unidos da América. Os principais dados usados para este pesquisa são: coeficiente 

de dispersão longitudinal [88; 110; 132]; velocidade [0,52; 0,64; 0,77] e coeficiente 
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de dispersão transversal [1,0; 1,2; 1,4] todos nas mesmas unidades anteriormente 

definidas. A concentração inicial é de 0,4 de uma escala que vai até a unidade. 

 

 
Figura 4.41 – Comportamento do Campo de Risco para o Rio Yadkin, para um tempo 10 min. 
 

As figuras 4.41 e 4.42 mostram os resultados desta simulação para os tempos 

de 10 minutos e de 30 minutos. A análise dos resultados mostra que, tendo em vista 

que o coeficiente de dispersão longitudinal para este rio é bem menor do que do Rio 

Sabine, o processo de propagação das ondas de dispersão é bem menor do que no 

caso anterior. Este resultado induz a concluir que, como a dispersão é menor, este 

rio tem uma tendência maior em concentrar os maiores riscos nas primeiras seções.  
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Figura 4.42 – Comportamento do Campo de Risco para o  Rio Yadkin, para um tempo de 30 min. 

 

 

 
Figura 4.43 – Comportamento do Campo da Confiabilidade para o Rio Yadkin, para um tempo de 10 
min. 
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Figura 4.44 – Comportamento do Campo da Confiabilidade para o Rio Yadkin, para um tempo de 30 
min. 
 

As figuras 4.43 e 4.44 mostram os resultados dos campos de concentração 

para a confiabilidade nos tempos de 10 e 30 minutos. Como pode ser verificado, 

este comportamento é semelhante àquele analisado para o risco. Como o 

coeficiente de dispersão longitudinal  é menor do que o coeficiente do Rio Sabine, a 

propagação da onda de confiabilidade aumenta mais lentamente do que aquele rio.  

Este resultado está de acordo com a literatura para os processos de dispersão em 

rios naturais.  
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Figura 4.45 – Comportamneto do Campo de Risco para um lançamento variável, em 10 min. 
 

 As figuras 4.45 e 4.46 mostram o desenvolvimento dos campos de risco para 

um lançamento variado, onde a concentração de lançamento dobra de valor,  

através de uma função senoidal, com um tempo de base de 0,25, para uma escala 

que vai até 1. Neste caso, nesta simulação, o coeficiente de dispersão longitudinal 

foi tomado como [500; 600; 700], em m2/s. Os resultados mostram, para um tempo 

de 10 minutos, um risco bem mais agressivo do que  para 30 minutos. Isto é 

decorrente de fato de que em 10 minutos há muito mais Demanda Bioquímica de 

Oxigênio sendo lançada do que para um tempo de 30 minutos. Outra observação 

que deve ser levada em conta é sobre o efeito do coeficiente de dispersão 

longitudinal.  Os resultados mostram que rios com maiores dispersão longitudinal 

tende a dispersar as concentrações com mais intensidade fazendo com que o 

campo de risco se espalhe por toda a superfície do corpo hídrico. Na figura também 

é possível verificar os níveis de risco para diferentes regiões do rio, mostrando em 

detalhes a capacidade da metodologia proposta. 
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Figura 4.46 – Comportamento do Campo de Risco para um lançamento variável, par um tempo de 30 
min. 
 

 
Figura 4.47 – Comportamento do Campo da Confiabilidade para lançamento variável, para um tempo 
de 10 min. 
 

 As figuras 4.47 e 4.48 mostram os campos de confiabilidade para a simulação 

anterior. Como pode ser visto, a confiabilidade em 10 minutos é bem menor do que 

em 30 minutos. Este fato é explicado pelos mesmos motivos que foram explicados 

na análise do risco das figuras anteriores. Este resultado só reforça a certeza de que 

a metodologia proposta se qualifica como uma alternativa para os estudos de 

qualidade ambiental em corpos d’água. 
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Figura 4.48 – Comportamento do Campo da Confiabilidade para lançamento variável, para um tempo 
de 30 min. 
 

 As figuras 4.49 e 4.50 mostram o desenvolvimento da função risco, em função 

do número fuzzy  de Péclet, definido por a [1,53; 2,17; 3,40]. Neste caso, o risco é 

estudado em função deste parâmetro adimensional que é vinculado aos processos 

de transporte. Uma análise das figuras mostra que a capacidade de transporte 

depende deste número. Assim, para pequenos números de Péclet, o processo de 

transporte é maior. Estes resultados estão de acordo com as observações na 

literatura. 
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Figura 4.49 – Comportamento do Campo de Risco, para o número de Péclet igual a [1,53; 2,17; 
3,40], para um tempo de 10 min. 
 

 
Figura 4.50 - Comportamento do Campo de Risco, para o número de Péclet igual a [1,53; 2,17; 3,40], 
para um de 30 min. 
 

 As figuras 4.51 e 4.52 mostram a confiabilidade para o mesmo cenário 

anterior. Como pode se ver o campo de confiabilidade se estende por quase toda a 

superfície do rio, mostrando, assim,  que houve uma dispersão quase completa em 

todo trecho em estudo. 
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Figura 4.51 – Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número de Péclet igual a [1,53; 
2,17; 3,40], para um tempo de 10 min. 
 

 
Figura 4.52 – Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número de Péclet igual a [1,53; 
2,17; 3,40], para um tempo de 30 min. 
 

 As figuras 4.53 e 4.54 mostram o risco para o numero fuzzy de Péclet igual a 

[3,54; 3,65; 3,68]. Os resultados mostram que, neste caso, os campos de riscos de  

confiabilidade não se desenvolveram como no caso anterior, onde a dispersão foi 

mais acentuada. Isto implica em dizer que quanto maior for o número de Péclet 

menorr será a propagação das ondas de risco e de confiabilidade para os corpos d’ 

água com estas características.  
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Figura 4.53 – Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet igual a [3,54; 3,65; 3,68], 
para um tempo de 10 min. 
 
 

 
Figura 4.54 – Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet igual a [3,54; 3,65; 3,68], 
para um tempo de 30 min. 
 

As figuras 4.55 e 4.56 mostram a confiabilidade para este cenário e podem 

confirmar o que foi dito. Outra observação que deve ser feita é sobre a relação entre 

os coeficientes de dispersão longitudinal e transversal. Os resultados mostram que 

na medida em que aumenta o número de Péclet, diminuindo assim o coeficiente de 

dispersão longitudinal, e mantendo-se o coeficiente de dispersão transversal, a 
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nuvem poluente tem uma dispersão transversal mais significativa, fazendo com  que 

o risco se comporte de forma, menos intensa porem mais espalhada na direção 

transversal. Este efeito é maior para maiores tempos de observação. 

 

 
Figura 4.55 - Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número de Péclet igual a [3,54; 
3,65; 3,68], para um tempo de 10 min. 
 

 

 
Figura 4.56 - Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número de Péclet igual a  [3,54; 
3,65; 3,68],  para um tempo de 30 min. 
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Figura 4.57 - Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet igual a [6,7; 7,7; 9,2], 
para um tempo de 10 min. 
 

 As figuras 4.57, 4.58, 4.59, 4.60 mostram os campos de risco e de 

confiabilidade para diferentes tempos, tomando para o número de Péclet [6,7; 7,7; 

9,2]. Neste caso, os resultados mostram que, para um tempo de 10 minutos os 

campos de risco e de confiabilidade estão bem concentrados nas proximidades da 

origem. Este comportamento é bem diferente daqueles analisados anteriormente.  

 

 
Figura 4.58 - Comportamento do Campo de Risco para o número de Péclet igual a [6,7; 7,7; 9,2], 
para um tempo de 30  min. 
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 Como isso, pode se concluir que nas questões da análise de risco ambiental 

relacionado, com qualidade de água em rios naturais, principalmente nas questões 

de concessão de outorga para lançamentos, há a necessidade de se tomar alguns 

cuidados com relação aos parâmetros hidráulicos e hidrológicos dos mesmos. 

Considerando que o numero de Péclet é um parâmetro que está diretamente ligado 

ao coeficiente de dispersão longitudinal e, em consequência, à hidrologia da bacia, é 

de fundamental importância que estudos criteriosos sejam realizados, de modo a se 

conhecer a priori a capacidade de diluição e de transporte de um corpo hídrico 

venha a ser solicitado para receber lançamentos de efluentes.  

 

 
Figura 4.59 - Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número de Péclet igual a [6,7; 7,7; 
9,2], para um tempo de 10 min. 
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Figura 4.60 – Comportamento do Campo da Confiabilidade para o número de Péclet igual a [6,7; 7,7; 
9,2], para um tempo de 30 min. 
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5 CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES 
 
 
5.1  Conclusões 

 

 Após análise dos resultados, algumas conclusões foram tiradas com 

base nos diferentes comportamentos dos campos de risco e de confiabilidade, para 

diferentes cenários propostos. Com isso, conclui-se que: 

 

• A metodologia proposta se comportou de forma adequada, com capacidade 

de avaliar o risco de falha ambiental e a confiabilidade para um corpo hídrico 

em questão, mostrando que a Equação da Difusão Diferencial Advectiva, na 

sua forma fuzzy, pode ser resolvida para avaliar impactos nos lançamentos 

de efluentes em sistemas hídricos; 

 

• Os modelos bidimensionais, compostos pela equação da difusão advectiva 

fuzzificada, permitem que campos de concentração sejam calculados, tanto 

no tempo como no espaço, fornecendo funções de pertinências com 

diferentes níveis de pertinência; 

 

• O programa computacional desenvolvido para esta pesquisa permite que 

sejam avaliados diferentes elementos em um processo de poluição hídrica, 

proveniente de um lançamento de efluente. Neste caso, o programa é capaz 

de calcular perfis de concentração, tanto longitudinal como transversal, 

funções de pertinência do campo de concentração, tanto longitudinal como 

transversal, níveis de corte para números fuzzy, onde limites de intervalos 

com maior grau de pertinência sejam estabelecidos, campos de funções 

marginais de segurança, campos de risco de o sistema falhar nos seus 

aspectos de qualidade e campos de confiabilidade do sistema ser sustentável 

para diferentes tipos de lançamentos; 
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• O comportamento dos campos de concentração depende dos vários 

parâmetros hidráulicos e de transporte, na sua forma fuzzy, que compõem o 

modelo matemático. Desta forma, parâmetros como velocidade, coeficiente 

de dispersão longitudinal, coeficiente de dispersão transversal e coeficiente 

de decaimento, determinam a distribuição do campo de concentração ao 

longo do rio, para diferentes tempos; 

 

• Quanto maior for o coeficiente de dispersão longitudinal, maior é a 

propagação da concentração e menor será sua propagação transversal, o 

que permite dizer que, neste caso, a nuvem poluente tende a se deformar na 

direção do eixo do rio. Este resultado mostra que rios com maiores 

capacidade de diluição e maiores capacidade de transporte têm uma maior 

capacidade receptora para lançamentos; 

 

• A metodologia proposta permite visualizar que a dinâmica da função marginal 

de segurança tem um papel fundamental na determinação dos campos de 

risco e da confiabilidade. Os resultados mostraram que nas situações de 

maior risco esta função se desloca para a esquerda do eixo horizontal e em 

situações de menor risco, a função se desloca para o lado direito do referido 

eixo. Este fato é relevante para mostrar que, em sistemas transientes tem-se 

uma função marginal de segurança se comportando da mesma forma e, em 

consequência, o risco de falha e a confiabilidade também; 

 

• Os modelos bidimensionais mostram detalhes do campo de concentração. 

Por exemplo, para um lançamento instantâneo como ocorreu em uma das 

simulações, há uma visualização perfeita da distribuição das concentrações 

ao longo de toda a extensão do trecho do rio estudado, para diferentes 

tempos, o que mostra a eficiência da metodologia proposta; 

 

• Os campos de risco e de confiabilidade se comportam da mesma forma que 

os campos de concentração da substância lançada no rio. Em outras 

palavras, como no caso da concentração, os campos de risco e de 

confiabilidade dependem dos principais elementos que interveem no 
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comportamento da concentração. Desta forma, pode-se dizer que o risco e a 

confiabilidade são funcionais que dependem de varias funções nos processos 

de transporte; 

 

• A propagação do risco e da confiabilidade se comporta de forma diferente 

para diferentes rios. Por exemplo, quando o modelo foi aplicado nos Rios 

Sabine e Yadkin, houve uma propagação maior destes funcionais no Rio 

Sabine, permitindo dizer que este rio possui uma capacidade de transporte 

bem maior do que o Rio Yadkin. Este resultado comprova a eficiência desta 

metodologia, onde cada lançamento pode ser mais bem controlado para 

reduzir os riscos de falha do sistema e aumentar a confiabilidade para cada 

lançamento; 

 

• As simulações realizadas com os modelos bidimensionais adimensionais 

permitiram concluir que quando maior for o Número de Peclet, menor é a 

capacidade de propagação das ondas de risco e de confiabilidade. Este 

número foi testado na sua forma fuzzy e os resultados mostraram que sua 

variação permite avaliar, com consistência, o comportamento dos funcionais 

do risco e da confiabilidade; 

 

• Finalmente, os resultados mostraram que a combinação da Teoria Fuzzy com 

os Modelos de Transporte pode ser uma alternativa consistente nos 

programas de avaliação de sistemas hídricos, com vistas a um melhor 

controle dos lançamentos de poluentes e, assim, no fornecimento de 

subsídios para uma melhor Gestão dos Recursos Hídricos. 
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5.2  Recomendações 
 
 

Como, neste momento, esta metodologia ainda é objeto de estudo em seu 

desenvolvimento, recomenda-se que novas pesquisas, com novos cenários, possam 

ser desenvolvidas de modo que se tenha um conhecimento mais consistente nas 

questões relacionadas com a Teoria Fuzzy, com o Transporte de Massa e com os 

Modelos Hidrológicos. Por exemplo, recomenda-se para novos estudos: 

 

• Que se avaliem melhor as questões da hidrodinâmica no comportamento do 

risco bidimensional; 

 

• Que sejam realizados alguns testes com diferentes fontes, tais como fontes 

difusas, para que seja possível avaliar como estes lançamentos afetam um 

campo bidimensional; 

 

• Que esta metodologia seja aplicada em um modelo de DBO e OD para 

estudar o comportamento do risco crítico, em função do tempo crítico de 

equilíbrio do rio entre o consumo de oxigênio e o processo de aeração. 
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