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RESUMO

Este trabalho aborda o conceito de volume e 0 uso do processo de integracdo como método para
o célculo de volume de sélidos geométricos estudados no ensino médio, visando fornecer ao
professor de Matematica do ensino basico uma ferramenta alternativa para a justificacdo das
férmulas de volume dos sélidos geométricos, diferente daquela que é empregada em quase
todos os livros didaticos do ensino basico, bem como na maioria dos livros de geometria, que
é o principio de Cavalieri. Entendendo que o livro didatico é a principal referéncia da maioria
dos professores de Matematica do ensino basico, e sabendo que o principio de Cavalieri é a
ferramenta central nas demonstragdes das formulas de volume nos livros de geometria e livros
didaticos de Matematica, concluimos que o docente ndo dispGe de material de pesquisa que
traga novas abordagens para a justificacdo das formulas em pauta. Esse fato motivou a
construcdo deste trabalho, cujo objetivo é fornecer ao professor de Matematica do ensino basico
um texto que sirva como fonte de pesquisa sobre o uso do calculo diferencial e integral para o
calculo de volume de sélidos geométricos, trazendo as demonstracdes das formulas da maioria
dos solidos geométricos estudados no ensino médio via integracdo. Com o estudo deste texto,
esperamos que o professor aprofunde seus conhecimentos relacionados a geometria espacial,
em particular, ao conceito de volume e as demonstra¢@es envolvidas. A metodologia utilizada
para a construcdo deste trabalho foi a bibliografica, de modo que esta pesquisa foi feita a partir
de analises e estudos de livros relacionados ao tema. O resultado deste trabalho resume-se na
criacdo de um texto contendo um estudo preciso e sistematico sobre o conceito de volume bem
como uma abordagem diferente acerca das demonstragdes das formulas de volume de sélidos
geomeétricos, utilizando como ferramenta o processo de integracdo. Concluimos que a
integracao é uma excelente ferramenta para o calculo de volumes, resolvendo de forma simples
problemas que se tornariam muito complicados pelo principio Cavalieri. Este texto podera ser
utilizado como referencial de pesquisa para professores de Matematica da educacédo bésica que
queiram trabalhar com turmas de aprofundamento, ou de preparacdo para os mais dificeis

vestibulares do Brasil.

Palavras-chave: Principio de Cavalieri. Calculo Diferencial e Integral. Ensino de Matematica.



ABSTRACT

This paper discusses the concept of volume and use of the integration process as a method for
the volume calculation of geometric solids studied in high school, aiming to provide the
mathematics teacher of basic education an alternative tool for the justification of the solids
volume of formulas geometric, different from what is used in almost all the textbooks of basic
education, as well as in most geometry books, which is the principle of Cavalieri.
Understanding that the textbook is the main reference of most mathematics teachers of basic
education, and knowing that the principle of Cavalieri is the central tool in the statements of
volume formulas in geometry books and textbooks of Mathematics, we conclude that the
teacher It does not have research material to bring new approaches to the justification of the
formulas in question. This fact motivated the construction of this work, whose goal is to provide
the mathematics teacher of primary school text that serves as a source of research on the use of
differential and integral calculus to calculate the volume of geometric solids, bringing the
statements of formulas most geometric solids studied in high school via integration. With the
study of this text, we expect the teacher to deepen their knowledge related to spatial geometry,
in particular the concept of volume and involved statements. The methodology used for the
construction of this work was the literature, so that this research was made from analyzes and
reviews of books related to the topic. The result of this work is summarized in the creation of a
text containing a precise and systematic study on the concept of volume as well as a different
approach about the statements of geometric solids volume formulas, using as a tool the
integration process. We conclude that integration is an excellent tool for calculating volumes,
solving of simple problems that would become very complicated by the principle Cavalieri.
This text may be used as a reference to search for basic education mathematics teachers who
want to work with deepening classes, or preparing for the most difficult university entrance

exams in Brazil.

Keywords : Principle of Cavalieri . Differential and integral calculus. Mathematics Teaching.
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1 INTRODUCAO

De modo geral, as demonstracdes das férmulas de volume de s6lidos geométricos,
apresentadas pelos livros didaticos do ensino médio e livros de geometria espacial, sdo feitas
utilizando-se apenas o principio de Cavalieri como método. O conteddo deste principio, que

sera discutido no quarto capitulo, esta indicado no enunciado abaixo.

“Sejam os solidos mensuraveis S; e S, e um plano a. Se para todo plano a’ || a tivermos

Area(S; na’) = Area(S, na') entdo V(S;) = V(S,)”.

Em relacdo aos livros didaticos, sabemos que a defini¢do do conceito de volume,
bem como as demonstracdes das formulas para volume de solidos geométricos, de modo geral,
sdo tratados de forma incorreta. Muitos deles ndo fazem nem mencdo ao significado intuitivo
de volume e ainda jogam as formulas limpas e secas sem qualquer cuidado em relagdo as suas
justificacdes, cabendo ao aluno e ao professor acreditar na validade dessas formulas pela fé.
S&o poucos os livros didaticos que abordam o principio de Cavalieri como ferramenta para
obtencédo de volume de solidos, e, quando o citam, a maioria o usa como elemento figurativo;
e 0s poucos que fazem a aplicacdo deste principio na determinacdo de volumes o fazem de
forma incorreta, conforme afirma Lima et al. (2010, p.86):

Nos livros didaticos brasileiros, este assunto é apresentado, em geral, de forma

bastante insatisfatoria. Muitos sequer dizem o que significa calcular um volume e

varios outros chutam, sem dé nem piedade, todas as férmulas. Alguns citam o

principio de Cavalieri, mas ndo o utilizam corretamente, e outros nem isto fazem.

Um exemplo do uso insatisfatério do principio de Cavalieri é destacado por Morais

(2013), em sua analise de sete colecdes de livros didaticos de Matematica do ensino médio,

quando verifica que alguns dos livros analisados nao justificam a igualdade entre as areas das

seccOes transversais determinadas por um plano que secciona os dois solidos S; e S, na

aplicacdo do principio de Cavalieri. Segundo Morais (2013, p.116), “Por outro lado,

entendemos que ainda ha avangos necessarios quanto a abordagem desse principio, uma vez

que algumas coleg¢Bes nao justificam, por exemplo, a igualdade entre as areas das secoes,
conforme ja mencionado anteriormente.”

De fato, sabemos que a maioria dos professores de Matematica do ensino basico

tem nos livros didaticos seus Unicos referenciais tedricos de pesquisa e estudo. Dessa forma,

inferimos que boa parte dos docentes ndo dispde de outras abordagens para as demonstragdes
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das formulas de volume, sendo o principio de Cavalieri sua principal ou Unica base de
sustentacdo para justificacdo das férmulas de volume de sélidos geométricos. Nessas condicdes,
uma pergunta natural que surge é: “Existe outro método mais eficiente para o calculo de volume
de solidos geométricos?”

No intuito de responder a essa questdo e de tentar mudar essa realidade, este
trabalho traz um caminho ndo usual nos livros didaticos para demonstracGes das formulas de
volume de solidos, apresentando uma ferramenta mais eficiente que o principio de Cavalieri,
que é a integracao - ferramenta do calculo diferencial e integral. A eficiéncia destacada aqui diz
respeito ao fato de que, para mensurar o volume de um solido S; pelo principio de Cavalieri,
necessita-se encontrar um novo sélido S, com volume ja conhecido e que tenha as areas das
seccdes transversais iguais as respectivas areas de S;. Encontrar ou construir S, nem sempre €
um tarefa facil, existindo casos em que a escolha de S, é extremamente inesperada. Ja a
ferramenta da integracdo traz um caminho mais direto, de modo que partimos apenas de S; para
obter o volume do mesmo.

Um exemplo de uma escolha inesperada para o sélido S,, na aplicacéo do principio
de Cavalieri, acontece para o calculo do volume de uma calota parabdlica de altura h, gerada
pela rotagdo de parte da parabola z = y? de altura h, em torno do eixo 0Z para 0 < z < h. Para
o célculo do volume desse sélido, toma-se, como S,, um prisma de altura T, tendo como base
um triangulo retangulo isésceles de catetos com medida h, no plano 0XZ, com coordenadas

dos Vvértices iguais a (0,0,0), (0,0, k) e (h, 0, h) e aplica-se o principio de Cavalieri. Mostra-se
2
que o volume de tal calota parabdlica € igual a % Convenhamos que essa escolha para o

solido S, néo é facil de ver. A figura 1 ilustra a aplicacdo do principio de Cavalieri para a
determinacdo do volume da calota parabdlica em pauta. Na parte final deste trabalho,
calculamos, de forma simples, o volume desse sélido utilizando, como ferramenta, a integragéo.

V4 V4

4
0,0,h
T ( ) (h,0,h)

/0 X - 0 X

y y

Figura 1: Aplicagdo do principio de Cavalieri para o
calculo do volume de uma calota parabolica
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Esse “novo” método servira para que os professores de Matematica fundamentem
de forma diversificada seus conhecimentos acerca de volumes. Vale salientar que trazemos
também neste trabalho as demonstracfes das formulas de volume da maioria dos solidos, se
ndo todos, trabalhados no ensino médio, por meio da integracdo. A fim de deixar o trabalho o
mais acessivel possivel, as demonstracGes feitas aqui baseiam-se numa Unica forma de
integracdo para volumes, em que o integrando sempre sera a area da seccao transversal do sélido

em questdo. De forma mais precisa, todas as demonstracdes de volume séo feitas a partir da
definicdo V = lim Y-, A(x]).Ax = f;A(x)dx. Tal definigdo é desenvolvida neste trabalho
n—oo

de forma simplista de modo que ndo apresentard dificuldades ao professor, pois estamos
levando em consideragdo o fato de 0 mesmo ter um razoavel conhecimento sobre o célculo
diferencial e integral. Para aqueles professores que queiram fazer uma revisao dos conceitos de
calculo, sugerimos o estudo de Stewart (2014), bem como Leithold (1994).

Uma observacdo importante é que as demonstra¢es feitas aqui podem servir como
um bom material de pesquisa e estudo para professores desejosos de trabalhar com alunos de
turmas olimpicas ou turmas de preparacao para os mais dificeis vestibulares do Brasil ou ainda
com aqueles alunos do ensino medio que querem seguir carreira no magistério, a fim de dar
uma justificativa diferenciada acerca das formulas de volume de sdlidos geométricos, pois, em
geral, esses estudantes ja tém certa familiaridade com os processos de derivagéo e integracao.

Dentro desse contexto, o principal objetivo deste trabalho é apresentar aos docentes
de Matematica do ensino médio o célculo diferencial e integral, em particular, a integracéo,
como um meétodo que nos possibilita demonstrar de forma sistematica, eficiente e genérica as
férmulas de volume de sélidos geométricos, favorecendo assim um aprimoramento dos
conhecimentos do professor, que terd um outro modo de se abordar a justificacdo das formulas
para célculo de volume de sélidos geométricos estudados no ensino médio.

A metodologia empregada na construcdo deste trabalho € de carater bibliografico,
de modo que a pesquisa foi baseada em livros. Em outras palavras, as informacdes que
substanciaram a producdo deste trabalho sdo resultados de um estudo minucioso de livros ja
publicados por grandes autores de textos matematicos, como Elon Lages Lima, bem como
James Stewart. Desenvolvemos ao longo de nossa pesquisa um raciocinio l6gico-dedutivo com
argumentos e demonstracdes claros e objetivos. Em resumo, viajamos no tempo a fim de
comentarmos alguns aspectos histdricos do calculo de volumes na histéria da Matemaética;
definimos os principais solidos geométricos trabalhados no ensino médio, definigcdes estas

necessarias para o desenvolvimento deste trabalho; fizemos um estudo do conceito de volume;
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introduzimos a integragdo como uma ferramenta para o célculo de volumes e aplicamos a
mesma para o calculo de volume de sélidos geométricos, com o intuito de fornecer outra
alternativa de demonstracdo de suas formulas aos professores, bem como aos estudantes de
licenciatura em Matematica. Esta pesquisa foi desenvolvida em quatro capitulos, dos quais
fazemos uma breve descricdo, conforme os paragrafos subsequentes.

No primeiro capitulo, foi feita uma breve revisdo historica da geometria espacial,
observando principalmente o desenvolvimento histdrico da determinacao de volume de sélidos
geomeétricos, passando pelo periodo de 2000 a.C. a 1600 a.C., com os babilénios, chegando até
o0 século XVII, com o desenvolvimento do célculo diferencial e integral por Newton e Leibniz.

O segundo capitulo traz as definicdes e os elementos da maioria dos sélidos
geométricos estudados no ensino médio, os quais terdo suas férmulas para volume
demonstradas via integracao. Os sélidos elencados para este estudo séo: paralelepipedo, prisma,
pirdmide, tronco de pirdmide, cone, tronco de cone, cilindro, esfera, calota esférica, segmento
esférico e toro solido (sélido com formato de rosquinha).

No terceiro capitulo, introduzimos a ideia usual de volume, que diz que o volume
de um sélido é a quantidade de espaco por ele ocupado. Definimos também o cubo unitario
como unidade padrdo de medida de volumes cujo volume é igual a 1, e ainda comentamos a
ideia intuitiva de que o volume de um solido é o nimero que indica a quantidade de cubos
unitarios que o solido pode conter. Depois disso, fizemos um breve estudo sobre os solidos
mensuraveis, onde definimos o conceito de solido, apresentamos uma condicdo para a
mensurabilidade de um sélido e indicamos cinco postulados de medicdo de volumes, entre 0s
quais esta o principio de Cavalieri. Como exemplo de aplicacdo dos postulados do estudo dos
solidos mensuraveis, foi feita a demonstracdo da formula do volume do paralelepipedo reto
retangulo, em particular, a titulo de aplicacao do principio de Cavalieri, demonstramos também
a formula do volume do cilindro de base qualquer. No ultimo topico desse capitulo, demos um
significado preciso & ideia intuitiva inicial de volume de um so6lido, utilizando o conceito de
poliedro retangular.

Enfim, o Gltimo capitulo foi reservado para as demonstracfes das formulas de
volume dos solidos que foram definidos neste trabalho, utilizando como ferramenta
fundamental a integracdo. Inicialmente, introduzimos de forma simples e didatica o metodo da
integracdo para o célculo de volumes e, em seguida, o aplicamos para as demonstraces das
férmulas de volume de s6lidos geométricos. Objetivando fazer novas aplicagdes do processo
de integracdo como ferramenta de determinacdo de volumes e consolidar de forma pratica o

que foi estudado, ainda nesse capitulo, apresentamos alguns problemas adicionais interessantes
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de determinacgéo de volume. Todos os problemas aqui propostos apresentam suas respectivas

solucdes para que o leitor possa fazer a verifica¢do de sua solucao.
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2 UMA BREVE REVISAO HISTORICA SOBRE A GEOMETRIA ESPACIAL

Em concordéncia com Boyer (2012), afirmacdes referentes a origem da geometria
plana e espacial sdo, em geral, muito arriscadas, pelo fato de que a origem de muitos assuntos
matematicos é mais antiga que até mesmo a escrita. Assim, so a partir dos Gltimos seis milénios,
foi que 0 homem comecou a fazer registros, em forma de escrita, de seus estudos, descobertas
e pensamentos. As informacdes sobre o homem pré-historico sdo baseadas em interpretacdes
feitas de alguns artefatos que chegaram até nos. Vale lembrar que o registro de uma ideia, em
geral, ndo marca o inicio da mesma, pois pode ser que seja apenas um reaparecimento de uma
ideia ja existente hd muito tempo e que ainda ndo fora registrada.

De acordo com Eves (2004), os babilénios do periodo de 2000 a.C. a 1600 a.C. ja
sabiam calcular o volume de um paralelepipedo reto retdngulo e, de forma mais geral, o volume
de um prisma reto de base trapezoidal. Os babildnios admitiam que uma circunferéncia media
o triplo do seu didmetro, obtendo-se assim a aproximacéo = 3. Assumiam também que a area
do circulo valia o duodécimo da &rea do quadrado de lado igual a circunferéncia em questéo.
Nessas condicdes, calculavam o volume de um cilindro como o produto da &rea da base pela
altura e, de forma errbnea, calculavam o volume de um tronco de cone e de um tronco de
piramide fazendo o produto da altura pelo semiperimetro das bases.

Seguindo a ordem cronoldgica, o préximo matematico que deu grande evolugéo ao
estudo de geometria, por volta de 300 a.C., foi Euclides, o autor de Os elementos, o escrito
matematico mais bem sucedido até os dias atuais. Euclides foi autor de no minimo dez
trabalhos, mas apenas cinco deles chegaram até nos. Sao eles: Os elementos, Os Dados, Divisao
de figuras, Os fendmenos e Optica.

Os Elementos de Euclides, é um trabalho composto de 465 proposic¢des distribuidas
em 13 livros. Os livros XI, Xl e X1l versam sobre geometria espacial. Em particular, o livro
XI1, composto por dezoito proposicGes, trata sobre o calculo de volumes de sélidos geométricos
pela aplicacdo do método da exaustdo. Segundo Boyer (2012), no inicio do livro, hd uma
demonstragdo do teorema que traz a seguinte afirmagao: “As areas de circulos estdo entre si
como os quadrados de seus didmetros”. Neste trabalho, sdo calculados os volumes de piramides,
cones, cilindros e esferas. As determinacdes rigorosas dos volumes desses sélidos sdo
atribuidas, por Arquimedes, a Eudoxo, de quem provavelmente Euclides adaptou muito de suas
demonstracoes.

Segundo Lima (2006), no livro XIl dos Elementos, ndo ha férmulas fechadas para

a determinacéo de volumes e os principais teoremas demonstrados nele séo os seguintes:
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e Aspiramides e os primas de mesma base (ou mesma altura) estdo entre si como
suas alturas (ou bases).

e Todo prima triangular se decomp®@e em trés pirdmides equivalentes.

e O volume de um cone é um terco do volume do cilindro de mesma base e altura.

e Oscones e cilindros de mesma base (ou altura) estdo entre si como suas alturas
(ou bases).

e Os volumes de duas esferas estdo entre si como os cubos dos seus diametros.

Tais teoremas significam que os volumes do prisma e do cilindro sdo diretamente

proporcionais a altura e a base dos mesmos. Precisamente, a expressdo do volume deles é dada

pela relagdo V = k X base X altura em que k € uma constante real. Agora, 0s volumes do
foA - ~ ~ k ..
cone e da piramide sdo dados pela expressdao V = 3% base X altura. Definindo o cubo

unitario como unidade padrdo de volume, temos que k = 1, e assim chegamos as formulas
atuais de volume desses solidos. Esses fatos confirmam que Euclides ja sabia calcular o volume
de tais sélidos citados.

Em relacdo ao volume de uma esfera com medida do raio igual a R, 0 quinto
teorema de Euclides, citado acima, diz que o volume da mesma é da forma V = A x R3.

Segundo Lima (2006), Euclides nada soube dizer a respeito do valor da constante real A, mas,

. . . 4 f \ £z
depois de passado quase um seculo, Arquimedes prova que A = ?” chegando assim a formula

4 . . . o .
atual V = gnR?’. Vale lembrar que Arguimedes considerava T = 3,14, e essa aproximacao foi

encontrada por ele por meio do método classico de calculo de =, baseado em aproximacdes por
poligonos regulares inscritos e circunscritos.

Segundo Lima (2012), Arquimedes, que viveu no periodo 287 a.C — 212 a.C, deu
uma grande contribuicdo para o desenvolvimento da Matematica, em especial para geometria.
Abaixo, listamos os principais trabalhos de Arquimedes que conseguiram resistir ao tempo e

chegar até nos.

e Sobre o Equilibrio das Figuras Planas I;
e A Quadratura da Parabola;

e Sobre o Equilibrio de Figuras Planas Il;
e Sobre a Esfera e o Cilindro;

e Sobre as Espirais;

e Sobre Cones e Esferoides;

e Sobre os Corpos Flutuantes;



19

e A Medida do Circulo;
e O Contador de Areia;

e Método sobre os Teoremas Mecanicos;

Dentre esses trabalhos, dois tratam sobre o estudo de geometria espacial, sdo eles:
Sobre a Esfera e o Cilindro e Sobre Cones e Esferoides. Esses trabalhos mostram que
Arquimedes foi o primeiro matematico a calcular de forma rigorosa e elegante o volume da
esfera bem como a area de sua superficie. Dando destaque aos trabalhos de Arquimedes que

tratam sobre volumes de solidos, Lima (2012, p. 55) afirma que:
Em Sobre a esfera e o cilindro Arquimedes mostra que a superficie de uma esfera é
quatro vezes maior que a area do seu circulo maximo. Além disso, encontra a area do
segmento de esfera qualquer, mostra que o volume de uma esfera é dois tercos do
volume de um cilindro circunscrito a mesma, e que a superficie esférica é dois tercos
da superficie de um cilindro circunscrito incluindo as suas bases.

De acordo com Eves (2004), esse trabalho foi escrito em dois livros e € constituido
de 53 proposicdes, onde se encontra, dentre as tais, 0 teorema que determina as superficies de
uma esfera e de uma calota esférica. Um problema interessante é apresentado nesse trabalho,
que é o de cortar uma esfera por um plano, de modo que a razdo entre os volumes dos dois
segmentos esfericos obtidos seja igual a uma razao ja conhecida. Infelizmente, a solucédo desse
problema néo é apresentada no texto.

Arguimedes resume alguns de seus resultados geométricos favoritos da obra Sobre
a esfera e o cilindro no elegante enunciado abaixo, do qual ele, com muita razdo, tinha muito

orgulho e desejava té-lo representado em seu tumulo:

“O cilindro que tem por base o maior dos circulos contidos na esfera e por altura o diametro
dessa esfera é igual a uma vez e meia a mesma esfera, e sua superficie, incluindo as bases, é

também igual a uma vez e meia a superficie da esfera”.

Em simbolos, o enunciado acima afirma que o volume e a superficie de uma esfera

de raio R tém as respectivas formulas:
V== nReS = 4nR?

No trabalho Sobre Cones e Esferoides, de acordo com Lima (2012), Arquimedes se
dedica ao estudo de trés sélidos de revolucgéo, séo eles: os esferoides, que se obtém por meio de

uma rotacdo de uma elipse em torno do seu eixo principal ou em torno do seu eixo menor;
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os paraboloides de revolucdo e os hiperboloides de revolugdo. Seu objetivo principal nesse
trabalho era determinar os volumes de tais solidos de revolucdo, que atualmente configuram-se
como problemas de célculo de volumes por integracao.

Outro matematico que se debrugou sobre problemas envolvendo a determinagdo de
volumes foi Herdo de Alexandria. Segundo Eves (2004), ndo ha certeza da época exata em que
ele viveu, mas ha estimativas que variam de 150 a.C. a 250 d.C.. Sobreviveram até hoje cerca
de quatorze trabalhos de Herdo. Damos destaque ao mais importante de seus trabalhos
geomeétricos que é sua A métrica, em trés livros. O livro Il de A métrica mostra como determinar
os volumes dos paralelepipedos, prismas, pirdmides, cilindros, cones, troncos de cones e
troncos de piramides, esferas, segmentos esféricos, toros, os cinco sélidos regulares e alguns
prismatoides. Prismatoide é um poliedro cujos vertices pertencem a planos paralelos. As faces
desse poliedro que estdo contidas nesses planos paralelos sdo chamadas de bases do
prismatoide. A altura desse solido é definida como sendo a distancia entre esses dois planos
paralelos. Vejamos agora um exemplo particular de féormula de volume de prismatoide
determinada por Herdo: O volume de um prismatoide de altura h, com bases retangulares tendo

como pares de dimensdes a, b, e c, d, é dado por

L (a+c).(b+d)+(a—c).(b—d).

V= 4 12

De fato, os métodos desenvolvidos pelos matematicos da Antiguidade para a
determinacdo de volumes eram um tanto trabalhosos. Atualmente, a forma mais eficiente e
genérica para a determinacdo dos volumes dos trés corpos redondos, a saber, cilindro, cone e
esfera, é o calculo infinitesimal, com a integracao de funcdes elementares. De acordo com Eves
(2004), dos antigos, quem mais se aproximou do sentido atual de integracdo, por meio da
aplicacdo do método da exaustdo foi, sem duvidas, Arquimedes, sendo considerado um dos
precursores do calculo infinitesimal, dando o desenvolvimento inicial de alguns dos métodos
do calculo integral.

Jaem meados do século XVII, Bonaventura Cavaliere deu uma grande contribuicao
para o desenvolvimento do célculo infinitesimal com seu livro Geometria dos Indivisiveis, em
que considerava uma regido plana como sendo a unido de cordas paralelas e um sélido como
sendo a unido de placas planas paralelas. E nesse trabalho que ele enuncia o seu conhecido
Principio de Cavalieri. As ideias de Cavalieri influenciaram de forma consideravel Leibiniz.

Para finalizar esta revisdo historica, vale ressaltar que o célculo diferencial e

integral atual foi desenvolvido por Newton e Leibniz, e isso se deu na segunda metade do seculo
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XVII, tendo como referéncias os trabalhos introdutérios de Fermat e Descartes, bem como 0s

trabalhos nesse contexto dos demais matematicos da antiguidade, principalmente Arquimedes.
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3 CONCEITOS E DEFINICOES DE ALGUNS SOLIDOS GEOMETRICOS

Antes de iniciarmos o trabalho matematico em si, com a conceituacao de volume e
demonstracBes das formulas de volume dos solidos geométricos pela aplicacdo do calculo
diferencial e integral, devemos relembrar alguns conceitos e definicbes que se fazem
necessarios para a compreensao dos termos utilizados nos capitulos posteriores. Esse capitulo
visa exclusivamente apresentar os conceitos e definicdes dos solidos geométricos que terdo seus
volumes determinados via calculo. Os solidos sdo: paralelepipedo, prisma, piramide, tronco de
piramide, cone, tronco de cone, cilindro, esfera, calota esférica, segmento esférico e toro sélido
(anéis cilindricos).

3.1 Paralelepipedo e Prisma

Consideremos os poligonos A4, ... A, e BB, ... B,, contidos em planos paralelos

de modo que as restas A, B, , A,B, , ..., A, B, sejam paralelas entre si. De fato, é facil ver que,
os poligonos A; A4, ... A, e By B, ... B, 580 congruentes e que o quadrilatero A;A;,,B;+1B; é um

paralelogramo, para 1< i < n, convencionando-se que A, = 4;.

Definicdo: Chamamos de prisma de bases A;4, ... A, e B1B, ... B, a por¢do do espaco que é
delimitada pelos paralelogramos A;A;.B;1B; € pelos poligonos A, A4, ... A,, € B;B, ... B, com
1< i < n. Os vértices do prisma sdo justamente os veértices dos poligonos das bases e ainda, 0s
segmentos A;A;,1, B;B;+1 € A;B; sd0 suas arestas. Em particular, as arestas laterais do prisma
s80 o0s segmentos A;B;, para 1 < i < n. As faces laterais do prisma sdo os paralelogramos
A;A;1B;+1B;. Chamamos de interior de um prisma ao conjunto de todos pontos dele que nao
estdo em nenhuma de suas faces. Em geral, sempre que ndo existir possibilidade de davidas,
quando nos referirmos as faces de um prisma, estaremos considerando a reunido de suas bases
com as faces laterais do mesmo. A nomenclatura dos prismas é feita de acordo com o poligono
de sua base de modo que, se as bases do prisma sdo poligonos de n lados, 0 mesmo sera chamado
de um prisma n-gonal.

Definimos a altura de um prisma como sendo a distancia entre os dois planos
paralelos que contém suas bases. Quando as arestas laterais de um prisma sdo perpendiculares
aos planos que contém suas bases, ele sera dito reto, caso contrario sera dito obliquo.
Particularmente, quando A, A4, ... A, e B;B, ... B,, constituem as bases de um prisma reto, entdo
necessariamente ocorre que A,B; = A,B, = -+ = A,B,, e além disso o comprimento de cada

aresta lateral € igual & altura do prisma. Dizemos que um prisma é regular quando € reto e suas
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bases sdo poligonos regulares. Na figura 2, temos alguns exemplos particulares de prisma para

i = 3,4,5e 6 com suas respectivas nomenclaturas.

> > 1 —"
Prisma Prisma Prisma Prisma
regular obliquo obliquo reto
hexagonal pentagonal ~ quadrangular triangular

Figura 2: Exemplos de prismas

Os primas quadrangulares que tém por bases os paralelogramos formam um
subconjunto importante de prismas que sdo os paralelepipedos. O paralelepipedo que é um
prisma reto é chamados de paralelepipedo reto. Ja o paralelepipedo que além de reto tem bases
retangulares € chamado de paralelepipedo reto retangulo, ou ortoedro, ou bloco retangular
conforme alguns autores de livros didaticos. O ortoedro fica perfeitamente determinado pelas
medidas de suas trés arestas que concorrem em um ponto: O comprimento (a), a largura (b) e
a altura (c) aos quais chamamos de dimensdes do ortoedro. Todo paralelepipedo reto retangulo
que tem base quadrada e medida da altura igual ao lado dessa base, é chamado de cubo

(dimensdes a, a, a). O cubo tem todas as arestas com mesma medida. Observe a figura 3.

b S

a
Paralelepépedo reto retingulo de Cl?i)(!

dimensdes a, bec

Figura 3: Paralelepipedo reto retangulo e um cubo
3.2 Piramide

Definicdo: Seja A;A4, ... A, um poligono convexo e V um ponto do espaco que nao pertence
ao plano que contém A;A, ... A,. Definimos a piramide VA4, ... A,, de base 4,4, ...A, €
vertice I/, como sendo a porcao do espaco delimitada pelos triangulos VA;A; ., e pelo poligono
convexo A;A,..A,, onde 1 <i<n, convencionando-se que A,,; = A;. As arestas da
piramide s@o 0s segmentos V' A;, juntamente com 0s segmentos A;A; ., € as faces laterais da

piramide sdo os triangulos VA;A;, ;. Chamamos de interior de uma piramide ao conjunto de
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todos os pontos dela que ndo estdo em nenhuma de suas faces. Em geral, sempre que ndo existir
possibilidade de duavidas, quando nos referirmos as faces de uma pirdmide, estaremos
considerando a reunido de sua base com as faces laterais da mesma. A nomenclatura das
piramides é feita de acordo com o poligono da base de modo que se a base da pirdmide é um
poligono de n lados, esta piramide serd chamada de piramide n-gonal.

Baixando de ¥V uma perpendicular ao plano da base 4,4, ... A,, de uma piramide
VA A, ... A,, determinamos o ponto P que é o pé da perpendicular por V. Dizemos que a altura
da piramide é o segmento (ou a medida do segmento) VP. Quando a sua base 4,4, ... A, é um
poligono regular centrado em P, dizemos que se trata de uma piramide regular. Para a piramide
regular, pelo caso de congruéncia de triangulos LAL, ¢ facil ver que VPA; = VPA;,,, uma vez
que, |4;P| = |A;;1P|, VPA; = VPA;;; = 90° e VP é um lado comum. Consequentemente,

temos que |VA;| = |VA;,+1], paral < i < n. Afigura 4 traz alguns exemplos de piramides.

Pirdmide
Hexagonal obliqua

reta
regular pentagonal triangular

Figura 4: Exemplos de pirdamide

3.3 Tronco de Piramide por uma sec¢ao transversal

Definicdo: Quando se secciona uma piramide por um plano o paralelo a sua base (seccao
transversal), dividimos a mesma em dois sélidos. O so6lido que contém o vértice da pirdmide
constitui uma nova pirdmide, j& o outro que contém a base da pirdmide primitiva € um solido
para o qual damos o nome de tronco de piramide de bases paralelas. A distancia entre os
planos paralelos que contém tais bases € a altura (h) do tronco. A figura 5 ilustra o processo de

obtencéo de um tronco de piramide.

Piramide primitiva Nova piramide Tronco de pirAmide

Figura 5: Tronco de piramide
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Tomaremos como verdade o fato de que a piramide primitiva e a nova piramide séo
da mesma natureza, de modo que seus angulos sdo ordenadamente congruentes e seus
elementos homdlogos sdo proporcionais. Assim, dizemos que as piramides sao semelhantes.
3.4 Cilindro

Figura plana serd entendida como um dos seguintes subconjuntos do plano
Euclidiano: circulo com seu interior; poligono incluindo seu interior; elipse mais a regido
delimitada por ela, e dai por diante. De forma geral, toda curva simples e fechada, ou seja, toda
curva fechada em que ndo ha auto interseccdo, mais a porcdo do plano delimitada pela mesma
seré considerada uma figura plana.

Definicdo: Sejam T uma figura do plano a, B um plano que é paralelo a o, r uma reta que
intersecta os planos a.¢ 3, € hadistancia entre os planos a.e 3. A reunido de todos 0s segmentos
de reta paralelos a r ¢ que tém extremidades em T e em j forma um subconjunto do espaco,
ao qual chamamos de cilindro de base T. O nimero h é definido como sendo a altura do
cilindro. Quando a reta r, que intersecta os planos a e B, é perpendicular aos planos, o cilindro
passa a ser chamado de cilindro reto de base T. Caso contrario, ele recebe 0 nome de cilindro
obliquo. Embora ndo demonstremos, admitiremos como verdade o fato de que o cilindro
intersecta o plano 3 de acordo com uma figura U congruente a T, onde a figura U também sera
chamada de base do cilindro. Chamamos de geratriz do cilindro a qualquer segmento de reta
paralelo a r que mantém uma extremidade na fronteira de T e a outra extremidade na fronteira
de U. Um leitor atento percebera que, segundo essa defini¢do, o prisma é um caso particular
de cilindro (cilindro de base poligonal), mas esse fato ndo diminui a importancia de ter-se
tratado de prisma em um topico particular, haja vista que também precisamos de seus conceitos
particulares. Quando o cilindro tem como bases circulos, dizemos que se trata de um cilindro
circular. Por conveniéncia, e quando ndo existir possibilidade de duvidas, chamaremos o
cilindro circular simplesmente de cilindro. Enfim, todo cilindro circular reto com geratriz igual

ao didmetro da base, é chamado de cilindro equilatero. A figura 6 ilustra a defini¢do de cilindro.

h

Figura 6: Definicao de cilindro
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A figura 7 traz dois exemplos de cilindros circulares, o cilindro circular reto e o
cilindro circular obliquo.

- —

g=h g ;

i
N— S—
Cilindro reto Cilindro obliquo

Figura 7: Exemplos de cilindros circulares

3.5 Cone

Definicéao: Consideremos T uma figura plana e V. um ponto que ndo pertence ao planode T. A
reunido de todos os segmentos de reta que tem uma extremidade em V e a outra extremidade
em T forma um subconjunto do espaco ao qual chamamos de cone de base T e vértice V. A
altura do cone é definida como sendo a distancia do veértice V ao plano da base T.

%

Figura 8: Definicéo de cone

Como no caso do cilindro, um leitor atento perceberd, pela definicdo de cone, que
a piramide é um caso particular de cone. Precisamente, a piramide € um cone de base poligonal.
Quando o cone tem como base um circulo dizemos que se trata de um cone circular. Por
conveniéncia, e quando ndo existir possibilidade de duvidas, chamaremos o cone circular
apenas de cone. Quando a projecdo do vértice V sobre o plano da base de um cone circular
coincidir com o centro do circulo da base, dizemos que se trata de um cone circular reto, caso
contrario, temos um cone circular obliquo. Todo segmento de reta com uma extremidade em

V e outra extremidade na fronteira de T é chamado de geratriz do cone. Observemos que as
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geratrizes de um cone circular reto tém todas a mesma medida. A figura 9 nos apresenta dois

exemplos de cone circular.

Cone reto Cone obliquo

Figura 9: Exemplos de cone circular

3.6 Tronco de cone por uma sec¢ado transversal

Definicdo: De forma analoga a defini¢do de tronco de piramide, quando se secciona um cone
por um plano a paralelo a base (sec¢ao transversal), dividimos o mesmo em dois sélidos. O
solido que contém o Vvértice do cone constitui um novo cone de raio r, ja o outro que contém a
base do cone primitivo é um solido ao qual damos o nome de tronco de cone de bases paralelas

de raios r e R. A distancia entre os planos das bases paralelas é a altura do tronco.

h

Cone primitivo Novo cone Tronco de cone

Figura 10: Tronco de cone

3.7 Esfera

Definicao: Considere O, um ponto do espaco Euclidiano, e um namero real positivo R. A
reunido de todos os pontos do espaco que estdo a uma distancia menor ou igual a R do ponto
O forma um subconjunto do espaco ao qual chamamaos de Esfera de centro O e raio R. Sejam
dois pontos A e B pertencentes a esfera tais que a distancia entre eles é 2R. O segmento AB é

chamado de diametro da esfera.



28

Figura 11: Esfera de centro O e raio R

3.8 Calota esférica

Definicdo: Seccionando-se uma esfera de raio R por um plano, dividimos essa esfera em dois

so6lidos chamados de calota esférica, uma de altura h e a outra de altura 2R-h.

h

2R-h

Figura 12: Calota Esférica

3.9 Segmento esférico

Definicdo: Secciona-se uma esfera de raio R por dois planos paralelos. A porcéo do espaco
delimitada pela esfera e pelos dois planos paralelos, reunida aos dois circulos das sec¢des da
esfera, € um sélido de duas bases circulares de raios R, e R, chamado de segmento esférico.

A distancia entre os dois planos paralelos é a altura h do segmento esférico.
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Figura 13: Segmento Esférico

3.10 Solidos de revolucéo

Definicdo: Seja o um semiplano com origem em e (eixo de revolucéo) e uma superficie S nele
contida (S € a). Quando giramos o semiplano o em torno de sua origem e, a consequente
rotagdo de S determina um sélido ao qual chamamaos de sélido de revolugao.

Um exemplo de sélido de revolucdo particular, ao qual daremos uma atencédo
diferenciada e determinaremos seu volume no ultimo capitulo, € o toro sélido (o sélido com
formato de rosquinha), que é um sélido obtido pela rotagcdo de um circulo de raio r em torno de
um eixo que lhe é coplanar e que dista R (R > r) de seu centro de acordo com a definicéo

anterior. A figura 14 ilustra um toro solido com raios r e R, com R > r.

Figura 14: Toro s6lido
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4 O CONCEITO DE VOLUME

Em geral, de acordo com Lima et al. (2010), para se dar uma introducéo ao estudo
do conceito de volume, em sala de aula, o professor deve, antes de tudo, apresentar uma ideia
intuitiva palpavel, apresentando varios exemplos de forma a refletir as experiéncias diarias dos
alunos e para que eles tenham uma nocdo prévia do que vai ser tratado formalmente

posteriormente. A ideia intuitiva que deve ser absorvida pelos alunos ¢ de que:

O volume de um solido é a quantidade de espaco por ele ocupado.

Tendo entendido esta ideia, varias comparacOes podem ser feitas. Um exemplo é
comparar uma panela com uma garrafa. Qual das duas ocupa o maior espago? Ou em outras
palavras, qual delas tem maior volume? Bem, para responder a essa pergunta, um procedimento
que pode ser feito € encher a garrafa de agua, derramar a agua dentro da panela e verificar se a
agua transborda. Caso transborde, concluimos que a garrafa tem volume maior que o da panela,
caso contrario, temos a relacdo inversa. Mas esse método ndo funciona para objetos solidos
impermeaveis. Para estes, podemos usar o artificio de submergi-los, um de cada vez, em um
reservatorio completamente cheio de dgua e fazer uma comparacgdo entre as quantidades de
agua transbordadas, pois o volume de um solido é igual ao volume de &gua transbordada.
Obviamente, o solido de maior volume é aquele que deslocou maior quantidade de agua. Esse
método fica mais eficiente quando, em vez de um reservatorio qualquer, tivermos um
reservatorio cilindrico de vidro com uma escala impressa em sua parede.

Tais processos praticos, que funcionam como fatores motivacionais ao aprendizado
de volume pelo aluno, na préatica sdo Uteis apenas em alguns casos simples, pois, em geral,
alguns objetos ou s&o muito grandes (qual o volume do sol?), ou muito pequenos (qual o volume
de uma célula?), ou sdo inacessiveis, ou ainda ndo existem concretamente. Além disso, 0s
métodos citados ndo possibilitam resolver problemas do tipo: Qual deve ser a medida do raio
de um reservatério esférico de modo que ele tenha uma capacidade maxima de x mililitros de
gasolina?

Nessas condicOes, percebemos a necessidade de se obter métodos que propiciem o
calculo indireto de volumes, métodos gerais e sistematicos que sirvam para o calculo de
volumes de objetos grandes ou pequenos, bem como para objetos concretos ou abstratos,

baseado no conhecimento de suas dimensdes e forma.
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Entdo, desejamos medir o volume de solidos. Com esse objetivo, devemos
comparar o s6lido com uma unidade padrdo de medida e essa comparacdo determina um
namero real ao qual chamamos de “a medida do volume”. E costume, nas literaturas
matematicas, utilizar como unidade padrao de medida de volumes o cubo unitario, isto €, o cubo

que tem arestas de medidas iguais a uma unidade de comprimento. Por definicdo temos que:

O volume de um cubo de aresta 1 é igual a 1.

Cada unidade de comprimento tem sua respectiva unidade de volume. Por exemplo,
um cubo de aresta 1¢m tem volume igual a um centimetro clbico (1cm?).

Tomando o cubo unitario como unidade padrdo de medida de volumes, o volume
de um sélido T deve ser, certamente, um nimero que indique quantos cubos unitarios o sélido
T pode conter. Mas devemos ter em mente que o solido T pode ter uma forma muito irregular
de forma que fica muito complicado entender o significado da expressdo “nimero de cubos
unitarios” que o s6lido T consegue conter. Esse é o raciocinio basico que iremos utilizar como
referéncia para o estudo de volumes. Com base nessa ideia inicial intuitiva, a qual mais tarde
daremos um significado preciso, vamos calcular de forma rigorosa e precisa o volume de um
ortoedro. No capitulo final deste trabalho, vamos utilizar o calculo diferencial e integral para

obter as formulas para o célculo de volume de sdlidos geométricos.

[E—

Figura 15: Unidade de medida de volume

Notacéo: Usaremos a notacdo V(S) para indicar o volume de um solido S.
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4.1 Solidos mensuraveis

Pelo que foi visto em paragrafos anteriores, a nocdo intuitiva de volume de um
solido é a quantidade de espaco por ele ocupado. Nesse sentido, fatos que séo faceis de acreditar
é que dois solidos disjuntos tenham volume igual a soma dos volumes de cada um deles, e que
um solido que esté contido em outro tem seu volume menor ou igual que o volume do segundo.
Comentaremos de forma precisa sobre essas questes nesta se¢do, mas antes definamos o que

é um solido. Esta secdo e a subsequente tém por base Muniz Neto (2013).
Definicdo: Um sélido é um subconjunto S do espaco que satisfaz as seguintes condicdes:
(i) S é limitado, fechado e seu interior, int(S), é diferente do vazio.

(ii) Dados dois pontos 4, B € S, existe uma linha poligonal pelos pontos A, 4, ... A,, que liga
os pontos A e B onde A=A, e B = A, tal que essa linha estd contida em int(S)U{A, B}

(Garantia de que o sélido é unico, sem pedacos disjuntos).

Assim, de modo intuitivo, é facil ver que Prismas, pirdmides, esferas, cones,
cilindros e as demais figuras tridimensionais citadas neste trabalho satisfazem as duas condigdes
da definicdo acima, logo, sdo exemplos de s6lido. Os termos conjunto limitado, conjunto
fechado e interior de um conjunto sdo nog¢des topoldgicas do espaco Euclidiano. Para
entendermos tais termos, precisamos de alguns conceitos que apresentamos a Ssegulir.
Consideremos um ponto P do espaco Euclidiano e um nimero real positivo R. Chamamos de
bola aberta de raio R e centro P ao conjunto B(P; R) formado por todos os pontos do espaco

que estdo a uma distancia menor que R do ponto P.

B(P;R) ={V; PV < R}.

-

h_ﬂ"

—

Figura 16: A bola aberta de centro P e raio R
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Dizemos que um conjunto de pontos do espaco é limitado quando existir uma bola
aberta que o contém. Agora, dado um conjunto A de pontos do espago, um ponto P do espaco,
com P € A, é chamado de ponto interior do conjunto A quanto existir uma bola aberta centrada
em P de modo que ela esteja contida em A. Em outras palavras, P € ponto interior de A se existir
um ndmero real positivo R tal que B(P; R) c A. O interior do conjunto 4, int(A), é justamente
0 subconjunto de A composto por todos os seus pontos interiores. Quando um conjunto coincide
com seu interior dizemos que se trata de um conjunto aberto. Chamamaos de conjunto fechado
aquele em que seu complementar é aberto. Para uma andlise mais profunda das nocdes
topoldgicas discutidas aqui, indicamos, para estudo, Lima (2014).

A essa altura, uma pergunta natural que pode ser feita é: Quando é possivel medir
o volume de um sélido? A resposta dessa pergunta esta na definicdo a seguir, que apresenta
uma condic¢éo suficiente para a mensuracéo de um solido.

Definicdo: Dizemos que um sélido S € mensuravel quando S N a for um conjunto (regido) com

area mensuravel, qualquer que seja o plano a que intersecte o interior do sélido S.

De fato, pela definicdo acima, é imediato que todos os solidos citados neste trabalho sdo
mensuraveis. Por exemplo, toda seccdo de uma esfera é um circulo. Podemos associar a todo
solido mensuravel S um numero real positivo V(S), ao qual chamamos de medida do volume

de S, de modo a satisfazer as seguintes condi¢oes:

1. Se S é um cubo unitario, entdo tem-se que V(S) = 1.

2.Se S; e S, sdo sélidos mensuraveis, tais que S; N S, é um subconjunto da superficie de ambos
e S; US, é mensuravel, entdo V' (S, U S,) =V (Sy) + V(S2).

3. Se S; e S, sdo solidos mensuraveis de maneira que S; € S,, entdo V(S;) < V(S3).

4. (Principio de Cavalieri) Sejam os s6lidos mensuraveis S; e S, e um plano «. Se para todo

plano o' || « tivermos Area(S; N ') = Area(S, N a') entdo V(S;) = V(S,).

5. Seja um sélido mensuravel S;. Se S, é um solido que pode ser obtido a partir de S; por meio
de uma rotacdo em torno de um eixo, uma translacdo ao longo de um vetor ou uma reflexdo em
torno de um plano, entdo dizemos que S, também é mensuravel e V(S;) = V(S,). Dizemos

ainda que S, foi obtido por um movimento rigido de S;.
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N&o faremos aqui uma prova rigorosa da existéncia de tal funcdo volume S —
V(S), uma vez que é consequéncia de um assunto moderno em Matematica, a teoria da medida
e integracéo, e tal abordagem foge dos objetivos deste trabalho. Ao leitor interessado no estudo
da teoria da medida e integracdo, indicamos uma leitura do texto de Isnard (2013). Nessas
condigdes, aceitaremos as condicdes de 1. a 5. acima, como postulados de medicdo de volumes.
Utilizaremos esses postulados de forma subentendida nas determinac6es de volume dos sélidos
geométricos abordados neste trabalho. Agora, utilizando os postulados que acabamos de ver,
demonstraremos as férmulas de volume de dois sélidos particulares , a saber, o bloco retangular

e o cilindro de base qualquer.

4.2 Volumes do bloco retangular e do cilindro de base genérica
Teorema: Dado um bloco retangular P de dimensbes a ,b e ¢, entdo
V(P) = abc ouV(P) = A(B).h.
Onde A(B) = ab e h = c é a &rea da base e a altura do bloco retangular, respectivamente.

Demonstracao
Faremos a prova desse teorema em trés etapas.

(i) No caso do bloco retangular P ter suas arestas com medidas sendo nimeros naturais, isto
é,a,b,c € N é facil ver que podemos dividir P em varios cubos unitarios, mais precisamente,
abc cubos unitarios. Como, pelo postulado 1., o cubo unitario tem volume igual a 1, temos,

pelos postulados 1. e 2., que V(P) = abc.

(ii) Seja P um bloco retangular cujas dimensdes a, b, ¢ sdo racionais. Consideremos a =

%,b =§ ec =§, onde m,n,p,q € N. De fato, obtemos um novo paralelepipedo reto

retangulo Q, com dimensdes naturais m, n, p, quando justapomos, de forma conveniente, g3
copias de P. Pelo item (i) e o postulado 2. para medigdo de volumes, concluimos que g3V (P) =

V(Q) = mnp, portanto

mn
3
q

V(P) = P_ abc.

(iii) Consideremos um bloco retangular P cujas dimensdes sdo reais, isto é, a, b, c € R. Sejam
as sequéncia de numeros racionais (a,)ns1, (bp)ns1€ (C)n=1 COM a, < a,b, <bec, <c,

vneN e ainda a, »a,b, b e ¢, »c quando n tende ao infinito. Tomemos um
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paralelepipedo reto retangulo B, de dimensdes a,,, b, € c¢,,. O item anterior juntamente com o

terceiro postulado indica que, para todo n € N, V(P) = V(B,) = a,b,c,. De fato a relagédo

anterior é valida para todo n natural, e quando n — oo temos que a, b, c,, = abc. Dessa forma,

fazendo n - co em V(P) = V(B,) = a, b,,c, vem que V(P) = abc. Analogamente, tomando

as sequéncias (a,)ns1, (bp)n>1€ (cx)n=1 de nimeros racionais de modo que a,, > a,b,, > b e

¢, >c,vneNcoma, »ab, > bec,—cparan— oo, podemos demonstrar de forma

anéloga que V(P) < abc. Assim, quando n tende ao infinito, temos que abc < V(P) < abc,

ou seja, V(P) = abc. Considerando ab como a area da base (A(B)) do bloco retangular e ¢ como
a altura (h) do mesmo, temos que

V(P) = A(B). h.

|

Agora, a titulo de aplicacdo do postulado 4. (Principio de Cavalieri) e utilizando

o resultado anterior, demonstraremos a férmula para o calculo do volume de um cilindro de

base genérica.

Teorema: O volume de um cilindro C de base genérica B é igual ao produto da area da base

pela medida da altura h. Em simbolos:

V(C) = A(B).h.
Demonstracéo
Consideremos um cilindro C entre os planos paralelos a ¢  de base genérica B, de
modo que a base B esteja contida no plano a (B < a), e sua altura seja igual a h. Tomemos
também um bloco retangular P com altura h ,com base F contida em o tal que area(F)= area(B)

e que esteja no mesmo semiespaco determinado pelo plano o onde esta C.

P

F

Figura 17: Cilindro e bloco retangular de mesma area da base e mesma altura
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Seccionando o cilindro e, consequentemente, o bloco retangular por um plano =
paralelo aos planos a.¢ 3, entre o.e B, obtemosquet N C = Bew N P = F. Como, por hipdtese,
as bases B e F tém mesma area, concluimos que as secc@es transversais m N C e m N P tém
mesma area. Portanto, pelo principio de Cavalieri, concluimos que o volume do cilindro € igual
ao volume do bloco retangular P. Como o volume de P é dado pelo produto da area de F pela
altura h, e sabendo que as bases B e F tém mesma area, concluimos que o volume do cilindro é

dado por

V(C) = A(B).h.

|

Como vimos anteriormente, tendo como base a ideia intuitiva de que o volume de

um sélido é o nimero de vezes que ele contém o cubo unitario, demonstramos a formula para
0 volume de um paralelepipedo reto retangulo. Mas convenhamos que essa ideia é um tanto
vaga, pois como poderiamos determinar quantos cubos de aresta 1cm podem ser colocados
dentro de uma bola de futebol? De certo, ndo é facil responder a essa pergunta, pois o cubo é
um solido quadrangular e a bola € um corpo redondo (s6lido com forma arredondada). Como
conseguir preencher completamente uma forma arredondada tomando como unidade um sélido
quadrangular? Para resolver a problemética de calcular o volume de sélidos com formatos
irregulares, é necessario fazer um reexame do conceito de volume, tendo como objetivo
desenvolver uma definicdo mais precisa. Abordaremos na proxima secdo o problema de

determinar o volume de solidos irregulares.

4.3 A definicéo geral de volume

Como discutido no fim da sec¢do anterior, precisamos de uma defini¢cdo mais precisa
do volume de um sélido. Nesta secdo, nosso objetivo é chegar a essa definicdo. Assim,
fundamentados em Lima (2006), introduziremos a defini¢do de poliedro retangular e, tomando
tal poliedro como base, conseguiremos dar um significado preciso a ideia inicial de volume,
que diz que o volume de um sélido S é o numero de vezes que o0 cubo unitario cabe dentro de
S.

Definicao: Poliedro retangular é qualquer sélido formado pela unido exclusiva de uma
quantidade finita de blocos retangulares justapostos. Pelo postulado 2. de medicéo de volumes,
encontramos o0 volume de um poliedro retangular, quando somamos os volumes de cada bloco

retangular constituinte do solido.
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Figura 18: Poliedro retangular

De fato, dado um poliedro retangular P contido em S, é facil calcular seu volume,
e ainda, de acordo com o postulado 3., mesmo sem conhecer o valor de V(S), devemos ter

necessariamente que
V(P) < V(S).

Ainda pelo postulado 3. de medicdo de volumes, a relacdo acima € valida para todo
poliedro retangular P tal que P c S. Observemos que, para cada poliedro retangular P # S e
contido em S, podemos encontrar um novo poliedro retangular P’ com volume maior que V(P)
mas que ainda se mantém contido em S. Para isso, basta acrescentarmos a P mais blocos
retangulares, tendo o cuidado de se manter contido em S . Logo, pelo postulado 3. de medicao
de volumes, temos que V(P) < V(P") < V(S) de forma que V(P") € uma aproximagdo por
falta para V(S) melhor que a aproximagéo V (P).

Seguindo o raciocinio acima, encontramos melhores aproximagdes para V(S).
Assim, podemos aproximar V(S) por volumes de poliedros retangulares contidos em S com
tanta precisdo quanto se queira. Isso significa que VV(S) é o nimero real que é aproximado por
falta pelos volumes dos poliedros retangulares contidos em S. De forma geral, temos que Ve €
R tal que € < V(S), é sempre possivel encontrar um poliedro retangular Q c S tal que ¢ <
V@) < V().

Agora, de forma analoga ao caso anterior, fagamos a aproximacao a V(S) por
excesso, utilizando novamente poliedros retangulares. Sejam S um solido ao qual queremos
determinar seu volume, e Q um poliedro retangular tal que S < Q. O nimero V (Q) € facilmente
determinado, de modo que V (S) satisfaz a condicdo V(S) < V(Q) qualquer que seja Q com
S c Q pelo postulado 3. de determinacdo de volumes.

De fato, podemos aproximar os valores V(Q) por excesso para VV(S) de modo que,

guanto menor tomarmos o poliedro retangular Q com S < @, melhor sera a aproximacéo por
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excesso de V(Q) para V(S). Juntando essas duas formas de aproximacéo (por falta e por

excesso), temos o seguinte resultado:

Quaisquer que sejam os poliedros retangulares P, com P c S,e Q, com S c Q, tem-se que
V(P) <V (S) < V(Q).

Essa propriedade caracteriza o conceito de volume de modo que, qualquer que seja o
solido geométrico S mensuravel, V(S) € R é o Gnico numero que satisfaz a condicdo acima

discutida.
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5 CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL E O CALCULO DE VOLUMES

Até agora ja sabemos calcular o volume de um paralelepipedo reto retangulo e de
um cilindro de base qualquer. Em particular, o volume do cilindro foi determinado, a titulo de
exemplo, para a aplicagao do principio de Cavalieri como método para determinagdo de volume
de soélidos. Mesmo sabendo a férmula do volume de um cilindro de base qualquer
(V = A(B). h), iremos demonstra-la novamente utilizando como ferramenta a integracao. Essa
férmula é muito importante pelo fato de ser utilizada para obter a defini¢do de volume de um
solido qualquer, onde a area de quaisquer de suas sec¢les transversais perpendiculares a um
eixo € escrita em funcdo da distancia da sec¢cdo a um ponto fixo do eixo.

Como haviamos comentado anteriormente, o célculo diferencial e integral,
atualmente, é o método mais eficiente para a determinacéo de volume de sélidos por meio de
integracao de funcGes elementares e ele sera amplamente utilizado nesta parte final do trabalho.
Neste Gltimo capitulo, vamos apresentar um “novo” conceito de volume de sélidos usando a
integral definida. Iremos também demonstrar as férmulas de volumes dos varios soélidos
geomeétricos definidos neste trabalho. O processo de integracdo sera a ferramenta fundamental

para nossas demonstracoes.

5.1 O método da integracdo para o calculo de volumes

Consideremos um sélido S qualquer e o dividamos em n fatias (n pedagos). De fato,
podemos aproximar cada fatia por um cilindro. Assim, obtemos uma aproximacgdo para 0
volume de S quando somamos 0s volumes da cada um dos cilindros aproximantes. Logo, para
valores muito grandes de n, a soma dos volumes de cada cilindro aproximante torna-se e se
mantém-se tdo préxima do volume de S quanto se deseje.

Seguindo a sequéncia apresentada acima, comecamos intersectando o solido S por
um plano P, que € perpendicular ao eixo das abscissas em um ponto x com a < x < b, gerando
0 conjunto P, N S ao qual chamamos de seccédo transversal de S. Seja A(x) a area da secgao
transversal determinada pelo plano P, no sélido S. A variacdo da area da seccdo transversal
ocorrera de acordo com a variacdo de x em [a, b]. Para uma visualizacdo do procedimento

descrito, veja a figura 19.
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Figura 19: Seccdo transversal do solido S por um plano P,

Agora, dividamos o sélido S em n fatias (n pedacos), todas com larguras iguais a
Ax, utilizando, para isso, os planos Py, Py,, Py, ---, Py, _, - Podemos obter uma aproximagdo para
cada fatia S;, porgdo de S que esta entre os planos Py, | e P, por meio de um cilindro de area
da base igual a A(x;") e altura igual a Ax, onde x; sdo pontos amostrais tais que x; € [x;_1, x;].
Assim, pela formula de volume de um cilindro (V = A(B).h), o volume desse cilindro
aproximante € igual a A(x;)Ax, que é uma aproximacao para o volume da i-ésima fatia S; do
solido S. Ou seja,

V(S;) = A(x])Ax.

Nessas condigdes, obtemos um valor aproximado para o volume real do solido S

guando somamos os volumes dos cilindros aproximantes de cada fatia S;. Isto € a soma de

Riemann.

V(S) ~ ZA(x;).Ax
i=1

Esse somatorio é uma aproximacdo para o volume do sélido S de modo que, quanto
maior for a quantidade n de fatias de mesma largura Ax, mais perto estaremos do valor real de
V(S). De modo intuitivo, quanto maior for o valor de n, mais finas serdo as fatias e,
consequentemente, mais precisas serdo as aproximacoes de cada fatia por cilindros, em outras
palavras, a aproximagdo melhora quando n—o. O procedimento descrito acima é andlogo ao
ato de cortar um queijo em fatias muito finas de maneira que, quando juntamos todas elas, temos
0 queijo completo novamente. Com base no que foi discutido, definimos o volume do sélido S
como o limite do somatdrio acima quando n—oo. Mas, como observado no paragrafo anterior,
temos ai o limite da soma de Riemann que € definido como sendo uma integral definida. Isso

justifica a seguinte definicéo.
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Definicao: Seja S um solido que esteja entre os planos perpendiculares ao eixo x em a e em b.
Se a medida da area da seccdo transversal de S determinada pelo plano P, que passa pelo ponto
x e é perpendicular ao eixo das abscissas, € A(x), onde A é uma funcdo continua no intervalo

[a, b], entdo a medida do volume de S é

n

b
V=1im ) A(x;)Ax =f A(x)dx.
n—oo
i=1 a

Vale ressaltar que, na definicdo de volume, V = f: A(x)dx, A(x) representa a area
de uma seccdo transversal, determinada pelo plano P, que secciona o sélido S e é perpendicular
ao eixo das abscissas no ponto x.

Na defini¢do acima, quando substituimos x por y, estamos assumindo que o solido
S esta posicionado entre dois planos tracados de forma perpendicular ao €ixo y nos pontos ¢ e
d. E ainda, a medida da &rea da seccdo transversal determinada no sélido S pelo plano P,
tracado de forma perpendicular ao eixo y no ponto y, é igual a A(y), onde A é uma fungéo
continua em [c,d]. Assim, de modo analogo a definicdo anterior, temos que a medida do

volume do sélido S é dada por

n
d
V= T{igrgozA(yf)-Ay = f A(y)dy.
i=1 ¢

5.2 Volume dos sélidos geométricos

Nesta secdo demonstramos as formulas de volume dos principais solidos
geométricos estudados no ensino médio bem como o volume do toro soélido. Usamos como

ferramenta fundamental o processo de integracdo para o calculo de volumes.

5.2.1 Volumes do Paralelepipedo reto retangulo e do prisma

Teorema: O volume de um paralelepipedo reto retdngulo de dimensdes a, b e ¢ é igual ao

produto de suas dimensdes, ou seja, V = abc.

Demonstracéo
Seja um paralelepipedo reto retdngulo de dimensdes a, b e c. Transportemos este

paralelepipedo para o plano cartesiano ortogonal xOy de modo que duas de suas arestas, as de
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direcdes a e c, estejam contidas nos eixos x e y respectivamente e, consequentemente, um dos

vértices do sélido esteja na origem do sistema conforme a figura 20.
1.-.'

X

Figura 20: Paralelepipedo reto retangulo e o sistema cartesiano xOy

De fato, o plano P, determina no bloco retangular uma secgéo transversal retangular
cuja area é igual a b.c para qualquer x € [0, a], ou seja A(x) = b.c,Vx € [0,a]. Aplicando a

definicdo de volume por integragéo com os limites de integracéo iguais a 0 e a, obtemos que

= b.c.x]g =b.c.(a—0) = abc.

De forma anéaloga ao célculo do volume do ortoedro, calculemos o volume de um
prisma de base hexagonal com area da base igual a A(B) e alturaigual a h. Novamente faremos
o0 transporte do sélido para o sistema cartesiano ortogonal xOy. Observemos a figura 21, que
mostra que o s6lido é transportado para o sistema xOy de modo que 0 eixo X esteja contido no
plano de uma das bases, 0 eixo y seja perpendicular ao plano da base e um dos vértices do
prisma seja a origem do sistema cartesiano ortogonal.
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Figura 21: Prisma hexagonal e o sistema cartesiano xOy

Agora, nesse caso, € facil ver que o plano P,, que € perpendicular ao eixo y e
intersecta o prisma, determina uma seccdo transversal hexagonal no prisma, cuja area é igual a
A(B) para qualquer y € [0, k], ou seja, A(y) = A(B),Vy € [0, h]. Entdo, para fins de calculo,
tomaremos a seccdo determinada por P,, uma vez que o0 prisma esta na posicdo vertical.

Observemos que, nesse caso, a variagdo da seccéo transversal, que na demonstracdo anterior
foi feita no eixo x , esta ocorrendo no eixo y. Assim, aplicando, novamente, a definicdo de

volume por integragdo com os limites de integracdo iguais a 0 e h, temos que

h
szo A(B)dy

= A(B) Johdy

= A(B).y]z = A(B)(h — 0) = A(B)h.

Dai concluimos que o volume do prisma de base hexagonal é igual a V = A(B)h

O processo feito acima pode ser aplicado para qualquer prisma de base genérica,
pois para todo prisma a &rea da sec¢édo transversal é constante e igual a area das bases. Nessas
condig¢des, de modo geral, seu volume é dado por V = thA(B)dx = A(B).(h—0) = A(B).h.
Os argumentos acima demonstram o teorema seguinte, que generaliza a formula para o calculo

do volume de um prisma.
Teorema: O volume de um prisma é igual ao produto da area da base (A(B)) pela medida da

altura (h). Em simbolos:

V = A(B)h.
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5.2.2 Volume da piramide

Teorema: O volume de uma piramide é igual a um terco do produto da area da base A(B) pela

medida da altura (h). Em simbolos:
1
V= §.A(B)h.

Demonstracéo

Antes de demonstrarmos o caso geral, vejamos um exemplo particular que servira
como motivacao a demonstracdo geral. Consideremos uma piramide regular cuja altura mede
h unidades de comprimento, e a base € um quadrado de lado com | unidades de comprimento.
Inicialmente, colocamos o Vvértice da piramide na origem do sistema cartesiano de modo que o
eixo X intersecte a base no centro da mesma, como indicado na figura 22. E facil ver que todo
plano P, que é perpendicular ao eixo das abscissas no ponto x € [0, k], intersecta a piramide
de acordo com um quadrado com lado de comprimento s. Percebemos, pelo esquema abaixo,
que o comprimento s pode ser escrito em funcdo de x utilizando-se apenas uma simples

semelhanca de triangulos.

VA V4

2

T B

I
1 \J

Figura 22: Piramide no sistema cartesiano xOy e uma seccdo transversal

Pela semelhanca de triangulos, temos que

X S Do Ix
o1 T
Desse modo, podemos dizer que a area da seccdo transversal em certo ponto x €
[0, h] é igual a
x> 2
= 2 = | — e — 2
Alx) =s (h) ke

Como a piramide esta entre os planos paralelos P, e P, perpendiculares ao eixo X,

pelo processo de integracdo temos que seu volume é
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I’h 1 1
= =_1]2 h =
V 3 3.l .h 3.A(B)h.

A demonstracdo da formula para o volume de uma pirdmide qualquer € feita de
forma analoga ao caso da piramide quadrangular. De modo geral, para uma piramide de base B
qualquer e de altura h, posicionada no sistema cartesiano como o exemplo anterior, o plano P,
que é perpendicular ao eixo x no ponto x, ira determinar uma sec¢ado transversal na piramide na

forma de uma regido poligonal B’ que sera uma figura homotética a base B com razéo% . Dessa

forma, as regides B’ e B sdo figuras semelhantes com razio de semelhanca igual a =. Sabemos
h

que figuras semelhantes estdo entre si como o quadrado da razéo de semelhanga. Assim sendo,

temos que

A(x) _ A(B,) _ (X)z

A(B)  A(B) \n

=46 = (£) . 4B).

h

Para um maior aprofundamento nos conceitos de semelhanca, bem como na
definicdo de homotetia e estudo de seus teoremas, sugerimos ao leitor a leitura de Lima (2006).
Agora que sabemos o valor da &rea da secgdo transversal em funcdo de x, podemos entéo

determinar o volume da piramide como segue:

h
szoA(x)dx

_ Joh (%)2 .A(B)dx
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A(B) ("
= f(LZ) x2dx
0

AB) x*]"

5.2.3 Volume do Tronco de piramide

Teorema: O volume de um tronco de pirdmide com area da base maior igual a B, area da base

menor igual a b e altura com medida h € igual a

h
V=§w+ﬁ%+w.

Demonstracao

Consideremos um tronco de piramide com area da base maior igual a B, area da
base menor igual b e altura h. Coloquemos esse solido no plano cartesiano ortogonal xOy de
maneira que a base maior esteja contida no plano perpendicular ao eixo y pela origem e um
dos Vvértices da base maior esteja na origem de xOy. A figura 23 serve apenas como uma

ilustracdo auxiliar para a demonstracdo da férmula do volume do tronco de piramide.

Ya

Figura 23: Esquema para determinagdo do volume do tronco de piramide
Na figura acima, temos que A(y) é a &rea da seccdo transversal determinada pelo
plano P,, plano esse que € perpendicular ao eixo das ordenadas no ponto y € [0, A],

intersectando o tronco segundo um poligono. A medida H representa a altura da piramide.
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Usando o fato de que os poligonos de areas b, A(y) e B sdo semelhantes por serem

figuras homotéticas, temos os seguintes resultados.

(i)§=(%)2:%:%:H\/E—hVE:Hﬁ:H(VE—ﬁ):h\/E
B
=>H:\/§—\/F
H \* A@y) (H—-y?* 2 2 1
(@) A(y) (H—y) =z By :< Hy) :“4(3'):(1_%) B:<1_Ey+ﬁy2)

Assim, temos que A(y)=(1—%y+%y2)3. Usando esses dois resultados,

podemos determinar o volume do tronco de piramide como segue:

fA(y)dy f 1——y+H2y2)de
_B[y__y +317123']
<h——h2+—h3)

3H?

Substituindo o resultado de (i) na expressao acima temos:

V=B

 (B-\E) , 1 (VB-5) h3]

hB 3" Bh?

=Bh—\/§(\/§—\/5)h+%(B—2\/§\/E+b)h

=Bh—Bh+\/§\/Eh+§(B—2\/§\/E+b)

wlw

=—=[3VBVb + (B — 2VBVb + b)| = —(B+\/%+b).

5.2.4 Volume do cilindro circular reto e obliquo
Teorema: O volume de um cilindro circular reto de raio r e medida da alturaigualah é

V = nr?h.
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Demonstracéo

Consideremos um cilindro circular reto que tem altura com medida igual a h
unidades e raio da base com r unidades de comprimento. Posicionemos 0s eixos coordenados
do sistema cartesiano xOy de maneira que a origem do sistema coincida com o centro de uma
das bases do cilindro e a altura desse cilindro seja medida ao longo do eixo positivo y de acordo

com a figura 24.

o

L%
r 4

I X

Figura 24: Cilindro circular reto e o sistema cartesiano xOy

De fato, todo plano P, intersecta o cilindro de acordo com uma seccao transversal

em forma de um circulo de raio r, de modo que sua area é constante e igual a A(y) = nr? para

todo y no intervalo [0, h]. Entdo, pela nossa definicdo de volume, temos que

h
V= fo AG)dy

h
= f ridy
0

h
=7rr2J dy
0

= m‘zy]g = tr2h.

|

De forma analoga a demonstracéo da formula de volume do prisma, o processo feito
acima pode ser expandido para qualquer cilindro circular de altura h e raio da base de medida
r, pois, para todo cilindro circular (reto ou obliquo) na mesma posicdo do cilindro anterior

(vertical), a area da seccdo transversal determinada por P, € sempre igual a area das bases que
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. h . .
é nr?, de modo que V = [ mr?dy = mr?h. Assim, os argumentos acima demonstram o

proximo teorema, que generaliza a formula para o calculo de volume de um cilindro circular.

Teorema: O volume de um cilindro circular de raio da base igual a r e medida da altura igual

ahé
V = nr?h.

5.2.5 Volume do cone circular
Teorema: O volume de um cone circular de raio da base igual a r e altura medindo h € igual a

V—1 Zh
=3mrth.

Demonstracao

Sem perda de generalidade, faremos a demonstracdo desse teorema para o caso do
cone circular reto de raio da base igual a r e altura medindo h, sendo o caso genérico
demonstrado de forma anéloga, seguindo 0s mesmos passos. Por questdo de conveniéncia,
escolhemos o cone circular reto para essa demonstracao.

Dado o cone circular reto citado acima, seja um plano cartesiano ortogonal xOy tal
que sua origem coincida com o vértice do cone e 0 eixo positivo x do sistema cartesiano passe
pelo centro da base do mesmo. De fato, o plano P,, que passa pelo ponto x e é perpendicular ao
eixo das abscissas, determina no cone uma seccao transversal circular de raio s, de modo que
podemos escrever o raio s do circulo da seccdo em funcgdo do raio da base r por meio de uma
semelhanca de tridngulos. Observe a figura 25, que ilustra o que acabamos de dizer.

v, ¥

LS r2r

0 . x 0 X —

Figura 25: Cone no sistema cartesiano xOy e uma sec¢ado transversal

Pela semelhanga de tridngulos, temos que

ZS_x=> T
2r h ST R"
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Agora, ja sabemos a medida do raio do circulo da secgdo transversal do cone,

determinada pelo plano P,, em qualquer ponto x € [0, h] escrito em funcdo de x. Como a area
de um circulo de raio r é nr2, o valor de s nos possibilita encontrar a area da seccéo, ou seja,

podemos dizer que a area A(x) da secc¢do transversal em qualquer ponto x € [0, h] € igual a

2 qr?
) =%

T
— 2 _ _
A(x) = s = n(hx
Assim, o volume procurado é determinado pela integracdo da funcdo A(x) no

intervalo [0, k], como segue.

mr? 1
V=?.?=§nrh.

Para generalizar essa demonstragdo para todo cone circular (reto ou obliquo), basta

seguirmos a mesma sequéncia logica da demonstragéo feita para o cone circular reto acima.

Com esses argumentos, provamos que a férmula para o calculo do volume de um cone circular
é

V ==nr?h.

5.2.6 VVolume do tronco de cone circular
Teorema: O volume de um tronco de cone circular com altura h, raio da base maior R e raio da

base menor r, é igual a

1
V= §7Th(R2 + Rr +12).
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Demonstracéo
Sem perda de generalidade, utilizaremos um tronco de cone circular reto para fazer
a demonstracdo do teorema. Isso significa que os passos feitos aqui sao aplicaveis a todo tronco
de cone circular, mas, por questdo de conveniéncia, escolhemos o tronco de cone circular reto.
Seja um tronco de cone circular reto de altura h, com raio maior R e raio menor r.
Cologuemos esse solido no plano cartesiano ortogonal xOy de modo que o centro da base maior
se encontre na origem do sistema cartesiano xOy e 0 centro da base menor pertenca a parte
positiva do eixo x, conforme mostra a figura 26.
Ya

Figura 26: Tronco de cone no sistema cartesiano xOy e uma secgéo transversal

Podemos perceber, conforme a figura 26, que o plano P,, que esta a uma distancia
y do plano da base, intersecta o tronco de cone de modo a determinar um circulo cujo raio € Xx.
Para determinar o volume desse solido, temos, entdo, o desafio de encontrar o valor de A(y)
para assim utiliza-lo em nossa defini¢cdo de volume por integral. Devemos ainda escrever a

variavel x em funcéo de y. Com esse objetivo, observemos a figura 27.
r

I R 1 R_x

Figura 27: Visualizacdo da relacdo entre x e y
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Observando a semelhanca de tridangulos na figura acima, obtemos o seguinte

resultado:
R—x R-7r

y h

=>(R—-x)h=(R-—-1)y
=>Rh—xh=(R—-1)y

=>xh=Rh— (R—1)y

(R-1)
h

=>x=R-—

Agora estamos aptos a calcular o volume do tronco. Vejamos:

h
V= jo A(y)dy

h R—1 \2
=j07T(R— N y) dy

= [th —R(R—1)h +%(R — r)zh]

1
=7 [th —R?h+ Rrh + 3 (R?h — 2Rrh + rzh)]

3 3

5.2.7 Volume da esfera

Teorema: O volume de uma esfera de raio r € igual a

V=_nr,
377.'7"

1 1
= —mh[3Rr + (R? — 2Rr + 1r?)] = =mwh(R? + Rr + r?).
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Demonstracéo

Posicionemos uma esfera de raio r no plano cartesiano ortogonal xOy, de modo que
seu centro coincida com a origem do sistema xQy. De fato, o plano P, que € perpendicular ao
eixo das abscissas no ponto x € [—r,r], intersecta essa esfera de acordo com um circulo de
raioigual ay = Vr2 — x2 com —r < x < r. Esse resultado é obtido por uma simples aplicacdo
do teorema de Pitagoras no triangulo retangulo de lados com medidas X, y e r, de acordo com a

figura 28.

Figura 28: Esfera no sistema cartesiano xOy e uma seccao transversal

Nessas condi¢des, temos que a area da seccdo transversal determinada pelo plano
P, € a area de um circulo de raio y, ou seja,
Alx) = ny? = n(r? — x2).

Pela nossa definicdo de volume, temos que o volume da esfera de raio r é igual a

V= f_rA(x)dx

= frn(rz — x?)dx

-r

T
= an (r? —x?)dx
0

r
X3

3
4
=2nlr2x—? = 2nlr3——l=§nr3.
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5.2.8 Volume da calota esférica
Teorema: O volume de uma calota esférica de altura h numa esfera de raio r é igual a

1
V= §nh2(3r —h).

Demonstracao
Seja uma calota esférica de altura h contida numa esfera de raio r. Centremos essa

esfera na origem do plano cartesiano xOy conforme indica a figura 29.

yu

Figura 29: Calota esférica e o sistema cartesiano xOy
De forma analoga a demonstracédo da formula de volume da esfera, temos que a area
da seccdo transversal da esfera determinada pelo plano P, € igual a
Aly) = x? = n(r? — y2).
Vale ressaltar que a calota esférica esta entre os planos perpendiculares ao eixo y
nos pontos r-h e r, que séo justamente os limites inferior e superior, respectivamente, da integral

que determinara o volume do sélido. Usando essas informagdes vem:

s
V= f A(y)dy
r—h
T
=f n(r? —y?*)dy
r—h

r
= ﬂf (r* —y*)dy
r—h

317

=m|riy—=—
l 3 r—nh
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=nr?[r— (r — h)] —%[7’3 - (r—h)?]
T
=nr?h — §[r3 — 134 3r%2h — 3rh? + h3]
T
= 5(3r2h —3r2h + 3rh? — h3)

h? 1
= %(3”12 —h3) = 7TT(3r —h) = gnh2(3r — h).

5.2.9 Volume do segmento esférico

Teorema: O volume de um segmento esférico de raios das bases iguais a R, e R,, e alturacom

medida h é igual a
mh
V=" [3(R,* + R,?) + h?).
Demonstracéao:

Consideremos um segmento esférico de raios das bases iguais a R; e R,, e altura
igual a h, numa esfera de raio R. Coloquemos essa esfera no sistema cartesiano ortogonal xOy
de modo que a origem do sistema seja o centro da esfera e 0 eixo x do sistema xOy passe pelo
centro de cada uma das bases do segmento esférico. De fato, os planos paralelos, que contém

as bases do solido em pauta, intersectam o eixo das abscissas em dois pontos. Sejam a e b esses

pontos. A figura 30 ilustra as consideracdes feitas acima.

Ya

Figura 30: Segmento Esférico e o sistema cartesiano xOy
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Observando os triangulos retangulos de lados R, R4e a e o0 outro de lados R, R, e
b, temos, pelo teorema de Pitagoras, que:
(i) a® + R,* =R?= a% =R%*—R,%;
(ii) b2 + R,> = R? = b2 = R2 — R,%.

Temos também que a altura h do segmento esférico € dada pela distancia entre suas
bases. Pela figura acima é imediato que
(iii) h=b — a.

Da mesma forma como na demonstracao da formula do volume da esfera, o plano
P, intersecta o segmento esférico de acordo com um circulo cujo raio é igual a y = VRZ — x2
com —r <a<x < b <r. Dessa forma, a area da seccdo transversal determinada pelo plano
P, no segmento esférico é igual a

A(x) = my? = n(R? — x?).

Observemos que o segmento esférico esta entre os planos perpendiculares ao eixo
X nos pontos a e b, que séo justamente os limites de integracdo da nossa defini¢cdo de volume.

Nesse sentido, temos que

b b
/4 =f A(x)dx =f m(R? — x*)dx

a

b
= nj (R? — x?)dx
2 x3 ’
=7TIR x—?la
1
- n[Rz(b—a) - —a3)]
1
=n[R2(b ~) =5 - )@ +ab +b2)]

= (b - a) [RZ —%(az +ab+ bZ)]

— %(b — a)[3R? — (a® + ab + b?)].

No entanto, usando os resultados do itens (i), (ii), e (iii) nessa Gltima expressdo,

obtemos
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V= %h[mz — (R? =R, +ab + R*> —R,?)]
mh
=3 [3R? — (2R? — R,* — R,* + ab))].
Da relacdo dada no item (iii), obtemos que
b—a=h
= (b —a)? = h?

= b%? — 2ab + a? = h?

a’? + b? — h?
>abh=——77H—/7—
2
Agora, utilizando novamente as relacdes dos itens (i) e (ii), vem:

R? — R, + R? — R,* — h?
2

ab =

(R.% + Ry* + h?)
5 :

_RZ

Substituindo esse resultado na ultima expressao do desenvolvimento do volume do

segmento esférico, obtemos

V= %h [3R? — (2R? — Ry* — R,* + ab)|

(R:® + R,* + 1?) }

Th
=?{3R2—[2R2 — R;> =R, +R? - >

h [
= —{SRZ — [3R? — R{* — R,?

(R,® + Ry* + h?) }
3

2

(R.% + Ry* + h?)
2

= R12+R22+

_ mh (3R, +3R,* + h?)
BER 2

=T [3(Re? + R?) + 2]
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Uma observacéo interessante que podemos destacar € que as formulas de volume
da esfera e da calota esférica, que demonstramos nas duas secdes anteriores, decorrem
diretamente da formula de volume do segmento esférico. Em outras palavras, podemos dizer
que tanto a féormula de volume da esfera, como a formula de volume da calota esférica sdo casos
particulares da formula de volume de um segmento esférico.

Para deduzir a formula de volume de uma esfera de raio r utilizando a formula de
volume de um segmento esférico, basta fazermos R, = R, = 0, de modo que h = 2r, assim

obtemos

V=

”(zr) [3(02 + 02) + (2r)?] = g 73,

Agora, para a deducdo da formula de volume de uma calota esférica de altura h e
base de raio igual a r, contida numa esfera de raio R, pela formula de volume de um segmento

esférico, basta fazermos R; = re R, = 0. Assim, temos
Th mh
V= ?[3(7”2 + 0%) + h?] = ?(Srz + h?). (%)

Observemos a figura 31, que nos mostra uma calota esférica de raio da base igual a

r e altura de medida h, em uma esfera de raio R, destacando o triangulo retangulo OAB.

Figura 31: Relagéo entre R, r,e h

Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo retangulo OAB, obtemos o seguinte
resultado:
r2+ (R —h)? =R?
= r2 + R? — 2Rh + h? = R?
= r%2 = 2Rh — h?,
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Substituindo esse Gltimo resultado em (), vem:
mh mh
V= 3 (3r2+h?) = 3 [3(2Rh — h?) + h?]
h
- % (6Rh — 2h?)

1
= §T[h2(3R - h),

como queriamos mostrar.

5.2.10 Volume do Toro Solido

Teorema: O volume de um toro sélido de raiosRe rcomR > r éigual a
V = 2mn%r?R.

Demonstracéo

Para o entendimento da parte inicial desta demonstragdo o leitor precisard de uma
boa dose de visdo espacial, pois, talvez, a forma da regido plana determinada pela secgédo
transversal do toro, bem como a deducéo da expressao para A(y), ndo sejam tao faceis de ver.

Seja um toro solido de raios R e r com R > r nos moldes da definigéo de toro dada
no terceiro capitulo. Coloquemos esse sélido no plano cartesiano ortogonal xOy de forma que
0 eixo0 y seja seu eixo de rotagéo e 0 eixo x esteja contido no plano que divide o toro ao meio e
é perpendicular ao eixo de rotagdo. A figura 32 ilustra a posi¢do descrita acima.

Ya

Figura 32: Toro solido e o sistema cartesiano xOy
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De fato, o plano P, com y € [—r,7], que € perpendicular ao eixo y e intersecta o

toro sélido, determina uma seccédo plana no formato de uma coroa circular. Para usar integracao
e determinar o volume do solido, devemos encontrar a expressdo de A(y) em funcdo de y. Com
essa finalidade, consideremos a figura 33 que apresenta um esquema com o conjunto (Plano

XOy)N(toro solido)N(seccdo do toro).

/\\ y

-

Figura 33: Esquema contendo (Plano xOy)N(toro solido)N(seccdo do toro)

Pelo esquema acima, temos que os raios dos circulos que compdem a coroa circular
da seccdo transversal determinada por P, tem medidas iguais a R+d e R-d. Logo, podemos
afirmar que

A(y) =n[(R +d)? — (R — d)?].

Agora, observando o triangulo azul, percebemos que ele é retangulo, logo, podemos

aplicar o teorema de Pitagoras de modo a escrever d em funcdo de y, ja que r é constante.

Aplicando esse teorema no triangulo azul, vem:
r?2 =d? +y?

=d=.r2-y2
O valor “d ” acima é real pelo fato de termos y € [—r,7]. Logo r%2 — y? > 0.

Substituindo d = /72 — y2 na expressdo de A(y), temos:
AD) =r|(R+7T=37) = (R— 7T =7) |
=n[(R+m+R— rz—yz)(R +m—R+ rz—yz)]

=1 [(ZR) (2 r2 — yz)] = 4mR\/1% — y2.
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Ou seja, A(y) = 4nR./r? — y?. Sabendo o valor de A(y), podemos entdo

encontrar o volume do toro sélido, como segue:

r T
%4 =f A(y)dy =.f 4mR\1? — y2dy
-r -r
T
= 471Rf VT2 —y2dy
-r

-
= 871'RJ VT2 —y2dy. (¥)
0

Para calcular a integral indefinida [./r2—y2dy, faremos a substituigdo
trigonométrica y = rsen 8, com 0 < 0 < % quando y>0 e _7" < 6 <0 quandoy < 0. Como

y =rsenf, entdo dy = r cos 8 db, e ainda,

VT2 —y? =4/r? —r2sen?f = rJ1—sen20 = 1/ cos28 = r cos 6.

Portanto,

]w/rz — y2dy = jrz cos26 do
= rzfc0529 de
1
=r2f§(c0520 +1) do

r? (sen 26

o) +x
> 2+ +

2
=?(sen9.Cost9+9)+K; KeR.

Comoy =rsené,entdo § = sen™! (%) Temos ainda que cos 6 = V1 — sen?0 =

2
/1 - 3;—2 = %w/rz — y2. Dessa forma, substituindo os valores de sen 6, cos 6 e 6 no resultado

da integral indefinida, obtemos

2
dey = %[g.%\/rz —y2+sen?! (%)] + K
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2

r y
=2 2 _ 24 can-1(Z .
=3 r y+23en (r)+K,K€R.

Tendo obtido o resultado da integral indefinida, enfim, podemos terminar a
demonstracdo da formula do volume do toro sélido. Continuando a demonstracéo da formula

em questdo a partir do ponto (x), temos:

r
V=8TL'Rf Jré —y?dy
0

2
_ Y e _—vz el cen-1(2
_87'[Rl2 re—y +Zsen (T)lo

r r? r
_ L2 _ 2 -1(Z
= 8nR [2 r re 4+ > sen (7")]

r?
= 8nR (T) = 2m%r?R.

|
Como vimos, o célculo da integral anterior ndo foi imediato, fazendo-nos recorrer
a uma substituicdo trigonométrica e com isso a integracdo ficou um pouco extensa e trabalhosa.

Uma alternativa para evitar a substituicdo trigonométrica, encurtar o processo de integracéo e,

~ ; - T
consequentemente, encurtar a demonstragéo é observar que a integral [, /72 — y2 dy pode ser

interpretada como a area da regido que esta sob a curva f(y) = /r2 — y? e é limitada pelos

eixos cartesianos no intervalo [0, r]. De fato, como f(y) representa um semicirculo de raio r

centrado na origem do sistema xOy, é facil ver que for Jr? —y2dy éigual aum quarto da area

do circulo de raio r, ou seja for,/rz —y2dy = inrz. Logo, de forma mais simples,
T
1
V= 87er Jri—y2dy = 87‘[R.ZTTT2 = 2m?r?R.
0

5.3 Problemas e aplicacgdes adicionais

Como se pode ver, a integracdo € uma ferramenta poderosa para o calculo de
volumes de sélidos. Com o objetivo de praticar e consolidar tal ferramenta aqui apresentada,
iremos aproveita-la para resolver com facilidade alguns problemas interessantes de
determinacdo de volumes com novos sélidos. Tais aplicacBes se dardo em forma de resolucao

de problemas.
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Problema 01 (Volume da esfera com furo cilindrico): Uma esfera de raio R é perfurada
através do centro de acordo com um cilindro de raio r < R. Determine o volume da porc¢éo
remanescente da esfera.
Solugéo:
Consideremos que a esfera de raio R com o furo cilindrico de raio r < R esteja
centrada na origem do sistema cartesiano ortogonal xOy, conforme indica a figura 34.
Ya

D'<v

Figura 34: Esfera com furo cilindrico e o sistema cartesiano xOy

E facil ver que todo plano P,, que é perpendicular ao eixo das abscissas no ponto
h h| . T . . . ~
X € [—;,5], intersecta o solido em uma coroa circular cujos raios sdo y e r com y > r.

Observando a figura acima, temos, pelo teorema de Pitagoras aplicado ao triangulo OAB, que
x? + y? = R?, consequentemente, y? = R? — x?2.
Com essas informac6es, chegamos a conclusédo de que
Alx) =n(y? —r?) = n[(R? — x?) —r?] = n[(R? — 1?) — x?].
Agora, aplicando a nossa definicdo de volume via integracdo, chegamos ao seguinte

resultado:
h h

V= JEhA(x)dx = fzhn[(RZ —r?2) — x?]dx

h
= 27rj2[(R2 —1r2) — x?]dx
0
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h
=2m l(R2 —r?)x — %l 2

0

~an| -2 -3 (3]

Agora, observemos o triangulo retangulo com hipotenusa OC indicado na figura 34.

Aplicando, nesse triangulo, o teorema de Pitagoras, concluimos que
2 2

B - (-

Dessa forma,

V =2n [(R2 —1r?)(R? - rz)% — % (R? — rz)%]
= 2?" [3(R2 22— (R? — rZ)%]

4 3
=—(R?-1r?)2.
(R =17
Com isso, concluimos que o volume da esfera de raio R com furo cilindrico de raio

3
réigualaV = 4?” (R? —1?)2.

Problema 02: Uma cunha é determinada por dois cortes gerados por dois planos distintos sobre
um cilindro circular reto de raio da base igual a r e altura igual a h. Um dos planos é
perpendicular ao eixo do cilindro e contém a base do mesmo. O outro plano intersecta o
primeiro ao longo de um didmetro e forma com ele um angulo de medida igual a a, com 0°<
a<90°etana < ; Determine o volume da cunha em funcdo der e a.

Solugéo:

Posicionemos o sistema cartesiano ortogonal xOy de modo que o diametro do
cilindro, onde os planos se intersectam, esteja contido no eixo X, e 0 eixo y esteja contido no
plano da base. Nessa orientagdo, obtemos que a base da cunha é um semicirculo cuja equagéo
é y=vVr?2 —x2, onde —r < x < r. De fato, a seccio transversal da cunha determinada pelo
plano P, que € perpendicular ao eixo X no ponto x, € um triangulo retangulo ABC com base
medindo y = V72 —x2 e altura igual a med(BC) = ytana = Vr2 — x2tana. Para uma
visualizacdo geométrica das consideragdes anteriores, observemos o esquema da figura 35 com

a cunha escrita sob a orientacdo do sistema xOy.
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Figura 35: Cunha de um cilindro circular reto e o sistema cartesiano xOy

Logo, da formula de area de um triangulo retangulo, a area da seccdo transversal é

1 1
Alx) = E\/rz —x2./r2—x2tana = E(rz —x?)tana.
Portanto, o volume da cunha é igual a

T T 1

sz A(x)dxzf —(r*’ —x*»tanadx

-r —r2
_tana r

2 _ .2
=— _r(r x“) dx

r
= tanaf (r? —x?)dx
0

x31"
=tana |rix — —
31

5 r3 2r3
=tana|r3 —— =Ttana.

. . , 273
Assim, o volume da cunha descrita nesse problema é dado por V' = %tan a.

Problema 03: Duas esferas, cada qual com raio medindo r, séo tais que o centro de cada uma
estd na superficie da outra esfera. Nessas condi¢Oes, determine o volume comum entre as
esferas.

Solucéo:

De fato, o s6lido em questdo é gerado pela rotacdo da area comum de dois circulos
de raios r, onde o centro de um esta na fronteira do outro, em torno da reta que passa pelos
centros de cada um dos circulos. Observe a figura 36 indicando dois circulos de raio r, cada um
com seu centro na fronteira do outro, orientados de acordo com o sistema cartesiano ortogonal

xOy indicado.
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=Y

N
Y

Figura 36: Dois circulos de raio r com centro de um na circunferéncia do outro
2
Sabemos que a equagéo do circulo de raio r centrado em (—g 0) é (x + g) +

2
y? =72 Entdo y? =r? — (x + g) . Portanto, considerando a simetria em relacdo ao eixo y

(multiplicando a integral por 2), o volume do sélido em questéo é

T T T

2 2 2 N2
VZZJ- A(x)dx:2f ﬂyzdeZf n[rZ_(x+_)]dx
0 0 0 2

317"
=21 sz—(x+2) 2
3

_ 5 r3 r3 3 _5 (5 3)_5 5
T T\ T 2| T\ ) TR

Com uma observacao sutil, percebemos que o volume do solido em questdo € o

Outra solucéo :

dobro do volume de uma calota esférica de alturag numa esfera de raio r. Dessa forma, podemos

usar a formula para o volume de uma calota esférica, demonstrada na secdo anterior, para
encontrar o volume do sélido em questdo, adicionando apenas o fator multiplicativo 2, como

segue:
1
V= 2.§7Th2(37" - h)

Substituindo os dados, temos:

V= Zén(g)z (3r —g) = 2%71%7 =1 mr3.
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Problema 04: Determine o volume da interseccdo de dois cilindros circulares retos, cada um
com medida do raio da base igual a r, quando os eixos dos cilindros se intersectam em um
angulo reto.
Solugéo:

Observemos a figura 37, que mostra uma escolha para a posicdo do sistema
cartesiano ortogonal xOy, de modo que a origem do sistema coincida com o centro da parte

comum aos dois cilindros, que é o ponto de interseccao de seus €ixos.

I\
B S 0 m— 0
J’V

Figura 37: Intersecgéo de dois cilindros de raio r com eixos perpendiculares

E facil ver que toda secgo transversal determinada no sélido em pauta pelo plano
P, € um quadrado. Na figura acima, temos a vista i do quadrado e % do soélido formado pela

parte comum aos dois cilindros. Observando a figura 37, percebemos que, quando aplicamos o
teorema de Pitagoras no tridngulo OPQ, obtemos med (PQ)? = r? — y2. Logo,
A(y) = [2med(PQ)]* = 4med(PQ)* = 4(r* — y?).
Agora, aplicando o método da integracao para céalculo de volumes obtemos

V= f_:A(y)dy = f:4(r2 —y*)dy

.
= 8] (r* —y®dy
0

317
y 16
=8|r2y——=| =—rd.
lry 3 3"
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Problema 05 (Demonstracdo do principio de Cavalieri): Como vimos anteriormente, o
principio de Cavalieri nos diz que, se todo plano paralelo a um plano a dado tem como
interseccdo com os s6lidos mensuraveis S, e S, regides cujas areas sdo iguais, entdo V(S;) =
V' (S,). Demonstre esse principio.

Demonstracéo

Apesar de, neste trabalho, termos considerado o principio de Cavalieri como um
postulado de medi¢do de volumes, ele pode ser provado de forma trivial pela simples aplicacéo
da defini¢do de volume via integragéo. Observemos.

Seja a um plano que contém o eixo x do sistema cartesiano ortogonal xOy e é
perpendicular ao eixo y. Apoiemos os solidos S; e S, no plano a, mantendo-os no mesmo
semiespaco positivo determinado por «, de modo que as areas da sec¢Oes transversais A(y)
sejam iguais para todo plano P, e, consequentemente, as alturas dos mesmos também sejam
iguais a h. Uma vez que as areas de todas as secgdes transversais A(y) e as alturas sdo iguais

para os dois sélidos, entdo, é imediato que

h

Vs, = f A dy = V(S,).
0

]
Problema 06 (Volume de uma calota parabdlica): Um paraboloide de revolugdo é obtido
quando rotacionamos a parabola y = cx?, com ¢ > 0, em torno do eixo y. Determine a medida
do volume do espaco limitado por um paraboloide de revolucdo e um plano perpendicular ao
eixo y no ponto h >0 (Esse sélido € chamado de calota parabdlica).
Solucéo:
Observemos a figura 38 que mostra, no plano xOy, uma seccdo da calota parabdlica
e um corte determinado pelo plano B, que € perpendicular ao eixo das ordenadas no ponto y €

[0, h], onde (x,y) é um ponto pertencente a parabola y = cx?.
yl\

NV

Figura 38: Seccdo da calota parabdlica
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De fato, como o solido em questéo é gerado pela rotacdo da parte da pardbola y =
cx?, paray € [0, h], em torno do eixo y, de acordo com a figura 38, ento a secgéo transversal

que o plano P, determina na calota parabolica ¢ um circulo de raio x. Dessa forma, temos que
A(y) = mx?. Mas pela equacéo da parabola obtemos que x2? = % dai A(y) = %y.

Portanto,

h hT[
V=f A(y)dy=f —ydy
0 o €

—”f"d
—CO}’J’

-1f),
cl|?2 0

_nhz
- 2c

Assim, concluimos que o volume da calota parabdlica de altura h com parabola

‘- h?
geradoray = cx?,comc > 0, éigualaV = "Z—C

Problema 07: Um barril com altura h e raio maximo R é gerado pela rotacdo da pardbola y =

. h h . , .- .
R — cx? em torno do eixo x para — SSXS7 onde ¢ é um numero real positivo. A figura 39

mostra a forma deste solido.

y=R—cx*

=Y

(Y S,

Figura 39: Solido com formato de Barril
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a) Mostre que o raio de cada extremidade do barrilé r = R — d, onde d = #.
Solucéo:

Pela simetria da parabola, podemos perceber que os raios das extremidades do barril
tém a mesma medida. Como o barril é obtido pela rotacdo do grafico da parabola y = R — cx?

em torno do eixo x , concluimos que a medida do raio em cada extremidade do barril é igual ao
~ . . h h] . . h
valor da fungdo y = R — cx? nas extremidades do intervalo [—5,5], isto €, para x = + -, ou

seja,

b) Mostre que a formula para o calculo do volume delimitado pelo barril é

1 2 h?
V =-mh (ZR2 +7r2— —dz), onde d = —.
3 5 4
Solucéo:
De fato, o barril é simétrico em relacdo ao eixo y, de modo que podemos calcular
.y . . . h
seu volume multiplicando por dois o volume da parte dele que esta no intervalo 0 < x < 7

Como o sélido € gerado por rotacdo, é facil ver que o plano P, que é perpendicular ao eixo x
no ponto x e intersecta o barril, determina no mesmo uma seccgéo transversal circular de raio y.
Portanto, usando a fungdo y = R — cx?, concluimos que

A(x) = ny? = (R — cx?)2.

Pela nossa definicdo de volume, temos que o volume do barril é

h h
2 2

V= 2f A(x)dx = Zf (R — cx?)%dx
0 0

h
2

= an (R? — 2Rcx? + c?x¥)dx
0

2 1

=2n [sz ——Rcx® + _szs] 2
3 5

0

1 1 1
= _p2y 3 21,5
27T<2Rh 12Rch +—16och)
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1 1 3
—_ 2 _ 2 L 2L4
—3nh<3R 2Rch +806h>.

Com o objetivo de chegar a expressdo solicitada, facamos algumas manipulacdes
algébricas. Observando a expressao da ultima linha do desenvolvimento acima, podemos

reescrevé-la de modo a fazer aparecer um trinémio quadrado perfeito. Vejamos.

1 1 3
— 2 2 2 _ A2h4
V_th 2R“ + (R 2Rch +80ch)](*)

Mas , temos que

1 3 1 5 2
2 _ = 2 2p4 _ p2 _ 2 214 _ 274
R 2Rch +8OC h R chh +8OC h 806 h

1 1 1
= (RZ - ERch2 + Eczh“) — Eczh4

1 |
— _ 2 _ 21,4
—(R 4ch) —40ch.

h? - ~ .
Usando o valor de d = CT, substituindo na expressao acima, obtemos:

1 3 1
R? —ERch2 +%c2h4 =(R-d)? - Eczh“’

271
— _ 2~ 21,4
=R-d) 5(16Ch)

2

a3l

2
=R-d)* - g(d)z-

Mas, pelo item a) temos que r = R — d. Substituindo essa informacao, obtemos:

1 3 2
2 _ - 2 2p4 _ 2 _ 2 52
R 2Rch +8och r 5d.

Substituindo esse ultimo resultado na expressao (), concluimos que
1 2
V=c h<2R2+ z ——dz).
3" "5

Como solicitado.
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6 CONCLUSAO

As ideias iniciais deste trabalho surgiram apos ter cursado a disciplina de
GEOMETRIA (MA13) do PROFMAT do polo da UFC, da turma 2014.1, cujas aulas eram
ministradas pelo professor Dr. Marcos Ferreira de Melo. Nessa disciplina de Geometria, houve
uma abordagem totalmente diferenciada em relacdo aquelas que se veem em livros didaticos ou
na maioria dos textos especificos de geometria, pois a maioria dos resultados geométricos vistos
nessa disciplina eram justificados por aplicagdes do célculo diferencial e integral, seja limite,
derivada ou integral. Tal abordagem causou certa surpresa no inicio, mas, depois, ficou claro
gue o intuito era nos mostrar novos horizontes, novos caminhos, novos aprofundamentos,
mostrando que ndo existe s6 um caminho para a Matematica. Em suma, este trabalho foi
resultado de uma forma diferenciada de ministracdo da disciplina de Geometria do PROFMAT

da UFC pelo professor Dr. Marcos Ferreira de Melo.

Dessa forma, com o intuito de compartilhar um pouco dessa abordagem, vista no
mestrado PROFMAT, com os demais professores do ensino basico, inserimos o processo de
integracdo como método para o calculo de volumes e trouxemos aplicacdes do método para a
determinacdo das formulas para o célculo do volume dos sélidos geométricos mais comuns no

ensino médio.

Neste trabalho, mostramos que a integracdo € um processo extremamente eficiente
para a determinacdo de volume de sélidos, considerando-se que ndo precisa de outro sélido cujo
volume ja é conhecido para fazer comparacdo, como se faz quando se utiliza o principio de

Cavalieri.

Assim, apresentamos aos professores do ensino basico um caminho diferenciado e
alternativo para as demonstracfes das formulas de volume de sélidos, para que 0s mesmos
aprofundem e aprimorem seus conhecimentos sobre geometria espacial. Com este trabalho,
evidenciamos a importancia de o professor de Matematica estudar e pesquisar novos métodos
e caminhos a fim de obter novas alternativas para ministracdo dos contetdos do ensino médio
de forma a diversificar um pouco do que tradicionalmente € apresentado nos livros didaticos.
Fornecemos ao professor de matematica do ensino bésico um texto didatico mas, a0 mesmo
tempo, rigoroso com as demonstracdes das formulas de volume dos sélidos geométricos,

usando o processo de integracdo, que foge do que € comum nos livros didaticos.

Tal abordagem pode ser utilizada tranquilamente em turmas olimpicas ou turmas

que se preparam para os mais dificeis vestibulares do Brasil. Vale ressaltar que as
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demonstracGes feitas aqui podem também servir para sanar as ddvidas daqueles alunos mais
curiosos e interessados em um enfoque matematico mais preciso e abrangente do que aquele
que geralmente é apresentado nos livros do ensino médio, ou seja, o professor poderd mostrar
novas possibilidades aqueles alunos que ndo se contentam apenas com as justificacdes feitas
por meio do principio de Cavalieri. Sabendo que o ensino de Matemética ndo é feito sé de
demonstrac@es, resolvemos neste trabalho alguns problemas interessantes sobre célculo de
volumes, para mostrar a aplicabilidade do método da integracdo, e o professor que julgar

conveniente pode aproveita-los para usar em suas turmas.

Assim, esperamos que as informacdes contidas neste trabalho contribuam para a
formacdo complementar do professor de Matematica no que diz respeito ao estudo e ao ensino
de geometria espacial, de modo que o0 mesmo tenha disponivel mais uma ferramenta para suas
demonstrac0es e justificaces de volume de solidos geométricos. Esperamos também, com este
trabalho, que o professor de Matematica possa se aperfeicoar, tanto como professor, quanto
como pesquisador, contribuindo para o fortalecimento de seus conhecimentos geométricos,
tendo, como consequéncia direta, uma maior seguranca e respaldo em suas ministragdes de aula

sobre geometria espacial.



74

REFERENCIAS

AZEVEDO FILHO, Manoel Ferreira de. Geometria Espacial. Fortaleza: [s.n], 1999.

BOYER, Carl B.; MERZBACH, Uta C.. Histéria da Matematica. 3. ed. Traducdo de Helena
Castro; Prefacio de Isaac Asimov. Sao Paulo: Blucher, 2012.

DOLCE, Osvaldo; POMPEO, José Nicolau. Fundamentos de Matematica Elementar, 10.
5. ed. Sdo Paulo: Atual Editora, 1993.

EVES, Howard. Introducéo a histéria da matematica. Traducdo de Higyno H. Domingues.
Campinas, SP: Editora da Unicamp, 2004.

ISNARD, Carlos. Introducdo a Medida e Integracédo. 3. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2013.

LEITHOLD, Louis. O calculo com geometria analitica, vol. 1. 3. Ed. Tradu¢do de Cyro de
Carvalho Patarra. Sdo Paulo: editora Harbra ltda, 1994.

LIMA, Elon Lages. Curso de andlise, vol. 2. 11. ed. Rio de Janeiro: IMPA, 2014.
LIMA, Elon Lages. Medida e forma em geometria. 4. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2006.

LIMA, Elon Lages; CARVALHO, Paulo Cezar Pinto; WAGNER, Eduardo; MORGADO,
Augusto César. Temas e problemas. Rio de Janeiro: SBM, 2010.

LIMA, Jandean da Silva. Arquimedes e Eratostenes: os principais fatos historicos que
marcaram a matematica grega. 2012. 90 f. Monografia (Licenciatura Plena em Matematica) -
Centro de Ciéncias e Tecnologia, Universidade Estadual do Ceara, Fortaleza, 2012.

MORAIS, Leonardo Bernardo de. Andlise da abordagem da grandeza volume em livros
didaticos de matematica do ensino medio. 2013. 134 f. Dissertacdo (Mestrado em Educacéo
Matematica e Tecnologia) — Centro de Educacédo, Universidade Federal de Pernambuco,
Recife, 2013.

MUNIZ NETO, Antonio Caminha. Geometria. Rio de Janeiro: SBM, 2013.

STEWART, James. Calculo, volume 1. 7. ed. Traducdo de EZ2 translate. Sdo Paulo:
Cengage Learning, 2014.



