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Introducao

A nocao de largura em &arvore, assim como a de decomposicao em arvore, foi intro-
duzida por Robertson e Seymour [55] ao longo de sua série de artigos sobre a teoria
dos menores publicados nas décadas de 80 e 90. Logo apds a introducao destes novos
conceitos, notou-se a equivaléncia entre esse e varios outros conceitos ja conhecidos e
amplamente estudados, como por exemplo, o de triangularizacao e o de k-arvore parcial.
Além disso, provou-se a influéncia da decomposicao sobre a complexidade dos problemas,
constatando-se que muitos problemas dificeis poderiam ser resolvidos polinomialmente
dado que uma decomposicao em arvore de largura limitada fosse fornecida. Dentre tais
problemas estao alguns bastante conhecidos como: Conjunto Independente, Ciclo Hamil-
toniano, Coloracdo de Vértices, Isomorfismo, Arvore de Steiner, entre outros. Muitos deles
poderiam, na verdade, ser resolvidos linearmente dada tal decomposicao. Existem ainda
alguns importantes resultados acerca da complexidade de certos problemas usando légica
monadica de segunda ordem. Foi mostrado, basicamente, que qualquer problema que
possa ser representado através de determinadas linguagens formais ou expressoes logicas,
podem ser resolvidos polinomialmente dada uma decomposigao de largura limitada. Den-
tre os vérios trabalhos sobre esta perspectiva citamos Courcelle [24, 25, 26, 27|, Arnborg
et al.[5, 27], Borie et al. [17] e Courcelle e Mosbah [28].

Percebe-se, entao, que encontrar uma decomposicao de largura limitada torna-se parte



dominante na complexidade dos algoritmos que se utilizam destes fatos. Além disso, vale
ressaltar que, de uma forma geral, tais algoritmos tém complexidade exponencial nesta
largura. Dal a importancia de obtermos uma decomposi¢cao com menor largura possivel.

E de se esperar, entao, que calcular a largura em arvore de um grafo qualquer seja um
problema dificil. De fato, Arnborg, Corneil e Proskurowski [4] mostraram que determinar
a largura em drvore de um grafo qualquer pertence a N'P-dificil. Porém, apesar desta
complexidade, foi mostrado que um outro problema, derivado desse, pertence a P. Tal
problema é o de decidir, para k fixo, se um grafo G = (V| E) qualquer possui largura em
arvore menor ou igual a k.

Os primeiros algoritmos polinomiais para o problema com k fixo foram propostos,
independentemente, por Arnborg, Corneil e Proskurowski [4] e por Ellis, Sudborough e
Turner [32] e tém complexidade O(n**2) e O(n?*+4+8)  respectivamente, onde n = |V].
Estes algoritmos, além de responder “sim” ou “nao”, também sao construtivos, ou seja,
também fornecem uma decomposicao em arvore de largura 6tima ao final.

Robertson e Seymour [55], baseados na sua vasta e complexa teoria acerca de menores,
deram uma prova nao-construtiva da existéncia de um algoritmo em duas fases que resolve
o problema em O(n?). A primeira fase do algoritmo ou decide que a largura do grafo é
maior do que k ou fornece uma decomposicao de largura no maximo 4k. A segunda utiliza
a decomposicao encontrada pela primeira para decidir se a largura é realmente menor ou
igual a k.

Ainda no mesmo trabalho, Robertson e Seymour propuseram um algoritmo baseado
no conceito de separadores que resolve a primeira fase em O(n?) e mostraram a existéncia
de um algoritmo para a segunda fase de complexidade linear. Reed [54], modificando o
algoritmo de Robertson e Seymour de forma a utilizar separadores aproximados, obteve
um algoritmo para a primeira fase de complexidade O(nlogn). Por ter utilizado uma
aproximacao para encontrar os separadores, a largura da decomposi¢ao encontrada é
um pouco maior, mas hd o beneficio da melhor complexidade. Lagergren [46] propos

um algoritmo semelhante que, apesar de mais lento (complexidade O(nlog®n)), pode ser



aplicado em paralelo com complexidade de tempo O(log® n) utilizando O(n) processadores
em um CRCW PRAM.

A prova da existéncia da segunda fase do algoritmo foi baseada no resultado sobre
menores proibidos obtido por Robertson e Seymour que afirma que toda classe de grafos
fechada sobre menores possui um conjunto finito de menores proibidos. Bastou provar,
entao, que a classe de grafos cuja largura em arvore é menor ou igual a k é fechada
sobre menores. A linearidade do algoritmo advém de resultados que propoem que, dada
a decomposicao em arvore de largura limitada, é possivel verificar linearmente a relacao
de menor [7, 33].

Vé-se que tal prova é nao construtiva sob dois aspectos: além de nao fornecer o con-
junto de menores proibidos propriamente dito, também nao fornece uma decomposicao
6tima ao final. Com a ajuda de uma técnica de auto-reducao (“self-reduction”), intro-
duzida por Fellows e Langston [33], é possivel obter um algoritmo construtivo de mesma
complexidade amortizada, mas com um grande aumento nas constantes [11]. Porém, La-
gergren e Arnborg[48], Abrahamson e Fellows [2] e Bodlaender e Kloks [14] propuseram,
independentemente, algoritmos construtivos para a segunda fase. Dentre eles, o de Bo-
dlaender e Kloks é o tinico para o qual se sabe que foi feito um estudo computacional
(Rohrig [56]). Infelizmente, neste estudo Rohrig conclui que o algoritmo nao tem um
bom desempenho mesmo para k pequeno (por exemplo, k = 4). Supbe-se que o0s outros,
apesar de nao terem sido estudados na pratica, também nao possuam bom desempenho
computacional, visto que possuem constantes escondidas na notacao O ainda maiores do
que aquelas do algoritmo de Bodlaender e Kloks. Na verdade, mesmo que as constantes
fossem menores a ponto de tornar tais algoritmos computacionalmente vidveis, na pratica
nao sao tao uteis, visto que podem apenas retornar a resposta “nao” ao fim dos céalculos,
quando a largura em arvore do grafo pode estar a uma pequena distancia da constante k
fixa.

Uma alternativa para o problema é a utilizagao de algoritmos aproximativos. O pri-

meiro algoritmo aproximativo proposto para o problema foi o de Bodlaender , Gilbert,



Hafsteinsson e Kloks [13] cuja aproximagao fornecida é de O(logn) (veja também [42]).
Bouchitté et al. [19] e Amir [3] melhoraram, independentemente, a razao de aproximagao
para O(logk), onde k = la(G). Todos estes tém complexidade polinomial. Nao se sabe,
até entao, se existe um algoritmo aproximativo polinomial cuja razao de aproximacao
seja uma constante. Porém, existem algoritmos de complexidade exponencial em k que
fornecem uma razao constante [3, 9, 30, 47, 54, 55]. Eles funcionam, basicamente, como
a primeira fase do algoritmo de Robertson e Seymour para o problema com k fixo, com
a diferenga de que k é dado como entrada: utilizando o conceito de separadores para
construir uma decomposicao em arvore, ou decidem que a largura é maior do que k ou re-
tornam uma decomposicao de largura no méaximo ck, para uma determinada constante c.
Esta constante ¢ geralmente depende do tamanho maximo dos separadores utilizados, en-
quanto que a complexidade geralmente depende do algoritmo utilizado para encontrar os
separadores. Utilizando também o conceito de separadores, porém sobre a abordagem de
eliminagao Gaussiana, Bornstein [18] apresenta um algoritmo cujo fator de aproximagao
é O(log?n).

Outras duas alternativas para o problema sao: heuristicas para o calculo de limites
superiores ou métodos enumerativos. No que diz respeito ao calculo de limites superiores,
existem varios métodos na literatura (os mais conhecidos sdo apresentados no capitulo
5), muitos dos quais abordam o problema sob a perspectiva de triangularizagao. Porém,
existe uma dificuldade na andlise da qualidade destes métodos pois os limites superio-
res encontrados sao, geralmente, muito distantes dos valores fornecidos pelas heuristicas
de limites inferiores existentes (as principais sdo apresentadas no capitulo 6). Devido
a isto, optamos pelo método enumerativo. Para isso utilizamos também a perspectiva
de triangularizagao para abordar o problema. Ressaltamos que o algoritmo de segunda
fase proposto por Bodlaender e Kloks [14] também pode ser utilizado para enumerar as
solugoes do problema, porém sabemos, gracas ao estudo de Rohrig [56], que o algoritmo
é computacionalmente invidvel mesmo para k fixo e com valores pequenos (por exem-

plo, para k igual a 4). Além disso, este é o tinico método enumerativo do qual se tem



conhecimento.

A principal contribuicao desta dissertacao é a proposta de um método enumerativo
para o problema de largura em arvore. Mais especificamente, propomos: 1) uma repre-
sentacao para as solugoes do problema que utiliza ordens parciais (esta mesma repre-
sentagdo é também utilizada para definir espagos de solugbes); 2) um método de enu-
meracao do espaco de solugoes através da adaptacao do algoritmo proposto por Corréa e
Szwarcfiter [23] para enumeracao de todas as extensoes de uma ordem parcial; e 3) uma
forma de utilizar a enumeracao para calcular um limite inferior e para explorar sub-espacos
de solucao.

O método enumerativo para o problema proposto nesta dissertacao utiliza o conceito
de ordens parciais. Inicialmente, a idéia era estudar o espaco de solugoes definido por
determinadas ordens parciais visando inferir quais espacos continham solugoes melhores
ou até 6timas, ou seja, qual o melhor a “caminho” seguir quando da ordenacao dos vértices.
Porém, como veremos no Capitulo 8, a falta de um bom método para calcular um limite
inferior estreita a viabilidade de utilizacao da enumeragao proposta. Ressaltamos que,
apesar de nao havermos obtido bons resultados com a enumeragao, a abordagem do pro-
blema através de ordens parciais, também proposta no presente trabalho, ainda pode ser
explorada para caracterizar espacos de solugoes.

Além disso, propomos também a utilizacao da meta-heuristica GRASP para a obtencao
de limites superiores. Apesar de nao ser o foco principal do trabalho, os estudos feitos
mostram que a heuristica GRASP pode ser uma boa opg¢ao para o calculo de um limite
superior. O trabalho inclui, também, um estudo experimental das principais heuristicas
para obtencao de limites superiores.

O texto esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, definimos os principais
conceitos e introduzimos a notacao utilizada. No Capitulo 3, tratamos da complexidade
dos problemas abordados (decomposi¢ao em arvore, decomposi¢ao em arvore com k fixo
e triangularizagdo). O Capitulo 4 expoe uma forma de representacdo de uma solugao

do problema de triangularizagao (utilizada pela maioria das heuristicas para limites su-



periores conhecidas), assim como um algoritmo exato para encontrar uma decomposi¢ao
em arvore de um grafo triangularizado. Nos Capitulos 5 e 6 vemos as heuristicas mais
conhecidas na literatura para calcular limites superiores e inferiores, respectivamente, as-
sim como propomos no Capitulo 5 a aplicacao da meta-heuristica GRASP para obtencao
de limites superiores. No Capitulo 7, propomos uma representacao de uma solugao para
o problema que utiliza ordens parciais e um método enumerativo baseado no algoritmo
proposto por Corréa e Szwarcfiter [23]. Finalmente, o Capitulo 8 trata dos experimentos

e da analise desses e o Capitulo 9 das conclusoes e trabalhos futuros.



2

Definicoes

Neste capitulo, vemos os conceitos necessarios para o entendimento do texto. Na
verdade, é desejavel que o leitor esteja familiarizado com os conceitos mais béasicos da
Teoria dos Grafos. Porém estes estao apresentados aqui a fim de suprir alguma caréncia,
caso exista. Ao longo do texto, novos conceitos sao introduzidos a medida que forem
necessarios.

Na Secao 2.1, vemos algumas defini¢oes acerca de grafos, além de enunciarmos a
Propriedade de Helly aplicada a arvores. Na Secao 2.2 definimos os problemas de de-
composicao em arvore, assim como o problema de triangularizacao, sobre o qual iremos
trabalhar mais diretamente. Finalmente, na Secao 2.3 introduzimos alguns conceitos que
serao utilizados nas heuristicas vistas nos Capitulos 5 , assim como no método enumerativo

visto no Capitulo 7.

2.1. Grafos

Definigao 1. Um grafo G é um par ordenado de conjuntos (V, E), onde E C V2. Cha-
mamos de vértices os elementos do conjunto V e de arestas os elementos do conjunto

E.

Daqui em diante denotaremos |V | por n e |E| por m, caso ndao hajam ambigiiidades.



No caso contrario, denotaremos o conjunto de vértices de um grafo G por V(G) e conjunto
de arestas por F(G), e para a cardinalidade utilizaremos a nota¢ado matematica tradicional
(IV(G)] e |E(G)]).

Dizemos que dois vértices u e v sao adjacentes se a aresta e = (u,v) € E. Dizemos
ainda que u e v sao as extremidades da aresta e e que a aresta e é incidente aos vértices
uew.

A vizinhaca de v é o conjunto N(v) = {u € V : (u,v) € E}, enquanto que a
vizinhanga fechada de v é N[v] = N(v) U {v}. Chamamos de grau de v o valor |N(v)]
e denotamos por d(v). O minimo grau dentre todos os vértices do grafo é chamado de grau
minimo de G e é denotado por (G). Definimos o grau méaximo de G analogamente
e denotamos por A(G).

Se G é tal que N[v] =V, para todo v € V, dizemos que G é um grafo completo.

Um subgrafo de G = (V, F) é um grafo G' = (V',E’) tal que V' C V e E' C E.
Dizemos que G’ é préprio se G' # G, e que é trivial se G' = ({v},0). Se G’ é tal
que (u,v) € E’ se e somente se {u,v} C V' e (u,v) € E dizemos que G’ é o subgrafo
induzido por V' em . Denotamos um subgrafo de G induzido por um conjunto de
vértices V' por G[V'].

Um supergrafo de G = (V, E) é um grafo G' = (V' E') talque V.C V' e E C F'.

Seja C' C V, se G[C] é um grafo completo, dizemos que C' é uma clique de G. O
tamanho da maior clique de um grafo G é denotado por w(G).

Se N(v) é uma clique, dizemos que o vértice v é um vértice simplicial.

Definimos um caminho entre dois vértices u e v como sendo uma seqiiéncia de vértices
distintos (v = w, vy, ..., v, = v) tal que (v;,v;41) € E, parai =1,...,¢ — 1. Um caminho
sem cordas ¢ tal que o subgrafo induzido pelos vértices do caminho possui apenas arestas
do caminho, ou seja, E(G[{v1,...,v4}]) = {(vi,vig1) 1 1 <i < q}.

Um grafo é dito conexo se para todo par de vértices u e v existe um caminho entre
eles. Uma componente conexa de G é um subgrafo induzido conexo maximal em G,

ou seja, um subgrafo conexo G’ de G tal que nao existe nenhum outro subgrafo conexo



de G, G”, tal que G’ é subgrafo préprio de G”.

Se C' C V é tal que G[V —C] tem mais componentes conexas do que o grafo G dizemos
que C' é um corte de G. Denotaremos G|V — (] simplesmente por G \ C.

Um ciclo é uma seqiiéncia de vértices (v = vy, v, ..., = v), com k > 3, tal que
(vi,v41) € B, para todo 1 < i < k, ev; # v;, paratodo 2 <i < j<k. Sek=2,v
¢é adjacente a ele mesmo. Chamamos a isso de lago. Supomos, daqui em diante, que os
grafos mencionados nao possuem lagos. De forma andloga a definicao de caminho sem
cordas, definimos um ciclo sem cordas como um ciclo tal que o subgrafo induzido pelos
vértices do ciclo possui apenas arestas do ciclo.

A um grafo G sem ciclos chamamos de aciclico.

Um grafo T' é uma arvore se ¢é aciclico e conexo. Chamamos de subarvore de T a
qualquer subgrafo de uma arvore T' que também é uma arvore, ou seja, que é conexo.

Existem algumas propriedades interessantes a respeito de arvores. A mais basica delas
é a de que uma arvore com n vértices possui exatamente n—1 arestas. A seguir enunciamos
a propriedade de Helly e em seguida o lema que enuncia que esta propriedade pode ser
aplicada a arvores.

Propriedade de Helly Uma familia F de subconjuntos de um conjunto S satisfaz a

propriedade de Helly se toda subfamilia F' de F satisfaz:

S'NS" #0, para todo par S',S" € F' = m S £
S'eF’

Lema 2.1.1. Dada uma arvore T, temos que qualquer familia F de subarvores de T

satisfaz a propriedade de Helly.

2.2. Problemas

O conceito que veremos a seguir é como que uma tentativa de organizar um grafo

qualquer em uma estrutura de arvore a fim de resolver alguns problemas facilmente.

Definicao 2. Uma decomposi¢ao em drvore de G é uma dupla D = (X,T) onde



T = (I,F) é uma drvore e X = {X;| i € I} é uma familia de subconjuntos de V(G)

relacionados aos vértices de T'. Além disso:
L Uier Xi = V(G);
2. para toda aresta (u,v) € E(G), existe i € I tal que {u,v} C Xj;
3. parati, j ek em I, se j estd no (i, k)-caminho em T, entao X; N X;, C X;.

T é chamada de darvore de decomposicao. A largura de D é dada por maz;cr|X;| —1

e é denotada por la(D).

Definigao 3. A largura em drvore de um grafo G, denotada por la(G), é igual a

menor largura dentre todas as decomposi¢oes em arvore de G.

Xa
” X, X2 Xs
Xi Xs ; :Q;Dr 5
/_\ X
Xa Xs 6
X&L‘) * Xs 7
1 2 3 4

Figura 2.1. Exemplo de decomposicoes em arvore.

Daqui em diante, nos referiremos aos vértices da arvore de decomposicao como nés,
e simplesmente como vértices aos vértices do grafo de entrada.

A seguir definimos os problemas que serao abordados ao longo do texto.

Problema 1. (DEA) Dados um grafo G qualquer e um inteiro k positivo, responder se

la(G) < k.
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Problema 2. (DEA com k fixo)Para um inteiro k fixo, decidir, dado um grafo G =
(V, E) qualquer, se la(G) < k.

Robertson e Seymour [55] provaram que DEA com k fixo pode ser resolvido em tempo
O(n?). No préximo capitulo, damos uma explicagao geral de como isso é feito. Apesar da
complexidade obtida para DEA com k fixo, DEA continua dificil devido as constantes
envolvidas, exponenciais em k.

A seguir, definimos um problema equivalente a DFE A sobre o qual iremos trabalhar.

Definigao 4. Um grafo é dito triangularizado (ou cordal), se todo ciclo de tamanho

maior ou igual a quatro possui pelo menos uma corda.

O seguinte resultado serd bastante utilizado e devido a sua simplicidade, optamos por

enuncia-lo neste capitulo:
Lema 2.2.1. Se G é cordal, entao G[V — {v}] também o é, para todo vértice v € V.

Chama-se uma triangularizagao (ou cordalizagao) de G = (V, F) a um supergrafo
cordal G' = (V,E'U E') de G. A triangularizacao minima de um grafo é tal que o
niumero de arestas adicionadas é minimo. Porém, como veremos no capitulo 3, a largura
em arvore de um grafo triangularizado G’ é igual a w(G') — 1. Logo, estamos mais
interessados em encontrar a triangularizacao de G cujo tamanho da maior clique é minimo.
Denotaremos por GGy uma tal triangularizacao e definimos o problema a seguir também

levando em conta o valor w(G prn)-

Problema 3. (Triang) Dados um grafo G qualquer e um inteiro k positivo, decidir se a

triangularizagao minima Gy de G é tal que w(Gyrn) < k.

2.3. Ordens Parciais

A seguir definimos conceitos relacionados a ordenacao dos vértices de G. Mais adiante,
no Capitulo 4, vemos a relacao entre esses conceitos e o problema de triangularizacao.

Por enquanto, nos restringiremos as defini¢oes.

11



Definicao 5. Uma ordem parcial sobre um conjunto finito C' é uma relacao binaria

sobre C' que é também reflexiva, transitiva e anti-simétrica.

Daqui em diante, denotaremos o par ordenado (a, b) simplesmente por ab.

Seja P C C? uma ordem parcial. Se ab € P, dizemos que a precede b em P.

Dizemos que dois elementos a e b de C' sao comparaveis em P se ab € P ou ba € P
(note que este ou é exclusivo uma vez que P é anti-simétrica). Caso contrério, os elementos
a e b sao ditos incomparaveis. O conjunto de pares ordenados incomparéaveis em P sera
denotado por I(P). Note que ab € I(P) se e somente se ba € I(P).

Se I(P) = () (ou seja, cada dois elementos de C' sao compardveis em P), dizemos que P
é uma ordem total sobre os elementos de C'. Note que uma ordem total P = {c;c; : i < j}

pode ser vista também como uma seqiiéncia (cq, ..., ¢,), onde g = |C|.

Definicao 6. O fecho transitivo de um par xy em uma ordem parcial P é dado por:

zy:reX,yeY}, seuwvel(P
fecho(P,uv) = toy Y J (P) (2.1)
0, c.c.

onde X ={z:auc Pexvel(P)}eY ={y:vye PeuycI(P)}.

Note que se uv € I(P), entdao u € X e v € Y, uma vez que a relagao é reflexiva. Logo,
temos que fecho(P,uv) = () se e somente se uv & I(P).

Uma ordem parcial P’ sobre C' é uma extensao de P se P C P’. Caso P’ seja,
simultaneamente, uma extensao de P e uma ordem total sobre os elementos de C', entao
P’ é uma extensao total de P (ou extensao linear de P). O conjunto das extensoes de
P é denotado por Ext(P) e o conjunto das extensoes totais de P, por Ext,(P).

Um elemento ¢ € C' é minimal em P se nao existe ¢’ € C tal que ¢'c € P. Denotamos
por Min(P) o conjunto dos elementos minimais em P. Note que Min(P) sempre serd um
conjunto nao vazio (a menos que C' = {)). Note ainda que se P é uma ordem total sobre
os elementos de C, entao existird exatamente um elemento minimal em P (caso contrario,
sejam a, b € Min(P), certamente a e b sdo incomparaveis em P , absurdo pois I(P) = ()

jd que P ¢é uma ordem total).
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Sejam P uma ordem parcial sobre C' e ¢/ C C. A ordem parcial induzida por C’
em P ¢ a ordem P[C’] tal que uv € P[C"] se e somente se uv € P e {u,v} C C'. Note
que P € Ext(P[C"]).

Os conceitos vistos até aqui dizem respeito somente a ordens parciais. A seguir,
introduzimos alguns conceitos que relacionam uma ordem parcial a um grafo.

Sejam um grafo G = (V, E) e uma ordem parcial P C V2.

Definicao 7. O grafo de eliminacao segundo a ordem parcial P é o grafo Gp

obtido a partir de G da seguinte forma:
1. Gp+— G
2.8 «— 0;
3. Escolha w minimal em P[V — S];

4. Seja N ={v € Ng,(u) : uwv € P}. Faga com que N induza um subgrafo completo

em Gp;

5. Acrescente u em S e volte ao passo 2 caso S # V'; caso contrario, pare.

d d d

(1) (2) )

Figura 2.2. Exemplo de grafo de eliminagao: (1) grafo G = (V, E); (2) ordem parcial

P C V? (omitimos as transitividades e reflexividades); (3) Gp.

A pés-vizinhancga de um vértice u € V' é dada por Np(u) = {v € Ng,(u) : uv € P}.
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Se P é uma ordem total dizemos que P é um esquema de eliminacgao de V' e algumas
vezes denotamos P pela seqiiéncia equivalente.
Seja m = (v1, ..., v,) um esquema de eliminac¢do de V. Daqui em diante, denotaremos

por m(v) a posicao do vértice v no esquema 7, ou seja, w(v) =i tal que v = v;.

14



3

Complexidade dos Problemas

Neste capitulo, analisaremos as complexidades dos problemas DEA com k fixo e Tri-
ang. O motivo de estarmos também analisando este 1ltimo ¢é o fato de ele e DEA serem
equivalentes, além de que sera a abordagem tomada para “resolver” DEA nos capitulos
seguintes.

Como veremos na secao a seguir, apesar de DEA com k fixo poder ser resolvido em
tempo considerado polinomial, as constantes envolvidas no algoritmo apresentado sao
muito altas, tornando-o inviavel computacionalmente. Além disso, a informagao de que a
largura de um grafo G é menor ou igual a um inteiro £ fixo nao é de nenhuma utilidade
para encontrar uma decomposicao em arvore para (G. Apesar do conhecimento de um
algoritmo que ao final fornece tal decomposigao e cuja complexidade tedrica é de O(n)
(Bodlaender e Kloks [14]), o tempo consumido para encontra-la na pratica é desmotivador
(Rohrig [56]). Por isso escolhemos abordar o problema pela 6tica da triangularizagao.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira: na Se¢ao 3.1, mostramos que DFEA
com k fixo pertence a P; na Secao 3.2, vemos que DFEA equivale a Triang; finalmente,

na Segao 3.3, mostramos que Triang € N'P-completo (implicando que DEA também).



3.1. DEA com £k fixo pertence a P

Robertson e Seymour [55] deram uma prova nao-construtiva de que existe um algo-
ritmo em duas fases que resolve DEA com k fixo em tempo O(n?). Dado um grafo G
qualquer, a primeira fase ou informa que a largura de G é maior do que k (ou seja, res-
ponde “NAO”) ou fornece uma decomposicao em arvore de G de largura menor ou igual
a 4k. A segunda fase utiliza a decomposicao encontrada pela primeira para finalmente
decidir se a largura em arvore de G é no maximo k.

Nesta secao mostraremos os teoremas que fundamentaram a prova da existéncia do

algoritmo em duas fases.

3.1.1. Primeira Fase

Na verdade, ainda no artigo em que provaram a existéncia do algoritmo de decisao,
Robertson e Seymour também propuseram um algoritmo para a primeira fase de comple-

xidade O(n?). Tal algoritmo utiliza o conceito de separadores dado a seguir:

Definicao 8. Seja S um conjunto de vértices de G. Um S-separador em G é um
conjunto X de vértices de G tal que para toda componente G' de G\ X, |V(G")NS| < 2[5|.
A ordem de X é dada por | X|.

O teorema a seguir relaciona separadores e decomposicao em arvore.

Teorema 3.1.1 (Robertson e Seymour [55]). Se G = (V, E) tem largura em &arvore
no maximo k, entao para cada S C V, G contém um S-separador de ordem no maximo
k + 1. Inversamente, se para cada S C V', G contém um separador de ordem no maximo

k + 1, entao existe uma decomposicao em arvore de GG de largura no maximo 4k.

Prova: Provaremos apenas a primeira parte do enunciado do teorema. A segunda trata-se
do algoritmo para a primeira fase, visto na subsegao seguinte.
Para isso, mostraremos que para todo S C V' e toda decomposigdo em arvore (X, T)

de G, existe t € V(T) tal que X; é um S-separador. Por absurdo, sejam (X,7") uma
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decomposigao em drvore de G de largura 6tima e S C V para o qual (X, 7T) nao possui
um S-separador. Seja ainda (y, z) € E(T'). Sejam Y a componente de T'—yz contendo y e
Vi o conjunto de vértices do subgrafo de GG obtido por | J,., X;. Analogamente, sejam Z a
subérvore de T'—yz contendo z e V; obtido de forma analoga. Note que (Vy \ X, Vz\ X,)
¢ uma particao dos vértices de G\ (X,NX,), pois, dado v € G\ (X,NX.), pela propriedade
3 da Defini¢do 2 teremos que ou v € Vy \ X, ou v € Vz\ X,. Sejam v € V- \ X, e
u e Vz\ X, Como (Vy \ X,,Vz\ X,) é uma particao de G\ (X, N X,), temos que
vé¢Vz\ X, eud¢Vy\X,. Logo, (u,v) ¢ E(G), pois caso contrario, deveria ser coberta
por X, N X,, ou seja, {u, v} deveria estar contido em X, N X,, o que ndo ocorre. Temos
entao que X, N X, é um corte. Ademais, pela premissa, sabemos que X, N X, nao ¢ um
S-separador, o que nos indica que ou |(Vy \ X.) N S| > 2[S] ou |(Vz \ X,) N S| > 2|9].
Suponha, sem perda de generalidade, que |(Vy \ X.) N S| > 2|S|. Entao, direcione a
aresta (y,z) de z para y. Repita o processo feito para (y,z) em todas as arestas de T.
Obviamente, o digrafo obtido é aciclico. Logo, existe um sumidouro ¢. Desta forma,
nenhuma componente de G\ X; contém mais do que §|S | vértices de S, absurdo pois
neste caso X; seria um S-separador. Podemos concluir, entao, que todo S C V' possui um
S-separador de tamanho no méximo la(G) +1 < k + 1. O

A prova da segunda parte do teorema é o algoritmo proposto por Robertson e Seymour
que sera visto a seguir. Consiste, basicamente, em tentar construir uma decomposicao em
arvore com largura no maximo 4k, encontrando separadores para alguns subconjuntos. Se
em determinado momento for encontrado um subconjunto que nao possua um separador
de ordem no maximo k-1, pode-se concluir, pela primeira parte do teorema, que a largura

de G é maior do que k.

3.1.1.1. Algoritmo para Primeira Fase: Robertson e Seymour

Dados um grafo G = (V, E') e um subconjunto W C V' tal que |W| < 3k, o algoritmo
consiste, basicamente, em tentar encontrar um W-separador de ordem menor ou igual

k + 1. Caso nao exista tal separador, pelo Teorema 3.1.1 podemos concluir que a largura

17



de G é maior do que k. Caso exista, o problema ¢é dividido. Caso todos os subproblemas
encontrem uma decomposi¢ao para os subgrafos, essas sao combinadas para formarem
uma decomposicao em arvore do grafo original com largura no méaximo igual a 4k.

Para k fixo, o algoritmo tem como entrada um grafo G = (V, E) e um subconjunto

W C V de cardinalidade no maximo 3k. Sao duas as saidas possiveis:

1. uma decomposicao em &arvore (X,T) de G de largura no maximo 4k, caso exista,

juntamente com um vértice ¢t tal que W C X,

2. um conjunto W* C V para o qual G nao possui um W*-separador de ordem menor

ouigual a k + 1.

A fungao Separador(G, W, k+ 1) retorna um W-separador S de ordem no méximo k + 1,
caso exista, ou o conjunto vazio.

Note que os subconjuntos calculados na linha 10 do Algoritmo 1 sdo tais que |W;| < 3k,
para cada ¢ € {1,...,0}, j& que S é um W-separador, |W| < 3k e |S| < k. Logo, é
possivel aplicar recursivamente o algoritmo considerando os subconjuntos W; e os sub-
grafos G;. Além disso, cada novo no t, adicionado nas linhas 15 a 18 para compor as
sub-decomposigoes, é tal que | X;| < 4k + 1. Dai a largura da decomposigao retornada. E
facil notar que é possivel obter-se conjuntos menores do que os conjuntos W;, bastando
para isso nao aumentar o conjunto W na linha 3. Porém, a constante 3k facilita os
calculos.

A seguir, damos uma visao geral de como a fungao Separador(G, W,k + 1) encontra

um IV-separador de ordem no maximo £k + 1.

Lema 3.1.1. G possui um W-separador de ordem no maximo k+ 1 se e somente se existe
uma particao de V(G) em conjuntos A, S, B tais que [ANW| < 2|W|, |IBNW| < 2|W],

|S| = k + 1 e nao existe arestas entre A e B.

Prova: = Seja S um W-separador de ordem no maximo igual a k£ + 1. Sejam G, ..., Gy

as componentes conexas de G \ S ordenadas em ordem nao decrescente de acordo com o
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Algoritmo 1. Fasel : RS

Entrada: G = (V. E), W C V(G) tal que |W| < 3k
Saida: 1. (X,T)enét € V(T) tal que W C Xy; ou 2. W* C V(G)
se |V(G)| < 4k entao
retorne (X; = {v}, (¢,0))
Adicione vértices em W de forma a tornar |W| = 3k
S « Separador(G, W,k + 1)
5. se S = () entao
retorne W
Sejam Uy, ..., U; as componentes conexas de G — §
para i = 1...[ faca
G; — G[SU U]
10: W, WnU)usS
se Fasel : RS(G;, W;) retornar um conjunto S* entao
retorne S°
senao
Sejam (X%, T%) e t; a decomposi¢ao e o né retornados, respectivamente
15 V(T) — Uy, V(T?) U {1}
E(T) < Uisi 1 E(T") Uit t0)
X, —Suw
XU X'uX,
retorne ((X,7T),1)
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tamanho dos seus conjuntos de vértices. Denotaremos o conjunto de vértices da componete
G; por Vi. Sabe-se que |V; N W| < 2|W|, para 1 < i < gq. E facil ver que existe
J € {1, ....q} tal que |U,;; Vi] < W] e |Ujcicy Vil > 2|W|. Logo, basta tomar a

particao A = U1<Z.<j Vi, B=U V; e o préprio S para satisfazer o lema.

J<i<q

< Trivial, pois neste caso o préprio S é um W-separador de ordem no maximo k + 1.

!

Devido ao lema, ao invés de procurarmos especificamente por um W-separador, pro-
curaremos por uma particao como a descrita. Faremos isto considerando particoes de W
em conjuntos Wy, Wy e W e verificando se existe uma partigao de V(G) em A, B e S
tal que ANW =Wy, BNW = Wpg e SNW = We. Analisaremos apenas particoes de W
tais que [Wu| < 2|[W|, [Wp| < 2|W| e |Wc| < k + 1, por motivos ¢bvios. Para cada uma
destas partigoes, verifica-se a existéncia de mais do que k + 1 — |W¢| caminhos disjuntos
por vértices entre W4 e W em G \ Wi, pois caso ndo existam, é possivel encontrar um
conjunto S tal que |S| < k + 1 e nao existem caminhos entre W4 e Wp em G\ S (basta
adicionarmos a W¢ um vértice de cada um dos (W4, Wg)-caminhos disjuntos de G'\ W¢).
Além disso, se fizermos A conter todas as componentes de G\ S que possui pelo menos
um vértice de Wy, e Wp ser igual a (V' \ S)s \ A, teremos a particio desejada. Logo,
podemos retornar S. Caso exista mais do que k+ 1 — |W¢| (W4, Wg)-caminhos disjuntos
em G\ W¢ para toda partigao de W analisada, certamente G nao possui um W-separador
de ordem no méximo k e podemos retornar (.

No Algoritmo 2, a funcao CaminhosDisjuntos(Wy, W, G') retorna um conjunto de
vértices de G’ de forma que cada um pertence a exatamente um caminho entre W e
W5 em G, todos os caminhos disjuntos entre si. Isto pode ser feito em tempo O(k - m),
utilizando caminhos aumentantes.

Os trées lemas a seguir nos fornecem a complexidade do algoritmo:

Lema 3.1.2. O algoritmo para a primeira fase de Robertson e Seymour produz no

maximo max{1,2n — 6k — 3} subproblemas.
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Algoritmo 2. Separador(G, W,k + 1)

para todo particionamento Wy, Wy, W de W faga
se [WanW| < §|W], (WenW| < %\W\ e |We| <k +1 entao
S« CaminhosDisjuntos(W, Wg, G\ W¢)
se |S| < k+1—|W¢| entao
retorne S U W¢g

retorne ()

Lema 3.1.3. A complexidade de Separador(G', W, k+1), dado que |W| < 3k, 6 O(3**km).

Lema 3.1.4. Sem > k- n, entao la(G) > k + 1.

Temos, pelos Lemas 3.1.2 e 3.1.3 acima, que a complexidade do algoritmo é O(2 -
3F*knm — 2-3%k>m — 3%*km). Além disso, por 3.1.4 podemos assumir que m < kn,
pois caso contrario ja poderiamos concluir que la(G) > k. Como o inteiro k é considerado
uma constante, temos que m = O(n) e que a complexidade do algoritmo se resume a
O(n?).

Reed [54] propoe uma modificagdo no algoritmo que utiliza separadores aproximados.
H& uma piora na largura da decomposicao fornecida ao final da execucao, passando a ser

no maximo 5k, porém a complexidade melhora para O(nlogn).

3.1.2. Segunda Fase

A segunda fase do algoritmo teve demonstrada apenas sua existéncia. Consiste, ba-
sicamente, em verificar uma caracterizagao dos grafos de largura no maximo k. A seguir

definimos algumas operagdes sobre um grafo G = (V, E):

1. Remocao de vértices: dado um vértice v € V', consiste em remover v e as arestas

incidentes em v (denotamos esta operagao por G — v);
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2. Remocao de arestas: dada uma aresta e € FE, consiste em remover a aresta e

(denotamos esta operacao por G — e);

3. Contragao de arestas: dada uma aresta e = (u,v) € F, consiste em acrescentar
um vértice w, fazer com que w torne-se adjacente a todo vizinho de u ou de v e,

finalmente, remover os vértices u e v.

Definicao 9. Sejam os grafos G e H. Se H pode ser obtido a partir de G através de
uma seqiiéncia de operacoes do tipo descrito acima, dizemos que H é um menor de GG e

denotamos por H < G.

Definicao 10. Dada uma classe de grafos I', dizemos que ela é fechada sobre menores

se para todo grato H em I, temos que se H' < H entao H' também esta em I.

Pelo teorema a seguir, vemos que a classe de grafos de largura no méaximo k, I'y, é

fechada sobre menores.

Teorema 3.1.2 (Robertson e Seymour [55]). Se H' é um menor de H, entaola(H') <
la(H).

O teorema a seguir constata que toda classe de grafos fechada sobre menores pode ser

relacionada a um conjunto finito chamado de conjunto de menores proibidos.

Teorema 3.1.3 (Robertson e Seymour [55]). Seja I' uma classe de grafos, fechada
sobre menores. Entao, existe um conjunto finito de grafos ¥, chamado conjunto de meno-
res proibidos de T, tal que para todo H temos: H € I" se e somente se nao existe H' € W

tal que H' é menor de H.

Podemos concluir pelo Teorema 3.1.3, que existe um conjunto finito de menores proi-
bidos para I'y. Porém, este conjunto nao é conhecido. Logo, apenas a existéncia de um

algoritmo de verificagao foi mostrada. A linearidade do algoritmo advém de resultados
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que propoem que, dada a decomposicao em arvore de largura limitada fornecida pela
primeira fase do algoritmo, é possivel verificar a relagdo de menores linearmente [7, 33].
O conjunto de menores proibidos é conhecido apenas para k =1, k =2 e k = 3. Para
k =1 e k = 2 os tnicos menores proibidos sao K3 e K, respectivamente, onde K,, denota
o grafo completo com n vértices. Para k = 3, o conjunto de menores proibidos é formado

pelos grafos da Figura 3.1.

LAY

Figura 3.1. Conjunto dos menores proibidos para a classe de grafos cuja largura é no

maximo k = 3.

A largura em caminho de um grafo é dada pela largura da menor decomposicao em
arvore cuja arvore associada trata-se de um caminho. Takahashi, Ueno e Kajitani [60]
mostraram que o tamanho do conjunto de menores proibidos para a classe de grafos cuja
largura em caminho é no maximo k contém pelo menos k!? arvores, cada uma contendo
(5-3% —1)/2 vértices. Outro resultado relacionado & cardinalide destes conjuntos, obtido
por Ramachandramurthi [53], estuda os menores proibidos de T'y com k+1, k+2e k+3

vértices.

3.2. Triang é equivalente a DE A

O seguinte resultado define grafos triangularizados sob a visao de decomposicao em

arvores.

Teorema 3.2.1 (Gavril [37]). Um grafo G = (V, E) é triangularizado se e somente se

existe uma darvore T = (I, F') tal que, para cada vértice v € V, podemos associar uma
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subdrvore T, = (1,,, F,,)) de T tal que (v,w) € E se e somente se I, N I, # ().

Note que a segunda parte do Teorema acima equivale a uma decomposicao em arvore
D = (X, T = (I,F)) do grafo G tal que, dado um né ¢ € I qualquer, {v,w} C X, se e
somente se (v,w) € E. Logo, para todo t € I temos que X; é uma clique em G. Como
veremos no Lema 3.2.1, toda clique do grafo deve estar contida em algum né. Devido a
isso e ao fato de que nenhum né contém mais do que uma clique, podemos concluir que
esta decomposicao é 6tima. Além disso, vemos também que a largura da decomposicao

D ¢é dada por w(G) — 1. Logo, o seguinte colorario ¢é vélido:
Corolério 3.2.1. Para todo grafo triangularizado G, temos que la(G) = w(G) — 1

Pelo colorério acima é facil notar que la(G yry) é minima dentre as larguras de todas
as triangularizacoes de G.
O lema abaixo mostra que toda clique do grafo deve estar contida em uma das partes

de D, para toda decomposicao em arvore D de G.

Lema 3.2.1. Sejam um grafo G = (V, F) e D = (X,T) uma decomposi¢ao em arvore de
G. Se C CV é uma clique de G, entao existe um né t € V(T) tal que C' C X.

Prova: Para cada v € V, defina T, como sendo o subgrafo de T" formado pelos nds que
contém v. Certamente, T, trata-se de uma arvore, pois ¢ aciclico, toda componente conexa
de T, contém v e pela condi¢ao 3 da Defini¢ao 2. Seja (u,v) € E. Como (u,v) deve ser
coberta, existe t € V(T') tal que {u,v} C X;. Obviamente, t € V(T,) e t € V(T,,). Logo,
V(T,)NV(T,) # 0, para toda aresta (u,v) € E. Entao, dado o conjunto I'c = {T, : v € C'}
das arvores relacionadas aos vértices de uma clique C', sabemos que quaisquer duas arvores
T',T" € T¢ sao tais que V(T")NV(T") # (). Pela Propriedade de Helly aplicada a drvores,
podemos concluir que existe (\cp, V(") # (), ou seja, existe t € V(T') que contém todos
os vértices de C'.
OJ
O lema seguinte nos fornece o fato necessario para provar a equivaléncia entre Triang

e DEA.
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Lema 3.2.2. Para todo grafo G = (V, E) existe uma triangulariza¢ao de G, G' = (V, EU
E"), tal que la(G") = la(G).

Prova: Seja D = (X,T) uma decomposigao em &rvore de G de largura minima. Seja
G' = (V,E U E') construido a partir de G da seguinte forma: para todo par de vértices
(v,w) de V, se {v,w} C Xy, para algum t € V(T'), e (v,w) ¢ E, entao acrescente (v, w)
em FE’'. Pelo Teorema 3.2.1, temos que G’ é um grafo triangularizado, logo, trata-se
obviamente de uma triangularizacao de GG. Além disso, D também é uma decomposicao

em arvore para G’ de largura minima. Logo la(G’) = la(G). O
Lema 3.2.3. Seja Gy a triangularizacao minima de G, entao la(Gyrn) = la(G).

Prova: Temos que Gy v = (V, EU Eygy). Dada uma decomposigao em arvore D de
Gurn, temos que D também sera uma DA de GG, pois basta retirar as arestas de Ejyyy.
Logo la(Gyrrn) > la(G). Além disso, temos que la(Gury) < la(G'), para toda triangula-
rizagao G’ de G. Isto, adicionado ao Lema 3.2.2, nos leva ao resultado la(G yrn) < la(G).
O

Como veremos a seguir, Triang € N P-completo. Porém, dado um grafo G' e uma
triangularizacdo G’ de G qualquer, o tamanho da maior clique de G’ menos um nos
fornece um limite superior para a largura em arvore de G. Ademais, o problema de en-
contrar uma decomposicao em arvore étima de um grafo triangularizado é polinomial,
assim como encontrar uma triangularizacao qualquer de GG pode ser feito também polino-
mialmente. Desta forma, uma alternativa facil para obter uma decomposicao em arvore
de G é encontrar uma triangularizacdo G’ e computar uma decomposi¢cao D Stima para
G'. Certamente, D também serd uma decomposicao para G. A qualidade de D dependera

unicamente da qualidade da triangularizacao.

3.3. Triang é N'P-completo

Nesta secao, iremos mostrar a equivaléncia entre k —T'ree e Triang. Arnborg, Corneil

e Proskurowski [4] mostraram que k — Tree € N'P-completo; como conseqiiéncia teremos
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que Triang também.

Definicao 11. A classe de k-arvores é definida recursivamente como segue:
1. O grafo completo com k vértices é uma k-Arvore;

2. Uma k-arvore com n + 1 vértices pode ser construida a partir de uma k-arvore com
n vértices, adicionando-se um vértice e fazendo com que este seja adjacente a todos

os vértices de uma das cliques de tamanho k, e somente a estes vértices.
Uma k-arvore parcial é um subgrafo de uma k-arvore.

Problema 4. (k — Tree) Dados um grafo G qualquer e um inteiro k positivo, decidir se

G é uma k-arvore parcial.

Um grafo G = (V, E) é k-decomponivel se e somente se:
1. n<k+1ou

2. existe S C V tal que |S| < k, G\ S é desconexo e G [V (U)US] é k-decomponivel,
para cada componente U de G\ S, onde Gk, denota o grafo obtido com a adigao

de arestas de forma a fazer com que S seja uma clique.

Note que uma k-arvore é k-decomponivel.
Um grafo k-cordal é um grafo cordal G tal que w(G) = k+ 1 (ou seja, la(G) = k).

Um grafo k-cordal parcial é um subgrafo de um grafo k-cordal.
Lema 3.3.1. Todo grafo k-cordal é k-decomponivel.

Prova: Dado um grafo k-cordal GG, pelo Lema 4.1.1 no capitulo seguinte, sabemos que ele
possui pelo menos um vértice simplicial u. Como w(G) < k + 1, temos que |N(u)| < k.
Sabemos também que N(u) é uma clique que separa u do resto do grafo. Ademais, Nu]

¢ um grafo completo com no maximo k + 1 vértices e G — u trata-se também de um
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grafo cordal cuja maior clique tera tamanho no méaximo k + 1. Logo, temos que G ¢
k-decomponivel. O

Dado um grafo G qualquer, definimos k.(G) como o valor minimo de k tal que G é
um grafo k-cordal parcial e k;(G) como o valor minimo de k tal que G é uma k-arvore
parcial. Note que k.(G) é o menor valor possivel passado para Triang cuja resposta serd
sim. Da mesma forma, k;(G) é o menor possivel para k — Tree cuja resposta serd sim. O

lema e o teorema a seguir nos fornece o resultado que queriamos.
Lema 3.3.2. Para qualquer grafo G, ki(G) = k.(G).

Prova:

1. k(G) < ky(G): Seja G’ um supergrafo ky(G)-drvore de G. E facil ver que uma k-
arvore é também um grafo k-cordal, pois a vizinhanca de qualquer vértice induz uma
clique de tamanho exatamente k, ou seja, todo vértice é simplicial e o tamanho da

maior clique é k+ 1. Sendo assim, G’ é também k;(G)-cordal. Logo, k:(G) > k.(G).

2. k(GQ) < k.(G): Seja G' um supergrafo k.(G)-cordal de G. Sabemos, pelo Lema 3.3.1,
que G’ é k.(G)-decomponivel. Logo, por Arnborg e Proskurowski [6], temos que G’

também é uma k.(G)-arvore. Logo, G é uma k.(G)-arvore parcial, e k.(G) > k(G).

O
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4

D.A. de Grafos Triangularizados

O principal objetivo deste capitulo é mostrar como encontrar uma decomposicao em
arvore de um grafo triangularizado em tempo polinomial. A importancia disto deve-
se ao fato de que passaremos a trabalhar em torno do problema de triangularizar um
grafo, ao invés de trabalhar diretamente sobre uma decomposicao. A idéia para encontrar
uma boa decomposicao de um grafo G qualquer é: primeiramente encontrar uma boa
triangularizacao G’ de G e, em seguida, decompor G’ utilizando o algoritmo visto na Secao
4.2. Como vimos anteriormente, esta decomposicao também serd uma decomposicao em
arvore de G.

Na primeira secao deste capitulo, expomos a idéia geral de como utilizamos o conceito
de esquema de eliminagao visto em 2.3 para encontrar uma triangularizagao qualquer.

Logo em seguida, apresentamos o algoritmo a que se propoe este capitulo.

4.1. Esquema de Eliminacao

O lema e o teorema a seguir relacionam esquemas de eliminacao e grafos triangulari-
zados, dando uma idéia de como utilizar os esquemas para encontrar triangularizacoes de

um grafo qualquer.



Lema 4.1.1 (Dirac[31]). Todo grafo cordal possui um vértice simplicial. Além disso, se

o grafo nao for completo, entao possui pelo menos dois vértices simpliciais nao adjacentes.

Teorema 4.1.1 (Fulkerson e Gross[36]). Um grafo G é triangularizado se e somente

se existe um esquema de eliminagao perfeito para os vértices de G.

Pelo teorema acima e pelo Lema 4.1.1 vemos que uma forma simples de reconhecer
grafos triagularizados é construindo um esquema de eliminagao dos vértices da seguinte
forma: inicialmente o esquema é vazio; toma-se um vértice simplicial e coloca-se no final
do esquema até entao obtido; retira-se tal vértice do grafo e repete-se o procedimento
anterior sobre o grafo obtido até que o todos os vértices tenham sido postos no esquema.
No capitulo seguinte veremos que existem outros métodos para reconhecimento de grafos
triangularizados mais eficientes do que o descrito.

Seja G, o grafo de eliminacao do esquema 7. Note que a eliminacao dos vértices € feita
de acordo com o esquema 7, logo a eliminacao de v; s6 podera ser feita apds a eliminacao
de {v1,...,v;_1}. Note ainda que 7 é um esquema de eliminagao perfeito dos vértices de
G. Logo, pelo Teorema 4.1.1, G, é triangularizado.

Pela observacao feita no paragrafo acima, temos entao que uma forma de encontrar
uma triangularizacao de um grafo GG é construindo um esquema de eliminacao 7 dos
vértices de GG e, apds isso, construir o grafo GG,. As heuristicas apresentadas no Capitulo
5.1 determinam um esquema de eliminagao. Algumas delas sao baseadas em algoritmos
de reconhecimento de grafos cordais, logo garantem que, se G é triangularizado, entao o

esquema encontrado é perfeito.

4.2. Algoritmo de Decomposicao

Nesta secao veremos como encontrar uma decomposicao em arvore de largura minima

para um grafo triangularizado qualquer.

Teorema 4.2.1 (Dirac[31]). G = (V, E) ¢ triangularizado se e somente se admite uma

decomposicao D = (X, T) tal que X; é uma clique maximal de G, para todonét € V(T)).
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Seja G = (V, E) um grafo triangularizado. Note que dado um esquema de eliminagao
perfeito de V', m, temos que GG = G,. Note ainda que as cliques sao facilmente encontra-
das, bastando tomar um vértice e a sua pds-vizinhanga em 7. Logo, um algoritmo para

encontrar uma decomposicao em arvore de GG, dado este esquema, consiste em:

1. Tome i tal que N (v;) é um corte em G;

2. Sejam {G1, ..., G,} as componentes conexas de G'\ N, (v;) (denotaremos o conjunto

de vértices da componente G}, por Vj);

3. Encontre uma decomposi¢ao D¥ = (X* T*) de G[V,UN,(v;)], parak = 1, ..., ¢ (note
que estes grafos também sao cordais, logo estas decomposi¢oes podem ser obtidas

usando este mesmo esquema);

4. Tome t;, € V(T*) tal que Ny (v;) € X[ (existe pois Ny (v;) induz uma clique e pelo
Lema 3.2.1);

5. Construa uma decomposicao criando um né ¢ tal que X; = N,(v;) e fazendo t

adjacente a cada t.

Para encontrar as decomposigoes exigidas no passo 3, aplicamos este mesmo esquema
utilizando 7 restrito aos vértices do subgrafo G[Vi, U N, (v;)], para k =1, ..., q.

A seguir mostramos o pseudocodigo do algoritmo. Este tem como entrada um grafo
triangularizado G = (V, E) e um esquema de eliminacao perfeito 7 dos vértices de G, e
como saida uma decomposicao em arvore de G. No algoritmo, para uma decomposicao D,
TP denota a arvore da decomposicao de D e X' os subconjuntos relacionados. Além disso,
a fungdo Prox(m) retorna um vértice do esquema cuja pés-vizinhanca desconecta o grafo
G (sempre existird a nao ser que o grafo seja completo). E interessante escolher aquele
vértice cuja pos-vizinhanca divide o grafo em um maior nimero de componentes. Assim,

a cada iteragao estaremos trabalhando com um problema significativamente menor.
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Algoritmo 3. DAGrafoTriang

Entrada: Grafo triangularizado G = (V| F), Esquema perfeito m de V
Saida: Decomposigao em arvore D = (X,7T) de G
se G é completo entao
retorne ({V}, ({t},0))
v «— Prox(m)
D — ({Nz(v)}, ({1}, 0))
para cada componente conexa G’ de G\ N,(v) faga
Seja G o subgrafo de G induzido por V(G') U N, (v)
D" — DAGrafoTriang(G', )
Seja t' € V(TP") : Ny(v) C X' //existe pelo Lema 3.2.1
XD — xPux?
V(TP) « V(TP uV(T"")
E(TP) « E(TP)U E(TP) u{(t,t")}

retorne D

31



5

Limites Superiores

Neste capitulo apresentamos as heuristicas mais amplamente conhecidas para o pro-
blema DFEA.

A maioria destas heuristicas utilizam-se de rotulos atribuidos aos vértices para cons-
truir uma ordem de eliminacao. Dada esta semelhanca, decidimos agrupar tais heuristicas
numa mesma segao (Secao 5.1).

A heuristica apresentada na Secao 5.2 aborda diretamente o problema de decom-
posicao. Tomando uma decomposicao em arvore qualquer dada como entrada, ela tenta a
cada iteracao melhorar a largura da decomposicao, usando para isso cortes minimos dos
vértices do grafo.

A heuristica apresentada na tultima secao deste capitulo trata-se de uma aplicagao da
meta-heuristica GRASP para o problema em questao. Ressaltamos que nao é conhecido
nenhum estudo computacional que utilize o GRAS P para obter um limite superior para o
problema DFEA. O intuito da utilizacao desta meta-heuristica foi o de obter um parametro

comparativo para as heuristicas que utilizam rotulacao.



5.1. Heuristicas de Rotulacao

Todas as heuristicas apresentadas nesta se¢ao encontram um esquema de eliminagao
basicamente da seguinte maneira: todo vértice possui um rétulo a ele atribuido seguindo
certos critérios; a cada passo, dentre os vértices ainda nao postos no esquema, o de maior
ou menor rétulo, dependendo do método de rotulacao utilizado, é escolhido para préximo
vértice a ser posto no esquema. Além disso, o esquema pode ser construido da primeira
para a ultima posicao, ou vice-versa, dependendo novamente do método de rotulacao
utilizado.

O Algoritmo 4 fornece uma visao geral do funcionamento de uma heuristica de tri-
angularizacao baseada em rotulacao. Ele deve receber um método de rotulacao L que
implemente as seguintes fungoes e procedimentos (S representa o conjunto de vértices

ainda nao postos no esquema):
e [nicializaRotulos(G) - inicializa os rétulos dos vértices de G;

e Crescente() - deve retornar verdadeiro se o esquema deve ser construido da primeira

para a ultima posicao, falso caso contrario;

o ProxVertice(S) - retorna o préximo vértice a ser ordenado dentre os elementos do

conjunto S, ou seja, o vértice em S de melhor rétulo segundo L;

o AtualizaRotulos(S,u) atualiza os rétulos dos vértices em S quando da ordenagao

de w.

Além disso, o algoritmo recebe como entrada um grafo G = (V, E) e fornece como

salda um esquema de eliminacao m de V.

5.1.1. Busca Lexicografica

A Busca Lexicografica [57] foi proposta originalmente para o reconhecimento de gra-

fos cordais. O algoritmo original tenta construir um esquema de eliminacao perfeito

33



Algoritmo 4. HeurRotula

Entrada: Grafo G = (V| E), Método de rotulagao L

Saida: Esquema de eliminacao m de V'

1:

2:

3:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

L.InicializaRotulos(G)
S « V' //conjunto de vértices nao ordenados
se L.Crescente() entao
1+ 1
e =1
senao
(R0}
e = —1
enquanto S # () faga
u «— L.ProxVertice(S)
(i) «—u
S — S —{u}
L.AtualizaRotulos(S, u)
1+ 1+ nc

retorne 7
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para os vértices do grafo dado como entrada; se em algum momento se verificar que o
proximo vértice no esquema construido nao é um vértice simplicial, o algoritmo retorna
com a resposta “o grafo nao é cordal”. Para adequar o algoritmo as nossas necessidades,
simplesmente continuaremos a execucao até que um esquema de eliminagao de todos os
vértices seja encontrado.

A busca lexicografica ordena os vértices da tltima para a primeira posicao, escolhendo
o préximo vértice a ser ordenado dentre aqueles de rotulo maximo. A rotulacao é feita da
seguinte forma: inicialmente o rétulo de todos os vértices é vazio (ou zero); em seguida,
toda vez que um vértice é escolhido, seus vizinhos ainda nao ordenados tém seu rétulo
modificado colocando-se a posicao em que o vértice escolhido foi posto no esquema no
final do rétulo.

Observe, por exemplo, a Figura 5.1. Entre parénteses estao indicados os rétulos dos
vértices; os vértices pretos ja foram postos em 7 e o cinza é o proximo a ser posto. Os
rotulos dos vértices ja ordenados sao na verdade os rétulos que possuiam quando da sua
ordenacao. Ao final, as arestas destacadas foram adicionadas pela eliminagao dos vértices
de acordo com .

Enfatizamos que, quando da inicializacao e atualizacao, os rétulos sao tratados como
uma cadeia de caracteres (tais caracteres serao apenas digitos de 0 a 9). Porém, na fungao
ProxVertice ao compararmos seus valores para saber qual o de maior rétulo, consideramos
como inteiros nao-negativos. Logo, a cadeia de caracteres “9” seria considerada inferior a

“1077 .

5.1.2. Cardinalidade Maxima

A heuristica de Cardinalidade Maxima [61] ordena os vértices da tltima para a primeira
posicao, escolhendo o préximo vértice a ser ordenado dentre aqueles de rétulo maximo.
O rotulo de um vértice v é dado pela quantidade de vizinhos de v ja ordenados.

Observe, por exemplo, a Figura 5.2. A notacao usada é semelhante a da Figura 5.1.

O Teorema 5.1.1 é de grande importancia nas provas de alguns dos lemas enunciados
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b()
£()
(1) e() () e()
n=<>

n=<a>
b(6) b(6)
a() c(65) a() c(65)
©) d(s) ©) d(54)
e()

@) (4) e(32)

n=<b,a> n=<e,f,d,c,b,a>

Figura 5.1. (1)Inicializacao dos rétulos;(2)Modificacao apds inclusao de a;(3)Modificagao

apos inclusao de b;(4)Esquema final m e G.

b(0) b(1)
a(0) <) a(0) 1)
(1) e(0) (2) e(0)
m=<> n=<a>
b(1) b(1)
a(0) @ a(0) @
®3) e(0) 4) e(1)
n=<b,a> n=<fe,d,cb,a>

Figura 5.2. (1)Inicializagao dos rétulos;(2)Modificagao apds inclusao de a;(3)Modificagao

apos inclusao de b;(4)Esquem final w e G.
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neste capitulo. Daqui em diante, denotaremos os métodos de rotulacao Busca Lexi-

cografica e Cardinalidade Maxima por LEX P e MC'S, respectivamente.

Teorema 5.1.1 (Rose, Tarjan e Lueker [57]). Dado um grafo G = (V, E) e um es-
quema de eliminacao 7 dos vértices de G, temos que (u,v) € G se e somente se (u,v) € G
ou existe um caminho (u,y,...,z,,v) em G tal que w(x;) < min{r(u),n(v)}, para

1< <q.

Lema 5.1.1. Se G é cordal, o Algoritmo 4 executado com o método LEXP ou MCS

produz um esquema de eliminacao perfeito.

5.1.3. Caminhos de Menores Rétulos

As heuristicas LEXP e MCS podem ser alteradas de forma a retornarem um esquema
de eliminagao minimal. Tal modificacao reside basicamente em quais vértices terao seu
rotulo atualizado quando da ordenacgao de um determinado vértice. Apesar da mudanca
ser a mesma sobre ambas heuristicas, foram propostas separadamente. Primeiramente,
no mesmo artigo em que propuseram a Busca Lexicogréfica, Rose, Tarjan e Lueker [57]
propuseram a modificagao que levaria a uma triangularizacao minimal. Posteriormente,
Tarjan e Yannakakis [61] mostraram que para o reconhecimento de grafos cordais era ne-
cessario apenas contar a quantidade de vértices vizinhos ja ordenados, ou seja, propuseram
a heuristica Cardinalidade Maxima. Apenas recentemente é que Berry, Blair, Heggernes e
Peyton [10] mostraram que aquela modificagdo também poderia ser aplicada ao algoritmo
Cardinalidade Maxima de forma a obter uma triangularizacao minimal. Como veremos
adiante, na verdade é possivel utilizar a mesma prova de corretude para ambas heuristicas.

Um esquema de eliminagao 7 é dito minimal se nao existe outro esquema de eli-
minacao o tal que G, seja subgrafo préprio de G, ou seja, G, é tal que G, — e nao é
cordal, para toda aresta e € E, onde E, = E(G,) \ E(G).

A um caminho (u, vy, ..., v, v) em G onde r(v;) < min{r(u),r(v)}, i =1, ..., ¢, chama-

remos de caminho de menores rotulos.
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Note que em ambas heuristicas, ao ordenar um vértice v, todos os vizinhos de v ainda
nao ordenados deveriam ter seus rétulos modificados. A alteracao necessaria consiste em,
ao ordenar um vértice v, todo vértice ainda nao ordenado alcancavel por v através de
um caminho de menores rotulos terd seu rétulo modificado de acordo com a forma de
rotulagao escolhida (se busca lexicografica ou cardinalidade maxima).

Por exemplo, observe a Figura 5.3 onde aplicamos esta modificagao a heuristica Busca

Lexicografica. A notacao é a mesma usada nos exemplos anteriores.

b() b(6)
a() <() a() c(6)
(1) e() (2) e()
nm=<> nm=<a>
b(6) b(6)

a() c(65) a() c(654)
(63) d(5) f(65) d(543)
®3) e() 4) e(42)

n=<b,a> n=<e,d,c f,b,a>

Figura 5.3. (1)Inicializacao dos rétulos;(2)Modificagao apds inclusao de a;(3)Modificagao

apds inclusao de b;(4)Esquema final m e G.

Daqui em diante, representaremos por LEXM e MCSM as heuristicas LEXP e MCS
modificadas de forma a utilizarem os caminhos de menores rétulos, respectivamente.

A seguir apresentamos a prova de que esta simples modificagao faz com que o esquema
encontrado seja minimal. Para um vértice v qualquer, v~ denota o momento imediamente
anterior & escolha do vértice v para ser posto no esquema e v, o momento imediatamente

posterior a atualizacao dos rotulos apds v ser posto.
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O lema a seguir enuncia que se um caminho de menores rétulos entre dois vértices y
e z existe em um dado momento v~, entao cada um dos vértices internos a este caminho
serd escolhido para ser posto no esquema apos a escolha de y e de z, ou seja, aparecerao

no esquema 7 antes dos vértices y e z.

Lema 5.1.2. Seja o esquema encontrado pela heuristica utilizando LEX M ou MCSM.
Para um passo qualquer do algoritmo, seja v o vértice escolhido. Dentre os vértices
ainda nao postos no esquema, se r,-(x;) < min{r,-(y),r.,-(z)}, para todo x; no caminho

(Y, 1, ..., g, 2) em G, entao w(x;) < min{n(y), 7(2)}.

Prova: Seja (y, x4, ..., x4, z) um caminho que satisfaz a premissa. Como, para 1 < i < g,
temos 7,-(z;) < min{r,-(y),r,-(2)}, se existe um caminho de menores rétulos entre
v e algum z;, este pode ser estendido em caminhos de menores rétulos até y e até z.
Ou seja, se algum z; tem o rétulo modificado, tanto z quanto y também terao. Logo,
o (5) < min{rys(y),ro+ (2)}. B facil ver que isso continuard sendo valido para as
proximas iteracoes do algoritmo, até que um dentre y ou z seja escolhido. Suponha, sem
perda de generalidade, que 7(y) > m(2). Logo, r,-(z;) < r,~(2) < r,~(y), paral <i <g.
Note que o mesmo argumento usado anteriormente pode ser usado agora, pois a partir
da ordenacao de y, qualquer caminho de menores rétulos até z;, 1 < j < ¢, pode ser
estendido para um caminho até z. Assim, certamente z sera escolhido antes de qualquer
x;, para 1 < j <g. Il

O lema a seguir define as arestas que serao acrescentadas no grafo de eliminacao G.

Lema 5.1.3. Sejam 7 o esquema encontrado pela heuristica utilizando MCSM ou LEXM
e G, = (V,EUE,) o grafo de eliminagao correspondente. Seja ainda o conjunto E*

definido como a seguir:
E* = {(u,v) : I(u, x1, ..., x4, v) tal que r,-(z;) < ryp-(u), 1 <i<gq}

Temos que E* = E;.
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Prova: Note que se no momento v~ o rétulo r,-(x) é definido para um vértice x entao,
obviamente, 7,-(x) < r,-(v). Por isso omitimos na férmula acima o fato de que r,-(u) <

ro-(v). A seguir, mostramos que E* = E;.
e (u,v) € E* — (u,v) € E,: trivial, pelo Lema 5.1.2 e pelo Teorema 5.1.1.

o (u,v) € E; — (u,v) € E*: Analisemos o momento v~. Por absurdo, suponha que
nao existem caminhos de menores rétulos entre u e v neste momento. Sejam entao
p1, .-, pr todos os caminhos entre u e v em G cujos vértices internos aparecem no
esquema 7 antes de u e de v. Certamente r > 1, devido ao Teorema 5.1.1. Pela
suposigao, existe x; em cada caminho p; tal que r,-(z;) > r,-(u). Note que pelos
menos o vértice x; mais proximo de v no caminho p; tal que isso ocorre é tal que
To+ (2;) > 7+ (u). Definimos, entao, x} como sendo o vértice mais préximo de u no
caminho p; tal que r,+(xf) > r,-(u). Note que, como nao existe um caminho de
menores rétulos de u até v no momento v, temos que 7+ (u) = - (u) < r+(xF),
para 1 <7 <r. Como cada z; ¢ definido como o mais proximo de u, temos que para
qualquer w escolhido apds v, se existir um caminho de menores rétulos até u, este
caminho podera ser estendido em um caminho de menores rétulos até x;. Desta
forma, sempre que o rétulo de u aumentar, o de z7 também aumentard da mesma
quantidade. Como a heuristica sempre escolhe o vértice de maior rétulo, temos que

todo vértice x} serd escolhido antes de u, absurdo pois neste caso (u,v) nao estaria

em F, de acordo com o Teorema 5.1.1.
O

Lema 5.1.4. Sejam 7 o esquema encontrado pela heuristica utilizando MCSM ou LEXM
e G, = (V, E U E,) o grafo de eliminagao correspondente. Para toda aresta (u,v) € E,

(u,v) é a unica corda de algum ciclo de tamanho quatro em G.

Prova: Suponha, inicialmente, que E, # (), pois caso contrério nao hd o que mostrar.

Note, pelo lema anterior, que para cada aresta (u,v) € F, existe pelo menos um caminho
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de menores rétulos associado (u,z1, ..., x4, v). Note ainda que, como inicialmente todos
os rétulos sdo iguais (zero ou vazio), nao existe nenhum caminho de menores rétulos com
extremidade em v,, onde 7(v,) = n, logo nenhuma aresta em FE, serd incidente a v,.
Desta forma, uma aresta (u, v) ocorre em E, sempre que um caminho de menores rétulos
entre u e v for “criado”.

Seja, entdo, (u,v) € FE, e z o vértice tal que nao existe um caminho de menores
réotulos entre u e v em G no momento z~, porém existe pelo menos um em z*. Seja
p = (u,x1, ..., T4, v) um caminho de menores rétulos em z*. Sem perda de generalidade,
assumimos que r,- (u) < r,- (v). B fécil ver que se p tornou-se um caminho de menores
rotulos apds a insercao de z no esquema, entao o rétulo de u fora modificado, ou seja, existe
um caminho de menores rétulos p’ entre u e z no momento z~. Além disso, nao existe
x; € p tal que r,—(x;) > r,-(u), pois caso existisse o caminho p’ poderia ser estendido em
um caminho de menores rotulos de z a x;, ou seja, x; também teria o rétulo modificado e
p nao seria um caminho de menores rétulos em z* (note que o argumento é valido para
o vértice x; mais prozimo de u no caminho p tal que .- (x;) > r.—(u)). Logo, temos que
para todo x; no caminho p, r,- (z;) < r,-(u). Utilizaremos estes fatos mais adiante.

Seja x € p tal que 7(xy) > 7(x;), para todo ¢ € p. Mostraremos que (u,v) é a tnica

corda no ciclo (u, zg, v, 2, u).
e (z,u) € E, - Trivial, devido a existéncia do caminho p’ mencionado acima,

o (v,2) € E; -Ser,-(u) =r,-(v), entdo (v,z) € Em pelo mesmo argumento usado
para mostrar que (u,z) € E.; caso contrario, se r,-(v) > r,-(u), como r,-(z) >
r,—(v) er,-(z;) < r,-(u), para todo x; em p, temos que o caminho p acrescido de p’
define um caminho de menores rétulos entre v e z no momento z~, definindo assim

a aresta (v, z) em E.

o (z,v) € E; e (u,x;) € E, - Trivial, pelo Teorema 5.1.1 e pela existéncia dos

caminhos (u, Ty, ..., Tx) € (T, ..., Tq, V).
e (z,2) ¢ E, - Suponha, por absurdo, que (zy,2) € E,. Logo, deve existir um
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caminho de menores rétulos entre x; e z no momento 2z, pois se ainda nao existe,
nao mais existira ja que z esta sendo posto no esquema. Desta forma, temos que
o rétulo de xj é modificado, ou seja, r,-(zg) < 7.+ (). Como p é um caminho de
menores rétulos em 2z, temos que r,-(zy) < 7,-(u). Sejam x; e x; os vértices mais
proximos de xy, em p tais que r,-(z;) = r,—(u), r.-(z;) > r.—(u) e i < k < j (no
pior caso, esses vértices serdo os préprios u e v). Obviamente, (z;, ..., T..., x;) define
um caminho de menores rétulos em 27, absurdo pois, neste caso, pelo Lema 5.1.2,

terfamos que 7(xy) < min{m(z;), 7(z;)}.

OJ
Como conseqiiéncia do lema anterior temos que o esquema de eliminacao obtido é
minimal, ja que toda aresta e € E,; é tal que G, — e possui um ciclo de tamanho quatro

sem cordas.

5.1.4. Grau Minimo

A heuristica de Grau Minimo constréi o esquema a partir da primeira posigao (ou
seja, os vértices selecionados sao postos no final do esquema até entao construido). Além
disso, o préximo vértice a ser ordenado é um dentre aqueles de menor rétulo.

Considere a i-ésima iteracao, no momento anterior a escolha do i-ésimo vértice do
esquema. Seja m;_1 = (vq,...,0;_1) 0 esquema construido até entdao e seja G, o grafo
obtido pela eliminacao dos vértices {vy,...,v;_1} de acordo com 7. Para cada vértice w
ainda nao ordenado no inicio da i-ésima iteragao, o rétulo de w é dado pelo grau de w no
grafo GG;_;. Desta forma, o préximo vértice escolhido é sempre o de menor grau no grafo
obtido pela eliminacao dos vértices ja ordenados.

Observe o exemplo da Figura 5.4. Os vértices pretos ja foram postos no esquema 7
e o cinza indica o préximo a ser posto. As arestas destacadas foram adicionadas pela
eliminagao de algum vértice e as pontilhadas nao estao sendo consideradas para o valor
do rétulo (ou seja, nao fazem parte de G;_; como definido acima). Ao final, o grafo com

as arestas pontilhadas equivale a G.
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a

(3) e
n=<f,e> n=<fe,,a,b,d>

Figura 5.4. (1)G;(2)Inclusao e “eliminagao” de a;(3)Inclusao e ‘“eliminacao” de

b;(4)Esquema final m e G.

Ressaltamos que este método de rotulacao nao produz um esquema de eliminagao
perfeito caso o grafo de entrada seja triangularizado. Como exemplo, observe o grafo da
Figura 5.5. Note que o tnico vértice de menor grau é o vértice destacado de preto e que

tal vértice nao é simplicial, logo nao pode iniciar um esquema de eliminagao perfeito.

Figura 5.5. Exemplo em que Grau Minimo nao encontra um esquema perfeito para um

grafo triangularizado.
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5.1.5. Preenchimento Minimo

Dado v € V, o preenchimento (“fill-in”) de v é o nlimero de arestas que precisam
ser adicionadas a vizinhanca de v de forma a transforma-la numa clique.

Este método de rotulagao adiciona os vértices no esquema a partir da primeira posicao,
escolhendo o vértice de menor rétulo a cada iteracao. O rétulo de um vértice w ainda
nao ordenado no inicio da iteracao ¢ ¢ igual ao seu valor de preenchimento no grafo G;_;
construido como enunciado na subsecao anterior.

E facil ver que se G é cordal, entao o esquema de eliminacao obtido utilizando este
método é perfeito. Basta notar que o rotulo de um vértice qualquer é maior ou igual
a zero, e que sera zero se e somente se este vértice é simplicial. Logo, como todo grafo
triangularizado tem pelo menos um vértice simplicial e ao retirarmos um vértice qualquer
deste grafo, o grafo obtido também sera triangularizado, temos que a cada iteragao i sera

tomado um vértice simplicial em G;_1.

5.2. Heuristica dos Cortes Minimos

A heuristica dos cortes minimos foi proposta por Koster em sua tese de doutorado [44]
e trata-se de uma “heuristica de melhoramento”, onde partindo de uma decomposicao
em arvore qualquer dada como entrada, tenta-se melhorar iterativamente sua largura
utilizando cortes minimos.

Dada uma decomposicao D = (X, T), a idéia é substituir cada né t € V(T') tal que
| X¢| = la(D) + 1 por um conjunto de nés cujos conjuntos relacionados sejam menores
do que X;. Se for possivel tal substituicao, entao a largura da decomposicao obtida sera
menor do que la(D). A seguir explicamos como substituir um né qualquer da &rvore de
decomposicao.

Considera-se que a decomposicao de entrada D é minimal no seguinte sentido: para
todo t € V(T), se retirarmos um vértice qualquer do conjunto X;, D deixa de ser uma

decomposicao em arvore.
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Seja t € V(T') qualquer. Deseja-se substituir ¢ em D por um né ¢* e um conjunto de
nos I*. Para isso, constréi-se primeiramente o grafo G, a partir de G[X;| adicionando-se

o seguinte conjunto de arestas:
Ey = {(u,v) : {u,v} C X; N Xy, para algum t' € Np(t)}

Koster mostrou que se GG; nao é um grafo completo, entao é possivel substituir o né
t por um conjunto de outros nés {t*, I*}, todos relacionados a subconjuntos de V' de

cardinalidade inferior a | X;|. Estes nés sao definidos a seguir:

e O no t* serd relacionado com um corte minimo de vértices do grafo G;, X*;

e Sejam Gy, ...,G, as componentes conexas de G; \ X*. Para cada G, teremos um

novo né t; em I* cujo conjunto relacionado serd X = V; U X* onde V; = V(G,).

Note que para qualquer t' € Np(t) temos que Xn = X; N Xy é uma clique em Gy.
Logo, o conjunto X™* nao separa Xn, ou seja, ou Xn € X* ou Xn C X para um tnico

t; € I*. Sendo assim, a nova decomposicao é obtida da seguinte forma:

1. Retire de T" 0 né t, guardando seus vizinhos no conjunto Ny;
2. Adicione os nés t* e t; € I* descritos acima;
3. Adicione em T as arestas (t*,t;), para todo t; € I*;

4. Para cada t' € Ny, se Xn = X; N Xy C X*, adicione a aresta (t',t*); caso contrario,

adicione a aresta (t',t;), onde t; € I* é tal que X C X.

Para maiores detalhes sobre a heuristica, como por exemplo o algoritmo utilizado para

encontrar o corte minimo, recomendamos a leitura de [44, 45].

45



Algoritmo 5. MSVS

Entrada: decomposigdo em drvore inicial D = (X, T)
Saida: decomposicao D’ = (X', T") modificada tal que la(D’) < la(D)
D" — D //Escrevemos D' = (X', T")
enquanto existe t € T” tal que |X/| = la(D’) + 1 e G; ndo é uma clique faga
N — Np(t)
Retire de 7" toda aresta incidente em ¢
Seja S um corte minimo em G,
Adicione em V(T") o né t* relacionado ao conjunto S
Sejam Gf, ..., G, as componentes conexas de Gy \ S
parai=1,....q faca
Adicione em V(T") o né t; relacionado ao conjunto V(G;) U S
E(T") — E(T") U{(t:, ")}
para cada t' € N faga
se existe t; tal que Xy NV (G,;) # 0 entao
E(T') — E(T") U{(t:, 1)}
senao
E(T") — E(T) U {(#, 1)}

retorne D’
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5.3. Heuristica GRASP

O método GRASP [34, 35] (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure) é uma
meta-heuristica iterativa onde cada iteracao constitui-se de duas fases: na primeira, uma
solugao s é construida de maneira gulosa e aleatéria (levando-se também em consideragao
determinadas caracteristicas adaptativas); na segunda, define-se um espago de solugdes,
denominado vizinhanga de s, e faz-se uma busca neste espago até que uma solucao étima
local seja encontrada. Estas duas fases sao executadas até que um dado critério de parada
seja alcancado.

Nesta secao, introduzimos primeiramente como funciona o método GRASP propri-
amente dito e, em seguida, explicamos como o método foi aplicado para encontrar um

esquema de eliminacao dos vértices do grafo dado como entrada.

5.3.1. A meta-heuristica Grasp

A seguir, apresentamos um algoritmo genérico para o método. A fun¢do BuscaLocal(s)
retorna uma solucao 6tima local alcancada a partir de s. Representamos por s* a melhor

solucao até entao encontrada.
Algoritmo 6. GRASP

Entrada: Instancia do problema em questao
Saida: Melhor solucao encontrada
enquanto critério de parada nao é alcancado faga
Encontre uma solucao gulosa aleatoria adaptativa s
s «— BuscaLocal(s)
se valor de s é melhor do que o valor de s* entao
§* s

retorne s*

O critério de parada pode basear-se no tempo, nimero de iteracoes, ou mesmo no

valor da solucao, parando quando um valor determinado for alcancado. A vizinhanca de
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uma solucao s é geralmente constituida de um conjunto de solugoes facilmente obtidas
a partir de s. Além disso, s é considerada uma solucao 6tima local se nenhuma das
solucgoes vizinhas de s tem valor inferior a s, ou superior, caso o problema considerado
seja de maximizacao. Daqui em diante, consideraremos que o problema tratado é de
minimizacao.

A obtencao de uma solucao no inicio de cada iteracao do método deve ser, como ja
foi dito anteriormente, gulosa, aleatoria e adaptativa. Basicamente, uma solucao s ¢ vista
como um conjunto onde cada elemento tem influéncia sobre o valor final de s. A esta
influéncia chamaremos de custo do elemento. Desta forma, uma maneira de construir
uma solugao s gulosa é tomar um elemento que aumente minimamente o valor de s (ou
de menor custo) até que s se torne uma solucao vidvel. Ao tomar-se um elemento, o
custo dos outros pode ser modificado, logo faz-se necessaria uma reavaliacao dos custos
(este é o carater adaptativo). Porém, como nao queremos uma solugao puramente gulosa,
o que é feito na verdade é construir uma lista de elementos candidatos a entrarem na
solucao baseados nos valores de custo e escolher aleatoriamente um dentre tais elementos.
A seguir apresentamos um algoritmo genérico para a obtencao de uma solucao gulosa

aleatéria adaptativa.

Algoritmo 7. Solucao GAA

s« 0
Avalie o custo de cada elemento e
enquanto s nao é uma solucao viavel faca
Construa uma lista de candidatos RC'L contendo os elementos com menores custos
Escolha randomicamente um elemento e em RCL
s« sU{e}
Reavalie os custos dos elementos que nao estao em s

retorne s
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5.3.2. A heuristica GRASP para triangularizacao

Novamente, abordaremos o problema de triangularizagao, ao invés de trabalhar dire-
tamente com decomposicoes, e uma solugao considerada viavel nada mais é do que uma
permutacao dos vértices de GG, que pode também ser vista como um esquema de elimi-
nagao. O valor de uma solugao 7 é dado pela largura em drvore do grafo G, (ou seja, por
max,ey Ny (v)). Denotaremos o valor de 7 por valor(r).

Na obtencao de uma solucao gulosa aleatéria adaptativa utilizamos novamente os
métodos de rotulagdo (mais precisamente, utilizamos o método MCSM), fazendo com
que os custos sejam exatamente os rétulos atribuidos a cada vértice. Desta forma, a lista
de candidatos a cada iteracao é formada pelos vértices cujo custo (ou rétulo) tem valor
maximo, um dentre estes sera escolhido aleatoriamente para entrar no esquema e uma
reavaliagao dos custos é feita, ou seja, os rotulos sao atualizados (como é feito em MCSM,
o vértice é posto no comego do esquema até entao construido).

Note que a diferenca entre a obtencao de um solugao inicial como descrito no paragrafo
anterior difere da heuristica de rotulacao unicamente pela aleatoriedade da escolha do
vértice. Pode-se argumentar que essa aleatoriedade também esta presente na rotulacao,
ja que dentre os vértices de melhor rétulo nao se adota nenhum critério de escolha. Porém,
se nao for empregado um método de escolha aleatéria nesta fase, é bastante provavel que
em todas as iteracoes da heuristica GRASP seja gerada a mesma solucao inicial. Em
outras palavras, a aleatoriedade garante a diversidade de solugoes iniciais investigadas.

Definimos agora como ¢ feita a busca local. Seja 7 um esquema de eliminagao qualquer.
Dizemos que 7’ estd na vizinhanga de 7, N(7), se pode ser obtido trocando-se exatamente
dois elementos de posicao em 7. O esquema 7 serda uma solucao otima local se nao
possuir nenhum esquema vizinho cujo valor seja melhor que o seu. Logo, a busca trata-
se simplesmente de percorrer a vizinhanca de 7 por uma solu¢ao melhor. Caso exista,
passa-se a buscar na vizinhanca desta solugao. Caso contrario, podemos concluir que 7 é
uma solucao 6tima local.

Porém, como apenas nos interessa percorrer as solucoes vizinhas cujo valor seja menor
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do que o valor de 7, tentaremos evitar aquelas cujo valor sabe-se que é maior ou igual ao
de 7. Para isso, definiremos indices no esquema que nos indicarao que pares de elementos
podem valer a pena transpor.

Seja u € V qualquer e v € N, (u), Segao 4.1). Pelo Teorema 5.1.1, se v & Ng(u) entao
existe um caminho (v, vy, ..., vy, u) em G tal que 7(v;) < 7(u), para i = 1,...,q. Logo, a
unica forma de fazer com que v nao esteja mais na pods-vizinhanca de u é fazendo uma
transposi¢ao de algum dos vértices internos deste caminho com algum outro vértice w tal
que m(w) > 7(u) (na verdade, seria necessério transpor pelo menos um vértice de cada
caminho deste tipo).

Seja M = {m(v) : |Nx(v)| = valor(m)} o conjunto formado pelos indices em 7 dos
vértices cuja pés-vizinhanga tem cardinalide igual ao valor de m. Definimos os indices:
min(m) = min{i : i € M} e maz(mw) = max{i:i € M}. Pelo o que foi dito no pardgrafo
anterior e pelo fato de que valor(m) = max,ey N (v), percebemos que transpor quaisquer
dois vértices u e v tais que m(u) < maz(m) e m(v) < maz(mw) nao ird melhorar o valor
de 7, pois a pés-vizinhanga do vértice em maz(m) continuard a mesma. Analogamente,
transpor dois vértices tais que 7(u) > min(w) e w(v) > min(r) também nao diminui o
valor de w. Temos entao que os vizinhos de m que podem ter valor inferior ao de 7 sao
tais que diferem de 7 pela transposigdo de dois vértices u e v tais que w(u) < min(r)
e m(v) > max(m). O tamanho da vizinhanga N(7) a ser percorrida é agora tal que
|N(m)| = min(m) * (n — max(w) + 1) = O(n?/4).

Finalmente, utilizamos também um método em conjunto com GRASP que explora
caminhos entre duas solucoes. Este método é conhecido como “Path Relinking” e foi
primeiramente proposto por Glover [38] para utilizagdo com busca tabu. Trata-se de
percorrer um caminho partindo de uma determinada solugao, efetuando determinadas
operagoes (no nosso caso, transposi¢oes) até chegar-se a solucao destino. Ao final, o
método retorna a melhor solugao intermediaria. O momento de executar o Path Relinking
¢é arbitrario; pode-se optar por fazer uma vez a cada iteracao do GRASP, a cada intervalo

de x iteragoes, sempre que uma solucao melhor for encontrada, ou mesmo rodar a cada
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iteragao com uma probabilidade p. Decidimos executar este método sempre que uma

solugao melhor for encontrada, ou a cada 15 iteragoes.
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6

Limites Inferiores

Neste capitulo veremos os métodos mais conhecidos para o célculo de limites inferiores

para a largura em &arvore de um grafo qualquer.

6.1. Cliqgue Maxima

Pelo Lema 3.2.1, sabemos que para toda clique C' de GG e toda decomposicao em arvore
D = (X,T)deG, existe um né t € T tal que C' C X;. Logo, certamente la(D) > w(G)—1.
Desta forma, o tamanho da clique maxima fornece um limite inferior para a largura de
qualquer decomposigao de G. Temos, porém, que calcular w(G) para um grafo G qualquer
¢ NP-dificil, apesar de haver muitos resultados que mostram que para grafos nao tao

grandes ou densos, w(G) pode ser calculado em um tempo viavel [8, 52].

6.2. Maximo Grau Minimo

Dado um grafo G qualquer, nesta secao apresentamos um método para calcular um
limite inferior para la(G) baseado no fato de que §(G) < la(G) e no Teorema 3.1.2.
Basicamente, a idéia é encontrar o subgrafo de GG cujo grau minimo é maximo dentre os
graus minimos de todos os subgrafos de G. No pardgrafo a seguir mostramos que 6(G) é

realmente um limite inferior para la(G).



Seja D = (X, T) uma decomposigdo em arvore de G de largura minima. Sejam ¢t € T
uma folha qualquer de T e t' o né vizinho a t em T. Se X; C Xy, é facil ver que ao
retirar-se o né t, ainda resta uma decomposicao em arvore de largura étima, pois nao ha
arestas ou vértices cobertos por t que também nao o sao por t’. Pode-se considerar, entao,
que X; \ Xy # 0. Logo, temos que para v qualquer em X, \ X, certamente Ng(v) C X,
ou seja, temos que d(v) < la(D) = la(G). Como d(v) > 6(G), temos que la(G) > §(G).

Pelo Teorema 3.1.2, sabemos que para todo menor H de G temos que la(H) < la(G).
Como um subgrafo qualquer G’ de G também é um menor de G, temos que la(G) > la(G’).
Além disso, sabemos que la(G') > 6(G’). Logo, temos que la(G) > 6(G’), para todo
subgrafo G’ de G.

Seja A o conjunto de todos os subgrafos de G. Definimos MM D(G) = mazgepd(G')
(este limite é conhecido na literatura como “Maximum Minimum Degree”). O lema a
seguir nos mostra que este limite pode ser calculado de forma mais simples do que parece

a primeira vista.

Lema 6.2.1. MMD(G) = maz{o(G), MM D(G — v)}, para todo v € V tal que d(v) =
i(@G).

Prova: Sejam A o conjunto de todos os subgrafos de G e v € V um vértice qualquer
de grau minimo em G. E facil ver que A pode ser particionado em A; e As, onde Ay
contém todos os subgrafos que contém v e Ay todos os que nao contém. Obviamente,
para qualquer subgrafo G’ € A; temos que §(G') < d(v) = §(G). Além disso, para
qualquer G’ € Ay temos que G’ é subgrafo de G — v, logo 6(G’) < MMD(G — v). O

O Algoritmo 8 segue diretamente do lema acima.

Como uma clique também é um subgrafo de G, temos que o limite fornecido por
MMD(G) é sempre maior ou igual ao tamanho da clique maxima, w(G). Na verdade,
é possivel mostrar que MM D(G) > x(G) — 1 [59], onde x(G) é o nimero cromatico do

grafo G (recomendamos [29] para a definicio de nimero cromatico).
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Algoritmo 8. MMD

Entrada: Grafo G
Saida: maximo grau minimo de G (ou seja, MMD(G))
G —G
mmd <+ 0
enquanto V(G') # () faga
Seja v € V(G') de grau minimo em G’
mmd — max{mmd,d(v)}
Remove(G',v) //remove v do grafo G’

retorne mmd
6.3. Melhorando o Limite Inferior

Clautiaux, Carlier, Moukrim e Négre [21] propuseram um método que pode ser utili-
zado juntamente com algum outro método para encontrar um limite inferior de forma a
melhorar tal limite. Para desenvolverem tal método, eles se basearam em propriedades
encontradas por Bodlaender [12].

Sejam um grafo G = (V, E) qualquer e k um inteiro positivo. O grafo melhorado
com z vizinhos comuns ¢ o grafo G™ obtido de G adicionando uma aresta (u,v) para

todo par u,v € V tal que u e v tém pelo menos = + 1 vizinhos comuns.

Lema 6.3.1 (Bodlaender [12]). Se la(G) < k, entdo la(G}™) < k. Além disso, qual-
quer decomposicao em arvore para GG de largura no maximo k é também uma decom-

osicao em arvore para G;"" de largura no maximo k, e vice-versa.
k )

Sejam LB um método qualquer para calcular um limite inferior para la(G) e b o limite
calculado usando LB. O método apresentado utiliza-se do lema acima para melhorar este

limite da seguinte forma:
1. Suponha que la(G) = 1b
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2. Calcule G
3. Calcule um limite inferior 1’ para la(Gy™) usando o método LB

4. Se IV > b, temos uma contradicao em 1, ou seja, la(G) > [b. Logo podemos

atualizar [b para b+ 1

5. Repete-se os passos acima até que nao seja mais encontrada uma contradicao

Um outro tipo de grafo, também definido primeiramente por Bodlaender [12], pode ser
usado no algoritmo descrito acima. Este adiciona arestas (u,v) para todo par de vértices
conectados por pelo menos x + 1 caminhos disjuntos em vértices. Chamamos tal grafo
de grafo melhorado com x caminhos disjuntos. Um lema andlogo ao Lema 6.3.1
também é valido, logo o algoritmo pode ser corretamente empregado utilizando este outro
tipo de grafo.

Em [21] foi feito um estudo computacional para analisar a qualidade deste novo método
aplicando-o juntamente com MM D. Para muitas instancias o limite inferior encontrado
é superior ao anteriormente conhecido quando o grafo melhorado com caminhos disjuntos
é utilizado. Utilizando o grafo melhorado com vizinhos comuns houve também algumas
melhoras, porém em um menor nuimero de instancias, além do aumento ter sido menos

significativo.
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7

Método Enumerativo

Neste capitulo, mostramos como enumerar as solugoes do problema utilizando o con-
ceito de ordens parciais visto na Secao 2.3. Além disso, expomos como obter um limite
inferior para la(G) a partir desta enumeragao.

Dado um grafo qualquer G = (V, E), seja Py a ordem parcial contendo apenas os
pares reflexivos vv, para todo v € V. Obviamente, Ext,(Py) é igual ao conjunto de todas
as ordens totais de V' (ou todos os esquemas de eliminagao de V). Logo, uma maneira de
resolver o problema de forma exata é enumerar todo o conjunto Ezti(Py) e tomar P* tal
que w(Gp+) é minimo.

Porém, sabe-se que o tamanho de Ext;(P) para uma ordem P qualquer pode ser muito
grande, tornando este método inviavel. De fato, determinar o tamanho desse conjunto é
um problema #7P-completo [20].

Apesar disso, se for possivel enumerar este conjunto em uma estrutura de arvore, a
aplicacdo do método “branch and bound” pode tornar a enumeragao vidvel (para um
estudo mais detalhado acerca do método recomendamos [51]). Ressaltamos que o motivo
pelo qual escolhemos o algoritmo de Corréa e Szwarcfiter [23] é justamente o fato desse ge-
rar as extensoes em uma estrutura de arvore. Além desse, estudamos também o algoritmo
de Ruskey [58], porém descartamos a sua utilizagdo pois gera as extensoes totais de uma

ordem parcial P percorrendo um ciclo hamiltoniano no grafo de transposicao de P, que



possui dois vértices relacionados a cada uma das extensoes totais de P (recomendamos
a leitura do referido artigo para maiores detalhes). Logo, para concluir que uma solugao
é Otima seria necesséario que todo o grafo de transposigao fosse percorrido (ou seja, que
todo o conjunto Ext,(P) fosse gerado duas vezes).

Como ja falamos anteriormente, ao contrario do algoritmo de Ruskey, o algoritmo de
Corréa e Swarcfiter permite a utilizacao do método “branch and bound”. Este método
possibilita que subdarvores inteiras nao precisem ser geradas, diminuindo a quantidade
de solugoes percorridas. Na verdade, mesmo que o método nao seja executado até que
se conheca uma solucao étima, um limite inferior pode ser obtido. A seguir explicamos
brevemente como isso € possivel.

Dada uma ordem parcial P de V', primeiramente definiremos um limite inferior para
la(Gps), onde P' é uma extensao total de P (relembramos que, neste caso, la(Gp/) =
w(Gp) — 1 = mazxyey|Np(v)]). Como P C P’, para toda ordem P’ € Ext,(P), temos
que Np(u) € Np/(u), para todo u € V. Logo, maz,cy|Np(u)| é um limite inferior para
la(Gpr), para toda ordem P’ € Ext;(P). Denotaremos este valor por inf(P).

Considere que seja possivel enumerar o conjunto Ext,(Py) percorrendo uma arvore
enraizada 7 tal que a raiz da arvore representa a ordem Py, cada nd representa uma
extensao de Py e cada folha representa uma extensao total de Py,. Além disso, dado um
né interno P da arvore, a subarvore enraizada em P contém todas as extensoes totais de
P. Na secao seguinte, veremos que isto é possivel com a modificacao proposta sobre o
algoritmo de Corréa e Szwarcfiter [23].

Percorremos esta arvore da seguinte forma: marcamos a raiz para ser visitada; a cada
iteragao, escolhemos um né P marcado para visita tal que inf(P) é minimo; em seguida,
desmarcamos P e marcamos seus filhos para serem visitados.

Uma forma de diminuir o nimero de nés percorridos ¢ a seguinte (método “branch
and bound”): inicialmente tomamos um limite superior sup* para la(G) (este valor pode
ser la(G,), para um esquema de eliminagdo 7 qualquer, ou mesmo |V|); a cada iteragao,

marca-se apenas os nos cujos limites inferiores sao no méaximo sup*; se chegarmos em uma
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folha, atualizamos o valor de sup* e desmarcamos todo né P tal que inf(P) > sup*. Se
isto for feito, temos que todo né P visitado é tal que inf(P) < la(G). O pardgrafo a
seguir prova esta afirmacao.

Suponha, por absurdo, que em uma iteracao qualquer o né tomado P é tal que
inf(P) > la(G). Entao, certamente nao existe P’ marcado para visita tal que inf(P’) <
la(G). Como a arvore contém todas as ordens totais de V, existe uma folha P* tal que
la(Gp+) = la(G). Além disso, certamente toda extensao P’ no caminho entre P* e a raiz
Py 6 tal que inf(P') < inf(P*) < la(Gp+) = la(G). Pela forma como estamos percor-
rendo 7 e pelo fato de 7 ser conexa, temos que este caminho deve ter sido totalmente
percorrido. Logo, a folha P* ja foi visitada e o valor sup* foi atualizado, ou seja, no
momento da escolha de P temos que sup* < la(Gp+), absurdo pois neste caso P teria
sido desmarcado para visita.

Infelizmente, o método descrito acima pode nao ser suficiente para diminuir o niimero
de nés a serem percorridos de forma a tornar o método viavel. Além disso, de um nivel para
outro na arvore, a diferenca no limite inferior cresce lentamente, fazendo necesséario que
uma grande quantidade de nds precise ser percorrida até que obtenha-se um limite inferior
significativo. Uma solucao seria melhorar o limite inferior de cada n6. Porém, como os
métodos existentes muitas vezes fornecem um limite inferior muito distante do possivel
limite superior inicial (obtido com uma das heuristicas para limite superior descritas
no capitulo anterior), provavelmente isto nao resolveria o problema. Algo interessante
seria, entao, limitar o espaco de busca, ou seja, nao percorrer todo o conjunto Ezty(Py),
mas apenas um subconjunto Ext,(P) C Ext,(Py), para uma dada ordem parcial P. Isso
certamente nao fornece um limite inferior para la(G), porém pode ser uma boa ferramenta
para estudar que melhor “caminho” tomar quando da construcao de uma ordem total.
Além disso, se for possivel provar que existe uma solugao Otima tal que a ordem total
relacionada P* contém determinados pares ordenados, entao pode-se partir da ordem
parcial contendo estes pares sem eliminar o 6timo, ou seja, sem prejudicar a obtencao

da solucao 6tima. Infelizmente, o tnico resultado neste sentido é o de que se existir um
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vértice simplicial © entao existird uma ordem total étima tal que uw é o vértice minimal
[15].

A Secao 7.1 descreve o algoritmo de Corréa e Szwarcfiter para gerar o conjunto de
extensoes de uma ordem P qualquer, além da modificacao proposta para gerar apenas as
ordens totais, e a Secao 7.2 propoe alguns métodos para o calculo de uma ordem parcial

inicial.

7.1. Geracao de ordens totais

Nesta secao, veremos o algoritmo para geracao de extensoes de uma ordem parcial
proposto por Corréa e Szwarcfiter [23]. Tal algoritmo gera todas as extensoes de uma,
dada ordem parcial P C C? utilizando o conceito de pares passivos e tem complexidade
O(m + nu), onde m = |P|, n = |C| e p = |Ext(P)|. Aos leitores que desejarem conhecer
as provas da corretude deste algoritmo, recomendamos a leitura do artigo previamente
citado.

Precisaremos de alguns novos conceitos relacionados a ordens parciais, vistos a seguir.

O inverso do par ordenado p = uv é o par p = vu.

Seja P C C? uma ordem parcial. Um par ordenado uv € I(P) é dito passivo se
P U {uv} também é uma ordem parcial sobre C. Observe o exemplo na Figura 7.1.
Denotamos o conjunto de todos os pares passivos de P por W(P) e por P + uv a ordem
P U {uv}.

Seja R C I(P). Denotamos por Ext(P, R) o conjunto de extensdes de P que nao
contém pares pertencentes a R. Desta forma, Ext(P, () é o conjunto de todas as extensoes
de P.

O teorema seguinte descreve a idéia central do método proposto por Corréa e Szwarc-

fiter para calcular Ext(P, ().

Teorema 7.1.1. Sejam R C I(P) e Ext(P, R) o conjunto de extensoes de P excluindo
R. Entao,
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de €

b C

(1 a

Figura 7.1. Exemplo de pares passivos (omitimos as transitividades): (1) Ordem parcial

P; (2) Pares passivos representados pelas setas pontilhadas; (3) Ordem parcial P + be.

e Se W(P) C R, entao Ext(P,R) = {P}
e Caso contrario, seja W — R = {wy, ..., wy},
Ext(P,R) = {P}Uy—1. ¢ Ext(P 4+ w,, RU {wy, ..., w;—1}) (7.1)
Além disso, os subconjuntos acima formam uma particao de Ext(P, R).

O algoritmo para calcular as extensoes de P consiste entao em calcular o conjunto
de pares passivos e, recursivamente, calcular as extensoes da ordem P + w, para cada
w € W(P), excluindo determinados pares passivos. Observe, por exemplo, a figura 7.2.

Porém, nao estamos interessados em conhecer todo o conjunto Ext(P), mas apenas
um subconjunto deste, Ezt;(P). Devido a isto, adaptamos o teorema para se adequar
melhor as nossas necessidades.

Seja P uma ordem parcial qualquer. Considere R = () e W(P) = {wy,...,we} # 0.
Note que dado uma extensao total P’ € Ext,(P) e ab € I(P) qualquer, temos que ou o
par ordenado ab € P’ ou ba € P’, mas nao ambos. Desta forma, para qualquer par passivo
wy, € W(P), se P' € Exty(P + wy, {wy,...,w,_1}), entdo w; € P/, paraj=1,...,¢—1. A
seguir, reformulamos (7.1) em fungao de P, e I' que serao definidos mais precisamente em

(7.3) e (7.4).
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Figura 7.2. Exemplo de geracao dos filhos de uma extensao P na arvore.
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P}, se W(P)=10
Exty,(P) = try (P) (7.2)
Uger Bati(Fy), c.c.
onde I' C {1,...,(} e, para todo ¢ € I', P, é uma ordem parcial que contém P, w, e

w;, para todo j € {1,...,¢ — 1}. Note que o conjunto W é vazio se e somente se P é uma

ordem total .

A definicao precisa de P, e I' depende da seguinte relacao definida recursivamente:

P P, seq=1
qa , _
P, +W4, cc
Observe que, por defini¢ao, Pq/ C F,. Observe ainda que, para ¢ > 1, nao se sabe se
Pq/ ¢ ou nao uma ordem parcial, pois mesmo que P(;_l seja uma ordem parcial, nao se tem
_ . : . . . ,
certeza que W, seja passivo nessa ordem. Mais precisamente, considerando-se que P, ;

seja uma ordem parcial (a base é correta pois P = P), os seguintes casos podem ocorrer,

para g > 1:

1. P} viola transitividade: obviamente o par ordenado que viola transitividade trata-se

_ . P .
de w,_1, ja que P,_; é uma ordem parcial.

2. P, viola anti-simetria: neste caso, temos que ¢ > 2 e w,1 € F, ;. Logo, P, nio

define uma ordem parcial e, obviamente, ndo existe uma extensao total P’ de P

contendo P,. Como P, C P, C P, para todo k € {q,...,}, temos que P} também

nao define uma ordem parcial, para todo k € {q, ..., (}.

Pelo o que vimos acima, definimos o inteiro x e a ordem parcial Py como a seguir.

Estes parametros servirao para o célculo do conjunto I' e da ordem P,.

min{q : w,1 € P, 1}, seisso ocorrer para algum q € {1,...,(}
K =

(+1, c.c
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seq=1
Py U fecho(P;_ |, W,-1), seq€{2,..,k}

Py =

Analisaremos agora o que ¢ necessario fazer para calcular corretamente P, a partir de

Pr.

q

e P/ + w, viola transitividade: basta adicionarmos o fecho transitivo do par w,.

e P/ +w, viola anti-simetria: neste caso, nao existe uma ordem total P’ de P tal que
P’ € Exty(P + wq, {wy, ...,wy_1}), pois se W, € Py, certamente fora adicionado por
estar contido no fecho transitivo de algum dos pares {wy, ..., w,_1}, ou seja, o par

w, ¢ imprescindivel para manter transitividade.

Finalmente, podemos definir P, e I':

P, = P; U fecho(P;,w,) (7.3)
I'={q < r: P; +w, viola anti — simetria} (7.4)

Note que o uso de 7.2 acelera a geracao das extensoes totais, ja que deixa de enumerar
as extensoes parciais em cujas subarvores nao existem folhas que sejam ordens totais, além
de que adiciona mais pares ordenados as extensoes quando da subdivisao do problema,
diminuindo assim o ntmero de pares incomparaveis em cada subproblema gerado.

A Figura 7.3 mostra a subdivisao vista na Figura 7.2 com a modificacao. A seta
cinza indica que o filho nao sera gerado e que nenhum que viria apds este também sera
gerado. Note que isso ocorre pois apds a inclusao do par ¢b, o par cd torna-se necessario.
Fornecemos o conjunto Ext;(P). Note que (a,b,c,d,e), (a,b,c,e,d) e {(a,b,d, c,e) sao
extensoes do filho mais a esquerda, enquanto que (a, ¢, b, d, e) é extensao do filho do meio.

O Algoritmo 9 calcula o conjunto de todas as extensoes totais de uma ordem parcial
P. No algoritmo, a fun¢ao ParesPassivos(P) computa o conjunto de pares passivos da

ordem P e Fecho(Q, uv) retorna o fecho transitivo do par uv na ordem fornecida, Q).
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Extt(P):

abcde

b c acbde

abced

a abdce
d © d © d ©
b C b C b C

a a a

Figura 7.3. Exemplo de geracao dos filhos de uma extensao P na arvore apos a modi-

ficacao proposta.
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Algoritmo 9. ExtTotaisParesPass

Entrada: ordem parcial P
Saida: conjunto F com as extensoes totais de P
se P é uma ordem total entao
retorne {P}
W « ParesPassivos(P)
P*—P
E—10
para todo uv € W faga
se vu ¢ P* entao
E «— E U ExtTotaisParesPass(P* U Fecho(P*,uv))
se uv ¢ P* entao
P* — P*U Fecho(P*,vu)
senao
retorne E // Neste caso, x foi “encontrado”

retorne F

A dificuldade agora reside em calcular os pares passivos a cada iteragao. Os conceitos
e resultados a seguir servem para obter um melhor desempenho no célculo dos pares
passivos das extensoes geradas e foi proposto por Corréa e Szwarcfiter ainda no mesmo
artigo em que propuseram o algoritmo.

Sejam {u,v,w} C C elementos distintos tais que uv € I(P). Dizemos que w é um

elemento ativo para uv caso uma das situacoes abaixo ocorra:
wv € P euw € I(P) (7.5)

wv € I[(P) ewu € P (7.6)

Observe os dois casos em que um elemento é considerado ativo na Figura 7.4 e note

que a inclusao do par uv violaria a transitividade da relagao. Ou seja, um elemento ativo
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é um elemento que “impede” a inclusao do par uv na ordem. Denotamos por A,,(P) o

conjunto dos elementos ativos do par uv na ordem P.

Figura 7.4. Ilustracao das Equacoes 7.5 e 7.6.

O lema a seguir define os pares passivos de uma ordem em termos dos respectivos

conjuntos de elementos ativos.
Lema 7.1.1. Um par uv € I(P) é passivo se e somente se A,,(P) = (.

Agora queremos caracterizar as mudangas ocorridas no conjunto de pares passivos
de uma ordem P ao adicionarmos um par uv qualquer. Ocorre que este conjunto tanto
pode perder quanto ganhar elementos devido a inclusao de um tinico par zy em P. Pelo
lema anterior percebemos que basta mantermos, para cada par ordenado uv € I(P), o
conjunto A,,(P) e observarmos as mudancas ocorridas nele. Caso tal conjunto torne-se
vazio, teremos que uv passa a ser passivo. Caso A,,(P) seja vazio e ganhe algum elemento,
uv deixa de ser passivo.

O lema a seguir identifica, para um dado par incompardvel uv, os elementos que

deixam de ser ativos com relagao a uv apods a inclusao de um par passivo qualquer.

Lema 7.1.2. Seja xy um par passivo em P, uv um par incomparavel em P+xy ew € C.

Entao w € Ayuy(P) \ Auw(P + zy) se e somente se
r=u, y=weovw e P, ou
r=w, y=vewu€cP
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Figura 7.5. Ilustracao das condicoes do Lema 7.1.2.

O lema a seguir identifica, para um dado par incomparavel uv, os elementos que

passam a ser ativos com relacao a uv apos a inclusao de um par passivo qualquer.

Lema 7.1.3. Seja xy um par incomparavel em P, uv um par passivo em P4+xy ew € C.

Entao w € Ay, (P + xy) \ Au(P) se e somente se

r=v,y=weuw € I(P),ou

r=w,y =uewv € I(P)

Figura 7.6. Ilustracao das condigoes do Lema 7.1.3.

Na verdade, é suficiente manter, para cada par incomparavel uv, o parametro .,
que indica |A,,| (pares maiores detalhes, consulte [23]). Caso a,, seja 0 no momento em
que a fungdo ParesPassivos(P) é chamada no Algoritmo 9, entdao o par uv é retornado
juntamente com todos os outros cujo valor associado também seja 0.

Observamos que as provas dos lemas acima nao necessariamente exigem que o par

adicionado seja passivo. Logo, as mesmas modificacoes podem ser aplicadas no nosso
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caso, onde algumas vezes adicionaremos pares nao passivos juntamente com todo o seu

fecho transitivo. Para maiores detalhes, recomendamos a leitura do artigo [23].

7.2. Limitando o espaco de busca: Ordens Parciais

Como ja foi dito anteriormente, uma alternativa para a utilizacao da enumeragao
proposta seria restringir o espaco de busca inicial para o conjunto de extensoes totais de
uma ordem parcial que contivesse outros pares além dos reflexivos. Tendo isto em vista,

apresentamos a seguir alguns métodos para o calculo de uma ordem parcial inicial.

7.2.1. Rotulacao

Uma maneira de calcular ordens parciais é utilizando a mesma idéia das heuristicas
baseadas em rotulacao. Sob o ponto de vista de ordens parciais, estas heuristicas funci-
onam basicamente da seguinte forma: inicializa-se os rotulos dos vértices; escolhe-se um
vértice v de melhor rétulo; relaciona-se este vértice com todos os outros ainda nao esco-
lhidos (por exemplo, colocar v no inicio da ordem de eliminagao até entao obtida equivale
a adicionar uv na ordem parcial, para todo u ainda nao ordenado); atualiza-se os rétulos;
volta-se a escolher um vértice até que todos tenham sido escolhidos (ou “ordenados”).

Note que, quando da escolha do vértice, nao existira necessariamente apenas um vértice
de melhor rétulo. Para adequar o algoritmo de forma a obter uma ordem parcial, ao
escolher v ainda nao ordenado, relacionaremos v com todo vértice ainda nao ordenado,
exceto aqueles cujo valor de rétulo € igual ao de v.

Observe o exemplo da Figura 7.7, onde foi utilizado o método de rotulacao Cardi-
nalidade Maxima. Como nos exemplos vistos no capitulo 5, os vértices pretos indicam
os vértices ja escolhidos e o cinza indica o préoximo a ser escolhido. A ordem parcial é
indicada pelas setas. Ao final, as setas pontilhadas foram incluidas para manter a transi-
tividade e a aresta destacada foi incluida de forma a tornar a pds-vizinhanca do vértice e

em uma clique.
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b (0) b(1)

a(0) ¢ a(0) ()
£ 0) d(0) ) d(0)
(1) e (0) 2) e (0)

b (1) b(1)

a(0) (D) a(0) @)
£(1) 40 £(1) 4@
(3) e(l) (4) e(l)

b(1) b (1)

2 c(2) a0 e
0 d(2) s ! d(2)
(5) e(l) (6) e(2)

Figura 7.7. Os niimeros 1 a 6 indicam a ordem em que foram feitas as operacoes. Sendo
P a ordem representada pelas setas em (6), o grafo (6) ignorando-se as setas pontilhadas

; *
equivale a G.
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Desta forma, a obtencao de uma ordem parcial seguira o Algoritmo 10, que é apenas
uma modificagao do Algoritmo 4.

O algoritmo também recebe como entrada um método de rotulacao L que deve imple-
mentar exatamente as mesmas fungoes e procedimentos indicados na Secao 5.1. Recebe
também um grafo G = (V, E) e fornece como saida uma ordem parcial P sobre V. Além
disso, r(v) denota o rétulo do vértice v e Insere(P,uv) acrescenta o par ordenado uv a

ordem P, além dos pares necessarios para manter transitividade (ou seja, fecho(P.uv)).
Algoritmo 10. OrdemParcialRotul

Entrada: Grafo G = (V, E), Método de rotulacao L
Saida: Ordem parcial P sobre V'

1: L.InicializaRotulos(G)

2: SV

3: P — {(v,v), para todov € V'}

4: enquanto S # () faga

5. u <« L.ProxVertice(S)

6: para todo v € S tal que r(u) é melhor do que r(v) faga

7: se L.Crescente() entao
8: Insere(P,uv)
9: senao

10: Insere(P,vu)

1: S« S\ {u}
12: L. AtualizaRotulos(S,u)

13: retorne P

Precisamos do resultado seguinte na prova do Lema 7.2.2, que mostra a corretude do
Algoritmo 10, ou seja, mostra que a relacao retornada é realmente uma ordem parcial

sobre os vértices do grafo fornecido. Note que o algoritmo tem exatamente n iteracoes.
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Lema 7.2.1. Seja P a ordem parcial obtida até a i-ésima iteracao, 1 < n, e S o conjunto

dos vértices ainda nao escolhidos. Entao, um dos dois casos ocorre:

e Se L.Crescente() retorna verdadeiro, entao nao existe u € S tal que wv € P, para

qualquer v € V, v # u;
e (aso contrario, nao existe u € S tal que vu € P, para qualquer v € V, v # u.

Prova: Por indugao no ntmero de iteracoes i. Obviamente, para ¢ = 0 é vélido, pois
inicialmente a ordem contém apenas pares reflexivos. Suponha vélido para todo 7 < k,
onde k > 0. Suponha que L.Crescente() retorna verdadeiro. Seja vy o vértice escolhido
nesta iteragdo. Temos que mostrar que nenhum par do tipo uv tal que u € S\ {vx} e
v # u é adicionado. Sabemos que todo par adicionado pertence a fecho(P,vv), para

algum v € S\ {v} e que
fecho(P,vpv) ={wvpy:yeYiU{ay:z € X ey e Y}

onde Y ={y:vye Pewvnyel(P)}eX ={z:zv, € PeavellP)}) Eficil ver,
entdo, que basta mostrar que X N (S'\ {vx}) = 0. Trivial, j4 que todo = € X é tal que
rv € P e pela hipotese de inducao.

Um raciocinio andlogo pode ser feito no caso em que L.Crescente() retorna falso. O

Lema 7.2.2. A relacao binaria retornada pelo Algoritmo 10 trata-se de uma ordem par-

cial sobre os vértices do grafo G dado como entrada.

Prova: Considere a i-ésima iteracao do algoritmo e sejam P a ordem obtida e S o con-
junto de vértices ainda nao escolhidos até o momento imediatamente antes do inicio da
iteracao. Seja v; o vértice escolhido. Temos que provar que nenhum par adicionado viola
anti-simetria ou transitividade (a reflexividade jamais serd violada ja que todos os pares
reflexivos sao adicionados antes do loop e nunca sdo retirados). Na verdade, é sufici-

ente mostrarmos que os pares adicionados nao violam anti-simetria, pois a funcao Insere
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encarrega-se de adicionar os pares necessarios para a que a transitividade nao seja vio-
lada. Suponha que L.Crescente() retorna verdadeiro. Sabemos que todo par adicionado
xy pertence a fecho(P,v;v), para algum v € S\ {v;}. Logo, dado algum v € S\ {v;} tal
que a fungao Insere(P,v;v) foi chamada, temos que mostrar que se xy € fecho(P,v;v)

entao yr ¢ P. Escrevemos fecho(P,vv):
fecho(Pvw) ={vy:yeY}U{zy:z € XeyeY}

ondeY ={y:vye PeviycI(P)} e X ={x:2v, € PeaxvellP)}

Como v € S\ {v;}, pelo lema 7.2.1 vemos que Y = {v} (ndo é vazio, pois certamente
vv € I(P), ja que Insere foi chamada e pelo lema 7.2.1). Logo, fecho(P,v;v) = {v;v} U
{zv : xzv; € P e zv € I(P)}. Ou seja, todo par adicionado é do tipo zv, para algum
v € S\ v, xr # v. Neste caso, pelo lema 7.2.1, sabemos que vz ¢ P, para todo = # v,
como queriamos demonstrar.

E possivel fazer uma prova andloga, caso L.IsCrescent() retorne falso. U

Uma propriedade interessante de algumas das heuristicas baseadas em rotulagao vistas
no capitulo anterior é que elas garantem que, caso o grafo dado seja triangularizado, a
ordem de eliminacao encontrada sera perfeita. Desta forma, tém-se ao menos a garantia
de que um grafo cordal nao sera “piorado”. Quando passamos a utilizar ordens parciais,
nao ha esta garantia, pois afinal mesmo um grafo cordal pode deixar dividas quanto ao
préoximo vértice a ser posto na ordem. Porém, é facil ver que existirda pelo menos uma
extensao total da ordem obtida equivalente a uma ordem de eliminacao perfeita. Basta
notar que existird uma execucao do Algoritmo 4 que equivale a uma extensao total da

ordem parcial obtida.

7.2.2. Subestruturas

Um espaco de solugoes interessante de explorar seria o conjunto de extensoes totais de

uma ordem parcial obtida levando-se em consideracao determinadas estruturas do grafo.
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Como uma subestrutura possivel, definimos a subestrutura de semi-garra (a figura 7.8

mostra os dois tipos de semi-garras existentes):

Definicao 12. Uma semi-garra é um grafo C' composto de exatamente quatro vértices
ligados entre si por no maximo quatro arestas e contendo um vértice universal, i.e., C' é

ele mesmo uma garra ou umma garra a I1€enos de uma aresta.

Figura 7.8. Tipos de semi-garras

Chamamos o vértice universal de vértice central e de vértices externos, aos demais
vértices. A idéia intuitiva é construir uma ordem parcial sobre V' tal que os vértices
externos tenham sua vizinhanga aumentada em no maximo um vértice devido a eliminacao
do vértice central, considerando-se apenas os vértices da semi-garra. Ou seja, queremos
que apds a eliminacao do vértice central de acordo com a ordem, qualquer dos vértices
externos seja vizinho de no maximo um dos outros vértices externos. Note que isso s6

nao ocorre caso a ordem contenha as relagoes representadas na Figura 7.9.

Figura 7.9. A aresta (b, c) é irrelevante neste caso, pois d tornar-se-ia vizinho de b e c,

o que gostariamos de evitar.
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Obviamente, a ordem formada apenas pelos pares reflexivos nao contém as relagoes
da Figura 7.9. Porém, essa ordem é desinteressante uma vez que o intuito é limitar o
espaco de busca. Gostarfamos, entao, de construir uma ordem que nao contenha 7.9 e
que relacione o maior nimero de vértices possivel. Nem sempre pode-se construir uma
ordem total desta forma, veja por exemplo a Figura 7.10. Na verdade, calcular uma
ordem maximal que nao contenha as relacoes de 7.9 pode ser muito custoso e ainda
pode nos fornecer ainda uma ordem parcial com poucos pares comparaveis. Uma solucao
seria permitir que algumas semi-garras sejam orientadas como em 7.9, porém obedecendo
ainda alguns critérios (como uma quantidade méxima de vezes que isso seria permitido,
ou permitir apenas para as semi-garras cujo vértice central tivesse grau no maximo um
determinado valor). Infelizmente, como veremos no Capitulo 8, ndo pudemos estudar a
melhor forma de orientar as semi-garras, dado que a enumeracgao das extensoes totais nao

nos permitiu concluir qualquer coisa a respeito da ordem parcial inicial.

Figura 7.10. Exemplo de grafo que nao possui uma ordem total tal que nenhuma semi-

garra esteja orientada como em 7.9.

Apresentamos a estrutura semi-garra apenas como um exemplo de subestrutura que
poderia ser explorada na obtencao de uma ordem parcial inicial. Além desta subestrutura,
poderia-se pensar em analisar conjuntos independentes na vizinhanca de um vértice ou
ainda pensar em como relacionar os vértices de uma clique. Porém, vale ressaltar que a
semi-garra é uma estrutura que pode ser facilmente encontrada em um grafo, ao contrario

de conjuntos independentes e cliques.
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8

Resultados Experimentais e Conclusoes

Neste capitulo apresentamos os resultados e a andlise dos resultados obtidos para os
limites superiores e inferiores. No que diz respeito ao limite superior, foram implementadas
todas as heuristicas que utilizam rotulagao, com excecao da de preenchimento minimo,
além da meta-heuristica GRASP. Para o limite inferior, implementou-se o método de
geracao de ordens totais restringido ao subespacgo definido por uma ordem parcial dada
como entrada, como visto na Segao 7.2.

Em todas as implementagoes, utilizou-se a linguagem Java2SE v1.4.2. Para as es-
truturas de grafos e ordens parciais, utilizou-se o pacote pargoworks.graphs, desenvolvido
pelo grupo ParGO, que também utiliza a linguagem citada. Os testes foram executados
em um Pentium IV 1./GHz com 1024MB de memoéria RAM. As instancias utilizadas
para teste constituem-se do benchmark DIMACS para o problema de coloracao [39, 40].
A escolha deste conjunto de instancias deve-se ao fato dessas terem sido utilizadas nos
estudos computacionais mais conhecidos para o problema.

O intuito principal destes testes é o de analisar a qualidade das solugoes fornecidas
pelas heuristicas de limite superior e inferior, nao importando a eficiéncia neste caso.
Devido a isto, nao é fornecido o tempo de execucao para nenhuma das heuristicas.

O capitulo esta organizado da seguinte maneira: a Secao 8.1 expoe as peculiaridades

de cada classe de instancias testadas; a Secao 8.2 mostra os resultados experimentais



obtidos para o limite superior, enquanto que a Secao 8.3, os resultados obtidos para o
limite inferior do espago de solugoes definido por uma ordem parcial encontrada utilizando
o método de rotulacao MCSM; finalmente, a Secao 8.4 apresenta as conclusoes extraidas

dos testes.

8.1. Classes de Instancias
Nesta secao, descrevemos as classes das instancias utilizadas em nossos testes.

Grafos de Registros Dado o cddigo de um program seqiiencial, definimos um grafo
relacionado onde: os vértices representam as variaveis e dois vértices sao adjacentes
se as duas varidaveis correspondentes utilizam o mesmo registro em um segmento
de codigo simultaneamente. As instancias fpsol2.i.x, inithx.i.z, mulsol.i.x
e zeroin.i.x sdo grafos de registros. Condon [22] desenvolveu um programa que

pega fragmentos de codigos e gera o grafo correspondente.

Grafos Rainha Um grafo rainha queeng.r é um grafo com ¢r vértices, cada um corres-
pondendo a um quadrado de um tabuleiro com ¢ linhas e r colunas. Dois vértices
sao adjacentes se os quadrados correspondentes vértices estao em uma mesma linha,

coluna ou diagonal.

Grafos de Mycielski Dado um grafo G = (V, E) qualquer, a transformacao de Myci-

elski [1] é o seguinte processo de obtengao do grafo G™Y:

1. Adicione o vértice u*;
2. Para cada u € V, adicione os vértices uj e uy e a aresta (ug, u*);
3. Para cada (u,v) € E, adicione as arestas (uy,v1), (uy,ve) e (uz,v1)
Sabemos que esta transformacao nao afeta o tamanho da maior clique do grafo

e incrementa o numero cromético em uma unidade [49]. O grafo de Mycielski z,

denotado por mycielz, pode ser obtido aplicando a transformacao de Mycielski
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sobre o grafo de Mycielski z — 1, onde a base para a construgao ¢ o K. Esta classe
de grafos parece ser dificil de resolver pois possui muitos ciclos sem cordas (a clique

maxima ¢é de cardinalidade 2).

Grafos de Livro Dado um trabalho de literatura, um grafo é criado onde cada vértice
representa um personagem e dois vértices sao adjacentes se os personagens cor-
respondentes se encontram no texto. Knuth [43] criou os grafos para alguns titulos
classicos da literatura: Anna Karenina de Tolstoy (anna), David Copperfield de
Dickens (david), A Iliada de Homero (homer), Huckleberry Finn de Twain (huck)

e Les Misérables de Hugo (jean).

Grafos de Campeonato Um grafo dos jogos de um campeonato é um grafo onde os
vértices representam os participantes e dois deles sao adjacentes se os participantes
correspondentes foram adversérios em algum jogo. Knuth [43] fornece o grafo do
campeonato de futebol americano entre universidades americanas de 1990, denotado

por games120.

Grafos de Milhas Dado um conjunto de cidades, um grafo de x milhas destas cidades
¢ um grafo com um vértice para cada cidade, onde dois sao adjacentes se as cidades
correspondentes estao a uma distancia de no maximo x milhas uma da outra. milesx
sao grafos de milhas baseados em um conjunto de cidades americanas com distancia
de no méaximo x milhas, dadas por milhas de estradas em 1947. Estes grafos também

foram fornecidos por Knuth [43].

Grafos Aleatérios G, , sao grafos com n vértices onde hd uma probabilidade p de existir
uma aresta entre quaisquer par de vértices, independente da existéncia ou nao de
outra aresta. DSJCn.p sao grafos aleatorios usados em um trabalho de Johnson,

Aragon, McGeoch e Schevon [41].
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8.2. Limites Superiores

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos para o limite superior. Como ja foi
dito anteriormente, as heuristicas implementadas incluem as de rotulacao, com excecao
da de preenchimento minimo, e a heuristica GRASP. Além dos resultados obtidos pelas
heuristicas implementadas, apresentamos também os resultados fornecidos pela heuristica
de cortes minimos. Esses tltimos podem ser encontrados em [21].

Nas tabelas a seguir, representamos cada heuristica por uma sigla. As siglas e o que

elas representam sao:
e LP: Busca lexicogréfica;

e LM: Busca lexicografica utilizando o método dos caminhos de menores rétulos para

a atualizacao dos rétulos;
e MP: Cardinalidade maxima;

e MM: Cardinalidade maxima utilizando o método dos caminhos de menores rétulos

para a atualizacao dos rotulos;
e MD: Grau minimo;
e GR: heuristica GRASP;
e MS: Cortes de vértices minimos.

As Tabelas 8.1 a 8.4 contéem o tamanho de cada instancia, os limites superiores en-
contrados por cada uma das heuristicas, além do melhor limite inferior conhecido. Estes
limites inferiores podem ser encontrados utilizando o método MM D visto em 6.2 jun-
tamente com a técnica apresentada em 6.3 para melhorar um limite inferior qualquer.
Ressaltamos que para as heuristicas de rotulacao, com excecao da de grau minimo, foram
executadas |V| iteragoes, cada uma iniciando a construgao da ordem por um vértice dife-

rente (lembre-se que inicialmente todos os rétulos sdo iguais). Para a heuristica de grau
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minimo, foram executadas d iteracoes, onde d é igual a quantidade de vértices de GG cujo
grau ¢é igual a 0(G). O resultado fornecido para cada uma das heuristicas de rotulacao é
o melhor dentre todos os resultados encontrados.

A Tabela 8.1 contém as instancias cujas larguras sdo conhecidas (devido a isto supri-
mimos a coluna contendo o melhor limite inferior).

O restante das instancias estao divididas nas Tabelas 8.2 a 8.4 de acordo com a razao
r* dada por:

., LS*—LI*

rt = —,

LS*
onde LS™ representa o menor limite superior e LI* o maior limite inferior conhecidos. Note
que quanto maior o valor r*, maior a distancia relativa entre o melhor limite superior e o
melhor limite inferior conhecidos para a instancia em questao. O valor desta distancia é
dividido pelo melhor limite superior conhecido para parametrizar este valor e tornar mais
facil a comparacao entre as diferentes heuristicas.
As Tabelas 8.2, 8.3 e 8.4 contém as instancias cujo valor de r* é maior do que 0 e menor
ou igual a 0.1, maior do que 0.1 e menor ou igual a 0.5 e maior do que 0.5, respectivamente.
O parametro r definido a seguir é usado para comparar as heuristicas na Tabela 8.5
e reflete a distancia relativa entre o limite superior encontrado pela heuristica e o melhor

limite inferior conhecido.

_LS—LI
LS+

onde LS* representa o menor limite superior e LI* o maior limite inferior conhecidos e

r

LS o limite superior encontrado pela heuristica em questao.

A Tabela 8.5 fornece, para cada heuristica, a média dos valores de r para cada particao
das instancias, assim como também a média considerando todas as intancias. Nesta
tabela incluimos também as instancias cuja largura é conhecida, pois nenhuma heuristica
consegue chegar ao 6timo de todas estas instancias. Além disso, para a heuristica MM
fornecemos dois valores, o primeiro considerando todas as instancias e o segundo deixando

de fora as instancias do tipo inithx.1i emulsol.i (com exce¢ao damulsol.i.1). Fizemos
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isso pelo fato de que os valores gerais para esta heuristica sao bastante influenciados
pelos resultados obtidos para as instancias mencionadas. Logo, seria interessante também
perceber o quanto o resultado é influenciado.

Finalmente, a Tabela 8.6 nos diz a percentagem de instancias em que cada heuristica

obteve o melhor valor de limite superior conhecido.

Instancia | [V| |E| |LP |LM | MP | MM | MD | GR | MS
fpsol2.i.1 | 269 11654 | 66 | 66 | 66 | 66 | 66 | 66 | 66
fpsol2.1i.2 | 363 8691 | 41 | 36 | 41 | 52 | 31 | 44 | 31
fpsol2.i.3 | 363 8688 | 41 | 36 | 41 | 52 | 31 | 44 | 31

inithx.i.1 | 519 18707 | 56 | 56 56 223 26 26 56

jean 80 508 9 9 9 9 9 9 9
huck 74 602 10 | 10 10 10 10 10 10

miles500 | 128 1170 | 25 | 22 26 22 29 22 28
miles1500 | 128 5198 | 80 | 78 80 7 83 7 33

mulsol.i.1 | 138 3925 | 50 | 50 66 20 66 20 20
mulsol.i.2 | 173 3885 | 38 | 32 38 69 32 38 32
mulsol.i.3 | 174 3916 | 38 | 33 38 69 32 38 32
mulsol.i.4 | 175 3946 | 38 | 33 38 69 32 38 32
mulsol.i.5 | 176 3973 | 38 | 31 38 69 31 38 31

zeroin.i.1 | 126 4100 | 50 | 50 50 20 20 20 20

Tabela 8.1. Resultados das Heuristicas de Limite Superior- Instancias com largura em

arvore conhecida
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Instancia | [V| |E| | LI |LP |LM | MP | MM | MD | GR | MS

anna 138 986 | 11 | 13 | 12 | 14 | 12 | 12 | 12 | 12
DSJC125.9 | 125 6961 | 108 | 120 | 119 | 121 | 119 | 119 | 119 | 120
DSJC250.9 | 250 27897 | 218 | 245 | 243 | 245 | 243 | 244 | 246 | 244

miles1000 | 128 3216 | 48 | 55 | 49 55 49 o4 o1 23

zeroin.i.2 | 157 3541 | 31 | 42 | 37 42 40 33 43 33
zeroin.i.3 | 157 3540 | 31 | 42 | 37 42 40 33 43 33

Tabela 8.2. Resultados das Heuristicas de Limite Superior - Instancias cuja razao r* é

menor do que 0.1

8.3. Limites Inferiores

Implementou-se a modificagao sobre o algoritmo de Corréa e Szwarcfiter [23] proposta
nesta dissertacao. Como fora dito anteriormente, gerar todas as ordens parciais é algo
muito custoso computacionalmente. Por isso, optamos por restringir o espaco de busca
para um subconjunto destas ordens totais, gerando apenas as extensoes totais de uma
ordem parcial dada como entrada.

Propomos na Secao 7.2 alguns métodos para calcular tal ordem parcial. Dentre eles,
geramos as extensoes totais da ordem parcial obtida com o método de rotulacao MCSM.
Devido aos resultados obtidos, que serao discutidos no proximo capitulo, optou-se por
nao testar o espaco definido pelas extensoes totais das ordens parciais obtidas com os
demais métodos. O principal motivo para isso é que os testes nao nos permitiu tirar con-
clusoes a respeito do espago definido pela ordem parcial dada propriamente dito. Logo, as
conclusoes seriam as mesmas independentemente da ordem parcial tomada como entrada.

As informacgoes dadas nas Tabelas 8.7, 8.8 e 8.9 dizem respeito a execucao do algo-
ritmo de geracao de extensoes totais recebendo como entrada uma ordem parcial obtida
com o método de rotulagago MCSM. Ressaltamos que houve estouro de memoria para a

maioria das instancias testadas, com excecao das marcadas com * e das instancias cujo
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Instancia | |V| |E| | LI |LP |LM | MP | MM | MD | GR | MS
david | 87 812 | 10 | 14 | 13 | 14 | 13 | 13 | 13 | 13

DSJC125.5 | 125 6961 | 62 | 113 | 110 | 114 | 110 | 110 | 111 | 110
DSJC250.5 | 250 15668 | 125 | 237 | 233 | 238 | 232 | 233 | 240 | 233

homer 561 3258 | 21 | 38 | 37 37 36 33 34 31
inithx.i.2 | 358 13979 | 31 | 42 | 37 43 227 35 47 35
inithx.1i.3 | 559 13969 | 31 | 42 | 37 43 227 35 48 35

miles250 | 125 387 8 10 | 10 10 10 9 10 9
miles750 | 128 2113 | 33 | 41 | 37 41 36 40 38 38

myciel3 11 20 4 5 5 7 ) ) 5 )
myciel4d 23 71 6 11 10 12 10 11 10 11
mycielb 47 236 12 | 21 | 20 23 20 20 20 20
myciel6 95 755 20 | 37 | 40 41 39 39 40 35

queenb_5 25 160 12 ] 18 | 18 18 18 18 18 18
queen6_6 36 290 15 1 29 | 27 28 25 26 26 28
queen7_7 49 476 20 | 38 | 36 37 36 36 36 38

Tabela 8.3. Resultados das Heuristicas de Limite Superior - Instancias cuja razao r* é

maior do que 0.1 e menor ou igual a 0.5
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Instancia | [V| |E| |LI|LP |LM | MP | MM | MD | GR | MS

DSJC125.1 [ 125 736 | 16 | 74 | 71 74 71 67 70 | 67
DSJC250.1 | 250 3218 | 32 | 195 | 186 | 194 | 184 | 179 | 201 | 179
games120 | 120 638 | 12 | 38 | 36 | 40 35 47 35 | 51
myciel7 | 191 2360 | 34 | 70 | 76 72 76 73 87 | 74
queen8.8 | 64 728 | 23 | 50 | 48 53 48 49 47 | 49
queen9. 9 | 81 1056 | 26 | 66 | 60 | 66 60 62 60 | 66
queen10_10 | 100 1470 | 31 | 81 | 76 86 76 77 |79
queenll 11 | 121 1980 | 34 | 97 | 92 | 102 | 92 98 94 | 101
queenl2_12 | 144 2596 | 37 | 117 | 111 | 121 | 110 | 116 | 114 | 120
queenl3_13 | 169 3328 | 42 | 131 | 130 | 134 | 129 | 135 | 157 | 145
queenl4_14 | 196 4186 | 46 | 165 | 149 | 179 | 148 | 161 | 183 | 164
queenl5_15 | 225 5180 | 46 | 192 | 172 | 190 | 170 | 181 | 210 | 192
queenl6_16 | 256 6320 | 53 | 211 | 198 | 228 | 198 | 216 | 241 | 214

Tabela 8.4. Resultados das Heuristicas de Limite Superior - Instancias cuja razao r* é

maior do que 0.5

LP | LM | MP MM MD | GR | MS
Geral | 0.3810.320.39]0.72| 04 | 0.32 | 0.38 | 0.33
r*=0 10.121]0.05|0.12 | 0.67 | 0.19 | 0.03 | 0.12 | 0.03

r*<0.1]019| 0.1 | 0.2 0.13 0.09 | 0.17 | 0.09

r*<0.5(039|034|044 | 1.05 | 0.36 | 0.33 | 0.38 | 0.33

r*>0.51]0.73]0.68 ]| 0.77 0.67 0.66 | 0.76 | 0.76

Tabela 8.5. Média dos valores de r obtidos para cada heuristica.
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LP |LM | MP | MM | MD | GR | MS
Geral 15% | 46% | 15% | 58% | 54% | 42% | 58%
r*=0 | 43% | 57% | 43% | 43% | 79% | 57% | 86%

r*<=01 0 |67% | O 67% | 67% | 33% | 67%

r*<=051| 2% [ 47% | ™% | 67% | 60% | 40% | 73%

r*>05 | 8% |23% | O 62% | 15% | 31% | 15%

Tabela 8.6. Percentagem de instancias em que obteve-se o melhor valor de limite supe-

rior.

limite inferior inicial igualou o limite superior inicial, obtido aplicando-se a heuristica de
rotulagao MCSM para limite superior. As instancias em que o limite inferior inicial iguala
o limite superior inicial sdo aquelas em que o campo |Sel| é igual a zero. Note que para
isso ocorrer, a ordem parcial inicial nao precisa necessariamente tratar-se de uma ordem

total. As tabelas contém os seguintes parametros:

LIy: limite inferior da ordem parcial dada como entrada;

LI: limite inferior minimo de um ndé qualquer marcado para visita ao final da

execucao;

|Sel|: quantidade de nés visitados;

|L|: quantidade de nés marcados para serem visitados cujo valor de limite inferior

é minimo.

Atentamos para o fato de que, para as instancias queen8_8 e queen9_9 os valores de
limite inferior inicial sao maiores ou igual ao melhor limite superior obtido por MCSM
apresentado na secao anterior. Isto se deve ao fato de que aquele valor é encontrado
executando |V| vezes a heuristica de rotulagao, enquanto que a ordem parcial tomada é

obtida executando a heuristica apenas um vez.
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Inst Lly| LI ||Sel|| |L|
anna* 10 | 12 | 2276

DSJC125.9 | 119 | 119 0
DSJC250.9 | 243 | 243 0

o | o o | o

miles1000 49 | 49 0

zeroin.i.2 | 38 38 121 | 1281
zeroin.i.3 | 38 | 38 124 | 1278

Tabela 8.7. Resultados da geracao de extensoes - Instancias cuja razao r* é menor do

que 0.1

Inst Lly | LI | |Sel| |L|
david 13 | 13 0 0

DSJC125.5 | 106 | 106 102 2699

inithx.i.2 | 227 | 227 0

miles250 10 10 0
miles750 36 36 0

o | o o | o

mycieldx 7 10 | 160027
mycielb 14 | 14 | 3362 | 1406

queenb_5 17 | 17 | 17155 | 22018

queen6_6 24 | 24 | 5175 5319

Tabela 8.8. Resultados da geracao de extensoes - Instancias cuja razao r* é maior do

que 0.1 e menor ou igual a 0.5
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Inst LIy | LI ||Sel|| |L]

DSJC125.1 | 38 | 38 | 1201 | 345
DSJC250.1 | 164 | 164 | 209 178

games120 22 | 22 | 1249 | 800

myciel? 55 | 55 | 203 217

queen8.8 | 48 | 48 | 2306 | 14284
queen9_ 9 | 58 | 58 | 1986 | 1699
queenl0_10 | 77 | 77 | 962 | 7152
queenll 11 | 90 | 90 | 695 | 4986

Tabela 8.9. Resultados da geracao de extensoes - Instancias cuja razao r* é maior do

que 0.5.

8.4. Analise dos Resultados

Nesta secao analisamos os resultados vistos anteriormente. A Secao 8.4.1 trata dos

limites superiores e a 8.4.2, dos limites inferiores.

8.4.1. Limites Superiores

Primeiramente, notamos que tanto LP como MP sao menos competitivas quando
comparadas as outras heuristicas. Apenas uma vez a heuristica LP é a tinica a fornecer o
melhor limite superior (instancia myciel7), enquanto que MP sempre é acompanhada por
outras quando encontra o melhor limite superior. No que diz respeito ao desempenho geral
(Tabela 8.5), estas duas heuristicas também sao superadas pelas restantes, com excegao
da MM cujo desempenho geral é bastante influenciado pelos péssimos resultados obtidos
para as instancias inithx.i e mulsol.i.

Analisando os resultados das demais heuristicas, vemos que todas elas tém, por assim
dizer, seus “altos e baixos”. Por exemplo, apesar da média de r para a heuristica MD

ser sempre menor ou igual a média das outras heuristicas (significando que em média a
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distancia entre o limite superior encontrado e o maior limite inferior conhecido é menor do
que das outras heuristicas), temos que em geral esta nao é a heuristica que fornece melho-
res limites superiores. Na verdade, a diferenca entre os limites superiores encontrados
por cada heuristica é, na maioria das vezes, muito pequena. As excegOes constituem-se
basicamente das intancias inithx.i e mulsol.i.2 a mulsol.i.4, em que a heuristica
MM obtém péssimos resultados, e das instancias queen13_13 a queenl6_16, em que a
MM obtém resultados bem melhores do que as demais.

Optamos por utilizar a heuristica MM no estudo do espaco de solugoes restrito pois
essa forneceu os melhores resultados para o conjunto de instancias cujo valor do parametro
r* é maior do que 0,5 (instancias consideradas mais dificeis).

Finalmente, ressaltamos que a heuristica GRASP possui véarios parametros que nao
foram explorados ja que o foco do presente trabalho nao era o estudo da aplicacao desta
heuristica ao problema. Ainda assim, vemos que o desempenho de GR é comparavel ao
desempenho das demais, inclusive para as instancias queen8_8 e queen10_10 supera todas
as outras, definindo um novo melhor limite superior. Tém-se entao um bom indicio de

que a aplicacao da heuristica GRASP é promissora.

8.4.2. Limites Inferiores

Como falamos anteriormente, os resultados obtidos restringindo o espago de solucoes
nao sao suficientes para podermos inferir sobre a ordem cujas extensoes totais estao sendo
geradas. Isso porque apenas duas instancias, anna e myciel4, tiveram este espago com-
pletamente explorado. As outras instancias ou sao tais que o limite inferior inicial iguala
o limite superior encontrado inicialmente (e por isso, ndo é necessario fazer uma busca,
dado que a solugao inicial trata-se de um 6timo local), ou s@o tais que a geragao estourou
a memoria disponivel. Neste caso, apenas estas ultimas merecem nossa atencao.

Observando as instancias em que houve estouro de memoria, vemos que todas elas sao
tais que os valores LIy e LI sao iguais, ou seja, ao final da execucao ainda possuimos nés

cujo valor de limite inferior é igual ao valor inicial. Além disso, vemos que a quantidade de
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nos nesta situagao é geralmente muito grande, algumas vezes até ultrapassa em muito a
quantidade de nés visitados. Ou seja, mesmo que nao tivesse ocorrido estouro de memoria,
a menos que se encontrasse rapidamente uma solugao cujo valor igualasse LIy de forma
que todos estes nos fossem podados, a quantidade de nds a serem percorridos seria ainda
muito grande. Isso ocorre mesmo em instancias cujo limite superior inicial é bastante
préximo do limite inferior inicial (como por exemplo, zeroin.i.2 e zeroin.i.3, cujos
valores de limite inferior e superior iniciais eram 38 e 40, respectivamente). Além disso,
ressaltamos que nenhuma execucao chegou a gerar uma folha, ou seja, chegou a uma
solucao diferente da inicial.

Com tudo isso e sabendo também da existéncia de instancias cuja diferenga entre o
melhor limite inferior e melhor limite superior conhecidos é muito grande, concluimos que
é necessario encontrar um método para calcular um limite inferior mais eficaz para cada

no, de forma a intensificar as podas na arvore.
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9

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Como jé foi dito anteriormente, o problema de encontrar uma decomposicao em arvore
6tima para um grafo qualquer é N'P-dificil. Vdrios estudos tém sido feitos na tltima
década no intuito de melhorar os limites superiores [10, 44}, de melhorar os limites inferi-
ores [16, 21, 50], de propor métodos enumerativos [14] e aproximativos [3, 19, 13]. Porém,
nenhum bom resultado pratico foi até agora alcangado [45, 56|, pois além de haver uma
caréncia de um bom parametro de comparacao, ocorre também que o tinico método enu-
merativo conhecido na literatura se mostra ineficiente mesmo para o problema com k fixo
em valores pequenos (por exemplo, k = 4) [56].

As principais contribuigoes desta dissertagao sao: 1) uma representagao para as solucoes
do problema que utiliza ordens parciais (esta mesma representacao é também utilizada
para definir espagos de solugoes); 2) um método de enumeragao do espago de solugoes
através da adaptacao do algoritmo proposto por Corréa e Szwarcfiter [23] para enumeracao
de todas as extensdes de uma ordem parcial; e 3) uma forma de utilizar a enumeragao
para calcular um limite inferior e para explorar sub-espacos de solucao.

O método enumerativo proposto pode ser utilizado em conjunto com o método “branch
and bound”. Foi testada a eficiéncia deste método para enumerar um subespaco de
solugoes definido por uma dada ordem parcial. Além disso, contribuimos para o estado

atual do estudo dos limites superiores para o problema propondo a aplicacao da heuristica



GRASP. Apesar de nao termos explorado completamente esta heuristica, damos fortes
indicios de que essa pode ser um bom investimento para o calculo de um limite superior.

Note, a principio, que todas as instancias testadas sao de tamanho médio ou pequeno.
Mesmo assim, existe um grande nimero delas cuja distancia relativa entre o melhor limite
inferior e o melhor limite superior conhecidos é alta (instancias cujo valor de r* é maior do
que 0,5). Isso, somado aos resultados obtidos com a enumeracao, nos leva a concluir que
¢é de fundamental importancia um método para calcular um limite inferior do problema
mais eficaz do que os ja conhecidos. Caso tivéssemos um método que fornecesse um
melhor limite inferior, além de possibilitar uma avaliacao mais conclusiva das diferentes
heuristicas para limite superior, também poderia viabilizar a enumeracao proposta como
um método de resolucao exato para o problema.

Sabendo da necessidade de um melhor limite inferior, pode-se pensar como trabalho
futuro em elaborar uma formulacao inteira para o problema. A proépria idéia de ordens
parciais poderia ser utilizada neste sentido, permitindo que fosse aproveitado o método
de “branch” do algoritmo de geracao de extensoes de Corréa e Szwarcfiter. A vantagem
de trabalhar com uma formulacao inteira seria que, mesmo que o limite inferior fornecido
pela relaxacgao fosse a priori muito ruim, tornando o espago de solugoes a ser percorrido
muito grande, uma solugao para melhorar este limite poderia ser adicionar planos de
cortes.

Por outro lado, dados um grafo G = (V, E) e uma ordem parcial P C V2, note que
o grafo Gp pode ser triangularizado. Desta forma, o algoritmo proposto nao precisaria
enumerar toda a subarvore enraizada em P, ja que a solu¢ao do problema é, na verdade,
a triangularizacao e nao a ordem total que leva aquela. Logo, uma forma de diminuir o
numero de nés percorridos seria testar a cada “branch” se G p é triangularizado. Porém,
fazer isso pode ser muito custoso. Algumas questoes que podem ser levantadas sao, entao:
1) como reconhecer que Gp ¢ triangularizado de uma forma simples (de preferéncia,
levando em consideragao apenas a ordem parcial); 2) qual o conjunto de ordens parciais

definido por uma determinada triangularizacao; e 3) como particionar as ordens parciais
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de acordo com as triangularizacoes que estas definem e, com isso, enumerar apenas um
elemento de cada conjunto da partigao.

Podemos citar também como possivel trabalho futuro um estudo mais detalhado da
heuristica. GRASP. Quanto a isto, tanto pode-se pensar em explorar melhor os varios
parametros existentes na heuristica, quanto numa diferente abordagem na representacao
das solucoes, passando-se a trabalhar também com ordens parciais ao invés de esquemas

de eliminacao.
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A

Generalizacao do Teorema 5.1.1

Neste apéndice adicionamos um resultado obtido logo apds a defesa da presente dis-
sertacao. Este resultado diz respeito ao grafo de eliminacao de uma dada ordem, o que
pode afetar o limite inferior obtido para tal ordem, uma vez que pode aumentar a pods-
vizinhanga maxima de um vértice.

Pedimos ao leitor que reveja a Definicao 7 e o Teorema 5.1.1. Sendo G um grafo
qualquer e m um esquema de eliminacao dos vértices de (G, note que existe uma relacao
entre a definicdo e o teorema citados quando aplicados a 7. Isto ocorre pois, dados dois
vértices u, v tais que (u,v) € E(G,)\ E(G), pelo teorema existe um caminho p entre eles
tal que m(x) < min{m(u),7(v)}, para todo x € p, e como os vértices de p também sao
relacionados entre si em 7, de acordo com a definicao 7 serao adicionadas arestas entre
eles até que eventualmente a aresta (u,v) também seja adicionada.

Agora, observe o exemplo da ordem de eliminacao P da Figura A.1. Devido ao Te-
orema 5.1.1 e a existéncia do caminho (x,y,z) em G entre u e v, sabemos que toda
extensao total m de P é tal que (u,v) € G,. Entao, poderiamos ter adicionado tal aresta
logo quando do céalculo do grafo Gp. Além disso, se uv € P ou vu € P, isto poderia
até mesmo aumentar o tamanho da pdés-vizinhanca méxima de um vértice em P, o que
melhoraria nosso limite inferior. Dado este fato, uma simples modificacao seria considerar

a existéncia de caminhos (u, z1, ..., 4, v) tais que {z;u, z;v} C P, para todo i € {1, ..., q}.



Porém, é possivel obter um resultado que nos possibilite considerar uma quantidade maior

de caminhos, como vemos no Teorema A.0.1. Antes, porém, precisamos do seguinte lema.

G P

Figura A.1.

Lema A.0.1. Seja P C C? uma ordem parcial. Temos que P U fecho(P,uv) é uma

ordem parcial, para todo par ordenado uv € C?.

Prova: Primeiramente, reescrevemos abaixo a Definicao 6 de fecho transitivo:

zy:rxeX,yeY}, seuwvellP
fecho(P,uv) = toy Y J (P)

@, C.C.

onde X ={z:azu€ Peavel(P)}eY ={y:vye PeuyecI(P)}.
Sejam u,v € C quaisquer. Temos que mostrar que P’ = P U fecho(P,uv) é refle-
xiva, anti-simétrica e transitiva. Como P é uma ordem parcial sobre os elementos de C,

obviamente ao adicionarmos fecho(P, uv) mantemos a reflexividade. Logo, basta mostrar:

1. P’ é anti-simétrica: Temos que mostrar que nao existem z,y € C tais que
{zy,yz} C P'. Como P é uma ordem parcial, basta mostrar que se zy € fecho(P,uv)
entdo yx € P’, ou seja, se vy € fecho(P,uv), entdo yr ¢ P e yx & fecho(P,uv).
Pela defini¢ao de fecho transitivo, se xy € fecho(P,uv), entao x € X ey € Y. Con-
seqiientemente, zv € I(P) e vy € P. Logo, yx ¢ P, pois caso contrario teriamos
que vz € P, absurdo. Por outro lado, se zv € I(P), temos que ¢ Y. Logo, o par

yx nao pode estar em fecho(P,uv).
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2. P’ é transitiva: Suponha o contrario. Logo, existem elementos z,y,z € C tais
que zy,yz € P' e xz ¢ P'. Como P ¢é transitiva, temos que zy € fecho(P,uv) ou
yz € fecho(P,uv). Observe que se y € Y, entdo y ¢ X, e vice-versa. Logo, o ou é

exclusivo. Abaixo, analisamos os dois casos:

e vy € fecho(P,uv) e yz ¢ fecho(P,uv): Temos que {yz,zu,vy} C P e
{zv,uy} € I(P). Por transitivade, temos que vz € P. Além disso, zu ¢ P,
pois caso contrario yu estaria em P, e uz ¢ P, pois caso contrario xz estaria
em P C P’. Temos, entao, que uz € I(P) e vz € P, logo z € Y, absurdo, pois

neste caso terfamos que zz € fecho(P,uv) C P’

e yz € fecho(P,uv) e xy ¢ fecho(P,uv): Temos que {zy,yu,vz} C P e
{yv,uz} C I(P). Por transitividade, zu € P. Além disso, xzv ¢ P, pois
caso contrario zz € P C P’ e vz & P, pois caso contrario vy € P. Temos,
entdo, que zv € I(P) e xu € P, logo, x € X, absurdo pois neste caso tem-se

que zz € fecho(P,uv) C P'.

O
Finalmente, o teorema a seguir generaliza o Teorema 5.1.1 permitindo a aplicacao para

ordens parciais

Teorema A.0.1. Seja G um grafo qualquer e seja P C V? uma ordem parcial. Dado
um par u,v € V, temos que (u,v) € E(G,), para todo m € Ext,(P), se e somente se
(u,v) € E(G) ou existem caminhos py, pe entre u e v em G tais que wu € P, para todo

w € py, e wv € P, para todo w € ps.

Prova: (=) Iremos mostrar que se (u,v) ¢ F(G) e nao existem tais caminhos p; e po,
entdo existe 7 € Ext,(P) tal que (u,v) € E(G,). Sejam py, ..., p, todos os caminhos entre
uevem G. Iremos tomar um vértice de cada caminho de forma a construir um conjunto
I tal que ou

wv € P, para todo w € I, ou (A1)
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wu & P, para todo w € 1 (A.2)

Note que se isso nao for possivel, entao existem caminhos p; e psy tais que wu € P, para

todo w € py, e wv € P, para todo w € py, absurdo. Construa P* da seguinte forma:
1. Faca P* inicialmente igual a P
2. Se I é tal que A.1 entao v* «— u
3. Caso contrario (I é tal que A.2), v* «— v
4. Para cada w € [ faga P* < fecho(P*,v*w).

Pelo lema A.0.1, temos que P* é uma ordem parcial, logo trata-se de uma extensao de P e,
conseqiientemente, Fxt,(P*) C Ext,(P). Além disso, temos que para qualquer caminho
p em G entre u e v, existe w € p tal que vw € P* ou vw € P*. Desta forma, para
toda extensao total m de P*, ndo existe p entre u e v tal que w(w) < min{m(u),7(v)},
para todo w € p. Logo, pelo Teorema 5.1.1, temos que (u,v) ¢ E(G), para todo
m € Exty(P*) C Ext(P).

(<) Se (u,v) € E(G), o resultado segue diretamente. Suponha entdo que (u,v) ¢
E(G). Sejam p; e py caminhos entre u e v em P tais que wu € P, para todo w € py, e
wv € P, para todo w € po. E facil ver que se p; = ps, entao toda extensao total 7 de P
é tal que m(w) < min{mr(u),n(v)}, para todo w € p;. Logo, pelo Teorema 5.1.1, temos
que (u,v) € E(G,), para todo m € Ext,(P). Suponha, entdo, p; # ps. Podemos supor
que existe w € p; tal que wv ¢ P, pois caso contrario recairifamos no primeiro caso com
p1 = p1. Dada uma extensao m € Ext,(P) qualquer, temos que wv € ™ ou vw € 7, para
qualquer w € p; tal que wv &€ P. Se wv € 7, para todo w € p;, novamente pelo Teorema
5.1.1 temos que (u,v) € E(G,). Suponha que vw* € 7, para algum w* € p;. Logo, por
transitividade, vu € 7 e, conqlientemente, w'u € m, para todo w’ € py. Dai temos que

wu € e wv € m, para todo w € py, e pelo Teorema 5.1.1 (u,v) € E(G,). O

Dado um grafo G = (V, E) qualquer, gragas ao Teorema A.0.1 podemos redefinir o
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grafo de eliminacao relacionado com a ordem parcial P C V2.

Definicao 13. O grafo de eliminacgao segundo a ordem P é o grafo Gp = (V, E'U
Ep), onde Ep contém todo par (u,v) € V2 tal que existem caminhos p; e p, entre u e v

em G tais que wu € P, para todo w € py, e wv € P, para todo w € ps.
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