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Resumo

A nocao de menor ponto-fixo de um operador é amplamente aplicada na ciéncia da
computacao como, por exemplo, no contexto das linguagens de consulta para bancos de
dados relacionais. Algumas extensdes da Logica de Primeira-Ordem (FOL)! com ope-
radores de ponto-fixo em estruturas finitas, como a légica de menor ponto-fixo (LFP)?,
foram propostas para lidar com problemas relacionados a expressividade de FOL. A LFP
captura as classes de complexidade PTIME sobre a classe das estruturas finitas orde-
nadas. A caracterizacao descritiva de classes computacionais é uma abordagem central
em Teoria do Modelos Finitos (FMT)3. O teorema de Trakhtenbrot, considerado o ponto
de partida para FMT, estabelece que a validade sobre modelos finitos nao é recursiva-
mente enumeravel, isto é, a completude falha sobre modelos finitos. Este resultado é
baseado na hipotese de que qualquer sistema dedutivo é de natureza finita. Entretanto,
nos podemos relaxar tal hipétese como foi feito no escopo da teoria da prova para arit-
mética. A teoria da prova tem raizes no programa de Hilbert. Consequéncias tedricas da
nocao de prova sao, por exemplo, relacionadas a teoremas de normalizacao, consisténcia,
decidibilidade, e resultados de complexidade. A teoria da prova para aritmética também é
motivada pelos teoremas de incompletude de Godel, cujo alvo foi fornecer um exemplo de
um principio matematico verdadeiro e significativo que nao é derivavel na aritmética de
primeira-ordem. Um meio de apresentar esta prova é baseado na definicao de um sistema
de prova com uma regra infinitaria, a @-rule, que estabiliza a consisténcia da aritmética
de primeira-ordem através de uma perspectiva de teoria da prova. Motivados por esta
prova, iremos propor aqui um sistema infinitario de prova para LFP que nos permitira
investigar propriedades em teoria da prova. Com tal sistema dedutivo infinito, pretende-
mos apresentar uma teoria da prova para uma logica tradicionalmente definida no escopo
de FMT. Permanece aberto um caminho alternativo de provar resultados ja obtidos com
FMT e também novos resultados do ponto de vista da teoria da prova. Além disso, iremos
propor um procedimento de normalizagao com restrigoes para este sistema dedutivo, que
pode ser usado em um provador de teoremas para computar consultas em banco de dados
relacionais.

Palavras-Chaves: Légica de Menor Ponto-Fixo, Teoria dos Modelos Finitos, Teoria da
Prova, Sistema de Deducao Natural Infinitério.

'Em inglés é a abreviacdo para “First-Order Logic”, por padronizacio adotaremos abreviaturas em
inglés durante toda a dissertacao.

2Abreviacao para “Least Fixed-Point”.

3 Abreviacao para “Finite Model Theory”.



Abstract

The notion of the least fixed-point of an operator is widely applied in computer science
as, for instance, in the context of query languages for relational databases. Some exten-
sions of FOL with fixed-point operators on finite structures, as the least fixed-point logic
(LFP), were proposed to deal with problem problems related to the expressivity of FOL.
LFP captures the complexity class PTIME over the class of finite ordered structures. The
descriptive characterization of computational classes is a central issue within finite model
theory (FMT). Trakhtenbrot’s theorem, considered the starting point of FMT, states that
validity over finite models is not recursively enumerable, that is, completeness fails over
finite models. This result is based on an underlying assumption that any deductive sys-
tem is of finite nature. However, we can relax such assumption as done in the scope of
proof theory for arithmetic. Proof theory has roots in the Hilbert’s programme. Proof
theoretical consequences are, for instance, related to normalization theorems, consistency,
decidability, and complexity results. The proof theory for arithmetic is also motivated
by Godel incompleteness theorems. It aims to offer an example of a true mathematically
meaningful principle not derivable in first-order arithmetic. One way of presenting this
proof is based on a definition of a proof system with an infinitary rule, the w-rule, that es-
tablishes the consistency of first-order arithmetic through a proof-theoretical perspective.
Motivated by this proof, here we will propose an infinitary proof system for LFP that
will allow us to investigate proof theoretical properties. With such infinitary deductive
system, we aim to present a proof theory for a logic traditionally defined within the scope
of FMT. It opens up an alternative way of proving results already obtained within FMT
and also new results through a proof theoretical perspective. Moreover, we will propose a
normalization procedure with some restrictions on the rules, such this deductive system
can be used in a theorem prover to compute queries on relational databases.
Keywords: Least Fixed-Point Logic, Finite Model Theory, Proof Theory, Infinitary Na-
tural Deduction System.
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1 Introducao

1.1 Objetivos

A nocao de menor ponto-fixo de um certo operador é amplamente aplicada em teo-
rias da ciéncia da computacao como, por exemplo, na formalizacao de linguagens de
programagao. A semantica denotacional de fungoes recursivas é definida como o menor
ponto-fixo de uma certa fun¢ao F sobre um dominio D [20]. Como exemplo, nés podemos
mencionar a semantica da funcao fatorial, fac, definida sobre o conjunto dos nimeros
naturais N, como o menor ponto-fixo da fungao F : (N — N, ) — (N — N ) descrita em

notacao lambda como F = A f.An. n igual a zero — um [| n vezes f(n menos um) [18].

Outro exemplo do uso do conceito de menor ponto-fixo em ciéncia da computacao é no
contexto de linguagens de consulta para bancos de dados relacionais. Usando o teorema
de Fraisse, nés podemos provar a impossibilidade de expressar a consulta de fechamento
transitivo sobre relagoes finitas em Légica de Primeira Ordem (FOL)[8]. Diversas ex-
tensoes da légica de primeira-ordem com operadores de ponto-fixo em estruturas finitas
foram propostas e usadas para definir fechamento transitivo e outras consultas que nao

podem ser expressas em FOL [14, 5].

Nés particularmente estamos interessados na légica de menor ponto-fixo (LFP), uma
extensao de FOL com um predicado que computa o menor ponto-fixo de um operador
Fy indexado por uma certa férmula ¢@. Com tal légica, podemos definir consultas de
fechamento transitivo e aciclicidade, fungoes recursivas aritméticas, conectividade em
grafos, e diversas outras nogoes que nao sao expressiveis em FOL. De fato, LFP é ex-
tremamente importante no escopo da ciéncia da computacao tedrica devido ao teorema
de Immerman-Vardi que estabelece que a LFP captura a classe de complexidade PTIME

sobre as classes de estruturas finitas com ordenagao [16, 12].
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O desenvolvimento da teoria dos modelos finito (a teoria dos modelos sobre estruturas
finitas) foi fortemente influenciada pelas aplicagbes computacionais na teoria de banco de
dados, complexidades computacionais e linguagens formais. Ja que é relacionada com a
teoria dos modelos classica (a teoria que lida com estruturas de qualquer cardinalidade)
a FMT tem seus proprios metédos para provar resultados de expressabilidade, ja que a
compacidade e o teorema de Lowenheim-Skolem, as ferramentas principais da teoria dos

modelos classica, nao sao suficientes para provar propriedades sobre conjuntos finitos.

Em 1950, Trakhtenbrot provou um teorema que é considerado o ponto de partida da
FMT. Este teorema estabelece que a validade sobre conjuntos finitos nao é recursiva-
mente enumeravel, isto é, a completude falha sobre modelos finitos [1]. Este resultado é
baseado na hipdétese de que o sistema dedutivo é de natureza finita, isto é, a nocao de
provas formais é inerentemente finita, recursiva. Tal hipétese é abandonada no escopo da

teoria da prova para aritmética com a introducao de regras infinitérias.

A teoria da prova tem raizes no programa de Hilbert. Por um lado, a teoria da
prova estd interessada na analise estrutural de provas formais e, por outro lado, na anélise
tedrica matematica através de suas provas e interpretagao sintatica de uma teoria formal
em outra. As consequéncias tedricas da nocao de prova sao, por exemplo, relacionadas
a teoremas de normalizacao, consisténcia, decidibilidade, e resultados em complexidade
[22]. A teoria da prova para aritmética ¢ também motivada pelo teorema da incompletude
de Godel, que aponta para um exemplo de um principio matematicamente significativo e
verdadeiro, o principio da indugao transfinita, nao derivavel em aritmética de primeira-
ordem. Como conséquencia, é provado que a arimética de primeira-ordem é consistente
para indugao transfinita até &. Tais resultados podem ser vistos em Gentzen [9, 10] e
Schiitte [19].

Em [19]. Schiitte definiu um sistema de prova infinitdrio com a w-rule

I, IT I1;
¢0) 1) ...0G) ...
Vxo(x)

para estabelecer a consisténcia da aritmética de primeira-ordem pela perpectiva da teoria
da prova. Motivada por esta regra, proporemos um sistema de prova infinitario para LFP
Y

que nos permitira investigar propriedades de provas. Com tal sistema dedutivo infinitario,
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pretendemos apresentar uma teoria da prova para uma légica trandicionalmente definida
no escopo de FMT. Isto nos abre um caminho alternativo de provar resultados ja obtidos
com FMT e também novos resultados atraves do ponto de vista da teoria da prova. Além
disso, iremos propor um procedimento de normalizagao com restricoes para este sistema
dedutivo, que pode ser usado em um provador de teoremas para computar consultas em

banco de dados relacionais.

1.2 Apresentacao dos Capitulos e Contribuicoes

Esta dissertagao esta dividida da seguinte forma:

A simbologia adotada durante esta dissertacao serd apresentada no capitulo 2. A lin-
guagem, a semantica e as regras de substituigdo sdo como as apresentadas em [6], porém
diferentemente de [6], adotamos provas como arvores dedutivas. Além disso, relaxamos a

regra de igualdade.

No capitulo 3, descreveremos um sistema de prova que nds desenvolvemos nesta dis-
sertacao para a légica classica de primeira-ordem em modelos finitos (FOLy;,) estendendo
o sistema de prova da légica cldssica de primeira ordem (FOL) com a regra (FIN ).
Tal sistema é equivalente a nocao semantica em modelos finitos e servira de base para a
criacao de um sistema de prova para a légica de menor ponto-fixo. Um exemplo de prova

serd fornecido no final do capitulo.

Descreveremos, no capitulo 4, nogoes preliminares para o entendimento das logicas
de ponto-fixo. Apresentaremos, em teoria dos conjuntos, as noc¢ées de menor ponto-
fixo, ponto-fixo inflacionario e ponto-fixo parcial. Em seguida, apresentaremos a logica
de menor ponto-fixo, juntamente com as légicas de ponto-fixo inflacionarias e parciais.
Com excecao de nossa contribuicao com os teoremas 4.4 e 4.5, os resultados deste capi-
tulo seguem como [14]. Este capitulo servird de base para a criacao do sistema dedutivo

LF Py, que sera apresentado no capitulo seguinte.

Introduziremos, no capitulo 5, o sistema de prova (LF Py;,) desenvolvido nesta disser-

tacao e provado correto e completo quanto ao conceito semantico da Logica de Menor
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Ponto-Fixo em Modelos Finitos. Apresentaremos a prova de corretude e a de comple-
tude neste mesmo capitulo. Também apresentaremos um exemplo e em seguida demon-

straremos que a regra LFP PF pode ser eliminada

Apresentaremos, no capitulo 6, como contribuicao nossa, uma prova de normalizacao
para FOL + axiomas da igualdade, que servird como base para a normalizacao com res-
tricao de LF Py;,. Quanto a normalizagao deste ultimo descreveremos uma versao restrita

para conjuntos que possuem uma certa propriedade.

E, finalmente, no capitulo 7 apresentaremos nossas conclusoes e trabalhos futuros.
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2 A Logica de Primeira-Ordem
(FOL)

2.1 Introducao

Neste capitulo, introduziremos a linguagem que adotaremos para a Logica de
Primeira Ordem (FOL) com a definigdo de termos e férmulas. Em seguida apresentare-
mos a nocao semantica com a definicao da interpretacao de formulas em FOL e as regras
de substitui¢ao. Por fim, apresentaremos as regras de inferéncia do sistema de dedugao
natural para FOL. Quanto a linguagem, a semantica e a substituicao estas seguirao as
propostas por [6], onde a linguagem possui o simbolo de igualdade, as interpretagoes es-
tendem a nocao de estrutura com o mapeamento de variaveis no dominio e as substituicoes
sdo simultaneas. Porém, diferentemente de [6], que adota um célculo de seqiientes, iremos
expor nossas provas através de arvores de deducao. Além disso relaxaremos uma das

regras de igualdade.

2.2 Linguagem

O alfabeto para a linguagem de primeira-ordem que iremos considerar possui os

seguintes simbolos:

—_

. X0,X1,X2,... (varidveis);

2. =,A\,V,— (conectivos);

w

. V,3 (quantificadores);
4. = (sfmbolo da igualdade);

5. ), ( (parénteses);
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6. (a) para todo n > 1 um conjunto (possivelmente vazio) de simbolos relacionais

R§, R}, R}, ... de aridade n;

(b) para todo n > 1 um conjunto (possivelmente vazio) de simbolos funcionais

18, 115 15, .. de aridade n.

(¢) um conjunto (possivelmente vazio) de constantes cp,cy,c2,....
Iremos denotar por S o conjunto de simbolos de 6.
Definicao 2.1 Definimos os S-termos pelas sequintes regras formag¢ao:

1. Toda varidvel € um S-termo.
2. Toda constante é um S-termo.

3. Se ty,...,ty sao S-termos e f é um simbolo funcional de aridade n em S, entao

fti...ty € também um S-termo.

Utilizaremos como meta-variaveis as letras ¢, v, y e z para termos (podendo ou nao

estarem subescritos). Denotaremos o conjunto de S-termos por 7.

Definicao 2.2 As S-formulas sao derivadas das sequintes regras:

1. Sety ety sio S-termos, entao t| =ty € uma S-formula.

2. Se ty,...,ty, sao S-termos e R € um simbolo relacional de aridade n em S, entdo

Rty ...t, é uma S-formula.
3. Se @ ¢é uma S-formula, entao (—@) é também uma S-férmula.
4. Se @ ey sio S-formulas, entao (Qxy), onde x € {A\,V,—} também sdo S-formulas.
5. Se ¢ é uma S-formula e x uma varidavel, entao Vx@ e Ix@ também sao S-formulas.
As férmulas atomicas sdo obtidas pelas regras 1 e 2. Chamaremos a féormula (—¢) de

negagao de @, e (pAy), (pV ) e (¢ — y) de, respectivamente, a conjungao, disjungao,

e implicacao de @ e y.
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Iremos usar, quando necessério, as meta-férmulas @, ¥, ¢ (podendo ou nao estarem
subescritos ou superescritos) para denotarem férmulas quaisquer. O conjunto de S-
féormulas serd denotado por LS (ou seja, L% é a linguagem de primeira-ordem associada

com o simbolo ).

Algumas vezes iremos também omitir parénteses quando a auséncia deles nao apre-

sentar ambigiiidade. Por exemplo: em vez de (¢ V y) escreveremos @ V y.

Quando o conjunto S em questao for sem importancia escreveremos “termos” e “for-

mulas” em vez de “S-termos” e “S-férmulas”.

Utilizaremos as letras I'; A e @ (podendo ou nao estarem subescritos ou superescritos)

para conjuntos de féormulas.

Defini¢ao 2.3 O conjunto VL(t) de varidveis livres de t é definido como:

VL(x) = {x}
VL(c) = 0
VL(fty...t,) = VL(t;)U...UVL(t,)

Estendemos o operador VL também para as férmulas do seguinte modo:

Defini¢ao 2.4 O conjunto VL(@) de varidveis livres de ¢ € definido como:

VL(t) = 1) VL(t;) UVL(ty)

VL(Pt;...1,) VL(t;)U...UVL(t,)

VL(-o) VL(9)

VL((¢*y)) VL(@) UVL(y) para x € {A,V,—}
VL(vxg) VL(p) —{x}

VL(3xg) VL(¢) —{x}

2.3 Semantica

Adotaremos a seméantica apresentada em [6] onde o conceito de estrutura trata dos

simbolos em § e o de interpretagao a estende para as variaveis.

Defini¢ao 2.5 Uma S-estrutura é um par 20 = (A,a) com as sequintes propriedades:
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(a) A é chamado dominio ou universo de 2 e nao pode ser vazio.
(b) a é um mapeamento em S que satifaz os sequinte itens:
1. para todo simbolo relacional R de aridade n em S, a(R) € uma relagao de

aridade n em A.

2. para todo simbolo funcional f de aridaden em S, a(f) é uma fungao de aridade

nemA.

3. para toda constante ¢ em S, ot(c) € um elemento de A.

Obs.: Dada uma S-estrutura 2 = (A, «), abreviaremos o(R) como R*, a(f) como f* e

a(c) como c*.

Definicao 2.6 Um assinalamento em wuma S-estrutura A € um mapeamento

B:{x, | neN} — A do conjunto de varidveis para o dominio A.

Defini¢ao 2.7 Uma S-interpretagao J € um par (U, B) consistindo de uma S-estrutura A

e um assinalamento B em .

Da mesma forma que fizemos para termos e férmulas, quando o conjunto S for sem im-
portancia, iremos falar simplesmente “estrutura” ou “interpretagao” ao invés de S-estrutura

ou S-interpretacao.

Se B é um assinalamento em 2, a € A e x ¢ uma varidvel, entao definimos % como um

assinalamento em 24 que mapeia x em a e concorda com 3 em todas as variaveis distintas

B0 ::{ B sey#x

de x:

a sey=xXx.

Para J = (2, B) consideraremos J% := (2, %).

Defini¢ao 2.8 (Interpretacao de Termos) (a) Para uma varidvel x definimos J(x) :=
B(x).

(b) Para uma constante c € S definimos J(c) := c*.

(¢) Para um simbolo funcional f €S e termos ty,...,t, definimos

I(ftr...t) = f23(1),...,3(t).
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Defini¢ao 2.9 (Relagao de Satisfagao) Seja J uma interpretagio qualquer. Defini-
mos quando uma interpretagdo J satisfaz uma formula @ (notacdo J = @) da sequinte

forma:

[}

sse J(t) =T(t2)

sse R*3(11)...3(t)
sse nao JE= @
(pAy) sse TEQeJEyY
(pVy) sse TE@ouJEy

(¢ — ) sse seJE=o@entioTEY
sse para todo a € A, I¢ = @

[ i e i o R o B S R |
B | | A
L <C ]l o=xm =

= = =~
< S T
Ny

=

sse eriste um a € A tal que J¢ =@ .

Quando J = ¢ diremos também que J é modelo de ¢ ou J satisfaz ¢ ou ¢ vale em 7.

Dado um conjunto @ de S-férmulas, dizemos que J é um modelo de ® ou J satisfaz

®d, e escrevemos J = @, se J = @ para todo ¢ € .

Definicao 2.10 Dado um conjunto de formulas ® e uma formula @, dizemos que @ é
uma consequéncia de @ se e somente se toda interpretacao que € um modelo de @ também

¢ um modelo de @. Escreveremos como ® = @ se ¢ é uma consequéncia de P.

Podemos (e iremos) generalizar a definicao de J¢. Dado x,...,x, distintos e uma
interpretagao J = (A, B), e ao,...,a, € A, definimos f Zg:::;’ como um assinalamento em 2(
tal que

pl0:--ar ) ,:{ BO) sey#x0,..y#x
X0 Xr a; sey=ux;
e

~ag...dy L apg...day
J)co...)cr T (Q(’ﬁxo...xr)'
2.4 Substituicao

Definiremos agora a substituicao de variaveis por termos e, em seguida, o critério

de substituicao variaveis por termos em férmulas.
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Definicao 2.11

() ot 5 sextm s
0. ' i sex=x;
.. 1o...1, .
(i) o=k = c
/ 1 to...t L 7 to...t ) to...t
(l”) ftO""’tho...xl; T ftOxo...xl;""’tpxo...xl;'

Quanto a substituicao em férmulas, temos:

Definicao 2.12 .

] t/ — 4 19t - t/ fo-..lr — 4 N1y
S = 2 xgx Ixg..x, = “2x0..xr

2' Rti . t/ 19...ly .:Rt/ 19...Ir t/ 19...lr

nxg.xp t 1xg..xr """ "Nxg..xr

oty . to...ty
J. (_'(p)xg...x, T (ﬁq)xg...xr)
fo..tr . 1o..ty 1.ty

4. (@)=t = (@ =0y =), para « € {A,V,—}
5. Considere as varidveis x;,,...,x;, (ii <...<ix) sendo exatamente as varidveis dentre

X0, -+ -,Xr, tal que

xi € VL(AxQ) e x; £t
A substituicao neste caso € feita da sequinte forma:

(Fep) = = Fufg

X0...Xr Xip -+ Xi

L, ... u

]

X

onde u éx sex ¢ VL(t;)U...VL(ty), ou entdo u € x;, onde x; € a primeira varidvel

que nao ocorre em @t ...t
W...tr 1 ...
6. O caso Vx@- 2= & similar a (5).

Portanto, a substituicao (pf—c nos garante que as variaveis de t nao serao capturadas

pelos quantificadores, renomeando quando necessario as variaveis ligadas de ¢.

Lema 2.1 (Lema da Substituicdo) 1. Para todo termo t, temos

tg...t J(tg)...J(t
X0 -Xr X0---Xr

J

2. Para toda formula ¢,

ty...t J(tg)...J(¢
jlz(po L ossed (to) (t:)
X0..-Xp X0..-Xr

= o
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Prova: Como em [6].

Lema 2.2 (Lema da Permutacao) Para toda permutacao dos numeros 0,...r, temos

que
Io...1r Ir(0) - In(r)

X0 .- Xy Xz(0) -+ Xn(r)

Prova: Como em [6].

2.5 Deducgao Natural

Nesta dissertacao, as dedugoes (ou derivagoes) serdo apresentadas como arvores,
onde todos os nos sao formulas, sendo as folhas chamadas de hipoteses e a raiz sendo
a conclusao de toda a deducao. Cada férmula na arvore é obtida de um né antecessor

atraves de uma regra de inferéncia.

Quanto as hipdteses (ou suposigoes) em uma arvore de deducao, sdo de dois tipos: as
hipoteses fechadas, que sao aquelas que foram eliminadas por alguma regra de inferéncia

na derivacao; e as hipdteses abertas, que nao sao fechadas.

As letras gregas IT e ¥ (sub ou super-escritos) denotardo derivagoes e/ou sequéncias

de derivagoes (incluindo a sequéncia vazia).

As notagoes

[y]k
II1 1II
o ¢

significam, respectivamente, uma dedugao IT com conclusao ¢ e um conjunto de hipéteses
abertas [W]k , consistindo de todas as ocorréncias de formulas ¥ que possuem o marcador

k; e, uma deducgao IT com conclusao @.

As derivacoes sao apresentadas como a seguir:
Base: Uma arvore com um unico né rotulado com ¢ é uma derivacao com a hipdtese ¢

aberta.

Passo Indutivo: Considere I1;,I1,, 113 derivagoes. Podemos construir uma derivacao

I1 de acordo com uma das regras abaixo. As férmulas entre colchetes [@]%, [~@]X, [@(]X1, @]
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logo a seguir contém hipoteses abertas que sao fechadas apds a aplicagoes das regras que

as eliminam (Note que escrevemos o nimero da hipétese ao lado da regra que a fechou).

As regras de inferéncia sao:

I, Il
¢ P
(AN %) (M)
I1;
L (\/1)
o1V , para i€ {1,2}
(]
I,
7‘” —
[p]*
1,
1
Tq) (_'I)vk
1,
L.
6 (—]—l)
1,
?(y)
Vx(pf (v1)
I
Q5
dxo GI)

Hl/\Hz
o1 AP
0 (/\E),paraie{l,2}

ey
= (3E).k

Restrigoes: para a regra VI temos que a variavel y nao pode ocorrer nas hipdteses

abertas que @(y) depende; quanto a regra IE temos que y nao pode ocorrer em Jx@, nem

em Y ou em qualquer hipétese que ¥ dependa a menos de (p%.
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Temos também as regras da igualdade:

ITy I,

¢(z); t=1

. (EO?
=7 (EQ1) 0(2)" (EQ2)

Restrigoes: a varidvel z ocorre livre em @ (z € VL(¢)). Note que com essa restrigao, ne-
. . / 7
cessarlamente temos que (p(z)é deve ter a forma diferente de (p(z)t; se t e t' possuirem

formas diferentes.

Em uma regra de eliminacao, a premissa contendo a ocorréncia de um conectivo
l6gico a ser eliminado é chamada de premissa maior. As outras premissas sao chamadas

de premissas menores da aplicagao da regra.

Podemos (e iremos) relaxar a regra EQ2, utilizando o lema 2.2 (Lema da Permutagcao),

da seguinte forma:

H1 H2
tipt] ...ty — 4/
Q(z) Sl =1
S (£Q2)
(Z) t'tgly...In
(P ZVoV1---Vn
Ja que, pelo lema da permutacao temos que:
ttot] . . .1, fot]...tyt
— = 0R)———
VoV ... Vn VOVI ... VnZ
e
t'toty .. .1, fotq ...tyt'
J)— = )—.
vovy...Vy VoV]...Vpl

Chamaremos a primeira premissa ocorrendo da esquerda para a direita na regra EQ2

de premissa primeira de uma aplicacao de uma regra EQ2.

Defini¢ao 2.13 (Relacao de Consequéncia Sintatica) A relagao I'F ¢ denota uma

derivacao de @ a partir de um conjunto I' de hipoteses.

Usaremos também as seguintes convencoes sobre arvores de prova:

Im, 1, ... I,
1. [0} denota uma derivacgao, cujas subderivagoes imediatas sao I1y,I1»,...,I1,,

e @ ¢ a férmula final.

2. r(IT) denota a tltima regra de inferéncia em IT.
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3. IT denota uma derivagao IT que tem I' como o conjunto de suas top-férmulas.

=i

4. TT denota a arvore obtida, escrevendo X acima de cada top-formula de IT pertencendo
al.
5. X! denota o resultado de substituir a varidvel x pelo termo ¢ em todas as ocorréncias

de x em X.
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3 A Logica de Primeira-Ordem
em Modelos Finitos (FOLy;,)

3.1 Introducao

Um sistema de deducao é considerado finitario quando o conjunto de seus teoremas
¢ recursivamente enumeravel, ou seja, existe um algoritmo que lista todos os teoremas
derivados neste sistema. Caso contrario, o sistema dedutivo é considerado infinitario.
Por exemplo, o sistema de deducao natural apresentado no capitulo anterior é finitario.
Em particular, as regras de inferéncia deste sistema sao finitarias no sentido de que sao

definidas a partir de um conjunto finito de férmulas (ver [6] e [5]).

A Légica de Primeira-Ordem em Modelos Finitos (abreviaremos aqui como FOLy;y,)
serd apresentada através de um sistema de deducao infinitario correto e completo em re-
lacao aos modelos finitos da FOL. O teorema de Trakhtenbrot, citado no capitulo 1, nos
afirma que nenhum sistema de dedugao finitario para FOL pode recursivamente enumerar
o conjunto de verdades finitamente validas (férmulas que sao validas em modelos finitos).
Isto implica que qualquer sistema de deducao finitdrio para FOL nao é completo com
relacao aos modelos finitos de FOL. Nesta dissertacao contribuimos com um calculo que
introduziremos neste capitulo que nao é limitado por esse teorema devido ao fato de ser
um sistema infinitario de prova. Nosso intuito em apresenta-lo, é que sua analise nos

permitira estendé-lo para a légica de menor ponto-fixo restrita a modelos finitos.

Com excegao das definicoes 3.1 e 3.2, o resto das definicoes, lemas e teoremas apre-

sentados no capitulo segue como contribuicao nossa.
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3.2 Deducgao Natural

Antes de mostrar o calculo iremos abordar aqui algumas defini¢oes e noc¢oes prelimi-

nares. Vamos comecar pelas defini¢oes de finitamente satisfativel e finitamente vélido.

Definicao 3.1 Dizemos que um conjunto I' de formulas € finitamente satisfativel quando

existe um modelo finito que o satisfaz.

Definicao 3.2 Dizemos que um conjunto I de formulas € finitamente vdlido quando todo

modelo finito o satisfaz.

A seguir introduziremos férmulas do tipo A>; que falam da cardinalidade dos dominios

de seus respectivos modelos.

A sentenga A>; := JvpIvi(—vp =vp) é uma formalizacao de “H& pelo menos dois ele-

mentos”. Mais precisamente, para todo vocabulério S e todas S-interpretagoes J = (A,2),
J = A>2 sse A contém pelo menos dois elementos.
Podemos generalizar este tipo de férmula para um nimero n qualquer de elementos:
Asp:=Bo... v 1 (Vo =VIA . AV =V A ATV = V)

estabelece que ha pelo menos n elementos, enquanto que as sentencas =A>, € Asp A=A>p41
expressam que ha menos que n elementos e exatamente n elementos, respectivamente.

Agora considere o seguinte conjunto:
D, = {Azn | n Z 2}

Os modelos de ., sao precisamente as interpretagoes infinitas. Isto é, para todo S e todas

S-interpretagoes J,

J | @ sse A contém um niimero infinito de elementos.
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O célculo FOLy;, estende o cdlculo FOL com a adicao da seguinte regra:

IT; I
Wi =v) FndnIn-u=nru=nBA"00=23) - (FIN L)
L
ou
I, I, Hi—l
Aoy Asz oo Asi .
>2 />3 - = (FIN 1).

O significado intuitivo desta regra é dado em relagao a nocao semantica em modelos
finitos: se cada A>, é consequéncia légica de um conjunto de férmulas I', entdo I" nao é

finitamente satisfativel. Portanto, I deriva o absurdo.

Agora definiremos mais formalmente a nocao de satisfacao em modelos finitos, a de

consequéncia logica e a no¢ao de prova:
Definicao 3.3 I }:FOLﬂn ¢ se toda interpretacdao finita que satisfaz U satisfaz @.

Defini¢ao 3.4 I' Fror,, ¢ se existe uma derwagao de @ em FOLgiy utilizando como

hipoteses formulas de T

Antes de provarmos a corretude e completude quanto a semantica da teoria dos mo-

delos finitos ( T FEror i @ sse Urpor,, @ ) precisamos do seguinte teorema:
Lema 3.1 T [=roL,, ¢ sse TU{=@} ndo ¢ finitamente satisfativel.

Prova: T ):FOLf,-n [0)

sse toda interpretacao finita que satisfaz I" satisfaz ¢
sse nao existe interpretacao finita que satisfaz I' e nao satifaz ¢
sse nao existe interpretacao finita que satisfaz I' e ¢

sse TU{=¢} nao é finitamente satisfativel. [J
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3.3 Corretude
Iremos agora provar que o sistema FOLy;, é correto (C "FOLfi,, =1 ’:FOLfm 0):

Teorema 3.1 (Corretude) Para T € L5 ¢ ¢ € L% temos:

Se I'FroLy;, ¢ entao T ):FOLf,»,, Q.
Prova: Para as regras idénticas a da FOL a corretude de FOLy;, ¢ a mesma ja que:

I'te=TEo=TFro, ¢

Resta, portanto, provarmos a corretude para a regra (FIN L). Por indugao temos:

I EroLy, A>2, T EroLg, A>3 -

Seja J uma interpretagao finita tal que J ):FOLfm I Logo, pela hipdtese, temos que
I EroLy, A>2, I EFoLy;, A>3 € o conjunto {A>1,4>2,...} é satisfeito por J, portanto J
é uma interpretacao infinita, absurdo. Concluimos que I' nao é finitamente satisfativel e

portanto I ):FOLf,-n—L- ]

3.4 Completude

Nesta secao iremos provar a implicagao inversa da que foi apresentada na corretude,

ou seja, a completude (I” ’:FOLﬂ,, ¢ =TtroLg, 0):
Teorema 3.2 (Completude) Para T € L5 e ¢ € L5 temos:
SeT’ ):FOLﬂn ¢ entio I'troL,, -

Prova: DadoI' ):FOLfm ¢ temos que provar I'Frop, ¢. Assuma I’ EroL i @ e roLy, @,
logo I' I/ @ e portanto o conjunto I'U{—¢} é consistente. Assim temos que I'U{-¢} ¢
satisfativel e, pela hipdtese, ndao é finitamente satisfativel (Lema 3.1). Concluimos que

somente interpretagoes infinitas satisfazem I'U{—¢@}. Dessa forma temos:

Fu{-¢} = 2>
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=TU {—|§D} F lzi
=T'U {—|(P} l_FOLfin )LZi
= FU{—l(p} l_FOLf,-nJ—

=T l_FOLfin Q. |

3.5 Exemplo de Prova em FOLy;,

Este calculo nos permite a prova de sentencas que sao finitamente validas. Por
exemplo, a sentenca (VxVy(fx=fy —x=y) —» Wxdy(x = diz que se f é uma funcao
plo, Ga (VaVy y y Y y q G

injetiva, entao ela é sobrejetiva. Esta formula s6 é vélida sobre modelos finitos.

Como a sentenga (VxVy(fx= fy — x=y) — VxJy(x = fy)) é valida em todas as inter-

pretacoes finitas, iremos provar em FOLy;, que

FroLg, (VXVY(fx = fy —x=y) = Vady(x = fy)).

Podemos esquematizar da seguinte forma:

mn, I
P2 (123 " (FIN 1)

(vay(fx =fy—x= y) N \v/xﬂy(x = fy)) (J—c)70

onde Il; =

(VY (fx=fy —x=y) = I = )" vz = fy)!

VxVy(fx = fy — x=y) A=Vady(x = fy) -(z= fz)
~Vxdy(x = fy) Wi-(z=w)
IVy—(x = fy) voIvi—(vo =v1)

voIvi—(vo =v1)
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ell, =

Vy-(z = fy)
-(z=fz) X
(IVy(fx=fy—x=y) = Va@=19)"  SE=f) A= ff) A(f2 = ff2)
VaVy(fx = fy = x =y) A-Vady(x = fy) I (=(z= f)A=(z= ) A-(fz=1))
—VxIy(x = fy) WiIn(—z=vi)A(z=vn) A= =n))
IVy—(x = fy) oIviIva(—vo=vi A Vo =va A-vp =)

voTFviIva(—vo =vi A—vg =va A v = 1p)

onde X =
~(VaVy(fx = fy — x=y) — Vady(x = fy))°
VaVy(fx = fy — x=y) A=Vady(x = fy)
VaVy(fx=fy—x=y)
W(fz=fy—z=Yy)
Wa(z=fy) fz=ffz fz=ffz—z=fz
(2= f2) (z= f2)

Vy—(z = fy) 1
~(z=ff2) -(fz=ffz)

(2= ff) A~ (fz= ffz)
€ Hl' =....

)y
Obs.: A notagao Il acima, unicamente neste caso, é uma forma de dizer que sao

teoremas provados em FOL. Correspondendo a prova de —(@; — @) F (@1 A—¢) e
=Vxdy@; F dxVy—¢; quando ¢é o caso.

Vemos que, para um termo z acima, podemos obter =(z= ff ["]z) para qualquer n € N.
Da mesma forma obtemos ﬂ(ff[”]z = ff[m]z) onde m,n € N e m # n. Portanto podemos
definir uma conjungao de qualquer tamanho onde (=(z= fz) A=(z= ffz) A...A(fz =
Ff)A .. A=(fn= 1z = fl1lz)) sendo necessério apenas aplicarmos a regra (3I) n+ 1 vezes

para obtermos A>,. Logo hd uma prova para cada A>,.
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4 Logicas de Ponto-Fixo

4.1 Introducao

Neste capitulo, abordaremos o conceito de operadores de ponto-fixo que é ade-
quado para a definicado de muitas propriedades que nao podem ser expressas em légica de
primeira-ordem, como conectividade e alcancabilidade. A partir desta nocao apresentare-
mos uma semantica para a légica de menor ponto-fixo, que estende a logica de primeira

ordem com a inclusao destes operadores.

Na secao 4.2 descreveremos a nocao de operadores de menor ponto-fixo via teoria dos
conjuntos (particularmente em conjuntos finitos) como descrita em [14]. Como foge ao es-
copo desta dissertagao, assumiremos que o leitor esteja familiarizado com alguns conceitos
em teoria dos conjuntos que podem ser encontrados em [11]. Abordaremos também outros
operadores de ponto-fixo, sao estes: operadores inflacionarios e parciais. Eles diferem dos

operadores de menor ponto-fixo por nao serem necessariamente monotonos.

Apresentaremos na secao 4.3 uma semantica para a légica de menor ponto-fixo que
estende a semantica da logica de primeira-ordem cléssica com a inclusao de férmulas que
representam o menor ponto-fixo de operadores monoténos (como apresentado em [14]).
Temos, como tunica contribuicao nossa neste capitulo, os teoremas 4.4 e 4.5 que servirao

de base para a elaboracao de um sistema dedutivo no préximo capitulo.

4.2 Operadores de Ponto-Fixo

A teoria dos operadores de ponto-fixo é apresentada para reticulados completos, isto

é, conjuntos parcialmente ordenados (A, <) onde todo subconjunto de A tem um infimo
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e um supremo na ordem <. Lembramos que nesta dissertagao nosso foco principal sao
as interpretacoes com dominio finito, o que estabelece que os teoremas aqui apresentados

sao provados para conjuntos finitos. Para maiores detalhes, consulte [14].

Primeiramente vamos estabelecer o que é um operador:

Defini¢ao 4.1 (Operador) Dado um conjunto A, considere g2(A) seu conjunto das partes.

Um operador F em A é um mapeamento F : go(A) — o(A).
A partir disto, podemos definir quando um operador é monoténo ou inflacionario:

Defini¢ao 4.2 (Operador Monoténo e Inflaciondrio) Dizemos que um operador F
€ mondtono se

X CY implica F(X) CF(Y),

e inflaciondrio se

X CF(X)

para todo X € @(A).

A partir deste conceito, agora podemos definir o menor ponto-fixo de um operador

monotono:

Defini¢ao 4.3 (Menor Ponto-Fixo de um Operador) Dado F : @(A) — @(A), um
conjunto X CA € um ponto-fizo de F se F(X) =X. Um conjunto X CA é o menor ponto-
fixo de F se ele € um ponto-fixo e, para todo outro ponto-fizo Y de F, temos X CY. Iremos

denotar o menor ponto-fizo de um operador F como Ifp(F).

Defini¢ao 4.4 (Operador Indutivo) Chamamos um operador F de indutivo se a se-
quéncia

x0=0, x! = Fp(x9). (4.1)

¢ crescente, ou seja, X' C ) GR para todo i.

Teorema 4.1 Todo operador mondtono F € indutivo.
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Prova (como em [14]): Por inducio temos X° C X! j& que X° =0. Se X’ C X! entdo,
pela monotonicidade, F(X') C F(X'*1), isto é, X1 C X2, Isto mostra que X' C X'*!
para todoie N. [J

Definicao 4.5 Se F € indutivo, definimos
x==Jx" (4.2)
i=0

A sequéncia (4.2) estabiliza (pela finitude do dominio A) depois de uma quantidade

finita de passos. Portanto existe um nimero n tal que X* = X". Como exemplo:

Dada uma relacio bindria E de arestas em um grafo, podemos obter relacoes E?,E, ...,
tal que se (x,y) € E' ent@o existe um caminho de tamanho no méximo i de x para y. O
predicado binario “caminho” deste grafo pode ser expresso como a uniao de todas essas
relacoes:

E”=|JE".

0

Como estamos considerando apenas dominios finitos, E é finito. Para algum ponto n
da sequéncia E°,E!,... temos E" = E"t! = E"2 = . Logo E® = E" e portanto E" é o
limite da sequéncia e podemos considera-lo um ponto-fixo, ja que para i > n implica que
Ei — Ei—l—l.

Agora provaremos que todo operador monétono tem um menor ponto-fixo, que é o

conjunto X* definido como a unido da sequéncia crescente de (4.2).

Teorema 4.2 (Tarski-Knaster, [14]) Todo operador mondtono F : g(A) — o(A) tem

um menor ponto-fizo Ifp(F) que pode ser definido como
Up(F) =Y | ¥ = F()}.

Além disso, Iifp(F) = X* =J; X, para a sequéncia X' definida por (4.2).

Pela grande importancia deste teorema, em vez de apenas citd-lo vamos expor a prova

apresentada em [14]:
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Prova: Dado W ={Y | F(Y) CY}. Claramente W # 0, ji que A C W. Primeiramente
mostraremos que S = (W é um ponto-fixo de F. Além disso, para qualquer Y € W, temos
S CY e portanto F(S) CF(Y)CY. Logo F(S) CW = S. Inversamente ji que F(S) C S,
temos F(F(S)) C F(S), e dessa forma F(S) € W. Portanto S =W C F(S), provando que
S=F(S).

DadoW ={Y | F(Y)=Y}e S =NW, entao S€ W e & CS. Inversamente, W C W,
entdo S =W CNW' =§". Portanto, S ='. Consequentemente, S={Y | Y =F(Y)}
é um ponto-fixo de F. Ja que é a intersecao de todos os pontos fixos de F, § é o menor

ponto-fixo de F. Isto mostra que
Ifp(F) = (Y [Y=F()} = ({Y | F(Y)CY}.

Para provar que lfp(F) = X*, note que a sequéncia X! aumenta e, portanto, para
algum n € N, X" = X" = .. = X*. Logo, F(X*) =X~ e X* é um ponto-fixo. Para
mostrar que é o menor ponto-fixo, é suficiente provar que X! C ¥ para todo i e para todo
Y € W. Provamos por inducio em i. Claramente X° C Y para todo Y € W. Precisamos
provar a afirmacdo para X'*t!. Dado Y € W, temos X'*! = F(X?). Pela hipétese, X' C Y.
Isto mostra que todo X'’s estdo contidos em todos os conjuntos de W, o que completa a

prova do teorema. []

Apresentaremos agora dois tipos de operadores nao-monotonos, sao eles: operadores

inflaciondarios e operadores parciais.

Dado que F é inflaciondrio, a sequéncia (4.1) é crescente, e portanto alcanga um ponto-
fixo X*. Suponha agora um operador G qualquer, podemos associar a G um operador

inflacionario G, ¢, dado por:

Defini¢ao 4.6 (Ponto-Fixo Inflacionario de um Operador) Chamamos o ponto-fizo

inflaciondrio de um operador G como o X* da sequeéncia 4.2 do operador
Ginﬂ(Y) =YUG(Y).

e serd denotado por ifp(G).

Portanto, ifp(G) ¢é a unido de todos os conjuntos X”s onde X°=0e
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X+ =Xx'uG(XY).

Finalmente, dado um operador F e a sequéncia (4.1), temos a opgao de esta sequéncia
nao precisar ser indutiva. Neste caso ou a sequéncia atinge um ponto-fixo (para algum
n € N ocorre X" = X" ! ), e teremos necessariamente que n < 2|A|, caso contrario tal n nao

existe. Com base nisto, o ponto-fixo parcial pode ser definido como:

Defini¢ao 4.7 (Ponto-Fixo Parcial de um Operador) Definimos o ponto-fizo par-

ctal de um operador F como

X" | se X" = Xxntl
0, seX"#X"! para todo n <24l

pfp(F) = {

Como relagao desses trés operadores (menor ponto-fixo, inflaciondrio e parcial), temos

o seguinte teorema:
Teorema 4.3 Se F é mondtono entao Ufp(F) = ifp(F) = pfp(F). O

A partir deste ponto em diante, por todo o texto da dissertacao, lidaremos unicamente
com vocabularios relacionais, ou seja, interpretacoes sem simbolos funcionais. Portanto,
variaveis e constantes serao os unicos termos da linguagem. Lembramos novamente ao

leitor que toda interpretacao a que iremos nos referir possui dominio finito.

4.3 A Loégica de Menor Ponto-Fixo

Agora adicionaremos operadores de ponto-fixo para a logica de primeira-ordem.
Suponha que tenhamos um vocabulario relacional S, e um simbolo relacional adicional
R ¢ S de aridade k. Considere @(R,xy,...,x;) uma férmula do vocabuldrio SU{R}. Colo-
camos o simbolo R explicitamente como parametro, ja que esta férmula ird dar origem a

um operador sobre S-interpretagoes.

Para cada S-interpretagio J, a férmula @(R,¥) d4 origem a um operador Fy, : p(A¥) —

(AF) definido como:

aj...

Fp(X)={(ar,...ar) | 3 “I’: = (X /R,x1,....x) ). (4.3)

X1...X
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Aqui a notacao @(X/R,X) significa que R é interpretado como X em ¢. Mais precisa-
mente, se J° é uma SU{R}-interpretacdo expandindo J, onde R é interpretado como X,

entdo J' T = (. x).

A idéia das légicas de ponto-fixo é adicionarmos formulas para computar pontos-fixos

dos operadores Fp. Isto nos dd uma definicao formal das légicas IFP e PFP.

Definicao 4.8 Aslégicas IFP e PFP sao definidas como extensoes da légica de primeira-

ordem com as sequintes regras de formagao:

e (Para IFP): se (R,X) € uma férmula, onde R é de aridade k, e T é uma tupla de

termos, onde |¥| = |f] = k, entdo

[ifpr 20 (R,X)] ()
¢ uma formula cujas varidveis livres sio aquelas det.

e (Para PFP): se ¢ é uma férmula, onde R € de aridade k, et é uma tupla de termos,

onde |X| = |f]| = k, entdo
(PSR (R,X)](F)

¢ uma formula cujas varidveis livres sao aquelas de t.

A semantica € definida como:

o (Para IFP): J = [ifpr z@(R,X)] () sse (3(t1)... () € ifp(Fy).

o (Para PFP): 3 = [pfprz@(RX)|(f) sse (3(11)...3(t)) € pfp(Fy).

Nao podemos definir analogamente uma extensao com o conceito do menor ponto-fixo
porque menores pontos-fixos sao garantidos existirem apenas para operadores monotonos.

Entretanto, o seguinte teorema nos diz que essa propriedade nao é facil de se obter:

Lema 4.1 Testar se Fy é mondtono é indecidivel para formulas de primeira-ordem @.
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Prova: Uma prova pode ser encontrada em [14]. [J

Portanto, é necessario algumas restricoes sintaticas para garantirmos que menores
pontos-fixos sao tomados apenas para operadores mondétonos. Para este fim, iremos definir
o conceito de ocorréncia negativa de um simbolo relacional R em uma férmula ¢: Dada
uma férmula @ que contém um simbolo relacional R, dizemos que uma ocorréncia de R é

negativa se estd sob o escopo de um ntimero impar de negacoes.

Por exemplo, na féormula Ix—R(x) V =VyVz=(R(y) V =R(z)), a primeira ocorréncia de
R ¢ negativa, a segunda é positiva (pois estd no escopo de um nimero par de negagoes)
e a terceira é negativa novamente. Dizemos que uma férmula é positiva em R se nao ha
ocorréncias negativas de R nela, ou seja, se todas as ocorréncias de R sao positivas, ou

nao existem.

Definicao 4.9 A légica LFP estende a logica de primeira-ordem com a sequinte regra de

formacgao:

e sc @(R,X) é uma férmula positiva em R, onde R é de aridade k e T é uma tupla de

termos, onde |¥| = |f] = k, entdo

[ifpr 9 (R,X)](7)

¢ uma férmula, cujas varidveis livres sao aquelas de t.
A semantica € definida como:
3 [Uprzo(RX)](F) sse (3(n1)... (1)) € Ufp(Fp).
Ainda resta ser provado:

Lema 4.2 Se ¢(R,X) € positivo em R, entio Fy € mondtono. [

Prova: Como em [14].

Agora suponha que temos uma férmula @(R,X). Assuma que @ é positivo em R. Para

construir o menor ponto-fixo de ¢ sobre uma interpretacao J, indutivamente calculamos
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X0 =9, xi+! = Fq,(Xi), e entdo o ponto-fixo é dado por X* = J;X'. Iremos referir X'’s

como estagios da computagao do ponto-fixo, com X' sendo o i-ésimo estagio.

Primeiramente, notamos que cada estagio ¢ definivel por uma férmula LFP, se ¢ ¢é
positivo em R. Isto é, para cada estdgio i, temos uma féormula ¢@'(%), tal que @'(J)!' é

exatamente X'. Estas sao definidas indutivamente como:

Definigdo 4.10 (Sequéncia de Férmulas ¢ (%))

0 (xp) = ~(x =x) , onde x é uma varidvel em X

¢ (xit1) = (' /R,xit1)
Aqui a notacdo @(¢@'/R, xi71) significa que toda ocorréncia de R(¥) em ¢ é substituida
por ¢'(¥) e, portanto, todas as varidveis ligadas em ¢ sdo substituidas por novas. Por
exemplo, considere a férmula @(R,x,y) = E(x,y) V3Iz(E(x,z) AR(z,y)). Seguindo a formagao

anterior obtemos as férmulas:

0°(x0,50) = —(x0=x0)
@' (x1,y1) = E(x1,y1)V 3z (E(x1,21) A9°z1,y1))
— E(Mah)

0> (x2,52) = E(x2,52)VI(E(x2,22) A 9" (22,32))
— E(x2,y2) V322(E (x2,22) NE(22,)2))

computando os estagios do operador de fechamento transitivo.

A seguir apresentaremos a parte com nossa contribui¢do no capitulo (defini¢cao de

substituigao e teoremas 4.4 e 4.5):

Vamos estender a substituicao para o calculo LF Py, da seguinte forma:

Defini¢ao 4.11 (Substituicao em LFP)

/ / / / /
-tk tl-antk

t ..
k — 1
-l . R H——., ...t
Xi [pr,x (P( 7x)](1)€1---xk’ ’"x]...xk

[lpr,)? (p(va)](tlv' . vtn)xi

Mesmo estendendo nossa nocao de substituigao, é facil provar que o Lema da Substituigao

to(3)={(ar,...,an) €A™ | JL=I = @(x|,...,X,)} onde A é o dominio de i.

X1 Xm
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(Lema 2.1) continua valido para LF Pyy.

Definimos também @'(f) = ¢'(x1,... ,xk);i:::;"k, para f = (t1,...,t).

Teorema 4.4 Dada as férmulas ¢'(7) e [ifprz @(R,X)|(7) onde |¥| = [f| = k. Considere
uma interpretagio I tal que T = @'(7), entdo temos T = [Ufpgz @(R,%)](7).

Prova:  Como ¢'(J) define exatamente X' e temos X' C X, onde lfp(Fp) = X, logo
(3(t1),...,3(%)) € X" e portanto J |= [ifpg; ©(R,%)](@). O

Teorema 4.5 Dada as férmulas (p"m () e [lfpgz @R, X)|(F) onde |X| =[] =k. Considere
uma interpretagao I com dominio |A| <i+1, para algum i € N, tal que

3 [prz (RD](@), entio temos 3 1= ¢ (7).

Prova: Note que Ifp(Fp) =X ,'\ﬂ) ja que a sequéncia de X"’s é crescente e J possui dominio
|A| <i+ 1. Como visto antes, a férmula ¢"(x;,) define o estagio X" da computacdo do

ponto-fixo. Portanto concluimos que J = (p"‘tl(?). O

Para o préximo capitulo, iremos utilizar o simbolo }:Lppﬂn para a nova semantica aqui

apresentada em modelos finitos.
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5 A Logica de Menor Ponto-Fixo
em Modelos Finitos (LFPy;y,)

5.1 Introducao

Neste capitulo, na segao 5.2, apresentaremos o sistema de deducao natural LF Py;,
para a logica de menor ponto-fixo em modelos finitos que é equivalente a semantica apre-
sentada no capitulo 4. Na se¢ao seguinte apresentaremos sua corretude. Em seguida, na
secao 5.4, abordaremos definicoes e teoremas sobre a consisténcia deste calculo. Apre-
sentaremos, na secao 5.5, algumas defini¢oes e conceitos preliminares para finalmente, na
secao 5.6, expor a prova da completude do calculo introduzido. Também apresentaremos
na se¢ao 5.7 um exemplo de uma prova em LF Py;, e finalmente, na se¢ao 5.8 apresentare-

mos a eliminagao da regra (LFP PF).

Como contribuigao nossa, podemos listar: as se¢oes 5.2 (Dedugao Natural), 5.3 (Cor-
retude), o teorema 5.3 na segdo 5.4 (ja que a maioria das provas dessa se¢ao segue como
em FOL), a segao 5.5 com excecao da subsecao 5.5.1 (Teorema de Henkin, j& que as idéias
seguem como as propostas por Henkin), a se¢ao 5.6(Completude), a se¢do 5.7 e finalmente

a eliminabilidade da regra (LFP PF) na secao 5.8.

A secao 5.4 possui defini¢oes e teoremas sobre consisténcia para LF Py, que sao simi-
lares as encontradas para FOL (ver [6]), com exce¢ao do teorema 5.3. Da mesma forma o

teorema de Henkin em 5.5.1 (ver [6]).
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5.2 Deducgao Natural

Iniciaremos apresentando o sistema LF Py;y,.

Obtemos LF Py;, estendendo o sistema dedutivo F OLy;, adicionando as seguintes regras

de inferéncia:

S0 e e
lipgs (k1)) ¢ <
% ,X)] (¢ c c c
Prx ¢ = (LFP E),0,1,...,i,...
com o descarte das hipdteses 0,1,...,i,....

Com esta regra, torna-se evidente que as férmulas da forma [Ifpg z @(R,X)](7) podem
ser vistas como disjuncoes infinitas das férmulas que definem os estagios X*’s de seus ope-

radores.

Também adicionamos

¢'(7)
Ifprz (R, X)](7)

(LFPI), onde i >0 para i €N,

que intuitivamente nos diz que se provarmos uma das férmulas @'(7) entao temos o ponto-

fixo para o vetor de termos 7.

Além destas regras, também temos:

Ifpgrz @(R,X)](F) —Aziy1

o' (7)

(LFP FP), onde i >0 para i €N,

A idéia é que uma vez que, tenhamos alguma informagao sobre a cardinalidade de um

conjunto dada por =As;y, entdo saberemos como calcular seu menor ponto-fixo.

Definicao 5.1 I't-rrp,, @ se existe uma derivagao I1 no sistema de dedugao natural para

LF Py, com hipdteses nao descartadas em I' e conclusio @.
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5.3 Corretude

Iremos agora provar que o calculo LF Py, ¢ correto:
Teorema 5.1 (Corretude) Se I’ FLFpy, @ entio T }:Lppﬂn 0.

Prova: Basta nos restringirmos somente as regras adicionadas, ja que as outras regras

((FIN 1) e regras da légica de primeira-ordem cléssicas) ja sao provadas corretas.

1. (LFP E): Suponha , por indugio , que I'|=rrp,, [Ifprz @(RX)|(7) e
Lo, 0°(7) =Lrpy;, O € Iy, o7 FLFPy, O ..., onde T =T"UTGUT.... Seja J uma in-
terpretagao tal que J [=1rpy, T, entao como I C T, J = ppy,, (fpg z @(R,X)](7) e logo,
pelo teorema 4.5, temos que para algum i € N, J [=rFpy,, ¢i(f). Como J FLrpe,, Li e,

usando a hipdtese de inducao, concluimos I ):LFme o.

2. (LFP1I): Suponha que I' =L Fpy, @' (7). Dada uma interpretacdo J tal que J FLrpy;, T,
logo J f=rrpy, ¢'(7) e, pelo teorema 4.4, T =rrp, [Uprs @(R,X)](7).

3. (LFP FP): Por indugao, seja Ty =rrpy, [Ifprz @(R,X)|(F) e Ty F=rrpy, ~Asit1, onde
I'=Tyull. Dada uma interpretacao J tal que J ):Lppﬂn I', logo temos J ):LFpﬁn
Ifprz @(R,X)](7) e T ELrpy, ~Asiy1. A tltima afirmativa nos indica que J possui
um dominio |A| < i+ 1 e portanto, utilizando o teorema 4.5, temos J }:Lppﬂn (piM (7).
[

5.4 Sobre a Nogao de Consisténcia em LF Py,

Apresentaremos agora teoremas sobre a consisténcia do sistema dedutivo LF Py;,, para
que possamos utiliza-los nas provas das segoes 5.5 e 5.6. As definicoes e teoremas sao

apresentados similarmente a [6].

Definicao 5.2 (a) ® ¢ consistente (escreveremos como: Con ®) se e somente se ndo

existe formula @ tal que P Frrp,, @ € Prrrp,, 0.

(b) ® € inconsistente (escreveremos como: Inc @) se e somente se ® nao € consistente,

isto €, se existe uma formula @ tal que P P—LFpﬂn Qed }—LFpﬂn Q.

A partir da tdltima definicao, obtemos:
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Teorema 5.2 Para um conjunto ® de férmulas em LF Py, os itens sequintes sao equiv-

alentes:

(a) Inc ®.

(b) Para todo ¢, ® =Py, -

Prova: (a) segue imediatamente de (b). Para provar o inverso, suponha que Inc ® é
valido, isto é, & l_LFpﬂn yed I—Lppﬂn -y para alguma féormula y. Seja @ uma férmula
arbitraria. Vamos provar que ® '_LFme 0.

Sabemos que existem dois conjuntos I'; e I';, que consistem de férmulas de @, e derivagoes

I In
I, Il
Ve .

Podemos entao obter a seguinte derivacgao:

I, I,

IL, II

vy
L
()

para qualquer ¢, o que conclui nossa prova. [

Corolério 5.1 Dado um conjunto ® qualquer de formulas em LF Py, os sequintes itens

sao equivalentes:

(a) Con .

(b) Eziste uma férmula @ que nao € derivdvel de ®. O
Teorema 5.3 Todo conjunto de férmulas em LF Py, finitamente satisfdtivel é consistente.

Prova: Suponha Inc ®. Entao para um @ adequado temos ambos ®trpp,, @ € Frrp,,
—¢. Portanto, pelo teorema da corretude, ® ):Lppﬂn ped ):Lppﬂn -, que implica que P

nao pode ser finitamente satisfativel. [

Teorema 5.4 Para todo ® e ¢ em LFPy;, as sequintes afirmativas sao vdlidas:
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(a) ®Frrp,, @ sse Inc PU{-¢} .

(b) ®rrrp,, —¢ sse Inc PU{¢}.

(c) Se Con @, entio Con PU{@} ou Con dU{-¢}.

Prova:

(a)

Se @ I_LFPfin @ entao dU{-¢} |—Lprm @. J4 que ®PU{-¢p} |_LFPf,~,, -,
entdo PU{—¢} é inconsistente. Para a prova do inverso, considere ®U{-¢} incon-
sistente, entao para um conjunto I adequado consistindo de férmulas de @ ha uma

derivacao TU{—¢} FLFpy;, @ A partir disto obtemos a seguinte derivagao:

Fu-e™ TU[-e]™

I, I
~¢ 1 ¢ (J_ I),I’ll,n2
? (Le),eliminando férmulas da forma [-¢@].

Portanto @ I—Lprin Q.
Similar a prova de (a) porém invertendo as regras de ¢ e —@.

Se nem Con ®U{¢@} nem Con ®U{=¢}, isto é, se Inc PU{@} e Inc PU{-¢},
entdo (por (b) e (a)) @ trrp,, 7@ e ®trrp, ¢. Portanto @ ¢ inconsistente, uma

contradicao com a hipétese Con ®. [

5.5 Definicoes e Lemas Preliminares para a prova da

Completude

Antes de provarmos o teorema da completude precisaremos das seguintes defini¢oes:

Defini¢ao 5.3 O rk(¢) de uma formula @ € definido como o menor ordinal o tal que:

e rk(@p) =0 =0, se @ for atomico;

o rk(—@)=a tal que rk(p) =0y e x = oy + 1;

o rk(pxy)=a, ondex € {—,A,V}, tal que rk(¢p) = oy, rk(y) = oy e @ =max{oy, 0} +

1; onde max{ay,} € uma func¢io que retorna o maior elemento do conjunto

{0617062}.
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o rk(Ix@) = tal que rk(@) =0y e @ =0y +1;
o rk(Vx@)= o tal que rk(@) =0y e @ =0+ 1;

o rk([fprz 9RD)D) = o tal que rk(i(7)) = o e & = sup{ao, cu,...}o; onde sup ¢

uma fungdo que retorna o supremo do conjunto {0p,ay,...}.

Lema 5.1 rk(@L+n) = rk(¢@). O

X0 Xr

Lema 5.2 O conjunto LS de férmulas de um vocabuldrio contdvel e relacional S da ldgica

LF Py, € contdvel.

Prova: Basta notar que cada férmula de LS é finita e, pelas regras de formacao apre-
sentadas, existe um procedimento que decide se uma férmula ¢ € LS. Portanto LS é

recursivamente enumerével e logo LS é contével. [

Defini¢ao 5.4 O tamanho de uma drvore de prova T (iremos denominar por |T|) é

definido como o menor ordinal & associado a uma derivacao da sequinte forma:

e Se ¢ € uma hipdtese ou um axioma entao |@| =1

M, I, .. II
o Sell= ® tal que |IT;| = a; entdo |II| = o onde o = max{ oy, ... o} +
1.
M, I, .. I ..
o Sell= [0) tal que |IL;| = a; entao |I1| = o onde sup € uma fungdao

que retorna o supremo do conjunto {Q, ty,...}.

5.5.1 Teorema de Henkin

Nesta secao abordaremos o teorema de Henkin que, na literatura classica, nos diz que
a partir de um conjunto consistente e completo para a negacao e que contém testemunhas
(maximal consistente, na literatura), podemos obter uma interpretacao para este mesmo

conjunto (ver [6]).

Esta se¢ao segue similar ao teorema de Henkin proposto para FOL em [6], com a
diferenca fundamental do teorema 5.5 (teorema fundamental para nosso propdsito) e das

regras de inferéncia em questao.
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Dado um conjunto consistente @ de féormulas, devemos achar uma interpretagao
J = (A, B) satisfazendo ® usando somente elementos sintaticos. Para este objetivo,
definiremos uma interpretacao J® = (‘Zq’, [Sq’), mas antes introduziremos a relacao binaria

« sobre o conjunto TS de S-termos dado por:

Definicao 5.5 t| «~ 1, sse ® |_LFPf,~n HnH=n.

Lema 5.3 (a) «~ € uma relagdo de equivaléncia.
(b) € compativel com os simbolos em S no sequinte sentido:

Se t] « tll, RN t;l entao para um R € S de aridade n
!
0] I_LFPfin Rty ...t, sse © |_LFPfin Rtl R

Prova: Utilizando os axiomas de igualdade. [

Considere 7 a classe de equivaléncia de ¢:
- / S !
f:={t €T |t—t},
e considere T® o conjunto das classes de equivaléncias:
T .= {7 |tecT5.

Definimos, portanto, a S-estrutura T sobre T®, que na literatura é chamada de estrutu-

tura de termos correspondente a @, do seguinte modo:
Definicao 5.6 Para R € S de aridade n,

RTDfl ...1, sse ® l_LFpﬂn Rt ...t,.
E quanto as constantes temos:
Definicao 5.7 Para c €S, =
E varidveis:

Definigdo 5.8 B®(x) :=x.

Chamaremos J® := (Tb,ﬁq’) a interpretacao de termos associadas com P.



Lema 5.4 (a) Para todo t, 3%(t) =1.

(b) Para toda formula atomica @,

3% Py, @ sse @ Frrpy, @

(¢) Para toda formula @ e xy,...,x, varidveis distintas entre si,

1...ly
X1..Xp "

1. 3® |:LFme 3x1...3x,¢ sse existem ty,...,t, € TS com J® ):LFpﬁn [0}

2. 7% |:LFpﬂn Vx1...Vx,@ sse para todo ty,...,t, € TS com J® ):LFpﬂn (0] 11t

X1...Xp "

Prova: (a) Vale para t =x e para t =c¢ por (5.8 e 5.7).
(b) jcp ):LFPfin 1 =1y sse jq)(l‘l) = Mb(l‘z)
sse fj =1 (por (a))
sse t] 1y

sse @ |_LFPfin H=n.

jq) IZLFme Rt ...t, sse R‘B’-(Dt_l R
sse ¢ |—Lppﬁn Rt ...t (pOl" 56)
(C) (1) jq) ):LFPf,-,, E|X1 . Elxn(p

i (> ~baj..a
sse existem ay,...,a, € T® com J —ximx;‘ ):LFpﬂn [0)

: s ~® Fi., ¢ o _ g7 s
sse existem f1,...,1, € T com J% = =1 pp, @ (j& que T = {f|r € T°})

(] (]
sse existem t1,...,t, € TS com TDW FLFp,;, ¢ (por (a))

45

sse existem t1,...,t, € TS com J® ELFP,;, © Lfn (por (a)) (Pelo lema da substitui-

X1...-Xn

¢ao).

(2) segue similarmente de (1).
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Defini¢ao 5.9 (a) ® é completo para negagao (negation complete) sse para toda férmula

?;
> '_LFme ¢ ou P l_LFPf,-n Q.

(b) ® contém testemunhas (witness) sse para toda formula da forma 3x@ existe um

termo t tal que ® Frrpy, (@ — QL.

Lema 5.5 Suponha que ® € consistente e completo para negagcao e que contém teste-

munhas. Entao as sequintes afirmagoes sao vdlidas para todo @ e y:

(a) O] l_LFme - sse nao P |—Lprl.n Q.
(b) @trrp,, (PV W) sse Prrpp,, ¢ ou @lrrp,, V.
(c) Ptrrp,, (PAY) sse Plrpp,, @ € Plrpp,, Y.

(d) ®Frrpy, Vx@ sse para todo termo t, @ brpp,, %

t

(e) @ FLFpy, X@ sse hd um termo t com P rpp, @

(f) ®trrpy, PRz (R,X))(7) sse ®brrp, ¢°F) ou ®brpp,, @) ou ... ou ®lrrp,
" (7)....

Prova:

(a) J& que @ é completo para negagao, temos ® FLrPy, @ ou @ Frpp,, —@; e como @ ¢é

consistente, ® "Lprm ¢ sse nao P l_LFPfin 0.

(b) Primeiramente seja ® ~LFPy, (pVy). Se ndo ® FLFpy, @, entao @ Frpp,, @ (ja que
® é completo para negacao) e pelo silogismo disjuntivo em FOL temos ® FLrPg, V-

A outra direcao segue imediatamente das regras de V.

(c) Como @ Frpp,, (@ Ay) e ® é negation complete e consistente, entdo nao pode
ocorrer ¢ I_LFme ¢ nem P I—Lppﬁn ¥ o que conclui a ida. A volta é imediata a partir

da regra (AI).

. , . )
(d) A ida é trivial. Quanto a volta, suponha que ® FLrpy, —Vx@. E facil provar que
VX FrFpy, 3x7@, portanto, como @ contém testemunhas, hd um termo 7 tal que

o '_LFPfin —|(p)f_“ um absurdo. Logo & |_LFPfin Vx(p
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(e) Seja ® FLrpy, 3x@. Para aida, ja que @ contém testemunhas, hd um termo ¢ tal que
® trrpy, (3x¢ — @L). Usando Modus Ponens, temos @ Frrp, @L. Para a volta,
seja @ rrpy, (pf—c para um termo t. Entao a regra de introdugao existencial nos da

P l_LFPf,»,, EIX(P

(f) Suponha @ trrp,, [ifpr; @(R,X)](7) e que nao @ trrp,, 9°(7) e ndo @ Frrp,, ¢'(7) e

... Logo como ® ¢ completo para negacao e consistente temos que ® Frrp, ﬂ(po(?)

e ®trrpy, -¢!(7), ... . Portanto, pela regra de eliminacdo (LFP E):
I IT,
I 0°(1) —¢°(@) ¢'() —9'(D)
Ifpr: ©(R,X)|(t 1 €
[ pR,x (P( )](#) T (LFP E)

Logo ® nao é consistente o que é um absurdo. O inverso segue da regra (LFP I). O

O préximo teorema é uma contribuicao nossa, e é fundamental para determinar a

finitude do dominio que iremos tratar.

Teorema 5.5 Seja @ um conjunto consistente que possui testemunhas e completo para

negacdio. Entio I® possui um dominio finito.

Prova:  Suponha que J® possua um dominio infinito, ou seja, T® é infinito. Como &
é completo para negacao, temos que para 7| # fa, tal que t1,t € TS, ® + —t; =1,. Como
existe uma quantidade infinita de classes 7, logo deduzimos que ® - A>;, para todo i > 2.

Portanto, usando a regra (FIN 1), ® é inconsistente, absurdo. [

Teorema 5.6 Seja ® um conjunto consistente de formulas que € completo para negagao

e contém testemunhas. Entao para todo @ pertencendo a LF Py,
3% ELrpg, @ sse @ Frrp,, 9.

Prova:  Provaremos por inducdo transfinita em rk(@). Se rk(¢) =0, entdo ¢ é

atomico, e (5.4) mostra que é valido. O passo de indugao é separado nos seguintes casos:

Lo o=-y: 3% Errp, Y
sse nao J® ):LFpﬂn v
sse nao @ Frpp,, Y (hip6tese de indugao)

sse @ rrp,, =y (por 5.5.(a));
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2. 9=(yVvo): I°Errp,, (WV o)
sse I Erpp,, ¥ ou 3% Erpp, ¢
sse @ rrp,, W ou @brpp,, @ (hipétese de indugao)

sse @ rrp,, (WV @) (por 5.5.(b));

3. 9= (yAQ): I® Errp,, (WAQ)
sse J® ):Lppﬁn veJ® ):LFme (0]
sse @ rrp,, W e ®lprp,, ¢ (hipétese de indugao)
sse @ Frrpy, (WA Q) (por 5.5.(c));
4. @ =Vxy: 3% FELFP,, VXY
para todo ¢, 3% =rrp,, W (Por 5.4.(c))
para todo ¢, @ Frrp,, Wi (hipdtese de indugao, ji que rk(yt) = rk(y) < rk(@),
conforme definigdo 5.3 e o lema 5.5.(d));
5. ¢ =3xy: J° FLFp,;, 3XY
sse existe um ¢ tal que J% =Lrpy, WY (pelo lema 5.4.(c))

sse existe um 7 tal que ® bFrpp, l//i (hip6tese de indugdo, j& que

rk(yt) = rk(y) < rk(¢@), conforme definigao 5.3);
sse @ Frrp,, Ixy (por 5.5.(e)). O

6. ¢ =[fprz 9(R,X)](@) : I® =rrpy, (fprz €](7)

sse J ):LFPf,-n @°(f) ou J ):LFme @'(¥) ou .... (pelo teorema 4.5 temos J ):LFpﬁn
¢'(f) para algum i € N).

sse @ brpp, @O(F) ou @ Frpp, @'(F) ou ... (hipétese de indugao)

sse @ Frppy, (Epgz @(R.X)](@) (por 5.5.(f)).

Teorema 5.7 Se ® € um conjunto consistente que € completo para nega¢do e possui

testemunhas, entio I ):LFpﬂn o, O

5.6 Completude

Para provarmos a completude, definiremos o conceito de f-testemunha, que nos fala

sobre a cardinalidade do conjunto na qual ela esta inserida. Tal nocao ¢ 1til para obtermos
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uma compacidade restrita, como veremos mais tarde, a fim de obtermos o teorema da

completude atra’vés da utilizagao do teorema de Henkin.
Definigao 5.10 Um conjunto ® possui f-testemunhas se para algum i > 2, =As; € D.
Teorema 5.8 Se ® l_LFPf,»,, —%2,' entao @ }_LFPﬂ,, ﬁlzi_._].

Prova: Como é demonstrado na légica cléssica de primeira ordem que A>;y; — As;, basta

utilizarmos a contrapositiva. []

Teorema 5.9 Se um conjunto ® possui f-testemunhas, entao para toda formula da forma

fprs ©(RI)(7) temos @ Frrpy, Vxi ..V ([Ufpgs @RI (51, x0) — @ (%1, ..30)),
para algum i tal que —Asip € P.

Prova:

Como —A>iy1 € P, para algum i € N

[lpr,X' @(Rv)_é)] ('xh cee 7-xl’l)0 _‘}LZiﬂLl

m (LFP—FP)
" (x1,...,X) - (— 1), eliminando 0
[lpr,)? (p(va’)](xlv"'axn) — @' (xlv'--vxn)
_ o (VI)H
Vxp .. Vo ([Ifpgz @(R,X)](x1, ..., X0) — @ (x1,..., X)) .0

Teorema 5.10 Para todo conjunto ® que possui f-testemunhas, se Il é uma derivagao
de @ a partir do conjunto ®, entdao existe uma derivacao IT' de @ a partir do conjunto ®

tal que [IT'| < @ (onde @ € o primeiro ordinal nao-natural).

Prova: Inducao nas regras de inferéncia. Quanto as regras de primeira-ordem e as
regra (LFP FP) e (LFP I) sao triviais pois, dado que a prova das premissas possuem
IIT;] < o para cada (e temos um ndmero finito delas), entdo a arvore possui tamanho

menor que ®. Seja a regra (FIN 1), entao temos:

n, I,
A>2 A>3
1

entao, pela hipétese de indugao, existem IT}, IT), ..., tais que:
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I I
Aoy Ao
1

e |II}| < o para todo natural i. Como @ contém f-testemunhas logo, para algum j,

—A>j € ®. Portanto podemos reescrever a derivagao anterior como:

que possui tamanho menor que @.

Resta provar para (LFP — E), utilizando a hipdtese de inducao, temos:

¢°(7) ¢'(7) ¢'(r)
I I, I IT,
fprz @(R,X)](7) © c .. O© ..
o

(LFP E)

Como @ possui f-testemunhas, entao pelo teorema 5.9 temos uma derivacao finita

D 1Py, VX Vo [fprz (R X)](x1,. . %) — (pim (x1,...,%x,) e portanto obtemos:

0" (x1,... )

e @R (a1, xn) = ¢ (21, )
_, 7] (W)"
Vxp .. Vo ([Ifpgz @(R,X)](x1,. .., X0) — @ (x1,...,X))

(— 1), eliminando 0

Ir : B
Upgz @(R,3)](7) Upgz (R.D)]() — ¢ (7)

il
¢ /(?)
Hilf\

o

que possui tamanho menor que @ (observe que talvez na reescrita acima seja necessario

alterar as varidveis que possuem restrigoes na aplicacao das regras VI e JE na derivagao
H/

il7]

substituirmos por varidveis que nao ocorrem na prova e obtemos o resultado). O

por outras que nao ocorram nas hipdteses da nova deducao, caso isto aconteca basta
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Corolario 5.2 (Compacidade Restrita) Para todo conjunto ® consistente que possui

f-testemunhas a sequinte relagao € vdlida:

d € consistente sse todo @y C P finito € consistente.

Prova: O teorema 5.10 nos indica que podemos dispensar regras infinitarias em derivacoes
para conjuntos com f-testemunhas. Portanto, ® é consistente sse todo subconjunto finito

é consistente. J

Teorema 5.11 Para todo conjunto consistente @qg existe um conjunto consistente ® tal

que P9 C P contém f-testemunhas.

Prova: Como ®g é consistente significa que para algum i, P |7‘Lppﬁn A>; (caso con-

trario provariamos L). Entao definimos o conjunto ® como:
P =Dy U{-Ax;}.
Usando 5.4 (a), claramente ® é consistente. [

Teorema 5.12 Seja ® consistente e com wum numero finito de varidveis livres. Entao

existe um conjunto ¥ consistente tal que  CW¥ e W contém testemunhas.

Prova:  Sem perda de generalidade podemos considerar que ® possui f-testemunhas
(pelo teorema 5.11). Pelo Lema 5.2 LS é contdvel. Portanto, considere uma lista de todas
as férmulas que estao no escopo de um quantificador existencial: 3xo¢@p, Ix1@y,. ... Iremos
definir indutivamente uma lista de férmulas o, y1,..., que adicionaremos a ®, onde cada

YV, ¢ uma férmula que contém uma “testemunha” para Jx,@,.

Suponha que para todo niimero natural m tal que m < n a férmula v, esta definida.
Como o numero de varidveis livre de @ é finito, somente um ntmero finito de variaveis
ocorrem em ®U{y,, | m <n}U{3x,@,}. Entdo considere y, a varidvel com menor indice

distinta dessas. Definimos a férmula v, como sendo:

Y = (I — (P)yTZ)

Considere agora o seguinte conjunto ¥ em que adicionamos todos os y;’s:
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Y =dU{yy,vi,...}.

Como temos que ® C W, entao ¥ claramente contém testemunhas. Resta-nos provar que

W ¢é consistente. Considere entao a seguinte seqiiéncia:
P, :=dU{y, | m<n}.

E facil notar que g C P CPy...e ¥ =,y Py W possui f-testemunhas ja que @ C .
Se W for inconsistente, logo para algum conjunto finito I' C W, T" é inconsistente (pelo
coroldrio 5.2). Portanto se provarmos a consisténcia de cada ®,, provaremos consequente-
mente a consisténcia de W (caso contrario, obterfamos um I’ finito tal que I' C ®;, para

algum i€ N e Inc I').

Iremos provar por inducao em n. Para n =0 ¢é vélido pois @y é consistente pela
hipétese. Suponha agora que @, é consistente e @, é inconsistente. Entao para todo ¢

existe um conjunto finito I' C &, tal que

FU{y,}
I
¢

ou seja, existe a seguinte derivagao:

ru {(_‘Elxn(l)n \ (Pn)yTZ)}
IT,
o

Considere ¢ uma sentenca qualquer. Portanto existem as seguintes derivagoes:

—3x, 0,
(3@ V @)

I
()

Pn3
(=T Vv (P)yTZ)
IT,

o (FE),j aue ya € TU {0} U {9},

3x,0,
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Onde um subconjunto de férmulas de I ocorrem como hipéteses em IT;. Concluimos que
r'u{3x,e,} FLrpy, @ e TU {—3x, 0, } FLFpy;, @ Logo, pelo teorema 5.4(c), I' é inconsistente,

o que é um absurdo. []

Teorema 5.13 Dado ® consistente, entao existe um conjunto ® consistente tal que

d C O e O é completo para negagao.

Prova: Suponha que @ é consistente e seja @g, @1, @;,... uma enumeracao de formulas
em LS de LFP. Pelo teorema 5.11, sem perda de generalidade, suponha que ® possui
f-testemunhas. Logo, para um certo i € N, temos que ® Frpp,, —A>;. Definimos induti-

vamente a seguinte sequéncia:

{ 0,U{@,} ,seCon 0®,U{¢,},
Opy1 =

n , caso contrario,

e definimos o conjunto

O :=U,cnOn.

Claramente @ C @g. Vemos que todos @)s sdo consistentes, resta provarmos que @ é
consistente e completo para negagao. Suponha que ® ¢é inconsistente. Logo, como ©®
possui f-testemunhas, existe um conjunto finito ® C © tal " é inconsistente. Portanto,
para algum ©; temos @ C ©;. Assim ©; é inconsistente, absurdo. Logo ® é consistente.
O ¢é completo para negagao pois dado @ = @, e nao @ rpp,, ¢, entao Con OU {on}
(teorema 5.4.(b)) e portanto Con ®,U{¢}. Entao ®,1; =0, U{@}. Dessa forma ¢ € ®
e portanto ® l_LFme 0. U

Teorema 5.14 Seja @ consistente tal que @ possui um numero finito de varidveis livres.

Entao ® ¢ satisfativel.

Prova: Pelo teoremas 5.13, 5.12 ¢ 5.6. [J

Iremos agora considerar um nimero qualquer de variaveis livres.
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Teorema 5.15 Dado ® consistente, entao ® ¢ satisfativel.

Prova: Considere o nimero de varidveis livres de ® infinito. Vamos mostrar como re-

duzir o problema de satisfabilidade de ® para o teorema 5.14.

Como & ¢ consistente, entao usando a construcao do teorema 5.13, existe um con-
junto consistente ¥ tal que @ CW¥ e W é completo para negacao e possui f-testemunhas.
Consequentemente ¥ possui uma quantidade infinita de variaveis livres. Nosso objetivo

é encontrar um modelo para ¥ (e portanto para ®).

Temos que para cada termo t,r € TS ou ¥ P—Lppﬂn 1=t ou W I—Lppﬂn -t = b, ja
que ¥ é completo para negagao. Portanto, podemos criar classes de equivaléncia 7 tal que
i.={e T8 | ¥ FLrPy, t = t'}. Concluimos, pela consisténcia de P, que hd uma quantidade
finita de classes de equivaléncia (caso contrario provariamos todos A>;’s). Suponha que
tenhamos k classes de equivaléncia listadas como f,f,...,f. Considere x; a variavel
pertencente a f; com menor indice. Seja o conjunto

P = {1k | ¢ € D).

1---Tk

~ X7...X5 . . N - 7 . ’
Onde a notacao t'i t'kk indica que todo termo pertencente a classe f; é substituido por

x;. Portanto @' possui uma quantidade finita de varidveis e é consistente j& que, pela
construcao e consisténcia de ¥, temos ® C ¥. Usando o teorema 5.14 concluimos que @’
é satisfativel. Considere agora que uma estrutura que satisfaz ® tem a forma J = (2, 8).
Para construirmos uma estrutura que satisfaca ¥ basta considerarmos um assinalamento

B'(t) := B(x;) para todo termo ¢ € f;. Entao a estrutura 3’ = (A, B’) satisfaz ¥. O

5.7 Exemplo de prova em LF Py,

Agora vamos fornecer um exemplo de prova em LF Py;,. Temos que a féormula o/(S,x)

dada por
Vy(E(y,x) = S(v))

é associada com um operador Fy tal que dado um conjunto X ele retorna todos os nés
a em um grafo tal que todos os nés b os quais possuem uma aresta com a estao em
X. Iterando o operador temos que Fy(0) é o conjunto de nds com grau de entrada zero.

FFy(0) é o conjunto de nés a’s tais que todos os nés b’s com arestas (b,a) € E tem grau
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de entrada zero, ou seja, todos os nés a’s tais que todos os caminhos terminando em a
possuem tamanho no maximo um. Portanto a iteragao i nos estabelece o conjunto de
todos os nos a’s tais que todos os caminhos que terminam neles tem tamanho no maximo
i. Calculando o ponto-fixo, temos que todos os nds que terminam em a sao finitos, e

podemos expressar pela seguinte férmula:
Vz[lfps z a(S,%)](2)

Portanto tal formula testa se um grafo é aciclico. Temos que um grafo com mais de dois
vértices que é aciclico nao é completo. Definimos que um grafo é completo se para cada
dois vértices distintos hd uma aresta, ou seja, VxVy(—x =y < E(x,y)). Iremos provar em
LF Py, que um grafo aciclico com mais de dois vértices (e com um ndmero finito deles)

nao pode ser completo:

3w =0 AV ips: a(S,9)](2)° Jn-v=x =
dxydxo—x =xr L
L 1
—VaVy(-x=y < E(x,y)) ’
(Fx1To—x =0 AVzipsy a(S,X)](2)) — "VaVy(-x =y < E(x,y)) ’

0

onde temos que X =

dxid—x = A VZ[lfij OC(S,)?)] (Z)

Vz([lfpg O‘(Sif)](z) I, I, I
[Ifpgz a(S,%)](y) 1 1
1
e H1 =
Y=y y=y
1
(§ Hz =
Vavy(-x =y < E(x,y)")
Vzi(E(z1,y) = v=y) —v=y v=y—E(v)y)
E(vy) » -y =y E(v,y)
Y=y y=y

L
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ell; =
VaVy(-x =y < E(x,y)")
V22 (E(z2,y) = V21(E(21,22) > "2 =22)) —w=y v=y— E(v,y)
E(v,y) = Va(E(z1,v) > v =v) E(v,y)
Vzi(E(z1,v) = v =v)
E(y,v) = —w=v X
Vv =v V=V
1
onde X; =
=y V(w =y e E(xy))
y=v y=v—E(yv)
E(y,v)
(S Hi =...

Notamos que todo I1; prova L, ja que sempre podemos chegar a derivagao de uma

formula —x = x para um termo x. Logo a derivagao esté correta.

5.8 Eliminacao da Regra (LFP PF)

Dado o sistema LF Py, que mostramos no inicio do capitulo, podemos eliminar a regra
de inferéncia LF Py;, que nos foi 1til justamente para a prova da completude. Outro motivo
de sua eliminagao ¢ que a prova de teoremas de normalizacao para LF Py, seriam bastante
complexas ja que seria complicado definir uma reducao para (LFP PF). Podemos eliminé-
la de forma que se existe uma derivagao Il de ¢ a partir de um conjunto I' em LF Py;, entao

existe uma derivacao IT' de @ a partir de um conjunto I' que nao utiliza a regra (LFP PF).
Antes de provarmos, precisaremos da seguinte definicao:

Defini¢ao 5.11 Definimos a fun¢ao nd(@) como:

1. nd(@) =0, se ¢ € atomico;
2. nd(=@) = nd(9);
3. nd(@*y)=max(nd(@),nd(y)), onde x € {—,A\,V};

4. nd(Vx@) =nd(@);
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5. nd(3x@) =nd(@);

6. nd((lfpgs 9(RD))@) =1,

Vemos que a fungao nd (@) nos retorna 1 se @ possui formula da forma [Ifpg z W(R,X)|(7)
e 0 caso contrario. Com este fato em mente, vemos que nd(@) =0 em geral quer dizer

que @ pertence a FOL. Com base nisso, propomos o seguinte teorema:

Teorema 5.16 Dada a sequéncia da defini¢ao 4.10 (do capitulo 4) para um determinado
@, temos que existe uma derivacio de QF(f),—Asiy1 FLFPy,, qo"‘tl(?) (onde k > i) usando

somente regras pertencentes a FOL.

Prova: Basta analisar os casos em nd(Q).
Caso 1: nd(@) =0

Entdo temos que @f(7) e (pi‘F| (f) sao férmulas pertencentes a FOL. Como
OX(7), " Asis1 = 9" (7) entdo pela completude de FOL temos @X(F), ~Asis1 F @i (7) e por-
tanto @X(7), " Axit1 Frrpy, 0" (7).

Caso 2: nd(@) =1

Entéao toda ocorréncia de férmulas em ¢ da forma [Ifpg z (R,X)](7) substituimos por

um unico Q;. Como exemplo:

lfpgz @1(R,X)](11) Ao A @y — [Ufprs ¢3(R,X)](22)

substituimos por

01(f) NoA @y — Oa(12).

Dada uma férmula ¢, vamos denotar essa substituicao aplicada em ¢@ como Qrror.

5 k 1d AN . 17
Entdo temos que Qrpo;,7A>it1 FLFP,;, Qrpor, Ou seja, a uma derivacdo de @rro; a
partir de (PiFOLﬁ)LZiH utilizando somente regras em FOL. Suponha que seja IT esta
derivagao. Entao, desfazendo as trocas (trocando cada Q; por sua respectiva férmula da

forma [Ifpg ; W(R,X)](7)), concluimos portanto que hd uma derivagao

O (1), = Asiy1 FLrpy, o' (7)

utilizando somente regras em FOL. [J
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Teorema 5.17 Se k> i entio ¢'(7) brrp,, 0*(0).

Prova: Similar ao teorema 5.16. [

Com estes dois tltimos teoremas, podemos descartar a regra (LFP PF) do sistema,

pois dada uma derivacao:

T, H2
Mfprz @(R,X)|() —Asit1

G
h

(LFP PF)

Basta trocarmos todas as ocorréncias acima por

o0 9@ ol

I, o X L
= il il i
fprz @RX)(E) ¢ () ...0" (1) ¢ () ..

o)
Y

(LFP E)

Y

onde as derivagoes L; com j < il utilizam somente regras de FOL (pelo teorema 5.17)
da mesma forma para j > im, e usando a prova de =A>;, temos o resultado utilizando o

teorema 5.16.

Com este intuito, uma idéia é para em casos de conjuntos com f-testemunhas, além
de nao usarmos a regra (LFP PF), poderiamos restringir a regra (LFP E). No exemplo

anterior poderiamos escrever apenas:

0, AQII O

S X
lfprz @RX|() v ... ¥
v
Y

(LFP E)yes.

Dado que —A>; pertence ao conjunto I' de onde queremos provar. Abordaremos esse

assunto no proximo capitulo.
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6 Normalizacao para LF P, com
restricoes

6.1 Introducao

O intuito deste capitulo é fornecer um teorema de normalizagdo para o sistema
de dedugao natural LFPy;, com certas restricoes. Abossrdaremos, portanto, uma norma-
lizacao fraca para a légica de primeira-ordem classica com igualdade para, em seguida,
apresentar um teorema de normalizacao para uma versao restrita do sistema dedutivo
LF Py;,. Quanto a légica de primeira-ordem, basicamente iremos estender a definicao de
segmento maximo proposta em MASSI [2] através do conceito de segmento equacional,

definido sobre as regras de igualdade.

Quanto as segoes temos:

Na secao 6.2 iremos definir alguns conceitos importantes para o desenvolvimento do

resto do capitulo.

Abordaremos na secao 6.3 a nocao de segmentos maximos, que podem ser vistos como

redundancias em uma arvore de deducao.

Sera apresentado na secao 6.4 as redugoes necessarias para a eliminacao dos segmentos

maximos mostrados na secao 6.3.

Na secao 6.6 apresentaremos um teorema de normalizacao fraca para FOL + regras

de igualdade.

E, finalmente, apresentaremos na segao 6.7, um teorema de normalizacao para LF Py,
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com uma restricao: lidaremos apenas com conjunto de hipdteses que possuem f-testemunhas

(definido no capitulo 5).

6.2 Definicoes e Teoremas

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas sobre arvores de prova.
As definigbes aqui apresentadas sao similares as propostas por MASSI [2] e PRAWITZ
[17]. Deixaremos explicito durante a se¢ao as definigoes e teoremas que adicionamos a
mais por conta propria. Para este capitulo, consideraremos férmulas da forma —¢ como

sendo iguais a @ —_L (Portanto nao utilizaremos as regras —I e —E).

Para o entendimento das se¢oes a seguir, precisaremos dos seguintes conceitos:

Defini¢ao 6.1 (Grau de uma Férmula) O grau de uma formula @, denotado pord(¢),

€ um numero natural, tal que:

1. d(@) =0, se ¢ € uma formula atomica;
2. d(@ig) = d(¢1) +d(@2) + 1, onde ¢ = (¢10¢2) e D€ {AV,—};
3. d(Vx@) =d(@1)+1, onde ¢ = (Vx¢@y).

4. d(3xgr) =d(@1) +1, onde @ = (3xgy).

O comprimento em uma derivagao IT pode ser visto como a quantidade de férmulas

que ocorrem nela. Iremos formalmente definir como:

Defini¢ao 6.2 (Comprimento de uma Derivacao) O comprimento de uma derivag¢ao

IT (denotaremos por I(I1) ), é um nimero natural, tal que:

1. [(IT) =1, se I € uma formula;

I, 1, ... II,
2. 1(IT) = [(ITy)) + I(ITp) + ... + I[(IT,)) + 1, se [I= [0)
I, 1, ... II,
Definicao 6.3 Seja I1 a derivagao [0 e sejam Q1,Qy,...,Q,, respectiva-
mente, as formulas finais de I1;,I1,,....I1,. Entao, dizemos que @1, ®a,...,®, ocorrem

imediatamente acima @, na ordem da esquerda para a direita. e que @; ocorre ao lado de
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Defini¢ao 6.4 (Ramo em uma Derivagao) Dada uma derivagao T1, uma sequéncia
O1, ©2, ..., @, de ocorréncias de formulas é um ramo, se e somente se:

1. @ € uma top-formula;

2. @; ocorre imediatamente acima de @iy, para cada (i < n);

3. @, € a formula final de IT.

A partir do conceito de ramo em uma derivacao, podemos finalmente definir o conceito

de segmento classico e o que iremos propor nesta dissertagao: o segmento equacional.

Defini¢ao 6.5 (Segmento de uma Derivagao) Um segmento em uma derivagao I, é
uma sequéncia & = Q1.¢Qa....Q,, de ocorréncias consecutivas de formulas em um ramo I,

tal que possui uma das sequintes formas:

e Segmento cldssico (Proposto por MASSI [2] e PRAWITZ [17]):

1. @1 ndo é uma conclusio de uma regra (VE) ou (IE);
2. @; (i <n) € uma premissa menor de uma regra (VE) ou (3E);

3. @, nao € uma premissa menor de uma regra (VE) ou (3E).
e Segmento equacional (Proposta nesta dissertac¢ao):

1. @1 é a premissa primeira de uma regra EQ2 e nao é a conclusao de uma regra
EQ2.

2. @; (i<n) € a premissa primeira de uma regra EQ2.

3. @, € a premissa primeira de uma regra EQ2 cuja conclusao nao € premissa

primeira de uma regra EQ2.
Obs.: Na secao seguinte esclareceremos melhor a idéia de segmento maximo equacional.

Definicao 6.6 Duas ocorréncias de formulas sao ditas da mesma forma, se elas sao

ocorréncias da mesma formula.

Definicao 6.7 (Grau de um Segmento) O grau de um segmento (denotado pord(a))
¢ o grau de uma formula que ocorre em @ (repare que mesmo em um segmento equacional,

todas as formulas possuem o mesmo grau,).
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Defini¢ao 6.8 (Comprimento de um Segmento) O comprimento de um segmento o

(denotado por l(a)) € o nimero de ocorréncias de formulas em o.

Definiremos agora, como originaria desta dissertacao, a fungao ) que intuitivamente
corrige o fato de que, no sistema dedutivo que apresentamos, a premissa e a conclusao de

uma regra de igualdade nao podem ser iguais (sempre ocorre uma substituigao).

Definicao 6.9 A funcao x ¢ definida como:
( El

Y X2 . ¢ , e Q=Y
9 1=t
x W - 21 22
o t=¢
.~ ¥, caso contrdrio.

Observe que a funcao trivial ), de acordo com o sistema dedutivo que apresentamos

(capitulo 2), pode receber como parametro uma derivagao invalida (caso ¥ = @). Seu uso

neste capitulo estara justamente em corrigir derivacoes invalidas retornando derivagoes

corretas de acordo com as regras de reducoes que nos forem apresentadas.

Definiremos também, como originaria desta dissertacao, a funcao &, que tem por

objetivo obter a regra de simetria da igualdade.

Definicao 6.10 A funcdo a € definida como:

X
Se X tem a forma:

Caso contrdrio.

T r \ "\
Observe quetzt'zd<<t5 ’) ) .

r A\ ro
Obs.: Abreviaremos a notacao (t =t )

para t' =t.



Também propomos aqui, como adi¢ao prépria o seguinte teorema:

Teorema 6.1 Dado o uso de uma regra de iqualdade

H1 I,
oL =1

7
temos que a derivagao (invertendo a ordem de premissa e conclusao)
I1; thx
/
t

oL 1
0

Y

2~

também apresenta um uso correto da regra de igualdade.

Prova: B facil verificar isto. OJ

Adotaremos também, em nossa dissertacao, a seguinte convencgao:
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Em sequéncias da regra de igualdade, iremos denotar as férmulas das premissas

primeiras por &1,&,...,&,. Como exemplo:
I
(6] n=1
&
: Hn—l
En1 th1 =1,

Sn

Note que dada a derivacao do exemplo anterior, temos que
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também é uma derivagao, da mesma forma que

a
n—1

_'6{1—1

ﬁ'éz nN=n

também é uma derivagao correta.

Definicao 6.11 Dada uma derivacao

)y

o)

vx¢ (x)
IT

Dizemos que y é a variavel de aplicagao da regra ¥I em questao.

Da mesma forma temos que dada uma deriva¢ao
?(y)
X Y

2
plx) ¥
I1

dizemos que y € a varidavel de aplicacao da regra AE em questao.

Com a definicao anterior em mente, sé permitiremos que cada variavel de aplicacao
de cada regra VI em uma derivacao Il ocorra somente acima das premissas da regra
em questao, da mesma forma, no caso de JE permitiremos que estas variaveis s6 ocorram
acima da premissa menor de cada regra em questao. Tal restricao é semelhante ao conceito

de parametros puros de [17].

6.3 Segmentos Maximos

Intuitivamente, consideramos como segmento maximo a introducao de uma férmula
seguida por sua eliminagao. Abordaremos dois tipos de segmentos maximos: os segmentos
maximos classicos e os segmentos maximos equacionais. Estes tltimos seguem da idéia
que uma férmula é redudante se ela é conclusao de uma regra de introducao, depois algum
termo dela é trocado através da regra de igualdade e, em seguida, a férmula resultante é

premissa maior de uma regra de eliminagao. Como exemplo temos:
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Notamos que este tipo de redudancia nao é capturada pelo conceito de segmento
maximo classico, sendo necessario a criagao de um novo conceito de segmento maximo
que lida com estas féormulas. Do exemplo anterior poderiamos eliminar tal redundancia

“subindo” a aplicacao da regra de igualdade como a seguir:

Agora podemos aplicar uma regra de eliminacao de segmento maximo classico. Ob-

serve que a redundancia que era oculta pela regra de igualdade agora ja pode ser eliminada.

Apresentaremos esses dois conceitos nas duas proximas subsegoes:

6.3.1 Segmento Maximo Classico

Iremos agora apresentar a nogao de segmento maximo classico que iremos adotar,

proposta em [2]: Um segmento 6 = @1, @, ..., @,, ¢ um segmento maximo classico quando:

(a) n=1
1. @1(= @) é a conclusao de uma regra de introducao ou entao da regra do absurdo
intuicionista e é também uma premissa maior de uma regra de eliminacao;

2. @1(= ¢,) é a conclusao da regra do absurdo classico e é também uma premissa

maior de uma regra de eliminagao;

3. @1(= ¢@,) é a conclusao da regra do absurdo classico e é também uma premissa

menor da regra (— E), tal que sua premissa maior é uma hipdtese da forma

(@1 —1);

(b) n>1
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1. @, é a conclusao da regra (VE) ou (JE) e é também uma premissa maior de

uma regra de eliminacao;

2. @, é a conclus@o da regra (VE) ou (JE) e é também uma premissa menor de
uma aplicagao da regra (— E), tal que sua premissa maior é uma hipdtese da

forma (¢, —1).

Nesta dissertacao diferenciaremos dois tipos de graus: o grau clédssico, determinado por
segmentos maximos classicos e o grau equacional, determinado por segmento maximos

equacionais (a seguir).

Defini¢ao 6.12 O grau cldssico de uma derivagdo I1 serd denotado por d.(I1) e definido

como: d.(Il) = max{d.(c) : © é um segmento mdzximo do tipo (a.1), (a.2) ou (b.1)}.

Certamente se IT ndo contém segmentos méximos e/ou nao contém segmentos maxi-

mos do tipo (a.1), (a.2) ou (b.1), entao d.(IT) = 0.

6.3.2 Segmento Maximo Equacional

Introduziremos agora, como contribui¢ao nossa, o conceito de segmento maximo equa-
cional, que, como haviamos explicado, lida com as redundancias ocultadas pelo uso da

regra de igualdade.

Um segmento 0 = @1, @2, ..., 0, ¢ um segmento maximo equacional quando:

(a) 1. @; éaconclusao de uma regra de introdugao ou da regra do absurdo intucionista

e é também premissa primeira da regra EQ2.

2. @ é a conclusao da regra do absurdo cléssico e é também premissa primeira

da regra EQ2.

3. ¢; (n=1) é a conclusdo da regra do absurdo classico e é também premissa
menor da regra (— E), tal que sua premissa maior é da forma (¢; —1) do

seguinte modo:



67

I
-& 1= 4
-&
i I,
b Gk =t
¢1 !
1

(B) 1. @, (n=1) é a conclusao da regra (VE) ou (JE) e é também premissa primeira

da regra EQ2.

2. @, (n=1) é a conclusdo da regra (VE) ou (JE) e é também premissa menor de
aplicagao da regra (— E), tal que sua premissa maior é da forma (¢, —1) da

seguinte forma:

IT;
n I, I, § I
(V1) @ ¢ —&x =t
(Pn _‘q)n

no caso em que @, é a conclusao da regra (VE) ou

H H/ .
Iy ¢ —&k k=1
On i

no caso em que @, é a conclusao da regra (JE).

Da mesma forma que definimos o grau de um segmento maximo classico, iremos agora

definir o grau de um segmento equacional:

Definigao 6.13 O grau equacional de uma derivagdao serd denotado por d.(I1) e definido

como:

do(I1) = max{d,(I1) : II é um segmento mdzximo equacional de tipo (a.1), (a.2) ou

(B-1)}
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Observe que para os segmentos maximos classicos usaremos as letras de nosso alfabeto

(a eb), jd para segmento maximos equacionais utilizaremos letras gregas (a e ).

Da mesma forma anterior, se IT ndo contém segmentos méximos equacionais e/ou se

nao contém segmentos maximos equacionais do tipo (@.1), (.2) ou (B.1), entao d,(IT) = 0.

Porém temos a necessidade de unificar o que serd o grau de uma derivagao como um

todo, fazemos isso da seguinte forma:
Definicao 6.14 O grau de uma derivagao I1 é definido como:
d(IT) = max{d.(I1),d,(IT) }.
Com base nisto, podemos definir nosso conceito de quando uma derivacao é normal:

Definicao 6.15 (Derivagao Normal) Uma derivagao IT € chamada de normal se e so-

mente se Il ndo contém segmentos mdximos (tanto do tipo cldssico como os de iqualdade).

6.4 Reducoes

Veremos nesta secao como remover os dois tipos de segmentos maximos de uma

derivacgao, estabelecendo reducoes para cada tipo de segmento maximo.
Podemos dividir as reducoes em: reducoes classicas e reducgoes de igualdade.

Ambas as reducoes sao subdivididas em trés tipos: reducoes operacionais, reducoes

permutativas e redugoes do absurdo.

6.4.1 Reducoes Classicas

As redugdes cldssicas sao como as encontradas em MASSI [2] e PRAWITZ [17],
com excecao da regra do absurdo. Elas sao divididas em redugoes classicas operacionais

e permutativas.
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Reducoes Classicas Operacionais

1. A - redugao

I, I,
¢ ¢
PLAP I1;

2. V - reducao

1 o1 ¢
?i H1 H2 (07
Ve Yoy I1;
v por W (i=1,2)
3. — - reducao
\
2 I1
IT; L4 (Pl
o o—-Vy I,
y por Yy
4. V - redugao
I1
?(y)
Vxo(x) IT)

5. 3 - reducao

o) 00N o
Jxp(x) Il[]/ IT)
1’4 por 1’4

Obs.: Repare que as reducoes classicas operacionais nao contribuem para o aumento do

grau da derivacao em questao.

Reducoes Classicas Permutativas

1. VE - reducao

I 1, I I, I
Ve Yoy I, v IL y IL4
v 114 o1V @ o o
(o por o

Onde y é a premissa maior de uma regra de eliminagao e Iy pode ocorrer a esquerda.



2. dE - reducao

70
IT, I, I,
Jxp(x) v I v I
v I o (x) o
c por c

Onde v € a premissa maior de uma regra de eliminagao e I3 pode ocorrer a esquerda

Reducgoes Classicas do Absurdo

1. .
(-]
i
o ot
1 por L
2
IT ! 7
Ty(x) @ o ¢ [9
¢ o] Hxy(x) L
1 por 1
3
I, I, I3 I I13
vivVy, ¢ @ I, o [-9] ¢ [~¢]
¢ 9l WiV n I
1 por L
4 k
v]" X
¢ [of
[~y L
; g
= I1
y Kz L
®  por 0’
onde:

e Y ¢ premissa maior de uma regra de eliminacao;

e Y pode ocorrer a esquerda de y;

e I1° ¢ obtido de I, substituindo todas as partes da forma

I,
I, vy X .
v [yl o [0
1 por

L
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(§]
H3 /Zk
k — 4
[ﬁél] n=r ék yo
_'52 : ’ !
: Xk 52 H=nh

I1; —ﬁk k=1, él )y .
o —c % (-]

1 por 1

Onde [&]¢ = [w]".

A primeira (ultima) substitui¢ao evita o surgimento de um segmento maximo cldssico

(equacional) de grau maior que ¥ (ambos podem surgir com o uso da regra (—I)).

6.4.2 Reducoes Equacionais

As redugoes equacionais que propomos nesta dissertacao eliminam segmentos ma-
ximos equacionais tornando evidente segmentos maximos classicos ocultados pela regra
da igualdade. Elas sao divididas, assim como as reducoes cldssicas, em trés subtipos:

Operacionais, Permutativas e do Absurdo.

Reducoes Equacionais Operacionais

1. AL - - I -
1 3 2 3
I(gi g% oL =7 yt o t=¢
Z Z H3 X Zi[’ X 27[/
(pAy): t=1 ¢ Ve
(AW)E  por CISTE
2. VI
L I, Il
i o=y
i I, x| # =0 t,_
(V) =t o
(@Ve)t  por (V)L | ondei€{1,2}
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I1,%
X oL t'=t
t
] SH
Hl x T, HZa
t — 4/
y! - yt t=t
(p—w)ti =1 Ve
(¢ —w)L  por (o — vy
Onde y #.1
/ H2
[p7] ¢ t'=t
I r
o [I?IZ]
-l t=t !
z 1
—@%  por T
Caso y =1
. L
/ H2
ot ot (=1
I ErE
—¢!]
% tllzt/ I
¢ = il
oL por L
5. VI
o ol 2
t _
tx g —y !
VgL =t ¢
‘v’xq)%§ por Vx(p%§
6. drI:
IT4 Hl// I,
Lo I, ol =t
ol 1=t (ptzlt):

Obs.: Repare que as reducgoes equacionais operacionais nao contribuem para o aumento

do grau da derivacao em questao.



Reducoes Equacionais Permutativas

1.
[@1]  [9] (1] 2]
IT; IL, IIs H% I4 / H% I, /
L L S t=t S ot=t
o1V @ :l’z L4 H4/ 0, 4= . v .
Yy 1=t Q1V @ v v
wt por yt
. o0
[ (y)] @y
I, I, H% I3 ,
Ho(x)  yl o8 I, 7= f =t
ve t=t Jxp(x) ve
vE por ye
Reducoes Equacionais do Absurdo
1.
[T,
I, &) n =1
[—@1] g[1 Etl _‘52
;B g I,
= 5 e, ~&  n=g
9’ A 1
1 por 1
2.
IT;
[Ty -& h=g
_\51 t] = tl —|§2
—& : I
I , : e T —& =t
Ty(x) ¢ —&i I =1 n ¢ ~¢
¢ —9 ey (x) L
1 por 1
3. - - -
1 I, II3 2 3
ViV, ¢ @ m ¢ r ¢ X
¢ > ViV, 1 1
1 por 1

73
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X
-& 1= L
-&
§ ot
_‘gk h =1,
onde X = 0]

6.5 Redutibilidade

Com as redugoes apresentadas na secao anterior, podemos falar em obter uma

derivacao normal a partir de uma sequéncia de reducoes.

Definigao 6.16 (Redugao Imediata) Dada uma derivagio I1 e IT', dizemos que IT' é
uma reducao imediata de I1 se IT' é obtida aplicando somente uma das reducoes apresen-

tadas na secao anterior.

O que nos possibilita definir:

Defini¢ao 6.17 (Sequéncia de Redugao) Dizemos que Iy,... 1, é uma seqiéncia de

redugdo se e somente se Ij1; € uma redugdo imediata de I1; (para 0 <i<n).

Definigao 6.18 Dizemos que uma derivagao I1 se reduz a IT* (denotaremos por I1 — IT*)

se existe uma sequéncia de reducgao Ily,... I1,, onde n > 1, tal que I1; =11 e IT =1T*.

e, finalmente, podemos falar em obter normalizacao com:

Definicao 6.19 (Derivagao Normalizavel) Dizemos que uma derivagao IT é norma-

lizavel se existe uma sequéncia Ily,... ,I1,, tal que Iy =11 e I1,, € uma deriwacao normal.

6.6 Normalizacao Fraca para FOL + Regras da Igual-
dade

Nesta secao iremos provar o teorema de normalizacao fraca para a légica de primeira
ordem com a igualdade. Tal prova serve como base para a prova do teorema de normali-

zagao fraca para LFPy;, com restrigoes.
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Lema 6.1 Dada uma derivagao I1 tal que T' @ e d(I1) = n, de forma que todo segmento
mdzimo de grau n que contribui para o grau de I1 € do tipo (a.1). Entao, I1 se reduz a
uma deriagio IT' de ACTF @, tal que d(IT') < d(I1).

Prova: Similar a [17]. O

Lema 6.2 Dada uma derivagao I1 tal que d(I1) =0, entdo I1 se reduz a uma derivagdo

normal IT'.

Prova: Se IT é normal, entao o lema é valido com IT =, II.

Se IT nao é normal, entao basta estabelecermos como valor de inducao:

k = a soma dos comprimentos dos segmentos maximos de II.

Basta escolhermos, na deriva¢ao IT, um segmento maximo o (tanto cldssico como
equacional), tal que nao exista outro segmento méximo acima dele, nem que contenha (ou
ocorra acima de) uma férmula que ocorre ao lado da iltima férmula de a. Podermos ver
facilmente que este segmento é um segmento maximo do absurdo (podendo ser classico

ou equacional).

Considere IT; uma reducao de IT que elimina este segmento maximo. Vemos entao, a
partir das redugoes do absurdo(tanto classicas quanto equacionais), que o valor de indugao

de IT; é menor que o valor de indugao de IT. O resultado entao ¢ imediato. [

O corolario a seguir nos fala sobre a conservagao da regra introdutoria de um segmento

do tipo &.1 ou .2 sob a reducao aplicada nele.

Corolario 6.1 Seja I1 uma derivagdo de T't @ onde d (I1) =k, tal que r(I1) € a regra

EQ2, cuja premissa primeira Y € da forma:

e v ¢ a ultima ocorréncia de formula de todos segmentos mdximos equacionais que

contribut para d,(I1) =k e € do tipo a.1 ou a.2.

Entao 11 se reduz a uma deriagao IT' de ACTF @ onde d(IT') < d(I1) e d,(IT') < d,(I1)
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tal que:
> I
& n= L
5
. I,
5n71 Ih—1=1, 4 I, ,
v =1,
SeIl= [0

Y
entdo r (él) = r(IT).

Prova: Basta aplicarmos um ntumero suficiente de vezes as redugoes para as regras em
.1 ou em o.2. Note que cada reducao destes tipos conserva a regra que introduz o

segmento.

O

Teorema 6.2 Seja I1 uma derivacdo de I't= ¢ onde d(I1) = n e todos os segmentos md-

zimos que contribuem para d(I1) =n sao da forma a.l ou a.1.

Entao IT se reduz a IT tal que d(IT") < d(I1) e d,(IU') < d,(I1) e todo segmento (se
n

s

houver) que contribui para o caso de d(IU') =n € da forma a.l.

Prova: Basta recursivamente escolhermos um segmento maximo equacional que contribui
para d,(IT) = n de tal forma que ndo ocorra um segmento maximo acima da ultima férmula
deste (nem ao lado, nem acima da férmula ao lado desta) que contribua para d,(I1) = n.
Utilizando o corolario 6.1 diversas vezes para eliminar os segmentos do tipo a.l que
contribuem para o grau equacional de IT, obtemos o resultado. Dessa forma, os tinicos

segmentos maximos (se existirem) que contribuem para d(I1) = n sdo da forma a.1.

O

Lema 6.3 Seja IT uma derivagdo de I' ¢ onde r(I1) = EQ2 e a premissa primeira Y tal

que:

1. y € a ultima ocorréncia de formula de todos os segmentos mdzimos de I1.

2. d(IT) > 0
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Entao, I1 se reduz a uma derivagao II' de A C T+ @, tal que d(IT") < d(I1).

Prova: Inducao no comprimento de IT:

e Se o segmento é da forma .1 ou &.2 basta aplicarmos um nimero suficiente de vezes
a respectiva regra de reducao. E facil ver que nao ha formacao de novos segmentos

méximos cujo grau seja maior que d(IT).

e Se o segmento é da forma f.1 e,

I I, II3
vivy, vy Il
v t=r
I1= [

I1 se reduz a IT*:

Se d(IT*) < d(IT), entao IT =, IT*.

Se d(IT*) = d(I1), entdo aplicando a hipétese de indugao nas sub-arvores de IT de-

terminadas pela premissas menores acima, temos:

; I
v t=t ;
¢ =9 (ie{2,3})
tal que d(I1;) < d(IT).

Podemos entao considerar IT' como

Hl . I, H3
vivyy' Yy oy
T = [0)
logo, d(IT') < d(I1).
O caso de
I, I,
Ixor vy I3
v t=t
m= ¢

é similar.
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Lema 6.4 Seja I1 uma derivagao de I't @, tal que:

1. r(IT) é uma regra de eliminagdo, cuja premissa maior Y € a ultima ocorréncia de

formula de todos os segmentos maximos de I1;
2. d(I1) >0

Entao, I1 se reduz a uma derivagio IT' de ACTF @, tal que d(IT') < d(I).

Prova: Por inducao no comprimento de IT.

1. Se y ¢é do tipo a.l o resultado segue diretamente das redugoes.
2. Se y é do tipo b.1 segue como em MASSI [2].

3. Se y é do tipo a.2, entao

[y
I1
¥ r
y
II= [0} k
se reduz a _
vl X .
¢ [9f
1 .
»J
7
HO
£ .
H* — (p ,l
onde todas as partes de I, da forma
I,
y [y
L
sao substituidas por
I,
vy X
o [-ol
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e todas as partes de I1, da forma

~&,

: . !
H3 _‘5an Ih—1= tnfl

gn - én

foram substituidas por

Os tinicos segmentos maximos que podem ocorrer em Il sao todos do tipo a.1, a.1,
b.2 e B.2. Os dois primeiros sao da forma do teorema 6.2, portanto aplicando tal
lema temos uma derivacao IT" em que os segmentos maximos que ocorrem sao do

tipo a.1, b.2 e 3.2, aplicando o lema 6.1 obtemos o resultado.

Lema 6.5 Seja IT uma derivacao de '+ @, entdo I se reduz a uma derivacao normal IT

de ACTF .

Prova: Por indugao no par ordenado (o, f3), onde o é o grau de IT e B é o seu compri-

mento.

1. Se r(IT) é uma introdugao ou a regra do absurdo, entao o resultado segue da hipdtese

indutiva.

2. Se r(IT) é uma eliminagao, ou uma regra da igualdade, entao IT é da forma

II; IhL I1,
o1 P ... @n
9

I1

Usando a hipétese indutiva, cada IT; (1 <i<n) se reduz a uma derivagdo normal
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IT.. Seja IT a seguinte derivagao:

Ir, 1L, IT,
o1 Q¢ ... P
¢

I1

Se IT é normal, entao consideramos IT' =, I1. Se IT nao é normal, entao IT é obtida
de IT usando lema 6.2 (caso d(IT)=0) ou lema 6.4 (caso d(IT) > 0 e r(IT) é uma regra
de eliminagdo) ou aplicando 6.3 (caso d(IT) > 0 e r(II) é uma regra de igualdade).

O resultado segue da hipdtese indutiva com respeito a «.

6.7 Normalizacao para LF Py, com restrigoes

Nesta secao apresentaremos um teorema de normalizacao para LFPy;, com uma
restricao: iremos lidar com conjuntos que possuam f-testemunhas. Como vimos anterior-
mente, a prova de uma férmula @ a partir de um conjunto com f-testemunhas possui uma
versao finita (ou seja, sem o uso de regras infinitdrias), isto é obtido atraves do uso regra
(LFP PF). Porém, como visto, podemos eliminar a regra (LFP PF) e utilizar somente a
regra (LFP E) como tunica regra infinitdria adotada. A partir disto, podemos obter um
sistema finitario de prova para conjuntos com f-testemunhas se restringirmos as regras
(LFP E) e (LFP I). Com estes conceitos, o objetivo desta se¢do é fornecer uma base
para em um trabalho futuro provarmos um teorema de normalizacao para LF Py, sem

esta restricao.

Lembramos que devido a utilizarmos somente conjuntos com f-testemunhas nas provas
a seguir, nao iremos utilizar a regra infinitaria (FIN— L): conforme foi provado no capi-

tulo anterior, em conjuntos dessa forma a regra pode ser eliminada.

Quanto as regras apresentadas no capitulo 5, e dado que provaremos a partir de um

conjunto com uma f-testemunha A<;, exigiremos as seguintes restrigoes:
1. A partir da regra (LFP I), definimos (LFP I)s como:

¢/(7) ;<
ez 9(R,D)] (@) O =1
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2. A partir da regra (LFP E), definimos (LFP E);es como:

o0 '@ 90
H() H1
Ifpry @(RX)|(F) v |2
v

Quanto a definicao de grau de uma férmula, estenderemos a definicao anterior in-

cluindo a seguinte regra:

d([ifpgz 9(R,X)](D)) = max{@° (@), 9'(t),...0" @)} +1

Para a prova da normalizacao, e dada a prova a partir de um conjunto I' com uma f-
testemunha A<;, precisaremos alterar as seguintes definigdes de segmento méximo classico

e equacional (conforme segao 6.3 deste capitulo):

1. Quanto a definicao de segmento maximo classico:

b.1 ¢, é a conclusdo da regra (VE) ou (JE) ou (LFP E)es € é, a0 mesmo tempo,

premissa maior de uma regra de eliminacao;

b.2 @, ¢ a conclusao da regra (VE) ou (3E) ou (LFP E)es € é, a0 mesmo tempo,
premissa menor de uma aplica¢ao da regra (— E), cuja premissa maior é uma

top-férmula da forma (@, —L1).
2. Quanto a definicao de segmento maximo equacional:

B.1 ¢, (n=1) é a conclusao da regra (VE) ou (JE) ou (LFP E)s € é, a0 mesmo
tempo, premissa primeira da regra EQ2.
B.2 ¢, (n=1) é a conclusao da regra (VE) ou (JE) ou (LFP E)es € é, a0 mesmo

tempo, premissa menor de aplicagdo da regra (— E), cuja premissa maior é da

forma (@, — L) do seguinte modo:

I
—& n=t1
&,
n I, I, : I
(O'\/T) On On _‘ék Ik =1;
On -0,
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no caso em que @, ¢ a conclusao da regra (VE) ou

I1,
-& n =1
—&
11 I Hk ,
Ixy @, —&; =t
On i

I
_‘gl =g
il -
0@ ¢' (@ 9" (7) 2 -
. Iy I g : k,
ifprz @(RX)]E) @0 &0 ... O —& =1
(0P i/

no caso em que @, é a conclusao da regra (LFP E);es.

Para a prova da normalizagao, incluiremos as seguintes redugoes na lista anterior de

reducoes classicas:

1. Nas reducoes classicas operacionais, adicionamos a seguinte regra:

IT il
j [0°@)] [ (@) [o" ()]
[1f wEQ*HG)@FPUms ﬁh [ﬁh] L
Pry P(R,X . v v W(Lsznms
por
I
(@ (7)]

<A

2. Quanto as reducoes classicas permutativas, incluimos:

00 '@ [0 O]

Iy ITy L
fpr: @(RX)(7) ¥ v v
]
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por )
0’0 o' @) CG)
0 I, ILj
I 74 X v by v X
Ifprz (R, X)](7) v v v
lI//

onde ¥ é uma premissa maior de uma regra de eliminacao e ¥ pode ocorrer a

esquerda.

3. E, finalmente, quanto as reducoes classicas do absurdo, adicionamos:

@] [o'@) o @)

I I I ILp
fprz ¢(RD](@) v 72
14 [~y

por

[0°(7)] 0! (7] CNG)
Iy IT;
I v o vl v [y v [—v]

(ifprz @(R,X)](7) 1 1 T
1

Para as reducgoes equacionais, adicionaremos as seguintes reducoes:

1. Quanto as reducoes equacionais operacionais, incluimos:
Iy

i
alUF; - (LFP I),.s 1L
fpgz (R, X)](1)% t=t"

fprz @(R,X)](1)

por
H0 H]
iOL =t
P T2 b,
(05

fprz @(R,3)](N5
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2. Para as redugoes equacionais permutativas, adicionamos:

@] o' 9@

11 Iy I ILj
Mppz @(RD|E)  wT vl .. yh .
ll/d l./ = l.//
‘l’ﬂ
por
i
[0°(7)] [0 (7)] [o" (7)]
HO/ 3 Hl] Yy i\i\ Y
H II/[; t/ = t// ll/l‘; t/ — l,// ‘l/l; t/ = l,//
Ifpgz @(R,X)](7) Vi yl wh

3. E, finalmente, para as redugoes equacionais do absurdo adicionamos:

IT,
=& n=t
0 1 i -&
007 7 [o" (7)] ;
no o0l le@ 3 n
pRj , X Gk k= k
fprz (R X)|(1) ¥ v 7 3 =t
14 -y
1
por
i
D] [0'@)] 0]
0 IT L
I1 4 > v X
fpg: @(R,X)](7) 1 1 1
1
. onde
I
=& n=t
-&
| I,
—&k K=t
Z: —|IV

A prova de normalizacao para este caso restrito segue como similar a que apresentamos

neste capitulo para FOL com as regras de igualdade.
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Teorema 6.3 (Normalizacao Fraca para LF Py, restrito) Seja Il uma derivagao em

LF Py, restrito, entao Il se reduz a uma derivag¢ao normal.
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7 Conclusao e Trabalhos Futuros

7.1 Consideracoes sobre os Resultados da Normali-
zacao e as Linguagens de Consulta em Bancos de
Dados Relacionais

O procedimento de normalizacao é um processo de reescrita que transforma uma
derivacao em outra através de passos de reducao. Estes passos de redugao objetivam
eliminar todas as férmulas maximas, isto é, formulas que representam algum tipo de re-

dundancia. O produto final deste processo é uma derivacao em forma normal.

A definicao precisa destas provas normais depende das propriedades que queremos
obter delas. Normalmente é requerido, pelo menos, o principio da subférmula que diz
que todas as formulas que aparecem em uma derivacao normal sao ou subférmulas das
hipéteses nao descartadas na prova ou subférmulas da conclusdo!. Como consequén-
cia importante do principio da subféormula temos a possibilidade de construir provadores
automaticos de teoremas de uma maneira mais eficiente ja que todas as férmulas que

aparecem em uma derivacao normal sao previsiveis.

Noés seguimos o procedimento de normalizagao adotado por Prawitz [17] e Massi [2]
para as regras de deducao natural classicas para o caso dos conectivos e quantificadores.
Veja também [22] para detalhes adicionais. Para nossas regras de igualdade, reflexivi-
dade e substituicao, nés definimos passos de reducao de forma a levar todas as regras de
igualdade para o topo da dedugao, ou imediatamente abaixo de regras de eliminacao. A
motivacao para tais reducoes permutativas é que a regra de substituicao pode esconder

segmentos maximos.

!Exceto para hipéteses descartadas por aplicacoes da regra de Reducio ao Absurdo e para ocorréncias
de 1 que ocorrem imediatamente abaixo de tais hipdteses.
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O procedimento de normalizacao para todo o sistema LF P combina todos esses passos
de redugao mais novos para lidar com FIN L, LFP I, LFP E e LFP PF. Para simplificar
0 processo, nos assumimos que sempre sabemos o limite maximo de cardinalidade dos
modelos finitos que estamos lidando em LFP. A contrapartida sintatica desta limitagao é
representada pelo fato de que, em todas as derivacoes de LFP Frpp,, @ sob consideragao
no procedimento de normalizacdo, existe um n tal que —A>, pertence a I Com esta
restricao, as regras infinitdrias nao sao mais necessarias, e precisaremos apenas de uma
versao finitaria de LFP E, a (LFP E);e, mais a (LFP I), além das regra classicas ja
mencionadas. Além disso, os novos passos de reducao para (LFP E)es, (LFP I)es sa0
similares aos definidos para regras de primeira-ordem classica. Neste sistema finitario é
possivel provar o teorema da normalizagdo para LFP no sentido de que, se TU{=4>,},

entao existe uma prova normal de @ de TU{—=A>,} tal que o principio da subférmula vale.

Como dissemos anteriormente, a importancia de obter o principio da subférmula é
possibilidade de construcao de um provador de teoremas para LFP. Esse provador de
teoremas poderia ser util, por exemplo, para computar consultas em banco de dados rela-

cionais.

Para ilustrar esta situacao, considere a linguagem de consulta DATALOG e suas re-
lagoes com LFP. Um programa DATALOG é um conjunto de regras, possivelmente re-
cursivas, da forma P(X) - ai(X,y),..., %, (X,y). Por DATALOG— queremos dizer uma ex-
tensao de DATALOG onde as férmulas atomicas negadas sé podem aparecer no escopo
‘ar(x,y),...,00,(x,y) das regras. E conhecido que ILFP = DATALOG., [14], isto é, toda
consulta DATALOG— pode ser traduzida para dLFP, o fragmento existencial de LFP, e

vice-versa.

Agora iremos investigar um resultado de decidibilidade sobre ILFP. Seja ¢ uma
sentenca ILFP. J& que toda férmula LFP é equivalente & uma férmula Zeg? [14], pode-
mos provar que podemos transformar uma JFLFP-formula @ para uma equivalente ¢’ em
Zow que contém somente conjungoes finitas, disjungoes finitas, uma disjuncao infinita
contavel e quantificacao existencial, com a negacao aplicada somete a formulas atomicas.
Para provar que F3.pp @, podemos alternativamente provar que —¢ é insatisfativel. Além

disso, podemos transformas —¢ em uma férmula —¢’ de Z., que contém somente con-

2 %0 estende FOL com conjuncées e disjuncdes infinitdrias.
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juncoes finitas, disjuncoes finitas, uma conjuncao infinita e quantificacao universal, com a
negacao aplicada somente a férmulas atomicas. Portanto, sentenca resultante —¢’ é uma
conjuncao, possivelmente infinita, de sentencas universais finitas de FOL. Portanto, —¢’

é equivalente a uma Teoria T infinita de FOL com sentencgas universais.

E conhecido que satisfabilidade de féormulas universais sao preservadas sob subestru-
turas [6]. Segue que, em um vocabulério relacional, se T é um possivel conjunto infinito
de sentencas universais de FOL, entao T ¢é satisfativel se e somente se existe um nimero
natural n tal que T tem um modelo de cardinalidade n. FEntao, T é satisfativel se e
somente se é finitamente satisfativel. De outro modo, pelo teorema da compacidade de
FOL, T ¢ insatisfativel se e somente se existe um subconjunto finito Ty C T tal que Ty é
insatisfativel. Segue que T ¢ finitamente insatisfativel se e somente se existe um subcon-
junto finito Tp C T que é finitamente insatisfativel. Como precisamos somente verificar os
modelos de cardinalidade n, a insatisfabilidade de T', e portanto a validade de ¢ € LFP

é semi-decidivel. De fato, se T = {¢1, ¢,...}, basta procedermos verificando se

/\‘Pi

0<i<m

tem um modelo de cardinalidade n, para cada m € N. Como Ty C {@y,...,¢,} para algum
h € N, segue que, se T é finitamente insatisfativel, entao este procedimento realmente para
e, como consequéncia, o conjunto de teoremas de ILF P é recursivamente enumeravel. Isto
parece indicar que existe uma prova finita para F3;rp @ em nosso calculo LF Pyj,, numa
versao finitaria de nosso sistema LFP.

Agradecimento: Agradecemos a Francicleber Martins Ferreira por suas contribuicoes

nesta parte.

7.2 Conclusoes

Nesta dissertacao, introduzimos um sistema de dedugao infinitario para a logica de
menor ponto-fixo (LFP) que é correto e completo em relagdo a LFP em modelos finitos.
Este calculo é uma extensao de um sistema infinitario para a légica de primeira-ordem
em modelos finitos. A primeira vista parece ser impossivel obter um sistema dedutivo
para FOLy;, e LF Py, ja que validade sobre modelos finitos em FOL nao ¢ recursivamente
enumeravel. O truque aqui foi relaxar a nocao de prova formal permitindo o uso de regras

infinitarias.
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Podemos comparar nosso trabalho com o sistema definido por Compton [3] para o
fragmento existencial de LFP. Nossa regra de introducao e eliminacao no estilo de de-
ducao natural para o novo operador aqui definido, o operador lfp, esta estreitamente
relacionada com as regras de introdugao a esquerda e a direita para defini¢coes indutivas
no calculo de seqiientes de Compton. Entretanto, nds estamos interessados no uso da
LF P quanto ao escopo dos modelos finitos, diferentemente do trabalho de Compton, nds
introduzimos duas regras para lidar com a cardinalizadade do dominio, a regra FIN L
usada no contexto de FOLy,, € a regra LFP PF, com regras adicionais para lidar com o

quantificador universal.

Estamos particularmente interessado na LFP em modelos finitos devido a sua im-
portancia no escopo da ciéncia da computacao tedrica. Como fato, LFP captura a classe
de complexidade PTIME sobre a classe de estruturas finitas com ordenagao. Ja que LFP
é tradicionalmente definida no escopo da Teoria dos Modelos Finitos (FMT em inglés), as
defini¢oes de nosso sistema dedutivo infinitario para LFP abre caminhos alternativos de
provar resultados ja obtidos em Teoria dos Modelos Finitos e também novos resultados
em ponto de vista da teoria da prova, como teoremas de normalizacao e seus corolarios
(como o principio da subférmula, por exemplo). Além disso, com algumas restrigdes, este
sistema dedutivo pode ser usada como provador de teorema para computar consultas em

bancos de dados relacionais.

Como trabalho futuro, pretendemos estender a normalizagao para LF Py, sem restri-
¢oes. Intuitivamente esta prova poderia fornecer um principio da subférmula de forma
que as férmulas que aparecem na prova possuiriam subférmulas das hipdteses e/ou da
conclusao e/ou da sequéncia A>,. Também pretendemos investigar mais resultados que

obteriamos em teoria dos modelos finitos.
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