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RESUMO

Neste trabalho, mostramos que equivaléncia Holder de germes de fun¢oes analiticas (C2, 0) —
(C,0) admite moduli continuo. Mais precisamente, construimos um invariante da equi-
valéncia Holder de tais germes que varia continuamente numa familia f;: (C?,0) — (C, 0).
Para um tnico germe f; o invariante de f; é dado em termos dos coeficientes principais

das expansoes assintéticas de f; ao longo dos ramos da curva polar genérica de f;.

Palavras-chave: Germe de funcao analitica. Equivaléncia Holder. Moduli.



ABSTRACT

In this work, we show that Holder equivalence of analytic functions germs (C?,0) — (C, 0)
admits continuous moduli. More precisely, we constructed an invariant of the Holder equi-
valence of such germs that varies continuously in a family f;: (C? 0) — (C,0). For a single

germ f; the invariant of f; is given in terms of the leading coefficients of the asymptotic

expansion of f; along the branches of generic polar curve of f; .

Keywords: analytic function germs. Hoélder equivalence. Moduli.
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1 INTRODUCAO

Nesta tese, estudamos a geometria Holder das singularidades em duas variaveis
complexas. Mais precisamente, abordamos os germes de fungoes analiticas f: (C%,0) —
(C,0) a menos de mudanga de coordenadas Hélder regular (com inversa Holder regular).
Importa-nos observar que nao hé novidade em considerar a possibilidade de classificacao
de tais germes de fungoes a menos de mudangas de coordenadas menos regulares do que
difeomorfismos analiticos; este tipo de investigagao, que tem sido um dos motores que
impulsionam a Teoria Moderna de Singularidades, nasceu a partir do trabalho |1965 onde
H. Whitney mostrou que a familia f: (C? 0) — (C,0) dada por

fi(z,y) = zy(z + y)(z — ty): t suficientemente préximo de 0

apresenta uma quantidade infinita (ndo enumerével) de modelos mesmo apés mudangas
analiticas de coordenadas. Em outras palavras, dizemos que o exemplo de H. Whitney
mostrou que o problema de classificacao de germes de fungoes analiticas a menos de dife-
omorfismos analiticos apresenta o entao chamado moduli continuo. De fato, H. Whitney
provou que para quaisquer t # s, suficientemente préximos de 0, nao existe difeomorfismo
analitico de C?,0 que aplique a fibra especial de f; (no caso 4 retas passando pela origem)
sobre a fibra especial de f; (no caso, 4 retas passando pela origem também).

Apoés o trabalho de H. Whitney, alguns autores investigaram a possibilidade
de classificagao de germes de funcoes a menos de mudancas topologicas de coordenadas
(homeomorfismos). Por exemplo, T. Fukuda 1976 mostrou que um tal problema de classi-
ficag@o nao apresenta o fendomeno do moduli continuo, como descrito acima no exemplo de
H. Whitney. Mais precisamente, T. Fukuda e A. Varchenko mostraram que para qualquer
familia de germes de funcoes polinomiais com graus uniformemente limitados apresenta
uma quantidade finita de modelos a menos de mudancas topoldgicas de coordenadas.
Anos mais tarde, muitos outros autores analisaram singularidades a menos de mudanca
de coordenadas menos regulares do que analiticas e mais regulares do que topoldgicas,
por exemplo, T. C. Kuo [1985. Recentemente, J.-P. Henry e A. Parusinski 2003 conside-
raram germes de fungoes analiticas em duas varidaveis complexas a menos de mudancas
bi-Lipschitz de coordenadas e, assim como H. Whitney fez para o caso de mudancas
analiticas, mostraram a existéncia de moduli continuo para esse problema. Todavia,
devido ao Teorema de Mostowski 1985, ou mesmo a classificagao de germes de curvas
analiticas a menos de homeomorfismos bi-Lipschitz, veja (FERNANDES| 2003)), diferen-
temente do exemplo de H. Whitney, Henry e Parusinski nao puderam recorrer somente ao
estudo da fibras especiais de tais fungoes para mostrar a existéncia de moduli nesse caso

e, por isso, o trabalho de Henry e Parusinski impressionou de forma bastante positiva os
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pesquisadores da area pela novidade das técnicas que foram por eles desenvolvidas.
Posto o contexto histérico, apresentamos a seguir a principal pergunta sobre
a geometria Holder das singularidades em duas variaveis complexas que abordamos nesta
tese. Dado 0 < a < 1, dizemos que dois germes de fungoes analiticas f, g: (C2,0) — (C, 0)
sao bi-a-Holder equivalentes se existe um homeomorfismo ¢: (C?,0) — (C?,0) Holder,

com inversa também Holder, tal que f = go ¢ e a é o minimo entre os expoentes de

Hélder dos germes ¢, ¢~ 1: (C%0) — (C2,0).

Pergunta. Dado 0 < a < 1, a equivaléncia bi-a-Holder de germes de funcgoes analiticas
(C%,0) — (C,0) admite moduli continuo?

Uma vez apresentado o norte que foi determinado neste trabalho, apresentamos
como esta tese estd subdividida.

No Capitulo 2, apresentamos resutados preliminares assim como defini¢oes e
notagoes que utilizamos por toda a tese.

No Capitulo 3, mostramos os 6bstaculos para que as fibras especiais de germes
de fungoes analiticas (C?,0) — (C,0) sejam a-Holder equivalentes. Como consequéncia
desse estudo, obtemos que: se dois germes de curvas analiticas planas sao homeomorfos,
via um homeomorfismo que é Log-Lipschitz com inversa Log-Lipschitz, entao esses germes
sao bi-Lipschitz homeomorfos e, por conseguinte, topologicamente homeomorfos como
germes imersos em (C?0).

No capitulo 4, mostramos que dada um «, com 0 < o < 1, temos uma familia
de germes de polindomios w-homogénios a 1-parametro f;: (C*,0) — (C,0), t € C, a
qual garantimos a existéncia de Moduli com relagao a equivaléncia bi-a-Holder. Mais
precisamente, construimos um invariante da equivaléncia Holder de tais germes que varia
continuamente nesta familia. Para um unico germe f; o invariante de f; é dado em termos
dos coeficientes principais das expansoes assintéticas de f; ao longo dos ramos da curva

polar genérica de f;.
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2 PRELIMINARES

Sejam A um subconjunto de R", a € A e sejam f,g: (A,a) — (R,0) germes
de fungoes nao negativas. Denotamos f < g quando existe uma vizinhaga U de a em R”

e uma constante K tal que f(x) < Kg(z), Vr € A. Denotamos f =~ g quando ocorre

< g e g < f. Finalmente, denotamos f < g quando limf (z) =0 e f> g quando
:L‘—)ag T
im 2 g
z—a f (:):)

2.1 Conjuntos e aplicacoes semialgébricas

Dizemos que um subconjunto A C R" é semialgébrico (semianalitico) se exis-

tem polinomios (funcoes analiticas) fi;,¢;;: R* = R, 1 <i <p, 1< j <q tais que

P
A:U{xeR”: fij =0,gi; > 0,1 <j<gq}.
i=1
Um fato, que nao é ébvio, é que se A C R" é semialgébrico, entao existem
subvariedades Ay, ..., A4,, de R", conexas, semialgébricas tais que A = [ JA; (BENEDETTI

and RISLER, |1990). Definimos a dimensdo de A como o maximo das dimensoes das
variedades Ay, ..., A,,.
Seja A C R" semialgébrico. Dizemos que uma aplicacdo F: A — RF ¢

semialgébrica se o seu grafico é um subconjunto semialgébrico de R® x R* .

Teorema 2.1 (Tarski-Seidenberg) Seja m: R" x R™ — R™ a proje¢ao canonica. Se

A CR™ x R"™ € semialgébrico, entiao m(A) € semialgébrico.

O teorema acima permite afirmar que a classe dos conjuntos semialgébricos é
estavel por operacoes booleanas e aplicagoes semialgébricas. Quanto a classe dos conjuntos
semianaliticos, nao podemos afirmar o mesmo, por conta disso se faz necesséario o estudo

sobre conjuntos subanaliticos.
2.2 Conjuntos e aplicacoes subanaliticas

As definigoes e resultados destacados nesta secao podem ser encontrados em
(BOCHNAK and RISLER] 1975). Seja X um espago analitico real. Um subconjunto
A C X é dito subanalitico em x € X, se existe uma vizinhanca U de x em X e uma

familia {f;;: 1 <i < k,j = 1,2} de morfismos analiticos préprios: Y;; — X|U, em que
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Y;; é espaco analitico real, tais que

k
ANU = U(Im(fﬂ) — Im(f)).
i=1
Dizemos que A é um subconjunto subanalitico em X quando A é subanalitico em cada
ponto de X.
A classe dos conjuntos subanaliticos é a menor classe de subconjuntos de
espagcos analiticos contendo os conjuntos semianaliticos e estavel por morfismos préprios

e operagoes booleanas.

Teorema 2.2 Sejam X e Y dois espacos analiticos reais, m: X xY — X a projecao
canonica. Se V' é um subconjunto compacto subanalitico emY, e A C X x V um subcon-

Junto subanalitico em X XY, entao w(A) € subanalitico em X.

Esse teorema é o andlogo do Tarski-Seidenberg para o caso subanalitico.

Sejam K, L subconjuntos subanaliticos respectivamente nos espacos analiticos
X,Y. Dizemos que uma aplicagao continua F': K — L é subanalitica se o seu grafico
Graf(f) é um subconjunto subanalitico em X x Y .

O Lema a seguir é o que chamamos de Decomposicao de Puiseux de uma

funcao subanalitica.

Lema 2.1 Seja f: [0,1] — R uma funcao subanalitica tal que f(0) = 0 e f(t) # 0 para
cada t # 0 numa vizinhanga de 0. FEntao, existe um racional positivo o e uma fun¢ao
subanalitica h: [0,€) — R tais que h(0) # 0 e f(t) = t*h(t) para cada t € [0,€).

2.3 Expoentes caracteristicos de Puiseux

Seja (C,0) um germe de curva analiticamente irredutivel em C? (Ramo), a
menos de uma mudanga analitica de coordenadas, podemos supor que (C,0) tem uma

parametrizacao do tipo abaixo:

r = t" (1)
y = tn+a2tn2+...

em que m ¢é a multiplicidade de (C,0), m nao divide o inteiro n e y(t) € C{t}. A série
de poténcias fracionarias y (:El/ m) é conhecida como Parametrizacao de Newton-Puiseux

de (C,0) e todas as outras parametrizagoes de Newton-Puiseux de (C,0) sao obtidas da

1/m 1/m

parametrizacao acima via /™ — wz/™ em que w é raiz m-ésima da unidade. Observo

que estamos admitindo que 0 seja uma singularidade de (C,0).
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Denotamos Sy = m e 1 = n. Seja e; = mdec (S, fy) 0 méximo divisor comum
desses dois inteiros. Agora, definimos 5 como o menor expoente aparecendo em y (t) que
nao é divisivel por e;. Definimos e; = mdc(eq, 52); temos e; < e, e continuamos esse
processo. Supondo ja definido e; = mdc(e;_1, 5;), definimos (;1; como o menor expoente

aparecendo em y () que nao é divisivel por e;. Como a sequéncia de inteiros positivos
m>e >--->€ >---

¢ estritamente decrescente, existe um inteiro g tal que e, = 1 . De posse desses dados,

podemos reescrever da seguinte maneira:

xr = t"

y = "+ ag et ot ag e 7T
Fagt™ + gyt + o+ ag tP +ag, ot 4
+ag, t’ + ag, 1 tP T+

tal que, por construcao os coeficientes de t%:i > 1 sdo distintos de zero. Definimos os

inteiros m; e n; pelas igualdades:

€i—-1 = MN€;

Bi = mie;paral <i<g

e observamos que podemos reescrever a expansao de y em poténcias fraciondrias de x da

seguinte forma:

1 mi mi+1 mi+ki
m
Yy (1} ) = agxr™ + ag,4e, T "1 T T A8 ke T ™
mo mo—+1 mgq mg+1
+a52$"1”2 _|_ a52+62x ninz + e + aﬂqxnlnz...nq + aﬁq+eqxn1n2,..nq + .
mg mg+1

+a5gm"1”2~~"9 + aﬁngegxnlng..‘ng 4+ ...

A sequéncia de inteiros 5 (C) = (B4, Ba, - . ., By) é conhecida como a sequéncia de expoentes
caracteristicos de C, e a sequéncia (mq,nq), ..., (mgy,ng) ¢ conhecida como a sequéncia

de pares caracteristicos de C.

Observagao 2.1 Seja (C,0) um germe de curva analiticamente irredutivel em C? e
(my,m1),...,(mg,ng) seus pares caracteristicos. Entdao o mdc(mj,n;) = 1, para j =
1,2,...,¢.

Exemplo 2.1 Seja (C,0) um germe de curva analiticamente irredutivel em C? e considere



17

uma parametrizacio de Newton-Puiseuz de (C,0) dada por

r=1t°
y =t -t 1,

Entao, temos que By = eg = 6 € [ € igual ao primeiro expoente de t em y que ndao €
divisivel por 6, ou seja, [ = 15 e e; = mdc(6,15) = 3. Agora [y € igual ao menor
expoente de t que ndo € divisivel por 3, ou seja, [y = 19. Assim ey = mdc(eq, 5z) =
mdc (o, B1, B2) = 1.

Logo, os expoentes caracteristicos de (C,0) sao (5o, 1, P2) = (6,15,19).

Agora, vamos determinar os pares caracteristicos de Puiseux de (C,0)

€p €1

n = —=2; ng=—=3
€1 €2
b Ba

m = — =95, my=—=19
€1 €2

Portanto os pares caracteristicos de Puiseuz sao (2,5) e (3,19).

Reescrevendo a expansao de y em poténcias fraciondrias de x, temos:

15 18 19

18 1 541 19
y(x/%) =26 +26 +26 =1

5
24+x 2 +x23.
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3 EQUIVALENCIA HOLDER DE CURVAS COMPLEXAS

Em 2003, A. Fernandes apresenta uma classificacao completa dos germes de
curvas (complexas) analiticas planas via homeomorfimo bi-lipschitz.
Aqui, propomo-nos uma classificagao dos germes de curvas (complexas) analiticas

planas via homeomorfismo bi-a-Hélder, com 0 < o < 1.
3.1 Homeomorfismo bi-a-Holder, Semicomplexo de Holder e Arcos de Teste

Nesta secao, definimos homeomorfismo bi-a-Hoélder, relembramos o conceito
de semicomplexo de Holder de germes de curvas reais, apresentamos o conceito de arcos
de teste e demonstramos um teorema de grande relevancia estrutural para o que desen-

volvemos neste capitulo.

Definigao 3.1 Uma Aplicacao ¢: U C R™ — RP é chamada Hélder continua se existem
a>0eX>0 tais que |o(x) — d(y)|| < M|z —y||*, para todos x,y € U. O nimero \ é
chamado a constante de Holder e « o expoente de Holder.

Quandon =p e ¢ tem uma inversa Holder continua, diremos que ¢ € bi-Holder.

Definicao 3.2 Chamaremos de homeomorfismo bi-a-Holder, um germe de aplicacdo bi-

Hélder ¢: (R™,0) — (R™,0) tal que o € 0 minimo entre os expoentes de Hélder dos germes

o, 0" (R",0) — (R™,0).

Definigao 3.3 Sejam (X, z) e (Y,y) germes de subconjuntos semianaliticos de dimensao
real 1. Dizemos que (X,z) € bi-a-Hélder equivalente a (Y,y) se existir um germe de
homeomorfismo bi-a-Hélder F: (X, z) — (Y,y).

Observacao 3.1 Quaisquer dois ramos de curvas analiticas complexas sao bi-a-Hélder
homeomorfas, para algum 0 < a < 1. Por outro lado, fixado 0 < a < 1, dados X e Y ramos

de curvas analiticas complexas, pode ser que eles nao sejam bi-a-Hélder homeomorfas.

Exemplo 3.1 Sejam (C,0) e (C,0) germes de curvas analiticas complezas em C? e

o(t™, o)) e p(t", d(t)) parametrizacoes de Newton-Puiseuz de (C,0) e (C,0) respecti-

1

vamente. Temos que ¢ € analitica e ag-Holder, com =" subanalitica e lipschitz. Logo ¢

¢ subanalitica bi-ag-Holder. Analogamente, temos que ¢ é subanalitica bi-c-Holder.

L ¢ subanalitica bi-ag-Holder.

Assim ) = gop~t € subanalitica bi-6yy-Holder e p~! = pop~
Portanto ¢ : (C,0) — (C,0) é um homeomorfismo subanalitico bi-c-Hélder, onde

a; = min{dag, ap }-
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3.1.1 Semicomplexo de Hélder e Arcos de Teste

Dado um germe de subconjunto semianalitico (X, z), de dimensao real 1
no espago Euclidiano equipado com a métrica euclidiana induzida, para cada par de
semiramos X;, X; de (X, ), ou seja, para cada par de fecho de componentes conexas de
X\{z}, temos definido em (BIRBRAIR and FERNANDES| 2000), o seguinte ntimero:

sh (X;, X;) = ord, [dist(X; N S, (z), X;NS, (z))].

As ideias discutidas em 2000} L. Birbrair e A. Fernandes sao de fundamental importancia
neste capitulo, pois estas esclarecem o comportamento métrico de germes de conjuntos
semianaliticos de dimensao real 1 e o conceito de arco de teste, o qual aparece de forma

contundente aqui.

Teorema 3.1 Sejam (X, z) e (Y,y) germes de subconjuntos semianaliticos de dimensao

real 1, equipados com a métrica euclidiana induzida e com semiramos X = |JX; e Y =
i€l

UY;. Se existir F': (X,z) — (Y,y) germe de aplicagcdo bi-a-Hélder com 0 < a < 1,

jeJ

o L sh(Xi, Xj)  sh(Yee), Yo) _ 1
entdo existe uma bijecdo ¢: I — J tal que o < Ly < —,
sh(Yo(w), Yop)  sh(Xi, Xj) a?
para todo i # j € 1.
Prova. Sem perda de generalidade, podemos supor x = 0 = y. Suponhamos que

F: (X,0) — (Y,0) seja uma aplicagdo bi-a-Hélder, com 0 < av < 1. Sejam 0 < ¢; < ¢
constantes de Holder de F. Como F é um homeomorfismo, temos que I e J possuem
a mesma quantidade de elementos e para cada i € I existe um unico ¢(i) € J tal que
(F(X5),0) = (Ys3),0). Isto é, ¢: I — J definida como acima ¢é uma bijecao.

Sejam m = sh(X;, X;) e n = sh(Yy4), Yy(;)). Consideremos também r™h(r) e

"g(r) as decomposigoes de Puiseux de

r
ord,[dist(X; — B,(0), X; — B,(0))] e ord,[dist(Ysu) — Br(0), Yy — Br(0))]
respectivamente. Como F' é bi-a-Holder com constantes 0 < ¢; < ¢a,

lpll = r = | E@)] = eur'/®

e, portanto,
(rh(r))* = lai(r) = =;(r)[”
— [[F(@i(r)) — F(a;(r))]

(clrl/a)”g(clrl/a).

v
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Com isso, mostramos que ma < n/a. Simetricamente, podemos mostrar que na < m/«
e, portanto, a® < m/n,n/m < 1/a?.

Definicao 3.4 Um arco de teste é um germe de conjunto semianalitico de dimensao real

1, munido da métrica induzida, com apenas um semiramo real.
3.2 Ramos de curvas planas

Seja (C,0) um germe de curva analiticamente irredutivel em C? (Ramo),
podemos supor, a menos de uma mudanga analitica de coordenadas, que (C,0) tem uma

parametrizacao da forma:

T =1t"
y=o¢(t)=t"+at™ +...

em que n = multiplicidade(C,0) < m, n nao divide o inteiro m e ¢(t) € C{t}. A série
de poténcias fracionarias ¢(z'/") é conhecida como Parametrizacdo de Newton-Puiseux
de (C,0) e todas as outras parametrizacao de Newton-Puiseux de (C,0) sao da forma

Y(z'/™) = o(¢x/™), onde ¢ é uma n-ésima raiz da unidade.

Observacao 3.2 Quando falarmos em aplicacao bi-a-Hélder, salvo mencionado contrario,
estaremos considerando os espacos métricos envolvidos na questao munidos da métrica

euclidiana induzida.

Seja, (C,0) um ramo com multiplicidade n e pares caracteristicos (ny,mq), ..., (ng, my).

Sejam I'y, T'y arcos de teste em (C,0) descritos por
L;(r)= (re’i ™ g (rt/neiean/nyy e S (0) N r;, j=1,2

em que y(x'/") é uma parametrizacdo de Newton-Puiseux de (C,0) e a;, ay sdo fungoes
angulo tomando valores no intervalo [0,2n7|. Sejam ¢g(r) = ||T'y (r) = T2 (r)]| e h(r) =
r Heml(” — eta2(r) H Entao, vale o Lema que estd provado em Fernandes (2003) e que sua

prova esta mantida aqui.

Lema 3.1 Se .
%},1_13)(041(7’) —ay(r)) =k € Z,
entao ord,.(g) = min{ord,(h) L} em que j = min{i: L ¢ 7}
rg— " ’nl....nj q ]— TLl’TI,Z ’



Prova. E suficiente observarmos a equacao

1/ s mitl m+kq
n
yle™) = ag,T™ + A 4e, T ™ A ...+ A4k T ™
m2 mo+1 Mg
—f—a,Banan + a,ﬁ2+621' nin2 + . —|— aﬁqmnln}...nq
mq+1 my
+a/ﬁq+eq:€n1n2....nq + .. _'_ aﬁgxnlng.“.ng
mg—+1
Fag, ye, 22 4

Além disso, uma vez que ag, 1., 7 0 € como

‘a5j+lej (Teial(T))(mj+l)/(”1~---nj) — Qg tie; (Teiw(r))(mj‘i‘l)/(n---ﬂj)

¢ igual a
‘aﬁ-—kl _|7«(mj+l)/(n1----nj) elon(r)(mi+0)/(ni..ng) _ giaz(r)(m;+l)/(n...nj)
e
temos que
ord, ’aﬁj—s—lej (Teim(T))(mj-i-l)/(m----nj) — g, e, (Teitm(r))(mj+l)/(nn--nj)‘
¢ igual a
_my ord, | m D/ (mmg) _ giea(r) (s +) /() |
ning....n;

De fato, se k/(nins....n;) € Z, entao

OT’dr ‘eia1(r)(mj+l)/(n1....nj) . eiaz(r)(mj+l)/(n....nj)| _ OT'dr ‘eioal(r) . 62’042(1”)

por conseguinte, neste caso, temos

ord, |(as, s1e, (re @ OY AV (it _ g (pgioa))mitD )| 5 ord, (B)

Por outro lado, se k/(nins. .. .. n;) ¢ Z, entao

OTdT |€ia1(T)Tnj/(n1....nj) o eiag(r)mj/(n....nj) -0

como resultado, neste caso,

ord, |aﬂj (reial(r))mj/(nl....nj) — ag, (reiag(r))mj/(n....nj)‘ _ m;
nmng....n;

Temos, portanto, demonstrado que ord,(g) = min{ord,(h), m;/(nins. ...

onde j = min{i: k/(ninq....n;) ¢ Z}.

21
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[ |
Observacao 3.3 E claro que, se
ilim(ozl(r) —ay(r)) ¢ Z
2w r—0
entao ord,(g) = 1.
Sejam (ny,mq) , (ng, ma) , ..., (ng, my) os pares caracteristicos de (C,0) e (¢1,1),

(g2,12), - .. ,(qg, l5) 0s pares caracteristicos de (C,0).

Lema 3.2 Sejam (C,0) e (C,0) dois germes de curvas analiticamente irredutiveis em
C?. Se g # g, entao existe 0 < ag < 1, ay > max{k;;i =g<j<g ou j=g<

4 qz, el j} e kij < 1 tal que nao ewiste um germe

de aplicagio subanalitica bi-o-Holder F: (C,0) — (C,0), V ap < a < 1.

i < g}, onde k;j = min{

Prova. Suponhamos g > §. Entao temos trés casos:

I- A
1L 2T yi<i<y
n ny....n;
: [~
—_<Iyg<j<y
ny....n; n
m. ~
3. Existe jo, § < jo < gtalque —2— < 2 Vg < j<joe 2L < —~L
ny....nj n n ny....nj
Vio<Jj<g
. ‘ . lg m; ~ .
Como em qualquer dos casos existe no maxmo um j tal que = = ———— entao consi-
n ny....n;

, .
_ M Suponhamos < > ,g<ji<g.

o l
deremos somente os j/s tais que = # EE—
nooni....n; no ni....n;

Consideremos Y1, Yo, 33, 24 0s seguintes semiramos em C':

¥ = {(7“, bﬁlrll/th T bﬁl+elr(ll+1)/(11 S bﬂzrb/(llqz
+ b§2+62r(l2+1)/q1q2 N bﬁgrlg/ﬁ + bﬁ§+6§7~(l§+1)/ﬁ +-- )i >0}

Yy = {(ri, bg,rir/weil/a)m/2 4 bﬁl+elr(ll+1)/Q1e((l1+1)/ql)7f/2 4o
+ bﬁ2rlz/q1q26i(l2/q1q2)ﬂ/2 + bg2+e27”(12+1)/q1‘12 elle+l)/qra2)m/2 4 | ..

g, o/ (a/T)T/2 D gD/ Ly Ly > 0

N3 = {(r, bs,r'/1 + bﬁ1+e17’(ll+1)/m R b527012/q1q2 4.
+ bﬁgilrlg_l/ql...ng + bﬁg71+e§71r(l§—1+1)/q1...q§_1 + -
—i—bggrlé/ﬁei(lg/ﬁ)?m"'q§*1 +--):r >0}

B = {(ri, byl gitsfa (s ) )
_,_bﬁQle/qlqgei(lz/qlqz)((4q1---Q§—1+3)/2)7T 4.
+bﬁgrl§/ﬁgi(l§/ﬁ)((4Q1"'q§—1+3)/2)” +--) i >0},
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Consideremos agora:

Ty (r) = (ref), aglrml/"l eilmi/n)ve(r) 4 a,81+e17"(m1+1)/m elmit)/n)w(r) 4 ...

_|_a/827~m2/n1"2ei(mz/nlnz)%(r) 4 aﬁ2+627«(m2+1)/n1n2ei((m2+1)/n1n2)’7k(r) 4o

+ag,rme/melme/mMr) 1) e S (0)NF (X)) k=1,2,3,4.
Suponha que exista um germe de aplicacdo subanalitica bi-a-Holder F: (C,0) — (C,0),
YV ag < a < 1. Decorre do Teorema [3.1] que

l~
92

Ty =Tl Sr

1
Afi 200 ——— i — 7.
rmacgao P o im (1 (r) — 73 (r)) €

Prova: Suponhamos que nao, entdo usando o Lema [3.1 e admitindo « > aq temos:

l; l; l; m;n m;
G > Gappa MR M
n n nlgni...nj np...n;
. o m;
> mln{l—I—ordT‘ez(”l ) 1; I 1
ny...n;

[-
= ord, (|l'1 —Ts]|) > Za*
n
Dai, podemos escolher v, e 3 tais que
liII(l) (1 (r) =73 (r) =2ny...nymk, k=01
r—

Suponhamos
lim (71 (1) =73 (r)) = 0.

r—0

Neste caso, temos que ocorre uma das seguintes alternativas

lim (71 (1) =72 (1)) = 0 ou lim (71 (r) =74 (r)) = 0.

r—0

Suponhamos
ll_fj% (71 (r) = 92(r)) = 0.

Como |1 — 72| < |71 — 73], Vr. Entéo, temos

ord, (e M=) 1) < ord, (M0 1),
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Assim,
1+ ord, (ei(%(T)—%(T)) — 1) > 1+ ord, (ei(“ﬂ(r)—%(?“)) — 1)
> l—§a2
- on
e
m;
: i (n(r)=r2(r)) m
L — +ord, (e " T -1) > !
ni....nj Ni....n;
m;
i (1 (r)=3(r)) l
+ord,(e -1 —1) > Zao?
Portanto,
k5 ,
[Ty (r) =Ta(r) S rm

Denotemos 04, (r) = F~1 (T'y (r)) ; k = 1,2. Entao, temos

01(r) = (f (r)yag, (f ()™ +.) e 8:(r) = (ig () ,ap, (9 ()" +..)

onde r'/* < |f (r)| =~ |g(r)| < r®. Portanto,

~Y

(61 (r) = 02 (r)| Z | f (r) —ig (r)] > 71/,
Logo, como F' é bi-a-Holder, temos

l

a2

S0 () = 82 (NI STy (r) = Do ()] S v

e assim l
Ta? <
n «Q

1

4 4
5 = qp S a <

S|

Y

o que é um absurdo.

Observo que os outros casos sao analisados de forma completamente analoga.
[ |

Lema 3.3 Sejam (C,0) e (C,0) dois germes de curvas analiticamente irredutiveis em

i qz, s “:1<i < g} com o minimo diferente de

1, entio ndo existe um germe de aplicacio subanalitica bi-a-Hélder F: (C,0) — (C,0),

Voay<a<l.

C% Seg=g e aj>min{
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Ling...n; Ling...n; .
Prova. Sejal < j < g tal que -4 1.Suponhamos L+ < 1 ou seja
l qul...Qj qul...Qj
J < /. Consideremos I'1, 'y, I's, 'y os seguintes semiramos em C:

I' = {(7‘, aglrﬂh/m 4 aﬂ1+€1r(m1+1)/n1 4o+ CL52Tm2/n1"2

+a52+e2r(m2+1)/”1”2 e d agjrmj/”l"‘"j +-)ir >0}

I, = {(m'7 aﬁlel/mei(ml/m)ﬂ/? + a61+617~(m1+1)/n1 ellmi+l)/n)m/2 4
4 aﬁQTmz/nlnzei(mg/nlng)ﬂ'/Z 4 a52+627,(m2+1)/n1n2ei((m2+1)/n1n2)7r/2 R

_|_aﬁjrmj/n1--~njei(mj/n1-~-nj)7r/2 )i >0}

F3 = {(T7 aﬁlrml/nl + aﬁl+elr(m1+1)/n1 +oee aﬁ2rm2/nm2 + o
T agjflej—l/"l“'”j—l T aﬁj,ﬁej,lT(mj_1+1)/n1"'nj_1 R
_‘_aﬁ_ij/nl...njei(mj/nl...nj)2n1...nj,l 4. ) > O}

' — )

Ly = {(-ri, aﬁlrml/mei(ml/nl)((4n1---ng71+3)/2)7f 4o
_{_aﬁQ,r.mg/nanei(mz/nlng)((4n1...ng,1+3)/2)7r + -

+aﬂ_ij/nl,..njei(mj/nl...nj)((4n1...nj,1+3)/2)7r 4. ) > O}
i = )
Consideremos agora:

Yk (7“) — (reiUk(T)’ bﬁlrll/mei(ll/m)ak(ﬂ 4 bﬁﬁelr(ll+1)/<hei((ll+1)/f11)0k(7’) 4o
+b527“12/q1q2 eillz/q1q2)ok(r) + b62+82r(lz+1)/qu12ei((lz+1)/q1Q2)0k(T) 4.

b, rli/ i ili/n-G)on(r) 4y € S (0)NF (Ty); k=1,2,3,4.

Suponha que exista um germe de aplicacio subanalitica bi-a-Holder F': (C,0) — (C,0),

V ap < a < 1. Decorre do Teorema [3.1] que

mj

—J 2
T2 = Zaf) S roer

1
Afirmagao: ——  lim(oy(r) — o3(r)) € Z.
2q1 ... q;T

Prova: Suponhamos que nao, entao usando o Lema e admitindo a > «q temos:

m; a2 > m; Ogg Z m; ‘ lj.nl...nj _ lj
, .
> min{l + ord, (¢"*7) —1); —L—}
m<
= ord, (||X; — Z3]|) > —L—a”.

ny...n;
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Dai, podemos escolher oy e o3 tais que

lim (oq (1) — o3 (1)) =2¢1 ...q;7k, k=0,1

r—0

Suponhamos
lim (oy (r) — o3 (1)) = 0.

r—0
Neste Caso, temos que ocorre uma das Seguintes alternativas

lim (o1 (1) — o2 (r)) =0 ou lim (oy (r) — o4 (r)) = 0.

r—0 r—0

Suponhamos
lim(oy (1) —oa (1)) = 0.

r—0

Como |0y — 09| < |0y — 03], Vr. Entao, temos

OrdT(ei(O’l(T)fg?)(T)) _ 1) S O,’,dr(ei(gl(T‘)*Ug(T)) o 1)

Assim,
Lt ord, (607200 1) > 14 ord, (Her¢)-os0) _ 1)
> m; 2
> ——
ny...n;
e
1
_ + ordr(elﬁ(m(r)i@m) -1) > L
qi-...qg qi-...qg
Ay .
—i—OTdr(el‘ﬂ“"q’“ (o1(r)=0o3(r)) 1) > Loﬂ.
sl - Ny
Portanto,
m; )

[0}

24 () = Za ()] S 771+

Denotemos 0 (r) = F~!1 (3 (r)); k = 1,2. Entao, temos
01(r) = (f (r) sag, (F (r)™/™ +.) e 6x(r) = (ig (r) ,ag, (g (r)™/™ +...),

onde '/ < |f (r)| = |g (r)| < r®. Portanto,

01 (r) = b2 ()| Z [ f (r) —ig (r)]| Z re.
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Logo, como F' é bi-a-Hdlder, temos

1 1 mj

ra? S8 () = S (Dl S8 () = Do ()] 7™M

e assim

o que é um absurdo.

Observo que os outros casos sao analisados de forma completamente analoga.
[ |

Exemplo 3.2 Sejam

r =t - x =10
C: 6T e C: 9 410
y=1 4+t y=1t"+t

Entao nao existe germe de aplicacao subanalitica bi—%—g-Hdlder F:(C,0)— (C‘, 0).

Prova. Suponhamos que exista germe de aplicagao subanalitica bi—g—;—Hb'lder F:(C,0) —

(C’, 0). Consideremos I'y, 'y, '3, Iy os seguintes semiramos em C":
Ty = {(r,7¥? + 774 . r > 0}

F2 — {(Ti, r3/2€i(3/2)7r/2 + 7“7/46i(7/4)7r/2) o Z 0};
Ty = {(r,r*? —¢7%) . > 0};
T, = {(—Ti, 3/20i(3/2)11m /2 + 7,7/462'(7/4)1177/4> p > O},

Consideremos agora:
Y (1) = (refor ) :3/26i3/2)ok(r) 4 p58616/3ok(r))y € § ()N F (Ty); k=1,2,3,4.

Suponha que exista um germe de aplicacao subanalitica bi—g—g—Hélder F: (C,0) = (C,0).

Decorre do teorema [3.1] que ”
X1 — 3g]] S 716

1
Veja que, or lim(oy(r) — o3(r)) € Z, pois caso contrario, usando o Lema [3.1| temos
m

5 .
3 > min{l + ord, |e’("1"’3) —1

2
= ord, (%~ Sl) > 1 >

)
75}

J
w | ot



Dai, podemos escolher oy e o3 tais que

lim (o1 (r) — o3 (r)) = 120k, k=0,1.

r—0

Suponhamos
lim (oy (r) — o3 (1)) = 0.

r—0
Neste Caso, temos que ocorre uma das Seguintes alternativas

lim (o1 (1) — o2 (r)) =0 ou lim (oy (r) — o4 (r)) = 0.

r—0 r—0

Suponhamos
lim (oy (r) — 02 (1)) = 0.

r—0

Como |0y — 09| < |0y — 03], Vr. Entao, temos

OrdT(ei(O’l(T)fg?)(T)) _ 1) S O,’,dr(ei(gl(T‘)*Ug(T)) o 1)

Assim,
1+ ord, (ei(Ul(T)*Uz(T)) _ 1) > 1+ ord, (ei(m(r)*os(r)) . 1)
27
> — )
- 16
.3 .3
; +ord, (212 ) ) > g + ord, (2171 (st _ 1)
27
>
- 16
(§]
5 5
g + OT’dT<€Z§(01(T)_U2(T)) . 1) > g + OTdT(ezg(al(r)—ag(r)) i 1)
27
> —.
- 16
Portanto,

IS0 (r) = 25 ()| S 756

Denotemos 0, (r) = F~1 (3 (r)) ; k = 1,2. Entao, temos

28

Bi(r) = (£ () F P2 F ) e 8alr) = (g () g ()2 D724 ()72 i)
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28 27
onde 7"\/:7 SIf)=lgr)| < 7“\/;. Portanto,

100 (r) = 02 ()| Z [ f (r) —ag (r)[ Z 7V 27

Logo, como F' é b1—2—7—Holder temos

27
P36 (r) — 82 r II\ﬁ S 1% (r) = 2o (r)] S 736

e assim

27 28
— < —=729<44
16 — 27 729 3,

o que é um absurdo.
Os outros casos sao analisados de forma completamente analoga.
|

Teorema 3.2 Dados (C,0) e (C,0) dois germes de curvas analiticamente irredutiveis
em C?. Se existir F: (C,0) — (é’,O) germe de aplicacao subanalitica bi-a-Holder, para

algum o suficientemente prézimo de 1, entio (C,0) e (C,0) possuem os mesmos pares de

Puiseuz.
lini...ny . l; m; .
Prova. Dos Lemas I e H temos —— = 1, ou seja, = V.
miqi ... q; qi---q; ny...Nn;
Assim, para i =1, temos—:—:>n1—q1 e my =1.
n q1
. mo lg
Para 1 = 2, temos = ——. Como n; = q, segue que ny = qa € Mg = lo.
n172 q192
) . . My Ly
Processeguido desta maneira teremos, para ¢ = g, = . Como
ny...nNy qi---4q
N = q,Ng = Q2," -+ ,Ng—1 = Qg—1, t€MOS ng = ¢y € my = lg. Assim (mq,n1) = (L, 1),

(ma,n2) = (2, q2), ..., (Mg, ng) = (ly,q4), ou seja, (C,0) e (C,0) possuem 0s mesmos pares
de Puiseux.
H

Corolario 3.1 Sejam (X,0) e (X,0) dois germes de curvas analiticamente irredutiveis
em C2. Entio (X,0) é bi-a-Holder equivalente a (X,0), para algum o suficientemente

prozimo de 1 se, e somente se, (X,0) € Lipschitz equivalente a (X,0) em C2.
3.3 Germes de curvas planas com mais de um ramo

Seja (C, 0) um germe de curva analitica complexa em C? com ramos C' = UIC
1€

Seja m; a multiplicidade de (C;,0); @ € I. Para cada par i # j € I, por analogia com o

caso de curvas reais, consideremos o seguinte niimero:
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sh(C;, C;) = ord,(dist(C; N S,.(0), C; NS,.(0))).

E, consideremos também,

coinc.(Cy, C;) = maz{ord,[ys(z"/™) — 2 (2/™)] ; 1 <k <my, 1 <1< m;}

em que {yy (xl/ m)}znzl é o conjunto das parametrizacoes de Newton-Puiseux de C; e
{z (a:l/ mi)};ij1 ¢ o conjunto das parametrizagoes de Newton-Puiseux de C}. O ndmero

coinc.(Ci, Cj) é conhecido como coincidéncia entre C; e C;.

Agora, vamos apresentar um Lema que estd provado em Fernandes (2003)) e

que sua prova esta mantida aqui.
Lema 3.4 sh(C;,C;) = coinc. (C;,C;), Vi # jem I.

Prova. Sejam I';,I'; arcos de teste em C; e C}, respectivamente, descritos por
Ty (r) = (r, (™)) € Te N S, (0); k=1, J,
em que §;(zY/™) e §;(x1/™) sdo parametrizacoes de Newton-Puiseux de C; e C; tais que
coine.(C;, C)) = ordx[ﬂi($1/mi) - ﬂj(xl/mj)]'
Entao
dist(C; N 5:(0),C; N S:(0)) < U (r) = Ty (r)| = [gi(rt/™) = g (r/™))|

Portanto, sh(C;, C;) > coinc.(C;, C;)

Por outro lado, temos
Jie(zV/™) = h(xY™) 4 g (a¥™), k=1i,j

com Ode[gi(:L‘l/mi) B gj<x1/mj)] = min{ordxgi(xl/mi)> Ord:cgj(xl/mj)}
Sejam I'; C C, T'; C € arcos de teste tais que

dist(C; N S,(0)), C; N S.(0)) = dist(T; N S,(0)),T; N S,(0)).

Seja
Ly (r) = (re™ 0, gy (rt/meeme)) € S, (0) N F (k)5 k=1, J
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Portanto

ord, |I'; (r) =T (r)]] = min{l+ ord, ‘ei%m - e”j(’“)| :
ord, |gi(r1/mi6iw(7“)/mi) — (Tl/mjeivj(r)/mj)‘}

Mas, como

1+ ord, i) _ e”f'(’")‘ < ord, ‘h(rl/miem(r)/m") — h(rl/mje”f(”)/mj)

I

temos

ord, |T; (r) =T (r)]] < min{ordrgi(Tl/m"e”(r)/mi), ord,g; (Tl/mje”j(’"))}
= coinc(C;, Cy).

Isto é,
sh(C;, C;) < coine.(C;, C;).

Portanto, segue-se o resultado.
[ |

Teorema 3.3 Sejam (X,0) e (X,0) germes de curvas analiticas complezas em C* com

ramos X = JX; e X = |JX,. Se ezistir F: (X,0) — (X,0) germe de aplicagio suba-
i€l jed

nalitica bi-a-Hélder, para todo o suficientemente proximo de 1, entao existe uma bijecao

¢: I — J tal que B(X;) = B(Xsa) € (Xi, X3)y = (Xoiiys Xog))o, onde (.,.)y € a multipli-

cidade de intersecao em 0.

Prova. Seja F': (X,0) — (f( ,0) um germe de apliccdo subanalitica bi-a-Holder, para
todo 0 < a < 1. Por argumentos topoldgicos, podemos supor que I = J e F(X;) = X,V

i € I. Segue do Teorema [3.2{ que B(X;) = B(X;), Vi € I. Agora, consideremos i # j € I
2 sh Xz‘,Xj> Sh(Xi,Xj) .
e mostremos que a® < —, = < —. Para isso, tomemos I';, I'; arcos de
Sh(Xl', X]) Sh(Xi,Xj) o
teste em X taisque I'; C X; 1 =1,2¢

dist(X; N S,(0), X; N S,(0)) = dist(T; N S,(0),T; N S, (0))

Observemos que F(T;), F(T;) sio arcos de teste em X tais que F(T;) C X;, i = 1,2. Dalf,

temos que

Agora, como F ¢é bi-a-Holder, podemos lancar mao do Teorema para obter a desigual-
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dade

%dm(ri (1.5,(0),T; 1 5,(0)) > dist(F(Ts) N S,(0), F(T;) N S,(0)).

1
E, portanto, ?sh(Xi,Xj) > sh(X;, X;). Com um argumento completamente simétrico
1 .
ao usado acima, provamos que sh(X;, X;) < — sh(X;, Xj). E, assim, concluimos que a? <
o

Sh(Xi,Xj) Sh(Xi,Xj) 1 ~ o~

, ——— < —, para todo 0 < a < 1. Portanto sh(X;, X;) = sh(X;, X;),
Sh(X’MXJ) Sh(X“X]) a? P ( j) ( ])
V i # j € I. Assim, pelo Lema , temos que coinc.(X;, X;) = coinc.(X;, X;),V

i # 7€ I. Em (1977), M. Merle obtém uma releitura do indice de interse¢ao dos ramos

de uma curva a partir da coincidéncia desses ramos. Fazendo uso dessa relagao, temos
[ |

Definigao 3.5 Uma Aplicacio ¢: U C R™ — RP é chamada log-Lipschitz continua se

existe uma constante A > 0 tal que:

- Az =yl
lo(z) — o)l < M|z -yl i

Quando n = p e ¢ tem uma inversa log-Lipschitz continua, diremos que ¢ € bi-log-

Lipschitz.

Defini¢ao 3.6 Sejam (X, z) e (Y,y) germes de subconjuntos semianaliticos de dimensao
real 1. Dizemos que (X, x) € log-Lipschitz equivalente a (Y,y) se existir um germe de

homeomorfismo bi-log-Lipschitz F: (X, z) — (Y, y).

Proposicao 3.1 Seja ¢: (R",0) — (RP,0) um germe de aplica¢io. Se ¢ € log-Lipschitz

continua, entao ¢ € a-Holder continua para todo 0 < o < 1.

Prova. Considere f: R — R fun¢io dada por f(z) = z'"%log %, com 0 < a < 1. Observe
que f(z) < 1, para z suficientemente préximo de zero. Admitindo que ¢ é um germe de
aplicagao log-Lipschitz e que f(z) < 1, para z = ||z — y|| suficientemente préximo de zero,
entao temos

[p(2) = oY)l < Allz =yl log Te=vl < flz =yl

Iz =yl

Portanto ¢ é um germe de aplicacao a-Holder para todo 0 < a < 1.

Do Teorema |3.3| acima, temos o seguinte Corolario.

Corolario 3.2 Sejam (X,0) e (
¢ bi-log-Lipschitz equivalente a (

(X,0) em C2.

X,O) curvas analiticas complezas em C%. Entdo (X,0)
X,O) se, e somente se, (X,0) € Lipschitz equivalente a
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4 EQUIVALENCIA HOLDER DE FUNCOES DE DUAS VARIAVEIS

Estudamos no capitulo 3 classificacao de germes de curvas moédulo homeo-
morfismo bi-a-holder. Em [1997, Risler e Trotman perguntam se equivaléncia bi-lipschitz
do conjunto dos zeros f~1(0) e g~1(0) de germes de fungoes analiticas complexas f e g
com singularidade isolada implica na equivalencia bi-lipschitz de f e g. No entanto em
2003, Henry e Parusinski mostram que classificagao de germes de fun¢oes admite moduli

continua. Posto isso faremos a seguinte pergunta:

A equivaléncia bi-a-Holder, 0 < o < 1, de germes de fungoes analiticas

(C2,0) — (C,0) admite moduli ?

O objetivo deste capitulo é responder a pergunta acima. De fato, respondemos
positivamente a pergunta mostrando que: Dado um o, com 0 < o < 1, existe d € Z,d > 1

12

1
tal que p < a® < 1. Cosideramos a seguinte familia de germes de polindmios w-

homogénios, w = (d, 1), a 1-parametro f;: (C?,0) — (C,0) , t € C, dada por
fo(z,y) = 2% — 320y + o3 (2)

Nosso propdsito neste capitulo é mostrar que a familia dada em admite
moduli continuo para bi-a-Holder equivaléncia, ou seja, as classes de equivaléncia bi-a-
Holder sobre a familia dada em sao os elementos da familia dados continuamente no
parametro t, em particular, estamos dizendo que o ntimero de classes de equivaléncia bi-

a-Holder sobre a familia dada em é nao enumeravel . Para mostrarmos esse resultado

consideramos uma vizinhanca da curva polar I': el 0, que chamamos de vizinhanca
tipo Parunsinski. A idéia é encontrar nesta vizinlmlan(;a um invariante de equivaléncia
bi-a-Holder de tais germes que varia continuamente nesta familia. No caso de um tnico
germe f; o invariante é dado em termos do coeficiente lider da expansao assintética de f;
ao longo do ramo da curva polar I': df,/0z = 0.

A fim de encontrar este invariante vamos construir uma vizinhanca Yj tipo

Parusinski de T’ que seja preservada por um homeomorfismo bi-a-Holder H: (C% 0) —

1
(C%0) , com \/g <a? <1

Vale observar o seguinte:

Observagao 4.1 Diante da desigualdade de Lojasiewicz ver (COSTE, 2002, p. 31, Te-
orema 2.12), todo germe de homeomorfismo semialgérico é Holder com inversa Holder.
De fato, considere F(z,y) = ¢(x) — ¢(y) ¢ G(x,y) = x — y, com ¢: (R*,0) — (R",0)

homeomorfismo semialgébrico. Como ¢ é germe semialgébrico entao temos que F' e G
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sao semialgébricas definidas num compacto. Assim da desigualdade de Lojasiewcz existe
N,NeNeC,C >0 tais que

[¢(z) = d(y)| = |F(z,y)] < C|G(x,y)|” < Clz =y’ 8=1/N

67 (2) — o7 )| = |Glo7 (x). 07 (y))| < é|ﬁj<¢—1<x>,¢—1gy>>|ﬁ
< Clo(o (@) = (67 W) < Cle -y’ , B =1/N

Teorema 4.1 (Shiota-Benedetti) O conjunto dos germes de fungoes (R™,0) — (R, 0)
polinomiais de grau d nao admite moduli a menos de equivaléncia via um homeomorfismo

semaalgébrico.

Observagao 4.2 Como consequéncia do Teorema de Shiota-Benedetti, segue que a equi-
valéncia Holder (com expoente nao necessariamete pré-fixado) de fungoes polinémias nao

apresenta moduli continuo.

4.1 Homeomorfismo bi-a-Holder e um conjunto preservado por este homeo-

morfismo

Nesta se¢ao, definimos e exemplificamos homeomorfismo bi-a-Holder. Também

construimos um conjunto Y preservado por um homeomorfismo bi-a-Holder H: (C?,0) —
1
(C2%,0), com 7 < a'? < 1, o qual mostramos na secao 4.2, que para um germe de funcao

analitica f;: (C?,0) — (C,0) na familia (2), este conjunto Y5 é uma vizinhanga da curva

polar I': 9f;/0z = 0, a qual chamamos de vizinhanga tipo Parusinski.
4.1.1 Homeomorfismo bi-a-Holder

Iniciamos com a definigao [3.1] do capitulo 3.

Definicao Uma Aplicagao ¢: U C R™ — RP € chamada Holder continua se existem
a>0e)>0 tais que [|[d(x) — o(y)|| < Alx —y||”, para todos z,y € U. O nimero X €
chamado a constante de Holder e o o expoente de Holder.

Quando n = p e ¢ tem uma inversa Holder, diremos que ¢ € bi-Holder.

Definigao 4.1 Dois germes f,g: (R",0) — (RP,0) sao chamados bi-a-Hélder equivalente
se existir um germe de aplica¢ao bi-Holder ¢: (R",0) — (R™,0) tal que f = go¢. O

nimero o é o minimo entre os expoentes de Holder dos germes ¢, ¢~ : (R™,0) — (R™,0).



35

Exemplo 4.1 Sejam f,g: (R,0) — (R,0) dados por f(x) = x, g(x) = 23. Seja ¢: (R™,0) —

(R™,0) dado por ¢(x) = Jx. Observe que f(x) = g(¢(x)). Entdo numa vizinhanc¢a da

origem suficientemente pequeno temos que

3
|¢<I’) i ¢(y)|3 _ ‘xl/S . y1/3| _ |IE1/3 o yl/S‘ ‘x2/3 o 21’1/33/1/3 + y2/3|
oy N T e R TR
‘IQ/S — g /3yl/3 y2/3}

|22/3 4 g1/3y1/3 1 42/3]

¢ limitado. Portanto, |¢(z) — ¢(y)| < M |z — y|Y*. Como
07 (@) = o7 (W) =z —yl 2" + 2y + 97| < Xafw -yl

entdo f e g sdo bz’-%-Hé’lder equivalentes.

Exemplo 4.2 Sejam f,g: (R,0) — (R,0) dados por f(z) = 25, g(z) = 7. E facil

mostrar que f e g nao sao bi—%-HO'lder equivalentes.
4.1.2 Um conjunto preservada por um homeomorfismo bi-a-Holder

Fixe g = f; ¢ ¢ = fy. Fixe um tnico germe g: (C?,0) — (C,0) e um
ponto py € C? perto da origem. Fixe uma constante K suficientemente grande que
posteriormente serd relacionada com a constante a—Holder de um homeomorfismo bi-a-

Holder. Seja ¢ = g(po). Seja B(po, p) a bola aberta centrada em py e de raio p. Denote

X (po, p) := B (po, p) N g~ (c).

Suponhamos que p,q € X (po, p) ao longo da mesma componente conexa de X (pg, K pa2)
que contém py. Entao, pode-se ligar p e q por uma curva C' por partes em X (py, Kpa2),
ou seja, v : [a,b] = X(po, Kp®*) curva C' por partes com v (a) = p e v(b) = ¢. Seja

disty, p. i (P, q) 0 Infimo dos diametros das curvas ligando p e g, isto é,
disty, p.1c (P, q) = inf diam (v) ,
Y

onde

diam () = sgp 1y (t:) — v (L)),

com P:a=t<t<...<t=bparticdo de [a,b].
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Defina .
(diStpo,p,K (p, Q)) e

Q2—i
Ip—q

onde o supremo é tomado sobre todos os pares de pontos p e ¢ de X(po, p) da mesma

@i(p(J;p?K) :=Ssup ) i:071727

componente conexa de X (pg, K p“z) contendo py. ¢;,t = 0,1,2 nao é necessariamente

uma funcao crescente de p. Entao definimos
wi (p07 P, K) ‘= Sup @; (p07p‘7 K) ) L= 07 17 2.
p'<p

Finalmente definimos
}/;(pa K7 A) = {pa 1/’1 (vapv K) 2 A}) i = 07 172

Intuitivamente falando Y;(p, K, A) para A grande, é o conjunto de pontos onde a curvatura
das curvas de niveis g~!(c) é muito grande. Vamos mostrar que tais Y;(p, K, A) sdo
preservados por homeomorfismos bi-a-Hélder.

Seja H: (C?,0) — (C?,0) germe de um homeomorfismo bi-a-Hélder que leva
os niveis de § para os niveis de g, onde g,g: (C%0) — (C,0) sao os germes de fungoes
analiticas. Fixe L > 1, uma constante a-Holder comum de H e de sua inversa H~'. Para
po € C? denotamos por py = H (pg) e da mesma forma, adicionamos o til para distinguir

o objetos do dominio correspondente ao contradominio de H, por exemplo
Yi(p, K, A) = {B; 4 (B, p, K) = A},i = 0,1,2,

serd um subconjunto do contradominio de H.

1
Lema 4.1 Suponha K > L'Ta . Entdo,

1 1 1 ~ 1
Yo(L™apa, K, AL*"a%) C H (Yi (p, K, A)) C Ya(Lp®, K, AL "),

Prova. Como H é bi-a-Hélder, temos

11 o
X(po, L™ ape) C H(X (po, p)) C X (po, Lp™).

1
Como K > LHa,

K (fo, L™apa) € H (X (po,p)) € X (o, kL@ p) © H(X (po, Kp°°)). (3)

- 11 - 1
Se po,p € X(Po, L apa) e estdo na mesma componente conexa de X (pg, kL™ ap®) entdo
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po e p= H™! (p) estdao na mesma componente conexa de X (pgy, K p® ) Assim, (3) implica

1 - 11
¢1 (p0>P>K) 2 L_a_QQwO(p(J?L O‘P‘%K)-

De fato, dados py,ps € X(ﬁo, k‘L_épa) na mesma componente conexa de pg. Sejam p; =
H™'(p1),p2 = H ' (P2) ey: [a.b] = X (po, Kp® *) dado por 7y (a) = p1 e (b) = ps ligando
p1 € p2. Seja 8= Hory: [ab] — X (o, kL™ ap*) dado por 8 (a) = H (v (a)) = H (p1) =
pre B(b)=H(y(b)) = H (p2) = P2 ligando py e pa. Assim,

disty, ~1/ap/e i (P1,D2) = iﬂf diam (p) < diam (B) = sup |B (t;) — B ()]

= sup|H (v (t:)) — H (v (t;))]
< Lsup|y(t:) —v ()" = L(diam (7))" .

Logo, dists, 1-1/ap/a i (P1,P2) < L (dists, 5 (p1,p2))”. Portanto,

=

1
o2

e
(distsy —1/apia i (D1, P2))e? < Lo? (disty, o1 (P1,p2)) @

Veja também que

~ ~ | [0 a | ~ a?
Ipr —p2l < Lpr — p2|” = |p1 — p2|™ < L |p1 — P2l
1 Lo
— < T
D1 — Po 1 = 2l

1 ] 1
(disty, -1/a 1/°¢K(plap2)) o’ L (distsy, px (P1,D2))

Entéoa S La+? «
\p1—p2| [p1 — P2
Assim, ) L
L™ a2 4y (po, L apa, K) < 4y (po, p, K) .
Analogamente,

1~ ~ «
U1 (po, p, K) < L' oy (o, Lp™, K) .

Um argumento similar mostra o seguinte.

145
Lema 4.2 Se]am5>0 e Y (6, M, K, A) —{p,%(p,]%a8 7 pletF K) = A},
Lio

i=0,1,2. Se K > L1+a+2 o® | entao

1 146

- 1 1 1
Yo(6, L a" o Mo¥, K, AL*"a?) C H(Y1(0, Ma® K, A))
Yo(6, L' a5 Mot K, AL " "a).
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Prova. Use

mIH

1148 145
X (po, L™a™ a8 M |py| a®)

N N N N N
<
AA@/\/—\
S
=
Q
!

Q)h
- =
=~
p)b
F
o
Q»n

1+5 146 146 146 1 1+5
X (o, Lo Ve ol @t ) = LM L et M (| et )

X (o

<X<po,L“+13f“+ o M |py| o))
%

bl

N
=

0,L1+126L +1+35+a+ ;5 M o)

><z

140
o, KL M o).

4.2 Existéncia de Moduli

Nesta secao mostramos o resultado principal desse capitulo, ou seja, mos-

%l<0z12<1e

tramos que dado «, com 0 < «a < 1, existe d € Z,d > 1 tal que
a seguinte familia de germes de polinémios w-homogénios, w = (d,1), a l-parametro

fi: (C%0) — (C,0), t € C, dada por

fi(x,y) = 2® = 32y + >, (4)

admite moduli. Para mostrarmos este resultado precisaremos de dois resultados que

anunciados abaixo, os quais provaremos posteriormente.

Proposicao 4.1 Seja Y;(6, M, K, A), onde § > 0,M > 0 e A, K sao constantes sufi-

cientemente grandes. Suponhamos que pi,ps € Y(5 M,K, A) e ezxiste um & > 0 tal
146, ) 1496

que |p1 — pa| < |p1|e®* . Entdo, para 0y < min{ :21 -1, :2. —1,2(d=1)} e uma
7 o~ 7

vizinhanga da origem suficientemente pequeno temos

ft (P1) ‘ 5
—a S p 27

7 (02) i

14+2t3 1—2#3

onde a € um dos sequintes valores: 1, , )
1—2t3" 14213
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Lema 4.3 Se K ¢ A sio constantes suficientemente grandes e 0 < 6 < v/d — 1 entdo
Yi(0, M, K, A) € ndo vazio e contém a curva polar I'. Além disso, neste caso, todos os
limites de f; (p1) /fi (p2) dados pela Proposi¢ao pode ser obtido tomando py e py ao

longo dos ramos de I'.

Agora vamos ao resultado.

Teorema 4.2 Sejam f; e fn dois germes de fungoes polinomiais w-homogenia dados por

1
fi(z,y) = 2* = 3t%2y** + > w = (d,1),d > 1, \/; <a? < 1.

Suponhamos t,t',1£2t3 e 1 F 2t sdo diferentes de zero. Se existir germe de homeomor-
fismo bi-a-Holder H: (C?,0) — (C?,0) tal que f; o H = fu entdo

14+262 1—22  [142t% 1—-2t%
1—23"1+23) | 1—2t3" 1423 "

146;
Prova. Sejam pj,ps € T' e §; > 0 tal que |p; —po| < |p1] «® . Do Lema e da
Proposicao , segue que para 0y < mz’n{lz—gl -1, 1a—*;5 —1,2(d — 1)}, temos

fi (p1)
i (p2)

14+ 2t3 1—2t3

1—2t3"142t3°
Agora, sejam iy = H (py) , ps = H (ps) entiio,

< |pl”,

—a

onde a é um dos seguintes valores: 1,

148
(1 — pa| = |H (p1) = H (p2)| < L|py = po|* < L|pa "o

Portanto,
145
(8

5 | < LM | _)<C’~#
[p1 — P2| < a® || <Clp| o" .
Do Lema e da Proposicao , segue que para 0y = min{l;r—ffl — 1,2 —1,2(d-1)},

ol
P ) <il®,
fv (P2

temos

~—
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14 2t8 1 —2t3

onde a é um dos seguintes valores: 1, , . Logo,
1—2¢37 1+ 2¢3
la—a| = ‘a— fi (p1) i fi (p1) —al<p |52 i fv (H (p1)) G
Ji (pQ) i (Pz) Je (H (P2))
P ft‘ (ﬁl) ~ 02 52
Pl + — —a| < |p1] "+
Pl i (Pa) ] ]
< 2|p1|*®, onde 65 < min{dy, ady}.

Fazendo |p;| — 0, temos a igualdade dos seguintes conjuntos
14267 1-26°  [142t° 1—2t°
1—2t3" 142683 |1—-203" 1423 )"

Isto implica 3 = 4¢3 como desejavamos.

Antes das demonstracoes da Proposicao e do Lema [£.3 vamos trabalhar
alguns Lemas necessarios para as demonstracoes da Proposigao e também do Lema

13l
Fixe g(z,y) = 2® — 3t2xy?? + y3d tal que t #0e 1£2t° #0.

Lema 4.4 Suponha que (z,y) € U :={(x,y); |0f/0x| < |0f/0y|} . Entdo,

r = +ty* + O(y** 1)

g(z,y) = (1 F 263y + O(y*H+20-1),

Prova. Veja que
0g/0z = 3(x? — t2y*)
g /0y = 3dy??(y? — 2t%x).

Considere a seguinte mudanca de varidveis = sy?. Entéo,

Og/0x = 3y*4(s% — t2)
dg/0y = 3dy>*~1(1 — 2t%s).

Além disto,

|3y*1(s? — 13| < |3dy® (1 — 2t%s)| = |s* — 3| < d|y|" " |1 - 25%].

Afirmagao: |z| << |y?|, para (z,y) € U.
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Prova. Suponhamos que |z| 2 ’yd}’ entio
‘x2‘ =~ ‘3«@2 - 3t2y2d| < ’—6dt2xy2d_1 + 3dy3d_1{ ~ |z| |y2d_1| '

O que nos da |z| < |y**7!| < |y?| e isto é um absurdo. Assim, |s| = Izl

< 1. Como
|y

podemos supor t limitado entao temos
52— | <dy|" 1 —25%| < My = s —t] s+t < My,
onde M é constante. Assim,

s —t| < My |yl ou |s+t] < My ly|™".

Suponhamos
s —t] < My |y|"".
Entao,
x _ _
E_t‘ < M|y = |z — ty?| < My |y
Portanto,

z =ty + O(y%).
Supondo o outro caso, temos
= —ty’ + O(y*" ).
Assim,
r = +ty? + O(y* ).

Agora, g(v,y) = > (s> = 3st* + 1)

‘g (x,y) — (1 F 2t3) y3d| = ’y?’d (53 — 3st? + 2253)!
= ¥ s Ft) (sF1t) (s £2t)|
< MlsFo[sF 1]y

My |y |y
= M |yRren)

A

Portanto, ¢ (z,y) = (1F 2t3)y>? + O(y>*+2(d-1),
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[ |
Lema 4.5 Sejam 6 > 0 e C' > 0. Entdo, no conjunto
{p=(z,9); 3o = (z0,50) €U, g9 (p) = 9 (po) |y — vl < C |yo| ™}
temos
z = 0(y) (5)
e
g(x,y) = (1729 + O(y*™), (6)

onde §' = min{é,2(d — 1)}.

Prova. Seja § > 0, y ~ yo. Temos

9 (z,y) — (1 F28) *| = |g(z0,90) — (1 F2%)y5" + (1 F 2¢°) (55" — v*")]
< g (zo,y0) — (L F26%)y3%| + |1 F 23| |yo? — v
<y 1 26 Jyo — vl (|3t

+ e yl + .+ )
< ‘yS’d”(d*”‘ + O |1 F 268 |ys ) M |yt
M [yo** (Jyo*“™ + [wol)
M ‘y0’3d+5‘ _ M |y|3d+6' 7

IN

IN

onde ¢' = min{2(d — 1),9}. Assim,
g(z,y) = (17 2% 3+ O(y24+0).
Tomando = = sy¢, temos
Y (P =3t + 1) = g (z,y) = (LF2¢%) v* + O(y*7),

ou seja, |y3d| |s —3st £2t3| < M ‘y?’d”“ = |s—3st 23| < M |y5‘| . Como podemos
supor t limitado entdo teremos s limitado. Logo |z = [s||y?| < M'|y?|. Isto nos dar
z = O(y").

[ |

1 146
Corolario 4.1 Seja Y;(0, M, K, A) = {p;v¥i(po, Mo*% |p|a®=2 K) > A},i = 0,1,2,
onde d > 0,M >0 e A, K sao constantes suficientemente grandes. Entdo, as formulas

() e (6) valem para todos (z,y) €Y.
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_1 146 . 5
Prova. Fixe py e suponha que X (pg, KM a*% |pg|a®=2") nao interesecta U. Entao a

projecao X. = f~!'(c) - C dada por (z,y) — y é submersao e X, préximo de cada
1 gevy

ponto de X (pg, K Ma*=2" |py|a®=2") é o grafico de uma funcao x = z (y) com a derivada

limitada por 1. Com efeito, como py ¢ U, |0f/0x| > |0f/0y| e a singularidade de f é

isolada na origem, entao nao podemos ter df/dx = 0 em py # 0. Logo X, é grafico numa

vizinhanga de py. Veja também que, f (x (y),y) = c e derivando obtemos,

of [0z (z (y),y) -« (y) + 0f /0y (z (y),y) - 1=0.

Logo,
af /9y (z (v) ,y) _of /oy (x (y),y)

“offor .y ¢ YT B e (),

145
Considere Vy = {y/ |y — yo| < N |yo|o®* }. Existe uma constante N = N (C) tal que
146

1.

IN

v (y) = '|

Q:=n1(Vy)NX(po, C| po\ﬁ) ¢ a uniao de graficos de funcoes analiticas definidas em
Vxn e com derivada limitada por 1 e tal que 7, restrito a €2 é um recobrimento finito sobre
V. Denotamos essa restricao por m.. Se C' = C'(M,0) ¢é suficientemente grande, entao
para N'= N(C") temos X(po,Mﬁ pd%) C w71 (Vy) e se K for suficientemente
grande, entao 77! (V) C X(pO,KMﬁ =
para N' = N'(C) e teremos

A4o
pole**"). Finalmente escolheremos C' tal que

140

1 A+d _1_ 145
X<p0, M o832 p0|a8—2i) C 71';;1 (VN‘) C X(pO,KMOé‘l*Qi p0|a4—2z) C ﬂ_\cfl (VN>

140
Po|@®%) estd no componente conexa

1
Isso nos permite mostrar que se p € X (pg, M a®=%

1 146
de X (po, KM a™7% |py| ™) contendo py, entao p estd na mesma componente conexa de
771 (V) contendo py. Assim, para concluir, notamos que nesta componente conexa a

distancia diametro ao longo de Xc¢ é comparavel a distancia euclidiana. Com efeito, seja
7+ [a, 0] = Xe tal que v (a) = (x (y (@), y (a)), 7 (b) = (z(y (b)), y (b)),
dist i x5 (p1,pe) = infdiam (p) <infl(p) < / |y (t)] dt
po,MaS_m |p0| 8—21 ,K “w " VN

< /V ' @)\ ()] + 1dt

< V2 fy ()t

|p1 —p2| > |y1 - y2|.
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Portanto,
(dist 1 s (p1,p2)) ‘
—ix 5 % ) Yy t dt
po, M o8~ 2" po| ¥~ K < ﬂm <20, C constante.
[p1 — pa| (Y1 = 92l

Assim quando pg — 0,

. 1/« .
(dist 1 15 (p1,p2)) / dist L s (p1,p2)
po,MaS_Ql |p0‘ a8—21i ,K po,Mag_QZ ‘PO‘ a8—21 ,K

|101 —p2|a |P1 —p2|

Logo,
(dist 1 s (pryp2))

M B2 o821 |
Po |p0| - S \/§C
P1— P2

146
pole®* | K) < A. Logo py ¢
Yi(6, M, K, A). Conseqiientemente, se py € Y, entdo existe um ponto p = (z,y) € U de

1
Portanto, para A suficientemente grande, ;(pg, M o5~

tal modo que
1+9
4—21

_1_
|p — po| < KM a®=2 |pg|a

Entao, o coroldrio segue do Lema [£.5]

Agora vamos demonstrar a Proposi¢do [4.1]e o Lema [4.3]

Proposicao Seja Y;(0, M, K, A), onde 6 > 0,M > 0 e A, K sao constantes sufici-

entemente grandes. Suponhamos que py,ps € Yi(6, M, K, A) e existe um d§; > 0 tal que
A+ . o 1+6 1+0

Ip1 —p2| < |pi[e®* . Entdo, para 6y < min{——- — 1, —— — 1,2(d — 1)} ¢ uma
B2 82

vizinhanc¢a da origem suficientemente pequeno temos

'9(291)

—al <|m|™,
g (p2) ‘

14263 1—2¢°
1—23" 1+ 23

onde a € um dos sequintes valores: 1,

Prova. Sejam p; = (z;,y;), i = 1,2. Entao pelo Corolério

1+0
82

g (pi) = (1 T 2t3) yf’d + O(yf’dM‘), d' = min{ - 1,2(d=1D}ex; = O(yf).

Assim,

145, 148, 146) 10
[y —yo| < |p1—p2| < |p1]e® = |y < yi|e¥> = y1 —y2 = Oy ).
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Loy - -1
Como |y — ya| < |y1]e*=", temos que O(y ) =O(ys" " ). Note que,

d} |3d—1 ’3d—2 3d—1)

+ [ Y2 4.+ |ye

146 1+
2L < M|y2|3d+ﬁ—1 <M |y1|3d+a8—_21i—1

= =y — el (I

1451
S M |y2| 821
< M |y1|3d+62 :

Suponhamos

g(p1) = (1=26%) g} + O(y}"™*") e g (p2) = (1+26°) 3" + O(y3"*?),

ou seja,
' 9!
g (p1) — (1= 26%) 3] < [P e |g (p2) — (1+26%) 43| < |y
L 1—2t3 .
0go ara @4 = ————— €e1mos
80, P 1+ 2%
g (p1) ‘g (p1) — ag (p2) 1
—a = 19 (p1) — ag (p2)|
‘9 (P2) g (PQ) |9 (P2)|
1
< e |9 (p1) — (1 =263 y" + (1 — 2%)y" — (1 — 26%) 5"
1
+(1—2%)y3" — ag (p2) |
1
< WHQ (p1) — (1 —26%)y?] + (1 = 26%) | |y — 3]
1
-+ ’ag (p2) —a(l+ 2t3)y§’d|]
1 I I
< g [P =26 [P+l |||
|y1|
1
< g [P =26 [l Jal [l
|3/1|
= M'|y|™.
Portanto,
'g(pl) _a‘ S ’p1’52
g (p2)

Lema Se K e A sdo constantes suficientemente grandes e 0 < § < \/d — 1, entdo
Yi(6, M, K, A) é nao vazio e contém a curva polar I'. Além disso, neste caso, todos os
limites de g (p1) /g (p2) dados pela Proposi¢do pode ser obtido tomando p; e py ao

longo do ramos de T'.
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Prova. Fixe K e d. Considere a projegao m.: X. = ¢! (¢) — C, dada por 7, (z,y) — .
Fixado y, com (z,y) € X, entao

2® — 3t?y* e + ¥ = e (7)
Sejam (3, ¢ e n raizes de ([7))
(= B)(x = ¢) (x —n) =2 = 3t**x +y* — ¢,

a® — (B4 C+n)a®+ (BC+ Bn+C(n)x— B¢y = 2° = 3t°y* 'z + y** — ¢,

B+(+n=0
B¢+ B+ (n = =3t*y*
Ben=c—y*

1) Se f=¢=m,

=0 = =0 = y=0 = c=0,

2) Se B =(#n,
20 = —n,0%+26n= 5"+ 28(-26) = -3ty
s 387 = 342y
— ==ty en=T2y", 5°(-28) = c—y*
= ¥ =c+28% =c+ 2%y
— (1:F2t3) =c = y:ci%_ld (1422153)_%1

Entao concluimos que (7)) com ¢ # 0, ndo tem raizes de multiplicidade 3 e as raizes de

multiplicidade 2 sao as de coordenadas
L 1
r=+ty?, y= (1 F 2153) 3d 3d

0
Note que, quando ¢ = ¢! (py) , com py = (x,y) € T := {a—i = 0}, as raizes de multiplici-

dade 2 de @ sao exatamente os pontos de I' N X, cujas coordenadas sao
_Lo1
r=+ty?, y= (1 F 2t3) 3d 3d

Portanto, 7. é um triplo recobrimento ramificado nos pontos I' N X... Veja,
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sl

S=)

Y,

Figura 1: Triplo recobrimento ramificado

po = (20, y0) = (ty§, o),

Pr = (21,0) = (~2ty 90), o = ¢34 (1 -+ 24) 34
Po = (Zo,J0) = (—t7d, Go) N

Br = (1, o) = (2458, o), Go = c3a (1 — 243) 734

Segue que
[po — 1l = [3t95] < [ol”
Bo — 1| = [3t58| < |90|
|To — o] = [t] |y + 73| < M‘ lyo|”
Yo — Yo| = ‘cé (1+2t3)~ 59 Ld (1— 23" =

1
1 — (28 3d
1—263

Do — Pol = |To — vo| < 2yol-

= |vol < M [yol

Concluimos entao que as distancias entre os diferentes pontos de ramificacao, ou de forma
equivalente, entre as suas projegoes sobre o eixo y, sdo de tamanho comparavel a |y|. Fixe

um ponto py = (xg,yo) de ramificacdo de 7. Seja V = {y ly — y0| < elyo|}, € pequeno.

140
Entao, se py é suficientemente proximo da origem, K M o*=2 a4 7 |po| o™ ' < g, 1:”31 —-1>0.
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146
Assim, dado p € X(po,KMa4 % \po\a4 2

1 . 1+6_
ly — yo| < |p— po| < KMa*% |pg|o™2 < e|po| < e|yo|, po € U.

Portanto,
146

|044 et (v).

C

1
X(po, KM ad=2i

Por outro lado, suponhamos que p = (z,y) € g~ (c) satisfaz
144
v = yol < lyolo™".
Entao, pelo Lema , r = O(y?) e, portanto

145
[z — x| < [x[+ |ao| < \y!d+ [yol* < Q\yo!d [y = ol < [yolo™™

<f—<f\f d.

= |[p—po| < |p0|0‘8 2 , pOIS

146
Denote Vs = {y; [y — vo| < |yo]e® ¥ }. Assim dado p € 7! (Vs), temos

146

4o
ly — yo| < |y0|0‘8 7 = |p—po| < |100|a8 2 < KMO/* > |po |°‘4 .

Portanto, 7! (V5) C X (po, KM# |p0|al+*gi). Note que, 7, ! (v5) consiste de duas com-
ponentes conexas, ja que m. ¢ um triplo recobrimento ramificado. Note também que
uma das componentes conexas contém o pp e a outra se projeta difeomorficamente sobre
Vs. Sejam €2 a componente conexa que contém py e 7. a restricao de m. a esta com-
ponente. Fixe y € Vs tal que |y — yo| = %|y0|o}%j"i e denote os dois pontos de 7! (y)
por p1 = (z1,y) € p2 = (z2,y). Entdo, pi, ps estao em 7! (y5) a qual é conexa. Note
que a projegao 7. de qualquer curva ligando P, e P, em 7! (ys) passa em torno de ypo.
Com efeito, suponhamos que a projegao da curva ligando Py e P, em 7, ! (y5) nao passa
em torno de yp entao ela sera homotdpica a um ponto. Isto nos diz que a curva ligando
p1 e po homotdpica a um ponto, Absurdo, pois a curva é aberta. Desde de que P, e P
€ g (c) entao

149
d. t > — 8—21
" PO,C|p0|a18t62i K (p1,p2) = [y — w0l 2 |?JO|O‘

Pelo Lema , 21 e 25 580 O(|y|") e conseqiientemente

p1 — po| = |21 — o] < || + 7| < 21y|* < 2C [yo|”.
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Assim
dist 1/~ 1/a2—i 146 1
( 18 p07Mﬁlpo‘al%_52i,K (p17p2)) < (%) / ’y0|a8—21 Q2
2=t = a2 2
(|P1 - pQ\) (20) ’y0|d
1
- M .
ol el
L 1496 146 146 |
Assim, como — < Vdel+0 < V= 2 <d = —0 <=0 < gn2 < a2,
at? a2 o 10-3i 10

temos
1+6

_1 ——
Yi(po, M o372 |pg| o2 | K) — 0o quando py — 0.

Portanto py € Y;(0, M, K, A). Segue que I' estd contido Y;(6, M, K, A), como germe na

origem, como querfamos. A ultima afirmacao do lema pode ser verificado diretamente,

considerando os limites da proposicao [4.1| ao longo dos dois ramos da I'.
[ |
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5 CONCLUSAO

Este trabalho teve como motivacao principal a seguinte pergunta:

Pergunta. Dado 0 < a < 1, a equivaléncia bi-a-Holder de germes de funcgoes analiticas
(C%,0) — (C,0) admite moduli continuo?

No Captulo 3, demonstramos os 6bstaculos para que as fibras especiais de
germes de fungoes analiticas (C?,0) — (C,0) sejam a-Holder equivalentes. Como con-
sequéncia desse estudo, obtemos que: se dois germes de curvas analiticas planas sao home-
omorfos, via um homeomorsmo que é Log-Lipschitz com inversa Log-Lipschitz, entao esses
germes sao bi-Lipschitz homeomorfos e, por conseguinte, topologicamente como germes
imersos em (C2,0).

No capitulo 4, mostramos que dada um «, com 0 < o < 1, temos uma familia
de germes de polinomios w-homogénios a l-parametro f;: (C%0) — (C,0), t € C, a
qual garantimos a existéncia de Moduli com relagao a equivaléncia bi-a-Holder. Mais
precisamente, construimos um invariante da equivaléncia Holder de tais germes que varia
continuamente nesta familia. Para um inico germe f; o invariante de f; é dado em termos
dos coeficientes principais das expansoes assintéticas de f; ao longo dos ramos da curva

polar genérica de f;.



51

REFERENCIAS

BENEDETTI, R.; RISLER, J.-J. Real algebraic and semi-algebraic sets.
Actualités Mathématiques, Hermann, Paris, 1990.

BIRBRAIR, L.; FERNANDES, A. Metric theory of semialgebraic curves. Rev. Mat.
Complut., v. 13, n. 2, p. 369-382, 2000.

BOCHNAK, J.; RISLER, J.-J. Sur les exposants de Lojasiewicz. Comment. Math.
Helv, v. 50, n. 4, p. 493-507, 1975.

COSTE, Michel. An introduction to semialgebraic geometry. Institut de
Recherche Mathématique de Rennes, 2002.

FERNANDES, A. Topological equivalence of complex curves and bilipschtz
homeomorphisms. Michigan Math. J., v. 51, n. 3, p. 593-606, 2003.

FUKUDA, T. Types topologiques des polynomes. Publications Mathématiques de
'THES, v. 46, p. 87-106, 1976.

HENRY, J.-P.; PARUSINSKI, A. Existence of Moduli for bi-Lipschitz equivalence of
analytic functions. Compositio Math., v. 136, n. 2, p. 217-235, 2003.

KUO, T.-C. On classification of real singularities. Invent. Math., v. 82, p. 257-262,
1985.

MERLE, M. Invariants polaires des courbes planes. Invent. Math., v. 41, n. 2, p.
103-111, 1977.

MOSTOWSKI, T. Lipschitz Equisingularity. 243. Dissertationes Math, 1985.

RISLER, J.-J.; TROTMAN, D. Bilipschitz invariance of the multiplicity. Bull.
London Math.Soc., v. 29, n. 2, p. 200-204, 1997.

WHITNEY, H. Local properties of analytic varieties. Differential and
Combinatorial Topology, Princeton University Press Invent. Math., p.
205244, 1965.



	INTRODUÇÃO
	PRELIMINARES
	Conjuntos e aplicações semialgébricas
	Conjuntos e aplicações subanalíticas
	Expoentes característicos de Puiseux

	EQUIVALÊNCIA HÖLDER DE CURVAS COMPLEXAS
	Homeomorfismo bi–Hölder, Semicomplexo de Hölder e Arcos de Teste
	Semicomplexo de Hölder e Arcos de Teste

	Ramos de curvas planas
	Germes de curvas planas com mais de um ramo

	EQUIVALÊNCIA HÖLDER DE FUNÇÕES DE DUAS VARIAVÉIS
	Homeomorfismo bi–Hölder e um conjunto preservado por este homeomorfismo
	Homeomorfismo bi–Hölder
	Um conjunto preservada por um homeomorfismo bi–Hölder

	Existência de Moduli

	CONCLUSÃO
	REFERÊNCIAS

