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Jeremias 29:11



RESUMO

Neste trabalho, mostramos que equivalência Hölder de germes de funções anaĺıticas (C2, 0)→
(C, 0) admite moduli cont́ınuo. Mais precisamente, construimos um invariante da equi-

valência Hölder de tais germes que varia continuamente numa famı́lia ft : (C2, 0)→ (C, 0).

Para um único germe ft o invariante de ft é dado em termos dos coeficientes principais

das expansões assintóticas de ft ao longo dos ramos da curva polar genérica de ft.

Palavras-chave: Germe de função anaĺıtica. Equivalência Hölder. Moduli.



ABSTRACT

In this work, we show that Hölder equivalence of analytic functions germs (C2, 0)→ (C, 0)

admits continuous moduli. More precisely, we constructed an invariant of the Hölder equi-

valence of such germs that varies continuously in a family ft : (C2, 0)→ (C, 0). For a single

germ ft the invariant of ft is given in terms of the leading coefficients of the asymptotic

expansion of ft along the branches of generic polar curve of ft .

Keywords: analytic function germs. Hölder equivalence. Moduli.
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1 INTRODUÇÃO

Nesta tese, estudamos a geometria Hölder das singularidades em duas variáveis

complexas. Mais precisamente, abordamos os germes de funções anaĺıticas f : (C2, 0) →
(C, 0) a menos de mudança de coordenadas Hölder regular (com inversa Hölder regular).

Importa-nos observar que não há novidade em considerar a possibilidade de classificação

de tais germes de funções a menos de mudanças de coordenadas menos regulares do que

difeomorfismos anaĺıticos; este tipo de investigação, que tem sido um dos motores que

impulsionam a Teoria Moderna de Singularidades, nasceu a partir do trabalho 1965 onde

H. Whitney mostrou que a famı́lia f : (C2, 0)→ (C, 0) dada por

ft(x, y) = xy(x+ y)(x− ty) : t suficientemente próximo de 0

apresenta uma quantidade infinita (não enumerável) de modelos mesmo após mudanças

anaĺıticas de coordenadas. Em outras palavras, dizemos que o exemplo de H. Whitney

mostrou que o problema de classificação de germes de funções anaĺıticas a menos de dife-

omorfismos anaĺıticos apresenta o então chamado moduli cont́ınuo. De fato, H. Whitney

provou que para quaisquer t 6= s, suficientemente próximos de 0, não existe difeomorfismo

anaĺıtico de C2, 0 que aplique a fibra especial de ft (no caso 4 retas passando pela origem)

sobre a fibra especial de fs (no caso, 4 retas passando pela origem também).

Após o trabalho de H. Whitney, alguns autores investigaram a possibilidade

de classificação de germes de funções a menos de mudanças topológicas de coordenadas

(homeomorfismos). Por exemplo, T. Fukuda 1976 mostrou que um tal problema de classi-

ficação não apresenta o fenômeno do moduli cont́ınuo, como descrito acima no exemplo de

H. Whitney. Mais precisamente, T. Fukuda e A. Varchenko mostraram que para qualquer

famı́lia de germes de funções polinomiais com graus uniformemente limitados apresenta

uma quantidade finita de modelos a menos de mudanças topológicas de coordenadas.

Anos mais tarde, muitos outros autores analisaram singularidades a menos de mudança

de coordenadas menos regulares do que anaĺıticas e mais regulares do que topológicas,

por exemplo, T. C. Kuo 1985. Recentemente, J.-P. Henry e A. Parusinski 2003 conside-

raram germes de funções anaĺıticas em duas variáveis complexas a menos de mudanças

bi-Lipschitz de coordenadas e, assim como H. Whitney fez para o caso de mudanças

anaĺıticas, mostraram a existência de moduli cont́ınuo para esse problema. Todavia,

devido ao Teorema de Mostowski 1985, ou mesmo à classificação de germes de curvas

anaĺıticas a menos de homeomorfismos bi-Lipschitz, veja (FERNANDES, 2003), diferen-

temente do exemplo de H. Whitney, Henry e Parusinski não puderam recorrer somente ao

estudo da fibras especiais de tais funções para mostrar a existência de moduli nesse caso

e, por isso, o trabalho de Henry e Parusinski impressionou de forma bastante positiva os
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pesquisadores da área pela novidade das técnicas que foram por eles desenvolvidas.

Posto o contexto histórico, apresentamos a seguir a principal pergunta sobre

a geometria Hölder das singularidades em duas variáveis complexas que abordamos nesta

tese. Dado 0 < α < 1, dizemos que dois germes de funções anaĺıticas f, g : (C2, 0)→ (C, 0)

são bi-α-Hölder equivalentes se existe um homeomorfismo φ : (C2, 0) → (C2, 0) Hölder,

com inversa também Hölder, tal que f = g ◦ φ e α é o mı́nimo entre os expoentes de

Hölder dos germes φ, φ−1 : (C2, 0)→ (C2, 0).

Pergunta. Dado 0 < α < 1, a equivalência bi-α-Hölder de germes de funções anaĺıticas

(C2, 0)→ (C, 0) admite moduli cont́ınuo?

Uma vez apresentado o norte que foi determinado neste trabalho, apresentamos

como esta tese está subdividida.

No Caṕıtulo 2, apresentamos resutados preliminares assim como definições e

notações que utilizamos por toda a tese.

No Caṕıtulo 3, mostramos os óbstaculos para que as fibras especiais de germes

de funções anaĺıticas (C2, 0) → (C, 0) sejam α-Hölder equivalentes. Como consequência

desse estudo, obtemos que: se dois germes de curvas anaĺıticas planas são homeomorfos,

via um homeomorfismo que é Log-Lipschitz com inversa Log-Lipschitz, então esses germes

são bi-Lipschitz homeomorfos e, por conseguinte, topologicamente homeomorfos como

germes imersos em (C2, 0).

No caṕıtulo 4, mostramos que dada um α, com 0 < α < 1, temos uma famı́lia

de germes de polinômios w-homogênios a 1-parâmetro ft : (C2, 0) → (C, 0), t ∈ C, a

qual garantimos a existência de Moduli com relação a equivalência bi-α-Hölder. Mais

precisamente, construimos um invariante da equivalência Hölder de tais germes que varia

continuamente nesta famı́lia. Para um único germe ft o invariante de ft é dado em termos

dos coeficientes principais das expansões assintóticas de ft ao longo dos ramos da curva

polar genérica de ft.
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2 PRELIMINARES

Sejam A um subconjunto de Rn, a ∈ A e sejam f, g : (A, a) → (R, 0) germes

de funções não negativas. Denotamos f . g quando existe uma vizinhaça U de a em Rn

e uma constante K tal que f (x) ≤ Kg (x), ∀x ∈ A. Denotamos f ≈ g quando ocorre

f . g e g . f. Finalmente, denotamos f � g quando lim
x→a

f (x)

g (x)
= 0 e f � g quando

lim
x→a

g (x)

f (x)
= 0.

2.1 Conjuntos e aplicações semialgébricas

Dizemos que um subconjunto A ⊂ Rn é semialgébrico (semianaĺıtico) se exis-

tem polinômios (funções anaĺıticas) fij, gij : Rn → R, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ q tais que

A =

p⋃
i=1

{x ∈ Rn : fij = 0, gij > 0, 1 ≤ j ≤ q} .

Um fato, que não é óbvio, é que se A ⊂ Rn é semialgébrico, então existem

subvariedades A1, ..., Am de Rn, conexas, semialgébricas tais que A =
⋃
i

Ai (BENEDETTI

and RISLER, 1990). Definimos a dimensão de A como o máximo das dimensões das

variedades A1, ..., Am.

Seja A ⊂ Rn semialgébrico. Dizemos que uma aplicação F : A → Rk é

semialgébrica se o seu gráfico é um subconjunto semialgébrico de Rn × Rk .

Teorema 2.1 (Tarski-Seidenberg) Seja π : Rn × Rm → Rm a projeção canonica. Se

A ⊂ Rn × Rn é semialgébrico, então π (A) é semialgébrico.

O teorema acima permite afirmar que a classe dos conjuntos semialgébricos é

estável por operações booleanas e aplicações semialgébricas. Quanto à classe dos conjuntos

semianaĺıticos, não podemos afirmar o mesmo, por conta disso se faz necessário o estudo

sobre conjuntos subanaĺıticos.

2.2 Conjuntos e aplicações subanaĺıticas

As definições e resultados destacados nesta seção podem ser encontrados em

(BOCHNAK and RISLER, 1975). Seja X um espaço anaĺıtico real. Um subconjunto

A ⊂ X é dito subanaĺıtico em x ∈ X, se existe uma vizinhança U de x em X e uma

famı́lia {fij : 1 ≤ i ≤ k, j = 1, 2} de morfismos anaĺıticos próprios: Yij → X|U , em que
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Yij é espaço anaĺıtico real, tais que

A ∩ U =
k⋃
i=1

(Im(fi1)− Im(fi2)).

Dizemos que A é um subconjunto subanaĺıtico em X quando A é subanaĺıtico em cada

ponto de X.

A classe dos conjuntos subanaĺıticos é a menor classe de subconjuntos de

espaços anaĺıticos contendo os conjuntos semianaĺıticos e estável por morfismos próprios

e operações booleanas.

Teorema 2.2 Sejam X e Y dois espaços anaĺıticos reais, π : X × Y → X a projeção

canônica. Se V é um subconjunto compacto subanaĺıtico em Y , e A ⊂ X × V um subcon-

junto subanaĺıtico em X × Y , então π(A) é subanaĺıtico em X.

Esse teorema é o análogo do Tarski-Seidenberg para o caso subanaĺıtico.

Sejam K,L subconjuntos subanaĺıticos respectivamente nos espaços anaĺıticos

X, Y . Dizemos que uma aplicação cont́ınua F : K → L é subanaĺıtica se o seu gráfico

Graf(f) é um subconjunto subanaĺıtico em X × Y .

O Lema a seguir é o que chamamos de Decomposição de Puiseux de uma

função subanaĺıtica.

Lema 2.1 Seja f : [0, 1] → R uma função subanaĺıtica tal que f(0) = 0 e f(t) 6= 0 para

cada t 6= 0 numa vizinhança de 0. Então, existe um racional positivo α e uma função

subanaĺıtica h : [0, ε)→ R tais que h(0) 6= 0 e f(t) = tαh(t) para cada t ∈ [0, ε).

2.3 Expoentes caracteŕısticos de Puiseux

Seja (C, 0) um germe de curva analiticamente irredut́ıvel em C2 (Ramo), a

menos de uma mudança anaĺıtica de coordenadas, podemos supor que (C, 0) tem uma

parametrização do tipo abaixo:

x = tm (1)

y = tn + a2t
n2 + · · ·

em que m é a multiplicidade de (C, 0), m não divide o inteiro n e y(t) ∈ C {t}. A série

de potências fracionárias y
(
x1/m

)
é conhecida como Parametrização de Newton-Puiseux

de (C, 0) e todas as outras parametrizações de Newton-Puiseux de (C, 0) são obtidas da

parametrização acima via x1/m → wx1/m em que w é raiz m-ésima da unidade. Observo

que estamos admitindo que 0 seja uma singularidade de (C, 0).
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Denotamos β0 = m e β1 = n. Seja e1 = mdc (β1, β0) o máximo divisor comum

desses dois inteiros. Agora, definimos β2 como o menor expoente aparecendo em y (t) que

não é diviśıvel por e1. Definimos e2 = mdc (e1, β2); temos e2 < e1, e continuamos esse

processo. Supondo já definido ei = mdc (ei−1, βi), definimos βi+1 como o menor expoente

aparecendo em y (t) que não é diviśıvel por ei. Como a sequência de inteiros positivos

m > e1 > · · · > ei > · · ·

é estritamente decrescente, existe um inteiro g tal que eg = 1 . De posse desses dados,

podemos reescrever (1) da seguinte maneira:

x = tm

y = tβ1 + aβ1+e1t
β1+e1 + · · ·+ aβ1+k1e1t

β1+k1e1

+aβ2t
β2 + aβ2+e2t

β2+e2 + · · ·+ aβqt
βq + aβq+eqt

βq+eq + · · ·

+aβgt
βg + aβg+1t

βg+1 + · · ·

tal que, por construção os coeficientes de tβi ; i ≥ 1 são distintos de zero. Definimos os

inteiros mi e ni pelas igualdades:

ei−1 = niei

βi = miei para 1 ≤ i ≤ g

e observamos que podemos reescrever a expansão de y em potências fracionárias de x da

seguinte forma:

y
(
x1/m

)
= aβ1x

m1

n1 + aβ1+e1x
m1+1
n1 + · · ·+ aβ1+k1e1x

m1+k1
n1

+aβ2x
m2

n1n2 + aβ2+e2x
m2+1
n1n2 + · · ·+ aβqx

mq
n1n2...nq + aβq+eqx

mq+1

n1n2...nq + · · ·

+aβgx
mg

n1n2...ng + aβg+egx
mg+1

n1n2...ng + · · ·

A sequência de inteiros β (C) = (β1, β2, . . . , βg) é conhecida como a sequência de expoentes

caracteŕısticos de C, e a sequência (m1, n1) , . . . , (mg, ng) é conhecida como a sequência

de pares caracteŕısticos de C.

Observação 2.1 Seja (C, 0) um germe de curva analiticamente irredut́ıvel em C2 e

(m1, n1) , . . . , (mg, ng) seus pares caracteŕısticos. Então o mdc (mj, nj) = 1, para j =

1, 2, . . . , g.

Exemplo 2.1 Seja (C, 0) um germe de curva analiticamente irredut́ıvel em C2 e considere
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uma parametrização de Newton-Puiseux de (C, 0) dada por{
x = t6

y = t15 + t18 + t19.

Então, temos que β0 = e0 = 6 e β1 é igual ao primeiro expoente de t em y que não é

diviśıvel por 6, ou seja, β1 = 15 e e1 = mdc (6, 15) = 3. Agora β2 é igual ao menor

expoente de t que não é diviśıvel por 3, ou seja, β2 = 19. Assim e2 = mdc (e1, β2) =

mdc (β0, β1, β2) = 1.

Logo, os expoentes caracteŕısticos de (C, 0) são (β0, β1, β2) = (6, 15, 19).

Agora, vamos determinar os pares caracteŕısticos de Puiseux de (C, 0)

n1 =
e0

e1

= 2; n2 =
e1

e2

= 3

m1 =
β1

e1

= 5; m2 =
β2

e2

= 19

Portanto os pares caracteŕısticos de Puiseux são (2, 5) e (3, 19).

Reescrevendo a expansão de y em potências fracionárias de x, temos:

y(x1/6) = x
15
6 + x

18
6 + x

19
6 = x

5
2 + x

5+1
2 + x

19
2·3 .
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3 EQUIVALÊNCIA HÖLDER DE CURVAS COMPLEXAS

Em 2003, A. Fernandes apresenta uma classificação completa dos germes de

curvas (complexas) anaĺıticas planas via homeomorfimo bi-lipschitz.

Aqui, propomo-nos uma classificação dos germes de curvas (complexas) anaĺıticas

planas via homeomorfismo bi-α-Hölder, com 0 < α < 1.

3.1 Homeomorfismo bi-α-Hölder, Semicomplexo de Hölder e Arcos de Teste

Nesta seção, definimos homeomorfismo bi-α-Hölder, relembramos o conceito

de semicomplexo de Hölder de germes de curvas reais, apresentamos o conceito de arcos

de teste e demonstramos um teorema de grande relevância estrutural para o que desen-

volvemos neste caṕıtulo.

Definição 3.1 Uma Aplicação φ : U ⊂ Rn → Rp é chamada Hölder cont́ınua se existem

α > 0 e λ > 0 tais que ‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ λ ‖x− y‖α, para todos x, y ∈ U. O número λ é

chamado a constante de Hölder e α o expoente de Hölder.

Quando n = p e φ tem uma inversa Hölder cont́ınua, diremos que φ é bi-Hölder.

Definição 3.2 Chamaremos de homeomorfismo bi-α-Hölder, um germe de aplicação bi-

Hölder φ : (Rn, 0)→ (Rn, 0) tal que α é o mı́nimo entre os expoentes de Hölder dos germes

φ, φ−1 : (Rn, 0)→ (Rn, 0).

Definição 3.3 Sejam (X, x) e (Y, y) germes de subconjuntos semianaĺıticos de dimensão

real 1. Dizemos que (X, x) é bi-α-Hölder equivalente a (Y, y) se existir um germe de

homeomorfismo bi-α-Hölder F : (X, x) → (Y, y).

Observação 3.1 Quaisquer dois ramos de curvas anaĺıticas complexas são bi-α-Hölder

homeomorfas, para algum 0 < α < 1. Por outro lado, fixado 0 < α < 1, dadosX e Y ramos

de curvas anaĺıticas complexas, pode ser que eles não sejam bi-α-Hölder homeomorfas.

Exemplo 3.1 Sejam (C, 0) e (C̃, 0) germes de curvas analiticas complexas em C2 e

ϕ(tn, φ(t)) e ϕ̃(tñ, φ̃(t)) parametrizações de Newton-Puiseux de (C, 0) e (C̃, 0) respecti-

vamente. Temos que ϕ é anaĺıtica e α0-Hölder, com ϕ−1 subanaĺıtica e lipschitz. Logo ϕ

é subanaĺıtica bi-α0-Hölder. Analogamente, temos que ϕ̃ é subanaĺıtica bi-α̃0-Hölder.

Assim ψ = ϕ̃◦ϕ−1 é subanaĺıtica bi-α̃0-Hölder e ψ−1 = ϕ◦ϕ̃−1 é subanaĺıtica bi-α0-Hölder.

Portanto ψ : (C, 0) → (C̃, 0) é um homeomorfismo subanaĺıtico bi-α1-Hölder, onde

α1 = min{α̃0, α0}.



19

3.1.1 Semicomplexo de Hölder e Arcos de Teste

Dado um germe de subconjunto semianaĺıtico (X, x), de dimensão real 1

no espaço Euclidiano equipado com a métrica euclidiana induzida, para cada par de

semiramos Xi, Xj de (X, x), ou seja, para cada par de fecho de componentes conexas de

X\{x}, temos definido em (BIRBRAIR and FERNANDES, 2000), o seguinte número:

sh (Xi, Xj) = ordr [dist(Xi ∩ Sr (x) , Xj∩Sr (x))] .

As ideias discutidas em 2000, L. Birbrair e A. Fernandes são de fundamental importância

neste caṕıtulo, pois estas esclarecem o comportamento métrico de germes de conjuntos

semianaĺıticos de dimensão real 1 e o conceito de arco de teste, o qual aparece de forma

contundente aqui.

Teorema 3.1 Sejam (X, x) e (Y, y) germes de subconjuntos semianaĺıticos de dimensão

real 1, equipados com a métrica euclidiana induzida e com semiramos X =
⋃
i∈I
Xi e Y =⋃

j∈J
Yj. Se existir F : (X, x) → (Y, y) germe de aplicação bi-α-Hölder com 0 < α < 1,

então existe uma bijeção φ : I → J tal que α2 ≤ sh(Xi, Xj)

sh(Yφ(i), Yφ(j))
,
sh(Yφ(i), Yφ(j))

sh(Xi, Xj)
≤ 1

α2
,

para todo i 6= j ∈ I.

Prova. Sem perda de generalidade, podemos supor x = 0 = y. Suponhamos que

F : (X, 0) → (Y, 0) seja uma aplicação bi-α-Hölder, com 0 < α < 1. Sejam 0 < c1 ≤ c2

constantes de Hölder de F . Como F é um homeomorfismo, temos que I e J possuem

a mesma quantidade de elementos e para cada i ∈ I existe um único φ(i) ∈ J tal que

(F (Xi), 0) = (Yφ(i), 0). Isto é, φ : I → J definida como acima é uma bijeção.

Sejam m = sh(Xi, Xj) e n = sh(Yφ(i), Yφ(j)). Consideremos também rmh(r) e

rng(r) as decomposições de Puiseux de

ordr[dist(Xi −Br(0), Xj −Br(0))] e ordr[dist(Yφ(i) −Br(0), Yφ(j) −Br(0))]

respectivamente. Como F é bi-α-Hölder com constantes 0 < c1 ≤ c2,

‖p‖ ≥ r ⇒ ‖F (p)‖ ≥ c1r
1/α

e, portanto,

(rmh(r))α = ‖xi(r)− xj(r)‖α

≥ 1

c2

‖F (xi(r))− F (xj(r))‖

=
1

c2

(c1r
1/α)ng(c1r

1/α).
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Com isso, mostramos que mα ≤ n/α. Simetricamente, podemos mostrar que nα ≤ m/α

e, portanto, α2 ≤ m/n, n/m ≤ 1/α2.

�

Definição 3.4 Um arco de teste é um germe de conjunto semianaĺıtico de dimensão real

1, munido da métrica induzida, com apenas um semiramo real.

3.2 Ramos de curvas planas

Seja (C, 0) um germe de curva analiticamente irredut́ıvel em C2 (Ramo),

podemos supor, a menos de uma mudança anaĺıtica de coordenadas, que (C, 0) tem uma

parametrização da forma: {
x = tn

y = ϕ(t) = tm + a1t
m1 + . . .

em que n = multiplicidade(C, 0) < m, n não divide o inteiro m e ϕ(t) ∈ C {t}. A série

de potências fracionárias ϕ(x1/n) é conhecida como Parametrização de Newton-Puiseux

de (C, 0) e todas as outras parametrização de Newton-Puiseux de (C, 0) são da forma

ψ(x1/n) = ϕ(ζx1/n), onde ζ é uma n-ésima raiz da unidade.

Observação 3.2 Quando falarmos em aplicação bi-α-Hölder, salvo mencionado contrário,

estaremos considerando os espaços métricos envolvidos na questão munidos da métrica

euclidiana induzida.

Seja, (C, 0) um ramo com multiplicidade n e pares caracteŕısticos (n1,m1), ..., (ng,mg).

Sejam Γ1, Γ2 arcos de teste em (C, 0) descritos por

Γj (r) = (reiαj(r), y(r1/neiαj(r)/n)) ∈ Sr(0) ∩ Γj, j = 1, 2

em que y(x1/n) é uma parametrização de Newton-Puiseux de (C, 0) e α1, α2 são funções

ângulo tomando valores no intervalo [0, 2nπ]. Sejam g(r) = ‖Γ1 (r)− Γ2 (r)‖ e h(r) =

r
∥∥eiα1(r) − eiα2(r)

∥∥. Então, vale o Lema que está provado em Fernandes (2003) e que sua

prova está mantida aqui.

Lema 3.1 Se
1

2π
lim
r→0

(α1(r)− α2(r)) = k ∈ Z,

então ordr(g) = min{ordr(h),
mj

n1. . . . nj
} em que j = min{i : k

n1. . . . ni
/∈ Z}.



21

Prova. É suficiente observarmos a equação

y(x1/n) = aβ1x
m1

n1 + aβ1+e1x
m1+1
n1 + . . .+ aβ1+k1e1x

m1+k1
n1

+aβ2x
m2

n1n2 + aβ2+e2x
m2+1
n1n2 + . . .+ aβqx

mq
n1n2....nq

+aβq+eqx
mq+1

n1n2....nq + . . .+ aβgx
mg

n1n2....ng

+aβg+egx
mg+1

n1n2....ng + . . .

Além disso, uma vez que aβj+lej 6= 0 e como

∣∣aβj+lej(reiα1(r))(mj+l)/(n1....nj) − aβj+lej(reiα2(r))(mj+l)/(n....nj)
∣∣

é igual a

∣∣aβj+lej ∣∣ r(mj+l)/(n1....nj)
∣∣eiα1(r)(mj+l)/(n1....nj) − eiα2(r)(mj+l)/(n....nj)

∣∣
temos que

ordr
∣∣aβj+lej(reiα1(r))(mj+l)/(n1....nj) − aβj+lej(reiα2(r))(mj+l)/(n....nj)

∣∣
é igual a

mj + l

n1n2. . . . nj
+ ordr

∣∣eiα1(r)(mj+l)/(n1....nj) − eiα2(r)(mj+l)/(n....nj)
∣∣

De fato, se k/(n1n2. . . . nj) ∈ Z, então

ordr
∣∣eiα1(r)(mj+l)/(n1....nj) − eiα2(r)(mj+l)/(n....nj)

∣∣ = ordr
∣∣eiα1(r) − eiα2(r)

∣∣
por conseguinte, neste caso, temos

ordr
∣∣aβj+lej(reiα1(r))(mj+l)/(n1....nj) − aβj+lej(reiα2(r))(mj+l)/(n....nj)

∣∣ > ordr(h)

Por outro lado, se k/(n1n2. . . . .nj) /∈ Z, então

ordr
∣∣eiα1(r)mj/(n1....nj) − eiα2(r)mj/(n....nj)

∣∣ = 0

como resultado, neste caso,

ordr
∣∣aβj(reiα1(r))mj/(n1....nj) − aβj(reiα2(r))mj/(n....nj)

∣∣ =
mj

n1n2. . . . nj

Temos, portanto, demonstrado que ordr(g) = min{ordr(h),mj/(n1n2. . . . nj)},
onde j = min{i : k/(n1n2. . . . nj) /∈ Z}.
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�

Observação 3.3 É claro que, se

1

2π
lim
r→0

(α1(r)− α2(r)) /∈ Z

então ordr(g) = 1.

Sejam (n1,m1) , (n2,m2) , . . . , (ng,mg) os pares caracteŕısticos de (C, 0) e (q1, l1),

(q2, l2), . . . ,(qg̃, lg̃) os pares caracteŕısticos de (C̃, 0).

Lema 3.2 Sejam (C, 0) e (C̃, 0) dois germes de curvas analiticamente irredut́ıveis em

C2. Se g 6= g̃, então existe 0 < α0 < 1, α4
0 > max{kij; i = g̃ ≤ j ≤ g ou j = g ≤

i ≤ g̃}, onde kij = min{mj.q1 . . . qi
li.n1. . . . nj

,
li.n1. . . . nj
mj.q1 . . . qi

} e kij < 1 tal que não existe um germe

de aplicação subanaĺıtica bi-α-Hölder F : (C, 0)→ (C̃, 0), ∀ α0 < α < 1.

Prova. Suponhamos g > g̃. Então temos três casos:

1.
lg̃
ñ
≤ mj

n1. . . . nj
, ∀g̃ ≤ j ≤ g;

2.
mj

n1. . . . nj
≤ lg̃
ñ
, ∀g̃ ≤ j ≤ g;

3. Existe j0, g̃ ≤ j0 ≤ g tal que
mj

n1. . . . nj
≤ lg̃

ñ
,∀g̃ ≤ j ≤ j0 e

lg̃
ñ
<

mj

n1. . . . nj
,

∀j0 < j ≤ g.

Como em qualquer dos casos existe no máxmo um j tal que
lg̃
ñ

=
mj

n1. . . . nj
então consi-

deremos somente os j′s tais que
lg̃
ñ
6= mj

n1. . . . nj
. Suponhamos

lg̃
ñ
>

mj

n1. . . . nj
, g̃ ≤ j ≤ g.

Consideremos Σ1,Σ2,Σ3,Σ4 os seguintes semiramos em C̃ :

Σ1 = {(r, bβ1rl1/q1 + bβ1+e1r
(l1+1)/q1 + · · ·+ bβ2r

l2/q1q2

+ bβ2+e2r
(l2+1)/q1q2 + · · ·+ bβgr

lg̃/ñ + bβg̃+eg̃r
(lg̃+1)/ñ + · · · ) : r ≥ 0};

Σ2 = {(ri, bβ1rl1/q1ei(l1/q1)π/2 + bβ1+e1r
(l1+1)/q1e((l1+1)/q1)π/2 + · · ·

+ bβ2r
l2/q1q2ei(l2/q1q2)π/2 + bβ2+e2r

(l2+1)/q1q2ei((l2+1)/q1q2)π/2 + · · ·
+bβg̃r

lg̃/ñei(lg̃/ñ)π/2 + bβg̃+eg̃r
(lg̃+1)/ñe((lg̃+1)/ñ)π/2 + · · · ) : r ≥ 0};

Σ3 = {(r, bβ1rl1/q1 + bβ1+e1r
(l1+1)/q1 + · · ·+ bβ2r

l2/q1q2 + · · ·
+ bβg̃−1

rlg̃−1/q1...qg̃−1 + bβg̃−1+eg̃−1
r(lg̃−1+1)/q1...qg̃−1 + · · ·

+bβg̃r
lg̃/ñei(lg̃/ñ)2q1...qg̃−1 + · · · ) : r ≥ 0};

Σ4 = {(−ri, bβ1rl1/q1e
i(l1/q1)((4q1...qg̃−1+3)/2)π + · · ·

+bβ2r
l2/q1q2ei(l2/q1q2)((4q1...qg̃−1+3)/2)π + · · ·

+bβg̃r
lg̃/ñei(lg̃/ñ)((4q1...qg̃−1+3)/2)π + · · · ) : r ≥ 0},
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Consideremos agora:

Γk (r) = (reiγk(r), aβ1r
m1/n1ei(m1/n1)γk(r) + aβ1+e1r

(m1+1)/n1ei((m1+1)/n1)γk(r) + · · ·
+aβ2r

m2/n1n2ei(m2/n1n2)γk(r) + aβ2+e2r
(m2+1)/n1n2ei((m2+1)/n1n2)γk(r) + · · ·

+aβgr
mg/nei(mg/n)γk(r) + · · · ) ∈ Sr (0) ∩ F (Σk) ; k = 1, 2, 3, 4.

Suponha que exista um germe de aplicação subanaĺıtica bi-α-Hölder F : (C, 0)→ (C̃, 0),

∀ α0 < α < 1. Decorre do Teorema 3.1 que

‖Γ1 − Γ3‖ . r

lg̃
ñ
α2

.

Afirmação:
1

2n1n2. . . . njπ
lim (γ1 (r)− γ3 (r)) ∈ Z.

Prova: Suponhamos que não, então usando o Lema 3.1 e admitindo α > α0 temos:

lg̃
ñ
α2 >

lg̃
ñ
α2

0 ≥
lg̃
ñ
.

mj.ñ

lg̃.n1 . . . nj
=

mj

n1 . . . nj

≥ min{1 + ordr
∣∣ei(γ1−γ3) − 1

∣∣ ; mj

n1 . . . nj
}

= ordr (‖Γ1 − Γ3‖) ≥
lg̃
ñ
α2.

Dáı, podemos escolher γ1 e γ3 tais que

lim
r→0

(γ1 (r)− γ3 (r)) = 2n1 . . . njπk, k = 0, 1.

Suponhamos

lim
r→0

(γ1 (r)− γ3 (r)) = 0.

Neste caso, temos que ocorre uma das seguintes alternativas

lim
r→0

(γ1 (r)− γ2 (r)) = 0 ou lim
r→0

(γ1 (r)− γ4 (r)) = 0.

Suponhamos

lim
r→0

(γ1 (r)− γ2 (r)) = 0.

Como |γ1 − γ2| ≤ |γ1 − γ3| , ∀r. Então, temos

ordr(e
i(γ1(r)−γ3(r)) − 1) ≤ ordr(e

i(γ1(r)−γ2(r)) − 1).
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Assim,

1 + ordr
(
ei(γ1(r)−γ2(r)) − 1

)
≥ 1 + ordr

(
ei(γ1(r)−γ3(r)) − 1

)
≥ lg̃

ñ
α2

e

mj

n1. . . . nj
+ ordr(e

i
mj

n1. . . . nj
(γ1(r)−γ2(r))

− 1) ≥ mj

n1. . . . nj

+ordr(e
i

mj

n1. . . . nj
(γ1(r)−γ3(r))

− 1) ≥ lg̃
ñ
α2.

Portanto,

‖Γ1 (r)− Γ2 (r)‖ . r

lg̃
ñ
α2

.

Denotemos δk(r) = F−1 (Γk (r)) ; k = 1, 2. Então, temos

δ1(r) = (f (r) , aβ1 (f (r))l1/q1 + . . .) e δ2(r) = (ig (r) , aβ1 (g (r))l1/q1 + . . .)

onde r1/α . |f (r)| ≈ |g (r)| . rα. Portanto,

|δ1 (r)− δ2 (r)| & |f (r)− ig (r)| ≥ r1/α.

Logo, como F é bi-α-Hölder, temos

r1/α2

. ‖δ1 (r)− δ2 (r)‖1/α . ‖Γ1 (r)− Γ2 (r)‖ . r

lg̃
ñ
α2

e assim
lg̃
ñ
α2 ≤ 1

α2
=⇒ α4

0 ≤ α4 ≤ ñ

lg̃
,

o que é um absurdo.

Observo que os outros casos são analisados de forma completamente análoga.

�

Lema 3.3 Sejam (C, 0) e (C̃, 0) dois germes de curvas analiticamente irredut́ıveis em

C2. Se g = g̃ e α4
0 > min{miq1 . . . qi

li.n1 . . . ni
,
lin1 . . . ni
miq1 . . . qi

; 1 ≤ i ≤ g} com o minimo diferente de

1, então não existe um germe de aplicação subanaĺıtica bi-α-Hölder F : (C, 0) → (C̃, 0),

∀ α0 < α < 1.
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Prova. Seja 1 ≤ j ≤ g tal que
ljn1 . . . nj
mjq1 . . . qj

6= 1.Suponhamos
ljn1 . . . nj
mjq1 . . . qj

< 1 ou seja

lj
q1 . . . qj

<
mj

n1 . . . nj
. Consideremos Γ1,Γ2,Γ3,Γ4 os seguintes semiramos em C:

Γ1 = {(r, aβ1rm1/n1 + aβ1+e1r
(m1+1)/n1 + · · ·+ aβ2r

m2/n1n2

+ aβ2+e2r
(m2+1)/n1n2 + · · ·+ aβjr

mj/n1...nj + · · · ) : r ≥ 0};

Γ2 = {(ri, aβ1rm1/n1ei(m1/n1)π/2 + aβ1+e1r
(m1+1)/n1e((m1+1)/n1)π/2 + · · ·

+ aβ2r
m2/n1n2ei(m2/n1n2)π/2 + aβ2+e2r

(m2+1)/n1n2ei((m2+1)/n1n2)π/2 + · · ·
+aβjr

mj/n1...njei(mj/n1...nj)π/2 + · · · ) : r ≥ 0};

Γ3 = {(r, aβ1rm1/n1 + aβ1+e1r
(m1+1)/n1 + · · ·+ aβ2r

m2/n1n2 + · · ·
+ aβj−1

rmj−1/n1...nj−1 + aβj−1+ej−1
r(mj−1+1)/n1...nj−1 + · · ·

+aβjr
mj/n1...njei(mj/n1...nj)2n1...nj−1 + · · · ) : r ≥ 0};

Γ4 = {(−ri, aβ1rm1/n1ei(m1/n1)((4n1...ng−1+3)/2)π + · · ·
+aβ2r

m2/n1n2ei(m2/n1n2)((4n1...ng−1+3)/2)π + · · ·
+aβjr

mj/n1...njei(mj/n1...nj)((4n1...nj−1+3)/2)π + · · · ) : r ≥ 0},

Consideremos agora:

Σk (r) = (reiσk(r), bβ1r
l1/q1ei(l1/q1)σk(r) + bβ1+e1r

(l1+1)/q1ei((l1+1)/q1)σk(r) + · · ·
+bβ2r

l2/q1q2ei(l2/q1q2)σk(r) + bβ2+e2r
(l2+1)/q1q2ei((l2+1)/q1q2)σk(r) + · · ·

+bβjr
lj/q1...qjei(lj/q1...qj)σk(r) + · · · ) ∈ Sr (0) ∩ F (Γk) ; k = 1, 2, 3, 4.

Suponha que exista um germe de aplicação subanaĺıtica bi-α-Hölder F : (C, 0)→ (C̃, 0),

∀ α0 < α < 1. Decorre do Teorema 3.1 que

‖Σ1 − Σ3‖ . r
mj

n1...nj
α2

.

Afirmação:
1

2q1 . . . qjπ
lim(σ1(r)− σ3(r)) ∈ Z.

Prova: Suponhamos que não, então usando o Lema 3.1 e admitindo α > α0 temos:

mj

n1 . . . nj
α2 >

mj

n1 . . . nj
α2

0 ≥
mj

n1 . . . nj
.
lj.n1 . . . nj
mj.q1 . . . qj

=
lj

q1 . . . qj

≥ min{1 + ordr
(
ei(σ1−σ3) − 1

)
;

lj
q1 . . . qj

}

= ordr (‖Σ1 − Σ3‖) ≥
mj

n1 . . . nj
α2.
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Dáı, podemos escolher σ1 e σ3 tais que

lim
r→0

(σ1 (r)− σ3 (r)) = 2q1 . . . qjπk, k = 0, 1.

Suponhamos

lim
r→0

(σ1 (r)− σ3 (r)) = 0.

Neste caso, temos que ocorre uma das seguintes alternativas

lim
r→0

(σ1 (r)− σ2 (r)) = 0 ou lim
r→0

(σ1 (r)− σ4 (r)) = 0.

Suponhamos

lim
r→0

(σ1 (r)− σ2 (r)) = 0.

Como |σ1 − σ2| ≤ |σ1 − σ3| ,∀r. Então, temos

ordr(e
i(σ1(r)−σ3(r)) − 1) ≤ ordr(e

i(σ1(r)−σ2(r)) − 1).

Assim,

1 + ordr
(
ei(σ1(r)−σ2(r)) − 1

)
≥ 1 + ordr

(
ei(σ1(r)−σ3(r)) − 1

)
≥ mj

n1 . . . nj
α2

e

lk
q1. . . . qk

+ ordr(e
i

lk
q1....qk

(σ1(r)−σ2(r)) − 1) ≥ lk
q1. . . . qk

+ordr(e
i

lk
q1....qk

(σ1(r)−σ3(r)) − 1) ≥ mj

n1 . . . nj
α2.

Portanto,

‖Σ1 (r)− Σ2 (r)‖ . r

mj

n1 . . . nj
α2

.

Denotemos δk(r) = F−1 (Σk (r)) ; k = 1, 2. Então, temos

δ1(r) = (f (r) , aβ1 (f (r))m1/n1 + . . .) e δ2(r) = (ig (r) , aβ1 (g (r))m1/n1 + . . .),

onde r1/α . |f (r)| ≈ |g (r)| . rα. Portanto,

|δ1 (r)− δ2 (r)| & |f (r)− ig (r)| & r
1
α .
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Logo, como F é bi-α-Hölder, temos

r

1

α2 . ‖δ1 (r)− δ2 (r)‖
1

α . ‖Σ1 (r)− Σ2 (r)‖ . r

mj

n1 . . . nj
α2

e assim
mj

n1 . . . nj
α2 ≤ 1

α2
=⇒ α4

0 ≤ α4 ≤ n1 . . . nj
mj

,

o que é um absurdo.

Observo que os outros casos são analisados de forma completamente análoga.

�

Exemplo 3.2 Sejam

C :

{
x = t4

y = t6 + t7
e C̃ :

{
x = t6

y = t9 + t10

Então não existe germe de aplicação subanaĺıtica bi-27
28

-Hölder F : (C, 0)→ (C̃, 0).

Prova. Suponhamos que exista germe de aplicação subanaĺıtica bi-27
28

-Hölder F : (C, 0)→
(C̃, 0). Consideremos Γ1,Γ2,Γ3,Γ4 os seguintes semiramos em C:

Γ1 = {(r, r3/2 + r7/4) : r ≥ 0};

Γ2 = {(ri, r3/2ei(3/2)π/2 + r7/4ei(7/4)π/2) : r ≥ 0};

Γ3 = {(r, r3/2 − r7/4) : r ≥ 0};

Γ4 = {(−ri, r3/2ei(3/2)11π/2 + r7/4ei(7/4)11π/4) : r ≥ 0},

Consideremos agora:

Σk (r) = (reiσk(r), r3/2ei(3/2)σk(r) + r5/3ei(5/3)σk(r)) ∈ Sr (0) ∩ F (Γk) ; k = 1, 2, 3, 4.

Suponha que exista um germe de aplicação subanaĺıtica bi-27
28

-Hölder F : (C, 0)→ (C̃, 0).

Decorre do teorema 3.1 que

‖Σ1 − Σ3‖ . r
27
16

Veja que,
1

12π
lim(σ1(r)− σ3(r)) ∈ Z, pois caso contrario, usando o Lema 3.1 temos

5

3
≥ min{1 + ordr

∣∣ei(σ1−σ3) − 1
∣∣ ; 5

3
}

= ordr (‖Σ1 − Σ3‖) ≥
27

16
≥ 5

3
.
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Dáı, podemos escolher σ1 e σ3 tais que

lim
r→0

(σ1 (r)− σ3 (r)) = 12πk, k = 0, 1.

Suponhamos

lim
r→0

(σ1 (r)− σ3 (r)) = 0.

Neste caso, temos que ocorre uma das seguintes alternativas

lim
r→0

(σ1 (r)− σ2 (r)) = 0 ou lim
r→0

(σ1 (r)− σ4 (r)) = 0.

Suponhamos

lim
r→0

(σ1 (r)− σ2 (r)) = 0.

Como |σ1 − σ2| ≤ |σ1 − σ3| ,∀r. Então, temos

ordr(e
i(σ1(r)−σ3(r)) − 1) ≤ ordr(e

i(σ1(r)−σ2(r)) − 1).

Assim,

1 + ordr
(
ei(σ1(r)−σ2(r)) − 1

)
≥ 1 + ordr

(
ei(σ1(r)−σ3(r)) − 1

)
≥ 27

16
,

3

2
+ ordr(e

i
3
2

(σ1(r)−σ2(r)) − 1) ≥ 3

2
+ ordr(e

i
3
2

(σ1(r)−σ3(r)) − 1)

≥ 27

16

e

5

3
+ ordr(e

i
5
3

(σ1(r)−σ2(r)) − 1) ≥ 5

3
+ ordr(e

i
5
3

(σ1(r)−σ3(r)) − 1)

≥ 27

16
.

Portanto,

‖Σ1 (r)− Σ2 (r)‖ . r
27
16 .

Denotemos δk(r) = F−1 (Σk (r)) ; k = 1, 2. Então, temos

δ1(r) = (f (r) , f (r)3/2+f (r)7/4) e δ2(r) = (ig (r) , g (r)3/2 ei(3/2)π/2+g (r)7//4 ei(7/4)π/2)
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onde r

√
28
27 . |f (r)| ≈ |g (r)| . r

√
27
28 . Portanto,

|δ1 (r)− δ2 (r)| & |f (r)− ig (r)| & r

√
28
27 .

Logo, como F é bi-27
28

-Hölder, temos

r
28
27 . ‖δ1 (r)− δ2 (r)‖

√
28
27 . ‖Σ1 (r)− Σ2 (r)‖ . r

27
16

e assim
27

16
≤ 28

27
=⇒ 729 ≤ 448,

o que é um absurdo.

Os outros casos são analisados de forma completamente análoga.

�

Teorema 3.2 Dados (C, 0) e (C̃, 0) dois germes de curvas analiticamente irredut́ıveis

em C2. Se existir F : (C, 0) → (C̃, 0) germe de aplicação subanaĺıtica bi-α-Hölder, para

algum α suficientemente próximo de 1, então (C, 0) e (C̃, 0) possuem os mesmos pares de

Puiseux.

Prova. Dos Lemas 3.2 e 3.3, temos
lin1 . . . ni
miq1 . . . qi

= 1, ou seja,
li

q1 . . . qi
=

mi

n1 . . . ni
,∀ i.

Assim, para i = 1, temos
m1

n1

=
l1
q1

⇒ n1 = q1 e m1 = l1.

Para i = 2, temos
m2

n1n2

=
l2
q1q2

. Como n1 = q1, segue que n2 = q2 e m2 = l2.

Processeguido desta maneira teremos, para i = g,
mg

n1 . . . ng
=

lg
q1 . . . qg

. Como

n1 = q1, n2 = q2, · · · , ng−1 = qg−1, temos ng = qg e mg = lg. Assim (m1, n1) = (l1, q1),

(m2, n2) = (l2, q2), ..., (mg, ng) = (lg, qg), ou seja, (C, 0) e (C̃, 0) possuem os mesmos pares

de Puiseux.

�

Corolário 3.1 Sejam (X, 0) e (X̃, 0) dois germes de curvas analiticamente irredut́ıveis

em C2. Então (X, 0) é bi-α-Hölder equivalente a (X̃, 0), para algum α suficientemente

próximo de 1 se, e somente se, (X, 0) é Lipschitz equivalente a (X̃, 0) em C2.

3.3 Germes de curvas planas com mais de um ramo

Seja (C, 0) um germe de curva anaĺıtica complexa em C2 com ramos C = ∪
i∈I
Ci.

Seja mi a multiplicidade de (Ci, 0); i ∈ I. Para cada par i 6= j ∈ I, por analogia com o

caso de curvas reais, consideremos o seguinte número:
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sh(Ci, Cj) = ordr(dist(Ci ∩ Sr(0), Cj ∩ Sr(0))).

E, consideremos também,

coinc.(Ci, Cj) = max{ordx[yk(x1/mi)− zl(x1/mj)] ; 1 ≤ k ≤ mi, 1 ≤ l ≤ mj}

em que {yk
(
x1/mi

)
}mik=1 é o conjunto das parametrizações de Newton-Puiseux de Ci e

{zl
(
x1/mj

)
}mjl=1 é o conjunto das parametrizações de Newton-Puiseux de Cj. O número

coinc.(Ci, Cj) é conhecido como coincidência entre Ci e Cj.

Agora, vamos apresentar um Lema que está provado em Fernandes (2003) e

que sua prova está mantida aqui.

Lema 3.4 sh (Ci, Cj) = coinc. (Ci, Cj) , ∀ i 6= j em I.

Prova. Sejam Γi,Γj arcos de teste em Ci e Cj, respectivamente, descritos por

Γk (r) = (r, (r1/mk)) ∈ Γk ∩ Sr (0) ; k = i, j,

em que ỹi(x
1/mi) e ỹj(x

1/mj) são parametrizações de Newton-Puiseux de Ci e Cj tais que

coinc.(Ci, Cj) = ordx[ỹi(x
1/mi)− ỹj(x1/mj)].

Então

dist(Ci ∩ Sr(0), Cj ∩ Sr(0)) ≤ ‖Γi (r)− Γj (r)‖ =
∣∣ỹi(r1/mi)− ỹj(r1/mj)

∣∣
Portanto, sh(Ci, Cj) ≥ coinc.(Ci, Cj)

Por outro lado, temos

ỹk(x
1/mk) = h(x1/mk) + gk(x

1/mk), k = i, j

com ordx[gi(x
1/mi)− gj(x1/mj)] = min{ordxgi(x1/mi), ordxgj(x

1/mj)}
Sejam Γi ⊂ Ci, Γj ⊂ Cj arcos de teste tais que

dist(Ci ∩ Sr(0)), Cj ∩ Sr(0)) = dist(Γi ∩ Sr(0)),Γj ∩ Sr(0)).

Seja

Γk (r) = (reiγk(r), ỹk(r
1/mkeiγk(r)/mk)) ∈ Sr (0) ∩ F (Σk) ; k = i, j.
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Portanto

ordr ‖Γi (r)− Γj (r)‖ = min{1 + ordr
∣∣eiγi(r) − eiγj(r)∣∣ ,

ordr
∣∣ỹi(r1/mieiγi(r)/mi)− ỹj(r1/mjeiγj(r)/mj)

∣∣}
Mas, como

1 + ordr
∣∣eiγi(r) − eiγj(r)∣∣ ≤ ordr

∣∣h(r1/mieiγi(r)/mi)− h(r1/mjeiγj(r)/mj)
∣∣ ,

temos

ordr ‖Γi (r)− Γj (r)‖ ≤ min{ordrgi(r1/mieiγ(r)/mi), ordrgj(r
1/mjeiγj(r))}

= coinc(Ci, Cj).

Isto é,

sh(Ci, Cj) ≤ coinc.(Ci, Cj).

Portanto, segue-se o resultado.

�

Teorema 3.3 Sejam (X, 0) e (X̃, 0) germes de curvas anaĺıticas complexas em C2 com

ramos X =
⋃
i∈I
Xi e X̃ =

⋃
j∈J
X̃j. Se existir F : (X, 0) → (X̃, 0) germe de aplicação suba-

naĺıtica bi-α-Hölder, para todo α suficientemente próximo de 1, então existe uma bijeção

φ : I → J tal que β(Xi) = β(X̃φ(i)) e (Xi, Xj)0 = (X̃φ(i), X̃φ(j))0, onde (., .)0 é a multipli-

cidade de interseção em 0.

Prova. Seja F : (X, 0) → (X̃, 0) um germe de aplicção subanaĺıtica bi-α-Hölder, para

todo 0 < α < 1. Por argumentos topológicos, podemos supor que I = J e F (Xi) = X̃i, ∀
i ∈ I. Segue do Teorema 3.2 que β(Xi) = β(X̃i), ∀ i ∈ I. Agora, consideremos i 6= j ∈ I

e mostremos que α2 ≤ sh(Xi, Xj)

sh(X̃i, X̃j)
,
sh(Xi, Xj)

sh(X̃i, X̃j)
≤ 1

α2
. Para isso, tomemos Γi, Γj arcos de

teste em X tais que Γi ⊂ Xi, i = 1, 2 e

dist(Xi ∩ Sr(0), Xj ∩ Sr(0)) = dist(Γi ∩ Sr(0),Γj ∩ Sr(0))

Observemos que F (Γi), F (Γj) são arcos de teste em X̃ tais que F (Γi) ⊂ X̃i, i = 1, 2. Dáı,

temos que

dist(X̃i ∩ Sr(0), X̃j ∩ Sr(0)) ≤ dist(F (Γi) ∩ Sr(0), F (Γj) ∩ Sr(0)).

Agora, como F é bi-α-Hölder, podemos lançar mão do Teorema 3.1 para obter a desigual-
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dade
1

α2
dist(Γi ∩ Sr(0),Γj ∩ Sr(0)) ≥ dist(F (Γi) ∩ Sr(0), F (Γj) ∩ Sr(0)).

E, portanto,
1

α2
sh(Xi, Xj) ≥ sh(X̃i, X̃j). Com um argumento completamente simétrico

ao usado acima, provamos que sh(Xi, Xj) ≤
1

α2
sh(X̃i, X̃j). E, assim, conclúımos que α2 ≤

sh(X̃i, X̃j)

sh(Xi, Xj)
,
sh(Xi, Xj)

sh(X̃i, X̃j)
≤ 1

α2
, para todo 0 < α < 1. Portanto sh(Xi, Xj) = sh(X̃i, X̃j),

∀ i 6= j ∈ I. Assim, pelo Lema 3.4 , temos que coinc.(Xi, Xj) = coinc.(X̃i, X̃j),∀
i 6= j ∈ I. Em (1977), M. Merle obtém uma releitura do ı́ndice de interseção dos ramos

de uma curva a partir da coincidência desses ramos. Fazendo uso dessa relação, temos

(Xi, Xj)0 = (X̃i, X̃j)0,∀ i 6= j ∈ I.
�

Definição 3.5 Uma Aplicação φ : U ⊂ Rn → Rp é chamada log-Lipschitz cont́ınua se

existe uma constante λ > 0 tal que:

‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ λ ‖x− y‖ log
1

‖x− y‖

Quando n = p e φ tem uma inversa log-Lipschitz cont́ınua, diremos que φ é bi-log-

Lipschitz.

Definição 3.6 Sejam (X, x) e (Y, y) germes de subconjuntos semianaĺıticos de dimensão

real 1. Dizemos que (X, x) é log-Lipschitz equivalente a (Y, y) se existir um germe de

homeomorfismo bi-log-Lipschitz F : (X, x) → (Y, y).

Proposição 3.1 Seja φ : (Rn, 0) → (Rp, 0) um germe de aplicação. Se φ é log-Lipschitz

cont́ınua, então φ é α-Hölder cont́ınua para todo 0 < α < 1.

Prova. Considere f : R→ R função dada por f(z) = z1−α log
1

z
, com 0 < α < 1. Observe

que f(z) < 1, para z suficientemente próximo de zero. Admitindo que φ é um germe de

aplicação log-Lipschitz e que f(z) < 1, para z = ‖x− y‖ suficientemente próximo de zero,

então temos

‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ λ ‖x− y‖ log
1

‖x− y‖
≤ ‖x− y‖α .

Portanto φ é um germe de aplicação α-Hölder para todo 0 < α < 1.

�

Do Teorema 3.3 acima, temos o seguinte Corolário.

Corolário 3.2 Sejam (X, 0) e (X̃, 0) curvas anaĺıticas complexas em C2. Então (X, 0)

é bi-log-Lipschitz equivalente a (X̃, 0) se, e somente se, (X, 0) é Lipschitz equivalente a

(X̃, 0) em C2.
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4 EQUIVALÊNCIA HÖLDER DE FUNÇÕES DE DUAS VARIAVÉIS

Estudamos no capitulo 3 classificação de germes de curvas módulo homeo-

morfismo bi-α-hölder. Em 1997, Risler e Trotman perguntam se equivalência bi-lipschitz

do conjunto dos zeros f−1(0) e g−1(0) de germes de funções anaĺıticas complexas f e g

com singularidade isolada implica na equivalencia bi-lipschitz de f e g. No entanto em

2003, Henry e Parusinski mostram que classificação de germes de funções admite moduli

cont́ınua. Posto isso faremos a seguinte pergunta:

A equivalência bi-α-Hölder, 0 < α < 1, de germes de funções anaĺıticas

(C2, 0)→ (C, 0) admite moduli ?

O objetivo deste caṕıtulo é responder à pergunta acima. De fato, respondemos

positivamente a pergunta mostrando que: Dado um α, com 0 < α < 1, existe d ∈ Z, d > 1

tal que

√
1

d
< α12 < 1. Cosideramos a seguinte famı́lia de germes de polinômios w-

homogênios, w = (d, 1), a 1-parâmetro ft : (C2, 0)→ (C, 0) , t ∈ C, dada por

ft (x, y) = x3 − 3t2xy2d + y3d. (2)

Nosso propósito neste caṕıtulo é mostrar que a familia dada em (2) admite

moduli cont́ınuo para bi-α-Hölder equivalência, ou seja, as classes de equivalência bi-α-

Hölder sobre a familia dada em (2) são os elementos da famı́lia dados continuamente no

parâmetro t, em particular, estamos dizendo que o número de classes de equivalência bi-

α-Hölder sobre a familia dada em (2) é não enumerável . Para mostrarmos esse resultado

consideramos uma vizinhança da curva polar Γ:
∂f

∂x
= 0, que chamamos de vizinhança

tipo Parunsinski. A idéia é encontrar nesta vizinhança um invariante de equivalência

bi-α-Hölder de tais germes que varia continuamente nesta famı́lia. No caso de um único

germe ft o invariante é dado em termos do coeficiente ĺıder da expansão assintótica de ft

ao longo do ramo da curva polar Γ: ∂ft/∂x = 0.

A fim de encontrar este invariante vamos construir uma vizinhança Yδ tipo

Parusinski de Γ que seja preservada por um homeomorfismo bi-α-Hölder H : (C2, 0) →

(C2, 0) , com

√
1

d
< α12 < 1.

Vale observar o seguinte:

Observação 4.1 Diante da desigualdade de Lojasiewicz ver (COSTE, 2002, p. 31, Te-

orema 2.12), todo germe de homeomorfismo semialgérico é Hölder com inversa Hölder.

De fato, considere F (x, y) = φ(x) − φ(y) e G(x, y) = x − y, com φ : (Rn, 0) → (Rn, 0)

homeomorfismo semialgébrico. Como φ é germe semialgébrico então temos que F e G
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são semialgébricas definidas num compacto. Assim da desigualdade de Lojasiewcz existe

N, Ñ ∈ N e C, C̃ ≥ 0 tais que

|φ(x)− φ(y)| = |F (x, y)| ≤ C |G(x, y)|β ≤ C |x− y|β , β = 1/N

∣∣φ−1(x)− φ−1(y)
∣∣ =

∣∣G(φ−1(x), φ−1(y))
∣∣ ≤ C̃

∣∣F (φ−1(x), φ−1(y))
∣∣β̃

≤ C̃
∣∣φ(φ−1(x))− φ(φ−1(y))

∣∣β̃ ≤ C̃ |x− y|β̃ , β̃ = 1/Ñ

Teorema 4.1 (Shiota-Benedetti) O conjunto dos germes de funções (Rn, 0)→ (R, 0)

polinomiais de grau d não admite moduli a menos de equivalência via um homeomorfismo

semialgébrico.

Observação 4.2 Como consequência do Teorema de Shiota-Benedetti, segue que a equi-

valência Hölder (com expoente não necessariamete pré-fixado) de funções polinômias não

apresenta moduli cont́ınuo.

4.1 Homeomorfismo bi-α-Hölder e um conjunto preservado por este homeo-

morfismo

Nesta seção, definimos e exemplificamos homeomorfismo bi-α-Hölder. Também

construimos um conjunto Yδ preservado por um homeomorfismo bi-α-Hölder H : (C2, 0)→

(C2, 0), com

√
1

d
< α12 < 1, o qual mostramos na seção 4.2, que para um germe de função

anaĺıtica ft : (C2, 0)→ (C, 0) na familia (2), este conjunto Yδ é uma vizinhança da curva

polar Γ: ∂ft/∂x = 0, a qual chamamos de vizinhança tipo Parusinski.

4.1.1 Homeomorfismo bi-α-Hölder

Iniciamos com a definição 3.1 do caṕıtulo 3.

Definição 3.1 Uma Aplicação φ : U ⊂ Rn → Rp é chamada Hölder cont́ınua se existem

α > 0 e λ > 0 tais que ‖φ(x)− φ(y)‖ ≤ λ ‖x− y‖α, para todos x, y ∈ U. O número λ é

chamado a constante de Hölder e α o expoente de Hölder.

Quando n = p e φ tem uma inversa Hölder, diremos que φ é bi-Hölder.

Definição 4.1 Dois germes f, g : (Rn, 0)→ (Rp, 0) são chamados bi-α-Hölder equivalente

se existir um germe de aplicação bi-Hölder φ : (Rn, 0) → (Rn, 0) tal que f = g ◦ φ. O

número α é o mı́nimo entre os expoentes de Hölder dos germes φ, φ−1 : (Rn, 0)→ (Rn, 0).
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Exemplo 4.1 Sejam f, g : (R, 0)→ (R, 0) dados por f(x) = x, g(x) = x3. Seja φ : (Rn, 0)→
(Rn, 0) dado por φ(x) = 3

√
x. Observe que f(x) = g(φ(x)). Então numa vizinhança da

origem suficientemente pequeno temos que

|φ(x)− φ(y)|3

|x− y|
=

∣∣x1/3 − y1/3
∣∣3

|x− y|
=

∣∣x1/3 − y1/3
∣∣ ∣∣x2/3 − 2x1/3y1/3 + y2/3

∣∣
|x1/3 − y1/3| |x2/3 + x1/3y1/3 + y2/3|

=

∣∣x2/3 − 2x1/3y1/3 + y2/3
∣∣

|x2/3 + x1/3y1/3 + y2/3|

é limitado. Portanto, |φ(x)− φ(y)| ≤ λ1 |x− y|1/3 . Como

∣∣φ−1(x)− φ−1(y)
∣∣ = |x− y|

∣∣x2 + xy + y2
∣∣ ≤ λ2 |x− y| ,

então f e g são bi-1
3
-Hölder equivalentes.

Exemplo 4.2 Sejam f, g : (R, 0) → (R, 0) dados por f(x) = x5, g(x) = x7. É facil

mostrar que f e g não são bi-5
6
-Hölder equivalentes.

4.1.2 Um conjunto preservada por um homeomorfismo bi-α-Hölder

Fixe g = ft e g̃ = ftp . Fixe um único germe g : (C2, 0) −→ (C, 0) e um

ponto p0 ∈ C2 perto da origem. Fixe uma constante K suficientemente grande que

posteriormente será relacionada com a constante α−Hölder de um homeomorfismo bi-α-

Hölder. Seja c = g(p0). Seja B(p0, ρ) a bola aberta centrada em p0 e de raio ρ. Denote

X (p0, ρ) := B (p0, ρ) ∩ g−1 (c) .

Suponhamos que p, q ∈ X (p0, ρ) ao longo da mesma componente conexa de X(p0, Kρ
α2

)

que contém p0. Então, pode-se ligar p e q por uma curva C1 por partes em X(p0, Kρ
α2

),

ou seja, γ : [a, b] → X(p0, Kρ
α2

) curva C1 por partes com γ (a) = p e γ (b) = q. Seja

distp0,ρ,K(p, q) o ı́nfimo dos diâmetros das curvas ligando p e q, isto é,

distp0,ρ,K (p, q) := inf
γ
diam (γ) ,

onde

diam (γ) := sup
P
|γ (ti)− γ (tj)| ,

com P : a = t < t < . . . < t = b partição de [a, b].
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Defina

ϕi (p0, ρ,K) := sup
(distp0,ρ,K (p, q))1/α2−i

|p− q|α2−i , i = 0, 1, 2,

onde o supremo é tomado sobre todos os pares de pontos p e q de X(p0, ρ) da mesma

componente conexa de X(p0, Kρ
α2

) contendo p0. ϕi, i = 0, 1, 2 não é necessariamente

uma função crescente de ρ. Então definimos

ψi (p0, ρ,K) := sup
ρp≤ρ

ϕi (p0, ρ
p, K) , i = 0, 1, 2.

Finalmente definimos

Yi(ρ,K,A) := {p;ψi (p0, ρ,K) > A}, i = 0, 1, 2.

Intuitivamente falando Yi(ρ,K,A) para A grande, é o conjunto de pontos onde a curvatura

das curvas de ńıveis g−1 (c) é muito grande. Vamos mostrar que tais Yi(ρ,K,A) são

preservados por homeomorfismos bi-α-Hölder.

Seja H : (C2, 0) −→ (C2, 0) germe de um homeomorfismo bi-α-Hölder que leva

os ńıveis de g̃ para os ńıveis de g, onde g, g̃ : (C2, 0) −→ (C, 0) são os germes de funções

anaĺıticas. Fixe L > 1, uma constante α-Hölder comum de H e de sua inversa H−1. Para

p0 ∈ C2 denotamos por p̃0 = H (p0) e da mesma forma, adicionamos o til para distinguir

o objetos do domı́nio correspondente ao contradomı́nio de H, por exemplo

Ỹi(ρ,K,A) := {p̃; ψ̃i (p̃, ρ,K) > A}, i = 0, 1, 2,

será um subconjunto do contradomı́nio de H.

Lema 4.1 Suponha K > L1+
1
α . Então,

Ỹ0(L−
1
αρ

1
α , K,ALα+

1
α2 ) ⊂ H (Y1 (ρ,K,A)) ⊂ Ỹ2(Lρα, K,AL−1− 1

α ).

Prova. Como H é bi-α-Hölder, temos

X̃(p̃0, L
− 1
αρ

1
α ) ⊂ H (X (p0, ρ)) ⊂ X̃ (p̃0, Lρ

α) .

Como K > L1+
1
α ,

X̃(p̃0, L
− 1
αρ

1
α ) ⊂ H (X (p0, ρ)) ⊂ X̃(p̃0, kL

− 1
αρα) ⊂ H(X(p0, Kρ

α2

)). (3)

Se p̃0, p̃ ∈ X̃(p̃0, L
− 1
αρ

1
α ) e estão na mesma componente conexa de X̃(p̃0, kL

− 1
αρα) então
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p0 e p = H−1 (p̃) estão na mesma componente conexa de X(p0, Kρ
α2

). Assim, (3) implica

ψ1 (p0, ρ,K) ≥ L−α−
1
α2 ψ̃0(p̃0, L

− 1
αρ

1
α , K).

De fato, dados p̃1, p̃2 ∈ X̃(p̃0, kL
− 1
αρα) na mesma componente conexa de p̃0. Sejam p1 =

H−1 (p̃1) , p2 = H−1 (p̃2) e γ : [a.b]→ X(p0, Kρ
α2

) dado por γ (a) = p1 e γ (b) = p2 ligando

p1 e p2. Seja β = H ◦ γ : [a.b] → X̃(p̃0, kL
− 1
αρα) dado por β (a) = H (γ (a)) = H (p1) =

p̃1 e β (b) = H (γ (b)) = H (p2) = p̃2 ligando p̃1 e p̃2. Assim,

distp̃0,L−1/αρ1/α,K (p̃1, p̃2) = inf
µ
diam (µ) ≤ diam (β) = sup |β (ti)− β (tj)|

= sup |H (γ (ti))−H (γ (tj))|

≤ L sup |γ (ti)− γ (tj)|α = L (diam (γ))α .

Logo, distp̃0,L−1/αρ1/α,K (p̃1, p̃2) ≤ L (distp̃0,ρ,K (p1, p2))α. Portanto,

(distp̃0,L−1/αρ1/α,K (p̃1, p̃2))
1
α2 ≤ L

1
α2 (distp̃0,ρ,K (p1, p2))

1
α .

Veja também que

|p1 − p2| ≤ L |p̃1 − p̃2|α ⇒ |p1 − p2|α ≤ Lα |p̃1 − p̃2|α
2

⇒ 1

|p̃1 − p̃2|α
2 ≤

Lα

|p1 − p2|α
.

Então,
(distp̃0,L−1/αρ1/α,K (p̃1, p̃2))

1
α2

|p̃1 − p̃2|α
2 ≤ Lα+

1
α2

(distp̃0,ρ,K (p1, p2))
1
α

|p1 − p2|α
.

Assim,

L−α−
1
α2 ψ̃0(p̃0, L

− 1
αρ

1
α , K) ≤ ψ1 (p0, ρ,K) .

Analogamente,

ψ1 (p0, ρ,K) ≤ L1+
1
α ψ̃2 (p̃0, Lρ

α, K) .

�

Um argumento similar mostra o seguinte.

Lema 4.2 Sejam δ > 0 e Yi(δ,M,K,A) := {p;ψi(p,M
1

α8−2i |p|
1+δ
α8−2i , K) > A},

i = 0, 1, 2. Se K > L1+
1
α

+2
1+δ
α5 , então

Ỹ0(δ, L−
1
α
−1+δ
α8 M

1
α8 , K,ALα+

1
α2 ) ⊂ H(Y1(δ,M

1
α6 , K,A))

⊂ Ỹ2(δ, L1+
1+δ
α5 M

1
α4 , K,AL−1− 1

α ).
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Prova. Use

X̃(p̃0, L
− 1
α
−1+δ
α8 M

1
α8 |p̃0|

1+δ
α8 ) ⊂ H(X(p0,M

1
α6 |p0|

1+δ
α6 ))

⊂ X̃(p̃0, L
1+

1+δ
α5 M

1
α4 |p̃0|

1+δ
α4 )

⊂ X̃(p̃0, L
− 1
α
−1+δ
α4 KM

1
α4 |p̃0|

1+δ
α4 )

⊂ H(X(p0, K
αM

1
α2 |p0|

1+δ
α2 ))

⊂ H(X(p0, KM
1
α2 |p0|

1+δ
α2 )).

X̃(p̃0, L
1+

1+δ
α5 M

1
α4 |p̃0|

1+δ
α4 ) = X̃(p̃0, L

1+
1+δ
α5 L1+

1+δ
α5 +

1
α

+
1+δ
α4 M

1
α4 |p̃0|

1+δ
α4 )

⊂ H(X(p0, L
α+

1+δ
α4 +1+

1+δ
α3 M

1
α2 |p0|

1+δ
α2 ))

⊂ X̃(p̃0, L
1+

1+δ
α Lα

2+
1+δ
α3 +α+

1+δ
α2 M |p̃0|1+δ)

⊂ X̃(p̃0, KL
1+

1+δ
α M |p̃0|1+δ).

�

4.2 Existência de Moduli

Nesta seção mostramos o resultado principal desse capitulo, ou seja, mos-

tramos que dado α, com 0 < α < 1, existe d ∈ Z, d > 1 tal que
√

1
d
< α12 < 1 e

a seguinte famı́lia de germes de polinômios w-homogênios, w = (d, 1), a 1-parâmetro

ft : (C2, 0)→ (C, 0), t ∈ C, dada por

ft (x, y) = x3 − 3t2xy2d + y3d. (4)

admite moduli. Para mostrarmos este resultado precisaremos de dois resultados que

anunciados abaixo, os quais provaremos posteriormente.

Proposição 4.1 Seja Yi(δ,M,K,A), onde δ > 0,M > 0 e A,K são constantes sufi-

cientemente grandes. Suponhamos que p1, p2 ∈ Yi(δ,M,K,A) e existe um δ1 > 0 tal

que |p1 − p2| ≤ |p1|
1+δ1
α8−2i . Então, para δ2 < min{1 + δ1

α8−2i
− 1,

1 + δ

α8−2i
− 1, 2(d − 1)} e uma

vizinhança da origem suficientemente pequeno temos∣∣∣∣ft (p1)

ft (p2)
− a
∣∣∣∣ ≤ |p1|δ2 ,

onde a é um dos seguintes valores: 1,
1 + 2t3

1− 2t3
,
1− 2t3

1 + 2t3
.
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Lema 4.3 Se K e A são constantes suficientemente grandes e 0 < δ <
√
d − 1 então

Yi(δ,M,K,A) é não vazio e contém a curva polar Γ. Além disso, neste caso, todos os

limites de ft (p1) /ft (p2) dados pela Proposição 4.1 pode ser obtido tomando p1 e p2 ao

longo dos ramos de Γ.

Agora vamos ao resultado.

Teorema 4.2 Sejam ft e ftp dois germes de funções polinomiais w-homogenia dados por

ft(x, y) = x3 − 3t2xy2d + y3d, w = (d, 1), d > 1,

√
1

d
< α12 < 1.

Suponhamos t, tp, 1± 2t3 e 1∓ 2tp3 são diferentes de zero. Se existir germe de homeomor-

fismo bi-α-Hölder H : (C2, 0) −→ (C2, 0) tal que ft ◦H = ftp então{
1 + 2t3

1− 2t3
,
1− 2t3

1 + 2t3

}
=

{
1 + 2tp3

1− 2tp3
,
1− 2tp3

1 + 2tp3

}
.

Prova. Sejam p1, p2 ∈ Γ e δ1 > 0 tal que |p1 − p2| ≤ |p1|
1+δ1
α6 . Do Lema 4.3 e da

Proposição 4.1, segue que para δ2 < min{1+δ1
α6 − 1, 1+δ

α6 − 1, 2 (d− 1)}, temos∣∣∣∣ft (p1)

ft (p2)
− a
∣∣∣∣ ≤ |p1|δ2 ,

onde a é um dos seguintes valores: 1,
1 + 2t3

1− 2t3
,
1− 2t3

1 + 2t3
.

Agora, sejam p̃1 = H (p1) , p̃2 = H (p2) então,

|p̃1 − p̃2| = |H (p1)−H (p2)| ≤ L |p1 − p2|α ≤ L |p1|α(
1+δ̄
α6 ) .

Portanto,

|p̃1 − p̃2| ≤ L1+
1+δ
α5 |p̃1|α

2(
1+δ̄
α6 ) ≤ C |p̃1|

1+δ1
α4 .

Do Lema 4.2 e da Proposição 4.1, segue que para δ̃2 = min{1+δ1
α4 − 1, 1+δ

α4 − 1, 2 (d− 1)},
temos ∣∣∣∣ftp (p̃1)

ftp (p̃2)
− ã
∣∣∣∣ ≤ |p̃1|δ̃2 ,
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onde ã é um dos seguintes valores: 1,
1 + 2tp3

1− 2tp3
,
1− 2tp3

1 + 2tp3
. Logo,

|a− ã| =

∣∣∣∣a− ft (p1)

ft (p2)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣ft (p1)

ft (p2)
− ã
∣∣∣∣ ≤ |p1|δ2 +

∣∣∣∣ftp (H (p1))

ftp (H (p2))
− ã
∣∣∣∣

= |p1|δ2 +

∣∣∣∣ftp (p̃1)

ftp (p̃2)
− ã
∣∣∣∣ ≤ |p1|δ2 + |p1|δ̃2

≤ 2 |p1|δ3 , onde δ3 < min{δ2, αδ̃2}.

Fazendo |p1| → 0, temos a igualdade dos seguintes conjuntos{
1 + 2t3

1− 2t3
,
1− 2t3

1 + 2t3

}
=

{
1 + 2tp3

1− 2tp3
,
1− 2tp3

1 + 2tp3

}
.

Isto implica t3 = ±tp3 como desejávamos.

�

Antes das demonstrações da Proposição 4.1 e do Lema 4.3, vamos trabalhar

alguns Lemas necessários para as demonstrações da Proposição 4.1 e também do Lema

4.3.

Fixe g(x, y) = x3 − 3t2xy2d + y3d tal que t 6= 0 e 1± 2t3 6= 0.

Lema 4.4 Suponha que (x, y) ∈ U := {(x, y) ; |∂f/∂x| < |∂f/∂y|} . Então,

x = ±tyd +O(y2d−1)

e

g (x, y) = (1∓ 2t3)y3d +O(y3d+2(d−1)).

Prova. Veja que

∂g/∂x = 3(x2 − t2y2d)

∂g/∂y = 3dy2d−1(yd − 2t2x).

Considere a seguinte mudança de variáveis x = syd. Então,

∂g/∂x = 3y2d(s2 − t2)

∂g/∂y = 3dy3d−1(1− 2t2s).

Além disto,

∣∣3y2d(s2 − t2)
∣∣ < ∣∣3dy3d−1(1− 2t2s)

∣∣ =⇒
∣∣s2 − t2

∣∣ < d |y|d−1
∣∣1− 2s2t

∣∣ .
Afirmação: |x| <<

∣∣yd∣∣ , para (x, y) ∈ U.
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Prova. Suponhamos que |x| &
∣∣yd∣∣, então

∣∣x2
∣∣ ' ∣∣3x2 − 3t2y2d

∣∣ < ∣∣−6dt2xy2d−1 + 3dy3d−1
∣∣ ' |x| ∣∣y2d−1

∣∣ .
O que nos dá |x| <

∣∣y2d−1
∣∣ < ∣∣yd∣∣ e isto é um absurdo. Assim, |s| =

|x|
|yd|

< 1. Como

podemos supor t limitado então temos

∣∣s2 − t2
∣∣ < d |y|d−1

∣∣1− 2s2t
∣∣ < M |y|d−1 ⇒ |s− t| |s+ t| < M |y|d−1 ,

onde M é constante. Assim,

|s− t| < M1 |y|d−1 ou |s+ t| < M2 |y|d−1 .

Suponhamos

|s− t| < M1 |y|d−1 .

Então, ∣∣∣∣ xyd − t
∣∣∣∣ < M1 |y|d−1 =⇒

∣∣x− tyd∣∣ < M1

∣∣y2d−1
∣∣ .

Portanto,

x = tyd +O(y2d−1).

Supondo o outro caso, temos

x = −tyd +O(y2d−1).

Assim,

x = ±tyd +O(y2d−1).

Agora, g (x, y) = y3d (s3 − 3st2 + 1)

∣∣g (x, y)−
(
1∓ 2t3

)
y3d
∣∣ =

∣∣y3d
(
s3 − 3st2 ± 2t3

)∣∣
=

∣∣y3d
∣∣ |(s∓ t) (s∓ t) (s± 2t)|

≤ M |s∓ t| |s∓ t|
∣∣y3d

∣∣
< M p |y|d−1 |y|d−1

∣∣y3d
∣∣

= M p ∣∣y3d+2(d−1)
∣∣ .

Portanto, g (x, y) = (1∓ 2t3)y3d +O(y3d+2(d−1)).
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�

Lema 4.5 Sejam δ > 0 e C > 0. Então, no conjunto

{p = (x, y) ; ∃p0 = (x0, y0) ∈ U, g (p) = g (p0) , |y − y0| ≤ C |y0|1+δ}

temos

x = O(yd) (5)

e

g (x, y) = (1∓ 2t3)y3d +O(y3d+δp), (6)

onde δp = min{δ, 2(d− 1)}.

Prova. Seja δ > 0, y ' y0. Temos

∣∣g (x, y)−
(
1∓ 2t3

)
y3d
∣∣ =

∣∣g (x0, y0)− (1∓ 2t3)y3d
0 + (1∓ 2t3)(y3d

0 − y3d)
∣∣

≤
∣∣g (x0, y0)− (1∓ 2t3)y3d

0

∣∣+
∣∣1∓ 2t3

∣∣ ∣∣y3d
0 − y3d

∣∣
≤

∣∣∣y3d+2(d−1)
0

∣∣∣+
∣∣1∓ 2t3

∣∣ |y0 − y| (
∣∣y3d−1

0

∣∣
+
∣∣y3d−2

0

∣∣ |y|+ . . .+
∣∣y3d−1

∣∣)
≤

∣∣∣y3d+2(d−1)
0

∣∣∣+ C
∣∣1∓ 2t3

∣∣ ∣∣y1+δ
0

∣∣ .M ∣∣y3d−1
0

∣∣
≤ M̄ |y0|3d (|y0|2(d−1) + |y0|δ)

≤ M̄ |y0|3d+δp = M̃ |y|3d+δp ,

onde δp = min{2(d− 1), δ}. Assim,

g (x, y) =
(
1∓ 2t3

)
y3d +O(y3d+δp).

Tomando x = syd, temos

y3d
(
s3 − 3t2s+ 1

)
= g (x, y) =

(
1∓ 2t3

)
y3d +O(y3d+δp),

ou seja,
∣∣y3d

∣∣ |s− 3st± 2t3| ≤ M
∣∣y3d+δp

∣∣ =⇒ |s− 3st± 2t3| ≤ M
∣∣yδp∣∣ . Como podemos

supor t limitado então teremos s limitado. Logo |x| = |s|
∣∣yd∣∣ ≤ M p

∣∣yd∣∣ . Isto nos dar

x = O(yd).

�

Corolário 4.1 Seja Yi(δ,M,K,A) := {p;ψi(p0,M
1

α8−2i |p|
1+δ
α8−2i , K) > A}, i = 0, 1, 2,

onde δ > 0,M > 0 e A, K são constantes suficientemente grandes. Então, as fórmulas

(5) e (6) valem para todos (x, y) ∈ Y .
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Prova. Fixe p0 e suponha que X(p0, KM
1

α4−2i |p0|
1+δ
α4−2i ) não interesecta U . Então a

projeção Xc = f−1 (c) → C dada por (x, y) 7−→ y é submersão e Xc próximo de cada

ponto de X(p0, KM
1

α4−2i |p0|
1+δ
α4−2i ) é o gráfico de uma função x = x (y) com a derivada

limitada por 1. Com efeito, como p0 /∈ U, |∂f/∂x| > |∂f/∂y| e a singularidade de f é

isolada na origem, então não podemos ter ∂f/∂x = 0 em p0 6= 0. Logo Xc é gráfico numa

vizinhança de p0. Veja também que, f (x (y) , y) = c e derivando obtemos,

∂f/∂x (x (y) , y) · xp (y) + ∂f/∂y (x (y) , y) · 1 = 0.

Logo,

xp (y) = −∂f/∂y (x (y) , y)

∂f/∂x (x (y) , y)
e |xp (y)| = |∂f/∂y (x (y) , y)|

|∂f/∂x (x (y) , y)|
≤ 1.

Considere VN = {y/ |y − y0| < N |y0|
1+δ
α8−2i }. Existe uma constante N = N (C) tal que

Ω := π−1
c (VN)∩X(p0, C |p0|

1+δ
α4−2i ) é a união de gráficos de funções anaĺıticas definidas em

VN e com derivada limitada por 1 e tal que πc restrito a Ω é um recobrimento finito sobre

VN . Denotamos essa restrição por πp
c. Se C p = C p(M, δ) é suficientemente grande, então

para N p = N(C p) temos X(p0,M
1

α8−2i |p0|
1+δ
α8−2i ) ⊂ πp−1

c (VN p) e se K for suficientemente

grande, então πp−1
c (VN p) ⊂ X(p0, KM

1
α4−2i |p0|

1+δ
α4−2i ). Finalmente escolheremos C tal que

para N p = N p(C) e teremos

X(p0,M
1

α8−2i |p0|
1+δ
α8−2i ) ⊂ πp−1

c (VN p) ⊂ X(p0, KM
1

α4−2i |p0|
1+δ
α4−2i ) ⊂ πp−1

c (VN) .

Isso nos permite mostrar que se p ∈ X(p0,M
1

α8−2i |p0|
1+δ
α8−2i ) está no componente conexa

de X(p0, KM
1

α4−2i |p0|
1+δ
α4−2i ) contendo p0, então p está na mesma componente conexa de

πp−1
c (VN p) contendo p0. Assim, para concluir, notamos que nesta componente conexa a

distância diâmetro ao longo de Xc é comparável a distância euclidiana. Com efeito, seja

γ : [a, b]→ Xc tal que γ (a) = (x (y (a)) , y (a)) , γ (b) = (x (y (b)) , y (b)),

dist
p0,M

1
α8−2i |p0|

1+δ
α8−2i ,K

(p1, p2) = inf
µ
diam (µ) ≤ inf

µ
l (µ) ≤

∫
VN

|γ p (t)| dt

≤
∫
VN

|yp (t)|
√
|xp (y)|2 + 1dt

≤
√

2

∫
VN

|yp (t)| dt

e

|p1 − p2| ≥ |y1 − y2| .
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Portanto,

(dist
p0,M

1
α8−2i |p0|

1+δ
α8−2i ,K

(p1, p2))

|p1 − p2|
≤
√

2

∫
VN
|yp (t)| dt
|y1 − y2|

≤
√

2C, C constante.

Assim quando p0 → 0,

(dist
p0,M

1
α8−2i |p0|

1+δ

α8−2i ,K
(p1, p2))1/α

|p1 − p2|α
<
dist

p0,M
1

α8−2i |p0|
1+δ
α8−2i ,K

(p1, p2)

|p1 − p2|
.

Logo,
(dist

p0,M
1

α8−2i |p0|
1+δ
α8−2i ,K

(p1, p2))1/α

|p1 − p2|α
≤
√

2C.

Portanto, para A suficientemente grande, ψi(p0,M
1

α8−2i |p0|
1+δ
α8−2i , K) ≤ A. Logo p0 /∈

Yi(δ,M,K,A). Conseqüentemente, se p0 ∈ Y , então existe um ponto p = (x, y) ∈ U de

tal modo que

|p− p0| ≤ KM
1

α4−2i |p0|
1+δ
α4−2i .

Então, o corolário segue do Lema 4.5.

�

Agora vamos demonstrar a Proposição 4.1 e o Lema 4.3.

Proposição 4.1 Seja Yi(δ,M,K,A), onde δ > 0,M > 0 e A,K são constantes sufici-

entemente grandes. Suponhamos que p1, p2 ∈ Yi(δ,M,K,A) e existe um δ1 > 0 tal que

|p1 − p2| ≤ |p1|
1+δ1
α8−2i . Então, para δ2 < min{1 + δ1

α8−2i
− 1,

1 + δ

α8−2i
− 1, 2(d − 1)} e uma

vizinhança da origem suficientemente pequeno temos∣∣∣∣g (p1)

g (p2)
− a
∣∣∣∣ ≤ |p1|δ2 ,

onde a é um dos seguintes valores: 1,
1 + 2t3

1− 2t3
,
1− 2t3

1 + 2t3
.

Prova. Sejam pi = (xi, yi) , i = 1, 2. Então pelo Corolário 4.1

g (pi) =
(
1∓ 2t3

)
y3d
i +O(y3d+δp

i ), δp = min{1 + δ

α8−2i
− 1, 2 (d− 1)} e xi = O(ydi ).

Assim,

|y − y2| < |p1 − p2| ≤ |p1|
1+δ1
α8−2i = |y1|

1+δ1
α8−2i ≤ |y1|

1+δ1
α8−2i =⇒ y1 − y2 = O(y

1+δ1
α8−2i

1 ).
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Como |y − y2| < |y1|
1+δ1
α8−2i , temos que O(y

1+δ1
α8−2i−1

1 ) = O(y
1+δ1
α8−2i−1

2 ). Note que,

∣∣y3d
1 − y3d

2

∣∣ = |y1 − y2| (|y1|3d−1 + |y1|3d−2 |y2|+ . . .+ |y2|3d−1)

≤ M |y2|
1+δ1
α8−2i |y2|3d−1 ≤M |y2|3d+

1+δ1
α8−2i−1 ≤M p |y1|3d+

1+δ1
α8−2i−1

≤ M p |y1|3d+δ2 .

Suponhamos

g (p1) =
(
1− 2t3

)
y3d

1 +O(y3d+δp

1 ) e g (p2) =
(
1 + 2t3

)
y3d

2 +O(y3d+δp

2 ),

ou seja,

∣∣g (p1)−
(
1− 2t3

)
y3d

1

∣∣ ≤ |y1|3d+δp e
∣∣g (p2)−

(
1 + 2t3

)
y3d

2

∣∣ ≤ |y2|3d+δp .

Logo, para a =
1− 2t3

1 + 2t3
, temos

∣∣∣∣g (p1)

g (p2)
− a
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣g (p1)− ag (p2)

g (p2)

∣∣∣∣ =
1

|g (p2)|
|g (p1)− ag (p2)|

≤ 1

|y1|3d
| g (p1)− (1− 2t3)y3d

1 + (1− 2t3)y3d
1 − (1− 2t3)y3d

2

+(1− 2t3)y3d
2 − ag (p2) |

≤ 1

|y1|3d
[
∣∣g (p1)− (1− 2t3)y3d

1

∣∣+
∣∣(1− 2t3)

∣∣ ∣∣y3d
1 − y3d

2

∣∣
+
∣∣ag (p2)− a(1 + 2t3)y3d

2

∣∣]
≤ 1

|y1|3d
[
|y1|3d+δp +

∣∣(1− 2t3)
∣∣ ∣∣∣|y1|3d+δ2

∣∣∣+ |a|
∣∣∣|y2|3d+δp

∣∣∣]
≤ 1

|y1|3d
[
|y1|3d+δ2 +

∣∣(1− 2t3)
∣∣ ∣∣∣|y1|3d+δ2

∣∣∣+ |a|
∣∣∣|y1|3d+δ2

∣∣∣]
= M p |y1|δ2 .

Portanto, ∣∣∣∣g (p1)

g (p2)
− a
∣∣∣∣ ≤ |p1|δ2 .

�

Lema 4.3 Se K e A são constantes suficientemente grandes e 0 < δ <
√
d − 1, então

Yi(δ,M,K,A) é não vazio e contém a curva polar Γ. Além disso, neste caso, todos os

limites de g (p1) /g (p2) dados pela Proposição 4.1 pode ser obtido tomando p1 e p2 ao

longo do ramos de Γ.
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Prova. Fixe K e δ. Considere a projeção πc : Xc = g−1 (c)→ C, dada por πc (x, y) 7−→ y.

Fixado y, com (x, y) ∈ Xc, então

x3 − 3t2y2dx+ y3d = c. (7)

Sejam β, ζ e η raizes de (7)

(x− β) (x− ζ) (x− η) = x3 − 3t2y2dx+ y3d − c,

x3 − (β + ζ + η)x2 + (βζ + βη + ζη)x− βζη = x3 − 3t2y2dx+ y3d − c,


β + ζ + η = 0

βζ + βη + ζη = −3t2y2d

βζη = c− y3d

1) Se β = ζ = η,

3β = 0 =⇒ β = 0 =⇒ y = 0 =⇒ c = 0,

2) Se β = ζ 6= η,

2β = −η, β2 + 2βη = β2 + 2β (−2β) = −3t2y2d

=⇒ −3β2 = −3t2y2d

=⇒ β = ±tyd e η = ∓2tyd, β2 (−2β) = c− y3d

=⇒ y3d = c+ 2β3 = c± 2t3y3d

=⇒ y3d
(
1∓ 2t3

)
= c =⇒ y = c

1
3d
(
1∓ 2t3

)− 1
3d

Então conclúımos que (7) com c 6= 0, não tem ráızes de multiplicidade 3 e as ráızes de

multiplicidade 2 são as de coordenadas

x = ±tyd, y =
(
1∓ 2t3

) 1
3d y

1
3d .

Note que, quando c = g−1 (p0) , com p0 = (x, y) ∈ Γ := {∂g
∂x

= 0}, as ráızes de multiplici-

dade 2 de (7) são exatamente os pontos de Γ ∩Xc, cujas coordenadas são

x = ±tyd , y =
(
1∓ 2t3

)− 1
3d y

1
3d .

Portanto, πc é um triplo recobrimento ramificado nos pontos Γ ∩Xc. Veja,
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Figura 1: Triplo recobrimento ramificado

p0 = (x0, y0) = (tyd0 , y0),

p1 = (x1, y0) = (−2tyd0 , y0), y0 = c
1
3d (1 + 2t3)

− 1
3d

p̃0 = (x̃0, ỹ0) = (−tỹd0 , ỹ0)

p̃1 = (x̃1, ỹ0) = (2tỹd0 , ỹ0), ỹ0 = c
1
3d (1− 2t3)

− 1
3d

Segue que

|p0 − p1| =
∣∣3tyd0∣∣ ≤ |y0|d

|p̃0 − p̃1| =
∣∣3tỹd0∣∣ ≤ |ỹ0|d

|x̃0 − x0| = |t|
∣∣yd0 + ỹd0

∣∣ ≤M p |y0|d

|ỹ0 − y0| =
∣∣∣∣c 1

3d (1 + 2t3)
− 1

3d − c
1
3d (1− 2t3)

− 1
3d

∣∣∣∣
= |y0|

∣∣∣∣∣1− (1+2t3

1−2t3

) 1
3d

∣∣∣∣∣ ≤M q |y0|

|p̃0 − p0| = |ỹ0 − y0| ≤ 2 |y0| .

Conclúımos então que as distâncias entre os diferentes pontos de ramificação, ou de forma

equivalente, entre as suas projeções sobre o eixo y, são de tamanho comparável a |y|. Fixe

um ponto p0 = (x0, y0) de ramificação de πc. Seja V = {y; |y − y0| ≤ ε |y0|} , ε pequeno.

Então, se p0 é suficientemente próximo da origem, KM
1

α4−2i |p0|
1+δ
α4−2i−1 ≤ ε, 1+δ

α4−2i −1 > 0.
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Assim, dado p ∈ X(p0, KM
1

α4−2i |p0|
1+δ
α4−2i ) ,

|y − y0| < |p− p0| ≤ KM
1

α4−2i |p0|
1+δ
α4−2i ≤ ε |p0| ≤ ε |y0| , p0 ∈ U.

Portanto,

X(p0, KM
1

α4−2i |p0|
1+δ
α4−2i ) ⊂ π−1

c (ν) .

Por outro lado, suponhamos que p = (x, y) ∈ g−1 (c) satisfaz

|y − y0| ≤ |y0|
1+δ
α8−2i .

Então, pelo Lema 4.5, x = O(yd) e, portanto

|x− x0| ≤ |x|+ |x0| ≤ |y|d + |y0|d ≤ 2 |y0|d e |y − y0| < |y0|
1+δ
α8−2i

=⇒ |p− p0| ≤ |p0|
1+δ
α8−2i , pois

1 + δ

α8−2i
≤
√
d

1

α12
≤
√
d
√
d = d.

Denote Vδ = {y; |y − y0| ≤ |y0|
1+δ
α8−2i }. Assim dado p ∈ π−1

c (Vδ) , temos

|y − y0| ≤ |y0|
1+δ
α8−2i =⇒ |p− p0| ≤ |p0|

1+δ
α8−2i ≤ KM

1
α4−2i |p0|

1+δ
α4−2i .

Portanto, π−1
c (Vδ) ⊂ X(p0, KM

1
α4−2i |p0|

1+δ
α4−2i ). Note que, π−1

c (νδ) consiste de duas com-

ponentes conexas, já que πc é um triplo recobrimento ramificado. Note também que

uma das componentes conexas contém o p0 e a outra se projeta difeomorficamente sobre

Vδ. Sejam Ω a componente conexa que contém p0 e π̃c a restrição de πc a esta com-

ponente. Fixe y ∈ Vδ tal que |y − y0| = 1
2
|y0|

1+δ
α8−2i e denote os dois pontos de π̃−1

c (y)

por p1 = (x1, y) e p2 = (x2, y). Então, p1, p2 estão em π̃−1
c (yδ) a qual é conexa. Note

que a projeção π̃c de qualquer curva ligando P1 e P2 em π̃−1
c (yδ) passa em torno de y0.

Com efeito, suponhamos que a projeção da curva ligando P1 e P2 em π̃−1
c (yδ) não passa

em torno de y0 então ela será homotópica a um ponto. Isto nos diz que a curva ligando

p1 e p2 homotópica a um ponto, Absurdo, pois a curva é aberta. Desde de que P1 e P2

∈ g−1 (c) então

dist
p0,C|p0|

1+δ
α8−2i ,K

(p1, p2) ≥ |y − y0| ≥
1

2
|y0|

1+δ
α8−2i

Pelo Lema 4.5, x1 e x2 são O(|y|d) e conseqüentemente

|p1 − p2| = |x1 − x2| ≤ |x1|+ |x2| ≤ 2 |y|d ≤ 2C̄ |y0|d .
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Assim

(dist
p0,M

1
α8−2i |p0|

1+δ
α8−2i ,K

(p1, p2))1/α2−i

(|p1 − p2|)α
2−i >

(
1
2

)1/α2−i
|y0|

1+δ
α8−2i

1
α2−i(

2C̄
)α2−i

|y0|dα
2−i

= M
1

|y0|dα
2−i− 1+δ

α10−3i

.

Assim, como
1

α12
≤
√
d e 1 + δ ≤

√
d =⇒ 1 + δ

α12
≤ d =⇒ 1 + δ

α10−3i
≤ 1 + δ

α10
≤ dα2 ≤ dα2−i,

temos

ψi(p0,M
1

α8−2i |p0|
1+δ
α8−2i , K)→∞ quando p0 → 0.

Portanto p0 ∈ Yi(δ,M,K,A). Segue que Γ está contido Yi(δ,M,K,A), como germe na

origem, como queŕıamos. A última afirmação do lema pode ser verificado diretamente,

considerando os limites da proposição 4.1 ao longo dos dois ramos da Γ.

�
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5 CONCLUSÃO

Este trabalho teve como motivação principal a seguinte pergunta:

Pergunta. Dado 0 < α < 1, a equivalência bi-α-Hölder de germes de funções anaĺıticas

(C2, 0)→ (C, 0) admite moduli cont́ınuo?

No Captulo 3, demonstramos os óbstaculos para que as fibras especiais de

germes de funções anaĺıticas (C2, 0) → (C, 0) sejam α-Hölder equivalentes. Como con-

sequëncia desse estudo, obtemos que: se dois germes de curvas anaĺıticas planas são home-

omorfos, via um homeomorsmo que é Log-Lipschitz com inversa Log-Lipschitz, então esses

germes são bi-Lipschitz homeomorfos e, por conseguinte, topologicamente como germes

imersos em (C2, 0).

No capitulo 4, mostramos que dada um α, com 0 < α < 1, temos uma famı́lia

de germes de polinômios w-homogênios a 1-parâmetro ft : (C2, 0) → (C, 0), t ∈ C, a

qual garantimos a existência de Moduli com relação a equivalência bi-α-Hölder. Mais

precisamente, construimos um invariante da equivalência Hölder de tais germes que varia

continuamente nesta famı́lia. Para um único germe ft o invariante de ft é dado em termos

dos coeficientes principais das expansões assintóticas de ft ao longo dos ramos da curva

polar genérica de ft.
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