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RESUMO

Este trabalho apresenta construcdes basicas dadizam régua e compasso que foram
desenvolvidas por civilizagdes antigas com o intdi realizar tarefas do cotidiano e
construir monumentos. Para isso, 0s procedimeniicgcados eram baseados em retas e
circunferéncias com a intencéo de encontrar a raegli@équada para estas realizagoes.
Mostraremos neste trabalho as principais consteucdealizadas com esses
instrumentos, como alguns poligonos e algumas rasdildébricas. Analisaremos essas
construcbes de forma simples e algébrica parafigastia veracidade de suas
conclusdes. Entenderemos também o conceito de p&ameonstrutiveis e suas
caracteristicas. Aprenderemos a identificar se umeno pode ou ndo ser construido
com a régua e o compasso. Com isso, poderemoscaerdfom melhor clareza os
problemas classicos da geometria e o real motivoadehaver solucdes de construcao
para estes problemas. A finalidade deste trabalhoe@rdar um pouco do
desenvolvimento da Geometria e mostrar ao alunoatgienas formulas e equacgdes

podem ser desenhadas para que sua solucao sdglaeve

Palavras-chave:Régua. Compasso. Construcdo. Algebra. Equacao.



ABSTRACT

This paper presents basic constructions made widér and compass were developed
by ancient civilizations in order to perform dathsks and build monuments. For this,
the procedures used were based on lines and ciaesthe intention of finding the
appropriate measure for these achievements. We shtiis paper the main buildings
made with these instruments, such as polygons antk salgebraic measures. We
analyze these buildings simply and algebraic waystify the veracity of its findings.
Also we will understand the concept of construetibbmbers and characteristics. We
learn to identify a number may or may not be carcséd with ruler and compass. With
this, we can see with clarity the classic problethgeometry and the real reason there
is no building solutions to these problems. Theppse of this work is to recall some of
the development of geometry and show the studextsibme formulas and equations

can be designed so that your solution is revealed.

Keywords: Ruler. Compass. Construction. Algebra. Equation.
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1 INTRODUCAO

A Grécia antiga foi uma das primeiras civilizac@eg contribuiram para o
desenvolvimento matemético. Antes mesmo da eréacis gregos jA desenvolviam
técnicas bem elaboradas para resolver problemasnratitos de acordo com suas
necessidades.

A Geometria, que significa “medida da terra”, fanas das principais
contribuicbes gregas para o0 avanco da matematiemudla época o desenho
geométrico era usado na resolucdo de problemasiada-dia, de acordo com a
necessidade do ser humano, a cada situacao deetené resolucao diferente e a cada
resolucdo era criada uma regra para assim, serapofvé-la. Dessa forma, todo o
conjunto de conhecimento de construcdes graficaspeticamente uma colecdo de
problemas e suas respectivas solugoes.

Os primeiros desenhos eram feitos a mao. Sem nenlpuetisédo exata.
Apenas com a intensdo de visualizar melhor o pnadjenas sem exatidao. No inicio
do século V a.C. surgiram as primeiras construgfies régua e compasso. Tais
construcdes tiveram enorme importancia no deseimehto da matematica grega e foi
com o matematico grego Euclides que a geometridesenvolveu, fazendo da cidade
egipcia de Alexandria o centro mundial da Geometrravolta de 300 a.C..

A partir dai, as técnicas de desenho geométricoamceitos abordados na
Geometria foram evoluindo com o tempo e a influgrde outros pensadores gregos,
como Talles e Pitdgoras. Essas técnicas evoluiram @ intuito de conciliar o
conhecimento tedrico e pratico da Matematica.

A medida que os estudos evoluiam, novos instruregiotam inseridos no
estudo dos desenhos geométricos tais como uma gFgdaada, jogo de esquadros,
transferidores entre outros. E as constru¢des pniamtivas com régua, sem graduacao,
e compasso foram sendo substituidas por outraspréisas e simples de fazer com os
novos instrumentos. Nas escolas, essas constragt@s sendo esquecida aos poucos,
transformando o ensino de figuras geométricas taeéigco do que pratico.

O ensino tedrico da Matemética, sem uma aplicagatca, dificulta a
aprendizagem e o prazer de estudar do aluno. Sahgiidar a teoria e a pratica na
medida certa, é possivel garantir um grande avamgoprocesso de ensino-

aprendizagem, contribuindo para a constru¢ao doemmento de forma mais concreta.
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A proposta deste trabalho é mostrar as principaisteucées com régua e
compasso de forma clara e didatica para que pessstiizada em sala de aula como
uma ferramenta para construgdo do conhecimentduthm.aRefletir um pouco sobre
como 0s gregos conseguiram fazer belissimas cgdssuusando esses dois
instrumentos. Na atualidade podem ser usados mpnagreem computadores que
simulem o uso da régua e do compasso, cofdeagebra

Inicialmente, mostraremos as constru¢fes mais dmgjue podem ser
aplicadas nas séries de ensino fundamental. Ar phetisas construcdes, poderdo ser
fundamentadas outros conceitos que poderédo seaddk em capitulos posteriores, tais
como a realizacao das operacdes basicas como ssub#&racdo. Em seguida podem ser
introduzidos o calculo de raizes quadradas, p@awalele perpendicularismo entre retas.

Em seguida, usaremos 0s conceitos assimilados qmarsirucbes mais
elaboradas. Trata-se de construcbes que envolvgarasi planas. Trabalharemos
também o conceito de poligonos inscritos paraifacilgumas constru¢des. Veremos
gque nem todo poligono regular pode ser constru@o o uso de apenas régua e
compasso. E que cada poligono pode ter mais denaneira de ser construido.

Mostraremos algumas aplicacdes dessas tecnicamdeugao na resolucao
de problemas algébricos, calculos de médias, rg@olde equacdes. Mostrando de
maneira geomeétrica, formas de encontrar solucogdbatas. Faremos uma breve
abordagem sobre o grupo de nimeros construtiv&isi® caracteristicas. Veremos que
esse tipo de numero esta presente em nosso cotidiestacaremos também os
problemas classicos desse ramo da geometria. e seglmente dificulta na solucéo
desses problemas.

A partir desse trabalho, quero mostrar a importadai utilizacao da régua e
do compasso no processo de ensino. Com essa teradticeflexdo, espera-se que esse
trabalho possa ser utilizado como um material d#oapos professores de educacgéo
basica na inclusdo do desenho geométrico na geéasino das escolas. Levar a sala
de aula um conhecimento pratico explorado pelogogrgue deu origem a matematica

geomeétrica que conhecemos hoje.
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2 CONSTRUCOES BASICAS

Os primeiros procedimentos utilizando régua e ca@spasurgiram antes
mesmo da era cristd na Grécia Antiga. Através daaserumentos era possivel realizar
operagfes matematicas que levassem a exatidadcdéosaaritméticos e geometricos.
Sao operagdes simples e com facil compreenséo gsngitores interessados em
aprender.

Atualmente, muitos procedimentos simples como &sagdes basicas séo
realizados sem a utilizacdo da régua e do compa&sm.escolas, por exemplo, em
busca da praticidade da aprendizagem dos alurses estrumentos foram deixados de
lado e outros métodos surgiram para substitui-los.

Para realizar as operacfes basicas de somar,isuliwitiplicar e dividir,
com o uso de régua e compasso, tempos que adgtaes®s de retas limitados por
aberturas do compasso de diferentes tamanhos. Gonsggmento € mensuravel, pode

ser representado por algum numero real.

2.1 Realizando Operagdes Béasicas

2.1.1 Retas Paralelas e Perpendiculares

O conceito de paralelismo e perpendicularismo &&oantigos como as
primeiras constru¢cdes geométricas. Sabemos quereizassao ditas paralelas quando
ndo possuem ponto em comum e estdo no mesmo pkEnduas retas s&o
perpendiculares quando as mesmas se cruzam emiconpamto formando um angulo
reto. Atualmente, retas paralelas e perpendiculpogiem ser facilmente construidas
usando um jogo de esquadros. Mas existem mais @enuameira de construir retas
paralelas e retas perpendiculares usando apenasedapmpasso.

Mostraremos a seguir uma maneira simples de consétas paralelas a
uma reta ja existente. Facamos 0s seguintes proeaths:

I.  Tracemos uma circunferéncia com o centro perteacentta.
II.  Tracemos agora duas circunferéncias, com raiossiguanenor que a primeira

circunferéncia, com centros nos pontos de intecseca
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lll.  Teremos quatro pontos de intersecdo da primeicarderéncia com as outras
duas construidas. Ao tracarmos duas retas pasgamdalois pontos, sem
cruzarmos com a reta principal, teremos duas petadelas.

S

~

e

Figura 2.1: Retas paralelas

Como podemos observar na figura, os pontos A, B B formam um
trapézio isosceles, pois os raios AB e DC sao sgaais pontos B e C estdo a mesma
distancia da reta principal. Isto pode ser garanpela congruéncia dos triangulos ABO
e DCO. Como as bases de um trapézio sao paraletgs,as retas que os contem
também séo paralelas.

Veremos a seguir, como construir uma reta perpelati@a uma reta ja
existente.

I.  Escolhendo um ponto P fora da reta, tracemos umanéeréncia com centro
neste ponto e com o raio maior que a distanciaalecia.

Il.  Assim, encontraremos A e B, os pontos de intersdedoircunferéncia com a
reta. Centrando o compasso em cada um deles e ndanteraio, tracemos
outras duas circunferéncias.

lll.  Acharemos um ponto Q, intersecdo das duas ultimaméeréncias. Tracando a

reta PQ teremos uma reta perpendicular a retaipainc

Figura 2.2: Retas perpendiculares
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Como PA = PB = QA = QB, formam um losango. Comaliagonais em
qualquer losango se encontram no ponto médio eafarmm angulo reto, temos que a
reta PQ como mediatriz do segmento AB. Com issoemod garantir a

perpendicularidade entre PQ e AB.

2.1.2 Bissetriz de um Angulo

A bissetriz de um angulo € uma semirreta que rteertice desse angulo
e o divide em duas partes iguais, ou seja, forni@®ualois angulos de mesmo valor. A
construcdo de uma bissetriz pode ser feita de maas@nples seguindo 0s passos
abaixo.
I.  Em um angulo qualquer, tracemos uma circunferéuriacentro no vértice.
[I.  Encontraremos dois pontos de intersecdo, um em sEmareta que forma o
angulo. Chamando esses pontos de A e B, marcaegntento AB.
[l.  Com um raio visivelmente maior que a metade do saegmAB, tracemos duas
circunferéncias. Uma com centro em A e outra comiroeem B.
IV.  Encontraremos assim dois pontos, C e D. Ao tracauansemirreta partindo do
vértice e passando por esses dois pontos, terelissedriz do angulo.

Figura 2.3: Bissetriz de um angulo
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Vimos anteriormente que o segmento CD divide o segmnAB ao meio.
Entdo, temos um triangulo isésceles VAB (com VA B)\dividido por uma semirreta
perpendicular a base. Com isso, podemos garargiaqeta formada é a bissetriz do

angulo.

2.1.3 Adicéo e Subtracéo

O procedimento de soma € bem simples com o0 uséglere compasso.
Usaremos dois segmentos de retas com tamanhogalstsendo o primeiro segmento
com extremidades AB e o segundo, CD.

Adotando uma reta, colocaremos os dois segmentoe gssa reta de tal
forma consecutiva. Ou seja, se 0 primeiro segmintoina no ponto B e o segundo
segmento comeca no ponto C, esses dois pontosdr@onar um s0, e a distancia entre
0 ponto A ao ponto D sera a soma dos dois segmentos

Fazendo este procedimento com os instrumentos trdogdasta fazer a
transposicao dos segmentos sobre uma determinaddsando o compasso, coloca-se
uma das pontas em uma extremidade do primeiro sggme ponto A. A outra
extremidade, no ponto B. Assim, usando essa abedltuicompasso, coloca-se a ponta
cega sobre a reta, e com a ponta que risca, mangarponto. Em seguida, coloca-se a
ponta cega no ponto marcado, e em seguida, ma@asEo ponto. Assim, teremos 0
primeiro segmento transposto na reta com a abedoraompasso garantindo o
tamanho do segmento.

Ao repetir o procedimento de transposicdo com aurssy segmento,
devemos garantir que o ponto C coincida com o pBn®o ponto D deve ser marcado
no lado oposto ao ponto A. Desta forma, teremasreagdos dois segmentos medido do
ponto A ao ponto D, com os pontos B e C coincidireldocalizado entre as

extremidades.

A

[ Yus]

A B=C D

Figura 2.4: Soma de dois segmentos
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Para fazer a subtracdo entre os dois segmentds, SE®epor o segmento
de menor dimensao sobre 0 maior de tal maneiraguee seus pontos extremos sejam
coincidentes. Fazendo estra transposi¢éo, a diferfezara visivel.

A B
c D
*r—-

A=C D B

Figura 2.5: Subtracédo de dois segmentos

2.1.4 Multiplicagao e Divisao

Podemos fazer a multiplicacdo por um numero natusaindo a soma
sucessiva de um mesmo segmento. Na figura a séguims um segmento multiplicado

por 10. O valor deste produto é a distancia do@detorigem até o ponto que finda o
altimo segmento.

Figura 2.6: Soma sucessiva de um segmento

Podemos também realizar a multiplicacdo entre ddisieros usando
segmentos de reta. Adotando dois segmentos, AC erédlizaremos 0Ss seguintes
procedimentos:

. Tomando o segmento AB como uma unidade de medidag enostra a figura,
tracaremos a reta que passa pelos pontos B e C.
II.  Tracemos agora, uma reta paralela a BC, passafulpg®o D.
lll.  Estareta corta a reta suporte de AC no ponto &§gihento AE é o resultado da
multiplicacdo que esperamos.



19

Figura 2.7: Multiplicacao de dois segmentos

Podemos comprovar este resultado pelo teoremaes, Talpor adotarmos
AB = 1 unidade de medida. Como as retas BC e Dipaérelas entre si, temos que:

ABE  AC

iD= AF = AC.AD = AL AE =2 AC. AD = AE

O processo de divisdo por um numero natural envefeepouco mais de
trabalho para ser realizado. Devemos seguir osSrgegpassos:
I.  Trasponha para uma reta suporte o segmento avediddi
[I.  Em um dos extremos do segmento, tracemos uma béigua em relacdo a
primeira. Adotemos este extremo como origem.
lll.  Marque sobre a nova reta, 0os segmentos de mesnmriocnto, em quantidade
igual ao total de partes que vocé quer dividirgnsento dado.
IV. Tracemos uma reta que passa pelos dois extremasosp® origem das duas
retas.
V. Tracemos agora retas paralelas a ultima tracadsamds pelos pontos que
foram marcados no segmento obliquo. Os pontostdes@téo destas retas com

0 segmento original dividirdo este segmento enepaguais.
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Na figura abaixo podemos ver o segmento AB dividao dez partes

iguais. Essa divisado pode ser verificada pelo tearde Tales.

o
o
o
.

o
o
.

A B

Figura 2.8: Divisdo de um segmento em partes iguais

O processo de divisdo entre dois segmentos € anaogprocesso de
multiplicagdo mostrado na figura 2.7. Ao fazer gnsento AC = 1, teremos 0 seguinte

resultado:
AR AC AD
D=AF > AC.AD = AB.AE = AF = iB

2.2 Construindo poligonos regulares

2.2.1 Teorema de Gauss

Os poligonos sédo formados com constru¢cdes um powis elaboradas,
mas que podem ser trabalhadas com alunos de dosmt@mental. Para cada poligono
podem existir mais de uma maneira de realizar snstcao.

Existem construcbes onde os poligonos sao feitgsriias em uma
circunferéncia. Diz-se que um poligono regular @ss&rito em uma circunferéncia
quando todos os vértices estdo sobre a linha danééréncia e ambas figuras possuem
0 mesmo centro. Quando isso acontece, os veértieespaligono dividem a
circunferéncia em arcos iguais.

Porém, nem todo poligono pode ser construido deste. Para identificar
quais os poligonos podem realmente ser construd@esmos fazer uso do Teorema de

Gauss para Poligonos Construtiveis.
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O teorema afirma que, so € possivel dividir umeuciferéncia, com régua e
compasso, em “n” partes este numero satisfazemdasaeguintes condicoes:

|, 1= Zk; onde:k €N ek = 1.
K e e e g ; 7 o e e em. .
I, N=2"*p,*pP;* " *P;- onde: k€N ek =1 @PuiPzl-iP; sAo nlmeros

primos na form&’ = 2*" +1 commeN

De acordo com este teorema, 0s humeros primosaupdem a fatoracéo
do niumera devem ser os numeros Primo de Fermat. Um heptagon@xemplo, ndo
pode ser construido com régua e compasso, poismerolu7 € primo, mas nao se
adequa a formula de Fermat. Porém, existem cof&sugue podem formar um
heptdgono ndo regular. Por se tratar de uma apag&iop podemos ter um dos lados
diferente dos demais.

Outro exemplo € o eneagono. Como nao € possivadidiuma
circunferéncia em 9 partes usando uma régua seduagao e um compasso. As
construcdes deste poligono que existem atualméote@mplexas demais para serem
exploradas com alunos de ensino fundamental. Csitnofage a nossa proposta, ndo

incluiremos a construcdo desse poligono.
2.2.2 Triangulo Equilatero
A construcdo de um triangulo com os trés ladosisggabem simples.

Usando o a construcdo da mediatriz de um segmiatitmente teremos, ndo apenas

um, mas dois triangulos equilateros.

Figura 2.9: Dois triangulos Equilateros
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De acordo com a figura, temos que PAB e QAB sas tii@ingulos equilateros onde a

medida do segmento AB corresponde ao seu lado.

2.2.3 Quadrado

Para construir um quadrado usando um segmento A® ceu lado, basta

seguir 0s pacos abaixo.

V1.

Colocar o segmento em uma reta qualquer.

Construir uma reta perpendicular sobre o ponto A.

Encontrar, nessa reta, o ponto D usando a abeltucampasso no tamanho do
segmento AB. Basta tragar o arco de B para D corincem A.

Figura 2.10: Construcdo do quadrado ap0s os trés primeiroepass
Construir uma reta perpendicular sobre o vértice B.
E da mesma forma que o passo lll, construir um @@m a abertura do
segmento AB, desta vez com o centro em B, e eraontiponto C na reta
perpendicular a B.
Uma vez encontrado todos os veértices, basta lig&-lteremos o quadrado com

o lado do tamanho do segmento AB.

A B

Figura 2.11: Quadrado ABCD completo.
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2.2.4 Pentdgono Regular.

A construcdo de um pentagono a partir do segmeBtoefjuer um pouco
mais de detalhes. Mostraremos um passo a passoef@tum aplicativo chamado
Régua e Compasso, desenvolvido pelo professor Beothmann da Universidade
Catdlica de Berlim, na Alemanha, que garante alaeigade do poligono.

. Em um segmento AB, tracar duas circunferéncias caiom AB.

Uma com o centro em A e outra com o centro em B.

II. Tragcar a reta que passa pelos pontos de intersggdoduas
circunferéncias marcando o ponto M, ponto médiéBe

lll.  Tracar uma reta perpendicular ao raio AB no ponte arcar o
ponto de intersecdo superior da reta com a circéméea como
ponto F.

IV.  Tragar uma circunferéncia, com centro em M e rate Frolongar
O raio a partir do ponto B e marcar a intersecactede

prolongamento com esta nova circunferéncia comeop@n

A M B 0

Figura 2.12: Construcdo de um pentagono regular apdés encantrar

ponto Q.

V. Com o centro em A, tracar uma circunferéncia com AQ e

marcar as intersecdes da mesma com a reta mediatsegmento
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AB e com a circunferéncia de centro em B e raio ABrimeira

intersecao serd o ponto D e a segunda sera o onto

VI.  Com o centro em B, tracar uma circunferéncia comm BD e
marcar a intersecdo da mesma com a primeira cepémfia como
ponto E.
VII.

O pentagono sera formado ao ligarmos os pontos &, B e E.

L SR
’Q‘Q

-
-
~

Figura 2.13: Pentagono Regular ABCDE completo.

Podemos observar que os raios das circunferén@esen com centros em
A e B séo as diagonais do pentagono formado. Catas eircunferéncias sao iguais,
com raio AQ, temos que suas diagonais sdo iguaim {8so, temos um pentagono

regular. Com a ajuda do aplicativo Régua e Compgsstemos garantir que seus
angulos internos também sao iguais.
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Figura 2.14: Angulos internos do pentagono no aplicativo Rég@mmpasso.

2.2.5 Hexagono Regular.

A construgcdo do hexagono regular sera influencipd conceito de
inscricdo de um poligono em uma circunferénciandsassa ideia, podemos construir
um hexagono regular, a partir de um segmento ABaleeiras simples.

I.  No segmento AB, tracar duas circunferéncias, uma@entro em A, outra com
centro em B. Ambas com a abertura do compasso agus¢gmento.
[I.  Em um dos pontos de intersecao, tracar outra dec@mcia, com mesmo raio.
lll.  Usando a abertura do compasso, dividir esta ciecéntia em partes iguais.

IV.  Por fim, basta ligar os pontos encontrados e oduma@sera formado.

Figura 2.15"5”|:I"ém>"<590no Regular ABCDEF completo.
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O quadrado e o pentagono regular também podenosstrgidos inscritos

em uma circunferéncia, porém, ndo poderiam sersfeit partir de um segmento AB.

Como no hexagono regular, o valor do raio da ciienémcia € o mesmo que a medida

do lado, essa construcao pode ser feita a partindsegmento.

2.2.6 Heptagono

A construcdo do heptagono a seguir € uma aproxmndeduma figura

regular. Como foi colocado antes, um heptagonolaegfio pode ser construido com

régua e compasso de acordo com o teorema de G3agse 0s passos desta

construgao.

Colocar o segmento AB sobre uma reta qualquergartrama circunferéncia
com centro em B e raio do tamanho do segmento. i€smm podemos marcar o
ponto M, intersecao da reta e da circunferéncia.

Tracar uma reta perpendicular no ponto B.

Com centro em A e com a abertura do compasso danteondo segmento AM,
tracar um arco intersectando a reta perpendicol@onto N.

Ao formar o angulo MAN, tracar a bissetriz do mesnmiersectando a reta
perpendicular no ponto P.

Figura 2.16: Construrcgéé"wda".heptégono. Identificando o ponto P.

Com o centro novamente em A, desta vez com o i@mianho do segmento
AP, tracar uma circunferéncia. Com o mesmo raagair outra circunferéncia

com centro em B. Qualquer um dos pontos de int@osaedestas ultimas
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circunferéncias podem ser usados para ser o adgsufuela que ird circunscrever
o heptagono.

VI.  Escolhendo o ponto superior ao segmento AB, e chdméde ponto O, tracar
uma circunferéncia com centro em O e raio AO. Nqtee o primeiro lado do

heptagono € o segmento AB.

M

Figura 2.17: Construcdo do heptagono. Identificando o ponto O.

VIl.  Com a abertura do compasso igual ao segmento ABlirda circunferéncia em
partes iguais. Ao ligar os pontos, teremos um lgepid regular.

Figura 2.18: Heptagono Regular ABCDEFG completo.

2.2.7 Octogono Regular
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Continuando a ideia de construir o poligono a paté um segmento
influenciado pela ideia da inscricdo do mesmo meunferéncia, podemos ver que a
problematica principal é achar o centro da circ@rfela que ira circunscrever a figura.
A construcéo do octégono € simples usando estedméfibserve 0s passos a seguir.

. Em um segmento AB, construir sua mediatriz idesd@iido o seu ponto médio
como ponto M.
. Com o centro em M, tracar um semicirculo partindoAdaté B. Identificar o
ponto N, intersecdo do arco com a mediatriz.
lll.  Com o centro agora em N, e com o raio do tamanhsedmento AN, tracar um
arco de A até B. Identificar agora o ponto O, isweBio do novo arco com a
mediatriz. Este ponto sera o centro da circunféeaégae ira circunscrever o

poligono de oito lados.

Figura 2.19: Construgéado octégc'imr{aregular. Identificando mt@®.

IV.  Com o centro em O, e com o raio do tamanho do segn@@A, ou OB, tracar

uma circunferéncia completa.
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V. Com a abertura do compasso do tamanho do segmddtalididir a nova
circunferéncia em oito partes iguais identificarcdala ponto. Ao ligar esses

pontos teremos um octégono regular com o lado dsmmetamanho do
segmento AB.

Figura 2.20: Octogono Redﬁilarw}&'BCDEFGH completo.

2.2.8 Decagono Regular

Nas construcdes anteriores, 0s poligonos eramrathes a partir de um segmento de
reta que era usado como o lado da figura. Para&gdeo, a construcdo sera a partir de
uma circunferéncia, e nela sera inscrito o poligono

I.  Tracar duas retas perpendiculares entre si.

[I.  Tracar uma circunferéncia com raio qualquer conemro no cruzamento das
retas. Chamar o centro de ponto O. Sera nestant@réncia que o decagono
sera construido.

lll.  Marcar dois pontos na circunferéncia. O primeirgedser a intersecdo de uma
reta com a circunferéncia, o outro deve ser asatgto com a outra reta. Chamar
de ponto A e ponto K.

V. Tracar a mediatriz do segmento OA. Marcar o paetantersecdo como ponto
M.
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V. Com o centro e M, tracar um arco comecando de kK adéta em que o ponto A
esta contido. Nesta reta, marcar o ponto L.

VI. Com o compasso com centro em A e abertura do tamdohsegmento AL,
marcar o ponto B na circunferéncia. Em seguida, carentro em B, marcar o
ponto C, e assim sucessivamente até completala cic

VII. Ao ligar os pontos marcados, teremos um decagogolare com o lado do
tamanho do segmento AL.

R

- .l__'"_.. ol

Figura 2.21: Decagono Regular ABCDEFGHIJ completo.
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3 SOLUCOES ALGEBRICAS

No estudo de Geometria no século atual ndo se fals mso de
equipamentos que possibilitassem compreender melBosolu¢cdes impostas por
problematicas na projecao e construcdo de algoeX@mnplo, para distribuirmos alguns
pontos de forma proporcional em algumas retas, osanTeorema de Tales para saber
exatamente onde estardo esses pontos. Se aindamedségua e compasso, teriamos
que desenhar o problema para saber essas locakz&@ria uma maneira concreta de
ver o problema, porém demandaria um pouco maisrdpd.

Ao longo do tempo, a algebra tem ajudado no estiadgeometria no que
diz respeito a agilidade de obtencédo de resultedimsseus métodos e formulas. Porém,
o conhecimento concreto foi, aos poucos, sendaadeixle lado. Tornando, assim, 0
estudo da geometria mais tedrico e menos prationtribuindo para a dificuldade de
aprendizagem dos alunos.

Veremos a seguir algumas situacdes simples emajaégabra as solucdes
sdo bem conhecidas. Mas, usando a régua e o campaskemos construir a solugcéo
usando procedimentos ja visto neste trabalho. bemealguns segmentos com
tamanhos conhecidos para propor uma solug¢do enpeall@matica apresentada.

3.1 A 42 Proporcional

Considerando trés segmentos de retas com tamanh@&s; dizemos que a

42 proporcional € um segmentgque obedece a seguinte relacéo:

o c

L x
Essa relagéo resulta na equagfie- bc Porém, ao nos lembrar do Teorema
de Tales, podemos obter uma construcdo que nosanwtimanho do segmento x. No
capitulo anterior mostramos essa construcdo abdodarma multiplicacdo entre
segmentos. Os procedimentos sdo bem semelhantes.
I.  Tracar duas semirretas formando um angulo agud@amio de
encontro das mesmas. Identificar esse ponto comio 6.
II.  Transpor para uma das retas o segmarmimmecando do ponto O, e
identificar o ponto A no fim do segmento.
[l.  Comecando do ponto A, transpor o segmentdentificar o ponto C

no fim deste segmento.
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IV.  Na outra semirreta, transpor o segmdntoomecando do ponto O e
identificar o ponto B no fim deste segmento.

V. Tracar a reta AB. Em seguida, uma paralela queagass ponto C.
Identificar o ponto D, intersecdo desta ultima retgada com a

semirreta que contém o segmento OB.

VI.  Identificar o segmentw, limitado pelos pontos B e D.
e a ®
— b

Figura 3.1: A 42 Proporcional dos segmentwm® ec.

3.2 Média Aritmética

A média aritmética é muito usada principalmentaamo da estatistica. E

uma medida de tendéncia central calculada de ferm@les pela férmula:

R B

Ma=
T

Vamos admitir ques: sejam segmentos com seus comprimentos conhecidos
e n o nimero total de segmentos usados para calcut@dia. Quando temds= 2,
usaremos apenas dois segmentos para calcular a.mMédonstrucado desta média fica
bem simples, basta construir a soma desses daiseséms e em seguida aplicar o

método da mediatriz.

Para calcularmos a média aritmética cGn¥ 3 , usaremos o método da
soma seguido pelo método da divisdo de segmentosorda dos segmentos sera
dividida em partes iguais onde cada parte reprasemhédia aritmética. Vamos aos
procedimentos para encontrarmos 0 segmento queseria a média dos segmerdaps
bec.
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I.  Desenhar duas semirretas partindo de um ponto @aftdo um

angulo agudo qualquer.

[I.  Colocar, em uma das semirretas, os segmemtbse ¢ de forma
consecutiva formando a soma dos mesmos, fazendo #€gmento
a, AB o0 segmentd e BC 0 segmenta

llIl.  Na outra semirreta, colocar trés pontos, M, N e=Ratl forma que
OM = MN = NP.

IV. Tracar a reta que passa por P e C.

V. Tracar a reta que passa por M e que € paralelta@f® Fazer o

mesmo no ponto N.

Figura 3.2: Média Aritmética dos segmentasb ec.
Como podemos observar na figura, o segmento queseapa a média
aritmética foi construido em uma reta paralelamirgseta que contem a soma dos trés
segmentos.

3.3 Média Geométrica

Como ja sabemos, a média geométrica pode ser adicyela formula a

seguir; Mg = Vxy =Xy * =Xy  Entdo, paran = 2, teremos uma média de dois

ndmeros. Assim, passaremos a ter a média calcdesta forma:Mg =va=+b E
construir o resultado desta ultima formula € bemptes, uma vez que tenhamos b

como segmentos conhecidos. Podemos fazer os ssgphoicedimentos.
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I. Colocar os segment@se b em uma reta de tal modo que possamos
ter a soma dos dois segmentos.
Il.  Encontrar o ponto médio desta soma. E tracar unic8emio de
uma extremidade a outra deste segmento.
.  No ponto em comum dea e b, tracar uma reta perpendicular.
Identificar o ponto de encontro desta reta com miceculo. O
segmento encontrado representa o resultado esperado

&
d
—0bL

Figura 3.3: Média Geométrica dos segmenéosb.

A justificativa esta no fato que todo triangulo an® em uma
semicircunferéncia, onde um de seus lados é o tidnesse triangulo é retangulo. E de
acordo com a figura, temos que o segmento formaalaléura relativa a hipotenusa.
Temos entdo que o quadrado desta altura € igupfaaiuto destas projecdes. Assim,

temos:

h*=asb=xh=4asbh=Mg
Para™ =3 ndo temos como construir todos resultados, pais toglas as
raizes podem ser construidas com régua e compBss@nto, nos limitaremos a

encontrar a média geométrica de dois niumeros pai®0E usar esse procedimento em

outras solucgdes.

3.4 Teorema de Pitagoras

Desenhar um triangulo retangulo usando régua e assop ndo €

complicado. E esta construcdo nos ajuda a constarips numeros racionais ou
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irracionais. Conhecendo apenas dois segmeated), podemos encontrar as solugdes

das seguintes expressoss® va* + b¥; x =va® - b?

Para encontrarmos = ¥a® + &% pasta usarmoa e b como catetos de um
triangulo retangulo. Assim, teremoscomo sua hipotenusa. Quando encontramos
xr=va?*

- 5% temos quex é agora um dos catetos de um tridngulo retangoio ¢
hipotenusa e outro cateto igualla

O a

Figura 3.4: Teorema de Pitagoras onxié a hipotenusa.

0) X

Figura 3.5: Teorema de Pitagoras onxié um dos catetos.

Usando a construcdo do Teorema de Pitdgoras podeoms$ruir outras

expressdes coma@a®tb* £c?* = -~ bpastando repetir as construgdes do teorema
usando os resultados encontrados. Podemos, pompkxeronstruir a diagonal de um
paralelepipedo retangulo com dimensédse c, sem precisar construir o objeto.

Usando os segmentos a e b, podemos fazer um tiednggdngulo com

hipotenusa = va* + b* Usando agora o segmemtoe o segmento, podemos fazer
outro triangulo retangulo onde terenios vin* +¢*  Usando o valor dm encontrado

anteriormente, temos qu& = va®*+5*+c* que corresponde a diagonal de um

paralelepipedo retangulo.



36

Figura 3.6: Encontrando o segmerio= va* + 5% +c*

Usando este método é possivel também construirneénde tipo®v7 com

n sendo um numero natural maior ou igual a doisa Rerermos a construcéo &2,
basta fazermos um triangulo retangulo com os daistasa. Usando a hipotenusa

encontrada como um cateto de outro triangulo refangintamente com outro cateto
valendoa, encontraremos a hipotenus&3. Ao repetirmos este processo, podemos

encontrar a sequéncig’2, av3 av4  como podemos observar na figura.

Figura 3.7: Construcéo da sequenéiai* com™ = 2 |

3.5 Equacéo do 1° Grau.

Para resolver uma equacédo do 1° grau sdo necssapgnaas as operacoes

mais basicas que ja foram mostradas neste trab@balquer aluno acostumado a
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resolver esse tipo de equacao pode perceber gdersummais simples & + b=c

onde x é a incognita ea, b e ¢ sdo valores conhecidos. Desta forma temos que

1

-8
a . Logo, as operagcbes que precisaremos serdo agbt(ou soma, caso 0

valor de b seja negativo) e a divisdo. Tomando ceremplo a equagédx + 3 =7
podemos fazer os seguintes procedimentos:
I.  Adotar um segmento qualquer, cdocm, como uma unidade de
medida.
Il.  Multiplicar esse segmento em uma reta pelo nUmendafcar os
extremos desta multiplicacdo com os pontos A e B.
lll.  Na extremidade B, fazer a subtracdo de 3 unidaéesnedida.
Marcar o ponto C.
IV. Usando o método da divisdo, dividir o segmento AC 2 partes

iguais.

k

£, B

Figura 3.8: Solucdo da Equac&s + 3 =7 .

Podemos ver na figura que a medida de cada parteteada corresponde a
solugcéo desejada. De acordo com o exemplo valedades de medidas, ou seja, se 0
segmento escolhido como unidade de medidakyaleomprimento da solugéo seia 2

3.6 Equacao do 2° Grau

O modelo de construcdo das solu¢cfes quadraticad t&@msimples como a
construcdo da equacdo do 1° grau, porém tem facipreensdo. Nos meétodos
abordados a seguir € necessario mensurar 0os segngeet serdo usados ou adotar uma

unidade de medida para que possamos descobririzes ra partir dos coeficientes

expostos na equacdo. Ambos os métodos séo efimperas paré = 1 .
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3.6.1 Método de Descartes.

Descartes, em sua obtaa Géométrig afirmou que o grau da equacao
determinava a complexidade da construcdo de shasdss. Ele criou um método de
resolucdo para um grupo limitado de equacdes goa2? Seu método permite resolver
equacdes do tipor®+bx —c® =10 Segue entdo os procedimentos elaborados por
Descartes.

I.  Tracar um segmento AB com o tamanho iguai’a “

II.  No ponto A, tracar uma reta perpendicular. Nesta, identificar o

ponto O. O segmento AO deve ter o tamanho igug?'a”f‘

.  Com o centro em O, tracar uma circunferéncia coim igual ao
tamanho AO.

IV. Tracar areta que passa em B e em O e interseciacidnunferéncia
em dois pontos: o ponto C, que fica mais distanteaponto B, e 0
ponto D.

V. Se o valor de “b” for positivo, 0 segmento BC éhigdo desejada.
Se o valor de “b” for negativo, o segmento BD élagio desejada.

Figura 3.9: Raizes de uma Equacgédo Quadratica pelo Método de

Descartes

Ao desenvolvermos algebricamente a mesma equagéontearemos uma
solucéo positiva e outra negativa, pois 0 prodai® rizes € um numero negativo. Ao

observarmos os valores obtidos em BC e BD, podewsrsque estes valores
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representam os modulos das raizes, jA que a gemméw trabalha com numeros
negativos para definir a medida de um segmentetde r
A justificativa da construcdo de Descartes estici@hada ao Teorema das
Cordas. Observado a figura e aplicando o teoreamagg que:
AB3*=EBC +ED =3 AB* =(BED + DO+ 0C)+ED
Como BD é raiz, podemos substitui-lo poE temos também que:
DO=0C="b/,

Fazendo as devidas substituicdes, teremos o0 seglgaenvolvimento:

1

. b b . . . .
::"=(x+§+§)*l'=?'C‘=A"+x:'x=1x‘+x:-x—c*=n

3.6.2 Método Alternativo

Como o método de Descartes ndo abrange todos @s dip equacdes
quadraticas, outros métodos surgem buscando un mi@iangéncia. Ainda nao foi
encontrado um método genérico para todas as equdQd® grau.

Neste método alternativo, iremos trabalhar com wnjunto maior de
equacdes com o auxilio de mensuracdes. Trabalharaguwa com as equacdes do tipo:
x* —5x + P =0 ondeSrepresenta a soma das duas raiZes @roduto das mesmas.

Usando as construcdes das meédias entre dois nUGm@IOSS raizess e
¥z da equacdo, podemos deduzir os modulos das ré&fpeso vimos anteriormente,
temos que as médias aritméticas e geomeétricas donisenimeros sao definidas pelas

formulas a seqguir:

Fazendo as devidas substituigdes, temos que:
Mao=— =25=2+Ma
2
Mg=+VP =2P=Mg*
Com isso, podemos concluir que as duas raizesaet®r o mesmo sinal,

pois o produto delas é um valor positivo. Sendingssontinuaremos a trabalhar com

0os modulos das raizes, pois existe a possibilidideduas raizes serem negativas.
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Outro fator limitante para este método é que agdekwlade das médias deve ser
respeitada, ou seja:
Ma=Mg

Ty + Xy

R
2 V-1 2

M L

=P
5% = 4P

S3i_4P =0

Esta inequacéo se assemelha com o discriminande psa Bhaskara que é:
A= b* —4ac | usado para encontrar a solugéo da equ@fa}‘éioL bx+c=10_ Para que
existam de fato raizes reais que possam ser repadss por segmentos de reta, esse
discriminante deve ter um valor ndo negativo.

Sabemos que a média aritmética € o raio de um Beuoi onde seu
diametro é composto pela soma dos dois valoresude ag média geométrica € o
segmento de reta perpendicular a esse diametrpagtia do ponto que separa o0s dois
ndameros em questao.

Sendo assim, basta construir o semicirculo usandalar de S como o
didmetro. E, em seguida, colocar o segmento camegmte a média geométrica das

raizes perpendicular ao didmetro de tal forma que Bmites sejam o proprio didmetro
e 0 semicirculo tragado. Para isso, temos que &acanvalor devP . Podemos fazer
isto usando o Método do Teorema de Pitagoras, bastantrar dois nUmerase b, tal
que Wa® + b3 =P

Uma vez que temos a construgcdo do semicirculo ¥Pgebasta colocar o

segmento de forma perpendicular sobre um dos easrain didmetro. Em seguida,

tracar uma paralela ao diametro que passa pel® @axtremo do segmento que

representa &P . Esta reta paralela ird intersectar o semiciremo dois pontos. Ao
ligarmos um desses pontos ao diametro de formaepeéigular, teremos o ponto que

separa as duas raizes.
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Figura 3.10: Método alternativo de solu¢do de uma Equacgéo @raa.

3.7 NUmero Aureo

O numero aureo ou razao aurea € um numero irrdaofarepresentacao
geométrica pode ser obtida por meio da divisdordeseigmento em média e extrema
razdo. Tal divisdo consiste em dividir um segmearto duas partes de tal modo que
uma dessas partes seja a meédia proporcional eatriecaparte e o segmento original.

Portanto, dado um segmento qualquer AB, deve-&rdgtar um ponto C
pertencente ao segmento AB, tal que a igualdadgarsseja satisfeita:

AB AC

AC B

Segue os procedimentos para a obtencdo deste ponto.

I.  Determinar o ponto médio M do segmento AB.
II.  Determinar uma reta perpendicular ao segmento ABp@asse pelo
ponto B.

[l.  Com o centro do compasso em B e abertura igual aidiéBtificar o

ponto D sobre esta reta.

IV.  Tragar o segmento AD.

V. Com a mesma abertura do compasso e centro no poidentificar
o ponto E no segmento AD.
VI.  Com centro em A, e abertura igual ao segmento Aéntificar o

ponto C no segmento AB.

Figura 3.11: Construcdo da Raz&o Aurea
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A justificativa da construcéo acima € bem simplesnstrar. Considerando

1
0 segmento AB como uma unidade, temos que BD Bsando o teorema de Pitagoras

no triangulo da figura, temos que:
2 . . . 1 5
AD* = AB* +BD* = AD*=14; 2AD=>"

1
Como o segmento BD é igual ao segmento ED quezad@tdo, podemos

concluir que:

(W5 —1)
AE =AD - ED = AE =

Como o segmento AC tem o mesmo tamanho que o ségmAé&R temos
(WVa-1)
. Com isso, teremos a raz&o aurea ao dividirmop@BAC.

AE = AC =
que:

AB 1 _, 4B 2 (v5+ 1)

_—— —_— *

AC (¥y5-1) AC (V5-1) (¥V3+1)
2

AB  2+(V3+1) . AR (V5+1)
AC 4 AC T2
Este numero pode ser encontrado em varios elemdatastureza como a

= 1,618

proporcao entre as abelhas fémeas e macho e éonoeest do raio interno da concha
do caramujo. No corpo humano tem medidas, queioeladas, também resulta na
razdo aurea, como a medida da altura com a medidendigo até o solo.

Antigas civilizacdes ja usavam a relacdo aurea rgaitatura buscando
harmonia em suas obras. O Partenon Grego, por éxefopconstruido a mais de 400
anos antes de Cristo, teve sua faixada constrmidibena retangular. A razdo entre a
largura e a altura deste retangulo na faixadamgplteresulta no nimero de ouro.
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4 PROBLEMAS CLASSICOS

Nos capitulos anteriores foram mostradas algumastrugdes partindo de
um segmento de reta. Claro que este segmento ¢em afalor que pode ser verificado
em uma régua graduada. Mas nosso objetivo €, gartileste segmento, construir
figuras planas e outros segmentos pré-definidosfaeen uso da mensuracgao.

A partir dessas construcbes, outras mais complexagiram para
enriguecer a arquitetura da Grécia Antiga e outredizacbes da época. Mas, nem
sempre, a régua e o compasso eram suficientesgadizar determinadas construcoes.

Um exemplo claro disso séo os trés problemas cliEsgregos. Sao eles:

I.  Duplicacdo do cubo (ou Problema de Delosynstruir a aresta de
um cubo cujo volume é igual ao dobro do volumemecubo dado.

Il.  Quadratura do circuloconstruir um quadrado com area igual a de
um circulo dado.

lll.  Trisseccdo do anguiodividir um angulo qualquer em trés partes

iguais.

Para que possamos nos aprofundar um pouco solaepcablema, temos
qgue aprender a identificar melhor quais nimero®pad encontrar usando a régua e o
compasso. Logo, temos que estudar um pouco sobfeorgunto de NuUmeros
Construtiveis que € o conjunto de todos os numeros que podemosstruidos com
régua e compasso. Analisando suas propriedadessmoad entender melhor a
dificuldade de fazer essas construcdes classicas.

4.1 Numeros Construtiveis

Consideremos, inicialmente, o conjurfpdos numeros reais que podem ser
obtidos, por construcdo com régua e compasso,éatrde uma unidade linear pré-
fixada. Mostraremos aqui quais sdo as principaacteristicas que esses numeros reais
devem ter para fazer parte desse conju#ito

De acordo com a Geometria Euclidiana, construir cégua e compasso
significa que podemos utilizar apenas os seguprasedimentos:

I.  Tracar uma reta conhecendo dos de seus pontosgéwolos.
II.  Tracar um circulo conhecendo seu centro e um de pentos,

ambos ja construidos.
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Uma vez que conhecemos os procedimentos, podemosiaéntdo que um

nimero realx é construtivel set =0 ou se for possivel construir, com régua e
compasso, através de um numero finito desses pnoeetbs, um segmento com o0

comprimento igual &1, a partir de um segmento de reta tomado comodadei

4.1.1 Propriedades

Como ja foi mostrado que algumas construcdes sdsiyms de serem
realizadas apenas com o0s instrumentos euclidiareggig € compasso), ndo nos
deteremos mais na descricdo dos passos utilizaal@as rpaliza-las. Por exemplo, ja
vimos que é possivel construir perpendiculareslglas, mediatrizes e bissetrizes, com
algumas condi¢Oes preestabelecidas.

Vimos também que as quatro operacdes basicas tanpm&lam ser
construidas com a régua e o compasso. Entdo, psdelercar algumas propriedades
baseadas em construgdes ja vistas neste trabaih@ secessidade de demonstragodes.

A soma e a subtracdo entre dois numeros constitiesultam em
um ndmero construtivel.

« A multiplicacdo e a divisdo entre dois numeros totiseis
resultam em um numero construtivel.

* A raiz quadrada de um numero construtivel maior zpre resulta
em um namero construtivel.

Analisando as caracteristicas citadas, podemograonsma reta numérica
com todos 0s numeros racionais. Para isso, € rémessna origem e um outro ponto
para determinar a unidade de medida, ou seja, ®PO e 1. Partindo desta unidade,
0s pontos podem ser colocados a direita como p@usiivos e a esquerda com sinal
negativo.

Para completar o conjunto dos numeros reais, @m@os saber se os
nameros irracionais também sdo construtiveis. Jaovi que algumas rizes sao
contrutiveis, mas existem aquelas que ndo poderoastruidas por régua e compasso.
Entdo, como identificar ser um nimero € construtuenao?

Quando analisamos as construcdes de forma analfticiemos perceber
que elas sdo feitas de interacdes entre retascenfaréncias. E que as intersecdes
formam os pontos que desejamos para construir gmesgo. Na geometria analitica,

aprendemos que, no plano cartesiano, a reta ésespaela pela seguinte equacao:
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ax +by+c=0 ondea, b e c sdo os coeficientes da equacdo. E a equacdo da
circunferéncia é{x —xc)* + (v —¥c)* = R* ondexc e yc s&o as coordenadas do
centro eR é o tamanho do raio. Para que possamos ter retiscunferéncias
construtiveis, é preciso que seus pontos també&amsé&/m ponto no plano cartesiano €
construtivel quando suas coordenadas também séimn Ass coeficientes das equacdes
citadas devem ser nimeros construtiveis.

Um ndmero construtivel é obtido através de solucdes sistemas
envolvendo retas e circunferéncias. Um sistemaddompor duas retas € um sistema
formado por equacbes do 1°grau. Uma interacdo eatee e circunferéncia € um
sistema de equacédo do 1° grau com uma equacadogial?E duas circunferéncias sé
podem gerar um sistema com duas equacdes do 2° Em#dp, para saber se um
namero € construtivel, devemos procurar um polinddd 2° grau, com coeficientes
construtiveis, onde este numero seja a raiz.

Porém, existem numeros que ndo sdo raizes de umagdeqquadratica,
porém sao construtiveis. Esses numeros sdo soldebeguacdes biquadraticas. Como

ja foi mostrado qua@ é um nimero que pode ser obtido com régua e campastao
n= P , P 4 ; , . .
v também pode ser construida desde™&e2” ondeX é um numero inteiro. Logo,

~ . z*y g gk _ ~ , .
equacgodes do tipaix 1 + 0x + ¢ =10 ondea, bec sdo numeros construtiveidte
€ um numero inteiro também fornecem raizes comatiat

Depois desta analise, entenderemos melhor a ihdateé da construcéo

proposta pelos problemas classicos citados antesite.
4.2 Duplicacdo do Cubo ou Problema de Delos

Uma das lendas acerca da origem desse problemilégita e afirma que
por volta de 427 a.C. o oraculo anunciou aos hatgisada cidade de Delos, que para se
livrarem da peste, eles deveriam dobrar o altaicodtbo Deus Apolo. Assim sendo, 0s
arquitetos dobraram as dimensdes do altar. Em goéseia disso, multiplicaram por
oito 0 seu volume, e ndo duplica-lo, como pedir@raculo. Varios matematicos
propuseram solucdes para o problema. Entre elesmpxl citar Hipocrates, Platdo,
Erastotenes, Nicomedes, Arquitas, Menécmo, Diocld®erdo, Viete, Descartes,

Fermat, Newton, Clairaut, entre outros.
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O problema consiste em achar um cubo com o volgual iao dobro do
original. Ou seja:

IV, =2V, = ai =2a} =2 a;=a,¥2

Como podemos ver, a aresta do novo cubo depentigaiov2. Este fator
ndo é um numero construtivel, pois nenhuma interagére retas e circunferéncias
poderdo gerar um polinbmio com esta raiz. Com isso¢luimos que néo é possivel

criar um cubo com seu volume duplicado apenas égumre compasso.
4.3 Quadratura do circulo

Possivelmente o problema de construir um quadra@oaea seja igual ao
de um circulo dado foi um dos que exerceu um fascmaior ou mais duradouro em
toda historia. Expresso por meio de um enunciaditorsimples, a resolucao utilizando
apenas régua e compasso se revelou como grandBodasaarias geracdes de
matematicos e permaneceu sem solucéo por cercQ@@ahos.

Em 1800 a.C, os egipcios haviam feito uma aprox@maggara a solucao,
tomando o lado do quadrado igual a 8/9 do diandrairculo dado. As tentativas de
demonstrar uma solucdo ou a sua impossibilidaderaer como motivacao a criacao
de novas teorias, principalmente aquelas referentegiem do niumern.

O problema consiste em construir um quadrado conesma area de um
circulo, conhecendo o tamanho do seu raio. Coriderquex é o valor do lado do
quadrado eR o raio do circulo, podemos analisar a igualdade &taas da seguinte
maneira:

xP=mR*=x=RyT

Podemos observar que para encontrar o valor do thoguadrado,
precisamos saber se o fatiT € construtivel. Entdo, este fator precisa serdaizim
polinmio com o grau menor ou igual a dois. De (fatopolindmior{x) =x* -7
atende este requisito. Logo, precisamos sabewrakor € construtivel.

Em 1882, o matematico Ferdinand von Lindemann dsimmn a
transcendentalidade de ou seja, 0 niumerm ndo € raiz de nenhum polinbmio com
coeficientes racionais. Com isso, podemos afirm@mgnio é construtivel. Loga/™

também nao sera construtivel. Portanto, ndo éymbssinstruir o quadrado desejado.
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4.4 Trisseccao de um angulo
Este problema consiste em conseguir dividir um Engm trés angulos

menores com a mesma medida. Ou seja, adotando gatoarom o valor dé¢ e

construtivel, queremos saber se o an§ultambém é.

Ao identificarmos o angulo d&¢ num ciclo trigonométrico, podemos
afirmar que, se este angulo é construtivel, suasdenadas também sdo. Com isso,
temos que seu cosseno também é construtivel. Assabendo quecos3t ¢
construtivel, vamos analisaicgs & .

Sabemos que:

cos38 = cos(f + 28)

cos30 = cosfcos 268 — 2inf5in 28

cos38 = cosf| cosif — S!ﬂig:l — 5inf(2 sin & cos 7)

cos 368 = cos@(cos?f — 1 + cos=@) — (2sin*6 cos §)

cos38 = 2cos%8 — cosf — 2(1— cos? 8 |coss

cos38 = 2c05°8 — cosB + 2cos® B — 2eos8

cos 38 = 4cos3 8 — 3coss

Fazendo a seguinte troca= 2c258 temos que:

% 3x

cos 38 =
s 2 2

Analisando a equacéo resultante, podemos percabgepgra alguns valores

de cos38 g equacao poderd ser fatorada, surgindo assimolindmio do 1° grau e

outro do 2° grau. Para ilustrar, facasge3f = —1 s, assim, teremos q&f = 1802 ¢

s

8 =602  J4 sabemos que o angulo de 60° é construtige,ddAngulo de 180° pode

ser trissectado. Mostraremos como é possivel wer amclusdo usando a equacgéo

encontrada. Comecaremos substituiféet® = —1 | temos:

x®  3x

2 72 !
x? 3x B
7 7z 7170

3 -3r +2=0
(x—1Wx*+x—-2)=0
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As raizes de cada polinbmios sao construtiveis,o lagostramos

algebricamente que o angulo de 180° é trissectAwelisarmos este método com o

angulo de 60°, podemos ver gue 0 mesmo nao tensmanEaracteristica.

38 =—— o -
Fazendo3f = 60® teremos que 6 2. Substituindo na equacéo

encontrada, teremos:

x® 3x 1
2 2 2
¥ 3x 1_,
2 2 2
r —-3r—1=0

Esta equacédo nao pode ser fatorada em equacOeaudme@nores pois nao

possui raizes racionais. Com isso, o0 angulo de&9%ode ser trissectavel. Portanto, o

angulo de 20° nao é construtivel.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Varios estudos apontam que a melhor maneira dedgralgo € quando
colocamos em pratica ou associamos 0 conhecimentmsso cotidiano. As criangas,
por exemplo, tem muita facilidade em aprender estusimples como as cores, o
alfabeto, as formas geométricas, elementos daazat@ntre outros ensinamentos. Essa
facilidade se da ao concretismo destes conhecimensoas evidentes presencas no dia
a dia da criancga.

Ao avancarmos nos estudos, o conhecimento traleathsala de aula vai se
tornando mais tedrico. Com isso, 0 aprendizadofigando mais comprometido. Na
Matematica isto é bastante evidente, principalmenta alunos do Ensino Médio. E
comum um professor ser questionado pelos alunose sab aplicabilidade do
conhecimento na vida.

A proposta deste trabalho é amenizar esta ausé&wig@onhecimento
concreto. E fazer os alunos enxergarem a Matem@tieafoi desenvolvida a partir de
instrumentos rudimentares, como uma régua sem Qiswsa um compasso. E que,
através destes instrumentos, houve grande deséneolo matematico que é usado
nos tempos atuais.

Com este trabalho podemos mostrar ao aluno um pmagconstrucdes que
eram usadas nos tempos de Euclides e sua evolygitirada algebra. Com as técnicas
de construcéo, outros problemas podem ser solubisndNeste trabalho vimos que
algumas técnicas se repetem em contextos diferentes a mediatriz que foi usada
para encontrar o ponto médio de um segmento de getao também auxiliou na
construcdo de um tridngulo equilatero. Também permes que os procedimentos
usados podem ser justificados com o uso da alg€bras que algumas equacdes eram
resolvidas sem o uso de formulas ou métodos algEhrCom isso, podemos associar 0
conhecimento préatico a um conhecimento tedrico.

Que este trabalho possa ser o ponto de partida pesquisas mais
abrangentes e que professores possam usa-lo commsimmento de aula mais
dindmico mostrando aos seus alunos a verdadeir@naas do conhecimento
matematico, bem como suas origens e utilidadescasano contexto de vida dos
alunos. E que os alunos possam entender, comm@ssiass, a origem do conhecimento
gue usamos atualmente nas salas de aula.
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