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RESUMO

As estruturas laminadas s@o fabricadas utilizando um conjunto de camadas de material compdsito
empilhadas em uma sequéncia determinada de forma a se obter um desempenho estrutural ade-
quado. Atualmente, a andlise de estruturas laminadas € realizada principalmente utilizando o
Método dos Elementos Finitos (MEF). Contudo, este método ndo € capaz de representar exa-
tamente geometrias complexas. Uma alternativa ao MEF é a Andlise Isogeométrica (AIG). A
AIG utiliza na andlise numérica as mesmas funcdes utilizadas pelo sistemas CAD para Mo-
delagem Geométrica, como as B-Splines e NURBS, permitindo que a geometria dos modelos
seja representada de forma exata para qualquer nivel de discretizacao adotado. O presente
trabalho utilizou a formulagdo isogeométrica baseada em NURBS para realizar a andlise ndo
linear geométrica de estruturas laminadas. Esta formulacao foi implementada em um software
académico de anélise por elementos finitos. Utilizando uma formulagao apropriada do método e
o paradigma de Programacao Orientada a Objetos (POO), foi possivel minimizar as alteracdes
realizadas na estrutura deste programa para a implementacdo da Andlise Isogeométrica, in-
clusive em problemas de estruturas laminadas. A verificacdo da implementagdo foi realizada
com base em exemplos disponiveis na literatura. Exemplos de andlises lineares e ndo-lineares
de estruturas com material isotropico e compdsito laminado foram realizados, tendo obtido
excelentes resultados. No projeto de estruturas laminadas € necessario determinar o nimero
de camadas de material composito e as caracteristicas de cada camada (material, espessura e
orientacdo das fibras). Pelo fato de existirem um grande ndimero de combinacdes possiveis,
o procedimento padrdo de tentativa e erro nao € apropriado, sendo necessario a utilizacao de
técnicas de otimizagdo. Algoritmos de otimizagao bio-inspirados, como Algoritmos Genéticos e
Nuvem de Particulas, apresentam bom desempenho em problemas de otimizagdo combinatdria.
Considerando estes aspectos, no presente trabalho foi desenvolvido um algoritmo hibrido, base-
ado nos métodos da Nuvem de Particulas e Algoritmo Genético, para otimizagdo de estruturas
laminadas. Algumas variantes do algoritmo proposto foram comparadas considerando varios
exemplos de otimizag¢do. Um processo de calibracdo dos pardmetros numéricos do algoritmo de
otimizacao foi realizado, de modo a permitir uma comparagao isenta entre as variantes. Estas
variantes foram utilizadas na otimizagao de placas e cascas laminadas. No caso de cascas, a
andlise isogeométrica foi utilizada como ferramenta de andlise estrutural. Os resultados obti-
dos mostraram que o método de otimizagao proposto apresentou desempenho comparavel com
Algoritmos Genéticos na otimizacdo de laminados tradicionais, onde a orientagao das fibras é
limitada a poucos angulos. Por outro lado, o método proposto obteve desempenho superior ao

Algoritmo Genético na otimizagdo de laminados dispersos.

Palavras-chave: Analise Isogeométrica, Estruturas laminadas, Otimizacao estrutural.



ABSTRACT

The laminate structures are made using a set of layers of a composite material stacked in a
particular sequence in order to obtain a good structural performance. Currently, the analysis
of laminated structures is mainly performed using the Finite Element Method (FEM). Howe-
ver, this method is not able to accurately represent complex geometries. An alternative to the
FEM is the Isogeometric Analysis (IGA). IGA uses in the numerical analysis the same functi-
ons used by Geometric Modeling in CAD systems, as B-splines and NURBS, allowing an exact
representation of the geometry regardless of model discretization level. This study used the
isogeometric formulation based on NURBS for performing geometric nonlinear analysis of la-
minated structures. This formulation was implemented in an academic finite element software.
Using an appropriate formulation of the method and the Object Oriented Programming (OOP),
it was possible to minimize the changes made in the structure of the program for implemen-
ting the Isogeometric Analysis, including in laminated structures problems. The verification of
the implementation is carried out based on available examples in literature. Several examples
of linear and non-linear analyzes of structures with isotropic and laminated composite mate-
rial were performed and they obtained excellent results. In laminated structures project, it is
necessary to determine the number of layers of composite material and the characteristics of
each layer (material, thickness, and fiber orientation). Because there are numerous possible
combinations, the standard procedure based on trial and error is not appropriate, requiring the
use of optimization techniques. Bio-inspired optimization algorithms, such as Genetic Algo-
rithms and Particle Swarm Optimization, perform well in combinatorial optimization problems.
Considering these aspects, the present study was developed a hybrid algorithm, based on the
Particle Swarm Optimization and Genetic Algorithm methods for optimization of laminated
structures. Some variants of the proposed algorithm were compared considering several opti-
mization examples. A calibration process of the algorithm parameters was conducted in order
to avoid biased results. These variants were used in the optimization of laminated plates and
shells. In the case of shells, the isogeometric analysis was used as a structural analysis tool. The
results showed that the proposed optimization method presents comparable performance with
the genetic algorithms in traditional laminates optimization, where the orientation of the fibers
is limited to a few angles. Moreover, the proposed method outperforms genetic algorithm in the

optimization of dispersed laminates.

Keywords: Isogeometric Analysis, Laminated structures, Structural optimization.
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1 INTRODUCAO

Materiais compositos sdo obtidos pela unido de um ou mais materiais em escala
macroscépica, com o intuito de produzir um material com caracteristicas superiores aos de seus
componentes individuais. Este trabalho trata dos materiais compositos reforcados por fibras,
que sdo compostos por fibras de alta resisténcia e rigidez imersos em uma matriz polimérica.

Os compositos reforcados por fibras apresentam elevadas relacdes de rigidez/peso e
resisténcia peso, além de outras propriedades importantes como alta resisténcia a fadiga e a cor-
rosdo e elevado amortecimento estrutural. Devido a estas caracteristicas, estes compositos vem
sendo cada vez mais utilizados nas industrias aeronautica, naval e offshore, automobilistica,
mecanica, quimica e na construcao civil.

Neste trabalho serdo considerados compdsitos produzidos com fibras unidirecio-
nais, que sao os mais utilizados em aplica¢Oes que requerem alto desempenho estrutural. Como
as fibras estao alinhadas em uma dire¢ao, estes compdsitos sdo tratados em nivel macroscépico
como materiais homogéneos e ortotropicos.

E importante notar que o comportamento ortotrépico dos compésitos é responsével
por grande parte de suas vantagens, ao permitir colocar as fibras nas dire¢des que requerem
mais resisténcia e rigidez, o que ndo é possivel no caso de materiais isotropicos. Por outro
lado, esta caracteristica também € responsavel pela maior complexidade tanto da anélise quanto
do projeto de estruturas de material compdsito, quando comparado as estruturas de material
isotrépico.

Os compositos refor¢ados por fibras sdo bastante utilizados na fabricagdo de com-
ponentes laminados, que sdo produzidos pelo empilhamento de diversas camadas (laminas)
com caracteristicas distintas. No projeto de estruturas laminadas, € necessario determinar o
nimero de camadas, bem como o material, espessura e orientacdo das fibra para cada camada,
definindo o esquema de laminacao utilizado. O esquema de laminacdo deve ser definido de
maneira a que o laminado satisfaga aos requisitos de desempenho impostos pelo projeto, bem
como as limitagdes relacionadas ao processo de fabricacdo adotado.

Devido ao grande nimero de varidveis que caracterizam uma estrutura laminada, es-
tas oferecem grande liberdade aos projetistas para obtencao de solu¢des adaptadas a situacoes
especificas em termos de geometria, apoios e carregamentos. Por outro lado, o método de
projeto convencional, baseado em tentativa e erro, ndao € apropriado para laminados, sendo
necessdrio o uso de técnicas de otimizacdo para explorar de forma completa as vantagens pro-
piciadas pelo uso de compdsitos.

Os processos de fabricacdo utilizados e a disponibilidade de resultados experimen-
tais muitas vezes limitam a espessura da lamina e a orientacao das fibras a valores discretos. A
presenca de varidveis discretas impede a utilizacdo de métodos de otimizac¢ao baseados no uso
de gradientes (Programacao Matematica), pois estes requerem que as varidveis, funcdo objetivo

e restricoes sejam continuas.
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Dessa forma, a otimizac@o de estruturas laminadas ¢ um problema de otimizagdo
combinatdria e requer o uso de algoritmos de solug@o apropriados. Em particular, métodos
de otimizacdo bio-inspirados, como os Algoritmos Genéticos !, Otimizagio por Colonia de
Formigas®® e Otimizacdo por Nuvem de Particulas®~'?, tem apresentado bons resultados na
solugdo desses problemas.

Devido as suas caracteristicas e processo de fabricagcdo, os laminados sdo normal-
mente utilizados na forma de estruturas de parede fina, como placas, cascas e vigas. As cascas
sdo estruturas curvas cuja espessura ¢ muito menor que as outras dimensdes. A andlise es-
trutural de cascas laminadas é normalmente realizada através de métodos numéricos, pois as
hipdteses cinemadticas utilizadas e equacdes de equilibrio resultantes tornam o problema de
dificil solucdo analitica, principalmente no caso de geometrias, carregamentos e condi¢des de
contorno complexas. Esse problema € ainda complexo no caso de compdsitos laminados, pois
existem descontinuidades nos campos de deformacao e tensdo de uma lamina para outra.

Atualmente o Método dos Elementos Finitos (MEF) € a op¢do mais utilizada para
realizacdo da andlise estrutural tanto de estruturas de materiais homogéneos e isotropico quanto
de compdsitos laminados. Na formulagdo isoparamétrica do MEF, tanto os deslocamentos
quanto a geometria da estrutura sdo aproximados com o uso de fungdes polinomiais!3. As-
sim, salvo no caso de geometria simples, a resposta do MEF contém tanto erros devido a
aproximacgao do campo de deslocamentos, quanto devido a aproximacdo da geometria do mo-
delo. Ambos os erros sdo reduzidos a medida que a malha de elementos finitos € refinada, o que
pode ser feito aumentando o ndmero de elementos (refinamento-/4) ou aumentando o grau dos
polindmios utilizados (refinamento-p).

Uma alternativa ao MEF é a Anilise Isogeométrica (AIG)'+!3. A principal vanta-
gem da AIG € utilizar na andlise numérica as mesmas fungdes utilizadas pelos sistemas CAD
para Modelagem Geométrica, como as B-splines e NURBS. Dessa forma, a geometria do pro-
blema € representada exatamente independente do nivel de discretizagdo considerado, elimi-
nando o erro na representacdo da geometria que existe no MEF. Adicionalmente, as B-splines
e NURBS possuem um grau de continuidade maior que os normalmente utilizados no MEF,
fazendo com que a AIG possua uma convergéncia mais rapida que o MEF.

A discretizagdo do modelo na AIG € obtida pela aplicagcdo de algoritmos cldssicos
de Modelagem Geométrica, eliminando a etapa de geracdo de malha no processo de andlise
estrutural pelo MEF. Assim, o proprio programa de andlise trabalha diretamente com a geome-
tria exata do modelo e pode gerenciar os procedimentos de discretizacdo, possibilitando que
andlises adaptativas sejam realizadas de maneira automdtica ou semi-automatica, de maneira
mais simples do que é feito no MEF'4. Outra vantagem da AIG é que ela possui um novo
tipo de refinamento do modelo, denominado de refinamento-k, onde tanto o grau do polindmio
quanto o nimero de elementos aumentam simultaneamente. Tal efeito ndo € observado nos
refinamentos tradicionais do MEF (refinamento-p e refinamento-#) '4.

Apesar do grande interesse na extensao da AIG para a solu¢do de diferentes proble-
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mas de engenharia, ainda existem poucos trabalhos tratando da andlise de estruturas de material

compésito utilizando a abordagem isogeométrica %17

1.1 Objetivos e Contribuicoes

O presente trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de métodos
computacionais para a otimizagdo e andlise isogeométrica de estruturas laminadas.

Assim, neste trabalho foi desenvolvido um novo método para otimizacao de compo6-
sitos laminados baseado na combinacao das heuristicas de Otimizacao por Nuvem de Particulas
(Particle Swarm Optimization - PSO) e Algoritmos Genéticos (AG). Diversas variantes deste
método foram implementados em um sistema de otimizagao por algoritmos bio-inspirados de-
senvolvido utilizando os recursos de Programacio Orientado a Objetos '8.

Uma das dificuldades de comparar algoritmos de otimizacdo € a grande influéncia
que os parametros numéricos utilizados tem sobre comportamento destes algoritmos. A fim de
permitir uma comparacao isenta, os parametros numéricos utilizados por cada variante foram
determinados por um procedimento de meta-otimizagio!”. Apés a calibracio dos pardmetros,
as diferentes variantes foram aplicadas na otimiza¢do de laminados, com objetivo de determinar
as mais adequadas a solu¢do destes problemas. De forma geral, o método proposto apresentou
excelentes resultados, mas algumas variantes tem desempenho superior as outras.

Com relagdo a andlise de estruturas, inicialmente foi desenvolvida uma formulacao
isogeométrica para andlise ndo linear geométrica de sélidos baseadas na abordagem Lagrangi-
ana Total. Esta formulacao foi depois estendida para a andlise de sélidos laminados, permitindo
a andlise de cascas laminadas. A formulagdo isogeométrica foi implementada em programa
orientado a objetos para andlise de estruturas pelo Método dos Elementos Finitos '®2°. Diversas
estruturas de material isotrépico e compdsito foram analisadas e excelentes resultados foram
obtidos em todos os casos. Finalmente, a anélise isogeométrica foi utilizada na otimizagdao de

uma casca cilindrica laminada.

1.2 Organizacao da Dissertacao

A presente dissertacao esta dividida em 7 capitulos. O Capitulo 2 apresenta os con-
ceitos basicos de compdsitos laminados, incluindo os principais aspectos utilizados na formulacao
dos elementos sélidos isogeométricos laminados e na otimiza¢do de placas laminadas.

O Capitulo 3 apresenta uma introducao a Modelagem Geométrica, onde sao aborda-
das as representacdes de Bézier, B-Spline e NURBS, mostrando sua importancia para Modela-
gem Geométrica e abordando os conceitos e algoritmos necessarios para formulacdo da andlise
isogeométrica.

O Capitulo 4 aborda a formulacao isogeométrica desenvolvida neste trabalho, com

foco na andlise ndo linear geométrica de sélidos laminados, utilizando abordagem Lagrangeana



14

Total. O conceito de elemento isogeométrico € apresentado e os refinamentos utilizados na AIG
sdo discutidos. Finalmente, apresenta-se a extensdo da formulacdo para sélidos laminados.

O Capitulo 5 mostra toda a implementacdo computacional realizada para incorporar
a AIG no programa FAST, mostrando diagramas UML para ilustrar melhor as modificagdes re-
alizadas. Posteriormente, sdo mostrados exemplos numéricos de analise lineares e ndo lineares
geométrica utilizando a AIG em estruturas com material isotropico e compdsito laminado.

O Capitulo 6 trata dos métodos de otimizagao utilizados neste trabalho. Uma re-
visdo de literatura € realizada sobre Algoritmos Genéticos e Otimizagao por Nuvem de Particulas,
bem como sobre o procedimento de meta-otimizagdo. O algoritmo hibrido proposto neste tra-
balho e suas variantes sao descritos de forma detalhada. Em seguida sdo apresentados os resul-
tados da determinag@o dos parametros via meta-otimizacao e os resultados obtidos na solugao
de diversos problemas de otimizac¢do de laminados.

O Capitulo 7 mostra as conclusdes e comentdrios finais do trabalho, bem como as

sugestoes para trabalhos futuros.
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2 COMPOSITOS LAMINADOS

O objetivo deste capitulo € discutir alguns conceitos que sdo importantes para este
trabalho. Um estudo mais aprofundado sobre materiais compdsitos pode ser encontrado na
literatura?!=23.

Os materiais compoOsitos sao materiais formados pela combinacdo em escala ma-
croscopica de dois ou mais materiais de modo que juntos apresentem melhores propriedades
do que seus constituintes isolados*. Os compésitos refor¢ados por fibras sdo materiais forma-
dos por um conjunto de fibras de alta resisténcia (e.g. fibras de carbono ou vidro) envolvidas
por uma matriz polimérica (e.g. resina epoxi). Vdarias camadas de compositos com diferen-
tes orientagcdes de fibras sdo empilhadas de forma a se obter caracteristicas estruturais mais

eficientes, resultando em uma estrutura laminada, como apresentado na Figura 1.

Figura 1 — Compdésito laminado.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os compdsitos reforcados por fibras apresentam boa relacdo de resisténcia/peso e
rigidez/peso e também apresentam boas propriedades como isolamento térmico, amortecimento
estrutural e resisténcia a fadiga®?. Possuem aplicag¢des importantes na Engenharia Aeroespacial,
Engenharia Naval, Engenharia Mecanica e Engenharia Civil.

Neste trabalho serdo considerados compdsitos produzidos com fibras unidirecio-
nais, que sao os mais utilizados em aplicac¢des que requerem alto desempenho estrutural. Como
as fibras estao alinhadas em uma dire¢ao, estes compdsitos sdo tratados em nivel macroscépico
como materiais homogéneos e ortotropicos.

O comportamento mecanico da estrutura laminada € obtida analisando o comporta-

mento de cada lamina, tal comportamento serd abordado na préxima sec¢ao.

2.1 Mecanica de uma lamina

O comportamento mecanico de uma lamina pode ser previsto de acordo com duas
abordagens distintas. A micromecdnica procura analisar os materiais de fibras e matriz isola-
damente, considerando a interacdo entre eles. Outra abordagem é a macromecdnica, nesta o
material de cada l1amina € analisado de forma conjunta, considerando que o conjunto fibra e ma-
triz da 1amina constitua um material compoésito e homogéneo. Neste trabalho foi considerado

apenas a abordagem macromecdanica.
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No caso de laminados com fibras unidirecionais, cada lamina apresenta um com-
portamento ortotropico no sistema de coordenadas do material (x1,x2,x3), onde x; € a dire¢dao
das fibras, x, € a direcdo perpendicular as fibras no plano da lamina e x3 € a dire¢ao perpendi-
cular 2 lamina. E importante notar que no contexto de anlise de estruturas laminadas existirio
trés sistemas de coordenadas distintos, o sistema global da estrutura (x,y,z), o sistema local do
laminado (£, §,2) e o sistema local de cada lamina (x},x2,x3), também conhecido como sistema

do material. Tais sistemas estdo apresentados na Figura 2.

Figura 2 — Sistemas de coordenadas global (x,y,z), sistema global do laminado (£,¥,%), e o
sistema local da ldmina (x1,x7,x3), assim como seus vetores unitarios (é1,és,é3).

O comportamento mecanico de materiais compdsitos antes da falha pode ser repre-

sentado de forma adequada utilizando a Lei de Hooke generalizada?*:

(o] [on 02 03 0 0 o] e ]
(o)) On O»n O3 0 0 O €
3 | _|Qi3 Q3 O3 0 0 0 €3 ~ 6, =0Q¢ 0
T12 0 0 0 Qu O O Y12
T13 0 0 0 0 Oss O Y13
(3] [0 0 0 0 0 Qe | T3

onde G sdo as tensdes na lamina, Q é a matriz constitutiva da ldmina no sistema local, e €; sdo
as deformacdes na lamina. Os coeficientes da matriz Q s@o definidos a partir das propriedades

mecanicas do composito:

I —va3v3 Va1 +V31V32 V31 +V21V32
On 1 A O 1 , 013 3 A

I —Vi3v3g V32 +Vi12V3g I —Vvi2vy
02 N 023 2 , 033 3 , )
Os6 = G12; Q44 = G13; Qe = G23

A =1-V12V21 —V23V32 — V31V13 —2V21V32V13

onde Ej, E> e E3 s@o os mddulos de elasticidade nas direcdes principais, Vi2, Va1, V13, V31,

V73 € V32 sdo os coeficientes de Poisson e Gz, Gi3 € Gy sdo os modulos de elasticidade ao
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cisalhamento. E importante notar que materiais eldsticos ortotrépicos possuem apenas nove
constantes independentes, pois os coeficientes de Poisson (V;;) devem satisfazer a relacdo:
Vij Vi .. ..
—=— (,j=1,2,3 e i#})) 3)
E, E;
uma vez que a matriz Q é simétrica.

Um aspecto importante na andlise de estruturas laminadas € que as relacdes ci-
nematicas e as equagdes de equilibrio sdo escritas no sistema global da estrutura (x,y,z), en-
quanto que as relagdes constitutivas sdo definidas no sistema lamina (x1,x2,x3). Assim, €

necessario transformar as tensoes e deformacdes entre os 2 sistemas. A transformacio das
113

deformacdes pode ser escrita de forma matricial '° como:
[ €1 ] [ 112 m% I’l% lymy nily mini 17 Ex |
& l% m% n% lhmy naly mpny €y
€3 o l% m% n% I3m3 n3ls msns €; @)
Y12 B 21l 2mimy 2nminy limp+bmy nilh+nply miny +mong Yy
Y13 2I31y 2msmy 2n3ny lsmy+lLims n3ly +nils mang+ming Yoz
| Y23 | 2Ll 2moms 2npns lmz+l3mo nalz+n3ly monz+mana || Yoz |

onde [, m e n s@o os cossenos diretores dos vetores unitarios locais (é1,¢é;,€3) em relacdo ao

sistema global:

I} =cos(x,é1); my =cos(y,é1); ny=cos(z,é;)
I, =cos(x,é2); my =cos(y,é); ny=cos(z,é2) (5)

I3 = cos(x,é3); m3 =cos(y,é3); n3 =cos(z,é3)

A transformacao global-local pode ser escrita de forma compacta como:
g =Te (6)

onde T € a matriz de transformacdo definida na Equacdo (4) e € é o vetor de deformacdes no

sistema global. Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais, pode-se mostrar > que:
c=T o, @)

onde ¢ € o vetor de tensdes no sistema global. Finalmente, a relacdo constitutiva no sistema

global do laminado pode entdo ser encontrada utilizando as Equagdes (6) e (7):
c=Ce = o=T'QTe (®)

onde C € a matriz constitutiva no sistema global.
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2.1.1 Critérios de Falha

Os critério de falha buscam avaliar se houve falha de alguma lamina, em fung¢ao do
estado de deformacdo ou tensao desta. Existem muitos critérios de falha na literatura, como o
Critério de Méaxima Tensao. Neste trabalho serdo utilizados o Critério de Maxima Deformacao
e o Critério de Tsai-Wu?>.

O critério de maxima tensdo avalia se alguma tensdao principal excedeu o limite
de resisténcia do material. As tensdes normais ultimas (GY,05,0%) sdo dadas em fungdo das

resisténcias a tracao (sub-escrito ¢) e compressao (sub-escrito ¢):

6y, parac; >0 G5, parac; >0 o4, parac3 >0

2 3
6}, parac; <0 05, paracy <0 03, paracs <0 )

[T12] = |7, T3] = |75 |T23] = |755]

onde os termos G;' e T;; sdo respectivamente as tensoes ultimas normais e as tensoes de ultimas
de cisalhamento do material composito.

O fator de seguranca S f avalia a relacdo entre a tensdo ultima e a tensao de atuante
no material:

o4
Sp=—+ 10
A (10)
A falha ocorre quando Sy > 1. No caso do Critério de Maxima Tensao, o fator de seguranca €
definido como sendo a menor razao calculada considerando todas as tensdes principais.

No Critério de Maxima Deformacdo sdo considerados os limites de deformacdo
presentes no material de cada lamina. As deformagdes sdo avaliadas nas dire¢des principais da

lamina, como apresentado por:

€/, parag >0 €5, parag; >0 €%, paragz >0

€1 = 2 3
8”1‘70 parag; <0 Sg,c paragy <0 8‘3‘76 parag; <0

(11)
i2] = |71, i3] = 713l V23] = V53]

onde 0s termos € e Yi; sdo respectivamente as deformagGes ultimas normais e as deformagdes de
ultimas de cisalhamento do material compésito. O fator de seguranca € avaliado considerando

a menor razao entre as deformacao ultima e atuante em todas as dire¢des:

u
_&

Sy =L
f g

(12)

O Critério de Tsai-Wu?? é derivado do critério de von Mises, sendo aplicado para

materiais ortotrépicos. O estado de tens@o da lamina € avaliado de modo que a tensdao em todas
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as direcdes do compdsito contribuem interativamente para verificagdo da falha. O critério de
falha de Tsai-Wu é dado por?*

ZFG,+ZZEJG,G]>1 (13)

i=1j=

onde G; sd0 as tensoes locais das 1aminas (67). Os termos F; e F;; sdo obtidos por:

F 1 1 2 1 1 2 1 1
1= u <u 2 = U u 3= U <u
O1s Olc Oy, Op, 03, O3,
1 1
hhw=——7 Fo=———7 B3=——7", (14)
1:O1.c 2:92.¢ 63,03,
FE ! F- ! F |
44 = T 55 = T 66 = T3
(153) (t13) (1)

os termos Fi2, F13 e F>3 s@o obtidos em funcdo de ensaios experimentais complicados, porém

tais termos podem ser avaliados de forma aproximada utilizando as resisténcias longitudinais

1 1 1 1 1 1
Fip=—= , Fiz=—3 , Fn=—3 (15)

2 U U u u 2 U u U U 2 u u U u
01,0102, 02, 01,01,03,03, 05,05,03,03,

Os outros termos F;; que ndo estdo presentes nas Equagoes (14) e (15) sdo nulos.
O fator de seguranca relacionado a este método € obtido utilizando a Equacgao (13).
Considerando um fator de seguranca Sy tal que multiplique as tensdes 6 de forma que o ponto

material esteja no limiar da falha, temos que:

6 6
Fi(0iSy)+ ZZE1<Gsz)(Gij)—1:>Sf ZFG!+SfZZEJGlGJ_1
i=1j=1 i= i=1j=1

[ Mo\

O fator de seguranga € obtido pelo cdlculo da raiz positiva da expressao quadratica:

6 6
S}ZZ ,JG,Gj—l-SfZFG,—l—O (16)
i=1j=1 i=1
a b

—b+Vb2+4a
2a

Sp= (17)
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2.2 Teorias de Laminacao

Existem diversos modelos que combinam os efeitos de cada lamina a fim de descre-
ver o comportamento mecanico do laminado como um todo. Estas teorias pode ser divididas em
dois grupos, as teorias de camadas equivalentes (equivalent single layer) e as teorias de 1aminas
discretas (layerwise) 26,27,

Nas teorias de camadas equivalentes, todas as camadas do laminado sdo tratadas
como uma lamina equivalente, onde cada lamina contribui para as propriedades mecanicas da
camada resultante. Hipdteses cinematicas sao consideradas de forma a simplificar o campo de
deslocamentos e de deformacdes no interior do laminado, resultando em uma andlise estrutural
com custo computacional reduzido. Um exemplo de teoria de camada equivalente € a Teoria
Classica da Laminacdo, que utiliza as hipéteses cinemadticas da teoria de placa de Kirchhorff,
transformando o problema tridimensional em um problema bidimensional. A desvantagem
destas teorias reside nos erros ocasionados pelas hipéteses cinemaéticas consideradas.

Nas teorias de 1aminas discretas, cada lamina € tratada separadamente. Estas teorias
conseguem captar de forma mais precisa o campo de deslocamentos e de deformagdes no lami-
nado. Também sao capazes de captar fendmenos como a delaminacdo. A desvantagem deste
tipo de abordagem estd no elevado custo computacional.

Os esquemas de laminagdo utilizados neste trabalho sdo representados por uma
sequéncia dos valores de orientagdo das fibras [o./B/Y/ ... /®], enumerados de baixo para cima,

como ilustrado na Figura 3. Estes valores devem estar definidos no intervalo [-90°,+90°].

Figura 3 — Esquema geral de laminacao.

)
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Fonte: Rocha (2013).

Os esquemas de laminacao podem ser classificados de acordo com a orientacdo das
fibras em cross-ply e angly-ply. Os laminados cross-ply possuem apenas laminas com valor
de 0°e 90°graus, por exemplo o laminado [0°/90°/0°/90°] é cross-ply. Os laminados angly-ply
sdo laminados que possuem qualquer valor de angulo, como o laminado [-45°/0°/45°/90°]. Os
esquemas de laminacao também podem ser classificados quanto a simetria em:

a) Laminados Simétricos: S3o laminados que possuem simetria de espessura, ma-

terial e orientacdo das fibras em relacdo a superficie média, como [90°/0°/0°/90°].
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A letra s pode ser utilizada para indicar a simetria, por exemplo um laminado
simétrico [45°/-45°/0°/0°/-45°/45°] pode ser representado por [45°/-45°/0°];.
Em caso de esquemas de laminacdo com um nimero impar de 1aminas, a ultima
camada € representada por um traco, como no caso do laminado [45°/90°/0°/90°/
45°] que pode ser representado por [45°/90°/0°],, em que a superficie média di-
vide a camada do meio em duas.

b) Laminados Balanceados: Sao laminados que para cada lamina com orientacao
o diferente de 0°e 90°, exista outra camada com orientagdo -0, de mesma espes-
sura e material constituinte, podendo ou ndo ser adjacente. O laminado [-45°/
90°/+45°/0°] € balanceado.

¢) Laminados Balanceados e Simétricos: Sao laminados que apresentam simetria
e camadas com angulos invertidos, seguindo o que foi descrito nos itens a) e b).
O laminado [90°/-45°/0°/45°], € balanceado e simétrico.

d) Laminados Anti-simétricos: Sao laminados que possuem simetria de espessura,
material mas anti-simetria em relacdo as orientagdes das fibras, em relacdo a su-
perficie média. Por exemplo o laminado [45°/-45°]5, que € equivalente a [45°/-
45°/45°/-45°/45°/-45°/45°/-45°/45°/-45°], € anti-simétrico.

e) Laminados Assimétricos: Representam o caso geral de laminados, em que nio
existe simetria em relagcdo a superficie média considerando espessura, material

e orientacdo das fibras.

2.2.1 Teoria Cldssica da Laminacdo

A Teoria Cléssica da Laminacgdo (TCL) utiliza as premissas da Teoria de Placa de
Kirchhoff. Nesta teoria, as deformacdes €, Yy, € Yy, sdo desprezadas, restringindo sua aplica¢do

a placas finas. Utilizando estas consideracdes, a relagdo tensdo-deformacao passa a ser:

O] On Or 0 €1
62 | =012 O O ) = 01 =0Q¢ (18)
T2 0 0 Oes Y12

onde os termos Q sdo dados por:

E vieEy Ey
=——;0pn=—""—;00n=—"—"—
1 —Vi2vy 1 —Vi2vy 1 —Vi2vy

On ; Q66 = G12 (19)

Uma transformacao de eixos € realizada de forma andloga ao que foi mostrado nas

Equacdes (7) e (8). A matriz de transformacdo T considerando uma lamina com orientacdo 0
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em relacdes aos eixos globais:

cos20 senZ0 senO cos 0
T= senZO cosZ 0 —sen6 cosO (20)

—2senB cos® 2senB cos® cos?O —sen?d

A matriz constitutiva de cada lamina no sistema global € obtida aplicando a Equacdo

c=Q¢e = Q=T17QT (21)

onde os coeficientes da matriz constitutiva transformada Q siao dados por:

011 = 011 cos* 0+ (012 +20¢s) 25en?0 cos> 0 + 02 sen*d

01> = (011 + 02 — 4Q¢6) sen’d cos?0 + Q1 (sen*d 4 cos* 0)

016 = (011 — Q12 —2Q¢6) send cos> 0+ (Q12 — Q22 +2Q¢s) sen’0 cosO
0y = 0115en*0+2(Q12 +2Q¢6)sen’0 cos? 0 + Qs cos* 0

056 = (Q11 — Q12 —2046) sen®6 cosO + (Q12 — 022 +2Q046) send cos® O
Ocs = (011 + 022 — 2012 — 2Q66) 5en’0 cos” B + Qe (sen*B + cos* )

(22)

Considerando as premissas da TCL??, as deformacdes em planos paralelos ao da

superficie média da lamina sdo dados por:
€=¢,+2K (23)

onde &, representa as deformagdes de membrana e K representa as curvaturas dos laminados.
Em caso da andlise de placas e cascas, € mais conveniente trabalhar com os esfor¢os resultan-
tes (forcas e momentos), estes esfor¢cos podem ser obtidos integrando as tensdes ao longo da

espessura f:

N, t/2 | Oy M, t/2 | Oy
n=| N, | = / oy, |dz e m=| M, | = / o, |zdz (24)
ny —t/2 Txy Mxy —t/2 Txy

Utilizando as Equagdes (24), (22) e (21), a relagdo entre os esfor¢os internos e

deformac¢des do laminado podem ser escritas como:

.

onde A ¢ a matriz de rigidez de membrana, D € a matriz de rigidez a flexdo e B € a matriz

A B

Em (25)
B D

K




23

de acoplamento membrana-flexdo. Os termos destas matrizes podem ser calculados pelas ex-

pressoes:

W) 051 — %) o G
Ajj = Z Qij(Zk+1 +2); Bij = Z % . Dij = Z %

(26)

E importante notar que a matriz B de laminados simétricos é nula. Adicionalmente,
no caso de laminados balanceados, os temos de acoplamento de cisalhamento no plano do

laminado sdao nulos (A3 = Axz3 = A31 = A3 =0).
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3 MODELAGEM GEOMETRICA

A Modelagem Geométrica € uma drea da matematica aplicada que estuda descri¢do
de formas geométricas. Possui importante aplicagdo em sistemas de computacao grafica, como
em sistemas CAD (Computer Aided Design). Estes sao sistemas de computador que auxiliam
no desenho, modifica¢do e otimizagdo de projetos. Sao utilizados em vdrias areas, como em
projetos estruturais, em projetos de circuitos eletronicos interligados, na criagdo de filmes de
animacdo, dentre outras aplicagdes. Estes sistemas utilizam a Modelagem Geométrica como
base das representacdes envolvidas no desenho grafico. Tais desenhos podem ser planos ou
modelos tridimensionais.

Os sistemas CAD tem grande importancia para anélise estrutural na atualidade. Os
sistemas de andlise estrutural utilizam as ferramentas CAD como ferramentas de pré-processa-
mento, como ilustrado pela Figura 4. Além de prover um sistema interativo para modelagem
da geometria do problema, também sao utilizados algoritmos de geracao de malha para que
possa ser fornecida uma malha para um analisador estrutural. Uma correta geragao da malha é

fundamental para que a anélise estrutural obtenha resultados corretos.

Figura 4 — Etapas de uma anélise estrutural.

Pré-processamento
(Modelagem Geométrica)

Entrada

Geometria do problema

Processamento
(Analise Estrutural)

l

Pos-processamento
(Visualizagao dos Resultados)

Geragdo da malha

Fonte: Elaborada pelo autor.

Outra importante aplicacdo da Modelagem Geométrica € na otimizagao estrutural,
como apresentado na Figura 5. Em tal otimizacdo, modifica-se a geometria do modelo afim
de minimizar a quantidade de material utilizada para concepc¢do da peca estrutural, respeitando

limites de desempenho mecanico.
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Figura 5 — Exemplo de otimiza¢ao de forma.

(] Control point —— Patch boundary
———- Control net —— Knot curve

(] Control point Patch boundary

———- Control net — Knot curve

Otimizagao
%

Fonte: Modificado de Li e Qian (2011).

Este capitulo apresenta uma revisdo bibliografica sobre os conceitos de Modela-

gem Geométrica utilizados neste trabalho. Uma abordagem mais abrangente do tema pode ser

encontrada na literatura?®=!,

3.1 Representacoes de Curvas e Superficies

A maneira mais comum de representacao de curvas € através de equagdes explicitas.

Um exemplo simples é o da equacdo de uma parédbola sobre o plano xy:

y:ax2+bx—|—c (27)
Alternativamente, esta curva pode ser escrita como:

C(x,y) =ax* +bx+c—y=0 (28)

onde C(x,y) é a equagdo implicita da pardbola. Existem expressdes que nao podem ser escritas

de forma explicita, isto ocorre quando a varidvel explicita nao pode ser isolada, como em:
C(x,y) = ycos(x/y) —3x> =0 (29)

A representacdo paramétrica € outra forma de representar uma curva. Esta repre-
sentacdo descreve os pontos (x,y,z) de um modelo através de uma func¢do paramétrica, como é

o caso de do primeiro quadrante de uma circunferéncia de raio unitario centrada na origem:

C(t) = (x(t),y(t)) = (cos(t),sen(t)), com 0<t< (30)

ol a

onde ¢ € a varidvel paramétrica. A equagdo implicita equivalente € definida pela expressao:

Clx,y)=(x,V1—x%), com 0<x<I1 31
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Uma superficie pode ser descrita implicitamente por S(x,y,z) = 0. Por exemplo,

uma esfera de raio unitdrio centrada na origem pode ser descrita por:

S(x,y,2) =x>+y*+72—1=0 (32)
Descrevendo esta equagdo de forma paramétrica, temos:

S(t,u) = (x(t,u),y(t,u),z(t,u)) = (sent cos u,sentsenu,cost) 0<r<1, 0<u<l1l (33)

Podemos observar que € necessario usar uma varidvel paramétrica para descrever uma curva e 2
varidveis para descrever uma superficie. No caso de um sélido serdo necessdrias trés variaveis.

A representacado paramétrica € mais adequada para representacao de formas no com-
putador?. Esta representaco sera utilizada nas formulagdes de Bézier, B-spline e NURBS

apresentadas nas proximas segoes.

3.2 Curvas de Bézier

A curva de Bézier foi criada pelo engenheiro francé€s Paul De Casteljau, quando
ainda era funcionério da Citroén, uma fabricante de automdveis. A curva foi popularizada
pelo engenheiro francés Pierre Bézier, que a utilizou como uma ferramente de projeto de facil
utilizacdo para projetistas e desenhistas de automoveis, sem requerer um grande conhecimento
matematico destes para sua utiliza¢do. As primeiras publica¢des sobre esta representacao foram
apresentadas entre o final da década de 1950 e inicio da década de 19603233, Embora tenha sido
criada para projeto de automoveis, existem diversas aplicacdes da curva de Bézier em areas
relacionadas & computacdo grafica, como em programas de manipulacio de imagens (GIMP3*

e Photoshop?°) e programas de desenho vetorial (Inkscape® e CorelDraw37).

Figura 6 — Exemplo de curvas de Bézier de grau 3.

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A curva € definida em funcdo de um conjunto de pontos discretos, denominados
pontos de controle, e sua geometria pode ser facilmente alterada movendo os pontos de controle
de posicdo. A Figura 6 mostra exemplos de curvas de Bézier cubicas (linha espessa) com o
poligono formado pelos seus pontos de controle (linha tracejada). E importante notar que apenas
os pontos de controle extremos pertencem a curva. Portanto, os pontos de controle ndo sdao
pontos de interpolacdo. Pode-se notar que a curva € tangente ao poligono nas extremidades, isto
possibilita que geometrias complexas possam ser obtidas pela unido de varias curvas mantendo
a tangente continua (continuidade C'). Uma aplicago interessante é na criagio de fontes de
contorno como € o caso das fontes PostScript, a Figure 7 mostra o contorno da letra ”g”definido

pela fonte PostScript com detalhes dos pontos de controle das curvas de Bézier utilizadas.

Figura 7 — Defini¢cao de contorno de fontes utilizando representacdao de Bézier.

Fonte: Sederberg (2014).

Uma curva de Bézier de grau p € construida por uma combinagdo linear dos pontos

de controle p;:

p+1

CE) = ; Bi (&) pi (34)

onde B;, sdo os polindmios de Bernstein de grau p e £ € a coordenada paramétrica. Esta

expressao mostra que cada curva de grau p possui p + 1 pontos de controle. Os polindmios de

Berntein?® foram estudados por Berntein para provar o Teorema de Stone-Weierstrass.
Considerando um intervalo paramétrico [0, 1], as fungdes de base Berntein podem

ser calculadas pela expressio>?:

Bip(§) = (’7)(1—@‘"" g, i=0,1,...,p (35)
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p p!
= 36
°°m<i> il(p—1i)! (50)
Outra forma de célculo dos polindmios de Bernstein é através da formula recur-
siva30:
Bip(§) = (1 =8)Bin-1(8) +EBi-1.2-1(8) 37)

Bip(§) =0 para £<0 e &>1, Boo(§)=1
A primeira derivada pode ser calculadas por:

j_&B,,,,@ = p(Bi1p 1(8)—Bip 1(8)) (38)

Os polindmios de Bernstein B; , possuem as importantes propriedades:

a) Indepedéncia linear;

b) Nao-negatividade: B; ,(&) > 0;

¢) Particdo da unidade: i Bi (&) =1

d) Simetria: B p(&) = By 1 p(1—E);

e) Controle pseudo-local: Se um ponto de controle de uma representacao de Bézier
for movido, entdo as mudancas da forma da representacdo ocorrecdo de forma
dominante na vizinhaga do ponto movido.

A Figura 8 mostra polindmios de Bernstein de diferentes graus.



Figura 8 — Polinomios de Bernstein para varios graus.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Uma maneira mais eficiente e estavel numericamente de calcular os pontos da curva

de Bézier do que pela Equacdo (34) é através do algoritmo de de Casteljau’?. Neste algoritmo,

cada segmento do poligono de controle é dividido de acordo com o ponto paramétrico & calcu-

lado, sendo tracados novas retas com os pontos obtidos, reduzindo em um o nimero de retas. O

processo € repetido até que apenas uma reta seja desenhando, e o ponto paramétrico § desta reta

resultante é o valor da curva de Bézier. O processo € ilustrado na Figura 9. Uma abordagem

mais detalhada do algoritmo pode ser encontrada em outras fontes

30,39
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Figura 9 — Algoritmo de de Castejau aplicado a curva de Bézier cubica.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.1 Bézier Racional

Uma das desvantagens da curva de Bézier apresentada anteriormente € que esta
ndo é capaz de representar curvas conicas, como circunferéncias e elipses de forma exata, pois
estas curvas ndo sao descritas por fungdes polinomiais. Contudo, esta representacdo € possivel
utilizando fungdes racionais. Para este fim sdo acrescentados pesos aos pontos de controle da

curva. Desta forma, a curva de Bézier passa a ser calculada pela expressao:

p+1
L Wi Bip(C) pi

p+1

g w; B; ,(§)

C§) = (39)

1

onde w; é o peso associado a cada ponto de controle p;. O efeito da variacao do peso pode ser
observado na Figure 10, onde o peso do ponto p; € modificado entre os valores de 0 e 5. Observe
que caso todos os pesos sejam iguais a 1, a equacao racional se torna igual a equacao tradicional.
Um caso particular interessante de uma curva de Bézier racional € o arco de circunferéncia. Este

pode ser obtido utilizando os pontos de controle e pesos ilustrados na Figura 11.
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Figura 10 - Efeito da variacdo do peso.

P,
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 11 - Representacdo de um arco de circulo utilizando Bézier Racional.

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.2.2 Superficies e Solidos de Bézier

Uma superficie de Bézier construida por produto tensorial € obtida a partir do pro-
duto de dois polindmios de Bernstein univariantes. Considerando uma superficie de Bézier

racional de grau p na direc¢do § e ¢ na dire¢do 1, esta pode ser calculada por:

p+lg+1
Y Y wijBip(8)BjsM)P;;

i=1 j=1
SEM =5 (40)

le ):1 w;;B; ,(€)B; ,(n)
=1 j=

onde B; ,(§) e Bj4(M) sdo os polindmios de Berntein univariantes e P é uma matriz de pontos

de controle de tamanho (¢ + 1) x (p+ 1). Analogamente, um sélido de Bézier racional de grau
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p na diregdo &, ¢ na dire¢do M e [ na dire¢do {, pode ser calculado por:

ptHlg+1i+1

Y Y Y wiuBip(€)Bjg(m)Bii(C)Pijk

i=1 j=1k=1
p+1lg+1i+1

Y Y ¥ wiiB;,(8)B;,(n) By, (C)
=1 j=1k=1

V(EM,Q) = (41)

onde B;;, Bj 4 € By, sdo os polindmios de Bernstein univariantes e P € um tensor de terceira
ordem de pontos de controle de tamanho (I +1) X (g+1) x (p+1). E importante notar que
a Equacdo (40) e Equagdo (41) consideram o caso geral de superficies e sdlidos racionais,
portanto consideram os pesos. Vale lembrar que caso todos os pesos sejam iguais a 1, resultard
no caso particular das superficies e s6lidos ndo-racionais.

A Figura 12 mostra uma de superficie de Bézier de grau 3x2. A Figura 13 mostra
um quarto de cilindro modelado através de sélido de Bézier de grau 2x1x1. Os pontos de

controle do s6lido de Bézier sdo apresentados na Tabela 1.

Figura 12 — Exemplo de superficie Bézier.

Fonte: Elaborada pelo autor.



Figura 13 — Exemplo de sélido de Bézier.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 1 — Pontos de controle do So6lido de Bézier da Figura 13.

Pijk X Y 2 w

pri; 0000 0.995 0.000 1.000
p211 0995 0995 0.000 0.707
p311 0995 0.000 0.000 1.000
pi21  0.000 1.255 0.000 1.000
p221 1255 1.255 0.000 0.707
p321  1.255 0.000 0.000 1.000
pri2 0000 0.995 5.000 1.000
p212 0995 0995 5.000 0.707
p312 0995 0.000 5.000 1.000
pi22 0.000 1255 5.000 1.000
p222 1255 1255 5.000 0.707
p322 1.255 0.000 5.000 1.000

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.3 B-Splines

33

O termo Spline se refere a uma ferramenta de desenho utilizada antigamente no

desenhos de pecas mecanicas e projeto de embarcacdes*’. A ferramenta possibilitava de ma-

neira prética o tragado de curvas suaves sobre a prancha de desenho. As B-splines sdo curvas

capazes de descrever varios segmentos distintos ao longo da mesma representagao paramétrica.

Esta caracteristica € obtida limitando a atuacdo das funcdes base em regides do espaco pa-

ramétrico. Estas regides sdo conhecidas na literatura como knot spans e sdo definidas por um
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vetor de valores paramétricos, o vetor de knots (a traducdo de knot € nd, termo relacionado aos
lagos utilizados por marinheiros, porém para ndo confundir com os nés de elementos finitos,
serd considerado o termo em inglés). As B-splines podem descrever qualquer representacao
de Bézier ndo racional. Existem varias aplicacdes que utilizam B-splines, como em progra-
mas de modelagem tridimensional como Rhinoceros*!, programas de animagio como Maya*?
e sistemas CAD como AutoCAD*3,

Uma curva B-spline é construida por uma combinagdo linear entre os pontos de

controle p; e fungdes de base N; ,(§), como mostra a expressio:

CE) =Y Nip®©)pi (42)

onde n € o numero de fungdes de base B-splines e p € o grau da curva.

As bases B-splines requerem um vetor de knots, que consiste num conjunto de
valores paramétricos nao-negativos e nao-decrescentes delimitados ao longo do intervalo pa-
ramétrico [§1,&,p+1] no qual a curva foi definida. Um vetor de knots ¢é dito uniforme se os
valores paramétricos contidos neste variam segundo um mesmo fator. Por exemplo, os veto-
res & = [0,0,0,0.33,0.67,0.67,1,1,1] e E = [0,0,0,0,1,2,3,3,4,4,4,4] sdo uniformes, ja os
vetores & = [0,0,0,0.25,0.75,1,1,1] e £ =10,0,0,2,2,3,3,6,6,6,6| ndo sao.

Considerando o vetor de knots & = [§;,8s,...,Eni p11], as funges de base B-spline

sdo definidas pela férmula recursiva de Cox-de Boor>?:

1, &<E<&in

0, caso contrario

Nio(§) =

_ &=y
éi—i—p_&i

Assim, cada base N; , é ndo nula apenas no intervalo paramétrico [E;,&;y,11].

Nepr(&) + 22275 @) (43)
Eivpt1—&it1

Nip(&)

Considerando um exemplo de uma base quadratica com vetor de knots E = [0,0,0,0.5
,1,1,1], onde as bases estdo apresentadas na Figura 14, podemos observar que a fungio Nj >
contribui ao longo do intervalo [§;,E4] = [0,0.5]. A Figura 14 também mostra as bases B-
spline quadraticas considerando um vetor de knots mais discretizado E = [0,0,0,0.5,1,1,1].
Um exemplo similar mostrando as bases de uma B-spline cubica estd apresentado na Figura
15. O intervalo de contribui¢do de cada base mostrada nas duas figuras estdo apresentados na
Tabela 2.

Pode-se observar nos exemplos que o nimero de bases aumenta a medida que sdo
utilizados vetores de knots maiores. O nimero de bases n pode ser calculado em funcdo do

tamanho do vetor de knots (ks) e do grau das bases (p):

n=ks—p—1
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Outra observacao importante € que o nimero de bases ndo nulas em cada knot span € sempre

igual a p+1. Esta propriedade permite que as B-splines sejam avaliadas de forma bastante
eficiente.

Figura 14 — Fungdes base B-spline quadraticas.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

£=10,0,0,0.5,1,1,1]

Figura 15 - Fungdes de base B-spline cubica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

£=1[0,0,0,0,0.5,1,1,1,1]

£ =10,0,0,0.33,0.67,1,1,1]
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£=1[0,0,0,0,0.33,0.67,1,1,1,1]
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Tabela 2 — Intervalo de contribuicao das bases B-spline para diferentes vetores =.

B-spline quadratica B-spline cibica
Ni2>  [0,0,0,0.5,1,1,1]  [0,0,0,0.33,0.67,1,1,1]  N;3  [0,0,0,0,0.5,1,1,1,1]  [0,0,0,0,0.33,0.67,1,1,1,1]
Nia  [0.0,0.5] 0.00,0.33] Ni3 0.0,0.5] 0.00,0.33]
Naa 0.0,1.0] 0.00,0.67] Nas 0.0,1.0] 0.00,0.67]
Nso  [0.0,1.0] [0.00,1.00] N33 0.0,1.0] [0.00, 1.00]
Naa  [0.5,1.0] 0.33,1.00] Ni3 0.0,1.0] [0.00, 1.00]
Ns» 0.67,1.00] Ns3 0.5,1.0] 0.33,1.00]
Ne,3 [0.67,1.00]
Fonte: Elaborada pelo autor.
A primeira derivada das fungdes base pode ser calculada por:
N () = gL Nyt (€) — P Nis 1 (B) (44)
e T By =8 Y i B

Esta derivada € essencial no contexto de Anélise Isogeométrica, pois € utilizada na avaliacdo da
matriz de rigidez K. A expressao para cédlculo de derivadas de ordem supeior pode ser encon-
trada em Piegl e Tiller (1997).

Os valores paramétricos no interior dos vetores de knots podem aparecer repetida-
mente, sendo o ndmero de repeticdes que um dado valor paramétrico &; possui conhecido como
a multiplicidade do knot. Uma das propriedades das B-splines é possuir continuidade CP~!.
Em caso de algum knot ter multiplicidade m, a continuidade da curva naquela coordenada pa-
ramétrica serd CP~"".

Uma importante observagdo é que caso um knot interno &; possua multiplicidade
igual ao grau da B-spline (m = p), entdo a curva interpolard um ponto de controle em &;. Se
os knots extremos tiverem esta multiplicidade m = p + 1, entdo os pontos de controle extremos
serdo interpolados. Por este motivo que a maioria das representagdes B-splines utilizadas em
Anélise Isogeométrica possuem multiplicidade p 4+ 1 nos knots extremos, garantindo que os
pontos de controle inicial e final sejam interpolados, como ocorre com as curvas de Bézier. Este
tipo de vetor de knots € conhecido na literatura como open knot vector, ou vetor de knots aberto.

A Figura 17 mostra as funcdes de base quadratica considerando um knot com multi-
plicidade 2 no valor paramétrico 0.5. Podemos observar o carater interpolador da fun¢do de base
na posicao 0.5 pelo fato de apenas a base N3 » contribuir para o calculo da curva definida pela
Equacéo (42), resultando em C(0.5) = p3. A Figura 16 mostra o efeito da consideracdo de um
vetor de knots com multiplicidade m = p em knots internos, comparando duas curvas B-splines

quadréticas que possuem os mesmos pontos de controle, mas vetores de knots diferentes.
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Figura 16 - Efeito da multiplicidade em uma B-spline quadrética.

p.=(02) P;=(2.2)
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 17 — Fungdes de base B-spline quadraticas com & = [0,0,0,0,0.5,0.5,1,1,1,1].
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Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante notar que as bases sdo definidas por partes (piecewise function), pois
uma dada base N; ,(§) € nula fora do intervalo [;,&;1,+1], possibilitando que a influéncia dos
pontos de controle se restrinjam a partes da curva. Matematicamente, diz-se que as bases B-
spline tem suporte compacto. Esta € uma grande vantagem que a representacao B-splines ofe-
rece em relacdo a representacdo de Bézier, em que todos os pontos de controle influenciam na
curva.

As curvas B-splines podem representar curvas de Bézier caso seja considerado um

unico knot span e as multiplicidades dos knots deste sejam p + 1:
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Uma consideracio similar pode ser realizada para o caso de superficies e sélidos 3.
As fungdes de base B-splines N; ,,(§) possuem as varias propriedades importantes3°:
a) Nao-negatividade: N; ,(§) > 0;
b) Particdo da unidade: _fl Nip€) =1
=

¢) Suporte compacto: Ni;(i) = 0 se & estiver fora do intervalo [€;,&;; p11];
d) Dado um knot span [§;,€;11], exatamente p + 1 fungdes de base sdo nao nulas;
e) Todas as derivadas de N; ,(§) existem no interior dos knot spans. Nos knots as

bases sdo diferencidveis p —m vezes, onde m € a multiplicidade do knot.

3.3.1 |Insercgdo de knot e elevagdo de grau

A Insercdo de Knot e Elevacdo do Grau sao operagdes realizadas em B-splines
que alteram a descri¢do da curva sem modificar a forma desta. A Inser¢do de knot adiciona
um novo valor &; no vetor de knots &, uma nova base N; , ¢ um novo ponto de controle. Para
manter a curva idéntica, alguns dos pontos de controle sdo alterados, como ilustrado na Figura
19. Considerando um vetor de knots E = [;,&,...,&,4+1] € um valor paramétrico a ser
inserido E € [Ek,&ka1], 0s novos pontos de controle p podem ser obtidos em fungio dos pontos

de controle antigos p pela expressao:

P1; 1:17
pi=qopi+(1—o)pi—1, 1<i<h, (“3)
Pr-1 i=h.

onde 4 € o tamanho do novo vetor de pontos de controle p. O termo o é calculado por:

o = i k—p+1<i<k, (46)
E.,H—p_‘t:i

0, i> k1.
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Figura 18 — Exemplo de insercao de knot em curva B-spline (E =2).

Vetor de knots antes = [0,0,0,1,3,4,4,4]
Vetor de knots depois = [0,0,0,1,2,3,4,4,4]

Fonte: Elaborada pelo autor.

Do ponto de vista de modelagem geométrica, a insercdo de knot permite um con-
trole local maior da curva. Uma vez que sejam inseridos knots com multiplicidade m = p, a
quebra da continuidade possibilita isolar em intervalos paramétricos as modificacdes proveni-
entes das alteracdes de posi¢cao de alguns pontos de controle da curva, como esta ilustrado na
Figura 19. Do ponto de vista da Andlise Isogeométrica, o insercdo de knot possibilita discretizar

o modelo inserindo um nimero maior de graus de liberdade.
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Figura 19 - Controle local obtido pelo inser¢do de knots.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A elevacdo de grau atua nas B-splines elevando o grau da curva em cada intervalo
paramétrico, mantendo a continuidade original em cada knot. A multiplicidade de cada knot é
aumentada em 1, preservando a continuidade original existente nos knots. A Figura 20 mostra o
processo de elevagdo de grau sendo aplicado a uma curva B-spline quadratica. O algoritmo da
elevagdo de grau pode ser encontrado em Piegl e Tiller (1997). Para a Andlise Isogeométrica,
a elevagdo de grau melhora a solu¢do numérica uma vez que se utiliza fungdes de forma de

ordem maior.
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Figura 20 - Elevacao de grau aplicada a uma curva B-spline quadratica.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4 NURBS

As B-splines nao sdo capazes de representar exatamente cOnicas, como circun-

feréncias ou elipses, uma vez que estas curvas ndo sao representadas por polindmios. Esta

limitacdo pode ser eliminada utilizando bases racionais, 0 mesmo procedimento realizado para
curvas de Bézier na Secdo 3.2.1. As NURBS (Non Uniform Rational B-Splines) sao B-splines

racionais com vetores de knots nao uniformes. Sao amplamente utilizadas na atualidade por mo-

deladores geométricos em geral. A grande aceitacdo das NURBS na industria de modelagem
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computacional se deve as vantagens descritas abaixo™":

a)

b)

d)

Oferecem uma forma matemaética capaz de representar tanto modelos matemati-
cos padao (quddricas, cOnicas, superficies de revolucdo, ...) quanto modelos de
forma livre, utilizando a mesma base de dados para armazenamento de ambos;
Uma grande variedade de formas podem ser modeladas alterando os pontos de
controle e pesos do modelo;

Podem ser avaliadas de forma rdpida e numericamente estivel;

Transformagdes afins, como translacao, rotacao, espelhamento e cisalhamento
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podem ser aplicadas diretamente nos pontos de controle da NURBS;

e) Podem representar outras representacdes paramétricas importantes, como B-
splines, Bézier racionais e nao-racionais.

As bases racionais requerem que cada ponto de controle tenha um peso, estes al-

teram a influéncia de cada ponto de controle sobre NURBS. Uma curva NURBS € expressa

por:
¥ wi Nip(E) i
cE) ==, (47)
'E’l Wi Ni,p (&)

onde w; é o peso associado a cada ponto de controle p;. Uma NURBS descrita no espago RY
é obtida da projecio de uma B-spline descrita em R?*!. Os pontos de projecio p;’ podem ser

calculados por:

Jw; se j<d-+1
(p?)j (pz)j i J (48)
wi se j=d+1

Uma circunferéncia modelada por uma curva NURBS C() em R? (x,y) é obtida da projecio

de uma B-spline C(£)" em R? (x.w,y.w,w) sobre o plano w = 1, como mostra a Figura 21.

Figura 21 — Curva NURBS C(&) em R? sendo obtida da projegio de uma curva B-spline C"'(£)
em R3,

~C"®

3 2 C©® S 3

origem ;2

2 2 2 -2

a) Pontos de controle. b) Curva.
Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante lembrar que os algoritmos de insercdo de knot e elevacdo de grau po-
dem ser aplicados a NURBS da mesma forma que sao aplicados a B-splines se forem aplicados
considerando os pontos de controle em R4*!. A insercdo de knots pode ser aplicada transfor-

mandos os pontos de controle em R¢ para o espaco R*! (p — p") através da Equacio (48),
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em seguida aplicar a Equag@o (45) para encontrar novos pontos de controle p”, e finalmente

transforma os pontos de volta para o espaco R¢:

B)j=—" j=0...d (49)

onde w; = (p;}")a+1

As fungoes de base NURBS R; , podem ser escritas em fungdo das bases B-spline

N; p € dos pesos w; como:

. _ Nip@wi  Nip(&)w
RirlS) = wE i N (&)w; (50)

onde W (&) é a fung¢io peso, dada por:
n
WE) =) N ,Ew; (51)

A Figura 22 mostra as fungdes de base racionais R;> € ndo racionais N; >, considerando um
vetor de knots E =[0,0,0,0.5,1,1,1] e pesos w = [1,0.5,0.5, 1], pode-se observar uma pequena
diferenca nas curvas de cada base. A Figura 23 mostra as curvas de uma semi-circunferéncia

modelada com NURBS e o arco de 180°resultante de B-spline nao racional (w = 1).

Figura 22 — Bases NURBS e B-spline quadraticas com E = [0,0,0,0.5, 1, 1, 1].
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a) R,‘72 comw = [1,0.5,0.5, 1] b) Ni72 = R,‘72 comw = [1, 1, 1, 1]

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A primeira derivada das bases NURBS racionais podem ser obtidas pela regra de

derivacdo do quociente:

d W(E) N'(§) —W'(&§) Nip(§)

~R=w; 52
ggti =" W(E) 42
onde a derivada da funcdo peso é dada por:
n
/ /
WE) =Y N (E)w; (53)

i=1

E importante ressaltar que as fungdes de base racionais R; ,(§) herdam as mesmas

propriedades das fungdes de base B-spline N; (&), descritas na Secdo 3.3.

Figura 23 — Semi circunferéncia construida com NURBS e um arco de 180°construido com
B-spline.

B-Spline curve
NURBS curve

121 .

Fonte: Elaborada pelo autor.

3.4.1 Superficies NURBS

Uma superficie NURBS definida por produto tensorial é avaliada pelo produto
de duas funcdes de base univariantes NURBS. Dada uma superficie S definida por uma ma-
triz de pontos de controle P (n x m), uma NURBS de grau p na dire¢do & com vetor de

—_

knots & = [€1,&1,...,Ey1p+1] € outra NURBS de grau ¢ na dire¢do m com vetor de knots



€ = M1,M1,--,Nm+q+1], @ superficie pode ser calculada por:

ZZRﬁnU i)

i=1j=

onde R(&,m) é a funcéo de base racional bivariante dada por:

_ Wi Nip(&) Nj4(n)
R(Em)ij = WEn

onde W (&,m) é a fungéo peso bivariante:

=3 ¥ Ny, € N )
i=1j=1

A Figura 24 mostra um exemplo de superficie NURBS.

Figura 24 — Exemplo de superficie NURBS.

Fonte: Elaborada pelo autor.

As derivadas parciais de W (§,m) sdo expressas por:

§<m>§§m%@wm)
0 nom ,
an&m) = L X ip(&)N: (M)

~.
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(54)

(55)

(56)

(57)
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Assim, as derivadas parciais das fun¢des de base bivariantes sdo calculadas por:

D e o)y VET M E) Nig) — WG M) N €) Ny ()

gV = W) (59)
D o e o WEM Nip(®) Ny () — W (Em) Nip(§) Nig ()

an &) = WA

As derivadas parciais sdo necessdrias nas formulacdo de elementos isogeométricos bidimensio-

nais.

3.4.2 Solidos NURBS

Um so6lido NURBS definido por produto tensorial é construido pelo produto de
trés fungdes de base univariantes NURBS. Dada um sélido V definido por um tensor de pon-
tos de controle P (n x m x 0), uma NURBS de grau p na dire¢do & com vetor de knots & =
[€1,&1,...,&nrp+1), uma NURBS de grau g na dire¢do m com vetor de knots 7 = [ny,My,...,
Nm+q+1] € uma NURBS de grau / na diregdo { com vetor de knots £ = [C1,C1, ..., Coq41], 0
s6lido € definido por:

iTlC iii &nCl]sz]k (59)

onde R(&,M, {) é a funcdo de base racional trivariante dada por:

Wijk Ni,p(&) Njg(M) Ny (C)

R(E.nnac.,)i,j,k = W(g n z;) (60)
W (E,m,{) é a fungdo peso trivariante:
WEND = YT Y Ny €) Ny () Ny (©) (61)

~ ~

i=1j=1k=1

Uma exemplo de s6lido NURBS esta apresentado na Figura 25.
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Figura 25 — Exemplo de um sélido NURBS com seus pontos de controle

Fonte: Elaborada pelo autor.

As derivadas parciais de W (§,m, {) sdo avaliadas pelas expressdes

wisi N7 ,(8) N; o (M) N, (€)

M E

—

I ™o

—

W(Emn,¢) =

N

&
(62)

M= £M=

W(EN.L) = i N ) N7 () Vg 9

~

[NywE

—_

I ™o

~u
Il
—

~.

W(EN.C) = i f £ wigi N: p(8) Ny, () N, (©)

C i=1j=1k=1

As derivadas parciais das func¢des de base trivariantes podem ser calculadas por

W(aﬂ 7C.>)]V1/p(§)_iw(§7 7C)]Vi7 (E.o)
SR B =i Nig M (§) o S S
W(EM.Q) N, () — £W(EM, L) N,
% 1.7k (&M, ) = wijk Nip(8) Nicy (§) ENON, (VT;)Z(;:] C)@ W8 Njaln) (63)
W(EM,C) N (&) — W (&M, E) Niu()
G%Rmk(i,n,‘;)ZWijkNi,p(i) NjqM) ! klwz(én g) e

Estas derivadas sdo utilizadas na formulagdo de elementos sélidos isogeométricos

3.4.3 Multiplos Patchs
Ainda que normalmente uma entidade NURBS ser suficiente para modelagem de

geometrias complexas, muitas vezes pode ser util representar o modelo através de multiplas
entidades (curvas, superficies ou s6lidos). Por exemplo, quando vérias regides do modelo apre-
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sentam diferentes atributos, como material, carregamento e condi¢des de contorno, € necessario
representar tais regioes por entidades distintas.

A Figura 26 mostra uma superficie plana, que pode ser modelada por 1 patch ou
de maneira mais facil com 3 patchs (apesar da termo estar relacionado a superficies, a palavra
patch é normalmente utilizada como entidade NURBS, muitas referéncias da literatura usam o

termo mesmo em caso de curvas e sélidos).

Figura 26 — Exemplo de modelo considerando multiplos patches.

Continuidade C 7! Continuidade C°
/ Patch 01 Q‘ ,/
‘. Paitch Patch 03
| Patch 02
a) Modelo com tunico patch. b) Modelo com multiplos patches.

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 27 mostra uma superficie modelada com 4 patches. Uma utilidade do uso
de multiplos patches em caso de problemas de compdsitos laminados € permitir que diferentes

laminacdes sejam consideradas para cada patch.

Figura 27 - Superficie NURBS modelada com quatro patches.

|Continuidade C|

Fonte: Elaborada pelo autor.

Apesar da utilizacdo de varios patches ajudar na modelagem, a continuidade do

modelo é reduzida para C” nas regides de contorno dos patches, como apresentado nas Figuras
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26 e 27. Mesmo que inicialmente exista uma igualdade nos gradientes de ambos os patches
nas regides de contorno, nao ha garantias que durante a andlise isogeométrica esta condi¢cado se

mantenha.
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4 ANALISE ISOGEOMETRICA

A Analise Isogeométrica ¢ um método de analise estrutural que utiliza na analise
numérica as mesmas funcoes utilizadas pelos sistemas CAD para modelagem da geometria.
O método possui muitas semelhancas com o Método dos Elementos Finitos (MEF), que € o
método mais utilizado atualmente para andlise de sélidos e estruturas. A grande diferenca de
ambos reside na capacidade que a Analise [sogeométrica tem de tratar a geometria do modelo de
forma exata. A Figura 28 mostra as malha semelhantes da AIG e do MEF, onde sao utilizados
elementos quadraticos e o mesmo niimero de nds (pontos de controle no caso da AIG). Pode-se
notar que os pontos de controle da malha isogeométrica ndo interpolam toda a extremidade da

estrutura.

Figura 28 — Malhas da AIG e MEF para um problema bidimensional.
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a) Malha Isogeométrica. b) Malha de Elementos Finitos.

Fonte: Borden et al. (2011).

No MEEF, a estrutura € dividida em um conjunto de elementos conectados através de
nos. Os deslocamentos no interior de cada elemento sdo interpolados a partir dos deslocamentos
de seus nds utilizando polindmios. As equagdes de equilibrio da estrutura sio obtidas utilizando
principios variacionais (trabalho virtual ou energia potencial) ou Métodos de Residuos Ponde-
rados (e.g. Galerkin). Na formulagdo isoparamétrica do MEF a geometria dos elementos €
descrita pelas mesmas fungdes utilizadas para aproximar os deslocamentos. Esta formulacdo
¢ largamente utilizada, pois garante que as condi¢des necessarias para a convergéncia do MEF
para a solucio exata do problema sejam automaticamente satisfeitas 3.

A Andlise Isogeométrica (AIG) utiliza a mesma ideia da formulacao isoparamétrica
do MEF, mas neste caso a sequéncia € invertida: os deslocamentos no interior do sélido sdo
aproximados utilizando as mesmas fung¢des utilizadas para definir a geometria do sélido (e.g.
B-splines e NURBS). Desta forma, consegue-se representar de forma exata a geometria do
modelo e manter a garantia de convergéncia para a solu¢cdo do problema.

A AIG foi proposta inicialmente em Hughes e colaboradores 41>, onde foi aplicada

para problemas estruturais lineares modelados como sélidos. Outros trabalhos abordando a AIG
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foram desenvolvidos, incluindo trabalhos abordando elementos de placas de Kirchhoff-Love®,
elementos de placa laminada16, elementos de casca?®, elementos de casca laminada?’ e ele-
mentos sélido-casca*®. No presente trabalho foi desenvolvida uma formulacdo isogeométrica

para andlise geometricamente ndo linear de s6lidos laminados.

4.1 Geometria e Deslocamentos

A andlise estatica de um problema estrutural consiste em determinar os campos de
deslocamentos, deformagdes e tensdes da estrutura. Dada uma estrutura de volume V, a Andlise
Isogeométrica considera que o corpo € representado por uma combinagdo linear de np funcdes

de base R, e pontos de controle p, = (X4, Y4,24), EXPresso por:
np np np

X = ZRaxa; y= ZRaYa; = ZRaZa (64)
=1 a=1 a=1

Considerando que a geometria seja descrita por NURBS, como ilustrado na Figura 29, as

fungdes R, serdo as fungdes de base racional R;x(§,m,{) definidas pela Equacdo (59).

Figura 29 - Descri¢ao de uma estrutura por NURBS.

Pontos de
controle

Fonte: Elaborada pelo autor.

O conceito isoparamétrico é utilizando, de modo que as mesmas fungdes de base

descritas na geometria do corpo pela Equacdo (64) sao utilizadas para aproximagao dos deslo-

camentos:
np np np

u:ZRaua; V:ZRava; w=ZRawa (65)
a=1 a=1 a=1

Representando os graus de liberdade por um vetor u = [u1,vi,wi,...,Unp, Vnp, wnp]T, esta equa-
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cdo pode ser escrita em forma matricial:

u np R, 0 O Ug
a=|v|=Y [0 R, O |ve|=Nu (66)
w a=1 0 0 R,| |wy

onde 1 sdo os deslocamentos no interior do sélido (o simbolo i € utilizado para diferenciar os
deslocamentos dos graus de liberdade dos pontos de controle, que sdo dados por u) e N € a
matriz de aproximacgdo dos deslocamentos da estrutura. Tal matriz tem formato definido pelas

submatrizes N,:

R, 0 O
N=[N/ No .. Ny| = Ne=[0 R, 0 67)
0
A definicao das deformacdes do sélido utiliza as derivadas no espaco fisico (x,y,z)
das fun¢des base. Tais derivadas pode ser obtidas aplicando a regra da cadeia sobre as derivadas

paramétricas. Considerando a derivada paramétrica R, ¢, observando que a notagdo R, ¢ € uma

. OR
abreviacio de ——, temos que:

g

Ra@ = Ry x Xg +Ray ye + R, 2 (68)

As derivadas xg, yg € z¢ sdo obtidas pela Equagéo (64):

np np np

Ye=) Rog¥a Ye=) RigYas =) Rugza (69)
a=1 a=1 a=1

Substituindo na Equacdo (68), obtemos:

np np np
Rig=Rax Y Ruz¥a+Ray Y Rugyat+Ra: Y Rugza (70)

a=1 a=1 a=1

Realizando o mesmo procedimento para as derivadas Ry n € R, ¢ e escrevendo as equagdes em

formato matricial, chegamos em:

Rag RaJ
Ran| =T |Ra, (1)
Rt R
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onde J € a matriz Jacobiana, dada por:

np np np
Y Rigxa Y Rigya Y Rugza
a=1 a=1 a=1

| np np
J= Zl Ram Xa Zl Ram Ya Zl Ra,n Za (72)

a= a= a=

np np np
Y RigXa X Rigya Y Ragza
| a=1 a=1 a=1 i

OR JR OR

onde R, ¢, Ran € R, ¢ sdo respectivamente as derivadas parciais E’ % e a—c da funcdo base tri-
variante das NURBS, definidas pela Equacao (63). As derivadas no espaco fisico s@o calculadas
por:

Ry x R,¢

Ray| =37 [Ran (73)

Ra,z Ra,C

4.2 Deformacoes e tensoes

Neste trabalho foi utilizado a Formulagio Lagrangeana Total *°>°. Nesta formulacio
sdo consideradas as deformagdes de Green-Lagrange e as tensdes de Piolla-Kirchhoff II. Tais
tensoes e deformacdes sao avaliadas sempre na configuracao inicial da estrutura.

As deformagdes de Green-Lagrange € podem ser escritas em fun¢do de uma parcela

linear €; e uma parcela nao-linear €,;, como mostra a expressao matricial:

1/,2 2 2
€x Ux E(u7x +y,x+w,x)
1/,2 2 2
&y Vy 3y +yy+wy)
17,2 2 2
€ w U, +y,+w
e=| | = % + 2 ( R ’Z) (74)
Yy Uy +Vx Uxly TV xVy+WaWwy
Yz Uztwy Uz TV VT WaW,
vz Uzgtwy Uyl VYT WyW,
€ €l
onde as derivadas dos deslocamentos u, v € w podem ser calculadas por:
np np np
Uyx= Z Ra,x Ug, Uy= Z Ra,y Ug, U= Z Ra,z Ugs
a=1 a=1 a=1
np np np
Vx= )y Ra,x Va, Vy= Yy Ra,y Va;, V= )y Razvas (75)
a=1 a=1 a=1
np np np
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Escrevendo as derivadas em um vetor B = [u,uy,...,w ], a expressdo pode ser escrita em
forma matricial:
[y | Ry O O]
Uy Rsy O 0 uj
U, R.,; O 0 Vi
Vx np 0 Riur O wi
B=|vy| = 0 Rsy O =Gu (76)
vel N0 Raz 0| |uy
W x 0 0 Ra,x vnp
W7y 0 0 Ra,y Wnp
W 0 0 R.|

onde a matriz G tem o mesmo formato da matriz N, onde as contribui¢des dos graus de liberdade
de cada ponto de controle sdo dados ao longo de trés colunas, de modo andlogo como ocorre na

Equacdo (67). Utilizando o vetor B, podemos escrever o vetor de deformagdes como:

1
e=¢g+¢gy;=Hp+ EAB (77)

onde as matrizes H e A sdo dadas por:

(1000000 0 0] (uy 0 0 v 0 0 we O O]
000O0OT1O0O0O0ODQO 0O uy 0 0 vy 0 O w, O
H— 000O0O0OO0OOTO 071 CA— 0 0 u; 0 0 vy, O 0 w, (78)
01 010O0O0O0O0 uy uy 0 vy vy 0 wy, w, 0
00100T1T1QO00 u;, 0 wuy vy; 0 vy wy, 0 wy
000O0OO0O0O0OT1PO 0 wu; uy 0 vy vy 0 w, w,
Substituindo = Gu na Equagéo (77), obtemos:
1
€ =HGu+ EAGu (79)
Podemos definir a matriz que descreve a relacdo deformacao-deslocamento B por:
1
e=Bu = B:Bo—i—EBL (80)

onde By e By sdo respectivamente a parcela linear e ndo-linear da relacdo deformacao-deslo-

camento:

By =HG; B;=AG (81)
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Considerando que o material tenha um comportamento eldstico linear, pode-se obter

as tensoes O por:
c=Ce (82)

onde C ¢ a matriz constitutiva eldstica, dada por:

(1—v) \Y \Y% 0 0 0
\Y% (1—=v) \Y% 0 0 0
v \Y% (1—v) 0 0 0

_ E (1—2v)
C=lwi-a | © 0 0 5 0 0 (83)
1-2

0 0 0 o ! g vy
0 0 0 0 0 (1_22V)

No caso de materiais compdsitos, esta matriz é dada pela Equacdo (8). E importante notar que
Devido ao uso da formulagao Lagrangeana Total, as tensdes 6 sao as tensoes de Piolla-Kirchhoff
IL.

4.2.1 Equacdes de Equilibrio

As equacoes de equilibrio do sélido na AIG podem ser obtidas a partir do Principio
dos Trabalhos Virtuais (PTV). Dada uma estrutura ilustrada na Figura 30, o equilibrio ocorre
quando o trabalho virtual interno (8U) € igual ao trabalho virtual externo (8W,,,), qualquer que
seja o campo de deslocamentos virtuais 01, desde que este seja pequeno e obedeca as condi¢oes

de contorno essenciais do problema'3. Matematicamente:
SU =W,y = /SsTGdV:/SﬁdeV+/8ﬁquS+ZSﬁJTFj (84)
14 14 S

onde 0¢g é o vetor de deformacgdes virtuais, 6 é vetor das tensdes, b sdo as forcas de corpo, q sdo

as forcas de superficie e F; sdo as cargas concentradas atuantes no corpo.
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Figura 30 - Corpo de volume V submetido a forcas de corpo b, cargas de superficies q, cargas
pontuais F;.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O trabalho virtual interno pode ser escrito em fun¢@o do vetor de forcas internas da

estrutura (g):
U = / de’cdv =odul'g (85)
1%

Partindo da deformacdes de Green-Lagrange definida pela Equagado (79), pode-se

mostrar que49:

3¢ = Bdu (86)
com
B=B;+B; (87)

Substituindo a Equacao (86) na Equacgdo (85) e considerando deslocamentos virtu-

ais arbitrarios, obtemos que o vetor de for¢as internas da estrutura pode ser calculado por:

g= / B cdv (88)
\%4

E importante lembrar que devido ao uso da formulacdo Lagrangeana Total, a in-
tegral relacionada as forgas internas e a integral relacionada aos carregamentos externos sao
realizadas ao longo do volume inicial da estrutural.

Por outro lado, utilizando as Equacdes (67) e (84), o trabalho virtual externo pode
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ser escrito como:

W,y = Su’ /V N"bdv + 8u” /SNT qdS+38u” Y N,/ F; =&u’f (89)
Portanto, o vetor das cargas externas (f) € dado por

f:/VNdev+/SNquS+ZN,~TF,- (90)

Nesta expressdo, a matriz N; corresponde a matriz N da Equacdo (67) avaliada no ponto de
aplicacao da forca j.
As equagoes de equilibrio do modelo discreto sao obtidas substituindo as Equacgdes

(85) e (89) na expressao do trabalho virtual:
U =MW,;, = dulg=3au'f 91)

Como os deslocamentos virtuais du sdo arbitrarios, as equagoes de equilibrio da AIG sdo dadas

por
g=1f (92)

E importante notar que esta equacio é vilida para problemas nio lineares fisicos e geométricos,
independente de quais modelos constitutivos sejam utilizados para descrever o comportamento
dos materiais.

Em um problema ndo-linear tal que os carregamentos sejam independentes dos des-

locamentos, as equagdes de equilibrio podem ser escritas como:
r(u,A) =g(u)—Aq=0 (93)

onde u representa o vetor de deslocamentos dos pontos de controle, g € o vetor de forgas inter-
nas, q € o vetor de cargas externas de referéncia, r € o vetor dos residuos (for¢as desbalanceadas)
e A € o fator o fator de carga, tal fator controla a aplicagio do carregamento (f = A q) na estrutura.

A solugdo da Equagdo (93) requer que seja utilizado um método de solucao ndo-
linear, como o Método de Newton-Raphson 49 Neste trabalho foram utilizados diversos métodos
de solucdo nao-linear oriundos do Método de Newton-Raphson, como o Método do Controle
de Carga e o Método do Comprimento de Arco. Uma explicacdo mais aprofundada de tais

métodos foge do escopo deste trabalho, podendo ser encontradas em outras referéncias '8-2049,
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4.3 Matriz de Rigidez Tangente

A matriz de rigidez tangente (K7) da estrutura € obtida através da diferenciacao do

vetor de forgas internas g, como dado pela expressao:

KT_/BT Jo dV+/—6dV (94)

KE KG

onde K e K¢ sdo respectivamente as matrizes de rigidez relacionada ao material e a geometria

. . o .
do problema. A derivada parcial — pode ser escrita como:

ou
06 00 0 —
a3 30 T B (95)
onde
00
Cr= % (96)

¢ a matriz constitutiva tangente. No caso de materiais isotropicos com comportamento elastico
linear, temos que Cr = C, onde C € a matriz constitutiva eldstica apresentada na Equacio (8) ou
na Equacdo (83). Assim, a parcela da matriz de rigidez tangente dependente do material pode

ser escrita por

Ke— [B' CrBav (97)
Pode-se mostrar que a matriz K pode ser expressa por*®:
K = / G'SGdv (98)
14
onde:
S 00 Cu Txy Txz
S=(0 S 0] = S=|1, oy T 99)
00 S Ty Ty, Oy

E importante notar que as matrizes Kz e K sdo obtidas de modo idéntico ao que é
realizado no MEF.
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4.4 Elemento Isogeométrico

Apesar das equacdes formuladas nas se¢des anteriores terem considerado as integra-
¢oes ao longo do volume do s6lido inteiro, pode-se realizar tais integragdes ao longo do volume
V. definido por cada knot span do patch. Deste modo, o elemento isogeométrico pode ser como
cada knot span'> da NURBS, como ilustrado na Figura 31.

Figura 31 - Elementos isogeométricos do patch.

|Elementos AIG definidos por Ve D V

Fonte: Elaborada pelo autor.

Com estas consideragdes, o célculo do vetor de forgas interna (g) pode ser realizado

por:
—T ne —T

g= [Boav=Y [ B oav (100)
|4 e=17Ve

onde ne é o numero de elementos isogeométricos. Uma vez que as funcdes NURBS tem suporte
compacto, apenas p + 1 fungdes sdo ndo nulas em um dado knot span. Logo, é mais eficiente
realizar a integragdo considerando apenas as funcdes base nao-nulas.

Como um ndmero fixo de bases serao nao nulas e cada base R, esta associada a um
ponto de controle distinto, logo os pontos de controle que influenciam cada regido V, ndo mu-
dam. Cada elemento isogeométrico possui uma incidéncia de graus liberdade e funcdes de base
de nimero fixo no interior do patch, e que podem ser facilmente determinadas considerando a
topologia e os pontos de controle da NURBS.

Uma vez que as incidéncias dos elementos sejam determinadas, o calculo da matriz
de rigidez tangente (K7), do vetor de forcgas internas (g) e do vetor de forcas externas (f) sdao
realizados em cada elemento AIG e entdo somados as respectivas matrizes globais, de maneira
idéntica ao que € feito no MEF. Uma notavel diferenca entre a AIG e o MEF € o fato de que
algumas das funcdes de base e alguns dos graus de liberdade do interior do elemento podem ser
compartilhados, como ilustrado pela Figura 32. Isto ocorre porque as bases NURBS ndo sao

interpoladoras como os polindmios utilizados no MEF.
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Figura 32 — Geometria, graus de liberdade e func¢des de base para um modelo de cabo.

2-[0.00.12345.5.5] |

P Elementos I

I L \R R
sogeométricos \ ! R, R, | Rs 7

| R, A 7N\ Rs

R \\ // / \
Graus de liberdade \ / \ \

\/

. J \
0 1 2 3 4 5
¢

‘ Fungdes de base Elem. 3: Ry,R, e R; ‘

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Figura 32 mostra um cabo modelado com elementos AIG quadréticos, mostrando
os pontos de controle, os graus de liberdade e as funcdes de base. O terceiro elemento é des-
tacado (cor azul), mostrando os seus graus de liberdade e funcdes de base locais. Também sao
mostrados os pontos de controle do segundo elemento (cor verde), sendo possivel observar um
compartilhamento dos pontos de controle internos dos dois elementos.

Considerando a estrutura da Figura 32, o vetor de forcas internas pode ser calculado

considerando apenas as bases ndo-nulas em cada elemento isogeométrico:

g:/ETcdvz/ ETodV+/ ETcdv+/ ETcdv+/ B oav+ [ B cav (o1
14 ksl PERAZ PERAL! IV L Vs

Rlver;R3 R27k;7R4 R371$,47R5 R47kr5;R6 R55E67R7

Um procedimento andlogo pode ser realizado para o caso de elementos isogeométricos de su-
perficie ou sélido. No caso do sélido, o niimero de fungdes nao nulas serd (p+1) x (g+ 1) x
(I+1).

E importante lembrar que sélidos simples podem ser gerados completamente por
uma NURBS, mas so6lidos complexos podem precisar de varias NURBS diferentes para sua
descri¢ao completa, como foi discutido na Secao 3.4.3. As equagdes do item anterior sdao inde-
pendentes do nimero de patches e permanecem validas, desde que a matriz de rigidez tangente
K7, o vetor de forcas internas g e o vetor de cargas externas f sejam calculados de forma ade-
quada. E importante notar que os graus de liberdade dos pontos de controle de contorno dos
patches devem ser compartilhados. A Figura 33 mostra os pontos de controle que resultam em
graus de liberdade compartilhados, considerando a geometria modelada com maltiplos patches
ilustrada pela Figura 26.
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Figura 33 — Geometria modelada com multiplos patches. Os pontos de controle azul resultam
em graus de liberdade compartilhados.

Patch 01
Patch 01

(]

® Patch 03 ® Patch 03

o

Patch 02 Patch 02

@

O © O

Fonte: Elaborada pelo autor.

Assim, apesar das funcoes NURBS serem definidas em todo o patch, a matriz de
rigidez serd calculada utilizando a quadratura de Gauss em cada knot span. Na integragao,
o elemento é mapeado do espaco fisico para o espago paramétrico da NURBS, e em seguida
mapeado para o espago paramétrico do elemento, definido no intervalo [-1, 1], como ilustrado
na Figura 34 para o caso bidimensional. Isto requer que as coordenadas dos pontos de Gauss
(&, 1, é) sejam mapeadas pra os espago paramétrico da NURBS (&, 1, {), pela expressio:

& ‘:m C fi— Cin

e=Lu+E+ DT m=mu A+ DY (=G DL o)

onde iy, & i, Min, Nyis Cin € Ci 830 0s valores dos knots inicial e final do knot span do elemento
nas diregdes &, M e C.

Com as coordenadas dos pontos de Gauss mapeadas, pode-se efetuar o calculo das
funcdes de base R; e suas derivadas R} do elemento. As derivadas deverdo ser mapeadas de
volta para o espaco de referéncia do elemento, sendo necessario o cilculo do Jacobiano da

transformacdo, com termos semelhantes a

a& E_;fz &m

103
% 2 (103)

Uma maneira de evitar o segundo mapeamento mencionado € utilizando um procedimento de

Extracdo de Bézier, que serd discutido na Secado5.1.
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Mapeamento
do Espago fisico para
Espaco paramétrico da NURBS

Mapeamento do
Espago paramétrico da NURBS para|
Espaco paramétrico do Elemento

oy

O
Y

-1

-1 1

Figura 34 — Mapeamentos realizados na AIG para integracdo numérica.

4.5 Refinamentos

15

2

Existem trés tipos de refinamentos utilizados no contexto de Analise Isogeométrica
o refinamento p, o refinamento / e o refinamento k. O refinamento p da AIG esta relacionado
com o refinamento p tratado no MEF. Este processo pode ser obtido em NURBS utilizando o
procedimento de Elevagdo de Grau abordado na Secdo 3.3.1. Relembrando, a multiplicidade de
cada knot aumenta em um para cada grau elevado, sendo necessario o calculo de novos pontos
de controle. O grau das fun¢des base é aumentado, de maneira que a continuidade nas fronteiras
do elemento é mantida. A resposta numérica melhora, uma vez que sdo utilizados mais graus
de liberdade e funcdes de grau mais elevado. A Figura 35 mostra o processo do refinamento p
sendo aplicado na NURBS definida pela Figura 13, ¢ importante observar que neste processo

ndo existe a geracdo de novos elementos isogeométricos.

Figura 35 — Refinamento p realizado na NURBS construida pela Figura 13.

==10,0,0,1,1,1] ==10,0,0,0,1,1,1,1] -
oo A=looin] Z210000.L1LLLI]
— (7 2= 1V,0,1,
£=10,0,1,1] Z£=10,0,0,1,1,1] Z=10.0.00,L,1,1,1] Resulta em

el

1 Elem. de grau 4x1x3

Elevagao de grau

em&el.

_— >

Elevagdo de grau
emé&el.

Fonte: Elaborada pelo autor.

O refinamento h da AIG esta relacionado com o refinamento £ tratado no MEF.

Neste refinamento, o nimero de elementos aumenta pelo aplicacdo do procedimento de Insercdo



63

de Knot, abordado na Secdo 3.3.1. Inserindo novos knots, aumenta-se o nimero de elementos
1sogeométricos (knot spans), melhorando a resposta numérica. A Figura 36 ilustra o processo
do refinamento & sendo aplicado na NURBS definida pela Figura 13, o nimero de elemen-
tos aumenta a medida que sdo adicionado novos knots, porém o grau do elemento permanece

constante.

Figura 36 — Refinamento / realizado na NURBS construida pela Figura 13.

=10,0,0,2,4,4,4] £=[0,0,0,1,2,3,1,1,1]
A=
2=

[0,0.1,1] Resulta em H=10,0,1,1] Resulta em
[0,0,2,4.,4] 4 Elem. de grau 2x1x1 £=10,0,1,2,3,1,1] 16 Elem. de grau 2x1x1

Inser¢do do knot 2
em&el.
—_—

Insergdo dos knots 1 e 3
em¢edl.

Y

Fonte: Elaborada pelo autor.

O refinamento k£ € um novo tipo de refinamento inexistente no MEF. Neste refi-
namento, tanto o grau como o ndmero de elementos € aumentado. Também € aumentada a
continuidade entre os elementos. Isto é obtido pela aplicacdo em sequéncia da Elevagdo de
Grau e Insercdo de Knot. A geometria basica do modelo € elevada através do refinamento p
e em seguida sdo adicionados novos knots. A Figura 37 mostra o processo do refinamento k
sendo aplicado, considerando o refinamento p e & mostrados anteriormente. Pode-se observar
que foi obtido 0 mesmo nimero de elementos obtidos pelo processo do refinamento /# mostrado
na Figura 36, porém com grau elevado e continuidade entre os elementos também elevada (C>

em&, C'em e C? em ().

Figura 37 — Refinamento k realizado na NURBS definida pela Figura 13.

£-[0,0,0.4,44] £=[0,0,0,0,0.4,4,4.4,4] _
A=10,0,1,1] H=10,0,1,1] £=10,0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4,4]
£=10044] 2=10,0,0,0,4444] 2=10,0,1,1] Resulta em

2£=10,00,0,12,3.4.4.4.4] 16 Elem. de grau 4x1x3

Inser¢édo dos knots 1, 2

Elevagdo de dois
e3em&el.

graus em & e C.

>

Fonte: Elaborada pelo autor.
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4.6 Avaliacao das Tensoes

Na presente formulacao nao linear isogeométrica, as tensoes sdo avaliadas nos pon-
tos de integracao para o célculo da matriz de rigidez tangente (K7) e do vetor de forcas internas
(g), de maneira andloga ao MEF. Porém a tradicional extrapolacdo que é realizada nas tensoes
dos pontos de integracdo dos elementos para obten¢do das tensdes em qualquer ponto do mo-
delo (por exemplo nas fronteiras do elemento, onde existem nos dos elementos) ndo possui a
mesma aplicabilidade.

No Método dos Elementos Finitos, como a continuidade entre elementos é C°, as
respostas de tensdo nas fronteiras dos elementos sdo descontinuas e pior aproximadas, sendo
melhor obter as respostas por extrapolacdo das tensdes calculadas dos pontos de integracdo
do elemento, pois tais pontos sio ditos superconvergentes'>. Por outro lado, na Anilise Iso-
geométrica, os elementos no interior do patch possuem continuidade C”~! (considerando que a
multiplicidade dos knots seja 1). Como as tensdes dependentes da derivada primeira da NURBS,
ndo existe descontinuidade nas deformacdes na regido de fronteira dos elementos caso seja utili-
zado grau igual ou maior que 2. Logo, as tensdes nos extremos dos elementos (correspondentes
aos knot spans) podem ser calculadas diretamente na coordenada paramétrica (§,1, () nos ex-
tremos dos elementos utilizando as Equacdes (80) e (82). Vale lembrar que tal avaliacdo nos
extremos do elemento apenas tem sentido em uma anélise fisicamente linear.

E importante notar, que diferente do MEF, as tensdes nas extremidades dos elemen-
tos ndo correspondem aos nés (i.e. pontos de controle), exceto nos vértices dos patches onde as

bases NURBS sao interpoladoras (caso seja utilizados open knot vectors).

4.7 Analise de Solidos Laminados

Este trabalho utiliza a formulacgao tratada em Dantas Junior (2014), onde é realizada
a formulacdo de sélidos laminados para elementos finitos BRICK8 e BRICK20. Nesta aborda-
gem, os elementos sélidos laminados consideram que as laminas estdo dispostas ao longo da
direcdo C. A matriz constitutiva de cada 1amina é transformada para o sistema global utilizando
a Equacao (8), sendo aplicada diretamente na integracao da matriz de rigidez do elemento.

O campo de deslocamentos na direcio da espessura do laminado € assumido conti-
nuo. As deformacdes no interior do patch serdo continuas dependendo do vetor de knots consi-
derado na direcéo C.

Portanto, neste trabalho os eixos do laminado sao utilizados somente para a definicao
das direcoes das laminas. Um vetor unitdrio a € utilizado para definir a direcdo do vetor X do
laminado (ver Figura 2) em relac@o ao sistema global. Por exemplo, no caso de uma casca
cilindrica a corresponde a um vetor unitdrio na direcao axial do cilindro.

O vetor unitario €3 € dirigido ao longo da espessura do laminado. Assim, este vetor

¢ calculado a partir da derivada da geometria do sélido (x) em rela¢do a coordenada paramétrica



65

& =10, Xr=) Ru X (104)

Em seguida, o vetor unitario €; que define o eixo x; é calculado através da rota¢do do vetor a

de um angulo 6 em relagdo ao eixo €j:

¢, =Ra (105)

onde a matriz de rotagio R é obtida utilizando a férmula de Rodriguez>':

R =1I+sin(0)-S+ (1 —cos(0))-S? (106)
Nesta equacao, S é uma matriz antissimétrica dada por

0 —n3 n3
S=|n3s 0 -5 (107)
—m3 Iz 0

onde I3,m3,n3 sdo os cossenos diretores do vetor €3. Finalmente, o vetor €, € calculado através

do produto vetorial dos vetores anteriores:
éz = ég X é] (108)

Como a triade (&;,€;,€3) é composta por vetores unitarios ortogonais, suas com-
ponentes no sistema global sdo os cossenos diretores utilizados na Equacdo (4) para montar
a matriz de transformacdo T. E importante notar que como a geometria do modelo pode ser
curva, o sistema de coordenadas local definido por estes trés vetores pode variar ponto a ponto.
Uma vantagem da formulacdo isogeométrica sobre o MEF € que nesta formulacdo os vetores
que definem o sistema local, e portanto a matriz de transformacao, sdo exatos, uma vez que a

geometria do sélido é modelada de forma exata para qualquer discretizagao adotada.

4.7.1 Integragcdo numérica

A principal diferenga nas equagdes desenvolvidas anteriormente, entre elementos
laminados e convencionais, ¢ que a matriz constitutiva C muda em cada lamina. Por isso,
as tensdes e a matriz constitutiva sdo descontinuas na espessura, apesar dos deslocamentos e
deformagdes serem continuos no elemento. Por este motivo as integragdes numéricas devem
levar em consideracao esta descontinuidade da matriz constitutiva.

A integracao do vetor de forgas internas e da matriz de rigidez tangente do elemento

devem ser realizadas ao longo de cada camada. Tal procedimento serd explicado utilizando a
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matriz de rigidez eldstica como exemplo:

—T — 1 1 l_T .
KE:/B CBa’V:/ / / B CB|J|dEdndl
14 —1J-1/-1
Soplopl_p Gk Lol _p
-] [ ® C1B|J|d&dnd§+.../€ /.| B cBuldganag (109)
By )

...+/;/_1]/_11§TCmEIJ|d§dndC

onde m é o numero de ldminas do compdsito e {; é a coordenada paramétrica da face inferior
da k-ésima lamina. A integracdo numérica de cada lamina € realizada por quadratura de Gauss,
considerando que o intervalo de integracdo na dire¢do { é igual a [C;, L1 1]. Uma forma de
realizar a integracdo entre 1aminas dentro do intervalo padrdo [-1,1] € mapear os valores do
intervalo paramétrico { € [—1,1] para £ € [{x, (v por:

Cer1 +8k | (G —8) 5

C= 5 + 5 C (110)

Derivando-se esta expresséo verifica-se que o incremento d{ para a k—€ésima lamina é dado por:

(Cer1 =)

dl = >

d¢ (111)

Com isto a matriz de rigidez pode ser calculada por:

mo el ool g
ke=Y [ [ [ B'eBldeandt
=1/% =171
moeloplopl_ _ .
¥/ [ [ B e deana
=/ -1/-1) -1 2
Utilizando a quadratura de Gauss:

mn npg

(112)

onde npg é o nimero de pontos de integracao e W; sdo os pesos de Gauss.

O numero de pontos de integracdo considerados em cada lamina € o mesmo uti-
lizado no elemento sélido isotrépico. No caso de um elemento definido em por uma NURBS
tri-ciibica com 3 laminas, utiliza-se para integracao completa 64 (4 x 4 x 4) pontos de integracao

por lamina, resultando em 192 pontos de integrac@o por elemento laminado.
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5 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DA AIG

Este capitulo descreve a implementagdo realizada no programa académico de Ele-
mentos Finitos (FAST) para implementacdo da Anélise Isogeométrica. A implementacao re-
alizada neste trabalho utiliza o conceito de Extracdo de Bézier para facilitar a reutilizacdo do
cddigo de Elementos Finitos.

Inicialmente !4, os programas de Andlise Isogeométrica eram feitos considerando
uma nova estratégia de implementacgdo. Os tradicionais loops ao longo dos elementos realizados
no MEF para montagem da matrizes (K por exemplo) foram substituidos por loops a longo
dos patches>?. A nova estrutura de andlise ndo era capaz de reaproveitar as implementagdes
realizadas no MEF. Entretanto, trabalhos mostraram que era possivel aproximar as estruturas
dos programas da AIG e MEF caso fosse utilizado uma estratégia conhecida como Extracao de
Bézier.

Este capitulo € dividido da seguinte forma. Inicialmente € mostrado o procedimento
de Extracdo de Bézier na se¢do 5.1. A implementacgdo realizada no programa FAST € apresen-
tada na secdo 5.2. Exemplos utilizando o programa de Analise Isogeométrica desenvolvido sao

apresentados na secao 5.3.

5.1 Extracao de Bézier

A Extragdo de Bézier é um prodecimento descrito em Borden et al. (2011) com fi-
nalidade de representar as NURBS por uma sequéncia de representacdes de Bézier de dimensao
equivalente. O procedimento possibilita que os elementos isogeométricos possuam as mesmas
funcdes base, independente da discretizacao utilizada no vetor de knots, necessitando que uma
informacao adicional seja fornecida para cada elemento. Tal informacao € a matriz de extragao
do elemento C* de dimensdo (p+1) x (p+1).

A Extracdo de Bézier consiste em representar as bases B-splines como uma combi-
nacao linear de polindmios de Bernstein. As funcdes de base em cada knot span serdo iguais
aos polindmios de Bernstein, discutidos no Item 3.2. O procedimento € obtido pela aplica¢do do
algoritmo de Decomposi¢do de Bézier descrito em Piegl e Tiller (1997). Este algoritmo consiste
em aumentar a multiplicidade de cada knot até que seja igual a p + 1. Entretanto, uma multi-
plicidade igual a p é suficiente?, a tinica mudanga provocada por isto é que as fungdes de base
das fronteiras internas serdo compartilhadas, de modo que cada elemento de Bézier ird compar-
tilhar pontos de controle nas fronteiras. A maneira mais simples de se obter a Decomposi¢ao

de Bézier € aplicando a operacdo de Insercdo de Knot multiplas vezes.
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Figura 38 — Exemplo de uma curva B-Spline cibica com Z = [0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4].

(2)

® o 1' > 3 s
Fonte: Borden et al. (2011).

A discussdo do algoritmo de Extracdo de Bézier apresentada a seguir é baseada

em Borden et al. (2011). Utilizando a uma curva NURBS ctbica como exemplo (Figura

—

38), com vetor de knots igual a E = [0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4], sdo inseridos os knots E =
[1,1,2,2,3,3] a fim de se realizar a Extracdo de Bézier na curva. A Figura 39 mostra a
sequéncia de modifica¢bes nos pontos de controle e nas fun¢des base B-Spline N; , provenientes
da Insercdo de Knot. Pdde-se observar que ao final do processo cada knot span possui fungoes
base idénticas aos polindémios de Bernstein ciibicas apresentadas na Figura 8.(c). E importante
ressaltar que tal procedimento ndo modifica a geometria da curva, sendo esta representada por

outro conjunto de bases, vetor de knots e pontos de controle.
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Figura 39 - Sequéncia de modificacdes nos pontos de controle e fun¢des base obtidas pela
insercdo dos knots E = [1,1,2,2,3,3], na curva ilustrada pela Figura 38.

(a) (®)

(©) (d)

(e) (f)
Fonte: Borden et al. (2011).

5.1.1 Operador de Extracdo Bézier

O operador de Extragdo Bézier é um operador linear que relaciona os pontos de
controle antes e depois da Insercdo de Knots. Considerando uma curva NURBS com vetor de
knots igual a E = [&1,...,&,4,11] tal que deseja-se inserir os knots & = &;,...,E,], os pontos

de controle antes (p”) e depois (p" ') de cada inser¢do de knot podem ser relacionados por:

§n+1 — (En)Tpn (114)
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onde C" é a matriz de dimensdo (n x n+ 1) obtida dos coeficientes o definidos na Equacgao
(46), dada por:

_ocl 1 -0 0 0 |
0 (0.5} 1—o03 0 0

—n 0 0 (0.4} 1—-o04 O 0

C'= _ (115)
_0 0 1) 1—0((n+1)_

Considerando que o processo seja realizado m vezes, pode-se definir a matriz de extragdo como
~h+m

sendo C' = (C

relacionados aos pontos de controle iniciais p por:

)T (€. (€"YT, logo os pontos de controle finais P podem ser

p"=C'p (116)

Ap6s a aplicagdo da Extracdo de Bézier, as fun¢des B-Spline N; (&) serdo iguais as fungdes
Bernstein B; , () definidas no intervalo paramétrico que sdo atuantes. Como a curva permanece
a mesma durante todo o processo de Insercdo de Knot realizado, e definindo as fungdes base

B-Spline pelo vetor n(§) e os polindmios de Bernstein como b(§), obtém-se:

CE) = ") b(E) = (C p)"b(E) =p’ Ch(E) =p n(8) (117)
Assim:
n(&) =Ch(§) (118)

onde C é o operador de Extracio Bézier, que é uma matriz de dimensdo n x (n+ m). E impor-
tante notar que para realizar o célculo da matriz C é necessério apenas as informagdes do vetor
de knots =.

No presente trabalho nao foram utilizados os pontos de controle referente a malha
de Bézier (p"*™). A Extracdo de Bézier €& utilizada apenas para reescrever as funcdes base de

uma forma mais comoda para implementagdo dos elementos isogeométricos (knot span).
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Aplicando a Equagdo (118) na curva apresentada pela Figura 38, obtém-se:

B
B,
B3
'Ny] [t 00 0 000O0O0 O OO0 O0]|Bs
N> 014 2 000000 00 O||Bs
N 0043 5 3%+ +000 00 O0||Bs
Ngf=1]000 ¢ L 2221 1 00 0|]|5 (119)
Ns 0000 00+ 2 5 1 00]|]Bs
Ne 0000 O0O0O0OO 3 5 10||B
N/ 000 0 0O0O0O0O O 0O 1B
Bi1
Bi2
| B13 ]

O primeiro intervalo paramétrico [0,1] € calculado pelas bases Ny, N, N3 e N4. Cada base da
B-spline original pode ser calculada por uma combinagao linear das funcdes de bases Bernstein

B1, By, B3 e B4, como apresentado na Figura 40 e Figura 41.

Figura 40 — Bases B-Spline e Bernstein do primeiro knot span da curva dada pela Figura 38.

(®)

Fonte: Borden et al. (2011).
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Figura 41 — Obtencgao das bases B-Spline por combinacao linear das bases Bernstein.

Loy

A

Fonte: Borden et al. (2011).

A estrutura da matriz de extragio C pode ser utilizada para definir uma matriz de

extragdo Cc’ para cada knot span da NURBS. Fazendo isto na Equacao (119), chegamos em:

By

B;

i - [ltoo0o0looooo0oo0o0o00 ]| B

M o1l 2000000000 B

N2 117 2 1|1 BS

Ny 00152 LLo0o0000 B
Ny |=|0002 122211000 B; (120)

N. Bg

el 000000z 1% 325500 8

Ne 0000 00O0O0O0O L 110 By

Ny 42 Bio

- . 0000000O0O0 00O B

L i 11

B2

B3
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. . . . -~€
onde cada cor representa um knot span das bases B-spline univariantes. As matrizes C corres-
pondem as submatrizes marcadas na Equagdo (120). A equagdo que relaciona as funcdes base

para cada knot span € dada por:
n°=C'b° (121)

onde n° sdo as bases B-spline univariantes do elemento e b® sdo as bases Bernstein do ele-

mento. Aplicando a Equacao (121) para todos os knot spans da curva tratada na Equacgao (120),
obtemos:

(v [t oo o] [B

- N 013 3||B
n=C'b = |7 = 2 4™ (122)

N3 OOEﬁB?ﬁ

Ny] |00 0 ¢ |Ba

v Lo 0 o] [B]

_ N Z 2 1 11 1R
n=Ch = |°|=[2 33 6|7 (123)

Ny s 3 3 3| |Bs

Ns 0 00 ¢||B7

N [E 0 0 o] [By]

_ N, 2 2 1 11|p
n=Cp = [ =1{3 33 57" (124)

Ns 6 3 3 2| |B

Ns|] |0 0 0 1| |Bio]

(N [0 0 o] [Bio

— N 5 3 00| |B
nt=C'v* = || =]|12 2 " (125)

Ne 111 0| |Bp

Ny 0 00 1| |Bi

E importante ressaltar que todos os vetores b¢ sdo idénticos para todos os elementos do patch,
independente da discretizac¢do considerada.

A matriz de extra¢do do elemento C pode ser calculada pelo algoritmo proposto
em Borden et al. (2011), ilustrado na Figura 42. Como comentado anteriormente, somente as
informacdes da base B-Spline sdo necessarias para o calculo da matriz de extracao do elemento

-~€ . ~ ~
C, estas informagdes sdo o vetor de knots e o grau da base.
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Figura 42 — Algoritmo de calculo das matrizes de extracao C° univariante de cada elemento.

Entrada: Vetor de knots E = [§,...,&,]; Numero de knots m; Grau da base p.
Saida : Numero de elementos nb; Operadores de extragdo C¢, com e = 1,2,...,nb.

// Inicializacgées:

a=p+1;

b=a+1;

nb=1;

E] =1,

enquanto b < m faca
énbﬂ =1I;// Inicializa o prdéximo operador de extracdo.
i=b;

// Conta a multiplicidade do knot na localidade b.
enquanto (b <m && E(b+1) == E(b)) faca b+ +;
mult =b—i+1;

se mult < p entao
// Usa a Equacdo (46) para avaliar os alfas.
number = &(b) — E(a);
para j=p,p—1,....mult +1 faca
| alphas(j—mult) = number/(Z(a+ j) — E(a))
fim
r = p —mult,
// Atualiza os coeficientes da matriz para os r novos knots.
para j=1,2,... rfaca
save =r— j+1;
s = mult + j,
parak=p+1,p,...,s+ 1 faca
o=alfas(k—s);
// A préxima linha corresponde a Equacgdo (45).
) =aC” k) +(1.0—a) CP(Lk—1)
fim
se b < m entao
// Atualiza os coeficientes repetidos do proximo operador.

C"*(save : j+ save,save) = C™(p—j+1:p+1,p+1);

fim

fim

nb=nb+1// Finaliza com o operador atual.

se b < m entao

// Atualiza os indices para o préximo operador.
a=>b;

b+ +;

fim

fim

fim

Fonte: Modificado de Borden et al. (2011)
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As matrizes de extragdo em caso de superficies e s6lidos NURBS sao obtidas pelo

53, Uma maneira mais eficiente de

produto tensorial de cada matriz de extragdo univariante
utilizar a Extracdo Bézier € avaliar as matrizes de extracdo em cada direcao paramétrica: Eg;
E; e EZ, utilizar tais matrizes para o cdlculo das bases B-Spline univariantes em fun¢do dos
polindmios de Bernstein e depois continuar o procedimento padrao de avaliacao das funcdes de
forma e suas derivadas.

Nao é mais necessdrio realizar o mapeamento dos pontos de Gauss do espaco de
referéncia do elemento para o espago paramétrico da NURBS (ver Figura 34), uma vez que se

defina os polinémios de Bernstein no intervalo de [-1,1] por>2:

1

B, (&) = 5(1 —&)Bip-1(8)+ %(1 +8&)Bi_1,p-1(§) (126)

Bip(§)=0 para i<l e i>p+1, Bjo) =1
A partir desta equac@o, a primeira derivada de B; , pode ser calculada no intervalo de [-1,1] por:

d
%Bi,p -

(Y S

(Bi-1,p-1(8) = Bip-1(8)) (127)

Desta forma, todo o procedimento de mapeamento fica encapsulado na matriz de extracao do
elemento C°.

A utilizacdo da Extracdo de Bézier permite que a implementacdo da AIG se torna
ainda mais parecida com a implementacdo do MEF, facilitando a reutilizacao do c6digo. Uma
vez definindo as incidéncias do elemento e pré-calculando as matrizes de extracdo de cada
elemento C°, a dnica modificacdo necessdria reside em uma rotina de cdlculo das funcgdes de
forma e suas derivadas. Considerando o elemento solido isogeométrico, o cdlculo das fungdes
de forma implementadas neste trabalho € apresentada na Figura 43. Nesta rotina de calculo, as
fun¢des CalcBernBas e CalcBernBasDerv recebem o grau da curva e a coordenada paramétrica

(€,1M,0) definidas de [-1,1], e retornam os p + 1 polindmios de Bernstein e suas derivadas.
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Figura 43 — Rotina para calculo das func¢des de forma e suas derivadas para o elemento s6lido
isogeométrico.

Entrada: Coordenada paramétrica (§,m,8) do ponto de Gauss no intervalo paramétrico
de [-1 a 1]; Grau do elemento isogeométrico (p x ¢ X [); Pesos dos pontos de
controle do elemento armazenados num tensor de terceira ordem W¢; Matrizes
de extracdo do elemento em cada direcdo paramétrica: ég, é;, éz.

Saida : Funcdo de forma trivariante R(E,m,{) e derivadas parciais E%R(&,n, 0,
%R &,n,0), a%R(é7 N, §) armazenados respectivamente nos vetores R, dR¢, dRy,
e dR¢, de tamanho (p+1) x (g+1) x (I+1).

// Calculo das bases Berntein B;, e derivadas B!

Lp
b < CalcBernBas(p,£), db; < CalcBernBasDerv(p,£);
by, < CalcBernBas(q,m), dby, < CalcBernBasDerv(q,m);
by < CalcBernBas(1, (), dby < CalcBernBasDerv(l,();

// Célculo das bases B-Spline N, e derivadas N;ﬁp

n:=C¢ by,  dng=C; dbg;

n,=Cy by,  dny,=C, dby;

ny = EZ bg, dnc = EZ dbc;

// Cdlculo dos numeradores e denominadores do produto tensorial
w=dwf =dwn =dw(=0;

a=1;

para i = I até p+1 faca

paraj = [ até g+1 faca

para k = [ até [+1 faca

R(a) = ng (k) x ny (j) x mg (i) x Wi
dR¢ (a) = dng (k) x 0y (/) x g (i) x Wiy
dRy(a) = ng (k) x dng (/) x ng (i) x Wiy
dR¢(a) = ng (k) x ny (/) x dng (i) x Wi
w+ =R(a);

dwé+ = dR;’(a);

dwn+ = dRy(a);

dwl+ = dR¢(a);

a=a-+1;

fim

fim

fim

// Realiza a divisdo pelos denominadores.
parai = I até (a-1) faca

R(i) = R()/w;

dRé(i) = dRy;(i)/dwg;

dRy (i) = dRy (i) /dwn;

dRQ(i) = dRC(i)/dWC;

fim

Fonte: Elaborada pelo autor.
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5.2 Implementacdo da AIG no programa FAST

O FAST>* é um programa académico de Elementos Finitos baseado no programa
FEMOOP> ¢ desenvolvido pelo Laboratério de Mecénica computacional e Visualizagio da
Universidade Federal do Ceara. O programa € escrito em linguagem C++ e vem sendo utilizado

e expandido em virias dissertacdes 18206,

5.2.1 Arquitetura do programa FAST

O programa FAST foi concebido utilizando o Paradigma de Orientacao ao Objeto
(POO), sua estrutura € composta por classes de objetos, onde cada um destes possui funcao
especifica no programa.

Os conceitos de Heranga e Polimorfismo sao utilizados, de modo que classes com
fungdes semelhantes sdo organizados em uma hierarquia. Os métodos presentes na hierarquia
podem ser reaproveitados, e reimplementados caso seja necessario. A interacao entre os objetos
¢ adequadamente encapsulada, de modo que as contribui¢des realizadas no programa possam
ser desenvolvidas de forma segura, evitando que operagdes ilegais sejam realizadas indevida-
mente.

A arquitetura geral do prgorama FAST € apresentada na Figura 44, onde € mostrado
a interagao entre as principais classes do programa. As setas indicam a interagdo existente entre
as classes, o “x” ao final da seta significa que a classe que sofreu a interacdo nao t€ém acesso a

classe que realizou a acao.

Figura 44 — Diagrama de classes UML>’ descrevendo a arquitetura geral do programa FAST.

cControl

VecNode
VecLoad VecElem

cLoad cElement cNode

cAnModel cIntPoint cSection cMaterial cShape

Fonte: Elaborada pelo autor.

A classe cControl é responsavel por gerenciar os métodos de solucao do problema
de andlise estrutural. Tais métodos de solugdo sdo implementados na fung¢ao virtual Solver().
Os diversos métodos de solu¢do sdo implementados em sub-classes da cControl, como a analise

estdtica linear implementada na classe cLinStat e a andlise estdtica nao-linear utilizando método
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de controle de carga (Newton-Rhapson) implementado na classe cCtrINR. A Figura 45 mostra

todas as sub-classes da classe cControl.

Figura 45 - Diagrama classes UML da classe cControl.

cControl

cCtrINR cCtrlQuasiStatic cCtrlPath cCtrlSecant cCtrINewmark cCtrlincremental cCtrIModal cCtriLinStab
A JAN
cCtrlArcLength cCtriDispl cCtrlincNmk cCtrINonlinNewmark

Fonte: Elaborada pelo autor.

A classe cLoad trata da montagem do vetor de forcas externas do problema. A
classe cNode armazena as coordenadas nodais do modelo. Todos os nds do modelo sdo alocados
em um vetor de nos (VecNode).

A classe cElement contém as implementacdes relacionadas aos elementos finitos,
como a avaliacdo da matriz de rigidez do elemento, vetor de forcas internas e tensdes. A
classe conseguem lidar com elementos diferentes (barras, elementos bidimensionais e sélidos)
de forma genérica. A classe também armazena e da acesso a objetos necessarios para realizacdo
destes calculos, como material (cMaterial) e se¢ao (cSection).

A classe cShape armazena os atributos geométricos dos elementos (incidéncias no-
dais), e realiza a avaliacdo das funcdes de forma e suas derivadas. A classe cAnModel é res-
ponsdvel por gerenciar os aspectos relacionados com as equacdes difenciais/variacionais que
governam o problema de andlise, como o nimero e tipo dos graus de liberdade em cada n6 do
elemento e estrutura. A classe cIntPoint cria e gerencia os pontos de integragdo utilizados na
andlise numérica. Também gerencia o tipo de integragdo utilizada, como quadratura de Gauss
ou Lobato. Uma descricdo mais elaborada do programa pode ser encontrada em Dantas Junior
(2014), inclusive da parte de Solidos Laminados.

Toda a estrutura do programa foi aproveitada para implementagcdo computacional da
AIG. As modificacdes realizadas se restringiram a criagao de novos sub-tipos da classe cShape

e de uma nova classe para lidar com as informagdes referentes aos patches, a classe cPatch.
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5.2.2 Implementacdo da classe cShapel GA

A classe cShape armazena informacdes geométrica do elementos. Tais informacdes
sdo descritas pelas incidéncias nodais, sendo estas armazenadas por um vetor de referéncias
(ponteiros) de tipos cNode. A classe possui trés métodos de grande importancia, tais métodos
sao:

a) ShpFunc(): responsavel por calcular o valor das func¢des de forma do elemento,

para uma dada coordenada paramétrica;

b) DrvShpRST(): responsédvel por avaliar as derivadas das fun¢des de forma no

sistema paramétrico do elemento, para uma dada coordenada paramétrica;

c) DrvShpXYZ(): responsavel por avaliar as derivadas das func¢des de forma no

sistema fisico, para uma dada coordenada paramétrica. Esta funcdo envolve o
calculo do Jacobiano, expresso pela Equacao (72), e necessita utilizar o método
DrvShpRST() em sua implementacao.

Uma descri¢ao detalhada da classe cShape estd apresentada na Figura 46, mostrando

vdrias sub-classes existentes na hierarquia. As classes de cor amarela representam as novas

classes implementadas neste trabalho.

Figura 46 — Diagrama classes UML da classe cShape.

cShapeQ9Surf
cShapeQ8Surf
cShapeQ4Surf
cShapeSurf
+DrvShpXxyz() KJ cShapeTé6Surf |—
cShape A
— pfrsheRuncO ), cShapeTasurf
+DrvShpRST()
+DrvShpXYZ()
cShapeT3
+ShpFunc()
cShapeSolid cShapelGA cShapePlane +DrvShpRST()
+DrvShpXYZ() #pat : cPatch* +DrvShpXYZ() <} cShapeTé
A A +ShpFunc() q—
+DrvShpRST()
cShapeQ4
+ShpFunc() Q—
+DrvShpRST()
cShapeQ8

+ShpFunc() |[<f——

+DrvShpRST()

cShapeQ9

+ShpFunc() |<}———————-

+DrvShpRST()

cShapeBrick8 cShapeBrick20 cShapeSolidIGA cShapePISurfIGA
+ShpFunc() +ShpFunc() +ShpFunc() +ShpFunc() < cShapesSurflIGA
+DrvShpRST() +DrvShpRST() +DrvShpRST() +DrvShpRST()

Fonte: Elaborada pelo autor.

A classe cShapel GA € utilizada para armazenar as incidéncias dos pontos de con-

trole, bem como da acesso ao objeto patch associado ao elemento isogeométrico. Os pontos
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de controle sdo armazenados na mesma estrutura de dados utilizada para armazenar os nés de
elementos finitos (VecNode), inclusive utilizando as mesmas funcdes de leitura. A incidéncia
do elemento é calculada baseada no knot span do elemento, considerando a topologia do patch
associado ao elemento. A Figura 47 mostra o trecho referente a descricdo da geometria de um

arquivo de entrada do programa FAST.

Figura 47 - Trecho referente descri¢do da geometria de um arquivo de entrada do FAST AIG.

SNODE - Geometria do modelo
5 Informagdes
dos pontos de
%NODE . COORD controle.
9
1 0.00000 0.00000 0.000000 / P; Ps Py
2 0.50000 0.00000  0.000000
3 1.00000 0.00000  0.000000 @ © o
4 0.00000 0.50000  0.000000
5 ©0.50000 0.50000  0.000000
6 1.00000 0.50000 0.000000 Inforrng;()es do Patch:
7 0.00000 1.00000  0.000000 Grau
8 0.50000 1.00000  0.000000 g
9 1.00000 1.00000  0.000000 Knot Vector, ©) (@) (©)
Incidéncia dos P4 Ps Ps
%PATCH pontos de controle,
1
1 'nb2d" Pesos
2 'GeneralOpen' 2 0.0 1.0
2 'GeneralOpen' 2 0.0 1.0
1234567809 © © O
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 P: P2 Ps

Fonte: Elaborada pelo autor.

A estrutura da hierarquia das classes utiliza heran¢a multipla. Este estrutura foi
elaborada de forma para que ndo seja necessario a reimplementacao dos métodos DrvShpXYZ.
Estes métodos sao implementados nas classes genéricas cShapeSolid, cShapePlane e cShape-
Surf. E importante notar que embora este trabalho tenha focado em elementos sélidos, também
foram implementados elementos bidimensionais, inclusive de superficies. Os elementos de su-
perficie sdo necessarios para fazer a integracdo de cargas distribuidas ao longo da superficie de
s6lidos NURBS.

A classe cShapeSolidIGA é responsdvel pelo cdlculo das fungdes de forma e suas
derivadas no espago paramétrico da NURBS, tais tarefas sdo realizadas respectivamente pelos
métodos ShpFunc() e DrvShpRST(). Estes métodos sdo realizados pelo algoritmo descrito na

Figura 43.

5.2.3 Implementacdo da classe cPatch

A classe cPatch € utilizada para armazenar dados e implementar métodos relaciona-
dos a NURBS. Trés sub-classes foram implementadas para tratar curvas, superficies e s6lidos
NURBS. Apenas as incidéncias dos pontos de controle do patch sdo armazenadas, uma vez que

estes pontos de controle ja tenham sido instanciados e armazenados pela classe cNode, como
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foi mostrado na Figura 47. O método Evaluate() avalia a NURBS para uma dada coordenada
paramétrica.

A classe cBsplineBasis trata dos dados utilizados para cdlculo das func¢des de base
B-spline. A classe cKnotVector armazena os valores dos knot vectors considerados. Os ob-
jetos B-Spline também sdo responsdveis por avaliar € armazenar as matrizes de extragdo Cc’
de cada knot span. Esta tarefa € realizada pelo método LoadCMat() ap0s a leitura do objeto
cBsplineBasis, utilizando o algoritmo descrito na Figura 42.

A diagrama contendo as classes cBsplineBasis, cKnotVector, cPatch e suas subclas-

ses esta apresentado na Figura 48.

Figura 48 — Diagrama classes UML da classe cPatch.

cShapelGA

#pat

cPatch
#bsp : cBSplineBasis**
bsp #CP : cNode**
+Read()

cBSplineBasis
+LoadCMat()
+CalcBernBas()

cKnotVector

cNurbiD cNurb3D cNurb2D
+Evaluate() +Evaluate() +Evaluate()

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vale lembrar que praticamente nenhuma alteragdo foi realizada na classe cElement
e suas derivadas. O elemento sdlido laminado desenvolvido em Dantas Junior (2014) foi obtido
em sua versao isogeométrica quase que imediatamente apds a implementacao das novas classes

e métodos descritos anteriormente.

5.2.4 Implementacdo do Pos-processamento

O pos-processamento da analise isogeométrica requer que um pOs-processador adap-
tado a andlise isogemétrica seja utilizado. Uma forma de aproveitar um programa de pds-
processamento utilizado no MEF é gerar uma malha ficticia de elementos finitos.

Os knot spans do patch podem ser utilizados para gerar elementos finitos ficticios.
As coordenadas nodais dos elementos sdo calculadas em fun¢do da coordenada paramétrica do
knot span. Por exemplo, um BRICKS pode ser gerado de qualquer patch considerando que
os nds sejam avaliados pelas coordenadas de extremidade do knot span. As tensdes devem
ser avaliadas nas mesmas coordenadas paramétricas onde estardo os nos ficticios. A Figura 49
mostra um exemplo de anélise isogeométrica sendo visualizado através de um pds-processador

de elementos finitos.
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Figura 49 — Exemplo de resultados da AIG visualizado através de um pds-processador de ele-
mentos finitos.

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.2.5 Paralelizacd@o na montagem da matriz de rigidez

Uma das contribuicdes deste trabalho foi implementar a paralelizagdo da montagem
da matriz de rigidez no programa FAST. Os elementos de solido laminado apresentados neste
trabalho possuem um elevado custo computacional devido a integracao utilizada (uma quadra-
tura completa por 1amina). Por este motivo foi implementado um procedimento de paraleliza¢ao
da montagem da matriz de rigidez global da estrutura a fim de diminuir o tempo de anélise dos
exemplos estudados.

Este procedimento foi realizado utilizando a biblioteca OpenMP>3. A Figura 50
mostra o trecho do cddigo existente na classe cControl responsavel por realizar a etapa de Mon-
tagem (Assembly) da Matriz de rigidez global. O trecho do cédigo pode ser facilmente paraleli-
zado adicionando as diretivas “#pragma omp parallel for”. O comando "firstprivate(elm,Kelm)”’¢
utilizado para que cada thread possua uma varidavel elm e Kelm privadas durante o loop. A li-
nha “#pragma omp critical”’garante que cada matriz de rigidez do elemento seja adicionada

sequencialmente na matriz de rigidez global.
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Figura 50 — Cddigo em linguagem C++ da etapa de montagem da matriz de rigidez global
paralelizada no programa FAST.

// Declara e inicializa a matriz de rigidez do elemento.

maxdof = cElement :: GetMaxDof ( );

nelm = cElement :: GetNumElIm( );

cMatrix Kelm (maxdof,maxdof);

cElement* elm = 0;

#pragma omp parallel for firstprivate (elm,Kelm)

( i = 0; 1 < nelm; 1i++)

// Avalia a matriz de rigidez do elemento.

elm = cElement :: GetElm(i);
elm->StiffMat (Kelm);

// Adiciona na matriz de rigidez global do problema.
tpragma omp critical

elm->AddGlobMat (Kelm, K);
}

Fonte: Elaborada pelo autor.

E importante notar que apesar da simplicidade do cédigo apresentado, 0 mesmo
requer que as rotinas paralelizadas sejam thread-safe. Este termo significa que a manipulagdo
das estruturas de dados compartilhadas, nos trechos em paralelo, deve ser realizada de modo a

garantir uma correta execucdo do trecho paralelizado por multiplos theads simultaneamente.

5.3 Exemplos Numéricos

Exemplos numéricos foram realizados para validar os resultados obtidos pelo pro-
grama FAST com resultados presentes na Literatura. Serdo abordados exemplos lineares e
nao-lineares geométricos, considerando material isotrépico e compodsito laminado. Também

serd realizado um estudo sobre o efeito da paralelizacao implementada no programa.
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5.3.1 Cilindro espesso submetido a pressdo interna

O primeiro exemplo trata da analise linear de um cilindro espesso submetido a
pressdo interna, considerando modelo 2D de estado plano de tensdes (Apesar das formulacdes
tratadas neste trabalho terem sido realizadas para elementos sdlidos, pode-se facilmente obter a

formulag@o para problemas planos). A Figura 51 mostra os dados utilizados no exemplo.

Figura 51 — Descri¢ao do Exemplo 5.3.1.

R,=0.20m

R,=035m

t =1.00m

E =106 N/m?
=0.2

p =10 N/m

Fonte: Elaborada pelo autor.

A solugdo analitica deste problema (Solucido de Lamé) é dada em coordenadas po-

lares por:

u(r) = (11;VR2R2R2 +1;EFV(R£R1§§)r) € [Ri.R] (128)
or(r) = pg RZ))r2 (129)
g(r) = — (R + )R/ (130)

PR
onde u(r) é o deslocamento radial, R; é o raio interno do cilindro, R, é o raio externo do cilindro,
o, € a tensdo radial e 6g € a tensao circunferencial.

O problema € solucionado através de uma Analise Isogeométrica considerando uma
superficie plana NURBS quadrética nas duas dire¢des. A Figura 52 mostra a malha de controle
da geometria basica do problema. A Tabela 3 mostra as coordenadas e pesos dos pontos de
controle da geometria basica do problema.
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Figura 52 — Malha de pontos de controle da geometria basica de um quarto de cilindro.

P13

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 3 — Pontos de controle da geometria basica de um quarto de cilindro.

Pi,j X y w

pi,1 0.00000 0.20000 1.00000
p2,1  0.20000 0.20000 0.70710
p3,;  0.20000 0.00000 1.00000
pi2 0.00000 0.27500 1.00000
p22  0.27500 0.27500 0.70710
p32 0.27500 0.00000 1.00000
pi3 0.00000 0.35000 1.00000
p23 035000 0.35000 0.70710
p33 0.35000 0.00000 1.00000

Fonte: Elaborada pelo autor.

Foram utilizadas quatro malhas, refinadas através do refinamento 4. O refinamento
foi realizado inserindo knots igualmente espacados no espagco paramétrico. As malhas sao

mostradas na Figura 53.
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Figura 53 — Malhas de 1-4 utilizadas no Exemplo 5.3.1.

AR RN

Fonte: Elaborada pelo autor.

A integragdo numérica foi realizada considerando quadratura de Gauss completa.
Neste trabalho, a quadratura completa € aquela capaz de integrar exatamente o polindmio de
maior grau que aparece na matriz de rigidez de um elemento nao distorcido (jacobiano cons-
tante). Vale lembrar que as NURBS sao racionais, logo ndo € garantido que uma quadratura
completa seja suficiente para uma integracdo exata. Existem outros trabalhos que abordam

técnicas mais sofisticadas de integra¢io numérica para Analise Isogeométrica>’

, 0 uso de tais
técnicas estd fora do escopo deste trabalho.

A Figura 54 mostra os resultados obtidos com refinamento 4. Todas as respostas
convergiram para solug@o exata do problema com a discretizagdo do modelo. As respostas de
deslocamento radial e tensdo circuferencial apresentaram maior facilidade para convergéncia.

A malha (8x8) apresentou apresentou bons resultados para todas as respostas.
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Figura 54 — Resultados utilizando refinamento A.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O mesmo exemplo foi realizado utilizando refinamento p, neste caso a geometria
basica do modelo foi modificada através do algoritmo de Elevacdo de Grau. Vale lembrar que
este tipo de discretizagdao mantém o nimero de elementos iniciais constante (igual a um), porém
adiciona novos graus de liberdade e eleva o graus destes. A Figura 55 mostra os resultados da

tensdo radial para o refinamento p realizado.
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Figura 55 — Resultados referentes a tensao radial utilizando refinamento p.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Finalmente, o mesmo exemplo € realizado utilizando uma estratégia de refinamento
k, neste caso a geometria bisica do modelo tem seu grau elevado e entdo sao inseridos novos
knots igualmente espagados. E importante notar que a continuidade entre os elementos internos
ao patch aumenta. Caso o procedimento fosse aplicado em ordem inversa (ou seja, primeiro a
insercdo de knots e depois a elevagdo de grau), seria gerado um modelo com continuidade entre
os elementos iguais a 1 independente do grau final do patch. A Figura 56 mostra os resultados

da tensao radial utilizando o refinamento k abordado.

Figura 56 — Resultados referentes a tensao radial utilizando refinamento k.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Em todos os refinamentos foram obtidos respostas em concordancia com a solug@o

analitica do problema.

5.3.2 Cilindro fino submetido a pressdo interna

Este exemplo trata da analise de um cilindro fino engastado nas extremidades sub-
metido a pressao interna, como ilustrado na Figura 57. A solucdo analitica do campo de deslo-

camentos radial u(x) foi obtida por Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1959):

PR? L L
u(x) = e (1 —CysenPxsenhPx — Cp cosPxcoshPx) x € {—5,51 (131)
= send. cosh o0 — cos ausenha (132)
senhot cosh o0 + seno cos o
o.senho o cosho
L= cos asenho + send. cos (133)
senhot cosh o + seno cos o
1
Et \* BL Et?
_ . =2 D= _ 134
B <4R2D) 2 12(1—V3) (134

A utilizagdo desta solucao requer que o médulo de Young e coeficiente de Poisson sejam subs-

tituidos respectivamente por , para consideracao do engastamento.

R v
1-v2 1-v
Figura 57 — Descri¢ao do Exemplo 5.3.2.

Pressdo interna p

Il
~

Il

.01

05 Engastado (u,v,w = 0)

S o<m N
I
—_— O - O W

Engastado (u,v,w = 0)

Fonte: Elaborada pelo autor.

O problema é solucionado através de uma Andlise Isogeométrica considerando
s6lido NURBS. A malha inicial (Malha 1) utilizada possui 4 divisdes ao longo da circunferéncia

e 5 divisdes ao longo do comprimento, priorizando a regido proxima ao apoio, como ilustrado
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na Figura 58. Malhas mais refinadas sdo obtidas dobrando o niimero de subdivisdes existente
em cada regido da malha inicial. O nimero de divisdes na espessura do modelo permanece igual
a um para todas as malhas. E importante lembrar que as malhas isogeométricas sdo definidas

pelos knot spans presentes na NURBS.

Figura 58 — Malhas de 1-5 utilizadas no Exemplo 5.3.2.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Foram realizadas andlises considerando NURBS de diferentes graus, através do re-
finamento k. O grau quadratico € inicialmente considerado ao longo de todas as direcdes pa-
ramétricas da NURBS, o refinamento k € realizado de modo a elevar o grau da NURBS exceto
na direc@o da espessura, onde o grau permanece quadratico ao longo do processo. A integracao
dos elementos isogeométricos € realizada sempre com uma quadratura de Gauss completa, uti-
lizando o numero de pontos de integracdo necessario para integrar 0 maior grau em todas as
direcdes (e.g. 3 x 3 x 3 para o caso quadratico). Todos os exemplos deste capitulo consideram
quadratura de Gauss completa na sua integracao numérica.

Os campos de deslocamentos obtidos pelas analises isogeométricas estdo apresenta-
dos na Figura 59. As respostas conseguem uma boa aproximagao da solucdo analitica a medida
que sdo utilizadas malhas mais refinadas. A utiliza¢do de elementos de grau mais elevado me-
lhora a velocidade de convergéncia solu¢do, de modo que a solugdo analitica possa ser obtida
utilizando malhas menos refinadas. A Figura 60 mostra a deformada do modelo obtida consi-

derando diferentes fatores de escala.
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Figura 59 - Deslocamento radial considerando diferentes graus.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 60 — Deformada do Exemplo 5.3.2.

Fator de Escala = 1000 Fator de Escala = 1000 Fator de Escala = 100

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.3 Cilindro fino com carga concentrada no centro

Este exemplo trata de um cilindro fino restrito nos extremos por um diafragma
rigido e submetido a forcas pontuais iguais e opostas localizadas no centro do comprimento,
como apresentado na Figura 61. Este problema teste faz parte do conhecido Shell Obstacle
Course, que consiste em um conjunto de problemas teste de grande relevancia em andlise de
cascas. O mesmo problema foi solucionado utilizando AIG com elementos s6lidos por Hughes
et al. (2005).

Figura 61 - Descricao do Exemplo 5.3.3.

Diafragma rigido
R=300

L =600
t=3
E=3x108
v=0.2
P= 1N

Diafragma rigido

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A solucdao numérica considerou a simetria do problema, de forma que apenas um
oitavo do cilindro foi modelado. As malhas utilizadas seguem um mesmo padrao dobrando
o nimero de elementos ao longo da dire¢dao do comprimento e da circunferéncia do modelo,

como ilustrado na Figura 62. O numero de elementos na espessura é sempre igual a um.

Figura 62 — Malhas 1-5 utilizadas no Exemplo 5.3.3.

33334

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os modelos analisados consideraram diferentes graus de NURBS, de maneira andlo-
ga ao Exemplo 5.3.2. O deslocamento w, no ponto de aplica¢do de carga é comparado com o
numero de pontos de controle por lado da superficie. A Figura 63 mostra os resultados obtidos
no presente trabalho comparando com os resultados de Hughes et al. (2005). Os pontos de cada

curva representa cada malha utilizada.

Figura 63 — Convergéncia de w), considerando NURBS de varios graus.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados obtidos apresentaram boa concordancia com os resultados de Hughes

et al. (2005). O numero de pontos de controle por lado necessédrio para a convergéncia do
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problema diminuiu a medida s@o utilizados elementos de grau mais elevado. A deformada da

estrutura esta apresentada na Figura 64.

Figura 64 — Deformada com fator de escala = 2¢6.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um exemplo de mesma geometria foi solucionado por Reddy (2004) considerando
material compdsito laminado, utilizando elementos finitos de casca. As propriedades do mate-
rial sdo apresentadas na Tabela 4. Quatro casos de laminados anti-simétricos sdo considerados:
cross-ply com 2 e 10 1aminas: [0°90°]; [0°90°]s, angle-ply com 2 e 10 laminas: [—45°45°] e
[—45°45°]s.

Tabela 4 — Propriedades do material compdsito.

E; Ey=FE; Vip=Va1=Vaz G12=0y Ga3
3e6 (psi) 1.2e6 (psi) 0.25 6ed (psi)  2.4e4 (psi)
Fonte: Elaborada pelo autor.

O problema foi modelado utilizando a formulagao AIG implementado nesta traba-
lho, considerando o cilindro completo (sem simetria, considerando 8 patches) e utilizando uma
malha equivale as Malha 5 e Malha 6 deste exemplo com grau cubico. Os resultados do deslo-
camento w), e das tensoes Oy, € Gy, no ponto de aplicacdo da carga estdo apresentados na Tabela
5 e Tabela 6. A tensdo Gy, € avaliada no topo do laminado, enquanto que a tensdo Gy, € avaliada

na superficie inferior do laminado.



Tabela 5 — Resultados considerando pares de laminas [0° 90°].

Num. Laminas Resultado Reddy FAST M4  Difer (%) FASTMS5 Difer(%)
wp -1.3833e-4 -1.3741e-4  -0.673  -1.3978e-4 1.036
2 o 4.9837e-1  4.6170e-1 -7.942 6.6223e-1  24.744
Cyy -6.1343e-1  -6.3046e-1 2.701 -8.0145e-1  23.460
wp -8.2278e-5 -8.1777e-5 -0.612  -8.2997e-5  0.867
10 Oy 4.1030e-1  3.8251e-1 -7.265 5.0082e-1 18.074
Cyy -4.7351e-1 -4.6118e-1  -2.674  -5.7693e-1  17.926
Fonte: Elaborada pelo autor.
Tabela 6 — Resultados considerando pares de 1dminas [—45°45°].
Nuim. Laminas Resultado Reddy FAST M4  Difer (%) FAST M5 Difer(%)
wp -1.4517e-4  -1.4355e-4  -1.125  -1.4588e-4  0.492
2 Cxx 2.738%e-1 2.4533e-1  -11.643  3.4514e-1  20.645
Cyy -3.2651e-1  -3.1605e-1  -3.309  -3.9502e-1 17.343
Wp -8.1922¢e-5 -8.1110e-5  -1.002  -8.2385e-5  0.562
10 Gux 1.9657e-1  1.8289%-1 -7.481 2.3490e-1 16.318
Cyy -2.3219e-1  -2.1890e-1  -6.072  -2.628%-1 11.678

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os resultados do deslocamento w), apresentam concordancia com os resultados de

Reddy (2004). As tensdes apresentaram diferencas crescentes a medida que as malhas foram

refinadas. Esta diferenca deve estd associada a uma falta de discretiza¢do da malha utilizada em

Reddy (2004), pois 0 mesmo nao realizou um estudo de discretizagdo para as tensdes, apenas

para o deslocamento w,.

5.3.4 Casca cilindrica com carga distribuida (Scordelis-Lo)

Este exemplo consiste em uma casca cilindrica curva restrita nas extremidades por

um diafragma rigido e carregada por uma carga vertical de peso proprio, como mostra a Figura

65. O carregamento g € distribuido pela area superficial da casca. Este problema teste conhecido

como Scordelis-Lo roof também faz parte do Shell Obstacle Course. O problema também foi
resolvido por Hughes et al. (2005) !4 através da AIG.
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Figura 65 - Descri¢dao do Exemplo 5.3.4
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A simetria do problema foi considerada na analise, de modo que apenas um quarto
da casca foi modelada. A mesma estratégia de discretizacdo das malhas descrita no Exem-
plo 5.3.3 foi utilizada neste exemplo. A Figura 66 ilustra as malhas utilizadas. Os modelos

analisados consideraram elementos com NURBS de diferentes graus.

Figura 66 — Malhas 1-5 utilizadas no Exemplo 5.3.4.

114147

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os deslocamentos do ponto b (wp,) obtidos neste trabalho e por Hughes et al. (2005)
sdo apresentados na Figura 67. Os resultados apresentaram Uma rdpida convergéncia da res-
posta e uma excelente concordancia com os resultados de Hughes et al. (2005). A velocidade de
convergéncia das respostas foi maior neste exemplo, em comparagdo como o exemplo anterior.

Isto se deve a acentuada descontinuidade ocasionada pela aplicagdo de uma carga concentrada,
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0 que ndo ocorre neste exemplo por se tratar de uma carga distribuida. A deformada obtida nas

andlises esta ilustrada no Figura 68.

Figura 67 — Resultados obtidos do Exemplo 5.3.4.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 68 — Deformada da casca Scordelis-Lo (Malha 5 com p = 4), com fator de escala = 40.

Fonte: Elaborada pelo autor.

Um exemplo similar foi analisado por Reddy (2004) considerando material compd-
sito. A geometria do exemplo € multiplicada por 12, resultando em R =300, L=600et =3. A
carga g = 0.625. As propriedades do material compdsito sao o mesmos utilizado no Exemplo
5.3.3. O problema foi modelado sem consideracdo de simetria (apenas um patch), com grau
quartico e utilizando a malha equivalente a malha 4 e malha 5 deste exemplo. Os resultados do

deslocamento wy, e das tensoes O, € Oy, no centro da casca estdo apresentados na Tabela 7 e
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Tabela 8. A tensdo Oy, € avaliada no topo do laminado, enquanto que a tensao o), € avaliada na
superficie inferior do laminado.

Tabela 7 — Resultados do Exemplo 5.3.4 considerando pares de 1aminas [0° 90°].

Num. Laminas Resultado Reddy @ FAST M4 Difer (%) FAST M5 Difer(%)

Wp 19.4944  19.4884 -0,031 19.4936 -0.004
2 Oxx -279.750  -282.053 0.817 -281.959 0.783
Gyy -3315.93  3305.42 -0.318 -3304.98 -0.332
Wp 11.7981 11.7903 -0.066 11.7916 -0.055
10 Oxx 110.813  108.245 -2.372 108.313 -2.308
Oyy -3390.31  -3381.11 -0.318 -3379.15 -0.330

Fonte: Elaborada pelo autor.

Tabela 8 — Resultados do Exemplo 5.3.4 considerando pares de laminas [—45°45°].

Num. Laminas Resultado Reddy = FAST M4 Difer (%) FAST M5 Difer(%)
Wp 29.9744  29.6382 -1.134 29.7274 -0.831

2 Oxx 1839.56  1834.04 -0.301 1840.91 0.073
Gyy -1891.06 -1876.71 -0.765 -1877.77  -0.708
Wp 15.1519  14.8430 -2.081 14.8525 -2.016
10 Oxx 1549.13  1531.24 -1.168 1533.02 -1.051
Oyy -1207.31 -1183.37 -2.023 -1182.40  -2.107

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados apresentam excelente concordancia com Reddy (2004). A maior
diferenca percentual obtida foi da ordem de 2%. Esta diferenca pode ser devida ao cisalha-

mento, uma vez que este € considerado de forma aproximada em elementos de casca.

5.3.5 Viga curva

Este exemplo trata de uma viga curva engastada e submetida a um carregamento
na sua extremidade, como ilustrado na Figura 69. Este exemplo foi solucionado por Bathe e

Bolourchi (1979) e Moror6 (2013), utilizando elementos finitos nao-lineares de viga e sélidos.



99

Figura 69 - Descricao do Exemplo 5.3.5.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

O modelo isogeométrico pode ser descrito exatamente por um sélido de bézier raci-
onal, considerando os pontos de controle apresentados na Tabela 9. E importante notar que tal

s6lido € construido pelo produto de um arco de 45°na direcéo & e duas retas nas diregdes M e C.

Tabela 9 — Pontos de controle da geometria basica da viga curva.

Pijk X y Z w
p1.1,1 0.0000 99.500  -0.5000 1.0000
p21,1  41.2140  99.5000 -0.5000 0.9239
p31,1 703670  70.3570  -0.5000 1.0000
pi21  0.0000 100.5000 -0.5000 1.0000
p221  41.6280 100.5000 -0.5000 0.9239
p321  71.0640 71.0640 -0.5000 1.0000
pi,12  0.0000  99.5000 0.5000 1.0000
p212 41.2140  99.5000  0.5000 0.9239
p312 703570 70.3570  0.5000  1.0000
pi22  0.0000 100.5000 0.5000  1.0000
pP222 41.6280 100.5000 0.5000 0.9239
pi22 71.0640 71.0640  0.5000 1.0000

Fonte: Elaborada pelo autor.

A andlise ndo-linear geométrica € realizada considerando dois elementos de grau
(4 x 2 x 2). A Figura 70 mostra as curvas de carga X deslocamento, para os deslocamentos u,

v e w na ponta da viga. O fator de carga e os deslocamentos da estrutura sdo considerados de
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Figura 70 — Curvas carga x deslocamento obtidas da anélise da viga curva.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

forma normalizada:

_ 2
T % (135)

onde A € o fator de carga normalizado, P € a carga considerada e I é o momento de inércia
da secdo da viga. Os deslocamentos sdao normalizados dividindo tais valores por R. Também

¢ mostrado os resultados de Bath e Bolourchi (1979), estes resultados foram obtidos com 16

elementos solidos.
Pode-se verificar que os resultados apresentam excelente concordancia com a li-

teratura. Foi possivel obter respostas de alta qualidade com poucos elementos, considerando
um problema que certamente necessitaria de uma adequada discretizacdo via Elementos Finitos
para modelar a geometria do problema de forma satisfatéria. As deformadas do modelo consi-

derando a configuracido deformada e os carregamentos P = 300 e P = 600 estdo apresentadas

na Figura 71.
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Figura 71 — Deformada Curved Beam.

P =600

P =300

Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.6 Semicilindro engastado

Este exemplo consiste em um semicilindro engastado, submetido a uma carga con-
centrada em sua extremidade, como mostra a Figura 72. O problema foi solucionado utilizando
elementos finitos de casca por Sze el al. (2004) e elementos finitos S6lidos por Dantas Junior
(2014).
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Figura 72 — Descri¢ao do Exemplo 5.3.6.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A simetria do problema foi considerada em sua modelagem, de modo que apenas
metade do cilindro foi considerado. Foram utilizadas duas malhas de grau (4 x 4 x 2). As
malhas possuem 16x16 elementos e 20x20 elementos.

O exemplo foi analisado considerando material isotropico e material compdsito la-
minado, considerando laminagdes cross-ply. E importante notar que o uso da simetria do pro-
blema no caso do compdsito é possivel devido a laminagdo cross-ply considerada. As pro-
priedades do material isotrépico sdo apresentadas na Figura 72. As propriedades do material

compdsito sdo apresentadas na Tabela 10.

Tabela 10 — Propriedades elasticas do composito considerado no Exemplo 5.3.6.

Ey E; E;3 Vi2 Vi3 Va3 G2 Gi3 Go3
2068.500 517.125 517.125 03 0.3 03 795600 198.894 198.894
Fonte: Elaborada pelo autor.

Dois esquemas de laminagdo foram utilizados: [90°0°90°] e [0°90°0°]. O lami-
nado estd alinhado com o eixo do cilindro. As curvas carga x deslocamento foram obtidas
considerando o deslocamento w no ponto de aplica¢do da carga (wp). Os resultados sdao apre-

sentadas nas Figuras 74 e 75. Também sdo mostrados os resultados obtidos por Sze et al (2004).
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Figura 73 — Curva carga x deslocamento considerando material isotrépico.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Figura 74 — Curva carga x deslocamento considerando material compdsito.
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Fonte: Elaborada pelo autor.
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Os resultados obtidos apresentam excelente concordancia com a literatura. As de-

formadas da estrutura com laminagao [0°90°0°] para diferentes carregamentos estao apresen-

tadas na Figura 75.
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Figura 75 — Deformada semicilindro engastado [0°90° 0°].
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Fonte: Elaborada pelo autor.

5.3.7 Estudo do efeito da paralelizacdo

O objetivo deste exemplo € mostrar o efeito da estratégia de paralelizacao abordada
no item 5.2.5. Este estudo foi realizado considerando o exemplo anterior (semicilindro engas-
tado) com carga concentrada igual a 50 e considerando andlise linear geométrica. O material
utilizado é o compésito apresentado na Tabela 10 com laminagdo de [0°90°0°]. As andlises
foram realizadas em um notebook com processador Intel Core I7 de velocidade 2.4 GHz (4
nucleos de processamento).

Um estudo de discretizacdo foi realizado considerando modelos com diferentes
graus, sendo que na espessura (direcdo {) foi mantido o grau quadratico. Foi utilizada integragio
total considerando quadratura de gauss do maior grau da NURBS (e.g. 3 x 3 x 3 para o caso
quadratico e 4 X 4 x 4 para o caso cubico). A Tabela 11 mostra os resultados obtidos, mostrando
0 deslocamento w no ponto de aplicagdo da carga (w,) e também a diferenca percentual obtida
em comparacdo com a malha anterior de mesmo grau (d,,,). O objetivo é avaliar qual malha,
para cada grau, é capaz de fornecer uma resposta precisa do problema analisado. As malhas

foram refinadas até obter diferenca percentual menor que 1%.

Tabela 11 — Estudo de discretizagdo realizado no Exemplo 5.3.7.

Quadratico Cubico Quartico Quintico
Malha
Wp Sant Wp Sunt Wp dant Wp Sant
(Ix1x1)  0.1796 0.5052 1.4568 2.9798

(2x2x1)  0.4890 172.25% 1.2803 153.42% 2.2724 5599% 3.4115 14.49%
(4x4x1) 15030 207.35% 2.7807 117.19% 3.5907 58.01% 3.7390 9.60%
(8x8x1)  3.0569 103.39% 3.7278 34.06% 3.7939 5.66% 3.8183 2.12%
(16x16x1) 3.7268 21.92% 3.8222  2.53%  3.8435 131% 3.8546 0.95%
(32x32x1) 3.8320 2.82% 3.8560 0.88%  3.8605 0.44%
(64x64x1) 3.8580 0.68%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os tempos de execugdo de cada andlise, considerando o programa sequencial e
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paralelo, estdo ilustrados na Figura 76. As malha que obtiveram boa aproximacao da resposta,

considerando o critério mencionado anteriormente, estio marcada com um circulo.

Figura 76 — Tempos de execucao das andlises.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 12 mostra os tempos de execugdo das malhas consideradas para cada grau,
bem como as medidas de speedup obtidas. O speedup € definido como a razdo entre o tempo de
execucdo sequencial e o tempo de execugdo em paralelo. Como foi utilizado um processador

com quatro nucleos, € esperado um speedup méaximo de 4.

Tabela 12 — Tempo de execucao (s) e speedup obtidos.

Sequencial Paralelo Speedup

Quadratica 14 7 2.00
Cubica 17 5 3.40
Quartica 68 19 3.58
Quintica 56 16 3.50

Fonte: Elaborada pelo autor.

Os resultados presentes na Tabela 12 mostram que foram obtidos speedup maiores
para os casos de grau mais elevados. Como a estratégia de paralelizacdo utilizada atua apenas
na montagem da matriz de rigidez global, ndo existe efeito sobre a etapa de solu¢ao da equagao
de equilibrio.

Uma anélise do percentual do tempo de execugdo de cada fun¢do do programa foi

realizada utilizando o programa gprof®. A Figura 77 mostra um exemplo de utilizag¢io do
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gprof em uma das andlises realizadas. Entre as fun¢des apresentadas, destacam-se as funcoes:
MatTripBtCB, responsével pela realizagio do triplo produto B CB; CroutSolver, responsavel
por solucionar o sistema Ku = f; ShpFunc, DrvShpRST e DrvShpXYZ, que consistem em
avaliar as fun¢des de formas e suas derivadas no sistema paramétrico e fisico do modelo. Estas
fungdes, na maioria dos casos estudados, representaram a maior parcela do tempo de execugdo

do programa.

Figura 77 — Exemplo de saida do programa gprof.

Flat profile:

Each sample counts as ©.01 seconds.

% cumulative self self total
time seconds seconds calls Ts/fcall Ts/call name
60.21 3.98 3.98 MatTripBtCB(int, int, double**, double*=*, double, double**)
16.94 5.10 1.12 CroutSolver(int, double**, double*, int, int*)

4.99 5.43 0.33 cShapeSolidIGA: :DrvShpRST(sNatCoord, sNatCoord#)

2.27 5.58 0.15 MatvecMult(int, int, double**, double*, double*)

2.12 5.72 0.14 cShapeSolidIGA: :ShpFunc(sNatCoord, double*)

1.21 5.80 0.08 cPatch: :GetCPInd(int, int, int)

1.06 5.87 0.07 memset

0.76 5.92 0.05 cSolid: :BMatrix(int, double*, double*, sNodeCoord*, sNodeCoord*, cMatrix&)
0.76 5.97 0.05 cShapeSolid: :DrvShpXYZ(sNatCoord, sNodeCoord*, double*, sNodeCoord*)
0.61 6.01 0.04 cSolid: :BlMatrix(int, double*, double*, cVector&, sMNodeCoord*, sNodeCoord*, cMatrix&)
0.61 6.05 0.04 cBspPat3D: :NumDim()

0.61 6.09 Q.04 _int_mallec

0.45 6.12 0.03 MatAdd(int, int, double**, double*¥)

0.45 6.15 0.03 cPatch::GetCMat(int, int)

0.45 6.18 0.03 cShapeIGA::EvalBspBas(int, double, cVector&)

0.45 6.21 0.03 ___printf_fp

0.45 6.24 0.03 __mpn_divrenm

0.45 6.27 0.03 _int_free

8.30 6.29 8.62 _L_unlock_13119

0.30 6.31 0.02 MatVecMultTAcc(double, int, int, double**, double*, double*)
0.30 6.33 0.02 cElmParamTL: :IntPntStress(cMatrix&, cMatrix&)

0.30 6.35 0.02 cKnotVector: :GetMult(int)

0.30 6.37 0.02 cKnotVector: :operator[](int)

0.30 6.39 0.02 cSymSkylMatrix::Add(int, int, double)

0.30 6.41 0.02 cBernsteinBasis::CompBernsteinPols(int, double, cVector&)

0.30 6.43 0.02 std::basic_filebuf<char, std::char_traits<char> >::xsputn(char const*, long)
0.30 6.45 0.02 __strncasecmp_l_avx

0.15 6.46 0.01 VecAdd(int, double*, double*, double*)

0.15 6.47 0.01 cModLinear::CMatrix(cMatrix&)

0.15 6.48 0.01 cNurbPat3D: : GetWeight(int)

0.15 6.49 .01 cElmParamTL: :StiffMat(cMatrix&)

0.15 6.50 0.01 cSymSkylMatrix: :Get(int, int)

0.15 6.51 0.01 cPatch: :GetDegree(int)

0.15 6.52 0.01 cShape: :ShpMatInv(int, double (*) , double (*) , double¥)
0.15 6.53 0.01 cMatrix::AllocMem()

0.15 6.54 0.01 cControl::PrintNodalstress()

0.15 6.55 0.01 cElement: :AddGlobMat(cMatrix&, cSysMatrix¥)

0.15 6.56 0.01 cElemLoad: :ExtForce(double, cVector&)

0.15 6.57 0.01 free

0.15 6.58 0.01 malloc

0.15 6.59 0.01 malloc_consolidate

0.15 6.60 0.01 strlen

0.15 6.61 Q.01 uselocale

Fonte: Elaborada pelo autor.

A Tabela 13 mostra os percentuais dos tempos de execucao para as malhas que fo-
ram selecionadas para cada grau. O percentual referente ao triplo produto aumenta a medida
que aumenta o grau do polindmio, chegando a quase 95% do tempo total para o caso quintico.
Por outro lado, o percentual do tempo de solu¢do do sistema de equagdes de equilibrio tende a
cair, tendo maior valor no grau quadratico. A utilizacdo de polindmios maiores possibilita que
menos graus de liberdade sejam utilizados para anélise do problema. Entretanto, uma quadra-
tura maior terd que ser utilizada, necessitando de um nimero maior de pontos de integracdo e
consequentemente de maior custo computacional para avaliagdo da matriz de rigidez dos ele-

mentos.
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Tabela 13 - Percentual do tempo de execucao total (%).

Trip(B” CB) Solver(Ku=f) FF+Der. Outras

Quadritica 59.45 23.18 3.56 13.81
Cubica 83.55 3.13 3.67 9.65
Quartica 90.08 1.65 2.50 5.77
Quintica 94.36 0.36 1.61 3.67

Fonte: Elaborada pelo autor.

Por fim, a Figura 78 mostra o uso percentual de cada processador durante a execucao
de uma analise nao-linear do programa FAST paralelizado. Pode-se identificar os intervalos em
que o programa estd executando a montagem da matriz de rigidez do problema, onde todos os
nudcleos de processamento estdo trabalhando totalmente. Quando a montagem termina, o per-
centual de uso dos processadores diminui, neste momento ocorre a continuacao de c6digos ndao
paralelizados, como a aplicagdo de técnicas iterativas de solucio da equacdo de equilibrio ndo-
linear do problema. Quando o programa necessita avaliar mais uma vez a matriz de rigidez dos

elementos, inicia-se de novo o ciclo com aproveitamento total dos niicleos de processamento.

Figura 78 — Uso percentual de cada processador durante a execucdo do FAST em paralelo.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

Uma importante observacao € que o tempo adicional (overhead) devido a utilizacdo
de orientac@o ao objeto é desprezivel. Além disso as fun¢des de forma das NURBS néo apre-
sentaram custos computacionais significativos, quando comparadas as operacoes de triplo pro-
duto e solucdo da equacdo de equilibrio. Isto mostra que os custo computacional em progra-
mas de elementos finitos ou AIG € definido principalmente por opera¢des matematicas como

multiplicacdo de matrizes e solucdo de sistemas lineares.
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6 OTIMIZACAO DE LAMINADOS

A otimizagao tem papel fundamental no projeto de estruturas laminadas, uma vez
que os materiais compdsitos possuem um arranjo que possibilita uma maior adaptacao da estru-
tura em relacdo aos esforcos solicitantes. As caracteristicas de cada camada (espessura, material
e orienta¢cdo) do esquema de laminagdo destas estruturas podem ser escolhidos de forma a me-
lhorar significativamente seu desempenho estrutural.

Existem dois tipos bésicos de problemas de otimizagdo de laminados®. O primeiro
corresponde a maximiza¢do da resisténcia da estrutura, mantendo constantes a geometria € 0s
materiais adotados e considerando restricdes de desempenho e fabricacao. O segundo corres-
ponde a minimizacdo do custo, considerando restrigdes de resisténcia, utilizacdo e fabricagao.

O problema de maximizagado da resisténcia considera normalmente que um mesmo
material compésito € utilizado para toda a estrutura laminada. Este tipo de problema pode ser

formulado como:

Determinar x = [(e1,01),(e2,02),...,(en;,0n,)]
que maximiza  f(X) (136)

sujeitoa  ¢i(x) <0,i=1,2,...,N,

onde x € o esquema de laminacdo (layup) contendo N; 1aminas, e € a espessura da lamina, 0 € a
orientacdo das fibras, f € a fungdo objetivo e N, € o nimero de restrigdes ¢; consideradas. Como
exemplos de funcdo objetivo tem-se o fator de segurancga, a rigidez, a carga de flambagem e a
frequéncia fundamental da estrutura. As restri¢des incluem requisitos de desempenho estrutural,
boas préticas de projeto e limitagdes do processo de fabricacao.

Um exemplo de boa pratica de projeto € a limitacdo da espessura ou numero de

camadas adjacentes de mesmo angulo>-860

utilizada para reduzir a fissura¢do da matriz. Ou-
tros exemplos sdo a utilizagdo apenas de laminados simétricos ou laminados balanceados-
simétricos, de maneira a evitar acoplamentos indesejados e limitar as deformacdes devido a
absor¢do de umidade e variagdo de temperatura®’. A utilizacdo destas laminagdes facilita a
solucdo do problema de otimizacao, pois reduz o nimero de varidveis de projeto.

Uma versdao mais simples do problema de maximizacdo ocorre quando todas as
laminas tem a mesma espessura, como ocorre quando se usa laminas de material composito
pré-impregnado conhecidos como prepreg. Neste caso, as Unicas varidveis de projeto sdo as
orientagdes das laminas.

Os problemas de minimizag¢do de custo podem ser formulados como:

Determinar x = [(e1,01,m1),(e2,02,my),...,(en,,0n,,mn,)]
que minimiza  f(X) (137)

sujeitoa  ¢i(x) <0,i=1,2,...,N,
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onde m € o material de cada camada e f representa o custo da estrutura. Neste caso, tanto
restricdes de resisténcia, como de rigidez, frequéncia natural e flambagem sdo consideradas.
Também podem ser consideradas restri¢cdes de utilizacao, de fabricacido e de boas praticas de
projeto. Neste caso, o nimero total de l1aminas N; pode ser varidvel. Quando apenas um material
¢ considerado, a minimizagdo do custo € similar 2 minimizagdo da espessura, do peso ou do
volume de material. Como a espessura total do laminado (ou nimero de ldminas) € varidvel,
este tipo de problema é mais complexo que o de maximizagao da resisténcia.

Devido as limitagdes do processo de fabricacdo, muitas vezes a espessura € 0S
angulos de orientagdo das fibras sdo limitados a valores discretos >0, Assim, em muitos pro-
jetos as orientagdes sdo limitadas a 0°, +45% 90° 8.

E importante notar que a otimizacio de laminados com varidveis discretas é um
problema de otimizagdo combinatdria. Estes problemas de otimizacdo sdo de dificil solugdo,

pois o espacgo de busca cresce de maneira exponencial com o ndimero de varidveis de projeto:
Nioi = (Np X Ng X Ny )M (138)

onde N,, Ng e N,,, representam o nimero de espessuras, orientacoes € materiais, respectivamente.
Por exemplo, na otimiza¢do de um laminado considerando 1 espessura, 12 orientagdes ([90, 75,
60, 45, 30, 15, 0, -15, -30, -45, -60, -75]) e 3 materiais diferentes, tem-se 36 combinacdes
possiveis por lamina, resultando em 60466176 projetos para 5 laminas, 3.6562 x 10> projetos
para 10 lAminas e 1.3367 x 103! para 20 laminas.

Os problemas de otimizacdo de laminados com varidveis discretas pertencem a
classe dos problemas NP-dificil®, para os quais ndo sdo conhecidos algoritmos capazes de
resolve-los em tempo polinomial. Adicionalmente, estes problemas também sdao multi-modais,
pois podem apresentar varios minimos locais.

A otimizagdo de laminados pode ser realizada com o uso de métodos baseados no
uso de gradientes (métodos de primeira ordem) ou de métodos de ordem zero, que utilizam
apenas os valores da funcdo objetivo e restricoes. Neste sentido, é importante ressaltar que em
muitos casos as variaveis de projeto de laminados sdo tratadas como continuas®-%%70-72 Neste
caso, os métodos baseados em gradientes sao muito rapidos e precisos. Estes métodos também
pode ser utilizados no caso de varidveis discretas, sendo as solucdes continuas arredondadas
para valores discretos mais proximos. Contudo, esta abordagem pode levar a solu¢des nao-
Otimas ou mesmo invidveis. Adicionalmente, os métodos baseados em gradientes tendem a
convergir para o0 minimo local mais préximo do projeto inicial.

Assim, atualmente a abordagem mais utilizada para a solucdo de problemas de
otimizacdo de laminados é baseada na utilizacdo de métodos de ordem zero, com destaque
para os algoritmos bio-inspirados. Os primeiros trabalhos neste sentido foram baseados no uso
de Algoritmos Genéticos 139668 Posteriormente, foram utilizadas a Otimizacio por Nuvem de

Particulas (Particle Swarm Optimization - PSO)%126%73 ¢ a Otimizacio por Coldnia de Formi-
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gas (Ant Colony Optimization - ACO)%874,

Apesar da otimizacdo de compdsitos laminados ter sido realizada tradicionalmente
limitando as orientacdes a 0 € [0°,+45°,90°], existem trabalhos considerando laminados com
um conjunto maior de orientagdes possiveis, como por exemplo 6 € [0°,+15°,...,4+75°,90°]
ou 6 € [0°,£5°,...,485°90°]. Estes laminados sdo conhecidos na literatura como Laminados
Dispersos e tem atraindo aten¢do recentemente, pois possibilitam o projeto de estruturas com
maior capacidade de carga’?.

O presente trabalho faz parte da linha de pesquisa de otimizacdo de estruturas la-
minadas, desenvolvida no Laboratério de Mecanica Computacional e Visualizagdo (LMCV) da
Universidade Federal do Ceard (UFC). Trabalhos anteriores desta linha de pesquisa trataram da
otimizagdo de risers de material compésito utilizando um AG* e do desenvolvimento de um
AG paralelo para otimizacdo de laminados em clusters com arquiteturas hibrida de memoria
compartilhada e meméria distribuida>'8.

No presente trabalho foi desenvolvido um método de otimizagao de laminados base-
ado na combinacdo da heuristica do PSO com alguns operadores do AG. Esta combinacdo visa
obter um algoritmo que reuna as qualidades do PSO e do AG. Por ser um método originado para
otimizacao continua, o PSO tende a apresentar um desempenho melhor na otimizacao de lami-
nados dispersos, pois neste caso as varidveis de projeto aproximacgdo de varidveis continuas.
Por outro lado, os operadores do AG ajudam a evitar a convergéncia prematura para minimos
locais, que € um dos maiores problemas do PSO.

O método desenvolvido foi comparado com um Algoritmo Genético apresentado na
literatura '®. Um estudo foi realizado para avaliar as melhores variantes do algoritmo proposto.
Em tal estudo, cada variante do método teve seus parametros de entrada calibrados, através de
um procedimento de meta-otimizacdo. Tal procedimento € utilizado para obter os melhores
parametros dos algoritmos estudados.

Toda a implementacgdo foi realizada no sistema BIOS (Bio-Inspired Optimization
System), que € um programa académico implementado em C++ utilizando o paradigma de
Programacao Orientacio a Objetos (POO). O desenvolvimento do BIOS comecou na dissertagdo
de Rocha (2013), onde a estrutura geral do programa foi concebida e o AG com paralelizacdo
hibrida™!8 foi implementado.

Os detalhes dos algoritmos utilizados, bem como os resultados obtidos na otimizacao

de laminados, sdo apresentados nos itens a seguir.

6.1 Codificacao das variaveis

Neste trabalho, as varidveis de projeto do problema de otimizacdo de compdsitos
laminado sdo tratadas como inteiras. O laminado € representado como uma matriz de inteiros
com trés linhas (espessura, orientacdo e material) e um dado nimero de colunas, cada coluna

representando uma lamina. As opcdes de espessura, orientacdo e material utilizados no pro-
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blema de otimizagdo sdo codificadas em listas de varidveis, como mostrado na Figura 79. Um
processo de decodificacdo € aplicado para transformar a representacao das varidveis inteiras na
representacdo real dos parametros de projeto do laminado. Este processo de decodificagdo per-

mite a utilizacdo de laminagdes simétricas, balanceadas, simétricas-balanceadas e genéricas 18,

Figura 79 - Processo de Codifica¢do e Decodificacao.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6.2 Tratamento de restricoes

Os algoritmos bio-inspirados utilizados neste trabalho nao conseguem resolver di-
retamente problemas restritos como os algoritmos de Programagao Matematica, pois ndo con-
sideram o célculo de derivadas”. Desta forma, técnicas de tratamento de restricdes devem ser
utilizadas para garantir a convergéncia ocorra para uma solugao viavel.

Os métodos de tratamento de restri¢des podem ser classificados em interiores e exte-
riores. Os métodos diretos ou interiores consideram apenas pontos vidveis durante a otimizagao.
O exemplo mais simples de aplicac@o deste método € o da Pena de Morte, no qual sempre que
o algoritmo de otimizacdo obtém pontos invidveis, estes pontos sao descartados, sendo gera-
dos novos valores até que se obtenha a um ponto vidvel. Este tipo de procedimento pode ser
computacionalmente ineficiente em problemas com muitas restri¢des, apresentando alto custo
computacional para avaliagdes da fungdes objetivo e das restrigdes. Outra desvantagem € a
perda de boas caracteristicas que as solucdes invidveis possam conter.

Outro método interior é o uso de Técnicas de Reparo, em que os pontos invidveis
sdo modificados a fim de retornarem para a regido vidvel. A utilizacao deste método necessita

de um grande conhecimento do problema, além de ndo ser possivel em todos os casos. Existem



112

aplicacdes de tais técnicas em problemas de otimizacio de laminados’S.

Os métodos indiretos ou exteriores permitem que pontos invidveis participem do
processo de otimizacgdo, porém a definicao da fungdo objetivo € alterada para pontos invidveis,
diminuindo a influéncia destes pontos no processo de otimizag¢do. Neste trabalho sdo apresen-
tados duas estratégias de penalidade.

O método de penalidade exterior estatico acrescenta ao cédlculo da fun¢do objetivo
uma parcela que depende das violacdes de cada restricdo e de uma constante conhecida como

fator de penalidade (k). Considerando um problema de minimizagdo, a fungdo objetivo penali-

zada (f,) € dada por:
fp(x) = f(x) + }_ kmax(c(x), 0) (139)
I=1

onde f é a fungdo objetivo, ¢; € o valor da restricdo e m € o numero de restrigdes. O valor ideal
do fator de penalidade é dependente de cada problema, sendo normalmente utilizado um valor
bastante elevado que € ajustado em fungao dos resultados obtidos.

Outro método de penalidade é o proposto por Deb”’. Neste método, a funcdo obje-
tivo penalizada € igualada a do pior individuo viavel f,,y, sendo também acrescentado o valor

da maior violagdo obtida. Assim, a fungdo objetivo penalizada é dada por:

f(x), se x for vidvel

fp(x) = (140)

m
fmax+ Y, max(c;(x),0), sex for invidvel
I=1
E importante observar que o método de Deb nio requer nenhum parametro definido pelo usuério,
ao contrdrio do método de penalidade estética.
E importante ressaltar que uma correta utilizacio dos métodos de penalidade ne-
cessita que as restricoes do problema estejam escritas de forma adimensional, pois valores de

restricoes com diferentes ordens de grandeza podem comprometer o efeito da penalizacio.

6.3 Busca Aleatoria

O método da busca aleatdria, ou busca randdémica pura, € o método de otimizacao
estocastico mais simples. A grande maioria dos outros métodos estocasticos pode ser classifi-
cados como variagdes da busca aleatéria’>. O método consiste em gerar um conjunto de pontos
a partir de uma distribui¢do randdmica e avalid-los. O menor valor obtido nas avaliagdes € con-
siderado o minimo do problema. O método pode ser extremamente ineficiente, quase sempre
necessitando de um nimero muito grande de pontos para obter uma boa solu¢ao do problema.

Uma das motivagdes para utilizagao da busca aleatéria neste trabalho € a consideragcao
da teoria conhecida como No Free Lunch, apresentada inicialmente por Wolpert e Macready '8

e discutida em outros trabalhos’®. A teoria afirma resumidamente que qualquer algoritmo de
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otimizacao estocastico, quando utilizado em uma grande quantidade de problemas diferentes,
tendem obter resultados semelhantes aos da busca aleatoria.

Apesar disto, a utilizagdo de uma heuristica de busca pode levar a melhores desem-
penhos em determinados problemas. Portanto, € importante avaliar se os algoritmos utilizados
neste trabalho possuem desempenho superior a Busca Aleatéria, considerando os problemas de

otimizagao de laminados.

6.4 Algoritmos Genéticos

Os Algoritmos Genéticos sao métodos de otimizagdo cuja heuristica se baseia na
Teoria da Evolu¢do de Darwin. Segundo esta teoria, individuos com maior adaptacdo ao meio
ambiente possuem maiores chances de transmitir suas caracteristicas genéticas para as proximas
geragdes, enquanto que individuos com menor aptidao tendem a serem extintos ao longo das
geracoes.

Em problemas de otimizacdo, cada individuo representa um projeto diferente e a
qualidade de cada projeto € medida por uma fungdo aptidao (fitness function) obtida a partir
da fun¢do objetivo penalizada. Assim, a avaliacdo da funcdo aptiddao envolve a realizacao de
uma andlise estrutural para determinacao das respostas mecanicas do laminado (deslocamentos,
tensoes, etc.) e o calculo das restricdes. A populacdo corresponde ao conjunto de individuos
que evoluem ao longo de um conjunto de geragdes.

Existem diversas variagdes de Algoritmos Genéticos na literatura, porém grande
parte destes funcionam de maneira similar. A discussdo apresentada neste capitulo € baseada
no AG implementado no sistema BIOS para otimizacio de laminados 3. Inicialmente é gerada
uma populacao de individuos de forma aleatdria, cada um representando um ponto no espago de
busca. Alguns individuos sdo selecionados para participar do cruzamento, gerando uma nova
populacdo a partir da combinacao dos individuos existentes.

Neste processo, os individuos com maior aptidao tem maior probabilidade de serem
selecionados para cruzamento. Os filhos gerados pelo processo de cruzamento podem sofrer
mutacdes aleatdrias, de forma a evitar a convergéncia prematura para solucdes nao 6timas. Os
melhores individuos de uma geracdo podem ser copiados diretamente para a geracao seguinte,
num processo conhecido como elitismo. O elitismo garante que as informacdes dos melhores
individuos ndo sejam perdidas e que a melhor solucao nunca piore de uma geragao para outra.

O processo se repete até que uma condicdo de parada seja satisfeita. Diversos
critérios de parada podem ser utilizados, sendo os mais comuns o nimero maximo de geracoes
e o ndmero de geragdes sem melhoria na funcao objetivo penalizada. Neste trabalho a condi¢cdo

de parada utilizada € o nimero méaximo de geragoes.
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6.4.1 Funcdo Aptidao e Selegcdo

Como discutido anteriormente, a probabilidade de sele¢do para cruzamento au-
menta com o valor da fungdo aptiddo do individuo. E importante notar que os AGs foram
desenvolvidos inicialmente para problemas de maximizacdo de fungdes sem restricdes. Nestes
problemas, a fun¢do aptidao pode ser tomada como a propria funcio objetivo, desde que esta
tenha sempre um valor numérico positivo, pois nao faz sentido uma probabilidade nula.

O célculo da funcdo aptidao (Fit) € um pouco mais complexo no caso de problemas
de projeto 6timo, que normalmente sao formulados na forma de minimizacdo de uma func¢do
objetivo considerando um conjunto de restricdes. Neste caso, a aptiddo depende da funcgdo

objetivo penalizada:

Fit; = kf max(|fp(min)|v |fp(max)|) _fpi (141)

onde f,(nin) © fp(max) sdo respectivamente os valores minimo e méaximo das funcdes objetivo
penalizadas da populagdo e k¢ € um coeficiente utilizado para evitar que o pior individuo possua
probabilidade nula de selecao.

A Figura 80 mostra uma representacdo do processo de mapeamento linear utilizado.

Verifica-se que este mapeamento garante que a fun¢do aptidao seja sempre positiva.

Figura 80 — Mapeamento da fun¢do objetivo.
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Fonte: Rocha (2013).

O processo de sele¢dao da populagdo para cruzamento € realizado em duas etapas.
Inicialmente € gerada uma populacao intermedidria (mating pool) formada por individuos aptos
a participar do cruzamento. Em seguida sdo selecionados os pares de pais que irdo cruzar,
gerando novos individuos (filhos). A sele¢ao dos individuos pode ser feita por roleta, ranking
ou torneio >,

Neste trabalho as duas etapas de sele¢do sao realizadas por ranking, onde os in-

dividuos sao ordenados de acordo com o valor de sua aptidao, de modo que os individuos mais



115

aptos possuem maior valor de ranking. A probabilidade de selecio de cada individuo p; é

calculado como:

o Rnki
pl o Nina
Y. Rnky
k=1

(142)

onde Nj,y é o nimero de individuos e Rnk; é o ranking do individuo. A Figura 81 mostra um

exemplo da utilizacao de sele¢do por ranking.

Figura 81 — Probabilidades de selecao por ranking.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

6.4.2 Cruzamento e Elitismo

O cruzamento € o principal operador dos algoritmos genéticos, sendo o principal
responsavel pela convergéncia para a solucao. Ele € aplicado a dois individuos (pais), gerando
dois novos individuos (filhos) com caracteristicas de ambos o0s pais.

Existem diversas formas de realizar o cruzamento. O método utilizado neste traba-
lho calcula as varidveis de projeto dos filhos por meio de uma combinacdo linear de ambos os
pais. Para cada lamina é gerado um nimero randomico de 0 a 1, sendo aplicado uma média
ponderada entre as camadas dos dois pais para obtencdo dos dois filhos, como mostrado na
Figura 82. Como as varidveis sdo inteiras, os valores obtidos pela combinag¢do linear sdo arren-

dondados para o inteiro mais proximo.

Figura 82 - Processo de cruzamento sendo aplicado a uma lamina.

T1 T2 rlxTl+(1-r)xT4 2xT2+(1-12)xT5
Pai 1 Al A2 Filhol | rI1x Al +(1-rl)xA4 12xA2+(1-r2)xAS
M1 M2 rlxMI+(1-r)xM4 r2xM2+(1-r2)x M5
Vetor
Randémico 12 -
T4 TS rlxT4+(1-r)xTl R2xT5+(1-12)xT2
Pai2 |[A4 A5 Filho2 | 11 x A4+ (1 -r])xAl 12xA5+(1-12)xA2
M4 M5 rlxM4+(1-rl)xM1l 2xM5+(1-r2)x M2

Fonte: Rocha (2013).

Neste trabalho, adota-se uma estratégia elitista para a geragdo da nova populacao.
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Nesta estratégia, os melhores individuos da geracdo atual sdo copiados sem modificacdo para
a geracdo seguinte, sendo o restante da nova populacdo gerado por cruzamento. O niumero de

individuos gerados por cruzamento (N,,ss) € definido como:
Neross = rOund—(rcross : Nind) (143)

onde Nj,; € o numero de individuos (i.e. tamanho da populagdo) e 7. € taxa de cruzamento.

O ndmero de individuos copiados no elitismo € dado pela diferenca:
Netit = Ning — Neross (144)

Como discutido anteriormente, o elitismo garante que as melhores solugcdes encontradas até o
momento ndo sejam desprezadas, garantindo que a melhor solu¢@o nunca piore de uma geragao

para outra.

6.4.3 Mutacdo

A mutacdo € um operador utilizado para manter a diversidade da populagdo du-
rante as geracoes, evitando a convergéncia prematura da para um minimo local e aumentando a
chance do algoritmo achar o minimo global do problema. Neste trabalho, a mutacdo pode atuar

de forma aleatdria sobre cada variavel do individuo, com uma dada probabilidade (p;,;)-

Figura 83 — Processo de mutacdo sendo aplicado.
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Fonte: Elaborada pelo autor.

A mutacdo € implementada em duas etapas. Inicialmente, gera-se um ndmero
aleatdrio no intervalo [0, 1] para cada varidvel, se este nimero for menor que p,,,, entdo a
variavel sofrerd mutacdo. Em seguida, a mutacdo € aplicada gerando-se um numero inteiro
aleatdrio entre os limites minimo e maximo da variavel. A aplicac¢do deste operador € ilustrada

pela Figura 83.

6.4.4 Operadores Adicionais para Laminados

Muitos trabalhos estudaram a aplicacdo de mecanismos de busca local em métodos

de otimizagdo heuristicos para melhorar sua aplicabilidade no contexto da otimizacdo de la