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tre em F́ısica. Área de Concentração: F́ısica
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RESUMO

O grafeno possui diversas propriedades eletrônicas interessantes que o tornam um material
decisivo para o futuro desenvolvimento de novos dispositivos. Uma delas é a existência
de dois vales (de Dirac) em seu espectro eletrônico, o que abre a possibilidade de se fazer
dispositivos vale-trônicos. Além disso, o grafeno também apresenta excelentes proprie-
dades mecânicas, sendo o material mais fino já conhecido e, ainda assim, o mais forte
já medido. A sua maleabilidade é uma propriedade fascinante, fazendo com que este
material resista a altas tensões mecânicas. Mais ainda, tem se demonstrado que campos
de tensão mecânica em grafeno podem ser mapeados em campos pseudo-magnéticos para
elétrons no material. Isso, então, nos permite usar tensões mecânicas altas para ajustar
as propriedades eletrônicas deste material e, assim, expandir seu leque de aplicações tec-
nológicas posśıveis. Nesta dissertação, o transporte eletrônico através da direção paralela
a uma barreira pseudo-magnética, produzida pela aplicação de uma tensão mecânica não
uniforme em uma fita de monocamada de grafeno, é teoricamente investigado. Na região
onde o campo pseudo-magnético troca de sinal, são observados estados do tipo snake,
isto é, compostos por semi-órbitas com uma única direção de propagação, como esperado
para o caso análogo de uma barreira desse tipo produzida por um campo magnético ex-
terno. Contudo, os campos pseudo-magnéticos apontam em direções opostas nos vales K
e K’, gerando correntes de estados snake com vales polarizados. Ao longo deste trabalho,
discutimos como maximizar uma filtragem de vales baseada nesta polarização, através
do ajuste de parâmetros que definem a distribuição de tensão ao longo da nanofita de
grafeno.

Palavras-chave: tensão, snake states, filtro, vale.



ABSTRACT

Graphene exhibits several interesting electronic properties that make it a decisive material
for the development of future devices. One of them is the existence of two (Dirac) valleys
in its electronic spectrum, which enables the possibility of designing valley-tronic devices.
Besides, graphene also exhibits great mechanical properties, being the thinnest material
known to date and, still, the strongest yet measured. Its flexibility is a fascinating pro-
perty, that makes it resist high mechanical stress. Moreover, it has been demonstrated
that strain fields in graphene can be mapped into pseudo-magnetic fields for electrons in
the layer. Thus, this allows us to use high strain fields to tune electronic properties of this
material and, thereby, expand its set of possible technological applications. In this disser-
tation, the electronic transport along the direction parallel to a pseudo-magnetic barrier,
induced by a non-uniform strain in a monolayer graphene nanoribbon, is theoretically
investigated. In the region where the pseudo-magnetic field changes sign, we observe
snake states, composed by semi-orbits with a single propagation direction, as expected
for the analogous case of such a barrier induced by an ordinary external magnetic field.
However, pseudo-magnetic fields point towards opposite directions in K and K’ valleys,
which yields valley polarized snake states currents. Throughout this work, we discuss
how to maximize the valley-filtering effect based on such a polarization, by adjusting the
parameters defining the strain distribution along the graphene nanoribbon.

Keywords: strain, snake states, filter, valley.
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croscópio eletrônico de varredura (SEM). (e) Representação esquemática
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nada como um arco de ćırculo de raio R = 1 µm e um campo magnético
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β = 900 e R0 = 10000 Å, para um pacote de onda com k = 0.06 Å−1 ao

redor do ponto K da zona de Brillouin. Os resultados de P3 considerando

o pacote ao redor de K’ são mostrados para comparação. . . . . . . . . . 47

Figura 26 –Polarização dos vales do pacote de onda após a região tensionada (a)

como função dos raios de torção R, para diferentes valores de β, (b)

como função da largura da região tensionada β, para diferentes valores

de raio. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Figura 27 –Polarização de vales do pacote de onda que deixa a região torcida como

função de sua energia, considerando (a) β = 900 e diferentes raios, e (b)
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1 INTRODUÇÃO

O carbono é o elemento base para toda a qúımica orgânica, pois está presente

em todas as formas de vida. Além disso, sua quantidade abundante na terra, combi-

nada com um raio atômico reduzido, lhe permite formar cadeias múltiplas com o oxigênio

(dióxido de carbono que é fundamental na fotosśıntese), com o hidrogênio (hidrocarbo-

netos que são essenciais para o transporte através de combust́ıveis fósseis), e com muitos

outros elementos, tornando-o muito importante para nossa sociedade através, também,

de compostos inorgânicos.

A sua capacidade de se ligar de diferentes maneiras lhe permite formar uma

grande variedade de estruturas com propriedades f́ısicas distintas. Essas propriedades

são resultado da dimensionalidade dessas estruturas. Os estados alotrópicos do carbono

são substâncias de diferentes formatos compostas simplesmente por cabono: grafite, di-

amante, fulerenos, nanotubos e, o mais recentemente descoberto, grafeno. Estes estão

representados na Fig. 1.

Figura 1: Estados alotrópicos do carbono em diferentes dimensões [1].

O grafeno é o nome dado a uma monocamada de átomos de carbono com geo-

metria hexagonal em duas dimensões (2D). Este sistema é muito importante no estudo da

f́ısica da matéria condensada devido sua geometria plana em relação aos outros alótropos

do carbono, além de suas excelentes propriedades mecânicas e sua estrutura de bandas

peculiar que serão discutidas posteriormente. Mais recentemente, tem se tornado alvo

de pesquisas no desenvolvimento de dispositivos eletrônicos após sua obtenção através da

clivagem micromecânica do grafite em 2004, cujos resultados estão representados na Fig.

2 [2]. Esta técnica consiste em usar fita adesiva para descascar camadas de grafeno de uma

massa de grafite altamente orientado e, em seguida, friccionar em um substrato de dióxido
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de siĺıcio (SiO2). Entretanto, tal método se tornou inviável para produção em larga es-

cala, devido ao fato de que as camadas de carbono resultante desse método possuem

caracteŕısticas incontroláveis, no que diz respeito a dimensões, deformações, qualidade

das bordas e número de camadas.

Figura 2: Filmes de grafite. (a) Imagem de uma multi-camada de grafeno de 3 nm de espessura.
(b) Imagem do microscópio de força atômica (AFM) de um floco perto de sua borda. A superf́ıcie
marrom escura é o SiO2 e a parte laranja corresponde a 3 nm de superf́ıcie acima do SiO2. (c)
Imagem AFM de uma camada única de grafeno. (d) Imagem de um dispositivo experimental
preparado a partir de camadas de grafeno através do microscópio eletrônico de varredura (SEM).
(e) Representação esquemática do dispositivo em (d) [2].

Essa técnica extremamente simples e barata foi crucial para provar a possibi-

lidade de se obter um cristal bidimensional, ao contrário do que se pensava há décadas.

Outras técnicas de obtenção do grafeno, então, foram desenvolvidas com intuito mais

direcionado à indústria da tecnologia, como: crescimento epitaxial através da deposição

qúımica de vapor de hidrocarbonetos (CVD) em substratos metálicos [3, 4], e através de

decomposição térmica do SiC [5, 6, 7, 8, 9].

1.1 Técnicas de fabricação de grafeno

1.1.1 CVD: Deposição qúımica de vapor

Na Fig. 3, observamos o resultado do crescimento de grafeno no substrato

metálico Pt(111) através da decomposição de hidrocarbonetos. Podemos perceber que há

formação de uma camada de grafeno ainda bem irregular com pequenas ilhas dispersas

no substrato. Já na Fig. 4, vemos um processo bem mais elaborado da mesma técnica.

Neste, o vapor qúımico de hidrocarbonetos é liberado em niquel reativo, entretanto, para

resolver o problema da formação de muitas camadas de grafeno (grafite), finas camadas

de ńıquel de espessura menor que 300 nm são depositadas em um substrato de SiO2/Si

usando um evaporador por feixe de elétrons. Em seguida, o material é aquecido a 1000◦C e



15

resfriado após a reação de mistura dos gases para formar a camada de grafeno. Esta última

etapa é crucial para a formação de camadas singulares e para a facilidade no momento

de separação do substrato. Os materiais criados por esse processo já são utilizados em

dispositivos flex́ıveis como o touchscreen.

Figura 3: Imagem 1000 Å × 1000 Å obtida à temperatura ambiente após aquecimento a 1230
K. Observa-se concentração de grafeno com algumas ilhas na parte inferior [3].

Figura 4: A esquerda, processo de śıntese, impressão e transferência de filmes de grafeno. A
direita, processo de transferência de filmes de grafeno em larga escala [10].

1.1.2 Crescimento epitaxial em SiC

Finalmente, o processo de crescimento epitaxial de grafeno em carbeto de siĺıcio

está se mostrando o mais promissor no desenvolvimento de eletrônicos de grafeno em larga

escala. Essa técnica consiste em uma decomposição térmica de carboneto de siĺıcio, no

qual, através do aquecimento do substrato a temperaturas de 1500K, há uma sublimação
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do siĺıcio deixando camadas de grafeno [11]. Os resultados estão exemplificados na Fig.

5.

Figura 5: Exemplos de estruturas de grafeno, mostrando (linha de cima) imagens de microscópio
de força atômica (AFM) e (linha de baixo) imagens de microscópio de força eletrostática (EFM).
As imagens EFM produzem um contraste claro para o grafeno e um contraste escuro para SiC,
promovendo, assim, um método simples de localizar as superf́ıcies cobertas por grafeno. (a)
Crescimento de fitas de grafeno ao longo de um grupo de bordas de fases de SiC com fases devido
a pequenas falhas do cristal. (b) Crescimento de grafeno ao longo de uma superf́ıcie organizada
de SiC que foi feita com 15 nm de profunididade. (c) Anéis de grafeno. (d) Organização de
nanofitas de grafeno. [11]

Uma das principais vantagens é que no processo anterior havia necessidade

de se retirar a camada de grafeno do substrato metálico e passá-la para outro substrato

dielétrico, enquanto que nesse o SiC é um semicondutor de grande gap em suas bandas,

o qual não é necessário ser retirado. Outra vantagem é a de que não há acumulação de

impurezas abaixo da camada de grafeno durante o crescimento. Além disso tudo, nesse

método existe a possibilidade de controlar a direção de crescimento apenas cortando o

substrato apropriadamente para o formato desejado.

1.2 Aplicações

A grande abundância do carbono na terra, os métodos já desenvolvidos para

produção do grafeno, as excepcionais propriedades eletrônicas e ópticas altamente con-

troláveis desse material [12, 13], como também, sua força e estabilidade térmica [14]

tornam o grafeno um dos materiais mais promissores na revolução dos eletrônicos, dos

sensores e dos dispositivos ópticos. Vejamos alguns exemplos de posśıveis aplicações do

grafeno.
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1.2.1 Transistores baseados em grafeno

A alta mobilidade eletrônica do grafeno de 4 × 104 cm2/(V.s) à temperatura

ambiente, chegando até a 2× 105 − 106 cm2/(V.s) a temperaturas mais baixas, é o fator

essencial para o desenvolvimento de transistores de alta velocidade e de alta performance.

Aliando essa caracteŕıstica à possibilidade de se ajustar a densidade de portadores de carga

através do forte efeito de um campo elétrico tornou-se posśıvel a criação de transistores

FET (Field Effect Transistor) que trabalham em altas frequências baseados em grafeno

[15].

Figura 6: (a) Imagem de dispositivos fabricados sobre um wafer de grafeno de 2 polegadas. (b)
Esquematização da visão transversal de um top gated FET de grafeno. [15]

Vemos na Fig. 6 um FET baseado em grafeno, onde os dois contatos, source

e drain, estão conectados por uma camada de grafeno sobre um substrato de SiC (back

gate). Através de um gate de voltagem variada acima do dispositivo pode-se variar a

concentração de portadores de carga e, assim, controlar a corrente do dispositivo através

do potencial do top gate Vtg.

1.2.2 Células solares baseadas em grafeno

Células solares são dispositivos que convertem luz em energia elétrica através

do efeito fotovoltaico. Uma camada que absorve luz é colocada entre um ânodo e um

cátodo transparentes. No momento em que fótons encontram o painel da célula, elétrons

são excitados até encontrar um eletrodo. Para que o potencial criado seja cancelado,

uma corrente induzida percorre a célula. Essa corrente é capturada fechando-se o ciclo de
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produção de corrente elétrica.

Novas pesquisas [16] demonstram que é posśıvel que todos os componentes da

célula possam ser trocados por outros totalmente baseados em carbono: devido a sua alta

condutividade e transparência, o grafeno tornou-se um excelente candidato para substituir

os atuais materiais constituintes dos eletrodos das células solares, além disso, fulereno e

nanotubos absorvem a luz gerando elétrons e buracos de acordo com a Fig. 7.

Figura 7: À esquerda, estrutura de uma célula fotovoltaica baseada em nanotubos de carbono
de parede única (SWNT), com grafeno como ânodo e SWNT do tipo n como cátodo. À direita,
diagrama de bandas da célula [16].

1.2.3 Displays flex́ıveis baseados em grafeno

A alta condutividade e transparência são caracteŕısticas muito importantes

que fazem do grafeno um material atrativo para produção de diodos de emissão de luz

orgânicos (OLED). Substituir os eletrodos dos displays atuais, que são compostos por

óxido de ı́ndio e estanho, os quais são tóxicos e caros, por camadas de grafeno dopadas

faz com que a produção seja mais barata e torna posśıvel o desenvolvimento de painéis

touchscreen que suportam altos graus de torção.

Os displays flex́ıveis baseados em grafeno se tornaram viáveis após a descoberta

de um novo método de crescimento de grafeno CVD que usa grandes folhas flex́ıveis de

cobre na forma de um substrato ciĺındrico no processo conhecido como roll-to-roll [17].

As etapas do processo estão representadas na Fig. 8. Primeiramente, o filme

de grafeno é crescido pelo método CVD em uma folha ciĺındrica de cobre. Então, o

sistema é aquecido a 1000◦C e colocado para reagir com uma mistura de gases de CH4 e

H2 e, logo após, resfriado a temperatura ambiente (Fig. 8a). Na segunda etapa, o filme

de grafeno no substrato de cobre é anexado a uma fita que se libera termicamente. Após

se retirar a camada de cobre através de um removedor ĺıquido, o filme é transferido ao

substrato desejado com a ajuda de dois rolos aquecidos que retiram a fita unindo o grafeno

à sua nova base, tereftalato de polietileno conhecido como PET, (Fig. 8b). Em seguida,
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o material é adicionado a uma camada mais grossa do substrato PET (Fig. 8c), onde os

eletrodos de prata serão escritos (Fig. 8d). Finalizando o processo, o painel altamente

flex́ıvel (Fig. 8e) é conectado a um controlador de um laptop (Fig. 8f).

Figura 8: (a) Folha de cobre é enrolada ao redor de um tubo que será inserido em um reator.
A imagem abaixo mostra o estágio no qual o sistema reage com uma mistura de gases de CH4

e H2 em altas temperaturas. (b) Transferência do filme de grafeno com a fita térmica para o
substrato PET. (c) Transferência do sistema para um substrato PET de mais espessura. (d)
Processo de inscrição dos eletrodos de prata. (e) Um painel grafeno/PET com alta flexibilidade.
(f) Produto final conectado a um computador com software de controle. [17]

1.3 Motivação para a dissertação

O grafeno possui propriedades eletrônicas e mecânicas extraordinárias que ofe-

recem novas possibilidades no desenvolvimento de tecnologias nunca antes encontradas

em dispositivos baseados em outros materiais como o siĺıcio. A maior parte dessas pro-

priedades eletrônicas é devida às bandas de valência e condução do grafeno que formam

vales de formatos cônicos na zona de Brillouin, os quais, a baixas energias, encontram-se

em pontos conhecidos como “pontos de Dirac”, devido à dispersão linear de energia em

torno deles (em contraste com a dispersão quadrática, comum em semicondutores).

No espaço rećıproco, há dois tipos não equivalentes de vales, o que sugere um

novo grau de liberdade para o desenvolvimento de dispositivos além dos eletrônicos, cujo

grau de liberdade é a carga, e dos spintrônicos, cujo grau de liberdade é o spin.

Com o intuito de se desenvolver uma posśıvel “vale-trônica”, várias sugestões

foram feitas, em busca de dispositivos capazes de filtrar vales no grafeno (valleytronics):



20

Rycerz et al. [18] demonstrou que combinações espećıficas de bordas armchair e zigzag em

uma fita de monocamada de grafeno geram filtragem eficiente de vales. Massas efetivas

induzidas por substratos não-uniformes também podem ser utilizadas para obtenção de

polarização de vales, como mostrado nas Refs. [19, 20]. De maneira similar, em bicamadas

de grafeno, filtragem de vales pode ser obtida através de configurações espećıficas de

potenciais externos [21], ou de bordas com regiões de monocamadas de grafeno [22, 23].

Por outro lado, estudos recentes têm demonstrado que campos pseudo-magnéticos

podem ser induzidos em grafeno através de configurações espećıficas de torção, pois uma

torção mecânica não uniforme pode variar suavemente as distâncias interatômicas e, con-

sequentemente, alterar o parâmetro de hopping do sistema. Esse efeito deforma a zona de

Brillouin de modo a deslocar os cones de Dirac em direções opostas, lembrando o efeito

gerado por um campo magnético, através da transformação de Peierls, aplicado perpendi-

cularmente ao plano do grafeno. Já que, diferentemente dos campos magnéticos aplicados,

os campos pseudo-magnéticos induzidos por torção apontam em direções opostas nos di-

ferentes cones de Dirac [24], várias sugestões de filtros de vales baseados em tensão têm

sido propostas na literatura, a maioria envolvendo a combinação desses campos induzidos

com campos magnéticos e/ou elétricos aplicados [25, 26, 27, 28, 29].

De fato, filtros de vales baseados em torção são especialmente interessantes,

por causa da habilidade do grafeno de resistir a grandes tensões mecânicas [30]. Além

disso, campos pseudo-magnéticos muito grandes foram observados experimentalmente,

por exemplo, em bolhas naturalmente formadas em sistemas de monocamada de grafeno

com substrato de Pt [31].

Para que os efeitos do campo pseudo-magnético sejam apreciáveis no trans-

porte de elétrons em uma nanofita este deve apontar na direção perpendicular ao plano

do sistema. Para se obter um campo pseudo-magnético nesta direção, artigos recentes

[24, 32] demonstraram que a geometria do sistema deve obedecer uma simetria de dis-

tribuição de torção que pode ser triangular ou circular. Esta citada por último possui

implementação experimental bem mais simples e será utilizada como base no decorrer

desse trabalho.

Assim, o questionamento que propomos responder ao longo desta dissertação

é: Em uma região sem campos externos, qual o efeito de um campo pseudo-magnético

produzido por uma tensão em formato de “S” sobre o transporte de elétrons em uma

nanofita? A motivação para o questionamento se justifica, pois uma distorção em “S”

equivale a duas distorções circulares adjacentes. Se cada distorção circular gera um campo

pseudo-magnético em um sentido determinado pela direção de distorção, a estrutura em

“S” sugerida aqui deve levar a uma barreira magnética ao longo do “S”. Essa previsão se
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confirma em nossos cálculos tight-binding, como mostraremos nos caṕıtulos que seguem.

Seria posśıvel então ajustar os parâmetros de distribuição deste estresse ao longo do

grafeno de modo a se obter polarização dos vales?

1.4 Contribuição da dissertação

Neste trabalho, propomos um dispositivo de filtro de vales, feito de uma fita de

monocamada de grafeno armchair (para se evitar os efeitos de borda), que, não depende

especificamente de configurações diferenciadas de borda, substrato, massas induzidas, ou

campos magnéticos externos. Desse modo, o dispositivo é totalmente baseado em um

tipo particular de torção induzida, que gera uma barreira pseudo-magnética ao longo da

largura da fita. É esperado obter essa torção através da utilização de substratos flex́ıveis.

Esta torção faz com que a fita deforme-se como um “S”. O formato de semi-

ćırculos em direções opostas que forma esta configuração de distorção induz uma inversão

de sinal do campo pseudo-magnético ao longo do “S”. A polarização de vales se origina

então da combinação de dois aspectos importantes deste sistema: (i) o movimento unidi-

recional de estados snake ao longo da barreira pseudo-magnética, em analogia ao caso já

conhecido de estados snake ao longo de barreiras de campos magnéticos aplicados, onde a

direção de propagação depende do sinal do campo, e (ii) o fato de que a o campo pseudo-

magnético que forma a barreira no nosso sistema aponta em direções opostas em cada vale

K e K’. Essa combinação faz com que os elétrons se movam em órbitas semi-circulares

que se propagam em direções opostas nos dois diferentes vales.

Com o intuito de verificar a eficácia de tal mecanismo de filtro de vales, nós

investigaremos a propagação de pacotes de onda que descrevem elétrons neste sistema e

calcularemos a probabilidade de transmissão destes pacotes de onda através da estrutura

utilizando o modelo tight-binding. Investigaremos, então, a dependência da polarização

dos estados de vales distintos com relação aos parâmetros do sistema, tais como raio de

distorção e tamanho da região tensionada, através dos quais, discutiremos como maximi-

zar a polarização sem a ajuda de campos externos. Nossos resultados demonstraram que

a eficiência dessa polarização pode alcançar até 90% ao se promover condições espećıficas

para o sistema, como veremos mais adiante.
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2 PROPRIEDADES ELETRÔNICAS DO GRAFENO

Como já foi mencionado, os átomos de carbono do grafeno estão organizados

em uma rede hexagonal de acordo com a Fig. 9. Nesse tipo de geometria, não é posśıvel

descrever um śıtio qualquer como uma combinação linear de dois vetores de base (em

outras palavras, a rede hexagonal não é uma rede de Bravais). Entretanto, se analisar-

mos essa estrutura como redes triangulares superpostas, vemos que é posśıvel descrever

qualquer átomo do hexágono através de vetores de base a partir de dois tipos de śıtios

que chamaremos de A e B.

Figura 9: Esquerda: Estrutura cristalina do grafeno composta de duas redes triangulares sobre-
postas (~a1 e ~a2 são os vetores unitários, e δi, com i=1,2,3, são os vetores de primeiros vizinhos).
Direita: Zona de Brillouin correspondente. Os cones de Dirac estão localizados nos pontos K e
K’ [33].

Os vetores unitários da rede são

~a1 =
a

2
(3,
√

3), ~a2 =
a

2
(3,−

√
3), (2.1)

onde a ≈ 1.42 Å é a distância para os primeiros vizinhos. Cada átomo da subrede A é

rodeado por 3 átomos da subrede B e vice-versa. Assim, a posição de cada vizinho de um

śıtio nessa estrutura pode ser descrita através dos seguintes vetores

~δ1 =
a

2
(1,
√

3), ~δ2 =
a

2
(1,−

√
3), ~δ3 = a(−1, 0). (2.2)

Após definirmos a rede cristalina do grafeno, devemos analisá-la no espaço

rećıproco. A rede rećıproca do grafeno também será descrita triangularmente, através dos
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vetores

~b1 =
2π

3a
(1,
√

3), ~b2 =
2π

3a
(1,−

√
3). (2.3)

No lado direito da Fig. 9, vemos a zona de Brillouin do grafeno cujos pontos de simetria

serão denominados K e K’, dados por:

K =

(
2π

3a
,

2π

3
√

3a

)
, K ′ =

(
2π

3a
,− 2π

3
√

3a

)
. (2.4)

Estes pontos são conhecidos como pontos de Dirac porque, em baixas energias, elétrons

localizados nessas esquinas da zona de Brillouin podem ser descritos como férmions de

Dirac sem massa.

Para entender o comportamento de elétrons no grafeno utilizaremos o modelo

teórico do tight-binding e, no caso de considerarmos apenas os estados de baixas energias,

utilizaremos a equação de Dirac.

2.1 Modelo tight-binding e equação de Dirac

O modelo tight-binding considera interação apenas entre vizinhos próximos,

assim, seu hamiltoniano será:

HTB = −τ
∑

i,j

(a†ibj + b†jai), (2.5)

onde ai (a†i ) e bj (b†j) aniquilam (criam) um elétron nos śıtios mais próximos i e j das

subredes A e B respectivamente, com parâmetro de hopping τ = 2.7 eV.

Para o caso de uma rede infinita, podemos aplicar a transformação de Fourier

ao hamiltoniano fazendo

ai =
1√
N

∑

k

ei
~k.~riak, bj =

1√
N

∑

k′
ei
~k′.~rjbk′ . (2.6)

Substituindo as Eqs. (2.6) na Eq. (2.5), obtemos

HTB = −
∑

i,j

τ

N


∑

k,k′
e−i

~k.~riei
~k′.~rja†kbk′ +

∑

k,k′
e−i

~k′.~rjei
~k.~rib†k′ak


 , (2.7)

que reescrevemos da seguinte maneira

HTB = − τ

N

∑

i,j

∑

k,k′

[
e−i (~k−~k′).~riei

~k′.(~rj−~ri)a†kbk′ + e−i (~k′−~k).~rie−i
~k′.(~rj−~ri)b†k′ak

]
. (2.8)

Sabemos que cada śıtio do grafeno está rodeado por 3 outros que distam do
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primeiro de acordo com os vetores da Eq. (2.2), assim, ao mantermos o valor de i e

variarmos os valores de j obtemos

HTB = − τ

N

∑

i

∑

k,k′

[
e−i(

~k−~k′).~ria†kbk′
(
e−ik

′
xa + eik

′
x
a
2 eik

′
y

√
3a
2 + eik

′
x
a
2 e−ik

′
y

√
3a
2

)
+

e−i(
~k′−~k).~rib†k′ak

(
eik

′
xa + e−ik

′
x
a
2 e−ik

′
y

√
3a
2 + e−ik

′
x
a
2 eik

′
y

√
3a
2

)
.

(2.9)

Portanto, a transformada de Fourier do Hamiltoniano HTB para uma rede

infinita é

HTB = −τ
∑

k

[
g(~k)a†kbk + g∗(~k)b†kak

]
, (2.10)

onde o fator de estrutura g(~k) é dado por

g(~k) = e−ikxa + 2eikx
a
2 cos

(
ky

√
3a

2

)
. (2.11)

O Hamiltoniano acima pode ser descrito de forma matricial, para isso, fazemos

HTB =
∑

k

〈Ψk|Hk|Ψk〉, (2.12)

com os vetores Ψk = (ak bk)
T . Desse modo, escrevemos HTB como

HTB =


 0 τg(~k)

τg∗(~k) 0


 . (2.13)

Diagonalizando a matriz, encontramos o espectro das bandas de energia do

grafeno dado por

E(~k) = ±τ
√√√√3 + 2 cos(kya

√
3) + 4 cos

(
kx

3a

2

)
cos

(
ky
a
√

3

2

)
, (2.14)

no qual obtemos 6 cones que compoem a banda de valência (Ev ≤ 0) e a banda de

condução (Ec ≥ 0) de acordo com a Fig. 10. Apenas dois dos seis pontos onde esses cones

se cruzam, ou seja, onde as bandas de condução e valência se tocam, são não-equivalentes

- esses são os pontos de Dirac, K e K’, dados no espaço rećıproco pela Eq. (2.4).

Através do zoom na Fig. (10), podemos perceber que as curvas que formam os

cones tendem a uma linearidade quando próximas da região de energia zero (no intervalo

energético de ± 300 meV). Isso indica um comportamento para os elétrons de quasi-

part́ıcula sem massa, que obedece à equação de Dirac, cuja dispersão também é linear.
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Figura 10: Dispersão eletrônica da estrutura de grafeno. A esquerda: Estrutura da bandas. A
direita: Aproximação de um ponto de Dirac. [33]

Para demonstrarmos essa constatação, expandiremos os termos não nulos do Hamiltoniano

da Eq. (2.13) em série de Taylor ao redor dos pontos de Dirac. Assim, definindo as

coordenadas do espaço rećıproco de acordo com o ponto K como

k′x = kx −
2π

3a
, k′y = ky +

2π

3
√

3a
, (2.15)

expandimos o fator de estrutura considerando apenas os termos de primeira ordem em kx

e ky

g
(
~k
)

=
3a

2
(k′x − ik′y)

(
1

2
+ i

√
3

2

)
=

3a

2
(k′x − ik′y)e−i

5π
6 . (2.16)

Agora, o mesmo processo para K’

g
(
~k
)

=
3a

2
(−k′x − ik′y)

(
1

2
+ i

√
3

2

)
=

3a

2
(−k′x − ik′y)e−i

5π
6 . (2.17)

As exponenciais complexas resultantes das expansões podem ser inclúıdas como fases nos

autoestados. Finalmente, substituindo os fatores de estrutura no Hamiltoniano obtemos

a aproximação para o sistema a baixas energias

H±D = h̄vf


 0 ±kx − iky
±kx + iky 0


 , (2.18)

onde o sinal de +(-) se refere ao cone K(K’). Esse Hamiltoniano é quase idêntico ao

de Dirac para duas dimensões, o qual descreve part́ıculas relativ́ısticas com massa zero,

trocando apenas a velocidade da luz c pela velocidade de Fermi vf ≈ 106 m/s .
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Podemos, ainda, reescrever o Hamiltoniano de forma simplificada

HD = vf~σ.~p, (2.19)

onde ~σ são as matrizes de Pauli e ~p é o momento. Diferentemente da equação de Dirac

original na qual essas matrizes representam o grau de liberdade spin, nessa aproximação,

σ é apenas consequência da estrutura cristalográfica do grafeno, por isso é chamado de

pseudo-spin e os autoestados Ψ = [ΨA,ΨB]T de pseudo-spinores, com ΨA(B) sendo a

probabilidade de se encontrar o elétron na subrede A (B).

Portanto, demonstramos que elétrons a baixas energias no grafeno com a in-

fluência de infinitos śıtios de confinamento devidos a átomos vizinhos podem ser descritos

como férmions livres e sem massa que obedecem a equação de Dirac. Através desse

modelo cont́ınuo, observamos caracteŕısticas eletrônicas do grafeno muito interessantes

como: o efeito Hall quântico anômalo [34], o tunelamento de Klein [33] e o fenômeno de

zitterbewegung[35].

2.2 Grafeno em um campo magnético homogêneo

Dando continuidade ao estudo de elétrons a baixas energias em uma monoca-

mada de grafeno, através do modelo de férmions livres, analisaremos os efeitos gerados

por um campo magnético homogêneo nos ńıveis de energia do sistema. Para isso, reescre-

veremos o Hamiltoniano de Dirac presente na Eq. (2.19) com a seguinte transformação

~p→ ~p+ e ~A onde e é o valor absoluto da carga e ~A é o vetor potencial

H = vf~σ · (~p+ e ~A). (2.20)

Considerando o campo magnético uniforme ~B = Bẑ cuja escolha do gauge de

Landau é ~A = Bxŷ, resolvemos

−ih̄vf

 0 ∂x − i

(
∂y + i eB

h̄
x
)

∂x + i
(
∂y + i eB

h̄
x
)

0


Ψ = EΨ. (2.21)

Devido ao gauge escolhido, o Hamiltoniano comuta com py, ou seja, [H, py] = 0.

Assim, a função de onda com duas componentes é dada por

ψ(x, y) = eikyy[ψa(x), ψb(x)]T , (2.22)

onde ky é o vetor de onda na direção y. Se nós usarmos o comprimento magnético

lb =

√
h̄

eB
(2.23)
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como unidade de distância, obteremos a partir da Eq.(2.21)

(
d

dx
+ lbky + x

)
ψb = i

Elb
h̄vf

ψa, (2.24)

(
d

dx
− lbky − x

)
ψa = i

Elb
h̄vf

ψb. (2.25)

Em seguida, ao desacoplaremos as equações para o componente ψb, temos

(
d2

dx2
− (x+ lbky)

2 +
l2bE

2

h̄2v2
f

+ 1

)
ψb = 0. (2.26)

As soluções anaĺıticas dessa equação, já conhecida na literatura, são os polinômios de

Hermite, assim
l2bE

2

h̄2v2
f

+ 1 = 2n+ 1. (2.27)

Portanto, obtemos um espectro discreto que é dado pelos ńıveis de Landau

(LL)

En = ± h̄vf
lb

√
2n, n = 0, 1, 2, ... (2.28)

Figura 11: Nı́veis de Landau como função do campo magnético em uma monocamada de grafeno
[1]

Dois pontos importantes a respeito desse resultado merecem ser destacados.

Primeiro, ao contrário de outros materias em que os ńıveis eletrônicos dependem linear-

mente do campo, no grafeno, os ńıveis de Landau tem uma dependência na forma de
√
B,

assim, o espectro não é equidistante como podemos ver na Fig. 11. Além disso, nesse

espectro de energia existe um ńıvel de E = 0, o qual é uma consequência direta da ine-

xistência de gap dos férmions de Dirac no grafeno [36, 37, 38]. O estado nesse ńıvel possui

quatro degenerescências: duas devido à simetria elétron-buraco e outras duas devido à
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simetria de vales. Tais caracteŕısticas possuem consequências muito relevantes para as

propriedades do grafeno que serão discutidas nessa dissertação.

2.3 Nanofitas de grafeno

Existem dois tipos básicos de bordas em uma nanofita de grafeno: armchair

e zigzag. As diferentes bordas em conjunto com a variação no tamanho das fitas afetam

a estrutura eletrônica do grafeno de forma muito significativa. Para entendermos, pri-

meiramente, as diferenças na geometria de nanofitas, devemos observar a Fig. 12. Nela,

estão representadas nanofitas (a) armchair e (b) zigzag. Definiremos a largura de uma fita

através de N, que é o número de linhas formadas por dois átomos em um célula unitária.

Figura 12: Estrutura de nanofitas de grafeno com (a) bordas armchair e (b) bordas zigzag. Os
retângulos pontilhados definem as células unitárias. N define a largura da fita e os marcadores
x indicam os átomos de carbono que faltam nas bordas. [39]

Em seguida, na Fig. 13, temos a estrutura de bandas de energia e a densidade

de estados para uma nanofita armchair de grafeno com diferentes larguras. Analisando-a,

pode-se concluir que a largura da fita determinará o seu comportamento: metálico ou

semicondutor. Desse modo, os sistemas serão metálicos quando N = 3M − 1, onde M é

um número inteiro. Entretanto, para os sistemas semicondutores, o gap entre as bandas

de energia diminui ao passo que a largura é aumentada até o momento em que o gap será

zero para grandes valores de N [40].

Por outro lado, a estrutura de bandas e a densidade de estados para uma

nanofita zigzag demonstram caracteŕısticas bem diferentes das comentadas anteriormente.

De acordo com a Fig. 14, o estado no topo da banda de valência e o mais baixo na banda de

condução sempre estão degenerados em k = π não importando qual a largura da fita. Já os



29

Figura 13: Estrutura de bandas de energia E(k) e a densidade de estados D(E) para nanofitas
armchair com larguras: (a) N = 4, (b) N = 5 e (c) N = 30. [39]

estados mais centrais das bandas se aproximam uns dos outros ao se aumentar os valores

de N. Assim, começamos a perceber um encontro de bandas na região de 2π/3 ≤ |k| ≤ π,

onde estas estão localizadas nas proximidades do ńıvel de Fermi. Portanto, através da

distribuição da densidade de cargas, conclúımos que estes últimos estados citados estão

localizados nas bordas zigzag da nanofita de grafeno [41].

Figura 14: Estrutura de bandas de energia E(k) e a densidade de estados D(E) para nanofitas
zigzag com larguras: (a) N = 4, (b) N = 5 e (c) N = 30. [39]

Do mesmo modo, as funções de onda dos estados de borda também estarão

localizados, em sua maioria, nas bordas do sistema zigzag. Esse efeito afetaria fortemente

o transporte eletrônico e, consequentemente, os resultados dessa dissertação. Neste traba-

lho, investigaremos somente o caso armchair, no qual é esperado evitar estados de borda.

Logo, modelar a propagação eletrônica no sistema como um pacote de onda que não toca

as bordas do sistema será justificável. Como discutiremos mais adiante, a nanofita arm-

chair é, muito convenientemente, a ideal para a filtragem de vales com a tensão mecânica

espećıfica que iremos propor aqui.
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3 EVOLUÇAO TEMPORAL: MÉTODO SPLIT-OPERATOR

Neste caṕıtulo, introduziremos o método split-operator para solucionar as equações

de Schrödinger dependentes do tempo no modelo tight-binding. Ao analisarmos a equação

de Schrödinger

ih̄
∂

∂t
Ψ(~r, t) = HΨ(~r, t), (3.1)

que tem como solução

Ψ(~r, t+ ∆t) = exp
[
− i
h̄
H∆t

]
Ψ(~r, t), (3.2)

podemos identificar a exponencial da Eq. (3.2) como um operador de evolução temporal.

Assim, o próprio Hamiltoniano do sistema será o agente de translação temporal [42].

Com o intuito de aplicarmos o operador temporal na função de onda de forma

mais simplificada, fazemos uma aproximação da exponencial na Eq. (3.2) de acordo com

a “forma de Cayley”:

exp
[
− i
h̄
H∆t

]
Ψ(~r, t) ' 1 + i

2h̄
H∆t

1− i
2h̄
H∆t

Ψ(~r, t) = Ψ(~r, t+ ∆t), (3.3)

que resultará em

(
1− i

2h̄
H∆t

)
Ψ(~r, t+ ∆t) =

(
1 +

i

2h̄
H∆t

)
Ψ(~r, t). (3.4)

Através dessa aproximação podemos determinar a função de onda no sistema

em qualquer intervalo de tempo. Para isso, basta entendermos que a derivada devida ao

operador de momento no Hamiltoniano pode ser calculada em diferenças finitas, o que

discretizaria o espaço e as funções que descrevem os potenciais. Essa discretização nos

permite escrever a função de onda na forma de uma matriz coluna. Assim, a Eq. (3.4) se

tornará uma equação matricial.

Entretanto, quanto maior a dimensionalidade do sistema descrito pelo Hamil-

toniano maior será a diagonalidade da matriz a ser resolvida. Ou seja, se o sistema for

unidimensional a matriz será tridiagonal, se o sistema for bidimensional teremos uma ma-

triz pentadiagonal, e assim por diante. Dessa forma, ao trabalharmos em sistemas com

maior dimensionalidade, os cálculos computacionais serão muito longos e demorados.

Com esse problema em mente, surge a necessidade de utilizarmos o método de

split-operator [43, 44, 45, 46]. Através desse método solucionaremos um problema bidi-

mensional como uma sequência de problemas unidimensionais. Esse método consiste em
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separar convenientemente a exponencial de um operador Ĉ = Â + B̂, de forma aproxi-

mada, como exp[Ĉ] = exp[ Â
2
] exp[B̂] exp[ Â

2
]. Note que a separação não leva a um resultado

exato somente se [Â, B̂] 6= 0, o que como veremos adiante, é o nosso caso.

No modelo de tight-binding, consideramos os śıtios atômicos de um sistema

como poços de potencial nos quais é posśıvel confinar elétrons. Cada uma dessas posśıveis

posições do elétron são consideradas autoestado do sistema. Entretanto, como os poços

possuem valor finito de potencial, existe uma probabilidade de tunelamento para os śıtios

vizinhos. Logo, o Hamiltoniano para um sistema de poços de potencial finito é

H|Ψi〉 ' τi−1|Ψi−1〉+ E0|Ψi〉+ τi+1|Ψi+1〉, (3.5)

onde τj é a energia de hopping do elétron entre os poços i e j. O conjunto dos estados desse

sistema forma uma base ortogonal, através da qual podemos escrever o Hamiltoniano e

diagonalizá-lo. Então, o Hamiltoniano de um sistema unidimensional na forma de matriz

será

HTB =




. . . . . . 0 0 0 0

. . . E0 τi−1 0 0 0

0 τi−1 E0 τi 0 0

0 0 τi E0 τi+1
. . .

0 0 0 τi+1 E0
. . .

0 0 0 0
. . . . . .




. (3.6)

Como o sistema de estudo dessa dissertação é o grafeno, torna-se necessário que

desenvolvamos essa matriz para o caso bidimensional. Logo, devemos considerar linhas

e colunas com ı́ndices n e m respectivamente. Além disso, lembremos que, no modelo

tight-binding para o grafeno, cada átomo interage apenas com outros 3, assim devemos

ajustar o parâmetro de hopping, pois agora que teremos duas dimensões, um dos quatros

parâmetros (que seriam esperados se a rede fosse quadrada) deverá ser nulo. Assim, o

Hamiltoniano bidimensional poderá ser escrito na seguinte forma

HTB|Ψnm〉 = Hn|Ψnm〉+Hm|Ψnm〉, (3.7)

no qual os operadores de linha (Hn) e coluna(Hm) são

Hn|Ψnm〉 = τn(m+1)|Ψn(m+1)〉+ τn(m−1)|Ψn(m−1)〉+
E0

2
|Ψnm〉, (3.8)



32

Hm|Ψnm〉 = τ(n+1)m|Ψ(n+1)m〉+ τ(n−1)m|Ψn(m−1)〉+
E0

2
|Ψnm〉. (3.9)

Portanto, ao desenvolvermos o Hamiltoniano em duas partes, linha e coluna,

simplificamos o problema de uma matriz pentadiagonal para o caso de duas matrizes

tridiagonais.

Finalmente, podemos aplicar esse método à Eq. (3.2), mais precisamente, ao

operador de evolução temporal

exp
[
− i
h̄
H∆t

]
≈ exp

[
− i

2h̄
Hm∆t

]
exp

[
− i
h̄
Hn∆t

]
exp

[
− i

2h̄
Hm∆t

]
. (3.10)

Nessa aproximação, ainda existe um erro da ordem de ∆t3 devido à não-comutatividade

entre os operadores de linha e coluna [47], que será desprezado porque faremos variações

muito pequenas de tempo (∆t = 0.1 fs).

A função de onda propagada

Ψt+∆t
nm = e−

i
2h̄
Hm∆te−

i
h̄
Hn∆te−

i
2h̄
Hm∆tΨt

nm (3.11)

será obtida através dos três passos dados a seguir:

ηnm = e−
i

2h̄
Hm∆tΨt

nm, (3.12)

ξnm = e−
i
h̄
Hn∆tηnm, (3.13)

Ψt+∆t
nm = e−

i
2h̄
Hm∆tξnm. (3.14)

Cada uma dessas equações será reescrita usando a forma de Cayley para ex-

ponenciais, por exemplo

(
1 +

i∆t

4h̄
Hm

)
ηnm ≈

(
1− i∆t

4h̄
Hm

)
Ψt
nm, (3.15)

e a equação matricial tridiagonal resultante poderá ser, então, solucionada numericamente

por rotinas computacionais conhecidas[48].
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4 EFEITOS DE DISTORÇÃO EM NANOFITAS

Distorções em nanoestruturas de grafeno são capazes de alterar caracteŕısticas

não só geométricas mas, também, eletrônicas [49]. Desse modo, através da capacidade de

manipularmos eficientemente distorções em camadas de grafeno crescidas epitaxialmente

com boa adesão em um substrato flex́ıvel, podemos ajustar propriedades eletrônicas de-

sejadas para a criação de novos dispositivos.

Deformações devido a torções elásticas mudam as posições atômicas e, conse-

quentemente, alteram a amplitude de hopping dos átomos de carbono, gerando um novo

termo no hamiltoniano original da Eq. (2.5):

H ′TB = −
∑

i,j

τija
†
ibj + h.c., (4.1)

onde τij é o parâmetro de hopping entre os átomos adjacentes em i e j (primeiros vizinhos)

para o caso torcido e é dado por

τi,j = τe−β(δai,j/a0−1), (4.2)

no qual, β ≈ 3, 37 e δai,j é o comprimento do vetor das posições atômicas na região

torcida.

Expandindo novamente esse hamiltoniano em torno dos pontos de Dirac, ob-

temos

H ′TB =
∫
d2r{A(~r)a†1(~r)b1(~r) + h.c}, (4.3)

com uma expressão similar para o cone 2, mas substituindo A por A*, onde

A(~r) =
∑

~δaij

τij(~r) exp−i
~δaij . ~K . (4.4)

Como já foi dito, a estrutura hexagonal do grafeno não é uma rede de Bravais,

portanto, não possui simetria inversa para o hopping de primeiros vizinhos. Assim, a

função A deve ser complexa

A(~r) = Ax(~r) + iAy(~r). (4.5)

Reescrevendo o hamiltoniano em termos de spinors de Dirac, temos
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H ′D =
∫
d2r[Ψ̂†1(~r) ~σ. ~A(~r) Ψ̂1(~r)], (4.6)

onde ~A = (Ax, Ay). Esse resultado nos mostra que variações na amplitude de hopping

induzem um potencial vetor efetivo, que desloca os cones de Dirac de acordo com a Fig. 15.

Esse efeito é semelhante ao gerado por um campo magnético aplicado perpendicularmente

a uma nanofita se compararmos tal resultado com o hamiltoniano de Dirac da Eq. (2.20).

A presença de um potencial vetor indica a indução de um campo magnético efetivo que

pode ser dado por Bps = ∇×A. Entretanto, para que não haja quebra global de simetria

de reversão temporal, os cones de Dirac possuem sinais opostos para os campos induzidos,

gerando uma compensação entre eles [50, 51]. Assim, com uma distribuição de tensão é

posśıvel induzir grandes campos pseudo-magnéticos que possuem sinais opostos nos dois

vales desse sistema.

Figura 15: Gráfico de densidade da dispersão de energia para: (a) região sem torção, (b) torção
aplicada ao longo da direção armchair e (c) da direção zigzag [52].

Previu-se que torções aplicadas com simetria triangular, como desmonstrado

na Fig. 16 resultariam em campos magnéticos praticamente uniformes que seriam perpen-

diculares ao plano do grafeno [24], desse modo, o transporte eletrônico na monocamada de

grafeno seria afetado pelas órbitas de Lorentz no plano. Mais recentemente, demonstrou-

se que deformações circulares, de acordo com a Fig. 17, utilizadas nesse trabalho, também

induziriam campos com essas mesmas propriedades [32].

No caso de uma folha de grafeno retangular com comprimento Wx e largura

Wy, o formato da distorção requerida é de um arco de ćırculo, que tem as posições dos

átomos definidos por

ux(x, y) = (R + x) cos

[
2y

Wy

arcsin
(
Wy

2R

)]
− y, (4.7)
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Figura 16: Geometria com simetria triangular de distorção com tensão normal à superf́ıcie.[24]

Figura 17: (a) Exemplo de grafeno retangular deformado em arco. Os raios das bordas inferiores
e superiores são R e R+W, respectivamente (R = 5×L). (b) Campo magnético efetivo, em Teslas,
para a mesma nanofita deformada. As dimensões são W = 200 nm, L = 192 nm, e R = 5×L =
960 nm. A distorção máxima é de 10%.[32]
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e

uy(x, y) = (R + x) sin

[
2y

Wy

arcsin
(
Wy

2R

)]
−R− x. (4.8)

Como mencionado anteriormente, já que o campo pseudo magnético aponta

em direções opostas nos pontos K e K’, abrem-se as possibilidades para criação de dis-

positivos em que é posśıvel filtrar pacotes de onda com vales distintos. Recentemente,

demonstrou-se que, no sistema da Fig. 18 o qual se baseia na distorção proposta pelas Eqs.

(4.7) e (4.8), somando-se os efeitos de campo magnético externo e induzido por tensão

cria-se uma supressão quase perfeita do campo magnético em um dos pontos de Dirac,

enquanto o campo efetivo no outro é aumentado. Um pacote de onda em um dos pontos

de Dirac que se propaga no sistema é rapidamente refletido, enquanto o outro exibe uma

trajetória praticamente reta [43]. Desse modo, o sistema funciona como um filtro de vales.

Tais resultados são mostrado na Fig. 19. Outros filtros de vale baseados em strain em

monocamadas de grafeno sugeridos na literatura dependem também de potenciais e/ou

campos magnéticos externos [25, 26, 27, 28, 29].

Figura 18: (a) Esboço de uma folha de grafeno tensionada: considerou-se uma amostra retan-
gular de largura W e altura L, flexionada como um arco de ćırculo de raio R. A folha de grafeno
não tensionada é mostrada como ćırculos abertos, para comparação. (b) Barreira magnética
induzida por tensão, obtida flexiondando-se a rede do grafeno apenas na região y≥ 0.[43]

Entretanto, demonstraremos que utilizando-se de uma geometria diferente não

haverá necessidade de se aplicar um campo magnético externo para polarizar os vales.

Para entendermos melhor a escolha da geometria desse trabalho, faremos uma analogia

com um sistema no qual é aplicado um campo magnético externo não homogêneo.
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Figura 19: (a) Trajetórias no plano xy para pacotes de onda com momento inicial k0
y = 0.02Å−1

em torno de K (śımbolos) e K’ (curvas), para um elétron e um buraco respectivamente,
considerando-se uma folha de grafeno flexionada como um arco de ćırculo de raio R = 1 µm e
um campo magnético externo B = 0 T (aberto, solida) e 4.9 T (fechado, tracejada). As curvas
azuis finas mostram os resultados para duas outras intensidades de campo magnético externo
para o pacote em K. (b) Probabilidade de se encontrar a part́ıcula em y ≥ 0 como função do
tempo, para pacotes de onda com as mesmas configurações que em (a).[43]

4.1 Snake states

Estudos recentes [53, 54] demonstraram as propriedades eletrônicas do grafeno

em um campo magnético perpendicular não homogêneo:

B(x) =





B, x < −d
B′, |x| ≤ d

σB, x > d




, (4.9)

onde σ = ±1 é o sinal do campo magnético na terceira região do sistema. O perfil do

campo na camada de grafeno é dado pela Fig. 20.

Devido à dependência do campo magnético em relação ao eixo x, através da

qual o campo muda de sentido, observaremos uma variação no comportamento dos estados

do pacote de onda durante sua propagação. Esses novos estados são chamados de snake

states. No caso σ = 1, onde B′ ≤ 0, existe a possibilidade de propagação de pares de

snake states em sentidos contrários. Já no caso de σ = −1 e B’=0, a propagação dos snake

states é unidirecional. Assim, a trajetória clássica de um t́ıpico snake state no último caso

está esquematizado na Fig. 21.

Fazendo uma analogia entre o grafeno com campo magnético externo e com

uma distorção, é esperado que encontremos, também, snake states em nanofita de grafeno

torcida. Essa conclusão vem do fato de que sabemos que a distorção circular deforma a
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Figura 20: Perfil do campo magnético (a) Caso σ = 1. Para B′ ≤ 0, a propagação de pares de
snake states em sentidos contrários é posśıvel. (b) Caso σ = −1, com propagação unidirecional
de snake states. [54]

Figura 21: Trajetória clássica de um snake state em uma regiao de campo magnético perpen-
dicular à camada de grafeno, onde nos dois lados da figura temos campos magnéticos de sinais
contrários. [53]
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zona de Brillouin do grafeno, deslocando os cones de Dirac, da mesma forma de quando se

aplica um campo magnético uniforme perpendicularmente ao plano do grafeno. Portanto,

para obtermos snake states em uma nanofita de grafeno sem o uso de campo magnético

externo devemos distorcê-la em diferentes direções promovendo uma barreira de campo

pseudo magnético, com regiões de campo que mudam de sinal ao longo do eixo perpendi-

cular ao de propagação.

Assim, o sistema utilizado nesse trabalho consiste de uma nanofita de grafeno

com largura Wy e comprimento Wx (Wy = 6387.16 Å e Wx = 2213.56 Å , correspondendo

a 1801×3000 átomos) que é mecanicamente torcida em uma configuração espećıfica, como

esquematizado na Fig. 22(a): ao longo de uma certa região de comprimento β, a fita é

torcida em dois arcos circulares de raio R, em direções opostas. Essa curvatura é obtida

definindo o deslocamento das posições atômicas de acordo com as Eq.(4.7) e (4.8). Uma

transição brusca entre as regiões torcida e não torcida da fita seria claramente imposśıvel,

já que levaria a um distaciamento interatômico muito grande e irreal nas proximidades

da região de transição, especialmente para R pequenos. Portanto, consideramos uma

variação suave (gaussiana) na curvatura KR = 1/R = (1/R0)e(−j2/β2), onde j é ı́ndice da

coluna na qual a posição atômica dada pertence à rede [55], o comprimento é descrito

pelo parâmetro adimensional β, enquanto R0 fornece o raio máximo da curva (isto é, na

coluna central dos átomos, onde xi,j = 0 na falta de torção).

A distorção circular deforma a zona de Brillouin, deslocando os cones de Di-

rac um em relação ao outro, da mesma forma quando um campo magnético uniforme é

aplicado perpendicularmente ao plano do grafeno, fazendo com que K → K+ 2/Φ0, onde

Φ0 = e/h é o quantum de fluxo. Tal formato de deformação muda as energias de hopping

e, assim, induz um potencial vetor efetivo

Ax + iAy =
1

evf

∑

δai,j

δτi,je
−iK.δai,j , (4.10)

onde δai,j é o vetor distância entre os átomos adjacentes i e j na região distorcida, vf é a

velocidade de Fermi, δτi,j é a diferença entre as energias de hopping da região torcida e

não torcida, e o campo pseudo-magnético é dado por Bps = ∇× A.

Além disso, a distorção em diferentes direções para y > 0 e y < 0 gera uma

barreira de campo pseudo-magnético, com regiões de campo que mudam de sinal em y=0.

Um exemplo esquematizado da configuração de distribuição de campo pseudo-magnético

induzido por torção está presente na Fig. 22(b) para um conjunto de parâmetros repre-

sentativos (β,R0). Nós ressaltamos que o exemplo considerado na Fig. 22(b) é muito

menor que o investigado nesse trabalho, já que calcular e plotar uma distribuição de vetor
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Figura 22: (a) Esquema de uma fita de grafeno torcida. O estresse é definido por ćırculos de raio
R (pontilhado vermelho), que decai suavimente à zero para os locais de entreda e sáıda, de modo
que a largura da região tensionada é definida por β. O mapa de cor indica os deslocamentos
locais menores (regiões claras) e maiores (regiões escuras). A linha de átomos centrais (linha
verde pontilhada) nunca é tensionada nessa configuração. (b) (cima) Esquematização do perfil
do campo pseudo-magnético induzido para uma configuração de tensão representativa (β,R0).
(baixo) Visão transversal do campo pseudo-magnético ao longo das linhas localizadas nas regiões
y > 0 (linha pontilhada roxa) e y < 0 (linha traçada azul) do sistema do painel de cima,
considerando dois raios máximos diferentes, com R2

0 > R1
0.
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potencial ao longo de 1801 × 3000 posições atômicas no nosso real exemplo demandaria

cálculos computacionais muito grandes. Então, o campo pseudo-magnético na Fig. 22(b)

é discutido aqui apenas qualitativamente. O campo induzido é zero no ińıcio e no fim

da região estudada, onde a distorção é nula, e assume valores no intervalo que vão de

Bps = Min até Bps = Max ao longo do comprimento da nanofita próximo a x=0, onde

a torção é máxima. Duas barreiras adicionais são observadas consistentemente no lado

esquerdo e no lado direito da barreira principal no centro. Entretanto, estas são muito

menores que a central e, assim, não têm um papel importante no processo de filtragem de

vales, como demonstraremos mais a frente. De fato, observamos que ao aumentarmos R0,

essas barreiras adicionais tornam-se cada vez menores em comparação com a principal

de modo que a importância destas nas propriedades de transporte do sistema estudado

neste trabalho (com R0 maior) é despreźıvel. Isto pode ser verificado na comparação dos

paineis inferiores da Fig. 22(b) para dois diferentes raios máximos R2
0 > R1

0 assumindo

um comprimento fixo para a região tensionada β.

4.1.1 Solução anaĺıtica

Mantendo em mente a analogia mencionada, calcularemos primeiramente a

dispersão de energia ao longo da fita na presença de uma barreira magnética seguindo os

mesmos passos da seção 2.2. Entretanto, agora, assumiremos um campo magético não

homogêneo ~B = Bẑ que depende unicamente da coordenada tranversal:

B(y) =





B, y < 0

−B, y > 0



 . (4.11)

Como já foi mencionado, elétrons a baixas energias no grafeno exibem uma

dispersão de energia quase linear, de modo que se comportam como férmions sem massa

de Dirac obedecendo, portanto, à equação de Dirac:

σ ·
(
−i∇+

e

h̄
A
)

Ψ = ĒΨ, (4.12)

com energia E = h̄vF Ē.

Definindo o potencial vetor no gauge de Landau, A = Ā(y)êx, com Ā(y) =

−B(y)y, a solução geral para a função de onda com invariância translacional na direção

do eixo x é Ψ(x, y) = ψ(y)eikx. Assim, nós obtemos da Eq. (4.12):


 0 k − ∂y + A(y)

k + ∂y + A(y) 0




 ψ1(y)

ψ2(y)



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= Ē


 ψ1(y)

ψ2(y)


 , (4.13)

onde A = e
h̄
Ā. Isso nos levará às equações desacopladas para cada componente: por

exemplo, para a componente para cima do spinor,

{
∂2
y +

e

h̄
B(y)−

[
k − e

h̄
B(y)y

]2

+ Ē2

}
ψ1(y) = 0. (4.14)

Se utilizarmos o comprimento magnético

lb =

√
h̄

e|B| (4.15)

como unidade de distância, nós obteremos

{
∂2
y + sgn(B(y))− [klb − sgn(B(y))y]2 + ε2

}
ψ1(y) = 0. (4.16)

onde ε = Ēlb = Elb/h̄vF .

Encontraremos a dispersão de energia ao longo da direção y através de soluções

anaĺıticas dessa equação em termos das funções parabólicas ciĺındricas [54]. Note que o

campo magnético B(y), como definido pela Eq. (4.11), é constante, consequentemente,

podemos separar as soluções para cada região como

ψB>0(y) =
∑

±
a±


 Dp(±q)
∓
√

2
iε
Dp+1(±q)


 , (4.17)

ψB<0(y) =
∑

±
a±


 Dp+1(±q)
±
√

2
iε

(p+ 1)Dp(±q)


 , (4.18)

onde

q =
√

2 [sgn(B)klb] , (4.19)

p =
(ε)2

2
− 1. (4.20)

A continuidade da função de onda e as suas derivadas nas duas regiões do

sistema fornecem as condições de contorno que permitem calcular os ńıveis de energias

quantizados do sistema.

As Eqs. (4.17) e (4.18) representam soluções para a primeira região do sis-

tema, mas também podem expressar soluções para a segunda região apenas trocando os

coeficientes a± → c±.

Com o intuito de evitarmos divergência nas soluções para que possamos nor-
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malizar as funções de onda, fazemos a+ = c− = 0. Em seguida, a partir da condição

de contorno em y = 0 montamos a equações que geram as condições de quantização de

energia. Assim, obtemos:

(
iε√
2
v2 −

√
2

iε
(p+ 1)u2

)
= 0, (4.21)

cujas funções são dadas por

u = Dp(−
√

2klb), (4.22)

v =
√

2
iε
Dp+1(−

√
2klb). (4.23)

-2 -1 0 1 2
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

 K
 K'

E
n (h

v f / 
l b)

k (1 / lb)

Figura 23: Estados energéticos para uma part́ıcula de Dirac na presença de (pseudo) campo
magnético. Resultados para K e K’ são os mesmos para um campo magnético externo, enquanto
que para um pseudo campo magnético, o espectro de K’ (ćırculos vermelhos) difere daquele para
o vale K.

Os resultados anaĺıticos para esse sistema são ilustrados na Fig. 23, na qual

observamos uma assimetria nas bandas de energia ao longo da barreira em relação ao eixo

kx = 0. Ou seja, os estados energéticos (predominantemente) decrescem monoticamente

com kx, isto significa que elétrons ocupando esses estados têm uma velocidade negativa

v = (1/h̄)dE/dk, que eventualmente convergirá a zero quando kx → +∞. É fácil verificar

que ao inverter o sinal do campo magnético, a configuração é refletida com relação ao

eixo kx = 0, e as velocidades de propagação são, agora, predominantemente positivas.

A interpretação f́ısica desse resultado tem base na existência dos snake states que se

propagam ao longo da região de campo magnético, que pode ser entendido até mesmo

por uma análise clássica simplista desse problema, envolvendo força de Lorentz, órbitas
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ciclotrônicas e a regra de mão direita.

Entretanto, esse resultado é de especial importância no contexto de campo

pseudo-magnético discutido aqui: já que o campo pseudo-magnético induzido por tensão

aponta para direções opostas nos diferentes cones de Dirac K e K’, elétrons em cada cone

podem apenas se propagar por snake states em direções opostas no sistema proposto nessa

dissertação, o que promove um processo muito eficiente de filtragem de vales, como vamos

verificar com nossos resultados numéricos a seguir.

4.1.2 Solução numérica

Com o objetivo de estudar a propriedades de transporte em uma grafeno tor-

cido, usaremos o Hamiltoniano com o modelo tight-binding

HTB = −
∑

i,j

τija
†
ibj + h.c., (4.24)

entretanto, faremos uma aproximação de primeira ordem no parâmetro de hopping para

o sistema torcido

τij → τij

(
1 +

2δaij
a0

)
. (4.25)

Um pacote de onda inicial

Ψ(x, y) = exp

[
−(x− x0)2

2σ2
x

− (y − y0)2

2σ2
y

+ ikxx+ ikyy

]
, (4.26)

é propagado utilizando-se o método de split-operator que já foi mencionado no caṕıtulo 3.

Durante todo nosso estudo, a largura do pacote de onda foi fixado em σ = 300Å

e o seu vetor de onda ~k tem, por definição, módulo de k = 0.06Å−1, a menos que seja

explicitamente declarado diferente no texto. Usando a aproximação de Dirac para elétrons

a baixas energias no grafeno, segundo a qual E = h̄vfk, a energia do pacote de onda é

estimada em E = 343 meV. Além disso, como nós pretendemos demonstrar a polarização

de vales do pacote, nós o posicionamos ao redor de diferente vales no espaço rećıproco

deslocando o vetor de onda em direção ao pontos de Dirac:

kx ← |k|, ky ← ±
4π

3
√

3a0

, (4.27)

onde o sinal positivo (negativo) se refere ao deslocamento em direção ao ponto K (K’) da

zona de Brillouin, e a0 ≈ 1.42 Å é a distância interatômica.

Com a propagação do pacote de onda Gaussiano, nós calculamos a probabili-

dade de se encontrar o elétron antes (P1), dentro (P2), e depois (P3) da região tensionada,
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através da integral do módulo quadrado da função de onda nos intervalos −3000Å≤ x ≤
−400Å, −400Å≤ x ≤ 400Å, e 400Å≤ x ≤ 3000Å, respectivamente. As probabilidades

de trasmissão são assumidas como sendo o valor de convergência de P3 quando t → ∞.

Além disso, encontramos, também, as trajetórias do pacote, calculando-se o valor médio

da posição, 〈x〉 e 〈y〉, em cada passo de tempo.
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5 RESULTADOS E DISCUSSÃO

A existência de snake states em uma estrutura de grafeno torcida na forma

citada, devido à indução de um campo pseudo magnético, é confirmada pelas trajetórias,

demonstradas na Fig. 24, do centro de massa de um pacote de onda com k = 0.06 Å−1

propagado no tempo através do sistema descrito pela Fig. 22(a), assumindo β → ∞ e

R0 = 104Å como um caso teste.
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Figura 24: Trajetórias dos pacotes de onda de um eletrón que se propaga com momento nos
vales K e K’, iniciando-se nos pontos (x,y) dados por (1250 nm, 300 nm) (direita) e (-1250 nm,
-300 nm) (esquerda). As setas indicam a direção de propagação ao longo das trajetórias.

Se esse pacote de onda tem momento próximo do cone de Dirac K (curvas

pretas e sólidas) e se propaga da esquerda para a direita, iniciando-se na metada inferior

da nanofita, sua trajetória é defletida por causa da força de Lorentz gerada pelo campo

pseudo magnético em direção à metade superior, que em seguida é novamente defletido

agora para baixo através do pseudo campo magnético oposto, formando, portanto, uma

trajetória no formato de uma cobra. Se esse mesmo pacote tem momento ao redor do cone

K’ (curvas vermelhas e pontilhadas), ele, então, será defletido para baixo e eventualmente

repelido da região tensionada. Entretanto, se esse pacote começar na parte superior da

nanofita, ambas as curvas são apenas refletidas com relação ao eixo 〈y〉 = 0 da Fig. 24, e

a situação se mantêm a mesma.

Agora, inversamente, se o pacote de onda se propagar da direita para a es-

querda, será o pacote K’ que terá uma trajetória snake state, enquanto o pacote K é

refletido. É posśıvel se pensar que os pacotes defletidos em direção às fronteiras do sis-

tema, ou seja, longe do centro da fita, poderiam ser refletidos pelas bordas realizando
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skipping orbits e que enventualmente atravessariam toda a região tensionada. Entretanto,

já que a fita possui bordas armchair, os pacotes de onda refletidos são espalhados no

espaço rećıproco para o outro cone de Dirac, cujo campo pseudo magnético é oposto,

fazendo com que, mesmo ao realizar skipping orbits, siga na direção oposta da mesma

forma [56].

Assim, em resumo, elétrons nos cones K (K’) em uma estrutura tensionada

na forma citada desse trabalho podem se propagar apenas para a direita (esquerda). De

forma análoga, se a configuração da torção é invertida, as trajetórias descritas por K e K’

são trocadas.

Tal imagem dos snake states sugere fortemente um efeito de filtragem de vales.

De fato, se considerarmos agora um sistema com uma região de tensão finita β = 900 (β é

adimensional, no nosso modelo) e R0 = 10000 Å, um pacote de onda com k = 0.06 Å−1 ao

redor do cone K atravessa essa região com uma alta probabilidade P3 → 0.9, enquanto que

o mesmo pacote em K’ possui uma probabilidade de trasmissão muito menor, P3 → 0.3.

Isso é demonstrado na Fig. 25

1

time (fs)

300

Figura 25: Densidades de probabilidade, como função do tempo, de se encontrar elétron antes
(P1), dentro (P2), e depois (P3) da região tensionada com β = 900 e R0 = 10000 Å, para um
pacote de onda com k = 0.06 Å−1 ao redor do ponto K da zona de Brillouin. Os resultados de
P3 considerando o pacote ao redor de K’ são mostrados para comparação.

Em seguida, buscamos otimizar o efeito de polarização de vales. A polarização,

definida como P = 1 − P3/P
′
3, onde P ′3 é a probabilidade de transmissão de um pacote

de onda no cone K’, é mostrada na Fig. 26, na qual assumimos diferentes parâmetros

β e R0. Para um raio de torção fixo R0, ao aumentarmos o comprimento da região

tensionada β, aumentamos o efeito de polarização, como verificado na Fig. 26(a). Além



48

disso, os resultados obtidos neste gráfico também sugerem que ao diminuirmos R0, sempre

melhoraremos a polarização; isso é razoável de se pensar, já que raios menores provocam

grandes distorções na estrutura e, consequentemente, induzem campos pseudo magnéticos

mais fortes. Entretanto, isso não é sempre o caso: a Fig. 26(b) mostra que mesmo

para valores de β grandes como 900, ao diminuirmos o raio de torção, o efeito máximo

de polarização sempre será encontrado em torno do valor R0 ≈ 5000 Å, de modo que

para raios menores que este a polarização será sempre reduzida. Isto se deve ao fato

de que a conexão suave entre a parte não tensionada da fita e a região distorcida pode

acabar gerando uma distribuição complicada de campos pseudo magnéticos, onde haveria

diferentes regiões com campos que apontariam para direções opostas, o que afetaria o efeito

de polarização que estamos investigando aqui. Este fato também explica a polarização

negativa observada para pequenos valores de β na Fig. 26(a).

Na verdade, a validade do campo pseudo magnético efetivo proposto aqui

como modelo de baixas energias para nossos cálculos no tight-binding, onde as barreiras

do campo são aproximadamente constantes, só é garantida nas regiões onde a curvatura

circular de torção tem um raio quase uniforme, ou seja, próximo de 〈x〉 = 0. Em contra-

partida, a predições qualitativas deste modelo tão simples são verificadas pelos cálculos

do modelo tight-binding demonstrados aqui, onde se encontram polarizações da ordem de

0.9.

Até então, todos os resultados foram obtidos para k = 0.06 Å−1, que cor-

responde à energia do pacote de onda de E = 343 meV. Entretanto, é importante que

verifiquemos como a polarização depende da energia do pacote. Esta relação é demons-

trada na Fig. 27, através da qual observamos que o processo de filtragem de vales proposto

neste trabalho tem um intervalo energético ideal de ocorrências. De fato, como o raio das

órbitas de Lorentz de um férmion de Dirac sem massa é dado por R = E
evfB

, assumindo

E ≈ mv2
f , se a energia fosse muito baixa, as orbitas pseudo-magnéticas de Lorentz teriam

um raio tão pequeno que apenas porções do pacote de onda que estivessem bem próximas

do eixo y = 0 conseguiriam ultrapassar o sistema em snake state, enquanto que o restante

do pacote prontamente voltaria. Por outro lado, se a energia fosse muito alta, os raios das

orbitas poderiam se tornar maiores que a região tensionada, de modo que a propagação

em snake state que proporciona a polarização não aconteceria.

Além disso, o raio da orbita de Lorentz é inversamente proporcional à intensi-

dade do campo pseudo magnético, portanto, aumentando a distorção através da dimuição

do raio R0, dimiuiŕıamos, também, o raio das orbitas de Lorentz. Essa análise clássica é

consistente com os nossos resultados numéricos: na Fig. 27(a), o maior raio de distorção

R0 = 12000Å fornece o decaimento mais rápido na polarização na medida em que au-
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mentamos as energias, já que este raio induz um campo pseudo magnético pequeno, de

modo que energias um pouco maiores do que a ideal E ≈ 125 meV já provocam raios de

órbita maiores que a região tensionada.

Reciprocamente, para energias menores que E ≈ 125 meV, o raio R = 12000 Å

promove a melhor polarização, já que seu pequeno campo pseudo magnético compensa as

baixas energias e previne que os raios das orbitas se tornem muito pequenos. Além disso,

a Fig. 27(b) mostra que, para altas energias, onde os raios das orbitas são grandes, a

polarização se torna mais eficiente para valores maiores de β, e a energia para polarização

máxima aumenta com esse parâmetro.
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Figura 26: Polarização dos vales do pacote de onda após a região tensionada (a) como função dos
raios de torção R, para diferentes valores de β, (b) como função da largura da região tensionada
β, para diferentes valores de raio.
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Figura 27: Polarização de vales do pacote de onda que deixa a região torcida como função de
sua energia, considerando (a) β = 900 e diferentes raios, e (b) R0 = 6000Åe diferentes valores
de β.
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6 CONCLUSÃO

Nesta dissertação, investigamos a propagação de um pacote de onda através

de uma nanofita de grafeno com uma distribuição espećıfica de tensão, que induz uma

barreira pseudo-magnética ao longo da fita. Analisando a trajetória do centro de massa

do pacote, calculada com a resolução numérica da equação de Schrödinger dependente

do tempo para o Hamiltoniano tight-binding, observamos a propagação por meio de snake

states, os quais possuem uma direção de propagação fixa, que é consistente com o modelo

de campo pseudo-magnético. Contudo, pode-se verificar analiticamente que, ao se reverter

o campo magnético induzido, a direção de propagação dos snake states também deve se

reverter.

Já que os campos pseudo-magnéticos, devido à deformação, apontam para

direções opostas nos diferentes cones de Dirac da estrutura de bandas do grafeno, pacotes

de onda em diferentes cones têm obrigatoriamente direções fixas e opostas de propagação,

o que sugere um processo muito eficiente de filtragem de vales que não necessita de defeitos

de rede, nem de padronização de bordas ou de qualquer outro campo ou potencial externo

aplicado.

De fato, nossos resultados demonstraram uma polarização de vales significante

através do sistema, que atinge valores máximos quando (i) o raio do ćırculo que define

a torção diminui para valores intermediários e (ii) o comprimento da região tensionada

aumenta.

Além disso, as ferramentas matemáticas e os códigos computacionais desenvol-

vidos ao longo desse trabalho permitem estudar propriedades de transporte em vários ou-

tras configurações de tensão mecânica, até mesmo na presença de vacâncias, defeitos, etc.

A filtragem de pacotes de onda através de linhas de defeitos do tipo pentágono-heptágono

na rede hexagonal do grafeno, por exemplo, ainda é um problema pouco investigado na

literatura, e as técnicas aplicadas aqui para o estudo da otimização de filtragem de vales

podem ser diretamente aplicadas ao estudo dessas estruturas.

Como mostrado ao longo dessa dissertação, cada torção circular deve gerar

um campo pseudo-magnético quase uniforme. Uma série de torções de forma periódica ao

longo de uma nanofita, então, poderia gerar uma super-rede de regiões de confinamento

para um elétron. O estudo da densidade de estados e estrutura de bandas nesse sistema

também é um dos planos para trabalhos futuros.
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All-strain based valley filter in graphene nanoribbons using snake states, L.
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Physical Review B.



All-strain based valley filter in graphene nanoribbons using snake states

L. S. Cavalcante,1, ∗ A. Chaves,1, 2, † D. R. da Costa,1, 3, ‡ G. A. Farias,1, § and F. M. Peeters3, 1, ¶

1Universidade Federal do Ceará, Departamento de F́ısica Caixa Postal 6030, 60455-760 Fortaleza, Ceará, Brazil
2Department of Chemistry, Columbia University, 3000 Broadway, 10027 New York, NY

3Department of Physics, University of Antwerp, Groenenborgerlaan 171, B-2020 Antwerp, Belgium

A pseudo-magnetic field kink can be realized along a graphene nanoribbon using strain engineer-
ing. Electron transport along this kink is governed by snake states that are characterized by a
single propagation direction. Those pseudo-magnetic fields point towards opposite directions in the
K and K′ valleys, leading to valley polarized snake states. In a graphene nanoribbon with armchair
edges this effect results in a valley filter that is based only on strain engineering. We discuss how to
maximize this valley filtering by adjusting the parameters that define the stress distribution along
the graphene ribbon.

PACS numbers: 81.05.U-, 72.80.Vp, 73.63.-b

I. INTRODUCTION

The advent of graphene1,2 not only represented the be-
ginning of a new era of atomically thin materials, with
potential technological applications in future electronic
and photonic devices, but also brought the possibility
of observing several novel phenomena due to its unique
band structure, consisting of Dirac cones in points la-
beled as K and K ′ in its first Brillouin zone. In fact,
the existence of two inequivalent cones is of special im-
portance, since it enables a new degree of freedom to be
explored in novel valley-tronic devices.

Several suggestions have been made to harvest valley
polarization in graphene: Rycerz et al.3 demonstrated
that specific combinations of armchair and zigzag edges
in a monolayer graphene ribbon lead to efficient valley
filtering. Non-uniform substrate induced masses can also
be used to obtain valley polarization, as shown in Refs.
[4,5]. As for bilayer graphene, valley filtering can be ob-
tained by specific configurations of external potentials,6

or boundaries with monolayer graphene regions.7,8 On
the other hand, recent studies have demonstrated that
pseudo-magnetic fields can be induced in graphene by
specific strain configurations and, since these fields point
towards opposite directions in different Dirac cones9, sev-
eral suggestions of strain-based valley filters have been
proposed in the literature. Most of these proposals in-
volve combinations of the strain induced fields with ap-
plied magnetic and electric fields.10–14 Indeed, strain-
based valley filters are specially interesting, because of
graphene’s ability to withstand large mechanical stress.15

Very large pseudo-magnetic fields have been experimen-
tally observed in e.g. naturally formed bubbles in a
monolayer graphene system on a Pt substrate.16

In this paper, we propose a very different valley fil-
ter device made of a single graphene layer17 that does
not depend on specific edge configurations,3 substrate
induced masses,4 or external magnetic fields10,18. Yet,
it is all based on a particular kind of strain induced in a
monolayer graphene nanoribbon, that provides a pseudo-
magnetic kink barrier along the ribbon width. Such
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FIG. 1: (Color online) (a) Sketch of the strained graphene rib-
bon. Strain is defined by two circles of radius R (red dashed),
which smoothly decay to zero towards the input and output
leads, and the width of the strained region is defined by β.
The color map indicates smaller (brighter regions) and larger
(darker regions) local displacements. Central atoms (green
dashed line along the x-axis) are always unstrained in this
configuration. (b) (top) Contour plot of the induced pseudo-
magnetic field profile for a representative strain configuration
characterized by the parameters (β, R0). (bottom) A cross-
view of the pseudo-magnetic field along the lines placed in
y > 0 (purple short-dashed) and y < 0 (blue long-dashed)
regions of the system in the top panel, for two different max-
imum radii R2

0 > R1
0.
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strain is expected to be attainable by using flexible sub-
strates in combination with e.g. appropriate piezo’s.10,15

The valley polarization originates from a combination of
(i) the uni-directional motion of snake states along the
pseudo-magnetic kink, and (ii) the opposite direction of
the pseudo-magnetic field felt in the K and K ′ valleys.
This combination leads to electrons moving in single or-
bits propagating in opposite directions in the two differ-
ent valleys. In order to verify the efficiency of such valley
filtering device, we calculate the transmission probability
of wavepackets through this structure within the tight-
binding model. Our results demonstrate that a valley
polarization efficiency up to 90% can be reached, pro-
vided specific conditions are met by the system, as we
will discuss in what follows.

II. THEORETICAL MODEL FOR THE STRAIN

Our system consists of a monolayer graphene nanorib-
bon with width Wy ≈ 6387 Å and length Wx ≈ 2214 Å
corresponding to 1801× 3000 carbon atoms, that is me-
chanically strained in a specific configuration, as sketched
in Fig. 1: along a certain region of length β, the ribbon
is distorted into two circular arcs of radius R, in opposite
directions. Such circular bending is obtained by defining
the displacement of the atomic sites as15

ux(x, y) = (R+ x) cos

[
2y

Wy
arcsin

(
Wy

2R

)]
− y, (1)

and

uy(x, y) = (R+ x) sin

[
2y

Wy
arcsin

(
Wy

2R

)]
−R− x, (2)

where ux,y is the lattice distortion due to strain and
the radius has its sign reversed at the y = 0 axis, i.e.
R = |R| (2θ(y)− 1), with θ(y) being the step function.
A sharp transition between strained and unstrained re-
gions of the ribbon would be clearly impossible, since
it would lead to unrealistically large atomic distances in
the vicinity of the transition region, specially for small R.
Therefore, we consider a smooth (Gaussian) variation of

the curvature KR = 1/R = (1/R0)e
(−j2/β2), where j is

the index of the column to which a given atomic site
belongs in the lattice,19 the length is described by the
dimensionless parameter β, while R0 provides the maxi-
mum radius of the curve (namely, at the central column
of atoms, where xi,j = 0 in the absence of strain).
The circular distortion deforms the Brillouin zone,

shifting the Dirac cones with respect to each other,
just like when an uniform magnetic field is applied
perpendicular to the graphene plane,9,15 leading to
K→K+2πA/Φ0, where Φ0 = e/h is the flux quantum.
Such lattice distortion changes the hopping energies and
thus induce an effective vector potential20,21

Ax + iAy =
1

evF

∑

δaij

δτij e
−iK·δaij (3)

where δaij is the vector distance between the adjacent
atoms i and j in the strained lattice, vF is the Fermi
velocity, δτij is the difference between the strained and
unstrained hopping energies, and the pseudo-magnetic
field is given by Bps = ∇ × A. Moreover, the distor-
tion in different directions for y > 0 and y < 0 provides
a pseudo-magnetic kink barrier, with pseudo-magnetic
field regions that change sign at y = 0. A schematic ex-
ample of the pseudo-magnetic field distribution induced
by such strain configuration is presented in Fig. 1(b) for
a representative set of parameters (β, R0). We point out
that the sample considered in Fig. 1(b) is much smaller
than the one investigated throughout this paper, since
calculating and plotting a vector potential distribution
along the 1801 × 3000 atomic sites of our actual sam-
ple requires high computational costs. Therefore, the
pseudo-magnetic field in Fig. 1(b) is discussed here only
in a qualitative way. The pseudo-magnetic field is found
to be zero at input and output leads, where the lattice
displacements vanish, and assume its minimum and max-
imum values along the ribbon width around x = 0, where
the strain is maximum. Two additional kinks are also
consistently observed on the left and right sides of this
main central kink. They are however much smaller than
the central one and, thus, do not play an important role
in the valley filtering process, as we will demonstrate fur-
ther on. In fact, we observe that as we increase R0, these
additional kinks become even lower as compared to the
main kink, so that their importance for the transport
properties of the actual sample studied throughout the
paper (with larger R0) is negligible. This can be verified
by comparing the bottom panels in Fig. 1(b) for two dif-
ferent maximum radii R2

0 > R1
0 assuming a fixed width

for the strained region β.

III. SNAKE STATES ALONG A MAGNETIC
FIELD KINK

Keeping with the analogy between this strain config-
uration and a magnetic field kink, let us first calculate
the energy dispersion along the ribbon in the presence
of such a magnetic barrier. We assume an inhomoge-
neous magnetic field B = Bẑ that depends only on the
transversal coordinate, given by B(y) = B(θ(y)−θ(−y)).
Low energy electrons in graphene exhibit a linear energy
dispersion, so that they behave as massless Dirac-Weyl
fermions, thus, obeying the Dirac equation:

σ ·
(
−i∇+

e

~
A
)
Ψ = ĒΨ, (4)

with energy E = ~vF Ē.

Defining the vector potential in the Landau gauge,
A = Ā(y)êx, with Ā(y) = −B(y)y, the general solution
for the wavefunction with translational invariance in the
x-direction is Ψ(x, y) = ψ(y)eikx. Therefore, we obtain
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from Eq. (4)

(
0 k − ∂y +A(y)

k + ∂y +A(y) 0

)(
ψ1(y)
ψ2(y)

)

= Ē

(
ψ1(y)
ψ2(y)

)
,

(5)

where A = e
~ Ā. This leads us to decoupled equations

for each component: for instance, for the upper spinor
component,

{
∂2y +

e

~
B(y)−

[
k − e

~
B(y)y

]2
+ Ē2

}
ψ1(y) = 0. (6)

If we use the magnetic length lb =
√
~/e|B| as the unit

of distance, we obtain

{
∂2y + sgn(B(y))− [klb − sgn(B(y))y]2 + ǫ2

}
ψ1(y) = 0.

(7)
where ǫ = Ēlb = Elb

/
~vF .

The energy dispersion along the y-direction is obtained
quasi-analytically by solving this equation in terms of
parabolic cylinder functions22, Dp(q). Notice the mag-
netic field B(y) is piecewise constant, hence, one can
separate solutions for each region as

ψB>0(y) =
∑

±
a±

(
Dp(±q)

∓
√
2

iǫ Dp+1(±q)

)
, (8)

ψB<0(y) =
∑

±
a±

(
Dp+1(±q)

±
√
2

iǫ (p+ 1)Dp(±q)

)
, (9)

where q =
√
2 [sgn(B)klb], and p =

ǫ2

2 − 1.
The continuity of the wavefunction and its derivatives

at these regions provides boundary conditions that lead
to quantization of the energy of the system. Eqs. (8) and
(9) represent solutions for the first region of the system,
but they also can express solutions for the second region
by replacing the coefficients a± → c±.
In order that the wavefunctions are normalizable we

demand a+ = c− = 0. Then, the boundary condition
at y = 0 gives the equation that generates the energy
quantization condition. Therefore, we obtain

(
iǫ√
2
v2 −

√
2

iǫ
(p+ 1)u2

)
= 0, (10)

where the functions are given by u = Dp(−
√
2klb), and

v =
√
2

iǫ Dp+1(−
√
2klb). Notice that these results for the

wavefunction are very closely related to the one for a
magnetic kink profile in a normal 2D semiconductor.23

Numerical results for this system are illustrated in
Fig. 2, where we observe an asymmetry in the en-
ergy bands along the kink with respect to the kx = 0
axis. Namely, the energy states (predominantly) mono-
tonically decrease with kx, implying a negative velocity
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 K'

E
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v f / 
l b)
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FIG. 2: (Color online) Energy states for a Dirac particle in the
presence of a (pseudo-)magnetic kink. Results for K and K′

valleys are the same for an external magnetic field, whereas for
a pseudo-magnetic field, the K′ spectrum (red dashed curves)
differs from that from the K valley (black solid curves).

v = (1/~)dE/dk, that eventually converges to zero as
k = kx → +∞. It is straightforward to verify that by
inverting the sign of the magnetic field kink, this fig-
ure is reflected with respect to the kx = 0 axis, and the
propagation velocities are then predominantly positive.
The physical interpretation of this result has its basis
on the existence of snake states24 that propagate along
the kink, which can also be inferred from a simple classi-
cal analysis of this problem, involving Lorentz force, cy-
clotron orbits and the right-hand rule. Nevertheless, this
result is of special importance in the context of pseudo-
magnetic kinks discussed here: since the strain-induced
pseudo-magnetic field points towards opposite directions
in the different Dirac cones K and K ′, electrons in each
cone will propagate in opposite directions in the pseudo-
magnetic kink proposed here, thus yielding an efficient
valley filtering process, as we will verify with our numer-
ical results afterwards.

IV. WAVEPACKET PROPAGATION METHOD

In order to investigate the transport properties in our
strained graphene, we use a Hamiltonian within the tight-
binding model

HTB = −
∑

i,j

τijc
†
i cj + h.c., (11)

where the operator c†i (ci) creates (annihilates) an elec-
tron on site i, and τij is the hopping energy between ad-
jacent atoms i and j (nearest-neighbors), that depends
on the distance δaij between them according to9

τij → τij

(
1 +

2δaij
a0

)
. (12)
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We consider an initial Gaussian wavepacket

Ψ(x, y) = N exp

[
− (x− x0)2 + (y − y0)2

2σ2
+ ikxx+ ikyy

]
,

(13)
where N is a normalization factor and calculate its time
evolution using the split-operator method,18,19 in which
the time-evolution operator for the Hamiltonian H =
Hi +Hj is split as

Ψt+∆t
ij = e−

i
2~Hi∆te−

i
~Hj∆te−

i
2~Hi∆tΨt

ij , (14)

where Hi(j) is the term of the tight-binding Hamiltonian
H that corresponds to a horizontal (vertical) hopping
between atomic sites

Hi|i, j〉 = τ ′ij |i, j + 1〉+ τ ′′ij |i, j − 1〉 (15)

Hj |i, j〉 = τij |i+ 1, j〉+ τij |i− 1, j〉. (16)

Notice that for the horizontal term Hi, one has to differ-
entiate between hoppings to the right and left neighbour-
ing sites, since in the honeycomb lattice, each site has
only horizontal hops to one side. Hence, τ ′ij = τij =⇒
τ ′′ij = 0 and τ ′′ij = τij =⇒ τ ′ij = 0.
The advantage of such splitting lies in the fact that

these operators can be represented by tridiagonal matri-
ces, that are easily handled by standard computational
routines. The wavefunction after a single time step t+∆t
is then obtained in three steps

ηij = e−
i
2~Hi∆tΨt

ij , (17)

ξij = e−
i
2~Hj∆tηij , (18)

Ψt+∆t
ij = e−

i
2~Hi∆tξij . (19)

Each of these equations is re-written using the Cayley
form for the exponentials, e.g.

(
1 +

i∆t

4~
Hi

)
ηij ≈

(
1− i∆t

4~
Hi

)
Ψt

ij , (20)

and the remaining tridiagonal matrix equation is then nu-
merically solved by standard computational routines.25

For our study, we used a wavepacket width of σ = 300

Å and its wave vector ~k has a modulus of k = 0.06 Å−1,
unless otherwise explicitly stated in the text. Using the
linear spectrum approximation for low-energy electrons
in graphene, in which E = ~vfk, the wavepacket energy
is estimated to be E = 343 meV. Besides, as we intend
to demonstrate the valley polarization of the wavepacket,
we place it in different valleys in reciprocal space by shift-
ing the wave vector towards the two inequivalent Dirac
points:

kx ← |k|, ky ← ±
4π

3
√
3a
, (21)
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FIG. 3: (Color online) Examples of trajectories of electron
wavepackets propagating with momenta around K (black
solid curves) and K′ (red dashed curves) valleys, starting at
(x, y) points (indicated by blue solid dots) given by (1250 Å,
300 Å) and (−1250 Å,−300 Å), respectively. Arrows indicate
the direction of propagation along the trajectories.

where the positive (negative) sign refers to a displace-
ment towards the K (K ′) point of the Brillouin zone,
and a ≈ 1.42 Å is the inter-atomic distance.
As the Gaussian wavepacket propagates, we calculate

the probability of finding the electron before (P1), within
(P2), and after (P3) the strained region, as the integral of
the square modulus of the wavepacket, taken within the
intervals −3, 000 Å ≤ x ≤ −400 Å, −400 Å ≤ x ≤ 400
Å, and 400 Å ≤ x ≤ 3, 000 Å, respectively. Transmission
probabilities are assumed to be the convergenced value of
P3 as t → ∞. Besides, we keep track of the wavepacket
trajectories by calculating the average value of the posi-
tion, (〈x〉, 〈y〉), at each time step.
The armchair edges of the ribbon do not support

edge states, therefore, modelling the electron propagat-
ing through the system as a wavepacket, whose tails do
not reach the ribbon edges, is justified.

V. RESULTS AND DISCUSSION

The existence of snake states in such a strained
graphene lattice, as due to the induced pseudo-magnetic
fields, is confirmed by the trajectories drawn in Fig. 3 of
the center-of-mass of a k = 0.06 Å−1 wavepacket propa-
gated in time through the system described by Fig. 1(a),
assuming β → ∞ and R0 = 104 Å, as a test case. If
this wavepacket has momentum around the Dirac cone
K (black solid curves) and propagates from left to right,
starting at the bottom-half of the ribbon, its trajectory is
deflected by the pseudo-magnetic Lorentz force towards
the top-half, where it is deflected downwards again by
the opposite pseudo-magnetic field, thus performing a
snake-like trajectory. If this same packet has momentum
around the K ′ cone (red dashed curves), it is deflected
downwards and eventually repelled from the strained re-
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gion. If this packet starts from the top-half instead, both
curves are just mirror-reflected with respect to the 〈y〉
= 0 axis of Fig. 3, and the situation remains the same.
Conversely, if the wavepacket propagates from right to
left, it is the K ′ packet that draws a snake trajectory,
whereas the K packet is reflected. One could think that
wavepackets deflected towards the edges of the system
(i.e., further away from its center) would be reflected by
the ribbon edges, perform skipping orbits, and eventually
pass through the strained region. However, since the rib-
bon has armchair edges, reflected wavepackets are scat-
tered to the other Dirac cone, where the pseudo-magnetic
field is opposite, thus the skipping orbit follows the oppo-
site direction and the wavepacket comes back anyway.17

This non-propagating edge state is emphasized in Fig.
3 for a wavepacket that started at the bottom-half (top-
half) of the ribbon and aroundK ′ (K) Dirac valley. How-
ever, the present proposal will not work very efficiently
for graphene nanoribbons with zigzag edges. Therefore,
in summary, electrons in K (K ′) cones in such a strained
graphene ribbon can only propagate towards the right
(left). Analogously, if the strain configuration is inverted,
trajectories drawn by K and K ′ packets are switched.
Such a picture of snakes states strongly suggest a valley

filtering effect. In fact, if one now considers a system with
finite strain region β = 900 (in units of the inter-atomic
distance a0 = 1.42 Å) and R0 = 10, 000 Å, a wavepacket
with k = 0.06 Å−1 around the K cone passes through
this region with a high probability P3 ≈ 0.9, whereas the
same packet in K ′ would have a much lower transmission
probability P ′

3 ≈ 0.3.
Let us now search for an optimization of the val-

ley polarization effect. The polarization, as defined by

1

time (fs)

300

FIG. 4: (Color online) Probability densities, as a function
of time, of finding the electron before (P1), within (P2), and
after (P3) the β = 900 and R0 = 10, 000 Å strained region,
for a wavepacket with k = 0.06 Å−1 around the K point of
the Brillouin zone. Results for P3 considering a wavepacket
around K′ are shown for comparison.

900

R0 (Å)
10000

FIG. 5: (Color online) Valley polarization of the outgoing
wavepacket, with k = 0.06 Å−1, as a function (a) of the width
of the strained region β, for different radii R0, and (b) as
function of the strain radius R0, for different β values.

P = 1 − P3/P
′
3, where P

′
3 is the transmission probabil-

ity for a wavepacket in the K ′ cone, is shown in Fig. 5
for k = 0.06 Å−1, assuming different parameters β and
R0. For a fixed strain radius R0, increasing the length of
the strain region β increases the polarization, as shown
in Fig. 5(a). Besides, results in this panel also sug-
gest that decreasing R0 would always improve the po-
larization; this would be reasonable, since smaller radii
yield stronger distortions in the lattice and, consequently,
larger pseudo-magnetic fields. This is however not al-
ways the case: Fig. 5(b) shows that even for β as large
as 900 Å, decreasing the strain radius will always lead to
a maximum polarization at an intermediate value R0 ≈
5, 000 Å, so that the polarization is reduced as the ra-
dius is further decreased. This is due to the fact that the
smooth connection between the unstrained ribbon leads
and the strained region might end up creating a com-
plicated pseudo-magnetic field distribution, with regions
with fields pointing to opposite directions, which would
harm the polarization effect investigated here. This also
explains the negative polarization observed for small β
in Fig. 5(a).
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So far, all results were obtained for k = 0.06 Å−1,
which corresponds to a wavepacket energy E = 343 meV.
It is however important to check how the polarization de-
pends on the wavepacket energy. This is shown in Fig.
6, where we verify that the valley filtering process pro-
posed here has an optimal range of energies. Indeed, if
the energy is too low, the pseudo-magnetic Lorentz or-
bits would have a very small radius, so that only portions
of the wavepacket that are very close to the y = 0 line
would pass through the system as snake states, whereas
the rest of the wavepacket readily turns back. On the
other hand, if the energy is too high, orbit radii may
end up being larger than the strained region length, so
that the snake-like propagation that leads to valley po-
larization no longer occurs. Moreover, the Lorentz orbit
radius is inversely proportional to the pseudo-magnetic
field intensity, therefore, increasing the strain by reduc-
ing R0 would also lead to Lorentz orbits with smaller
radius. This classical picture is consistent with our nu-
merical findings: in Fig. 6(a), the largest strain ra-
dius R0 = 12, 000 Å provides the fastest decay of po-
larization as the energy increases, since it yields a lower
strain-induced pseudo-magnetic field and, therefore, en-
ergies slightly higher than the optimal E ≈ 125 meV

E (meV)

FIG. 6: (Color online) Valley polarization of the outgoing
wavepacket as a function of its energy, considering (a) β = 900
and different radii R0, and (b) R0 = 6, 000 Å, for different
values of β.

already provide orbit radii larger than the strained re-
gion length. Conversely, for energies lower than E ≈ 125
meV, R0 = 12, 000 Å provides the best polarization, as
its weaker pseudo-magnetic field compensates for the low
energy and prevents the orbits radius of becoming too
small. Also, Fig. 6(b) shows that, for higher energies,
where orbit radii are larger, polarization is more efficient
for larger length β, and the energy for optimal polariza-
tion increases with this parameter.

VI. CONCLUSIONS

We have investigated the wavepacket propagation
through a graphene nanoribbon with armchair edges for a
specific strain distribution. The latter provides a pseudo-
magnetic barrier kink along the ribbon. By following
the trajectory of the center-of-mass of the wavepacket,
calculated by solving the time-dependent Schrödinger
equation for the tight-binding Hamiltonian, one observes
snake states, which have a fixed propagation direction,
consistent with the pseudo-magnetic kink picture. How-
ever, one can analytically verify that, by reversing the
magnetic kink, the propagation direction of snake states
must be reversed.

Since the pseudo-magnetic field points towards oppo-
site direction in the different Dirac cones, wavepackets
in the different cones can only have fixed opposite direc-
tions of propagation. This effect results in an efficient
valley filtering process, which does not require either lat-
tice defects, edge engineering, or any externally applied
fields or potentials. Our numerical results show signifi-
cant valley polarization through this system, which can
be optimized by the parameters (β, R0) that depend on
the electron energy (i.e. the Fermi energy).
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