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Resumo

A analise e solucao de problemas fisicos associados a equagoes diferenciais parciais
¢ um assunto no qual os alunos tradicionalmente encontram muitas dificuldades. As-
sim, para auxiliar no processo de aprendizagem de métodos analiticos e numéricos para
resolucao dessas equagoes, desenvolveu-se um ambiente computacional de aprendizagem
adotando-se uma abordagem interdisciplinar, envolvendo computacao simbdlica, funda-
mentos da educacao e tépicos avangados de calculo numérico. Utilizaram-se Myers (1971)
como base do contetudo didético e a teoria da aprendizagem significativa de Ausubel para
organizar a estruturagao deste conteido.

Enfatizando-se os aspectos da descrigao tedrica e detalhamento matemaético, apresen-
tam-se no ambiente de aprendizagem trés métodos de solucao para equacoes diferen-
cias parciais: o método analitico de separacao de varidaveis e os métodos numéricos de
diferencas finitas nas variantes de Euler e de Crank-Nicolson.

O ambiente foi implementado em um sistema de computacgao simbdlica e, portanto,
conta com recursos de manipulagao simbdlica e visualizacao grafica. Isto torna possivel
ao aluno desenvolver e utilizar a solucao analitica, obtida pelo método de separacao de
variaveis, para interpretar e analisar, através de graficos e animagoes, o fenomeno fisico
em questao. O ambiente também proporciona ao aluno meios de se calcular a solucao
numérica interativamente, através dos métodos de diferencas finitas de Euler e Crank-
Nicolson, visualizando-se passo-a-passo os valores da funcao na malha e comparando-os
com os resultados numéricos calculados a partir da solucao analitica.

O ambiente de aprendizagem também oferece recursos para que aluno gere tabelas
e graficos para analisar e comparar os resultados numéricos obtidos pelos trés métodos,
adotando-se como benchmark a solucao obtida pelo método de separacao de variaveis.
Dessa forma, o aprendiz podera acessar a informacao em carater interativo e dinamico,
propiciando o aprendizado autonomo.

Como exemplo de aplicacao e visando-se ilustrar o estudo de problemas fisico-matemé-
ticos, adota-se o problema de transferéncia de calor por condugao, que é utilizado para se
estudar o processo do resfriamento de circuitos eletronicos. Assim, assume-se a difusao
de calor em uma barra de epozy, inicialmente a uma temperatura conhecida e resfriada
subitamente em suas extremidades. Os gréaficos e tabelas disponibilizados pelo ambiente
também permitem que o aprendiz observe de forma critica o processo de resfriamento da
barra, quer através da visualizacao da evolugao dos perfis de temperatura, ou pela curva
de resfriamento de um ponto do dominio espacial.



Abstract

Some difficulties can be identified in teaching and learning of methods to analyze
and solve physical problems associated to partial differential equations. To improve the
learning process of analytical and numerical methods for partial differential equations, a
hybrid approach is adopted to develop a learning computational environment involving
symbolic programming, education principles and advanced topics in numerical methods.
It was adopted the methodology developed by Myers (1971) and the Ausubel’s theory of
meaningful learning.

The learning environment presents three methods to solve parabolic differential equa-
tions, emphasizing theoretical and mathematical aspects: separation of variable and finite
differences according to Euler and Crank-Nicolson variants.

The environment was implemented in a symbolic computer system and, therefore, pro-
vides symbolic manipulation and graphical visualization. Thus the learner can develop
and use the analytical solution, obtained through the method of separation of variable,
to interpret and analyze, with graphs and animations, the physical phenomenon in ques-
tion. Moreover, the environment also provides to the learner a way to calculate the
numerical solution interactively, through the methods of finite differences of Euler and
Crank-Nicolson, visualizing the values of the function in the grid and comparing such
values with the calculated numerical results from the analytical solution.

The learning environment also provides resources for the learner to generate tables
and graphs for analysis and comparison of the numerical results obtained by the three
methods, using the solution obtained by separation of variables as benchmark. Thus the
learner will be able to have access the information in an interactive and dynamic way,
favoring the independent learning.

As an example of application and to illustrate the study of physical-mathematical
problems; the conduction heat transfer problem is adopted, which is used to study the
electronic circuits cooling. Thus it is assumed heat diffusion in an epoxy bar, initially
with a known temperature and cooled suddenly in its extremities. Graphs and tables
provided by the environment also allow the learner to critically observe the process of bar
cooling by visualizing the evolution of temperature profiles or the curve of cooling for a
point in space domain.
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1 Introducao

Apresenta-se neste capitulo a motivacao para a realizacao da pesquisa, contextualizan-
do-se o cenario no qual ela esta inserida. Em seguida, apontam-se os objetivos a serem
alcancados e, por ultimo, descreve-se a estrutura desta dissertagao, apresentando-se o

conteiudo abordado em cada capitulo.

1.1 Motivacao

O desenvolvimento de metodologias de ensino-aprendizagem assistidas por computa-
dor e voltadas para a construcao do raciocinio abstrato fisico-matematico vem se tor-
nando uma promissora linha interdisciplinar de pesquisa, face aos continuos avancos da

informética (CARMO FILHO; RIBEIRO; GONCALVES, 2004; CARMO FILHO et al., 2006).

Um grande desafio que vem sendo enfrentado ¢ a necessidade de se trabalhar contetidos
de diferentes areas do conhecimento, onde se envolvem formalismos da educacao, in-
formatica, matemaética, engenharias e ciéncias (BERRY; DIPIAZZA; SAUER, 2003). Neste
contexto, os métodos analiticos e numéricos para resolucao de equagoes diferenciais parci-
ais associadas a problemas fisicos, e a respectiva interpretacao fenomenoldgica, tornam-se
cada vez mais dificeis quando se enfocam modelos mais avangados (RIBEIRO; COTTA, 1995;

MIKHAILOV; OZISIK, 1984; OZISIK, 1980).

Para estudantes de graduacao e pés-graduacao, desenvolver um bom entendimento
desses métodos numéricos torna-se bastante dificil sem a aprendizagem de alguns con-
ceitos fundamentais associados ao calculo numérico. No ambito da matematica com-
putacional, comumente a literatura voltada para a graduagao dedica mais énfase as
técnicas de derivagao e ao estudo dos métodos numéricos nos seus aspectos matematicos
e computacionais, sem se aprofundar na interpretacao fisica dos resultados obtidos em
funcao do problema associado. Portanto, procede-se mais ao desenvolvimento de for-

mulagoes e algoritmos matematicos (SHAMPINE; GLADWELL, 1999). Vale também ressal-
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tar que o contetudo didatico é tradicionalmente disponibilizado em material impresso,

caracterizando-se como informagao estatica (CARMO FILHO et al., 2004; VALENTE, 1998a).

Um outro aspecto importante a ser mencionado é que, em média, alunos de determi-
nados cursos de graduagao apresentam maior dificuldade para construirem o raciocinio
abstrato fisico-matematico, em muitos casos devido a alguma insuficiéncia no embasa-
mento matematico. Isto pode ser notado quando o professor deseja analisar no quadro a
interpretacao fisica de problemas associados as equacoes diferenciais, o que pode causar
determinadas dificuldades e, conseqiientemente, a perda da motivacao pela disciplina

(CARMO FILHO et al., 2004).

Vale ressaltar que o ensino de disciplinas ligadas a conceitos fisicos passa atualmente
por uma séria dificuldade relacionada a deficiéncia com o trato matematico necessario para
acompanhar, com a devida profundidade, o contetido a ser trabalhado (ARNOLD; PELA,
2004). A experiéncia docente demonstra que isto traz graves conseqiiéncias, como dificul-

dades por parte dos alunos no entendimento dos modelos conjugados fisico e matematico.

Outro tipo de dificuldade existente no processo de ensino-aprendizagem dos métodos
numéricos advém da adocao de linguagens de programacao procedurais, como FORTRAN
e C, o que eventualmente pode requisitar maior esfor¢co dos alunos na modelagem com-

putacional dos problemas matematicos, fazendo com que estes percam o foco da disciplina.

O professor, por sua vez, adotando uma metodologia mais instrucionista, planeja e
constroi o conteudo disciplinar para apresenta-lo em sala-de-aula convencional, onde se
utilizam quadro negro e/ou slides. Este formato tradicional de aula torna-se propicio para

um comportamento passivo por parte dos estudantes.

Diante do contexto educacional acima caracterizado, o uso do computador, sob a ética
da informatica educativa, mostra-se bastante promissor no sentido de tornar o contato
com a informacao um processo dinamico e interativo, propiciando alternativas para se
estabelecer novos recursos de mediagao pedagdgica (SOUSA, 2005). Em vez de simples-
mente memorizarem as informacgoes, os estudantes devem ser motivados a busca-las e
trabalhé-las, construindo e modificando o seu conhecimento. Estas mudancas podem ser
introduzidas com a presenca do computador, que deve propiciar condicoes para que os es-
tudantes exercitem a capacidade de procurar e selecionar informacoes, resolver problemas

e aprender independentemente (VALENTE, 1998a).

A incorporacao de recursos computacionais pode proporcionar aos alunos uma nova

maneira de acessar as informacoes para a construcao de seu conhecimento, através da
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utilizacao de ambientes computacionais de aprendizagem nos quais se possam fazer ante-
cipacoes, simulagoes, conjecturas, experimentacoes e encontrar solucoes para problemas
propostos (MARCO, 2004; MCDERMOTT, 1991). Para os alunos, o uso desses ambientes
pode surgir como uma fonte de motivacao, enquanto que para os professores pode repre-
sentar a possibilidade de ensinar de maneira inovadora ou de simular fatos do mundo real

(OEIRAS, 1998; MCDERMOTT, 1991).

Além disso, os avancos na velocidade de processamento dos computadores viabilizaram
o uso de novas linguagens, recursos e técnicas de programacao. Neste sentido, aponta-se a
utilizagao dos sistemas de computagao simbélica (SCS), que realizam um grande nimero
de operacoes matematicas, tais como diferenciacao, integracao, resolucao de equagoes ou

expansao em série de fungoes.

Os sistemas de computacao simbdlica véem assumindo um papel cada vez mais pre-
ponderante no ensino de graduacao e pos-graduacao, pois substituem as pesadas mani-
pulacoes de formulas pela realizacao de calculos concretos sobre sistemas fisicos, bem
como apresentam os resultados de uma forma clara (DEUS et al., 2000). Dessa forma, tais
sistemas auxiliam o processo de aprendizado em diversas disciplinas dos cursos de ciéncias

e engenharias (CARMO FILHO; RIBEIRO; GONCALVES, 2004).

Devido aos seus poderosos recursos, os sistemas de computacao simbdlica tém sido
bastante utilizados no ensino dos métodos analiticos para resolucao de equagoes diferen-
ciais parciais. Entretanto, pouco se tém explorado estes sistemas no ensino dos métodos

numéricos, de forma a minimizar as dificuldades subjacentes.

1.2 Objetivos

O objetivo geral consiste em desenvolver um ambiente computacional, direcionado
a alunos de graduacao e de pods-graduagao, para auxiliar a aprendizagem de métodos
analiticos e numéricos aplicados a equacgoes diferenciais parciais, especificamente as do

tipo parabdlica, que modelam os problemas de difusao.

O ambiente computacional devera ser capaz de realizar manipulacao simbdlica e
processamentos analitico e numérico, permitindo a execugao interativa de algoritmos

matematicos e a visualizacao de dados através de tabelas, graficos e animagoes.

Além disso, o ambiente deve também promover uma analise unificada de um pro-

blema de conducao de calor, tanto no mecanismo de convergéncia numérica dos métodos
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matematicos de resolugao empregados, como na interpretacao do problema fisico associ-

ado.

O contetdo pedagégico do ambiente é baseado em Myers (1971), o qual é indicado
para educacao a distancia, e estruturado conforme a teoria da aprendizagem significativa
de Ausubel (1968), que explica o processo de aprendizagem segundo o ponto de vista
cognitivo. Para a implementacao do ambiente, utilizou-se o Mathematica, um poderoso

sistema de computacao simbélica.

Enfim, o ambiente proposto devera servir de ferramenta para uma aprendizagem
autonoma, de forma que o professor deixe de ser apenas um repassador do conhecimento

e se torne, também, facilitador do processo de aprendizagem do aluno.

1.3 Organizacao da Dissertacao

A dissertacao estd organizada em sete capitulos, incluindo esta introducao, e um

apéndice, conforme apresentam-se a seguir:

No Capitulo 2 é feita uma revisao da literatura, abordando-se topicos como equagoes
diferenciais parciais, modelagem matematica dos problemas de difusao, resolucao de
equagoes diferenciais parciais e computagao simbdlica. Apresentam-se, também, uma

discussao das pesquisas relacionadas ao capitulo.

No Capitulo 3 trata-se da aprendizagem auxiliada por computador, discutindo-se as
suas abordagens pedagdgicas, a classificacao e as caracteristicas para a qualidade dos

softwares educacionais.

No Capitulo 4 aborda-se a teoria de aprendizagem de Ausubel, cujos principios nortea-
ram a estruturacao do ambiente computacional, e ressalta-se a utilizacao dos mapas con-

ceituais como ferramenta de auxilio a aprendizagem.

No Capitulo 5 apresentam-se o problema da conducao de calor e sua solucao matemati-
ca, através de trés métodos para resolucao de equacoes diferenciais parciais: os métodos
de separacao de variaveis, Euler e Crank-Nicolson. Constroem-se também os mapas con-

ceituais para cada método, os quais sao disponibilizados no ambiente desenvolvido.

No Capitulo 6 descreve-se o ambiente computacional de aprendizagem, destacando-
se suas caracteristicas gerais e aspectos de implementagao. Além disso, interpretam-se
fisicamente e analisam-se os resultados numéricos obtidos para o problema de conducao

de calor pelos trés métodos de resolugao abordados.
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No Capitulo 7 apresentam-se as conclusoes e contribuicoes da pesquisa, e se estabele-

cem direcionamentos e sugestoes para futuros trabalhos.

Finalmente, no Apéndice A é feita uma breve descricao do Mathematica, sistema de
computacao simbélica que foi utilizado na implementacao do ambiente computacional de

aprendizagem.
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2 Revisao de Literatura

Neste capitulo, procede-se com uma revisao sobre as equagoes diferenciais parciais e
a modelagem matematica dos problemas de difusao. Em seguida, abordam-se alguns dos
métodos de resolucao para essas equacoes, e apresentam-se os sistemas de computacao

simbélica.

Finalmente, faz-se referéncia a trabalhos anteriormente publicados, situando-se a
evolucao do assunto. A revisao esta limitada as contribui¢oes mais importantes dire-

tamente ligadas ao objetivo da pesquisa.

2.1 Equacoes Diferenciais Parciais

Uma equagao diferencial parcial (EDP) é uma equagao que contém derivadas parci-
ais. Ao contrério das equagoes diferenciais ordinarias (EDOs), onde a fungao incégnita de-
pende somente de uma variavel, nas EDPs esta funcao depende de duas ou mais varidveis.

Por exemplo, citam-se algumas das EDPs mais conhecidas:

0 0?

8_? — 8_2; (equacao do calor em uma dimensao)
T

ou  u  0u

e + 5 (equagao do calor em duas dimensdoes)

Pu  0*u  Pu  J*u

o2 o2 o | 02

(equacao da onda em trés dimensoes)

Nas equagoes acima, a fungao incégnita u sempre depende de mais de uma variavel.
Assim, u é chamada de variavel dependente, enquanto que demais sdo chamadas de

variaveis independentes.

A maioria das leis naturais da fisica, seja no dominio da dinamica dos fluidos, ele-
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tricidade, magnetismo, mecanica, ética ou transferéncia de calor, podem ser expressas
em termos de equacoes diferenciais parciais. Estas leis descrevem os fenomenos fisicos

relacionando as derivadas do espago e tempo.

As equacoes diferenciais parciais podem ser classificadas de diversas maneiras. A
classificacao é um conceito importante porque, em geral, as teorias e métodos de solucao
comumente aplicam-se apenas a determinadas classes de equacoes, conforme serd visto no

Capitulo 5. As classificagoes basicas sao:

e Ordem: A ordem de uma equacao diferencial parcial consiste na mais alta ordem

de uma derivada parcial na equacao.

e Linearidade: As equacoes diferenciais parciais também podem ser lineares ou
nao-lineares. Nas equacoOes lineares, a variavel dependente u e todas as suas
derivadas aparecem na forma linear, ou seja, nao hé produtos da varidvel depen-
dente ou de suas derivadas. Mais precisamente, uma equacao linear de segunda

ordem, a duas varidveis, ¢ uma equagao na seguinte forma:

*u 0*u 0%u ou ou
A B C D—+FEF—+Fu=G 2.1
ox? * 0xy + 0y? * ox * dy Tl (21)

onde A, B, C, D, E, F e G podem ser constantes ou funcoes de x e y.

e Homogeneidade: A Equagao 2.1 é chamada de homogénea se o termo a direita
do sinal de igualdade, G, é igual a zero para todo = e y. Se G nao for igual a zero,

entao a equacao ¢ denominada nao-homogénea.

e Tipos Basicos de Equacgoes Lineares: Todas as EDPs lineares semelhantes a

Equagao 2.1 enquadram-se num dos seguintes tipos:

(a) Parabdlica: As equagoes parabdlicas descrevem os processos de difusao (ou
propagagao), como por exemplo a transferéncia de calor, e satisfazem a pro-
priedade B? — 4AC = 0.

(b) Hiperbdlica: As equagoes hiperbdlicas descrevem os sistemas que vibram,

como por exemplo o movimento de onda, e satisfazem a propriedade B? —

4AC > 0.

(c) Eliptica As equagoes elipticas descrevem fenomenos em estado estavel (steady-

state) e satisfazem a propriedade B% — 4AC < 0.



2.2 Problemas de Difusao 23

Exemplos:

% = % (Parabdlica)

% = % (Hiperbdlica)

% + gi;; =0 (Eliptica)

y% + giyz =0 (Eliptica para y > 0, parabdlica para y =0 e

hiperbdlica para y < 0)

Geralmente, B? — 4AC é uma funcao de varidveis independentes. Por esta razao,
uma equacao pode mudar de uma forma bésica para outra, dependendo do dominio da

equagcao.

2.2 Problemas de Difusao

Difusao é o processo através do qual a matéria é transportada de uma regiao para
outra de um sistema como resultado do movimento aleatério de suas moléculas (CRANK,
1975). Este processo é encontrado em véarias investigacoes fisicas, tais como transferéncia
de calor (OZISIK, 1985), eletromagnetismo (KUNZ; LUEBBERS, 1993) e na tecnologia de
dispositivos semicondutores (BOLTAKS, 1963). O processo de difusao também é de grande

importancia, tedrica e prética, para as ciéncias bioldgicas (JACOBS, 1967).

De um modo geral, os processos de difusao podem ser modelados matematicamente

pela seguinte equacao diferencial parcial parabdlica:

Ou(z,t) 0*u(z,t)
=D L 2.2
5 Eroaa O<z<L, t>0 (2.2)

Na equagao acima, u(z,t) representa a variavel dependente, fun¢ao das varidveis in-
dependentes x e t, e D expressa o coeficiente de difusao. Em problemas fisicos, pode-se
atribuir a varidvel = a coordenada espacial, cujo dominio apresenta comprimento (ou

espessura) L, e a varidvel ¢ a coordenada temporal.

O processo acima modelado apresenta as seguintes condigoes de contorno:
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w0,t) =k, t>0 (2.3)

w(l,t) =k, t>0 (2.4)

onde ki e ko a principio podem ser considerados valores fixos. O processo tem ainda a

seguinte condicao inicial:

u(z,0) = f(z), 0<ax<L (2.5)

onde f é uma func¢ao conhecida.

O problema consiste, portanto, em encontrar u(z, t) que satisfaca a equagao diferencial
2.2, sujeita as equagoes 2.3 e 2.4, que representam as condicoes de contorno, e a equacao

2.5, que expressa a condi¢ao inicial.

A

u(0, )=0 u, = o u u(L, t)=0

0 u(x, 0) = f(x) L x>

Figura 1: Descrigdo matemética do problema de difusdo (MYERS, 1971)

Pode-se, também, considerar o problema como de condi¢ao de contorno no plano xt,
conforme ilustra a Figura 1 acima. As condigoes de contorno 2.3 e 2.4, juntamente com a
condicao inicial 2.5, determinam o valor de v em trés lados da regiao, enquanto a equacao
diferencial 2.2 descreve o comportamento de v dentro da regiao. O problema é solucionado
quando encontra-se uma funcao u que satisfaca a equacao diferencial parcial, as condigoes

de contorno e a condigao inicial (MYERS, 1971).



2.8 Métodos de Resolugao 25

2.3 Meétodos de Resolucao

A principio, existem duas maneiras de se resolver equacoes diferenciais parciais: ana-
liticamente ou através de métodos numéricos (BARKESHLI; VOLAKIS, 2004a, 2004b). A
primeira lida com modelos matematicos na sua forma literal, buscando uma solucao
analitica exata, enquanto a segunda utiliza uma seqiiéncia finita de operagoes logicas
e aritméticas para encontrar uma solugao aproximada (CLAUDIO; MARINS, 2000; OZISIK,
1985).

Em dominios espaciais com geometrias arbitrarias e com condigoes de contorno com-
plexas, o método analitico pode nao ser aplicavel, principalmente se as equagoes diferen-
ciais parciais forem nao-lineares. Nesses casos, métodos numéricos tais como diferencas
finitas, volumes finitos e elementos finitos podem ser utilizados na obtencao das solucoes
dessas equagoes (CHAPRA; CANALE, 1988; CARNAHAN; LUTHER; WILKES, 1969; MYERS,
1971).

A aplicacao dos métodos numeéricos sofreu grandes restrigoes antes do advento dos
computadores, pois muitos dos calculos necessarios demandavam grande esfor¢o humano
ou mesmo sobre-humano. Embora facilitassem alguns calculos, os dispositivos entao exis-
tentes criavam muitos problemas na sua utilizagao. A partir do surgimento dos computa-
dores, na década de 40, muitos problemas passaram a ser resolvidos de forma satisfatéria
e, desde entao, o tipo e o niimero de problemas trataveis pela nova maquina ampliaram-se

cada vez mais (CLAUDIO; MARINS, 2000; RIBEIRO; DUARTE; ANDRADE, 1999).

Os métodos numéricos, entretanto, nao permitem que o usudrio transfira para seus
algoritmos as informacoes analiticas de seus problemas originais. Pode-se observar, nas in-
formagoes contidas no algoritmo, que nao ha nenhum tipo de correlagao matemaética entre
o problema original e o sistema algébrico subjacente (RIBEIRO; DUARTE; ANDRADE, 1999).
Assim, se o algoritmo apresentar problemas de instabilidade ou convergéncia numérica,
torna-se necessario aplicar procedimentos associados aos respectivos métodos numéricos
para tentar controlar tais efeitos. Este tipo de procedimento, portanto, pode ser exaustivo
ou comprometedor, a medida em que o problema apresenta maior complexidade (RIBEIRO;

DUARTE; ANDRADE, 1999).

Como alternativa para o tratamento e solugao de equagoes diferenciais parciais, sur-
giram os métodos hibridos analitico-numéricos, que se destinam a produzir cédigos com-
putacionais mais eficientes do que os obtidos a partir dos métodos numéricos. Uma

das caracteristicas dos métodos hibridos é a capacidade de preservar no cédigo fonte



2.4 Sistemas de Computagcdo Simbolica 26

informagoes analiticas explicitas do problema fisico (ANDRADE, 1996; RIBETRO; COTTA,
1995).

Como exemplo de método hibrido, cita-se a técnica da transformada integral gene-
ralizada (GITT) (MIKHAILOV; OZISIK, 1984), que permite transformar analiticamente,
através de uma metodologia sistematica e com controle prescrito de erro, sistemas de
equacoes diferenciais parciais parabdlicas em sistemas de equagoes diferenciais ordinarias.
Em outras palavras, a GITT reduz a dependéncia das varidveis independentes a uma
Unica variavel, gerando um problema bem mais simples e diminuindo significativamente o
esfor¢co computacional para obtengao de sua solugdo (ANDRADE, 1996; RIBEIRO; COTTA,
1995).

2.4 Sistemas de Computacao Simbdlica

A computacao simbdlica constitui uma drea da ciéncia da computacao que lida com
a manipulagao de equacoes e expressoes matematicas na sua forma simbdlica, buscando
automatizar os processos envolvidos na resolugdo de problemas matematicos (WOLFRAM,
2003). Trata-se de uma area muito ampla e, portanto, com vérias vertentes, dentre as
quais citam-se: manipulagao e solucao de equacoes polinomiais e diferenciais, cédlculo
exato de integrais indefinidas de fungoes elementares etc. Cada uma dessas vertentes
possui métodos proprios, oriundos da area da matematica subjacente. Entretanto, em

quase todas, os métodos se entrelacam com técnicas de areas afins e de computacao.

Historicamente, a computacao simbdlica surgiu da necessidade de se atribuir a maqui-
na a cansativa tarefa de manipular algebricamente extensas expressoes matematicas, a fim

de se permitir o estudo e andlise de modelos cada vez mais complexos (ANDRADE, 1996).

As primeiras referéncias documentadas sobre o uso da manipulacao de simbolos por
computador datam de 1953 (KAHRIMANIAN, 1953; NOLAN, 1953). Ao longo dessa mesma
década, surgiram programas computacionais capazes de manipular polinomios, resolver
equacoes e calcular derivadas de funcoes. Na década de 1960, as pesquisas se intensificaram
e, em 1966, houve as duas primeiras conferéncias sobre calculo simbélico, ocorridas em
Washington e Pisa (ANDRADE, 1996). No inicio da década de 1970, ja existiam programas
computacionais que integravam funcoes analiticamente e, ao final dessa mesma década,
outros programas surgiram para a resolver simbolicamente equacoes diferenciais e integrais

(CUNHA, 2002).

Desde entao, uma série de programas de proposito geral vém sendo implementados,
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incorporando uma série de recursos de computacao numérica e grafica ao poder de pro-
cessamento simbélico. Inicialmente chamados de sistemas de computagao algébrica, ou
simplesmente CAS (Computer Algebra Systems), atualmente esses programas também sao

conhecidos como sistemas de computagao simbélica (SCS).

Os sistemas de computacao simbdlica, portanto, sao programas que permitem manipu-
lar expressoes matematicas simbolicamente, oferecendo ao usudrio uma ampla diversidade

de recursos de computacao simbdlica, numérica e grafica (ANDRADE, 1996).

Devido as suas extensas necessidades de memoria, os primeiros SCS estavam restritos
aos computadores de grande porte. Gracas a crescente evolugao dos microcomputadores
nas duas tultimas décadas, hoje encontram-se disponiveis versoes para as mais diversas

plataformas de hardware e sistemas operacionais (PINTO, 2002).

Dentre os primeiros SCS, citam-se Reduce e Macsyma, os quais comecaram a ser
desenvolvidos na década de 1960 e ainda estao disponiveis comercialmente. Varios outros
sistemas surgiram a partir da década de 1980, dentre os quais citam-se Derive, MATLAB,
Maple, Mathematica e Mathcad (SILVEIRA, 1998). Atualmente, os SCS mais utilizados
sao: Mathematica, Maple e MATLAB.

Tradicionalmente, os sistemas de computacao simbdlica sao utilizados para execugao

automética dos seguintes tipos de operagdes (ANDRADE, 1996):

Aritméticas: Envolvem soma, subtracao, multiplicacao, divisao e potenciagao, sendo
possivel se obterem tanto solugoes exatas como aproximadas, com precisao prescrita
pelo usuario, limitada apenas pela memoria do computador utilizado. Numeros
racionais e complexos também podem ser representados de maneira exata. As
funcoes matematicas, quando utilizadas, sao mantidas em sua forma simbdlica até

o momento em que o usudrio requisite resultados numeéricos.

Algébricas: Abrangem transformacoes de expressdes contendo varidveis (incégnitas).
Dentre essas operacgoes, citam-se: fatoracao e expansao de expressoes, fatoracao
do denominador comum, separacao a denominadores simples, solucao de sistemas

de equagoes, extracao de raizes de polinomios etc.

Calculo Avangado: Envolvem diferenciacao, integracao, calculo de limites, calculo veto-
rial, representacao em séries de Taylor, dentre outras. Estes recursos véem sendo uti-
lizados sistematicamente no tratamento de intimeros problemas aplicados a ciéncia

e tecnologia.
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Além dessas operacoes, um grande numero de fungoes matematicas encontram-se
implementadas nos SCS, o que aumenta consideravelmente o potencial do aplicativo.
Muitos sistemas também permitem que se definam novas fungoes matematicas a partir

das operacoes e funcoes ja disponiveis.

Alguns SCS focam em uma area especifica de aplicacao, enquanto outros foram de-
senvolvidos para propositos gerais. Por exemplo, o MATLAB (MOLER, 2004) é mais ade-
quado para andlise numérica e algebra linear, sendo freqiientemente usado na comunidade
de engenharia. Por sua vez, o Mathematica (WOLFRAM, 2003) possui uma manipulagao
simbdlica superior, tornando-se popular entre os fisicos e matematicos. A Tabela 1 abaixo

apresenta a especialidade de alguns dos SCS atualmente disponiveis.

Tabela 1: Especialidade dos SCS atualmente disponiveis

’ Especialidade \ SCS ‘
Propdsito Geral Axiom, GiNaC, Maxima, Yacas, Derive
DoCon, Magma, Maple, Mathematica, MuPAD, Reduce
Analise Numérica MATLAB, GNU Octave, Mathcad, Scilab

Computagao Polinomial | Macaulay, SINGULAR
e Geometria Algébrica

Teoria dos Grafos VEGA

Teoria dos Grupos GAP

e Algebra

Teoria dos Niumeros PARI-GP
Calculadoras TI-89, T1-92, HP 49G
Estatistica S, R

2.5 Pesquisas Relacionadas

Segundo Andrade e Zaparoli (2002), o ensino dos métodos de solugao para proble-
mas de difus@o tem sido abordado em uma série de livros. Arpaci (1966) apresenta a
seqiiéncia de formulagao de problemas de conducao de calor e procedimentos de solucao.
Ozisik (1980) exibe uma extensa exposicao sobre as técnicas analiticas como o método
de separacao de variaveis, método da superposicao, método da funcao de Green, método
da transformada de Laplace, método da transformada integral, métodos analiticos apro-
ximados e método de diferengas finitas. Mikhailov e Ozisik (1984) apresentam uma nova
abordagem do método de transformada integral aplicada a uma série de classes de pro-

blemas de transferéncia de calor e massa. Myers (1971) apresenta de uma forma didética
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métodos analiticos (separagdo de varidveis, superposicao, transformada de Laplace) e
numéricos (diferengas finitas e elementos finitos) aplicados a problemas de transferéncia
de calor por condugao. Patankar (1980) descreve a aplicacao do método de volumes fini-
tos em problemas de condugao, convecgao e difusdo. Huang e Usmani (1994) apresentam,
didaticamente, a seqiiéncia dos elementos conceituais relacionados com a aplicagao do

método de elementos finitos em conducao de calor, mudanca de fase e conveccao.

O advento dos sistemas de computagao simbdlica trouxe significativas mudangas para
o ensino desses métodos, assunto que tradicionalmente coloca barreiras na sua aprendiza-
gem. Originalmente, tais sistemas foram projetados para serem usados como ferramentas
de pesquisa. Entretanto, nao ha duvida de que os recursos de manipulacao simbélica
e visualizacao grafica de tais sistemas podem ser extremamente 1teis para fins educa-
cionais, agindo como facilitadores da aprendizagem. Nos tltimos anos, varios estudos e
experiéncias véem sendo realizados com o objetivo de explorar cada vez mais as potencia-

lidades dos SCS como ferramentas educacionais (DOMNISORU, 2005).

Silveira (1998) verificou a possibilidade de se utilizar o Mathematica como ferramenta
de apoio ao ensino de Matematica, tanto no ensino médio quanto no superior. As ex-
periéncias realizadas com professores e alunos mostraram que a utilizacao desse software
no ensino de Matematica é viavel, mas que nao se pode dispensar o trabalho do profes-
sor, o qual deve ser responsavel pelo planejamento das atividades a serem desenvolvidas
e, especialmente, pela criacao de pacotes que adaptem o software as necessidades dos

conteudos abordados.

Lima e Lima (2002) mostram a importancia do uso do Mathematica pelos docentes
e pesquisadores das diversas areas da Engenharia Mecanica, tendo em vista a melhoria
do ensino e da pesquisa nos niveis de graduacao e pés-graduacao. Os autores também
abordam a iniciativa do Departamento de Engenharia Mecanica da Universidade Federal
da Paraiba - Campina Grande, o qual introduziu, no curriculo dos cursos de graduacao
e mestrado em Engenharia Mecanica e de doutorado em Engenharia de Processos, dis-
ciplinas que apresentam e exploram os recursos de tal ferramenta. Segundo os autores,
esta reforma curricular permitirda uma melhor formagcao profissional e académica de seus

alunos, elevando assim a qualidade dos cursos.

Com o objetivo de facilitar a assimilacao do conhecimento e a construgao do raciocinio
abstrato fisico-matemético, Blum (2003) desenvolveu, e validou em sala-de-aula, um am-
biente informatizado de aprendizagem tedrico-pratico direcionado a area de conhecimento

de ciéncias térmicas, sendo publico alvo os alunos de ensino médio da disciplina Refri-
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geracgao, do curso técnico do CEFET-CE. O ambiente, desenvolvido com os recursos de
programagcao funcional do Mathematica, permite minimizar o alto grau de abstracao fisica

e o esforgo exigido dos aprendizes na extensa manipulacao de formulas matematicas.

Sit (1997) descreve o uso experimental do Mathematica em um curso de equagoes
diferenciais na The City College, uma das dezenove instituicoes de ensino superior que
compoem a City University of New York. Segundo sua propria visao pedagogica, o autor
propos uma modificagao no plano de estudos do curso e desenvolveu tutoriais eletronicos
no Mathematica, visando enfatizar as habilidades algébricas, a interpretacao grafica e
o relacionamento entre a teoria e os algoritmos matematicos. Apesar dos resultados
preliminares terem sido animadores, o aparente sucesso pode estar relacionado a outros

fatores, o que sé podera ser esclarecido através de mais experiéncias.

Baseado na sua experiéncia pessoal de implementar algumas mudancas no curso de
Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) da Tezas A&M University - Corpus Christi,
Abudiab (2001) sugere uma metodologia de ensino refor¢ada pelo uso da tecnologia num
ambiente de laboratério em conjuncao com a aprendizagem cooperativa. Um dos pilares
desta metodologia é a utilizacao do Mathematica pelos alunos na realizagao de tarefas.
Segundo o autor, os estudantes podem atribuir a maioria das manipulacoes algébricas,
caracteristicas daquele curso, ao SCS, bem como construir graficos e visualizar animagoes.
Com isso, o seu objetivo é ajudar aos alunos a entenderem e analisar as equagoes diferen-
ciais na resolucao e interpretagao de problemas fisico-matemaéticos. Vale também ressaltar
que os alunos trabalham com aplicagoes em situagoes reais, interpretando os resultados

matematicos em termos do problema fisico.

Para auxiliar na construcao do raciocinio abstrato fisico-matematico, extremamente
importante na aprendizagem de métodos da Matematica Computacional, Pinto (2002)
propoe uma metodologia sistematica de tratamento unificado do conhecimento. Segundo
esta metodologia, os estagios de conceituacao fenomenoldgica, modelagem matematica
das equagoes governantes, solu¢ao matematica, visualizacao dos resultados e interpretacao
fenomenolégica podem ser disponibilizados simultaneamente e acessados interativamente
em um mesmo ambiente, implementado com técnicas de programacao simbdlica do Mathe-

matica.

Rocha et al. (2004) propdem a utilizacdo de um ambiente computacional algébrico
para o estudo da transferéncia de calor em um cilindro imerso em um fluido. Este am-
biente, implementado com os recursos do Maple, possibilita o conhecimento dos pas-

sos necessarios para se desenvolver, em diferentes geometrias, os modelos algébricos,
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simbdlicos e numéricos no caso da condugao de calor em regime transiente. Partindo-
se das equacoes gerais de conducao de calor em regime transiente, solugoes analiticas sao
obtidas passo-a-passo em diferentes sistemas de coordenadas, assim como os resultados
numéricos, a partir do desenvolvimento das séries de Fourier geradas nas solugoes desses

problemas.

Finalmente, citam-se algumas disciplinas de pés-graduagao ofertadas pelo Departa-
mento de Engenharia Elétrica e Ciéncia da Computacao do Massachusetts Institute of
Technology (MIT). Em uma dessas disciplinas, Numerical Methods for Partial Differential
Fquations, por exemplo, apresentam-se os fundamentos de modernas técnicas numéricas
para resolucao de equagoes diferenciais parciais (elipticas, parabdlicas e hiperbdlicas) e
de equagoes integrais, com uma ampla variedade de aplicagoes na ciéncia, na engenharia
e em outros campos (OPENCOURSEWARE, 2003). Como trabalho prético, os algoritmos
matematicos sao executados pelos alunos no MATLAB, o qual disponibiliza recursos de

manipulagao algébrica e visualizagao grafica.

2.6 Consideracoes Finais

Fenomenos fisicos, como os problemas de difusao, sao modelados por equacoes diferen-
ciais parciais do tipo parabdlica. Estas podem ser resolvidas através de métodos analiticos,

numéricos ou hibridos.

Esses métodos tradicionalmente colocam barreiras na sua aprendizagem, muitas vezes
em virtude de um conhecimento insuficiente, por parte dos alunos, dos conceitos matemati-

cos associados aos mesmos.

Observou-se, através de pesquisas realizadas nesta ultima década, uma crescente uti-
lizacao dos sistemas de computacao simbodlica como ferramenta de apoio ao processo
de ensino-aprendizagem dos métodos de resolugao de equagoes diferencias. Ressalta-se,
porém, que pouca énfase tem sido dada ao estudo dos métodos numéricos para equagoes

diferenciais parciais.

Apesar do grande interesse em utilizar tais sistemas como ferramenta educacional,
nota-se a falta de uma fundamentagao pedagdgica e do suporte de uma teoria de apren-

dizagem.

No préoximo capitulo, tratam-se da aprendizagem auxiliada por computador e de suas

abordagens pedagdgicas, bem como da classificagao dos softwares educacionais.
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3 Aprendizagem Auxiliada por
Computador

Segundo o IEEE/LTSC (2001), a aprendizagem auxiliada por computador consiste no
uso das tecnologias da computagao para o desenvolvimento, distribuicao e armazenamento

de materiais de aprendizagem, bem como para a organizacao do processo educacional.

Neste capitulo, descreve-se a evolugao histoérica da aprendizagem auxiliada por com-
putador, e apresentam-se as suas duas abordagens pedagodgicas: o instrucionismo e o
construcionismo. Além disso, discutem-se as diversas maneiras de se classificar os soft-
wares utilizados no contexto educacional, e abordam-se as caracteristicas associadas a

qualidade desses softwares.

3.1 Historico

As origens da aprendizagem auxiliada por computador datam de 1924, quando Sidney
Pressey inventou uma maquina para corrigir testes de multipla escolha. Tais equipamentos
foram desenvolvidos porque, segundo Pressey, o comportamento do aluno ¢é alterado con-
sideravelmente quando o resultado de um teste lhe é fornecido imediatamente, podendo
causar um importante efeito educativo (MAGALHAES; CARPINTEIRO, 2004; VALENTE,
1998a).

Posteriormente, a idéia de Pressey foi aperfeicoada por B. F. Skinner, professor de
Harvard que, no inicio de 1950, propés uma maquina de ensinar baseada no conceito
de instrucao programada (SKINNER, 1972). Esta consiste em dividir o material a ser
ensinado em pequenos segmentos logicamente encadeados, denominados mdédulos. Cada
conceito é entao apresentado em moédulos seqiienciais, que terminam com uma questao
onde o aluno deve responder preenchendo espacgos em branco ou escolhendo a resposta
certa entre diversas alternativas apresentadas. Se a resposta for correta, pode-se passar

para o proximo modulo. Porém, se for errada, pode-se fornecer a resposta certa, rever
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modulos anteriores ou, ainda, ver outros modulos, com o objetivo de remediar o processo

de ensino (VALENTE, 1998a).

Inicialmente, a instrucao programada formulada por Skinner era apresentada na forma
impressa e foi muito usada do final de 1950 até o inicio dos anos 60. Entretanto, esta
idéia nao se tornou muito popular pelo fato da producao do material instrucional ser muito
dificil e dos materiais entao existentes nao possuirem nenhuma padronizacao, dificultando
a sua disseminagao (VALENTE, 1998a). Com o advento do computador, notou-se que os
modulos do material instrucional poderiam ser apresentados por essa nova maquina com
grande flexibilidade. Assim, durante o inicio dos anos 60 diversos programas de instrucao
programada foram implementados no computador. Nascia entao a instrucao auxiliada
por computador, também conhecida como CAI (Computer Aided Instruction) (VALENTE,
1998a).

Durante os anos 60, houve um grande investimento por parte do governo americano
na producao de CAI Diversas empresas de computadores como IBM, RCA e Digital in-
vestiram no desenvolvimento de CAI para comercializagao. No entanto, os computadores
ainda eram muito caros e somente as universidades tinham condigoes de desenvolver e
disseminar este recurso educacional (VALENTE, 1998a). Assim, em 1963, a Universidade
de Stanford, na Califérnia, desenvolveu diversos cursos para alunos do 1° grau através
do Institute for Mathematical Studies in the Social Sciences (SUPPES, 1972). Posteri-
ormente, diversos cursos desta universidade foram ministrados através do computador

(SUPPES; SMITH; BEAR, 1975).

No inicio de 1970, a fabrica de computadores Control Data Corporation e a Univer-
sidade de Illinois desenvolveram o PLATO (Programmed Logic for Automated Teaching
Operations), sistema implementado em um computador de grande porte usando terminais
sensitivos a toque e video com alta capacidade grafica. A sua ultima versao, o PLATO
IV, dispunha de 950 terminais, localizados em 140 locais diferentes e com cerca de 8.000

horas de material instrucional, produzido por cerca de 3.000 autores (ALPERT, 1975).

A disseminacao do CAI fora das universidades somente aconteceu no inicio dos anos
80, com o advento dos microcomputadores. A diminuicao de tamanho e a melhoria
da capacidade de processamento e armazenamento de dados tornaram os computadores
mais eficazes. Com a reducao dos custos destas maquinas, a aquisicao ficou mais fécil,
tornando-se mais acessiveis as escolas e residéncias, o que permitiu uma produgao em

maior escala de softwares educativos e a diversificagao dos tipos de CAL.

Nos anos 90, a eficiéncia e o baixo custo dos modernos sistemas de telecomunicagoes,
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aliados a crescente popularizagao dos microcomputadores, possibilitaram a rapida ex-
pansao da Internet, fazendo com que novos aplicativos fossem desenvolvidos e a educacao
passasse a se beneficiar com a disponibilizacao e utilizagdo de informagoes na Web (CAM-
POS; CAMPOS, 2001; FERRAZ et al., 1999). Este cendrio propiciou o surgimento da terceira
geragao da educacao a distancia (EAD), cujas duas primeiras geragoes baseavam-se, res-
pectivamente, em correspondéncias e em transmissoes por radio e televisao (ARAUJO,

2000; SIQUEIRA, 2003).

Atualmente, esta nova geracao da EAD é considerada uma solucao aberta e flexivel,
capaz de superar novas necessidades de aprendizagem, bem como responder as preferéncias
e aos diferentes estilos de aprendizagem de cada individuo (ARAUJO, 2000; HARRIS, 1999;
STAFFORD, 2005). Essa possibilidade de customizagao do processo de aprendizado é uma
caracteristica de fundamental importancia, pois os alunos podem estudar em casa e em
horarios nos quais se sintam melhor, com uma carga de trabalho diferente e adequada a

cada individuo (AUSSERHOFER, 1999; SANTOS, 1999).

3.2 Abordagens Pedagobgicas

Atualmente, a abordagem pedagdgica da aprendizagem auxiliada por computador
¢ bastante variada e oscila entre dois paradigmas, caracterizados pelos mesmos compo-
nentes: computador, software e aluno (VALENTE, 1998a). O que diferencia um paradigma
do outro, entretanto, ¢ a maneira como esses componentes interagem. De um lado, o com-
putador instrui o aluno através do software. Do outro, é o aluno que usa o software para

instruir o computador. A Figura 2 abaixo ilustra esses paradigmas.

Instrucionismo

Computador Software Aluno

Construcionismo

Figura 2: Abordagens pedagdgicas da aprendizagem auxiliada por computador
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A abordagem instrucionista esta fundamentada na teoria behaviorista de Skinner
(1972), que baseia-se no estudo de comportamentos observaveis e mensuraveis dos alunos.
Segundo esta teoria, a mente é como uma ”caixa preta”’ que responde a estimulos que po-
dem ser observados e medidos, nao interessando os processos mentais no seu interior (FI-
OLHAIS; TRINDADE, 2003). A abordagem instrucionista originou-se a partir dos métodos
de instrucao programada, porém utilizando o computador no lugar do papel e do livro.
Portanto, esta abordagem consiste na informatizacao dos métodos tradicionais de ensino,
onde o computador assume o papel de maquina de ensinar (SCHLEMMER, 2005; VALENTE,
1998b).

Segundo Campos e Campos (2001), as principais caracteristicas dos softwares edu-
cacionais que representam a abordagem instrucionista sao: definicao de objetivos educa-
cionais mensuraveis, definicao da estratégia de ensino, avaliagao objetiva, informacao aos

alunos sobre suas notas e reforco para as respostas corretas.

Na abordagem construcionista, assim denominada por Papert (1986), o aprendiz
instrui o computador, ou seja, constroi seu préprio conhecimento, e o software, neste caso,
¢ uma linguagem de programacao ou um aplicativo que permite ao aprendiz representar
suas idéias (VALENTE, 1998b). Nessa abordagem, pode-se ver o computador como uma
ferramenta que permite ao aprendiz resolver problemas ou realizar tarefas (SCHLEMMER,
2005).

Segundo Papert (1986), existem dois motivos fortes para diferenciar o construcionismo
do construtivismo de Piaget (1977). No construcionismo, o aluno constréi algo do seu
interesse, e por isso torna-se bastante motivado, resultando numa aprendizagem com um
envolvimento afetivo e mais significativa. No construtivismo, o conhecimento adquirido é
uma construcao que resulta desde a infancia até a fase adulta, através de interacoes com

os objetos que procura conhecer.

Para Valente (1998b), a principal diferenga entre essas duas maneiras de construir o
conhecimento é a presenga do computador, ou seja, o aprendiz constréi algo através do
computador. Neste caso, o computador é utilizado como ferramenta, ou uma maquina a

ser "ensinada’.

De acordo com Campos e Campos (2001), as caracteristicas dos softwares educa-
cionais voltados para essa abordagem sao: definicao de macro objetivos e de contextos
para incentivar a construcao do conhecimento e a participacao do aluno no processo de
aprendizagem; avaliacao qualitativa; escolha de caminhos de navegacao por parte do aluno

e liberdade na busca da informagao (nao-linearidade); apresentacao de problemas reais, in-
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teressantes e relevantes para que os alunos possam testar diversas solugoes; e colaboracao,

didlogo e negociagao no trabalho em grupo.

Na abordagem construcionista os estudantes possuem mais responsabilidades sobre o
gerenciamento de suas tarefas e o papel do professor passa a ser também o de orientador,
facilitador e/ou mediador. Portanto, a énfase estd na autonomia do aluno, que interage
com o software e se concentra no processo de construgao do conhecimento, nao apenas no

dominio pré-definido do conhecimento a ser adquirido (CAMPOS; CAMPOS, 2001).

3.3 Classificacao dos Softwares Educacionais

Com relacao ao uso das novas tecnologias de informagao e comunica¢ao no processo
de ensino-aprendizagem, observa-se na literatura que varios autores propoem diversas

maneiras de classificar os softwares utilizados no contexto educacional.

Taylor (1980), por exemplo, os classifica em Tutor, software que instrui o aluno,
Tutorado, software que permite ao aluno instruir o computador, e Ferramenta, software
com o qual o aluno manipula a informacao. Assim, o tutor equivale aos programas da
abordagem instrucionista e os softwares do tipo tutorado e ferramenta equivalem aos

programas da abordagem construcionista.

Knezek, Rachlin e Scannell (1988) preferem classificar os softwares educativos de
acordo com a maneira como o conhecimento é manipulado: Geracao de Conhecimento,

Disseminagao de Conhecimento e Gerenciamento da Informagao.

Valente (1998a), por sua vez, apresenta uma classifica¢ao segundo duas modalidades.
Na primeira, que pode ser caracterizada como uma versao computadorizada dos métodos
tradicionais de ensino, onde o computador assume o papel de maquina de ensinar, as

categorias mais comuns sao:

e Tutoriais: Apresentam o material didatico com outras caracteristicas que nao sao
possiveis em um livro comum, tais como: animagao, som e recursos para facilitar
a administracao das ligoes. Constituem, portanto, uma versao informatizada da
didatica ja empregada em sala de aula, sendo bastante utilizados devido ao fato de

permitirem a introducgao do computador no ensino sem provocar mudancas radicais.

e Exercicio-e-pratica: Apresentam exercicios elaborados através de instrucao pro-
gramada, exigindo a resposta do aluno e fornecendo feedback imediato. Sao utiliza-

dos tipicamente para a revisao de conteudos vistos em sala de aula, principalmente
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os que envolvem memorizagao e repeticao, explorando as caracteristicas graficas e

sonoras do computador.

e Jogos: Nesta categoria, os conteiudos pedagdgicos sao apresentados na forma de
jogos, tornando-se uma maneira mais divertida de aprender, o que motiva e estimula
o aluno. A pedagogia por tras desta abordagem, portanto, é a de exploracao auto-

dirigida ao invés da instrucao explicita e direta.

e Simulacao: Este tipo de software possibilita a criacdo de modelos dinamicos e
simplificados do mundo real, permitindo a exploragao de situacgoes ficticias ou ar-
riscadas, e de experimentos complicados, caros ou que levam muito tempo para se
processarem. A simulacao oferece, portanto, a possibilidade do aluno desenvolver

hipéteses, testa-las, analisar resultados e refinar os conceitos.

Na segunda modalidade, conforme Valente (1998a), o computador ndo é mais o ins-
trumento que ensina o aprendiz, mas a ferramenta com a qual o aluno desenvolve algo.

Nesta modalidade citam-se as seguintes categorias:

e Aplicativos: Consistem em softwares que manipulam informagao, tais como pro-
gramas de processamento de texto, planilhas, sistemas de banco de dados, cons-

trugao e transformacao de graficos, sistemas de autoria e calculadores numéricos.

e Resolugao de problemas: Esta categoria de software propicia um ambiente de
aprendizado baseado na resolucao de problemas, onde o aprendiz ter que expressar
a solucao através uma linguagem de programacao. A principio, a linguagem para
representacao da solucao do problema pode ser qualquer uma, porém deve-se notar
que o objetivo nao é ensinar programagao de computadores, e sim representar a

solugao de um problema segundo uma linguagem computacional.

e Controle de Processo: Estes programas permitem ao aprendiz entender processos
e controla-los. Como exemplo, cita-se a construcao de um veiculo, na qual o aprendiz
tem a oportunidade de manusear dispositivos que alteram a direcao, engrenagens,

eixos e opera com conceitos de velocidade, atrito e deslocamento.

e Comunicagao: Estes softwares tém como funcao transmitir dados através de uma
rede de computadores. Como exemplo citam-se os programas de correio eletronico,
mensagens instantaneas, bate-papo etc. Também incluem-se nesta categoria os soft-

wares que complementam certas funcoes dos nossos cinco sentidos, facilitando o
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acesso ou o fornecimento da informacao. Isto é especialmente interessante quando

o computador é usado por individuos portadores de deficiéncia fisica.

Ressalta-se que, no caso das categorias jogos e simulacao da classificagao de Valente
(1998a), a pedagogia utilizada é a exploragao autodirigida, em vez da instrugao explicita
e direta. Atualmente, devido aos avancos no processamento dos computadores e advento
de novos paradigmas de programacao, alguns softwares pertencentes a essas categorias
permitem um maior grau de intervencao do aluno. Assim, o computador passa a ser usado

mais como ferramenta do que como maquina de ensinar.

Por ultimo, cita-se Miskulin (1999), que classifica os diversos tipos de softwares uti-
lizados no contexto educacional nas seguintes categorias: Repeticao e Pratica, Sistemas
Tutoriais, Simulacao, Softwares de Resolucao de Problemas, Software de Ferramenta

(aplicativos), Linguagem de Programagao e Sistemas Integrados de Ensino.

Observa-se, portanto, que nao ha uma classificacao padronizada para os softwares

educacionais, e as diversas classificagoes existentes sao muitas vezes ortogonais.

3.4 Caracteristicas da Qualidade do Software Educa-

cional

Um aspecto extremamente relevante no desenvolvimento de um software educacional
é a questao da qualidade. Segundo Campos e Campos (2001), a qualidade de um software
consiste num conjunto de caracteristicas capazes de satisfazer as necessidades implicitas
dos usuarios. Os autores citam algumas caracteristicas que devem ser consideradas no

desenvolvimento de um software educacional:

Caracteristicas Pedagoégicas: Referem-se a conveniéncia e a viabilidade de utilizacao
do software em situagoes educacionais, isto é, o software deve permitir a identi-
ficacao do ambiente educacional e do modelo de aprendizagem que ele privilegia,
ser adequado e pertinente a um dado contexto educacional ou disciplina especifica
e possuir aspectos didaticos, tais como contetidos claros, corretos e recursos moti-

vacionais.

Facilidade de Uso: O software deve ser facil de se aprender a usar e as informacoes
importantes para o seu uso devem ser ficeis de se memorizar. Além disso, ele deve

manter o processamento corretamente a despeito de agoes inesperadas (robustez).
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Interface Amigavel: O software deve possuir meios e recursos que facilitem a sua in-
teracdo com o usuario. A concepcao da interface deve ser conservada idéntica em
contextos idénticos e diferente em contextos distintos, devendo haver adequacao en-
tre as informagoes apresentadas ou solicitadas. Além disso, também é importante a
existéncia de mecanismos que permitam evitar ou reduzir a ocorréncia de erros, e

que favorecam a sua corregao quando eles ocorrerem.

Adaptabilidade: O software deve ser capaz de se adaptar as necessidades e preferéncias
do usuario e ao ambiente educacional selecionado. Assim, a sua interface devera ser
facilmente personalizada para o uso por diferentes usuarios e o software deve ser

adequado ao modelo e aos objetivos educacionais pretendidos.

Documentagao: A documentacao para instalacao e uso do software deve estar completa,

consistente, legivel e organizada. Deve haver também uma ajuda on-line disponivel.

Portabilidade: O software deve ser capaz de adequar-se aos equipamentos do laboratorio
de informatica, isto é, as tecnologias utilizadas pelo software devem ser compativeis

com as facilidades disponiveis no mercado e na instituicao de ensino.

3.5 Consideracoes Finais

Ao se desenvolver um software para a aprendizagem auxiliada por computador, o
primeiro item a ser analisado deve ser o seu critério didatico-pedagdgico. De um modo
geral, duas abordagens pedagogicas podem ser verificadas: a instrucionista e a constru-

clonista.

A abordagem instrucionista refere-se a instrucao programada, a qual apresenta a
informacgao em segoes breves, testam o aluno a cada secao e fornecem um feedback imediato
para as respostas dadas. Neste caso, o computador é visto como uma maquina de ensinar.
Por sua vez, a abordagem construcionista refere-se a softwares com os quais o aprendiz
pode interagir e construir o seu conhecimento. Neste caso, o computador é visto como

uma ferramenta de desenvolvimento cognitivo.

Dentro desse contexto, o ambiente computacional de aprendizagem proposto tera
uma abordagem construcionista, pois proporcionard ao aluno liberdade na busca da
informacao e autonomia na escolha dos caminhos de navegagao. Além disso, o ambiente

apresentard um problema real, possibilitando que o aluno teste diversas solucoes.

Embora nao haja uma classificagdo padronizada para os softwares educacionais, o
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ambiente desenvolvido sera do tipo resolucao de problemas, segundo a classificagao
de Valente (1998a), uma vez que o aprendiz devera encontrar a solu¢ao de um problema

apresentado através de uma linguagem de programacao.

Vale também ressaltar que o desenvolvimento de um produto voltado para a apren-
dizagem auxiliada por computador é baseado no ponto de vista de como se da a aquisicao
do conhecimento. Assim, as teorias de aprendizagem passam a ter uma grande influéncia
no desenvolvimento de um software educacional. No proximo capitulo aborda-se a teoria
da aprendizagem significativa, de David P. Ausubel, cujos conceitos foram incorporados

ao ambiente computacional de aprendizagem desenvolvido.
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4 Teoria da Aprendizagem de

Ausubel

Uma teoria de aprendizagem ¢é uma tentativa de se interpretar sistematicamente a
area do conhecimento relacionada a aprendizagem. Representa o ponto de vista de um
autor sobre como interpretar esse tema, tentando explicar o que é e como funciona a
aprendizagem. KEssas teorias, portanto, refletem visoes profundamente diferentes sobre

como ela ocorre, tendo grande impacto no desenvolvimento dos softwares educacionais.

Neste capitulo, aborda-se a teoria da aprendizagem significativa, de David P. Ausubel,
destacando-se seus tipos e as condicoes para que ela ocorra. Descrevem-se também os
processos de aquisicao e organizacao de conceitos, e apresentam-se os mapas conceituais,

representacoes graficas da estrutura hierarquica desses conceitos.

4.1 Visao Geral

Segundo Moreira (1999), a aprendizagem ocorre em trés niveis: o cognitivo, o afetivo
e o psicomotor. A aprendizagem cognitiva é aquela que consiste no armazenamento orga-
nizado de informacoes na mente do aprendiz, também chamada de estrutura cognitiva. A
aprendizagem afetiva se dé a partir de sinais internos que se traduzem como experiéncias
de dor, prazer, satisfacao e contentamento. Essa aprendizagem sempre esta vinculada a
aprendizagem cognitiva, havendo uma relacao mutua entre as duas. J& a psicomotora

estd ligada a respostas musculares adquiridas através de treinos e da pratica diaria.

Embora reconhega a importancia da experiéncia afetiva, Ausubel (1968) propde uma
teoria que explica o processo de aprendizagem segundo o ponto de vista cognitivo. Para
Ausubel a aprendizagem significa organizagao e integracao de informagoes na estrutura
cognitiva do aprendiz e é entendida como o conjunto total de idéias de uma pessoa e sua
correspondente organizacao. Assim, a sua teoria prioriza principalmente a aprendizagem

cognitiva.
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O fator mais importante para que ocorra aprendizagem, segundo Ausubel, é aquilo que
o aprendiz ja sabe. Novas idéias e conceitos podem ser aprendidos e retidos a medida que
se relacionam com conceitos claros e organizados aprendidos anteriormente, que servem
de ancora para a nova informacao. Essa experiéncia cognitiva nao se limita apenas a
influéncia dos conceitos ancora na nova aprendizagem, mas envolve também a modificacao

de elementos importantes na estrutura cognitiva como um todo.

4.2 Aprendizagem Significativa

Segundo Ausubel (1968), a aprendizagem significativa é um processo por meio
do qual uma nova informacao relaciona-se com um conceito relevante ja existente na
estrutura cognitiva do aprendiz, o qual Ausubel define como subsuncgor. Ausubel vé o
armazenamento de informacoes no cérebro humano como sendo organizado, formando uma
hierarquia conceitual, na qual elementos mais especificos de conhecimento sao ligados e
assimilados a conceitos mais abrangentes. A aprendizagem significativa, portanto, ocorre
quando a nova informagao ancora-se em conceitos ou proposigoes relevantes, preexistentes

na estrutura cognitiva do aprendiz. Esta hierarquia ¢ ilustrada pela Figura 3 abaixo.

Conceito geral

[/ A\

Conceito Conceito
intermediario intermediario
Conceito Conceito Conceito Conceito
especifico especifico especifico especifico

Figura 3: Organizacao de conceitos na estrutura cognitiva, segundo Ausubel

Este processo de ”ancoragem”da nova informacao resulta em crescimento e modi-
ficacao do conceito subsuncor. Isso significa que os subsuncores existentes na estrutura
cognitiva podem ser abrangentes e bem-desenvolvidos, ou limitados e pouco desenvolvi-
dos, dependendo da freqiiéncia com que ocorre aprendizagem significativa em conjuncao

com um determinado subsungor (MOREIRA, 1999).

Ausubel define também a aprendizagem mecanica, que consiste na aprendizagem

de novas informacoes com pouca ou nenhuma interacao com conceitos relevantes existentes
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na estrutura cognitiva. Neste caso, a nova informagao é armazenada de maneira arbitraria,
nao havendo interacao entre a nova informacao e aquela ja armazenada. O conhecimento
assim adquirido fica arbitrariamente distribuido na estrutura cognitiva, sem ligar-se a

conceitos subsuncores especificos.

A aprendizagem mecanica é sempre necessaria quando o individuo adquire informacoes
em uma area de conhecimento completamente nova para ele, isto é, ela ocorre até que
alguns elementos de conhecimento, relevantes a novas informagoes na mesma area, existam
na estrutura cognitiva e possam servir de subsuncores, ainda que pouco elaborados. A
medida que a aprendizagem comeca a ser significativa, esses subsuncores vao ficando cada

vez mais elaborados e mais capazes de ancorar novas informagoes.

Para o desenvolvimento de conceitos subsuncores, Ausubel recomenda o uso de ma-
teriais introdutérios que devem ser apresentados antes do assunto a ser aprendido, de-
nominados organizadores prévios. Segundo o préprio Ausubel, a principal funcao do
organizador prévio é a de servir de ponte entre o que o aprendiz ja sabe e o que ele
deve saber, a fim de que o novo assunto possa ser aprendido de forma significativa. O
uso desses organizadores, portanto, constitui uma estratégia para manipular a estrutura
cognitiva e, assim, facilitar a aprendizagem significativa. Ao contrario dos sumarios, os
quais simplesmente destacam certos aspectos de um assunto, os organizadores prévios sao

apresentados em um nivel mais alto de abstracdo (MOREIRA, 1999).

4.3 Tipos de Aprendizagem Significativa

De acordo com Ausubel, existem trés tipos de aprendizagem significativa. O processo
descrito anteriormente, segundo o qual a nova informacao adquire significado por meio
da interacao com subsuncores, reflete uma relacao de subordinacao do novo material em
relacao a estrutura cognitiva pré-existente. A esse tipo de aprendizagem dé-se o nome de

subordinada.

Por outro lado, a aprendizagem superordenada ¢ a que se d4 quando um conceito ou
proposicao potencialmente significativo A, mais geral e inclusivo do que idéias ou conceitos
aj, ag, ag ja estabelecidos na estrutura cognitiva, ¢ adquirido a partir destes e passa a
assimila-los. As idéias a;, as, ag sao identificadas como instancias mais especificas de
uma nova idéia superordenada A, definida por um novo conjunto de atributos essenciais

que abrange os das idéias subordinadas.

A aprendizagem combinatdria, por sua vez, é a aprendizagem que nao tem uma
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relacao de subordinacao ou superordenacao com proposi¢oes ou conceitos especificos, e
sim, com conteudo amplo, relevante de uma maneira geral existente na estrutura cog-
nitiva, isto é, a nova proposicao nao pode ser assimilada por outras ja estabelecidas na
estrutura cognitiva, nem é capaz de assimila-las. E como se a nova informagcao fosse po-
tencialmente significativa por ser relacionavel a estrutura cognitiva como um todo e nao
com aspectos especificos dessa estrutura, como ocorre na aprendizagem subordinada e

mesmo na superordenada.

4.4 Condicoes para Aprendizagem Significativa

Segundo Ausubel, para que a aprendizagem significativa ocorra sao necessarias duas

condigoes (MOREIRA, 1999):

e O material a ser aprendido deve ser potencialmente significativo, ou seja, rela-

cionavel a estrutura cognitiva do aprendiz;

e O aprendiz deve manifestar uma disposicao para relacionar de maneira substantiva

e nao-arbitraria o novo material, potencialmente significativo, a estrutura cognitiva.

A primeira condicao implica nao s6 que o material seja suficientemente nao-arbitrario
em si, de modo que possa ser aprendido, mas também que o aprendiz tenha disponivel

em sua estrutura cognitiva os subsungores adequados.

A outra condicao implica que, independentemente de quao potencialmente significa-
tivo seja o material a ser aprendido, se a intencao do aprendiz for simplesmente a de
memorizéa-lo, tanto o processo de aprendizagem como seu produto serao mecanicos. De
maneira reciproca, nem o processo nem o produto da aprendizagem serao significativos
se 0 material nao for potencialmente significativo, independentemente de quao disposto

para aprender estiver o individuo.

4.5 Aquisicao e Organizacao de Conceitos

Para tornar mais claros e precisos os processos de aquisi¢ao e organizacao de conceitos
na estrutura cognitiva, Ausubel sugere que os conceitos sao adquiridos, ainda na infancia,
por meio de um processo conhecido como formagao de conceitos, que consiste em

generalizacoes de instancias especificas. A partir dai, os novos conceitos sao adquiridos
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através de assimilagao, diferenciacao progressiva e reconciliagao integrativa de

conceitos (MOREIRA, 1999).

A assimilagao é um processo que ocorre quando um conceito ou proposicao a, poten-
cialmente significativo, é assimilado sob uma idéia ou conceito mais inclusivo, ja existente
na estrutura cognitiva. Conforme ilustrado na Figura 4, nao s6 a nova informacao a,
mas também o conceito subsuncor A, com o qual ela se relaciona, sao modificados pela
interacao. Além disso, a’ e A’ permanecem relacionados como componentes de uma nova

unidade A’a’; que corresponde ao subsuncor modificado.

A

Conceito subsungor

A'a’
Subsungor modificado

a

Nova informagao

Figura 4: O processo de assimilagao, segundo Ausubel

Vale ressaltar que descrever o processo de assimilagao em termos de uma tnica
interacao A’a’ é apenas uma simplificagao, pois uma nova informacgao pode interagir

também com outros subsuncores.

Quando um novo conceito é aprendido através de um processo de ancoragem e in-
teracao com um subsuncor, este também se modifica. A ocorréncia desse processo uma
ou mais vezes resulta na diferenciagao progressiva do conceito subsungor (MOREIRA,
1999).

Por outro lado, idéias estabelecidas na estrutura cognitiva ao longo de novas aprendiza-
gens podem ser reconhecidas como relacionadas. Assim, novas informacgoes sao adquiridas
e elementos existentes na estrutura cognitiva podem reorganizar-se e adquirir novos sig-
nificados. Esta recombinacao de elementos previamente existentes na estrutura cognitiva

é referida por Ausubel como reconciliagao integrativa.

Sob o ponto de vista instrucional, a diferenciacao progressiva é um principio pro-
gramatico da matéria de ensino, segundo o qual os conceitos mais gerais e inclusivos do
contetdo devem ser apresentados no inicio da instrucao e diferenciados progressivamente

em termos de detalhe e especificidade (MOREIRA, 1999). J4 a reconcilia¢do integrativa é o
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principio segundo o qual a instrugao deve também explorar as relacoes entre idéias, apon-

tar similaridades e diferencas importantes, e reconciliar discrepancias reais ou aparentes.

Segundo Ausubel, esses dois principios programaticos podem ser implementados na
pratica através do uso de organizadores prévios adequados ou com a utilizacao de mapas

conceituais (MOREIRA, 1999).

4.6 Mapas Conceituais

Segundo Moreira e Buchweitz (1993), mapas conceituais sdo representagoes gréficas
semelhantes a diagramas de blocos dentro dos quais estao os conceitos de uma determinada
area do conhecimento, estando as relagoes entre esses conceitos ligadas por palavras.
Representam assim uma estrutura hierarquica que vai desde os conceitos mais gerais até

os mais especificos.

A funcao do mapa conceitual consiste em organizar logicamente um determinado tema,
destacando as relagoes significativas entre os conceitos. O mapa conceitual representa,
portanto, as relagoes entre conceitos, isto ¢, como um determinado conceito se relaciona

de maneira logica e coerente com um outro.

Os mapas conceituais podem ser elaborados a partir de conceitos soltos, de paragrafos
de um capitulo de um livro-texto ou de uma determinada area do conhecimento. Os con-
ceitos mais gerais devem vir no alto da representacao e os mais especificos ligados a estes

e aos demais por linhas e palavras, formando proposicoes mediante frases simplificadas.

Um mapa conceitual simples é formado por dois nés conectados por uma linha, re-
presentando uma frase simples. Mapas conceituais mais elaborados consistem de varios
conceitos hierarquicamente distribuidos, conectados por linhas que mostram as relagoes
entre eles e interligados através de palavras ou frases simples. Na Figura 5 a seguir
apresenta-se um exemplo de mapa conceitual mais elaborado, onde palavras ou frases de

ligagao sao necessarias para relacionar os diversos conceitos adequadamente.

4.7 Consideracoes Finais

A teoria da aprendizagem significativa de Ausubel tenta explicar o processo de apren-
dizagem segundo o ponto de vista cognitivo. Segundo o autor, a aprendizagem significa-

tiva é um processo por meio do qual uma nova informagao relaciona-se com um conceito
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Equacdes

Diferenciais
Parciais

N\

N\

classificam-se em classificam-se em

i A

[Homogénea] [Néo—Homogénea] [Linearj [Néo—Linear]

/

classificam-se em

Elipticas [Parabélicas] Hiperbdlicas
[

modelam

Problemas
Difusivos
T

por exemplo

[Condugéo de Calor]

Figura 5: Exemplo de um mapa conceitual mais elaborado

relevante ja existente na estrutura cognitiva do aprendiz. Esta teoria vem sendo bas-
tante utilizada como um poderoso recurso pedagdgico, inclusive no ensino de engenharia

(CARVALHO; TORRES, 2004).

A utilizacao dessa teoria no desenvolvimento do ambiente computacional de apren-
dizagem proposto se dard de duas formas: através da apresentacao de mapas conceituais

sobre o assunto abordado e da diferenciagao progressiva do texto didético.

Para a estruturagao do contetido didatico do ambiente, identifica-se primeiramente
a estrutura conceitual da matéria de ensino, isto é, os conceitos mais abrangentes sao
identificados e organizados hierarquicamente, de modo que, progressivamente, abranjam
os menos inclusivos até chegar aos exemplos e dados especificos. Como resultado, obtém-se

os mapas conceituais do contetido didatico.

A partir dai, procede-se com a identificacao dos subsuncores que sao relevantes a

aprendizagem do conteudo a ser ensinado. Ressalta-se que, para aprender significativa-
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mente este contetdo, o aluno devera ter aqueles subsungores em sua estrutura cognitiva.

Por 1ltimo, os mapas conceituais e os subsungores devem ser disponibilizados para
o aluno no ambiente computacional, visando facilitar a aquisicao da estrutura conceitual

da matéria de ensino de uma maneira significativa.

A funcao do ambiente, portanto, serd auxiliar o aluno na assimilacao da matéria de
ensino e organizacao da sua propria estrutura cognitiva nessa area de conhecimentos, por

meio da aquisicao de significados claros e relacionaveis.

No proximo capitulo aborda-se o problema da conducao de calor como um exemplo de
problema de difusao, e apresentam-se os métodos de separacao de variaveis e de diferencas
finitas, este tltimo segundo as variantes de Euler e Crank-Nicolson. Constroem-se também
os mapas conceituais para cada método, os quais sao disponibilizados no ambiente desen-

volvido.
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5 Resolucao de Equacoes
Parabdlicas

Descreve-se neste capitulo o problema da conducao de calor transiente, o qual modela-
se matematicamente por uma EDP parabdlica, e que sera tratado pelo ambiente computa-
cional de aprendizagem. Em seguida, visando-se a resolugao desse problema, abordam-se
o método analitico de separacao de variaveis, e os métodos numéricos de diferencas finitas

nas variantes de Euler e Crank-Nicolson.

Finalmente, procede-se com a construcao de mapas conceituais para os trés métodos
apresentados. Estes mapas serao incorporados ao ambiente computacional como um re-

curso pedagogico para auxiliar a aprendizagem dos métodos.

5.1 O Problema da Conducao de Calor

Considere-se o problema de conducao de calor transiente numa barra retilinea, de secao
transversal uniforme e de material homogéneo. Denomina-se por z o eixo longitudinal de
simetria da barra, sendo x = 0 e x = L suas extremidades, conforme ilustrado na Figura
6 a seguir. Suponha-se que as superficies laterais da barra estejam perfeitamente isoladas
termicamente, de modo que nao haja passagem de calor através delas. Considere-se
também que as dimensoes da secao transversal sejam tao pequenas que a temperatura

pode ser considerada uniforme em qualquer ponto desta secao.

Uma vez que a conducao de calor trata-se um problema de difusao, a variacao de
temperatura ao longo da barra é modelada pela seguinte equacao diferencial parcial,

conhecida como equacao da conducao de calor:

Ou(z,t) a82u(:1:,t)

ot or?2

O<z<L, t>0 (5.1)

onde a constante a é denominada difusividade térmica e depende somente do material
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i, )

Figura 6: Barra sélida condutora de calor.

de que é constituida a barra. Esta constante, que aqui representa o coeficiente de difusao
da Equagao 2.2, é definida por o« = k/ps, onde k é a condutividade térmica, p é a densidade

e s o calor especifico do material. As unidades de o sdo comprimento? /tempo.

Considere-se também que as extremidades da barra sejam mantidas a temperaturas
fixas, ou seja, em x = 0 a temperatura é T} e em x = L a temperatura é T,. Entretanto,
basta se considerar o caso em que 77 = T5 = 0, uma vez que pode-se reduzir o problema
mais geral a este caso especial (MYERS, 1971; BOYCE; DIPRIMA, 1992). Assim, como

resultado dessa restricao, u serd nula quando x =0 ou z = L:

w(0,8) =0, t>0 (5.2)

wW(Lt) =0, t>0 (5.3)

Finalmente, considere-se que a distribuicao inicial de temperatura da barra seja dada

através de uma funcao f conhecida. Assim, tem-se:

u(z,0) = f(z), 0<zxz<L (5.4)

O problema da condugao de calor, portanto, consiste em encontrar a temperatura
da barra, aqui genericamente denominada u, em funcao das coordenadas espacial x e
temporal ¢ (BOYCE; DIPRIMA, 1992). A Equacao 5.4 representa a condigao inicial do

problema, enquanto que as Equacoes 5.2 e 5.3 representam as condicoes de contorno.

Para resolver este problema, podem-se utilizar métodos de natureza analitica ou

numérica. Nas secoes a seguir, apresentam-se o método analitico de separacao de varidveis



5.2 Separacdo de Varidveis 51

e os métodos numéricos de diferengas finitas de Euler e de Crank-Nicolson. Apresentam-se
também mapas conceituais para esses trés métodos, ressaltando os conceitos que precisam

ser assimilados para que se tenha uma aprendizagem significativa.

5.2 Separacao de Variaveis

O método de separacao de varidveis é uma poderosa técnica de resolucao analitica
de equagoes diferenciais parciais. Este método pode ser utilizado em problemas das mais
diversas areas, tais como propagacao de onda e conducao de calor, porém a sua aplicagao é
restrita as equacoes lineares homogéneas (MYERS, 1971; FARLOW, 1982; BOYCE; DIPRIMA,
1992; EVANS; BLACKLEDGE; YARDLEY, 2000).

De um modo mais abrangente, o método de separacao de variaveis utiliza a lineari-
dade e a homogeneidade do problema para gerar vérias solugoes especiais uy,(z,t), que
satisfazem a equacao diferencial e suas condig¢oes de contorno. Em seguida, estas solucoes
sao multiplicadas por constantes ¢, apropriadas e entao somadas, obtendo-se uma solucao
que também satisfaz a condi¢@o inicial (MYERS, 1971). Assim, a solugdo serd expressa

CO1mo:

u(z,t) = Z Crtin (T, 1)

O primeiro passo do método consiste em encontrar algumas solugoes especiais da
Equagao 5.1 na forma de um produto de uma funcao de x por uma funcao de t. Portanto,

assume-se que:

u(w,t) = X (2)T(#) (5.5)

Substituindo a equagao acima na Equacao 5.1, obtém-se:

aX"(2)T(t) = X (2)T'(¢) (5.6)

Separando as variaveis, tem-se:

X'(x) 1T'(Q)
X(x)  aT()

(5.7)
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A tnica maneira de uma funcao de x ser sempre igual a uma funcao de t, para
quaisquer x e t, é se ambas forem iguais a uma mesma constante. No caso em questao, a
escolha de uma constante negativa resultaria numa solugao que decai a zero a medida em
que o tempo aumenta, enquanto que uma constante positiva (ou zero) resultaria numa
solugao que se torna infinita (MYERS, 1971). Uma vez que a tltima opc¢ao nao se encaixa
no entendimento fisico de que a solucao eventualmente deve se aproximar das condigoes
de contorno, deve-se entao descarta-la. Assim, fazendo cada lado da Equacao 5.7 igual a

uma constante —A?, onde A\? ¢ um nimero positivo arbitrario, tem-se:

X”<.T>

Yoy =0 = X+ NX (@) =0 (5.8)

A Equacao 5.8 trata-se de um caso particular do problema cléssico de Sturm-Liouville,

assunto de conhecimento prévio dos alunos de calculo numérico.

Do termo a direita da igualdade da Equacao 5.7, e aplicando as consideragoes postu-

ladas anteriormente, resulta:

éTT%) =N = T'(t) + XaT(t) =0 (5.9)

O problema foi agora reduzido a solugao de duas equagoes diferenciais ordindrias em
vez de uma equacao diferencial parcial. Sem perda de generalidade, as solucoes para X e

T sao muito claras e dadas por:

X\ = c1) sen\z + c9) cos Az (5.10)

T\ = czy e X! (5.11)

onde o simbolo subscrito A em ¢y, ¢s e c3 indica que estas constantes podem ser diferentes

para valores distintos de A\. Uma vez que assumiu-se um produto das solugoes, tem-se:

ur(z,t) = X\Ty = (A, sen\z + By, cosAz) e (5.12)

onde u) denota que a solucao contém um parametro A. Esta solucao especial satisfaz
a Equacao 5.1 para qualquer valor de \. Espera-se agora que A\, Ay e B) possam ser

escolhidos de tal maneira que u, também satisfaga as condi¢oes de contorno.
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Para satisfazer a condi¢ao de contorno em x = 0,

ur(0,1) = 0 = By e (5.13)

e, portanto, By deve ser zero. Para satisfazer a condicao de contorno em x = L,

ur(l,t) = 0 = Ay sen\L e (5.14)

Observa-se que A, nao pode ser zero, ja que isto resultaria em wuy(x,t) = 0 para
quaisquer valores de x e t. Portanto senA\L deve ser zero, de tal modo que esta condicao
vale para todo t. Conseqlientemente, faz-se necessaria a escolha de A\, = nn/L, onde
n=12,3,...

Assim, se By = 0 e \, = nw/L, as solugbes especiais uy(z,t) para a Equagao 5.1

também satisfarao as condigoes de contorno. Portanto,

2
uy(z,t) = Ay senh,z e ot

ou

nwTr _, 2 2 2
up(z,t) = Ay sen—-— ¢ nimat/L

onde n = 1,2,3,..., satisfaz a equacao diferencial parcial e as condicoes de contorno®.

Em seguida, espera-se que a condicao inicial possa ser satisfeita somando-se todas essas
solucoes especiais com valores devidamente escolhidos de A,. Assim, A, serd escolhido
de tal modo que:

= nmx
2.2 2
u(z,t) = E A, sen—— e n*mat/L (5.15)
n=1

a qual satisfaz a equacao diferencial parcial e as condicoes de contorno, também se ajustara

a condicao inicial dada pela Equacao 5.4. Em t = 0 a Equacao 5.15 torna-se:

1Os valores especiais de A\, = n7/L sdo chamados de autovalores e o termo sen\r é chamado de
autofuncao.
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flz) = ZA” sen-—~ (5.16)

A Equacao 5.16 pode ser reescrita como:

2
f(z) = A senr + A, sen 2L +...+A, sen 2L

7 7 7 + ...

Multiplicando ambos os lados por senmmz /L, onde m é um inteiro qualquer, e inte-

grando de 0 a L, a equacao acima torna-se:

L

L
2
+ Ag/ sen% senmz/m der + ...

L L
/ f(x) sent ol dy = Al/ sen’~ sen L g
0 L 0 L

0
L mnx
+ A, sen’—= dz + ...
] L

Uma vez que as funcoes sennwz /L, onde n = 1,2,3, ..., sdo ortogonais?, cada integral

da equagao acima ¢ igual a zero, exceto aquela associada ao coeficiente A,,. Assim,

L L
1
/0 f(z) senmgmj der = Am/o sen’ m;r:v dx = AméL

O que resulta em:

mmnx

o L
Am—z/o f(z) sen 7 dx

Portanto, a solucao do problema descrito na Secao 5.1 é:

u(z,t) = ZA" sen? gt/ L2 (5.17)
n=1

N ~ . . b
2Duas fungoes v; e vz sdo ortogonais no intervalo (a, b) quando fa vyvedr = 0.
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onde os coeficientes A,, sao dados pela expressao:

2 [F nwx

Esta solucao é apresentada na Figura 7 abaixo. Ela satisfaz a EDP, as condigoes de
contorno e a condicao inicial. E simétrica a decai a zero a medida em que t se torna

infinito, conforme esperado, ja que os extremos da barra estao sendo mantidos a 0°C'.

u (°C)
100, .
——t = 0s
t - 600s
80+
t - 1.800s
t = 3.600s
60, ——t = 6.600s
40}
201

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figura 7: Solucao do problema da condugao de calor pelo método de separagao de variaveis

5.3 Diferencas Finitas

O amplo uso dos computadores tornou os métodos de diferencas finitas extremamente
valiosos para a resolucao de problemas nao sujeitos aos métodos analiticos. Conforme
mencionado, os métodos analiticos sao comumente restritos a geometrias e condigoes de
contorno muito simples. Assim, para problemas mais complexos, os métodos de diferencas

finitas sdo mais provaveis de serem utilizados (MYERS, 1971).

Os métodos de diferencas finitas também sao muito uteis em problemas que envolvem
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a falta de linearidade, tais como a radiacao. Neste casos, os métodos analiticos raramente
funcionam. Problemas com propriedades variaveis muitas vezes devem ser tratados nu-

mericamente (MYERS, 1971).

Entretanto, deve-se mencionar que, embora a maioria dos problemas praticos pos-
sam exigir métodos de diferencas finitas para se obter resultados minuciosos, os métodos
analiticos ainda sao importantes. Ao se configurar um problema complexo usando diferen-
cas finitas, os casos limitantes sao muitas vezes considerados como um obstaculo para os
calculos. Estes casos freqiientemente tém solugoes analiticas que podem ser usadas para
comparacao com os resultados obtidos por diferencas finitas. Muitas vezes as solugoes
analiticas podem ser utilizadas juntamente com o computador para produzir melhores

solugoes (MYERS, 1971).

A solugao de uma equagao diferencial parcial pelo método de diferencas finitas é
feita em dois passos. Primeiro, obtém-se um sistema de equacgoes diferenciais ordinarias
para aproximar o comportamento da EDP. Isto pode ser feito através de uma formulacao

matematica. Em seguida, obtém-se uma solucao numérica para este sistema.

Esses dois passos sao abordados nas proximas segoes, apos a exposicao de alguns

conceitos basicos necessarios para a aplicacao do método de diferencas finitas.

5.3.1 Conceitos Basicos

A idéia bésica por tras dos métodos de diferencas finitas é transformar a equagao
diferencial em uma equagao algébrica, substituindo-se as derivadas da equagao original

por aproximagoes em termos de diferengas finitas (MYERS, 1971).

Suponha-se que uma dada funcao f(x) seja continua e que tenha derivadas de todas
as ordens em um determinado intervalo fechado. Expandindo-se f(z) em série de Taylor®

em torno de z;, o valor de f(x) em z;41 (isto é, fi11) é dado por:

Jir1 = fi + % iAZB + O[(Az)?]

o simbolo O[(Az)?] significa que a ordem de grandeza dos termos restantes é (Ax)2.

3A expansdo em série de Taylor de uma fun¢do f(x) em torno de um ponto a é definida como

n

) (a) n
n! (2

"(a ) 00 (
f@) = F@) + £ @) - )+ D@ - a) +”':Zof .
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Resolvendo-se para a derivada, resulta:

ﬁ fz+1 fz
del. — Az

7

O[(Az)?] (5.19)

A medida que Az torna-se pequeno, os termos restantes, cuja ordem de grandeza é

(Ax)?, podem ser considerados despreziveis.

A segunda derivada de f(z) pode ser encontrada considerando-se a expansao em série

de Taylor em torno do ponto ;. Os valores de f;11 e f;_1 podem ser escritos como:

d 1d? 1d3

fin = fi+ | Ao 32| (o + 5] (Ao 020
d 1d? 1d3

s = = G| B 5 (o = S (B ol

Somando-se estas duas equacgoes, obtém-se:

firi— fisi=2fi + (Aﬂﬁ) + O[(Axz)"]

Resolvendo-se para a segunda derivada, resulta:

Cfl ficr=2fi+ fin

77 vt CON (5.20)

5.3.2 Formulacao Matematica

Primeiramente, a formulacao matematica do método de diferencas finitas comega com
a equacao diferencial parcial mais as suas condi¢oes de contorno e inicial. Para o problema
da conducao de calor descrito na Se¢ao 5.1, considera-se as Equacoes 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4.
Em seguida, uma malha de nés pode ser configurada, subdividindo-se a direcao = da barra

em nos igualmente espacados, a uma distancia Ax.

Seguindo a discussao na Secao 5.3.1, a segunda derivada na equagao diferencial pode

ser substituida por sua aproximacao de diferenca finita, resultando:

du; Ui—1 — 2U; + Ui
— =
dt (Ax)?

(5.21)
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Considerando-se M divisoes na direcao = da barra, havera entao M — 1 equagoes

diferenciais ordindarias simultaneas para se resolver:

% — 4 (—211,1 + UQ)
de (Ax)?
duy a<u1 — 2us + ug3)
de (Az)?
dus - (up = 2us + ua) (5.22)
dx (Az)?
dupra N (upr—2 — 2upr—1)
dx (Az)?
Na primeira e na tltima equagoes, admitiu-se que ug = uy; = 0, por causa das

condicoes de contornoem x =0e xz = L.

Este sistema de equagoes diferenciais ordinarias pode ser classificado como um pro-
blema de valor inicial, pois estas equacoes sao resolvidas para incognitas que representam
uma fungao do tempo que comega com um determinado valor inicial (MYERS, 1971).
No caso do problema da conducgao de calor, os valores iniciais sao obtidos a partir da
distribuicao inicial de temperatura da barra. Assim, as condicoes iniciais que acompanham

as Equagoes 5.22 sao:

Ul(o) = fi
u(0) = fo

U3(0) = f3

up-1(0) = fu—a

Nas proximas secoes, discutem-se dois métodos de diferencas finitas para a resolugao

de equagoes diferenciais parciais.

5.3.3 Meétodo de Euler

Como o problema em questao é um problema de valor inicial, conhecendo-se a solucao

u™ em algum ponto no instante ¢, é possivel se encontrar a solucao u™*Y em algum

n+1)

ponto no instante t( =t 4+ At. A forma mais simples de se estimar a solucdo em

t(+1) ¢ calcular a derivada em t(™ e entdo avancar no tempo da seguinte maneira:
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(n)

d
wm ) = 1 YAy (5.23)
dt
Sem perda de generalidade, tem-se
u{mY = ™ 4 dl; At (5.24)

O valor da derivada pode ser obtido a partir da Equacao 5.21 e substituido na Equacao

5.24, resultando

WY = 4™ 4 g

At n n n

Considerando-se M divisoes na diregao x da barra, haverd entao o seguinte sistema

de M — 1 equagoes algébricas:

At
n+1 n n n
At
n+1 n n n n
At
n+1 n n n n
At
n+1 n n 9 n
ug\/[fl) Ugw)q Oé( A 31')2 [Ug\/[lQ ug\J)fl]

admitindo-se que ug = uy; = 0 por causa das condicoes de contorno em x =0 e x = L.

Estas equagoes podem entao ser arranjadas da seguinte forma:

u™ = (-2t + pus”

ug™ = pui” 4 (1=2p)uy” + puy”

g = + pud” + (1—2p)uf” + pu”
up? = pus) s + (1= 2p)ufy,

onde p = aAt/(Ax)? Por se tratar de um sistema de equagoes algébricas, convém utilizar

uma representacao matricial. Assim, pode-se expressar o sistema acima da seguinte forma:
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r 1+ 1T 1™

Uy 1-2p p (41

Uy p 1=2p p ()

U3 = P 1-2p p U3 (5.26)
| U1 | i p 1- 2]9_ | UM 1|

A matriz tridiagonal no lado direito da equacao é conhecida e constante, uma vez
escolhido o incremento temporal. Os valores conhecidos de u em t™ (isto é, u(™) sdo
multiplicados por essa matriz para se obter os valores de u em t™*t1). Este é um calculo
explicito para se obter os novos valores de u a partir de seus valores anteriores. O

processo é entao repetido varias vezes para se avangar no tempo (MYERS, 1971).

A Figura 8 apresenta uma malha para o método de Euler, e mostra os valores envolvi-
(n)

dos no célculo da solucao. Os valores u; ' na base e nas laterais da malha representam,

. e~ e e .~ , 3
respectivamente, a condicao inicial e as condigoes de contorno. Para o cdlculo de ug ), por

@) 42 ¢y

exemplo, é necessério utilizar os valores numéricos de u; , conforme a Equacgao

5.25.
. 4 4 4
ul” e
P P
M(()S) u(23) u}(\;)
) o1 ) (2) ' )
u, u, U, U, Uy
9 - p —9
u(1)| e
0 M
o) (0)‘ (0)' o ° (0)
MO ul I/l2 M3 MM

Figura 8: Malha de nés para o método de Euler

Carnahan, Luther e Wilkes (1969) mostram que este método é numericamente con-
vergente e estdvel? se p < 1/2. Além do mais, p < 1/2 pode resultar em uma solucio na
qual os erros nao crescem porém oscilam, p < 1/4 assegura que a solugao nao oscilara e

p < 1/6 tende a minimizar o erro de truncamento (CHAPRA; CANALE, 1988).

4Convergéncia significa que, & medida em que Az e At se aproximam de zero, o resultado do método
numeérico se aproxima da solucao verdadeira. Estabilidade significa que, a medida em que o método
numérico progride, os erros em qualquer passo nao aumentam, e sim diminuem (CHAPRA; CANALE, 1988).
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5.3.4 Meétodo de Crank-Nicolson

No método de Euler, usou-se o valor da derivada no inicio do intervalo temporal para
se avancar no tempo. Um método mais preciso seria usar a média aritmética das derivadas
no inicio e no final desse intervalo. Isto é, em vez de se usar a Equacao 5.23 para avancar

no tempo, usaria-se

1ld (n) d (n+1)
Sem perda de generalidade, tem-se
. . 1| du, (n) du; (n+1)
u™ = 0l 4 2 dl; dlz At (5.28)

Os valores das derivadas podem ser obtidos a partir da Equacao 5.21 e substituidos

na Equacao 5.28, resultando

) At
Y =+ ROTINGE = 2u™ +ul?) + WY — 20 +ulTY)) (5.29)

u

Considerando-se M divisoes na direcao = da barra, haverd entao o seguinte sistema

de M — 1 equagoes algébricas:

At
n+1 n n n n+1 n+1
At
n+1 n n n n n+1 n+1 n+1
At
n—+1 n n n n n+1 n+1 n+1
(n+1) (n) At (n) 9 (n) (n+1) 9 (n+1)
Upr—1 Upr—1 Ck( ﬁx)Q [(quQ uM71> (quQ Upr—1 )]

admitindo-se que ug = uy; = 0 por causa das condigoes de contornoem x =0e xz = L.

Observa-se que os valores desconhecidos de u™*! aparecem agora em ambos os lados
da equagao. Transferindo-se estes valores para o lado esquerdo e combinando-os com os

valores ja existentes, pode-se escrever o sistema de equagOes acima na seguinte forma
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matricial:
[ b r 1 (n+1) _ p - (n)
1 +pp 2 p “ 1 p ! 2 p o
IR R B 2 P
2 & LA £
5 +p 5 us 5 P us
—g L+p| |Wm-1] g I—p| [¥M—1]
) i ] ] (5.30)

onde p = aAt/(Ax)?.

Assim como no método de Euler, o lado direito da Equacao 5.30 pode ser calculado
diretamente, pois todos os componentes sao conhecidos. Isto resulta numa matriz coluna.
A diferenca vem do fato de que nao se obtém um resultado explicito para as incognitas
do lado esquerdo. Em vez disso, obtém-se um sistema tridiagonal implicito de equagoes
algébricas, que deve entao ser resolvido. O processo é repetido a cada passo no tempo

(MYERS, 1971).

A Figura 9 apresenta uma malha para o método de Crank-Nicolson, e mostra os
(n)

valores envolvidos no calculo da solu¢ao. Os valores u; ’ na base e nas laterais da malha

Para o

ilculo d lo, é A1 ili 30 6 1 tricos de 2. 4@
célculo de uy ', por exemplo, é necessario utilizar nao sé os valores numéricos de u;™’, us

e u:(f), mas também de uf”) e ué?’), conforme a Equacgao 5.29.

representam, respectivamente, a condi¢ao inicial e as condigoes de contorno.
(3)

» » v »
ul” 0

5 @ $
M(()S) u1(3) u(23) M§3) I/l[(\;)
(2) (2)‘ (2). (2)‘ 1 (2)
u, Uy U, Us Uy
) — 4 * )
u, Uy
0® (0). o o *
0 U u, U, Uy

Figura 9: Malha de nés para o método de Crank-Nicolson

E evidente que havera mais esforco computacional no método implicito de Crank-
Nicolson do que no método explicito de Euler. Entretanto, ha trés razoes que podem

justificar esse trabalho extra em cada passo no tempo. Primeiro, usando a média das
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derivadas para se avancar no tempo, a solucao deve ser mais precisa do que no método
de Euler. Segundo, pode-se utilizar incrementos temporais maiores, reduzindo assim o
numero total de passos necessarios para se chegar a um certo ponto no tempo. Finalmente,
o método de Euler é muito mais apto a produzir oscilagdes numéricas indesejdveis do que

o método de Crank-Nicolson, se um incremento temporal muito grande for utilizado.

Na préxima secao, precede-se com a construcao dos mapas conceituais referentes aos

métodos de resolucao de equacoes diferenciais parciais aqui apresentados.

5.4 Construcao dos Mapas Conceituais

O ambiente computacional de aprendizagem desenvolvido utiliza mapas conceituais
como recurso para a apresentacao de organizadores prévios. Assim, construiram-se mapas
conceituais sobre os métodos de resolucao para problemas de difusao. Estes mapas sao
disponibilizados pelo ambiente para que o aluno possa ter acesso a um material intro-

dutério antes do assunto a ser aprendido.

Problemas

de Difusao

sdao modelados
por

v

Equacoes
Diferenciais Parciais
Parabdlicas

sao resolvidas

por
Métodos Métodos
Analiticos Numéricos
| |
por exemplo por exemplo

Separacao Diferencgas

de Variaveis Finitas

Figura 10: Mapa conceitual referente a resolucao de problemas de difusao
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Conforme ja abordado no inicio deste capitulo, os problemas de difusao sao modelados
matematicamente por equacoes diferenciais parciais do tipo parabdlica. Estas podem
ser resolvidas por métodos analiticos, tais como separacao de variaveis, ou por métodos
numeéricos, como por exemplo diferencas finitas. Isto pode ser representado graficamente

pelo mapa conceitual ilustrado na Figura 10.

Segundo um nivel mais alto de abstracao, o método de separacao de variaveis pode
ser utilizado na resolugao de equacoes diferenciais parciais lineares e homogéneas, dos
tipos parabdlica ou hiperbdlica (EVANS; BLACKLEDGE; YARDLEY, 2000). O método gera
solugoes especiais, compostas por um autovalor e uma autofuncao ortogonal, que satis-
fazem as condicoes de contorno da equacao. Estas solugoes sao entao somadas para se
obter a solucao final, que também satisfaz a condicao inicial da equacao. A Figura 11

abaixo ilustra o mapa conceitual para o método de separacao de variaveis.

Método de

Separagdo de
Variaveis

N

gera

\ D

resolve
[Solugc")es Especiais ]_COmDOStaS
/ " T~
que satisfazem Autofuncéo
/ sdo somadas do tlipo
para se obter *
Condigdes de \A

o / Contorno . Ortogonal
—duacoes possuem Solugao
Diferenciais que também— o s

Parciais \ s tisf
| Con.d!gao & satistaz
que sdo Inicial

|
e

v (o)

' Hiperbdlica

Figura 11: Mapa conceitual referente ao método de separacao de variaveis

O método de diferencas finitas, por sua vez, substitui as derivadas da equacao dife-
rencial parcial por aproximacoes em termos de diferencas finitas, que sao obtidas a partir

da expansao em série de Taylor da fungao desconhecida. Este método pode ser explicito,
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tal como o método de Euler, que utiliza a aproximacao da derivada no instante n, ou
implicito, como o método de Crank-Nicolson, que utiliza a média das aproximacoes das
derivadas nos instantes n e n + 1. A Figura 12 abaixo mostra um mapa conceitual para

o método de diferencas finitas.

Método de
Diferengas Finitas

/ substitui

pode ser

S
/ \
/ \por

da . ~
Explicito Implicito J aproxljn;a GOes
' X

I
por exemplo por exemplo

Equacao

+ + Diferencial (Diferengas Finitas]
Crank-Nicolson Parcial |
[ T obtidas
utiliza utiliza a paiir de
Aproximagao da Média das aproximagoes Expansao em
derivada no das derivadas Série de Taylor
instante n nos instantes n e n+1

Figura 12: Mapa conceitual referente ao método de diferencas finitas

Ressalta-se, mais uma vez, que o aluno poderd ter acesso a esses mapas conceituais

no ambiente desenvolvido, os quais terao a finalidade de organizadores prévios.

5.5 Consideracoes Finais

A solucao analitica obtida pelo método de separacao de varidveis, representada pela
Equagao 5.17, contém mais informagao do que uma tabela de ntimeros, revelando como
os parametros fisicos e as condicoes inicial e de contorno afetam a solucao. Além disso,
ela permite obter o valor numérico da solugao em qualquer ponto (x,t), e nao apenas nos
pontos de uma malha. Este valor pode ser calculado sem passar por todo o processo de

encontrar a solucao nos pontos anteriores, como ¢é feito no método de diferencas finitas.

Tal processo, além de encarecer o custo da solugao, estd sujeito a utilizagao de for-

malismos matematicos e procedimentos numéricos para controle de convergéncia, fator
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que se torna mais critico na modelagem avancada. J& para se calcular o valor da solugao
analitica com qualquer grau de precisao, é necessario apenas se adicionar um numero

suficiente de termos na série infinita.

A vantagem do método numérico, no caso diferencas finitas, é que muitos problemas
nao tém solucao analitica conhecida e praticamente todas as EDPs nao-lineares devem ser
resolvidas por tal tipo de método. Os modelos lineares representam, na maioria da vezes,
aproximacoes onde desprezam-se determinados componentes nao-lineares. Portanto, a

resolucao de problemas nao-lineares muitas vezes envolve o uso dos métodos numéricos.

Para auxiliar na aprendizagem dos métodos apresentados, foram construidos mapas
conceituais nos quais identificam-se os conceitos envolvidos nestes métodos. Tais conceitos
representam os subsungores que devem existir na estrutura cognitiva do aluno para que
a aprendizagem desses métodos seja significativa, de acordo com a teoria de Ausubel.
Estes mapas farao parte do ambiente computacional de aprendizagem, e os conceitos

neles apresentados estarao disponiveis para que o aluno possa estuda-los ou revisa-los.

No préoximo capitulo, descreve-se o ambiente computacional de aprendizagem desen-

volvido, no qual os trés métodos aqui descritos foram implementados com os recursos de
um SCS.
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6 Ambiente Computacional de
Aprendizagem

Neste capitulo, apresentam-se as caracteristicas gerais do ambiente computacional
proposto, bem como os aspectos gerais da sua implementacao. Além disso, descreve-se a

estrutura do ambiente, enfatizando-se seus recursos pedagdgicos e computacionais.

Procede-se, também, com a interpretacao do fenomeno fisico abordado pelo ambiente,
o problema da transferéncia de calor por condugao. Finalmente, realiza-se uma analise dos
resultados numéricos gerados pelo ambiente, validando assim os algoritmos implementados

para os trés métodos de resolucao em questao.

6.1 Caracteristicas Gerais

O ambiente computacional proposto foi desenvolvido com o objetivo de ser uma fer-
ramenta construcionista para auxiliar a aprendizagem de métodos analiticos e numéricos
aplicados a equagoes diferenciais parciais do tipo parabdlica, que modelam os problemas

de difusdo.

Realiza manipulacao simbdlica e processamento numérico, permitindo a execugao in-
terativa de algoritmos matematicos e a visualizagao de dados através de tabelas, graficos

e animacoes.

O conteudo pedagbgico do ambiente, apresentado no Capitulo 5, foi baseado em Myers
(1971). A apresentacgao desse conteido para o aluno foi fundamentada nos principios da

teoria da aprendizagem significativa de Ausubel, abordada no Capitulo 4.

O ambiente foi concebido para o ensino em nivel de graduacao e de pds-graduacao,
podendo ser utilizado na sala de aula pelo professor em um unico computador, com o
auxilio de um equipamento para projecao. No entanto, nesta situagao nao seria cumprida

a totalidade dos seus objetivos, pois 0 mesmo também deve ser utilizado pelos alunos de
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modo que possam manipular o ambiente e construir de forma autéonoma o seu proprio
conhecimento. Para se promover uma aprendizagem colaborativa, seria necessaria a sua
utilizacao em grupos de dois ou trés alunos em um mesmo computador, tendo-se o cuidado
de manter a interatividade entre os alunos e o professor. Este devera entao deixar de ser
um repassador do conhecimento e se tornar um facilitador do processo de aprendizagem

do aluno.

Na secao a seguir, abordam-se os aspectos gerais da implementacao do ambiente

computacional de aprendizagem proposto.

6.2 Aspectos Gerais da Implementacao

Para a implementacao do ambiente computacional de aprendizagem, utilizou-se o
Mathematica (WOLFRAM, 2003), um SCS que integra recursos de computagao simbdlica,
numérica e grafica dentro de um ambiente de programacao totalmente heterogéneo, ofe-
recendo recursos de programacao funcional, procedural e até mesmo orientada a objetos

(BARANAUSKAS, 1998).

A interacao com o usudrio é baseada em documentos interativos conhecidos como
notebooks, que mesclam entradas e saidas do Mathematica com textos e graficos. Os
notebooks podem ser utilizados tanto para fazer calculos como para apresentar ou publicar

resultados. Mais detalhes sobre o Mathematica sao apresentados no Apéndice A.

O ambiente computacional de aprendizagem consiste num conjunto de notebooks que
abordam desde a formulagao do problema fisico até a aplicacao e andlise dos métodos

selecionados para a resolucao do problema.

A Figura 13 a seguir ilustra um exemplo de notebook do ambiente. Nele podem-se
observar sete estruturas comuns a todos os notebooks que apresentam o desenvolvimento
de um método a ser estudado. Na drea de fundo lils, indicado por (1), tem-se o titulo
do notebook, que refere-se ao assunto que esta sendo abordado. Logo abaixo, na drea de
fundo verde, indicado por (2), encontra-se o subtitulo, que refere-se a um determinado
tépico dentro do assunto. No local indicado por (3), observam-se dois hyperlinks: Mapa
Conceitual, que navega para um outro notebook contendo o mapa conceitual do assunto
sobre o qual se estd aprendendo, e Ajuda, que acessa um notebook de ajuda on-line do
ambiente. As Figuras 15 e 16, localizadas no final desta secao, ilustram exemplos de

notebooks acessados por esses hyperlinks, respectivamente.
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Separacdo de Variaveis «——

Desenvolvimento <«—— 2

3 ——— Mapa Conceitual Ajuda

Conceitos Relevantes: Linearidade. Homogeneidade Autovalor. Autofuncdo. Orfogonalidade <—— 4
5

O método de separacdo de varidveis € uma poderosa técnica de resolugdo analitica de equacdes diferencials parcials. Este método pode ser utilizado em
problemas das mais diversas areas, tais como a conducdo de calor, porém a sua aplicacdo é restrita as equacdes lineares homogéneas.

O primeiro passo do método de separacdo de variaveis consiste em encontrar algumas solucbes especiais u,(x. f) da equacdo diferencial parcial na
forma de um produto de uma fungdo de x por uma funcdo de {.

Em seguida, devem-se encontrar as solucdes especiais que satisfazem as condicBes de contorno.

Finalmente, essas solucdes especials devem ser somadas com constantes apropriadas A,, obtendo-se uma solucdio que também satisfaz a condigdo
inicial.

Clique aqui para aplicar o método de separacdo de varidveis no problema da conducdo de calor <—— 7

100% - |< | m [i&]

o> =
|

Figura 13: Exemplo de um notebook do ambiente

Separacao de Variaveis

Desenvolvimento

Mapa Conceitual Ajuda

Conceitos Relevantes: Linearidade. Homogeneidade. Autovalor, Autofunc&o, Orfogonalidade

O método de separacdo de varidveis € uma poderosa técnica de resolugdo analitica de equagdes diferenciais parciais. Este método pode ser utilizado em

problemas das mais diversas areas. [ais como a condugdo de calor, porém a sua aplicacdo é restrita as equacdes lineares homogéneas. ]

= O primeiro passo do método de separacdo de variaveis consiste em enconfrar algumas solugdes especiais u,(x. ) da eguacdo diferencial parcial na
forma de um produto de uma func&o de x por uma funcéo de £

Assume-se entdo que:

I ufx, =X Xy 7 (1) (1)
Substituindo a equacéo acima na EDP original, obtém-se-
b eX"OTH=X@WT (0 2
Separando as variaveis, tem-se:
X" 1T
b X 1 T
X e T )

A Unica maneira de uma funcdo de x ser sempre igual a uma funcdo de ¢ para quaisquer x e {, & se ambas forem iguais a uma mesma constante. No
caso em questdo. a escolha de uma constante negativa resultaria numa solugdo que decai a zero & medida em que o tempo aumenta, enquanto gue uma
constante positiva (ou zero) resuliaria numa solugdo que se torna infinita.

Uma vez que a Ultima opcdo ndo se encaixa no entendimento fisico de que 2 sclucdo eventualmente deve se aproximar das condicdes de contorno,
deve-se entdo descarta-la Assim, fazendo cada lado da Equacéo (3) igual a uma constanie -2 onde -1% & um nimero positivo arbitrario, tem-se-

- X" —22 = wrmemiadZwmnmon
100% (<] il |

Figura 14: Notebook com o texto diddtico num nivel mais baixo de abstracao
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Ainda na Figura 13, os conceitos relevantes ao assunto apresentado encontram-se
indicados por (4). Estes sao conceitos subsuncores, que devem ser de conhecimento do
aprendiz para que haja uma aprendizagem significativa da matéria. Caso algum conceito
nao seja de conhecimento do aluno, devem-se utilizar os hyperlinks de cada conceito para
acessar ou um outro notebook ou uma URL!, ambos tratando do assunto que necessita

ser aprendido.

O texto did4tico, indicado por (5), inicialmente estd num nivel mais alto de abstragao,
servindo como um material introdutério a ser apresentado antes do assunto a ser apren-
dido, caracterizando-se como um organizador prévio. Clicando-se nos icones indicados
por (6), pode-se expandir o texto, de forma que este passe a se encontrar num nivel mais
baixo de abstracao, conforme mostra-se na Figura 14. Ao longo de todo o texto, estes
icones sao disponibilizados para que se possa detalha-lo cada vez mais, até se atingir o

nivel mais baixo de detalhamento.

Finalmente, na édrea localizada abaixo do texto, indicada por (7), encontram-se su-
gestoes de navegacao para o aluno, de forma que este tenha autonomia para escolher o

proximo notebook a ser acessado através de um dos hyperlinks disponiveis.

"1 Separacio de Variaveis - Mapa Conceitual

Separagao de Variaveis

Mapa Conceitual

Ajuda
Método de

Separacgdo de
Wariaveis

/ gera
\ Autovalor
sl _w{aurovator]
Solugdes Especiais | compostas
por

/ ()
que satisfazem

sdo somadas

T
do tipo
para se obter *p
Condigdes de \
Contorno R
dorg g que também —{_92 EDP
T Condicdo |.g4— satisfaz
que sdo Inicial

T
2

‘ N
TR
T Hiperbdlica
2
100% = [< | I (2]

Figura 15: Notebook apresentando mapa conceitual

1Sigla para Uniform Resource Locator, que designa um endereco da Web.
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Ajuda

Escolha um Tépico da Ajuda

I Instrucbes Gerais

> Navegagédo pelo Ambiente

I Utilizando o Mathematica

100% - [< | m (2]

Figura 16: Notebook de ajuda on-line do ambiente

6.3 Descricao do Ambiente

Quando um estudante resolve um problema verdadeiro, necessariamente ele se envolve
numa reflexdo analitica mais intensa (LABURU, 2003). Assim, o contato inicial do aluno
com o ambiente se dara através do notebook ilustrado na Figura 17, onde disponibilizam-
se as formulagoes fisica e matematica de um problema real a ser resolvido, no caso o
problema da condugao de calor. Desta forma, procura-se fazer com que o aluno conceba
uma primeira idéia da aplicacao pratica dos métodos a serem aprendidos. Também busca-
se com isto motivar o aluno para ele fique predisposto a aprender, facilitando assim a

aprendizagem significativa.

A partir do notebook da Figura 17, pode-se navegar, através de seus hyperlinks, para
outros notebooks que apresentam os métodos de resolucao da equacao diferencial parcial
subjacente ao problema proposto. Dentre eles, cita-se aquele ja apresentado na Figura
13, que aborda o desenvolvimento do método de separacao de variaveis. Conforme expli-
cado na secao anterior, e ilustrado pelas Figuras 13 e 14, o texto contendo a descri¢cao
do método, que antes estava em um nivel mais alto de abstracao, pode ser expandido,

formando um novo texto com um nivel mais baixo de abstracao.

Voltando a Figura 14, observa-se que também ha, ao lado esquerdo das férmulas,

icones que expandem o corpo do texto. Isto significa que as férmulas também podem ser
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Ditfusao

Condugéo de Calor

Mapa Conceitual Ajuda

Conceitos Relevantes: Difusdo, E juac Ges Diferenciais

Considere-se o problema de conducdo de calor numa barra retilinea, de seco transversal uniforme e de material homogéneo. Denomina-se por x o eixo

da barra, sendo x=0 e x=L suas exremidades. conforme ilustrado na figura abaixo. Supenha-se que as superficies laterais da barra estejam |
perfeitamente isoladas termicamente, de modo que ndo haja passagem de calor através delas. Considere-se também que as dimensdes da secdo
transversal sejam to pequenas que a temperatura pode ser considerada uniforme em qualquer ponto desta segéo

ufx, t)

Uma vez que a condugdo de calor trata-se um problema de difusdo, a variacdo de temperatura ao longe da barra € modelada pela seguinte equacio
diferencial parcial. conhecida como equagdo da condugio do calor:
dutx. ty  Sulx. b

=a . O0<x<l . 1>0 1
at &Ex )

onde a constante a & denominada como difusividade térmica e depende somente do material de que € constituida a barra. Esta constante é definida

2 condutividada tarmira ~ a dancidada & © n ralar acnarificn dn matarial Ac nnidadac da ~ cin ramnrimantn famnn |

100% - [< Im | &l

Figura 17: Notebook descrevendo o problema da conducao de calor

Jokd
Al

O método de separacdo de varidveis é uma poderosa técnica de resolugdo analitica de equagbes diferenciais parciais. Este método pode ser utilizado em
problemas das mais diversas areas, tais como a conducdo de calor, porém a sua aplicacdo é restrita as equacdes lineares homogéneas.

= O primeiro passo do método de separacdo de variaveis consiste em encontrar algumas solugSes especiais u.(x. f) da equacdo diferencial parcial na
forma de um produto de uma fungdo de x por uma funcdo de {.

Assume-se entdo que:

S U, H=XMT M )

ulx , t ] :=X[x] T[t] |

Substituindo a equagdo acima na EDP original, obtém-se:

- X" TH=X®TM (2)

| &q = @by ulx, t] =2 ulx, t] |

| aT[t] X7 [x] =X[x] T°[t] |

Separando as variaveis, tem-se-

X" 1T
- ey _1 7' 5
Xixy @ T
1
eq=eq[[1]] ==eq[[2]]
@X[x] T[] aX[x] T[t]

A dnica maneira de uma funcdo de x ser sempre igual a uma funcdo de { para quaisquer x e [, & se ambas forem iguais a uma mesma consianie. No
caso em quesido. a escolha de uma consianie negativa resuliaria numa solucdo gue decal a zero a medida em que o fempo aumenia, enquanio QUE UMa ||
100% = (€] M | 2]

Figura 18: Notebook ilustrando o desenvolvimento do método de separacao de variaveis
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expandidas, fazendo com que o notebook assuma a aparéncia ilustrada pela Figura 18.
Esta acao faz com que sejam disponibilizadas caixas de entrada, de cor alaranjada, con-
tendo uma representacao da formula segundo um comando na linguagem de programagao
do Mathematica. O aluno pode submeter este comando para processamento clicando na
caixa de entrada e teclando < Shift > + < Enter >. A caixa de saida, de cor branca
e com bordas alaranjadas, exibe o resultado do processamento do comando submetido.
Desta forma, o aluno poderd desenvolver todo o método de separacao de variaveis uti-
lizando os recursos de manipulagao simbdlica do sistema. Vale ressaltar que, caso queira-se
utilizar outro SCS que nao o Mathematica, a férmula devera ser representada segundo a

linguagem do SCS escolhido.

Através de hyperlink, pode-se navegar do notebook da Figura 18 para o notebook da
Figura 19, em que se aplica o método de separacao de variaveis ao problema proposto,
e que divide-se em trés hierarquias conceituais: Definicao da Solugao, Parametros
Fisicos e Interpretacao da Solucao. Estas podem ser expandidas clicando-se nos

icones laterais. A terceira hierarquia, por sua vez, subdivide-se em outras trés.

't Separagao de Variaveis - Aplicagao g

Separacdo de Variaveis

Aplicagdo

Mapa Conceitual Ajuda

Conceitos Relevantes: Separacdo de Variaveis. Conducdo de Calor

I Definigdo da Solugdo

> Parametros Fisicos

+ Interpretacdo da Solugédo

I> Variagio da temperatura em um determinado ponto da barra (grafico)
[ Distribuigio da temperatura ao longo da barra (grafico)

[ Distribuigio da temperatura ac longo da barra (animagdo)

100% « (€] il &l

Figura 19: Notebook de aplicacao do método de separagao de varidveis

A Figura 20 a seguir mostra a primeira hierarquia conceitual, agora expandida, do
notebook de aplicacao do método de separagao de variaveis. Aqui define-se, analitica-
mente, por meio de comando na linguagem de programacao do Mathematica, a solugao
obtida através daquele método. Do mesmo modo, definem-se também as condicoes de con-

torno e a condigao inicial da equacao, que podem ser alteradas pelo aluno para se obter
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o Variavets - Aplicagao u@'ﬁ;]
|

~ Definicdo da Solugéo

A solucdo do problema de conducdo de calor, obtida através do método de separacdo de variaveis, &:

3
ufx_, t ] :=Znﬂe*‘2"2“‘/‘-2 Sin["T" x]:
o=l

onde os coeficientes A, sdo dados pela express&o:

T % _E'r[x] sm[% x] dax;

e K & o numero de termos da série.

k=150; |

Esta solug&io, além de satisfazer a EDP que governa a condugdio de calor, também satisfaz as condigfes de contorno:

wlE ] t=l x==8 |

ufzx , & ]1:=0/; =1L |

e a condigdo inicial”

ufx , t ]:=F[x] /; t==0 |

> Parametros Fisicos

100% ~[<]

Figura 20: Definicao da solugao analitica obtida pelo método de separacao de varidveis

Separagao de Variaveis

Aplicagdo
Mapa Conceitual Ajuda

Conceitos Relevantes: Separacdo de Variavels. Condugdo de Calor

> Definicdo da Solucédo

~ Parametros Fisicos

A solucdo do problema da conducdo de calor requer que alguns parametros fisicos sejam definidos:

Coeficiente de difusividade térmica do meterial, em m?/s:

@ =0.00000025: |

Comprimento da barra, em metros:

L=0.1; |

Distribuicdo de temperatura inicial da barra, em ° G -

Flx ] :=100; |

| Intarnretacia da Salnreda . -
100% ~[<] m 3

Figura 21: Parametros fisicos utilizados na aplicacao do método de separagao de variaveis
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outras configuragoes do problema. O nimero de termos da série (k) também ¢é definido e
pode ser alterado, influenciando assim na precisao do resultado numérico obtido a partir

da solucao analitica.

Na Figura 21, mostra-se a segunda hierarquia conceitual do notebook de aplicacao do
método de separagao de variaveis, onde sao definidos os seguintes parametros fisicos do
problema da condugao de calor: coeficiente de difusividade térmica do material, compri-
mento da barra e funcao de distribuicao da temperatura inicial da barra. Assim como as
condicoes de contorno e inicial, estes parametros também podem ser alterados pelo aluno.
A distribuicao de temperatura, por sua vez, consiste numa funcdao de = que determina
a temperatura num determinado ponto da barra, podendo ser livremente definida pelo

aluno.

Para se proceder a interpretacao do fenomeno fisico, a terceira hierarquia conceitual
do notebook de aplicagao do método de separagao de varidveis, ilustrada na Figura 22 a
seguir, permite que o aluno visualize, através de um gréfico, a variacao da temperatura,
ao longo do tempo, em um determinado ponto da barra. Antes de se gerar este grafico,
duas informacoes devem ser fornecidas: o ponto da barra que se deseja analisar e o
tempo final de observagao. Mais uma vez, estes parametros também podem ser livremente
alterados pelo aluno, podendo-se analisar a temperatura em diversos pontos da barra

durante qualquer periodo de tempo.

£/ Separagdo de Varidveis - Aplicagio M=
< Interpretagio da Solugéo |

— Variagio da temperatura em um determinado ponte da barra (grafico)

Informe o ponto da barra desejado. em metros:

I X =0.01; |

Informe o tempo final de observacdo. em segundos:

ty = 10000; |

E gere o grafico:

I Plot[ulxi, t], {t, 0, ty}, Axeslabel -+ {"t (s)", "u (°C)"}, PlotRange - {0, 100}, PlotPoints - 500, PlotStyle » RGBColor[0, O, 111 |

u (=g

100

2000 2000 e000 B000 10000

b
100% ~[<] | &

Figura 22: Interpretagao da solucao: geracao de grafico da variagao da temperatura em
um determinado ponto da barra



6.8 Descricio do Ambiente 76

Ainda na terceira hierarquia conceitual desse notebook, conforme ilustra a Figura 23
abaixo, pode-se também analisar, através de um grafico, os perfis de temperatura, isto é,
a distribuicao da temperatura ao longo da barra em um determinado instante no tempo.
Para a geragao deste gréafico, o aluno devera informar o instante no qual se deseja observar

a distribuicao da temperatura.

%1 Separagao de Varidveis - Aplicagao =05
- Interpretagdo da Solugado g

> Variagdo da temperatura em um determinado ponto da barra (grafico)
~ Distribuigdo da temperatura ac longo da barra (grafico)

Informe o tempo desejado. em segundos:

l ty = 600; l

E gere o grafico:

Plot[u[x, t3], {x, 0, L}, Axeslabel -+ {"x (m)", "u (°C)"}, AspectRatlic +1, PlotRange- {0, 100}, PlotStyle—+ RGBColor[0, O, 1]]; I =

I Distribuigdo da temperatura ao longo da barra (animagéo) v
100% ~ (€| ]

Figura 23: Interpretacao da solugao: geracao de grafico da distribuicao da temperatura
ao longo da barra

Os perfis de temperatura também podem ser analisados a partir de uma animacao,
a qual consiste na exibicao seqiiencial de gréficos iguais aos da Figura 23. Este tipo de
recurso permite que o aluno visualize a dinamica do processo de resfriamento da barra,

desde o instante inicial (¢ = 0) até um instante qualquer informado pelo aluno.

Com relagao ao desenvolvimento dos métodos de diferengas finitas, procede-se da
mesma forma que no método de separacao de variaveis, ou seja, ha notebooks com textos
did4ticos sobre os métodos de Euler e de Crank-Nicolson que podem ser expandidos grada-
tivamente até se atingir o nivel mais baixo de abstragao. A partir desses notebooks, tem-se

acesso aos notebooks de aplicacao dos métodos citados, que serao agora apresentados.

A Figura 24 a seguir ilustra o notebook de aplicacao do método de Euler, que divide-se
em duas hierarquias conceituais: Algoritmo e Analise da Solucao. A primeira hierar-
quia subdivide-se em outras trés, que correspondem a partes bem definidas do algoritmo.
A segunda hierarquia, por sua vez, subdivide-se em duas, nas quais compara-se o método

de Euler com o de separacao de variaveis.
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7

Diferencas Finitas

Método de Euler (Aplicag&o)

Mapa Conceitual Ajuda

Conceitos Relevantes: Método de Euler, Conduc&o de Calor

4

Algoritmo

[ Entrada de Dados

[ Calculos Auxiliares =

[> Calculo da Temperatura nos Pontos da Malha

~ Analise da Solugdo

I Método de Euler X Separagio de Variaveis (Tabela)

I Método de Euler X Separagio de Variaveis (Grafico)

100% ~[<] il =]

Figura 24: Notebook de aplicagao do método de Euler

= Algoritmo

+ Entrada de Dados

Informe o coeficiente de difusdo, em m?/s-

a=0.00000025; |

Informe o comprimento da barra. em metros:

L=0.1; |

Informe a distribuicdo de temperatura inicial da barra, em ° G-

flx ] :=100;: |

Informe o nimero de pontos na direcdo x:

| M=10; |

Informe o ndmero de pontos na direcdo &

T=10; |

Informe o incremento temporal. em segundos:

Ak =200 |

100% =~ [<€ ] il 3

Figura 25: Entrada de dados para o algoritmo do método de Euler
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Na Figura 25, mostra-se a primeira hierarquia conceitual do algoritmo, a qual cor-
responde a entrada de dados. Aqui o aluno deve fornecer o coeficiente de difusividade
térmica do material, o comprimento da barra, a funcao de distribuicao da temperatura
inicial, o nimero de pontos na direcao x da barra, o nimero de pontos na direcao t e o

incremento temporal At.

Na Figura 26 a seguir, mostra-se a segunda hierarquia conceitual do algoritmo, na
qual realizam-se calculos auxiliares que deverao ser executados pelo aluno apds a entrada
de dados. A partir do comprimento (L) e do nimero de pontos na direcao = da barra
(M), calcula~se o incremento Az. Este é entdo utilizado, juntamente com o incremento
temporal (At) e com o coeficiente de difusividade térmica («), para se calcular a relagao
p = alAt/(Az)?, definida na Subsegdo 5.3.3.

"1/ Diferencas Finitas - Método de Euler (Aplicacdo) E]@
[~

= Algoritmo

> Entrada de Dados
+ Calculos Auxiliares

Incremento &o longo barra, em metros:

Ax =

=

0.01

Relac&o entre os incrementos:

At
(ax)?

p=a

0.5

[ Calculo da Temperatura nos Pontos da Malha

< Andlise da Solugéo

I Método de Euler X Separagio de Variaveis (Tabela)

P Meétodo de Euler X Separagéo de Variaveis (Grafico) £
100% = (€] i I 5

Figura 26: Célculos auxiliares do algoritmo do método de Euler

Na Figura 27, mostra-se a terceira hierarquia conceitual do algoritmo, na qual realiza-
se o calculo da temperatura nos pontos da malha. Esta sera representada por uma matriz
de dimensao (7' + 1) x (M + 1), cujas linhas representam a temperatura da barra num
determinado instante, e as colunas contém as temperaturas de um determinado ponto da

barra ao longo do tempo.

Inicialmente, o aluno devera executar um comando para a inicializagao da matriz. Em
seguida, deve-se executar um outro comando para se preencher a matriz com as condigoes

do contorno do problema. Apds a execucao desse comando, a matriz é imediatamente
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"2 Diferencas Finitas - Método de Fuler (Aplicagéo) g@@
|~

< Algoritmo

[ Entrada de Dados
[ Calculos Auxiliares
= Calculo da Temperatura nos Pontos da Malha

Inicialize a matriz:

Ul=Table["", {n, 1, T+1}, {i, 1, M+1}];

Preencha a matriz com as condigdes de contorne:

For[n=1,n=T+1, n++,
Ul[[n, 11] = 0;

Ui[[n, M+1]] =0

3

U1 // MatrixForm

CobobobooooBbBDD

100% = [< | 1 sl

Figura 27: Inicializacao e preenchimento da matriz com as condicoes de contorno

exibida, mostrando os valores da condi¢ao de contorno. Isto pode ser visualizado através
da Figura 27.

Depois do preenchimento da matriz com as condi¢oes de contorno, o aluno deveré exe-
cutar um outro comando para preenché-la com a condicao inicial do problema, conforme
mostra a Figura 28. Observa-se que, apos a execucao do comando, a matriz é novamente

exibida, mostrando agora as condigoes de contorno juntamente com a condicao inicial.

Finalmente, as temperaturas dos pontos interiores da malha deverao ser calculados,
ou seja, a matriz serd agora totalmente preenchida. Para isso, o aluno devera primeiro
inicializar um contador (n) que representard o tempo nodal. Em seguida, o cdlculo das
temperaturas devera ser realizado linha-a-linha, executando-se repetidas vezes o comando
mostrado na Figura 29. Pode-se observar neste comando a presenca da Equacao 5.25, do

método de Euler, apresentada no Capitulo 5.

A cada execucao desse comando, a matriz é atualizada e exibida com os novos valores,
permitindo que o aluno visualize o resultado de cada passo do método. O comando devera
ser executado pelo aluno até que toda a matriz seja preenchida. Para acompanhamento
do aluno, o valor do contador é fornecido acima da matriz, de forma que o aluno podera

saber em qual tempo nodal a execucao do método se encontra.

Esta forma de se conduzir o cédlculo da matriz proporciona ao aluno maior controle

sobre a execucao do algoritmo, o que nao seria possivel utilizando-se linguagens como C e
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o ik ~
Preencha a matriz com a condigao inicial: 2

For[i=2;3=0,i=M, i++; 3 +=4x,
ULLIL, 111 = £[31

3|

U1 // MatrixForm

100 100 100 100 100 100 100 100 100 0O

a
a
a
a
0
a
a
a
a
a
o

mooooooo0D

Agora preencha a matriz com as temperaturas dos pontos interiores:

Inicialize o contador:

B=1;

Calcule a temperatura nos pontos interiores (uma linha da matriz por vez):

For[i=2, iz M, i++,

Ti[[n+1, i]1 =U1[[n, 1]]+p (ULl[[n, i-1]]1 -201[[n, 1]] +TL[[n, 1+1]1])
1

n++

U1 // MatrixForm

100% ~ (<] il [&]

Figura 28: Preenchimento da matriz com a condicao inicial

Agora preencha a matriz com as temperaturas dos pontos interiores:

Inicialize o contador:

Calcule a temperatura nos pontos interiores (uma linha da matriz por vez):

For[i=2, isM, i++,

Ul[[n+1, 1]]1 =U1[[n, i]]+B (U1[[n, i-1]1]1 -2TU1[[n, 1]] +UL[[n, 1+1]]}
1

B+

U1 // MatrixForm

(o 100 100 100 100 100 100 100 100 100 i Y
(s} 50. 100 100 100 1lo0 100 100 1do 50. o
o s0. 75. 100 100 100 100 100 75. sa. o
0 37.5 75. 27.5 100 100 100 87.5 75. 37.5 0
0 37.5 §2.5 87.5  93.75 100 93.75  87.5 §2.5 37.5. 0
0 31.25  §2.5 78.125 93.75 93.75 93.75 78.125 62.5 31.25 O
a 31.25 54.6875 78.125 85.9375 83.75 85.9375 78.125 54.6875 31.25 s}
0 27.3438 54.6875 70.3125 85.9375 85.9375 85.9375 70.3125 54.6875 27.3438 0
a o
a o

Lo o

> Analise da Solugédo
100% ~[<] il =zl

Figura 29: Preenchimento da matriz com as temperaturas dos pontos interiores
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FORTRAN. Além disso, esta metodologia conduz passo-a-passo a construcao do raciocinio

abstrato fisico-matematico do aluno.

Para analisar a solucdo encontrada pelo método de Euler, o ambiente utiliza a solucao
obtida pelo método de separacao de variaveis como benchmark, isto é, como valor de
referéncia. Assim, conforme ilustrado pela Figura 30 abaixo, disponibiliza-se a geracao de
uma tabela na qual constam a posicao nodal, o ponto x em metros, o valor das solugoes
obtidas pelos dois métodos, e o erro relativo percentual (ERP). Para geracao desta tabela,

o aluno devera informar o tempo nodal em que se deseja analisar.

"2 Diferencas Finitas - Método de Fuler (Aplicagéo) g@@
|~

= Analise da Solugédo

— Método de Euler X Separagio de Variaveis (Tabela)
Abaixo enconira-se uma tabela em que se analisa o Méiodo de Euler a partir do Méiodo de Separagio de Varidveis.

Antes de gerar a tabela, informe o tempo nodal que se deseja analisar:

3=5;

Gere a tabela:

UL[[3+1, i+1]] -uliax, jat]

uflidx, jAt]
TableHeadings -» {None, {"i", "x", "Sep.Var.", "Euler"”, "Brrc Relativo (&)"}},
TableAlignments -= Center]

TableForm [Table[{i, 14x, uliAx, Jat], UL[[I+1, 1+1]], Abs|

100]}, {1, 1, M-1}],

X Sep.Var. Euler Erro Relativo (%)
01 34.5223 §.47881
02 62.556 0.566388
03 81.8542 -55585
04 91.9071 -00514
94.9305 .24358
0& 91.9071 -00514
a7 81.8542 4.55595
0g 62.856 0.566388
k-] 34.5223 §.47881
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Figura 30: Geracéo de tabela comparativa dos métodos de Euler e separacao de varidveis

Ainda para andlise da solucdo obtida pelo método de Euler, pode-se também gerar
um grafico comparativo. Para isso, conforme pode-se observar na Figura 31, inicialmente
o aluno devera fornecer o ponto nodal que se deseja analisar. Em seguida, devem-se
calcular o ponto da barra, em metros, e o tempo final, em segundos. Apds estes calculos,
deve-se gerar um vetor auxiliar para armazenar as temperaturas, utilizando o tempo em
segundos como indice. A geracao deste vetor é necessaria para que se possa comparar
as temperaturas no mesmo tempo nos dois métodos, uma vez que no método de Euler o

indice temporal nao é dado em segundos.

Finalmente, conforme mostra-se na Figura 32, os graficos dos dois métodos devem
ser gerados separadamente para depois serem sobrepostos. O gréafico contendo os dois

métodos permite se fazer uma andlise do método de Euler em relacao a solucao exata,
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2]

—~ Método de Euler X Separacgido de Varidveis (Grafico)

Informe o ponto nodal desejado:

=S |

Calcule o ponto desejado da barra, em metros:

[[2-san |

Calcule o tempo final, em segundos:

ty =TAt; |

Gere o0 vetor auxiliar para o grafico do Método de Euler:

For[i=0, 33T, J++,
aux[jwat] =UI[[I+1, 1+1]]:
1:

Gere o grafico do método de Separacdo de Variavels:

I | Gresv="Plot[ulx;, t], {t, 0, ty}, PlotRange » {0, 100}, PlotPoints - 500, PlotStyle » RGBColor([0, 0, 1]]; |

Gere o grafico do método de Euler:

I | GrfEBU= ListPlot[Table[{j, aux[i]}, [J, O, ty, At}], PlotRange » {0, 100}, Plotdoined » True, PlotStyle » RGBColor[0, 1, 0]]: |

Sobreponha os graficos:

2
s ~[&] i, ('§'|_J

Figura 31: Parametros para geracao do grafico comparativo dos métodos de Euler e
separacao de varidveis

For[j=0, 35T, J++,
aux[JwAt] =UL[[J+1, 1+1]];
e

Gere o grafico do método de Separacdo de Variaveis:

B | errsv-Plot[ulx, t], {t, 0, ty}, PlotRange - {0, 100}, PlotPoints -+ 500, PlotStyle - RGBColor(0, 0, 111 |

Gere o grafico do método de Euler:

b | GrfEU- ListPlot[Table[{j, aux[j]}, {J, O, ty, At}], PlotRange - {0, 100}, Plotdoined » True, PlotStyle + RGBColor[0, 1, 0]1]: |

Sobreponha os graficos:

- | Show [GrfSV, GrfEU, Axeslabel» {"t (s)", "u (°C)"}, AspectRatio »1, PlotRange » {0, 100}]: |

=)
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Figura 32: Geracao do grafico comparativo dos métodos de Euler e separacao de varidveis
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obtida pelo método de separacao de variaveis. Variando-se os incrementos Ax e At, o
aluno podera gerar e comparar diversas solucoes do método de Euler, e assim observar o

comportamento da convergéncia e da estabilidade do método.

Com relagao ao método de Crank-Nicolson, o ambiente computacional de aprendiza-
gem possui notebooks semelhantes aos do método de Euler, mudando-se apenas a férmula

utilizada no comando que calcula as temperaturas.

Nas secoes a seguir, procede-se com a interpretacao do fenomeno fisico, neste caso o
resfriamento de uma barra de epozry, e com a andlise dos resultados numéricos gerados

pelo ambiente computacional de aprendizagem.

6.4 Interpretacao do Fendmeno Fisico

Como exemplo de aplicagao fisica, o ambiente computacional de aprendizagem aborda
o problema da condugao de calor unidimensional, o qual é tratado sob o ponto de vista do
resfriamento de materiais utilizados na refrigeracao de circuitos eletronicos, tais como o
epoxy. Assim, assume-se o coeficiente de difusividade térmica deste material como sendo
inicialmente 0,25 x 1075 m?/s (CUNHA, 2002; LEWIS; FERGUSON, 1990), o comprimento

caracteristico da barra L = 0,1 m e a distribuicao inicial de temperatura f(x) = 100 °C.

Para se proceder com a interpretacao fisica do fendmeno da transferéncia de calor,
o ambiente de aprendizagem disponibiliza recursos para a geracao de grafico e animacao
da evolucao do perfil de temperatura no processo de resfriamento na barra de epozy.
Este efeito fisico é exibido na Figura 33, onde observa-se que, nos contornos do perfil da
barra, a temperatura é 0 °C, o que atende as condigoes de contorno previamente definidas,
representadas pelas Equacoes 5.2 e 5.3. Observa-se também que o resfriamento se da dos

extremos para o centro da barra.

O aprendiz podera adotar outras propriedades termofisicas, devendo alterar os da-
dos de entrada e gerar um novo conjunto de graficos. Isto permite ao aluno analisar
quantitativamente a velocidade de resfriamento de diferentes materiais e comparar os
respectivos perfis de distribuicao de temperatura, associados aos diferentes materiais ado-
tados. Dessa forma, o aprendiz poderd adquirir uma concepc¢ao mais genérica do efeito

da inércia térmica.

Utiliza-se a mesma abordagem na analise do resfriamento de um determinado ponto

do dominio, gerando-se graficos da temperatura em funcao do tempo, como na Figura 34.
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Figura 33: Perfil de temperatura no resfriamento de uma barra de epoxy, de comprimento
L =0, 1m, para o instante ¢ = 600s
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Figura 34: Curva de resfriamento da barra de epoxy para a posicao x = 0,01m
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6.5 Analise dos Resultados Numéricos

Para uma anélise unificada do comportamento das taxas de convergéncia das solugoes
obtidas pelos trés métodos, o ambiente oferece meios para o aluno gerar tabelas onde
apresentam-se os valores das temperaturas e o erro relativo. Através dessas tabelas, o
aprendiz pode comparar os algarismos significativos coincidentes nos valores numéricos
das solugoes, observando sempre o erro relativo percentual (ERP). A Tabela 2 abaixo é
um exemplo, onde expressa-se o valor da temperatura, em °C, calculado através dos trés

métodos apresentados, com 5 digitos convergidos.

Tabela 2: Exemplo de tabela gerada pelo ambiente, na qual confrontam-se os trés métodos
de resolucao
’ i ‘ X ‘ Sep. Var. | Euler | Crank-Nic. ‘ ERP 1 (%) ‘ ERP 2 (%) ‘

110.01 | 16.1970 | 16.0010 16.1872 1.21021 0.0604302
0.02 | 30.8001 | 30.4300 | 30.7765 1.20167 0.0768405
0.03 | 42.3784 | 41.8737 | 42.3373 1.19110 0.0971360
0.04 | 49.8052 | 49.2162 | 49.7486 1.18254 0.1135650
0.05 | 52.3628 | 51.7453 | 52.3001 1.17927 0.1198420
0.06 | 49.8052 | 49.2162 | 49.7486 1.18254 0.1135650
0.07 | 42.3784 | 41.8737 | 42.3373 1.19110 0.0971360
0.08 | 30.8001 | 30.4300 | 30.7765 1.20167 0.0768405
0.09 | 16.1970 | 16.0010 16.1872 1.21021 0.0604302

O| 0| | O T = | W[ O

Nos algoritmos de diferencas finitas implementados, sugere-se ao aprendiz, numa fase
inicial de contato com o método de resolucao, adotar os seguintes valores de entrada de
dados: incremento temporal At = 20 segundos, tempo total de observacao ty = 10.000

segundos e o nimero de nés que fracionam o dominio M = 10 nés.

Assim, na primeira coluna da tabela, ¢ representa os nés de 1 a 9, enquanto z, na
segunda coluna, expressa a coordenada espacial correspondente, medida em metros. As
trés colunas seguintes apresentam os valores da temperatura calculados pelos métodos
de separacdo de varigveis, Euler e Crank-Nicolson, respectivamente. Finalmente, as duas
ultimas colunas contemplam o erro relativo percentual para as solucoes obtidas pelos
métodos de diferencas finitas, adotando-se a solucao analitica do método de separagao de
variaveis como benchmark. Observa-se, no exemplo em analise, que o método de Crank-

Nicolson apresentou melhor convergéncia que o método de Euler, como era esperado.

O aprendiz também pode analisar a solucao analitica, variando-se o nimero de termos
da série infinita (k). Isto possibilita se obterem precisoes variadas para a solucao, o que

pode ser observado através das Tabelas 3 e 4 a seguir, as quais podem ser geradas pelo
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aluno no ambiente computacional de aprendizagem.

Tabela 3: Tabela para anélise da convergéncia da solucao analitica, variando-se o nimero

de termos da série, para t = 50 segundos

[ x\ k| 5 | 10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35
0.01 [ 88.2967 [ 97.9457 [ 95.6280 [ 95.4325 [ 95.4495 [ 95.4500 [ 95.4500
0.02 [ 110.0440 [ 97.5314 [ 100.2180 [ 99.9711 [ 99.9943 [ 99.9936 [ 99.9937
0.03 [ 94.7746 | 102.0590 [ 100.1070 | 99.9782 [ 99.9997 [ 100.0000 | 100.0000
0.04 [ 97.2828 | 98.1707 [ 99.9292 | 99.9795 [ 99.9998 | 100.0000 | 100.0000
0.05 | 106.4880 | 101.7590 [ 99.8461 | 99.9800 | 100.0000 | 100.0000 | 100.0000
0.06 | 97.2828 | 98.1707 | 99.9292 | 99.9795 [ 99.9998 | 100.0000 | 100.0000
0.07 | 94.7746 | 102.0590 | 100.1070 | 99.9782 [ 99.9997 | 100.0000 | 100.0000
0.08 [ 110.0440 [ 97.5314 [ 100.2180 [ 99.9711 [ 99.9943 [ 99.9936 [ 99.9937
0.09 [ 88.2967 [ 97.9457 [ 95.6280 [ 95.4325 [ 95.4495 [ 95.4500 [ 95.4500

No caso da Tabela 3, nota-se que o valor da temperatura nos pontos da barra, no
instante ¢ = 50 segundos, converge com 4 algarismos significativos para k = 25. Também
observa-se, neste caso, que a temperatura da barra estda muito proxima da condicao inicial,

0 que caracteriza um tempo curto para o processo de resfriamento.

Ja na Tabela 4, sendo o tempo escolhido de 10.000 segundos, o valores da temperatura
sao de ordem de magnitude maior que o do tempo adotado na Tabela 3. Isto faz com
que, ao se calcular termos subseqiientes da série de autofungoes, a contribuicao numérica
do termo exponencial n cause maior influéncia no calculo da temperatura. Neste caso,

consegue-se 6 digitos significativos com apenas 3 termos na série.

Tabela 4: Tabela para andlise da convergeéncia da solucao analitica, variando-se o niimero
de termos da série, para t = 10.000 segundos

| x\ k| 3] 6 | 9 | 12 | 15 | 18 | 21 |
0.01 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667
0.02 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673
0.03 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553
0.04 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920
0.05 | 10.79770 | 10.79770 | 10.79770 | 10.79770 | 10.79770 | 10.79770 | 10.79770
0.06 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920 | 10.26920
0.07 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553 | 8.73553
0.08 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673 | 6.34673
0.09 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667 | 3.33667

Para se promover o aprendizado autonomo, no caso dos métodos de diferencas finitas,
o ambiente permite ao aprendiz variar o niimero de nés no dominio e o valor da marcha

de incremento temporal, possibilitando se observar a estabilidade e taxa de convergéncia
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Figura 35: Gréfico comparativo dos métodos de Euler (em verde) e Crank-Nicolson (em
vermelho) com o método de separacao de variaveis (em azul), apresentando-se o efeito do
resfriamento em x = 0,01 metros, para uma malha com 10 nés e p = 0,25
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Figura 36: Gréfico comparativo dos métodos de Euler (em verde) e Crank-Nicolson (em

vermelho) com o método de separacao de variaveis (em azul), apresentando-se o efeito do
resfriamento em x = 0,01 metros, para uma malha com 10 nés e p = 0,50
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numeéricas dos métodos numéricos adotados. A Figura 35, gerada pelo ambiente computa-
cional, ilustra uma comparacao dos métodos no ponto x = 0,01 metros, para uma malha

com 10 nos e p = 0, 25.

Analogamente, a Figura 36 faz a mesma comparacao, desta vez com p = 0, 50. Assim,
o aprendiz podera comprovar visualmente, através da variacao do incremento temporal,
fator influente no valor numérico do parametro p, que o método de Crank-Nicolson é mais

estavel em relagao ao método de Euler, o que era esperado.

Na pratica, a informacao expressa na forma estatica nao permitiria ao aprendiz ter
contato com outras realidades fisicas ou andlise numérica, agora construidas via a variacao
paramétrica nos dados de entrada do ambiente de aprendizagem. Esta metodologia

ressalta, assim, a valorizacao do aprendizado autonomo.

6.6 Consideracoes Finais

O ambiente computacional de aprendizagem desenvolvido oferece recursos para que
o aluno construa o ciclo de aprendizado, segundo um procedimento sistematico e intera-
tivo, abordando-se fenomenologia fisica, conceitos, formulacao e solugao matematicas de
equagoes diferenciais parciais do tipo parabdlica. As tabelas disponibilizadas permitem o
estudo da convergéncia numérica dos resultados obtidos no calculo da temperatura, favore-
cendo a anélise critica da precisao dos resultados. Os gréaficos que exibem as distribuigoes

dos perfis de temperatura possibilitam a analise fisica do fenomeno do resfriamento.

Numa fase posterior, o aprendiz pode estabelecer variagoes paramétricas nos dados de
entrada para analisar novas situagoes fisicas e matematicas relacionadas ao aprendizado
em construgao. Assim, tem-se acesso a diferentes representagoes do mesmo problema,
possibilitando a analise critica do comportamento da estabilidade e convergéncia dos

métodos.

Por se tratar de um ambiente de aprendizagem construcionista, enfatizou-se a au-
tonomia do aprendiz no processo de construgao do conhecimento. Para isto, utilizou-se a
teoria da aprendizagem significativa de duas maneiras: através da apresentacao de mapas
conceituais sobre o assunto abordado, e da diferenciacao progressiva do texto didatico e

dos algoritmos matematicos.

O papel do professor, por sua vez, passa a ser também o de orientador, facilitador

e/ou mediador. Caso seja de seu interesse, os algoritmos podem ser matematicamente
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adaptados para resolver outros problemas ou outras variantes do método de diferencas
finitas, expandindo assim a abrangeéncia tematica da disciplina cdlculo numérico e visando

aplicagoes em cursos especificos da graduagao ou pos-graduacao.

A escolha do Mathematica para a implementacao do ambiente computacional de
aprendizagem foi motivada por uma andlise feita por Steinhaus (2004), o qual fez um
comparativo entre varios SCS disponiveis, apontando algumas vantagens daquele sobre
os demais. Embora o Mathematica seja um software comercial, ressalta-se que, assim
como ocorre com outros tipos de software, a tendéncia no futuro é que os SCS livres
(DOMINGUES; JUNIOR, 2003) incorporem todas as funcionalidades disponiveis nos SCS
comerciais, podendo serem perfeitamente utilizados no desenvolvimento de um ambiente

como este.

O ambiente desenvolvido também pode ser utilizado no ensino a distancia, havendo
duas maneiras de fazé-lo. Na primeira, os notebooks sao disponibilizados numa plataforma
para gerenciamento de conteidos de EAD, tal como o Teleduc, desenvolvido pelo Nicleo
de Informatica Aplicada a Educacao (NIED), da Unicamp. Para isso, é necessario que
o aluno instale em seu computador o MathReader, um produto gratuito para execuc¢ao
de notebooks. Embora simule o Mathematica, a desvantagem dessa modalidade é que
o MathReader nao é capaz de realizar cédlculos, permitindo apenas a visualizacao dos

graficos, animagoes e resultados numéricos previamente processados nos notebooks.

Uma outra forma de se utilizar o ambiente desenvolvido no ensino a distancia é con-
vertendo, através do Mathematica, os notebooks em paginas HTML. Deve-se entao incluir
nestas paginas alguns comandos escritos em Mathematica Server Pages (MSP), linguagem
baseada na tecnologia Java que permite a comunicacao de um cliente com um servidor.
Em seguida, disponibilizam-se as paginas em um servidor web, o qual devera ter instalado
o webMathematica, produto que permitird a comunicacao daquelas paginas com o Mathe-
matica através da Internet. Mais detalhes sobre MathReader e webMathematica podem

ser encontrados no Apéndice A.

No préximo capitulo, apresentam-se as conclusoes, contribuicoes e direcionamentos

para trabalhos futuros.



90

7 Conclusoes

Nos ultimos anos, o ensino de métodos da mateméatica computacional tem sido alvo de
diversos trabalhos de pesquisa. O contexto educacional caracterizado no Capitulo 1 sugere
a necessidade de ferramentas capazes de auxiliarem o processo de ensino-aprendizagem
de tais métodos, tanto do ponto de vista do professor quanto do aluno, bem como se

adequarem as novas tecnologias de informagao e comunicagao.

De acordo com a revisao de literatura realizada, alguns trabalhos utilizaram os re-
cursos de manipulacao simbdlica e de visualizagao grafica dos SCS como ferramenta de
apoio ao ensino de Matematica no nivel superior (SILVEIRA, 1998; ABUDIAB, 2001; LIMA;
LIMA, 2002). Outros desenvolveram tutoriais eletronicos em SCS para enfatizar o rela-
cionamento entre a teoria e os algoritmos mateméticos (SIT, 1997; PINTO, 2002; ROCHA
et al., 2004).

Alguns trabalhos focaram o ensino da Matematica em nivel superior como um todo
(SILVEIRA, 1998; LIMA; LIMA, 2002), enquanto outros concentraram-se apenas nos aspec-
tos do ensino de equagoes diferenciais ordinérias (SIT, 1997; ABUDIAB, 2001) ou parciais
(PINTO, 2002; ROCHA et al., 2004).

Em nenhum destes trabalhos houve énfase no ensino dos métodos puramente numéricos
para equacoes diferenciais parciais, assunto que tradicionalmente coloca barreiras na
aprendizagem. Ressalta-se também que a maioria deles utilizaram visoes pedagdgicas

proprias, sem a fundamentacao de uma teoria de aprendizagem.

Assim, desenvolveu-se um ambiente computacional construcionista para a aprendiza-
gem de métodos analitico e numérico para resolucao de equacgoes diferenciais parciais do
tipo parabdlica. Utilizou-se Myers (1971) como base do conteido pedagdgico e a teo-
ria da aprendizagem significativa de Ausubel (1968) para organizar a apresentacao deste

conteudo.

O ambiente foi implementado no Mathematica e, portanto, conta com recursos de

manipulagao simbdlica e de visualizacao grafica. Isto torna possivel ao aluno desenvolver e
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utilizar a solucao analitica, obtida pelo método de separagao de variaveis, para interpretar

e analisar, através de graficos e animacoes, o fenomeno fisico em questao.

Além disso, o ambiente também proporciona ao aluno meios de calcular a solucao
numérica interativamente, através dos métodos de diferencas finitas de Euler e Crank-
Nicolson, visualizando passo-a-passo os valores da funcao na malha e comparando tais

valores com os resultados numéricos calculados a partir da solucao analitica.

Com relacao a analise do comportamento da precisao, estabilidade e convergéncia dos
métodos, o ambiente fornece ao aluno véarios caminhos para a construgao da aprendizagem
que permitem analisar estes efeitos através da visualizacao de graficos e tabelas com re-
sultados numeéricos. Assim, o ambiente de aprendizagem mostra-se como uma ferramenta
onde o aluno tera acesso rapido e dinamico para proceder a uma andlise numérica per-

sonalizada do comportamento dos métodos, podendo trabalhar seu proprio aprendizado.

Do ponto de vista fenomenoldgico, o ambiente permite visualizar, no caso do problema
da condugao de calor, o processo de resfriamento de uma barra, analisando-se a evolugao

de perfis de temperatura.

Esse conjunto de caracteristicas do ambiente computacional desenvolvido consiste
numa das principais contribui¢oes deste trabalho. Além disso, os seguintes artigos foram

publicados a partir dos resultados desta dissertacao:

o Ausubel’s Theory in the Computer Aided Learning of Numerical Calculus
22nd ICDE World Conference on Distance Education, Rio de Janeiro, Setembro
2006.

e Conducao de Calor e Métodos Numéricos Trabalhados via Programacdao Simbdlica e
Teoria de Ausubel

XVI Simpésio Nacional de Ensino de Fisica, Rio de Janeiro, Janeiro 2005.

o Numerical Methods in Heat Transfer Using Symbolic Computation and Ausubel’s
Meaningful Learning

XXV Iberian Latin American Congress on Computational Methods in Engineering

(CILAMCE 2004), Recife, Novembro 2004.

e Programacgao Simbdlica e Teoria de Ausubel no Aprendizado de Métodos Numéricos
World Congress on Engineering and Technology Education (WCETE 2004), Santos,
Marcgo 2004.
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Deve-se enfatizar que esse ambiente consiste em um prototipo que deva ser tes-
tado em sala-de-aula, avaliado e adaptado a metodologias de ensino. Assim, sugere-se
a aplicacao do ambiente computacional de aprendizagem num semestre letivo, em disci-
plinas de calculo numérico, transferéncia de calor e equivalentes, para se avaliar o processo

de aprendizagem dos alunos e promover possiveis alteragoes no mesmo.

Como prosseguimento do trabalho, pretende-se desenvolver um framework para se
executar os notebooks em dispositivos méveis, de forma que os alunos possam acessar
o ambiente computacional de aprendizagem dentro da sala-de-aula, por exemplo, uti-
lizando seus préprios telefones celulares. O framework deverd permitir que o notebook
acesse, através de GPRS (General Packet Radio Service) on WAP ( Wireless Application

Protocol), um servidor conectado a Internet que possua o webMathematica instalado.

Os métodos abordados pelo ambiente computacional de aprendizagem também po-
dem ser utilizados para se resolver equacoes hiperbdlicas. Assim, ainda como trabalho
futuro, o contetido diddtico do ambiente sera expandido, abordando-se problemas de ou-
tras dreas das ciéncias e engenharias, tais como eletromagnetismo (BARKESHLI; VOLAKIS,
2004a, 2004b; ANISEROWICZ, 2004). Sugere-se também aplicar a presente metodologia

em disciplinas do ensino basico.

Finalmente, um outro desafio a ser enfrentado é definir estratégias para se tentar
quebrar os paradigmas do ensino tradicional em sala-de-aula, introduzindo junto aos pro-

fessores o uso de recursos como os apresentados neste ambiente computacional.
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APENDICE A - Breve Descricao do

Mathematica

O Mathematica é um sistema modular composto de duas partes: o kernel, que realiza

todo o processamento matematico, e o front end, responsavel pela interagao com o usuério.

O seu tipo mais comum de front end é baseado em documentos interativos conhecidos
como notebooks, que mesclam entradas e saidas do Mathematica com textos, graficos,
palheta de cores e outros materiais. Esse tipo de front end engloba varios menus e
ferramentas graficas para a criagao e execucao de notebooks, bem como para o envio e

recebimento de dados do kernel (WOLFRAM, 2003).

Os notebooks, por sua vez, podem ser utilizados tanto para fazer calculos como para
apresentar ou publicar resultados, possuindo qualidade de imprensa e possibilidade de
exportagao para diversos formatos, tais como TeX e HTML. Os gréaficos, em particular,

sao exportaveis para pelo menos oito formatos (LIMA; LIMA, 2002; WOLFRAM, 2003).

Em alguns casos, a sofisticacao dos notebooks talvez nao seja necessaria e, em vez
disso, pode-se querer interagir diretamente com o kernel. Neste caso, é possivel se utilizar
um front end baseado em texto, no qual os comandos digitados vao diretamente para o

kernel.

Um aspecto importante do Mathematica é a sua capacidade de interagir também com
outros programas. Isto é possivel através do MathLink, um protocolo padronizado para co-
municagao bidirecional entre programas externos e o kernel do Mathematica (WOLFRAM,
2003).

Dentre os varios programas compativeis com o MathLink, alguns podem ser configura-
dos para funcionar perfeitamente como um front end do Mathematica. Muitas vezes, tais
front ends fornecem suas proprias interfaces com o usudrio, tratando o kernel do Mathe-
matica meramente como um motor computacional embutido (WOLFRAM, 2003). Além

disso, pode-se utilizar o Mathematica também para controlar equipamentos e processos
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industriais e de automacao (LIMA; LIMA, 2002).

Uma conseqiiéncia da estrutura modular do Mathematica é que seus componentes
podem ser executados em diferentes computadores. Assim, por exemplo, pode-se executar
o front end em um computador enquanto o kernel é executado em um outro computador
separado. A comunicacao entre o kernel e o front end é tratada pelo MathLink, usan-
do qualquer mecanismo de rede disponivel. A estrutura do sistema Mathematica esta

representada pela Figura 37.

[
|
Aplicativos
Externos
Mathematica l
Notebook Text
o808 — > Mathlink
Front End
Kernel

Figura 37: Estrutura do sistema Mathematica

Uma das caracteristicas mais importantes do Mathematica é a possibilidade de se
trabalhar e criar materiais sem se preocupar com as diferencas especificas entre os varios

tipos de sistemas de computacao.

O Mathematica possui versoes para diferentes plataformas de hardware e sistemas
operacionais, dentre eles: IBM-PC, Macintosh, Sparc, Risc, MS-Windows, Linux e Unix
(ANDRADE, 1996). A fim de se adaptar a determinados sistemas de computacgao, a inter-

face com o usuario do Mathematica torna-se, no minimo, levemente diferente.

Finalmente, o Mathematica conta particularmente com um grande nimero de fungoes
matematicas ja implementadas, que envolvem recursos de processamento simbolico, numé-
rico e grafico, referentes a cdlculo diferencial e integral, calculo vetorial, estatistica, algebra

linear, equacoes diferenciais e varios outros tépicos matematicos de interesse cientifico nos
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niveis de graduacao e pos-graduacgao. Estas funcoes matemdticas ja encontram-se embu-
tidas no Kernel, mas novas fungoes podem ser definidas a partir das ja disponiveis. Além
disso, o Mathematica contém uma ampla biblioteca de codigos computacionais auxiliares,
denominados Packages, os quais auxiliam na solucao de problemas especificos. Para casos
excepcionais, outros Packages podem ser adquiridos ou mesmo desenvolvidos pelo proprio

usuédrio e incorporados ao Mathematica (LIMA; LIMA, 2002; PINTO, 2002).

Pode-se também integrar o Mathematica a um website, permitindo se utilizar os re-
cursos desse software através da Internet. Para isso, necessita-se do webMathematica, um
produto baseado em duas tecnologias do padrao Java: Java Servlets e JavaServer Pages
(JSP). Servlets sao programas especiais escritos em Java que rodam em um servidor web
habilitado para Java, o qual normalmente denomina-se servlet container. Ha diversos
tipos desses containers que rodam em varios sistemas operacionais e arquiteturas dife-

rentes. Os containers também podem ser integrados a outros servidores web, tais como o
Apache Web Server.

O webMathematica permite que um site forneca paginas HTML incrementadas com
comandos do Mathematica. Quando se requisita uma destas paginas, os comandos do
Mathematica sao avaliados e o resultado computado é colocado na pagina. Isto é feito
através do mecanismo de formatacao do padrao Java, o JavaServer Pages, usando-se tags

especiais.

A tecnologia do webMathematica usa o padrao solicitagao/resposta adotado pelos
servidores web. A entrada pode vir de formularios HTML, applets, JavaScript e aplicagoes
para web. Também é possivel se enviar arquivos de dados para um servidor webMathe-

matica processar. A saida pode ser de diversos formatos diferentes, tais como HTML,

imagens, notebooks do Mathematica, MathML, SVG, XML, PostScript e PDF.

O webMathematica fornece uma ampla biblioteca de comandos para lidar com as
diversas maneiras possiveis de se trabalhar com os calculos do Mathematica. Uma parte
importante do webMathematica ¢ o gerenciador de kernels, o qual invoca o Mathematica
de uma maneira robusta, eficiente e segura. O gerenciador mantém um pool com um ou
mais kernels do Mathematica e, assim, pode processar mais de uma requisicao de cada

vez.

Na Figura 38 a seguir, mostra-se uma visao geral do funcionamento de um site do
webMathematica. Inicialmente, o browser envia uma solicitagao para o servidor webMathe-
matica (1). Este obtém um kernel a partir do pool (2). O kernel é inicializado com os

parametros de entrada, executa os célculos e retorna o resultado para o servidor (3).
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Em seguida, o servidor webMathematica devolve o kernel para o pool (4). Finalmente, o

servidor webMathematica devolve o resultado para browser (5).

BROWSER WEBSERVER

[ | [
EL N

— !
KERNEL

2]

MANAGER |

- .-Kclrnal i ) ---""--._

>
" Eernal
— Pool

Figura 38: Visao geral do funcionamento do webMathematica

O webMathematica, no entanto, nao esta limitado a construcao de sites que sao aces-
sados a partir de um computador pessoal ou de uma estagao de trabalho. Devido ao seu
projeto aberto, o webMathematica também pode ser usado para projetar e servir paginas
web que usam uma variedade de linguagens XML, bem como ser acessado a partir de

outros dispositivos, como mostra a Figura 39 abaixo.

Figura 39: webMathematica acessado a partir de um telefone celular

Como exemplo, o webMathematica suporta o WML ( Wireless Markup Language), o
formato XML projetado para dispositivos que implementam a especificagago WAP ( Wire-
less Application Protocol), tais como telefones celulares e pagers. As paginas WML sao
armazenadas em um servidor web e acessadas por um gateway WAP, o qual situa-se entre

os dispositivos méveis e a World Wide Web. O gateway transfere as paginas de um para
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o outro, semelhantemente a um prozxy, traduzindo-as para um formato adequado aos dis-
positivos moveis. Este processo é escondido do telefone, de forma que ele pode acessar a

pagina da mesma maneira que um browser acessa HTML, usando uma URL.



