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“Mecanica Quantica: Célculo com magia negra.”

Albert Einstein



RESUMO

Nesta dissertagdo ¢ realizado um estudo da polarizagdo da luz e suas aplicagdes em
sistemas de comunicagdes quanticas. Inicialmente, sdo apresentadas as ferramentas matematicas
necessarias ao tratamento da polarizacdo da luz de fotons isolados e estados coerentes: matriz
coeréncia, parametro de Stokes e grau de polarizagdo. Em seguida ¢ apresentada, através de
simulagdo numérica, a dinamica do grau de polarizacao da luz de um féton durante a propagacao
em um canal despolarizador. Por fim, o resultado de um experimento usando estados coerentes,
objetivando medir o grau de polarizagdo da luz apds propagagao em um trecho de 200 m de fibra,
¢ apresentado. O experimento ¢ util para a determinagdo do pardmetro do modelo de canal
despolarizador de qubits. Sendo a polarizacao da luz uma propriedade facilmente alterada por
condi¢des ambientais, sao estudados os esquemas Opticos que, dentro de certas restrigdes, podem
corrigir variagdes aleatorias da polarizacdo da luz durante a propagacdo na fibra. Tais esquemas
sdo empregados como corretores de erros em sistemas de comunicagdes quanticas. Baseados em
esquemas de correcao encontrados na literatura, foram propostos dois novos esquemas, um para a
utilizacdo em sistemas que empregam polarizacao de luz de fotons isolados e outro para sistemas
que empregam polariza¢do de estados coerentes bimodais, sendo o primeiro ativo, isto €, requer
um protocolo de controle e sincronismo, € o segundo passivo. Por fim, ¢ feita a analise da
seguranca de um sistema de distribui¢do quantica de chaves, empregando o esquema proposto de
corregdo de erros, quando o mesmo sofre o ataque de Fuchs-Peres-Brandt. E mostrado que a
utilizacdo do esquema de correcdo de erros proposto favorece a visibilidade da presenca de um

espido monitorando o canal quantico.



ABSTRACT

In this dissertation, it is realized a study of light polarization and its applications in
quantum communications. Initially, the mathematical tools needed for single-photon and
coherent states polarization analyses are presented: coherence matrix, Stokes parameters and
polarization degree. Following, using numerical simulations, it is presented the variation of the
degree of polarization of a single-photon pulse during depolarizing channel propagation. At last,
the result of an experiment using coherent states, aiming to measure the degree of polarization
after propagation in 200 m optical fiber is presented. The experiment is useful for determination
of the parameter of the qubit depolarizing channel model. Since light polarization is easily
changed when environment fluctuations are present during fiber propagation, optical schemes
able to correct unpredictable polarization changes are studied. Such schemes are employed for
error correction in quantum communication systems. Based on already proposed error correction
schemes, two new schemes are proposed, one for systems that employs polarization of single-
photon light, and other for systems that employs polarization of two-mode coherent states, being
the first active, that is, requiring a control and synchronism protocol, while the second is passive.
At last, it is realized a security analysis of a quantum key distribution system, employing the
proposed error correction scheme, when the same is under Fuch-Peres-Brandt attack. It is shown
that using the proposed error correction scheme the presence of an eavesdropper monitoring the

quantum channel is more visible.
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INTRODUCAO

Na busca pela evolugdo da tecnologia da informagdo, cresce o desafio do
desenvolvimento de dispositivos e sistemas melhores, oferecendo resposta em um tempo menor,
maior confiabilidade, mais recursos em um espago cada vez menor € novos servigos. Com a
intencdo de buscar o desenvolvimento da tecnologia em novos limites, nasce o interesse da
engenharia pela mecanica quantica. Quando se considera a hipotese de construir sistemas ou
dispositivos que operam com poucas particulas (como, por exemplo, fotons e elétrons), devemos
estar atentos as propriedades quanticas. Em particular, a polarizacdo da luz ¢ um dos mais
simples sistemas fisicos capazes de representar um bit quantico (qubit). Por esta razdo, os
primeiros sistemas de distribui¢do quantica de chaves foram realizados utilizando polarizagao de
fotons isolados. Tais sistemas atualmente servem apenas para sistemas de distribui¢do quantica
de chaves de curta distancia, devido a despolarizagao provocada pela propagacao da luz em fibras
opticas. Entretanto, sistemas de comunicagdo quantica utilizando polarizacdo de estados
coerentes foram recentemente propostos e representam uma alternativa, de melhor desempenho
em relacdo ao alcance ¢ a velocidade de transmissao de bits uteis, aos sistemas utilizando fotons
isolados. Por outro lado, o desenvolvimento de computadores quanticos baseados na polarizacao
da luz continua como uma forte linha de pesquisa, uma vez que portas de um qubit sdo facilmente
implementadas e portas CNOT com probabilidade de sucesso de 25% foram propostas. Portanto,
a polariza¢do da luz como portadora de informacdo quantica, seja com fins de comunicac¢do ou
computacdo, ¢ um tema atual e importante para o desenvolvimento da tecnologia quantica da
informacao. Contudo, a luz estd sujeita a variagdes aleatdrias de sua polarizacdo durante a
propagagdo em um meio que ndo preserve a polarizacdo, o que causa erros no sistemas de
comunicagdo € computacdo baseados na polarizagdo da luz. Assim, para que seja possivel a
implementagdo pratica de sistemas de comunicagdo e computacao quanticas confiaveis usando a
polarizacdo da luz ¢ necessario o uso de cddigos corretores de erro. Tais codigos podem ser
construidos utilizando-se estados entrelacados ou codificacdo espago-temporal. Nesta diregdo, a
presente dissertagdo trata da correcdo de erros em sistemas de comunicagdes quanticas utilizando
a polarizacdo de estados coerente e fotons isolados, empregando um cdodigo espago-temporal. A
dissertagdo estd estruturada da seguinte forma: No Capitulo 1 a polariza¢dao de fétons isolados e

estados coerentes ¢ revisada. No Capitulo 2, dois sistemas Opticos implementando o codigo



espaco-temporal para corregdo de erro sao propostos, um para sistemas que utilizam fétons
isolados e outro para sistemas que utilizam estados coerentes. No Capitulo 3, ¢ apresentada a
andlise de seguranga, considerando o ataque Fuch-Peres-Brandt, de um sistema de distribuigdo
quantica de chaves empregando fotons isolados e utilizando o codigo espaco-temporal. Por fim,

sao apresentadas as conclusdes e perspectivas.



CAPiTULo 1

Polarizacao de um foton e do estado coerente
bimodal

1.1 Introducao

Aplicagdes para um foton polarizado tém sido propostas para sistemas de comunicacao
quantica. Distribuigdes quanticas de chaves foram realizadas utilizando polarizacdo de fotons
isolados [1-3]. Entretanto, sistemas de comunica¢do quantica utilizando polariza¢do de estados
coerentes foram recentemente propostos e representam uma alternativa, de melhor desempenho
em relacdo [4] ao alcance ¢ a velocidade de transmissao de bits uteis, aos sistemas utilizando
fotons isolados. O grau de polarizagao quantica da luz para estados coerentes tem sido bastante
estudado recentemente [5]. Contudo, a luz estd sujeita a variagdes aleatorias de sua polarizacao
durante a propagacdo em um meio que ndo preserve a polarizagdo, o que causa erros no sistemas

de comunicagdo e computacao baseados na polarizacao da luz [6].

A polarizacido ¢ a propriedade que demonstra o carater vetorial do campo
eletromagnético. Ela ¢ de crucial importancia em sistemas de comunicacdo Optica, pois 0s
diversos componentes Opticos possuem perdas e/ou dispersao dependentes da polarizagdo. Neste
ultimo caso, por exemplo, a dispersdo dos modos de polarizacdo [Apéndice A] limita a taxa de
transmissdo em redes Opticas [7-9]. Portanto, um completo conhecimento das propriedades da
polarizagdo ¢ de grande importdncia para que se possa aproveitar ao maximo suas

potencialidades.
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A polarizacdo classica da luz pode ser caracterizada matematicamente através da matriz
coeréncia J [10]. Os elementos da matriz J sdo as autocorrelagdes (na diagonal) e correlagdes
cruzadas (elementos fora da diagonal) das componentes x € y do campo elétrico. Por outro lado, a
matriz densidade, p, contém toda a informacao disponivel sobre um determinado estado quantico
[11]. Quando o estado quantico em questdo ¢ a polarizacdo de um foton, J e p sdo iguais. Estas
semelhangas estimulam a aplicacdo de conceitos comuns de uma na outra. Por exemplo, as
esferas de Poincaré e Bloch se confundem em semelhanca de analise. A vantagem disso € que

podemos visualizar a interpretagao para medidas de distancia e grau de polarizacao.

Neste capitulo, sdo trabalhados os conceitos de polariza¢do quantica da luz de um foton e
estados coerentes bimodais, para aplicagdes em comunicagdes quanticas. O objetivo € identificar
como varia a polarizacdo durante a propagacdo da luz em uma fibra Optica monomodo. O
fenomeno que degrada o desempenho de sistemas de comunicacdes Opticas que utilizam a
polarizagdo da luz ¢ a despolarizagdo. Portanto, a fibra Optica ¢ vista como um canal
despolarizador. A grandeza que mede o quanto a luz ¢ polarizada ¢ o grau de polarizagdo, g,.
Portanto, sera analisada a variacdo de g,, numericamente e experimentalmente, para propagacao
da luz em um trecho de fibra 6ptica. A simulagdo numérica ¢ usada para mostrar a dindmica da
perda do grau de polarizagdo durante a propagacdo da luz na fibra dptica, e um experimento
utilizando estado coerente ¢ realizado para medir o grau de polarizagao da luz antes e apos a
propagacao em um trecho de fibra monomodo. Este experimento permite encontrar o valor do

parametro do modelo de canal despolarizador utilizado na simulagdo numérica.

1.2 Geometria da polarizacdo, matriz coeréncia (J) e matriz densidade (p)

Na polarizag¢ao da luz de um fé6ton, no lugar de termos uma distribuicao de energia sobre
os eixos de polarizagdo, teremos a probabilidade de encontrarmos o foton em um destes eixos,

uma vez que um foton € indivisivel. O estado quantico |y), representando a polarizagdo de um

foton, pode ser representado pelo vetor de Stokes S ou pela matriz densidade p. A forma geral

desta ultima ¢ dada por:
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NE 0 0) s
cos”| — cos| — [sen| — |e
2 2 2
0 0) s 2 0
cos| — [sen| — |e sen”| —
2 2 2

Existem dois graus de liberdade (6,0) para a rotacdo de estados completamente polarizados (ou

p=|w(0.5))(w(0.5)= (1.1)

estados puros) sobre a esfera de Poincar¢, abrangendo, assim, toda a superficie da esfera.
Podemos escrever os operadores quanticos de Stokes [12-14] para apenas um foton da seguinte

maneira;

A 1 0

Sy = (el == | 12
A 1 0

§i =)A= = o . 12
A 0 1
Syl ) == | ] 1
- 0 —i
T R [ 8

Em (1.2)-(1.5) |H) e |V) representam, respectivamente, os estados quanticos de polarizacao linear

horizontal e vertical, e o; sdo as matrizes de Pauli. Os valores médios dos operadores quanticos
de Stokes s, =<§[>=Tr(p§l.)=Tr(pai), i=1,2,3, formam o vetor de Stokes [so s; s2 s3]'. A

matriz densidade do estado quantico da polarizagdo de um foton pode ser escrita em fungao dos

elementos do vetor de Stokes:

S, — 1S 3
p:l . 2 3 :leio-i (16)
2| s, +is; 1y 214 '
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Usando (1.6) e o fato que Tr(0;0)=26; em (1.1), obtemos o vetor de Stokes S =[s,,s,,5,,5;]

para o estado de polarizacdo (1.1):

S = [1,005(0) ,sen(0)cos(5), sen(@)sen(é):l . (1.7)

Neste trabalho usamos o vetor reduzido de Stokes S’ = [sl,sz,s3], que ¢ um vetor que aponta da

origem da esfera de Poincaré para o ponto de localizagdo do estado de polarizacdo. A partir do
vetor reduzido de Stokes podemos fazer uma andlise vetorial dos estados quanticos contidos em
qualquer lugar sobre a superficie da esfera de Poincaré ou no interior dela. Por fim, ¢ importante

ressaltar que, para os estados quanticos que estdo sobre a superficie da esfera, representando,

portanto estados puros, tem-se ‘S*' =1 e, para os estados quanticos que estdo no interior da esfera,

representando, portanto estados mistos, tem-se S| <1.

1.3 Despolarizagao

A polarizagao do foton tem sido usada como portadora de informag¢do em comunicagdes
quanticas. Ela tem a vantagem de ndo ser uma variavel dependente das perdas na fibra optica. Por
outro lado, a polarizac¢do da luz ¢ dependente de diversos fatores, como as formas e composicdes
do nucleo e casca da fibra Optica, emendas, tensdes mecanicas (curvaturas e vibragdes) e
temperatura. Como resultado, para que o processo de comunicagao seja eficiente, um controle
rigoroso da polarizagdo deve ser feito, inclusive com o uso de fibras especiais que mantém a

polarizacdo fixa, chamadas fibras PM.

Um efeito fortemente indesejado em comunicagdes Opticas € a despolarizagao da luz. Do
ponto de vista fisico, a despolarizagdo ¢ causada pelo PMD. Cada componente espectral do pulso
luminoso evolui, independentemente e aleatoriamente para um estado de polarizagdo em geral

diferente. A luz totalmente despolarizada ¢ completamente indistinguivel de qualquer outro
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estado de polarizag@o, por isso ndo se presta para portar informagdo. A matriz densidade da luz

totalmente despolarizada p,, ¢ 1/2, sendo I a matriz identidade.

Ao se propagar pela fibra Optica, a luz inicialmente completamente polarizada, com grau
de polarizagdo méaximo (e entropia minima), evolui para estados parcialmente polarizados, com
grau de polarizagdo intermedidrio (entropia intermediaria), até se tornar totalmente despolarizada,
com grau de polariza¢cdo minimo (entropia méxima). Portanto, ao longo da propagacgao, o grau de
polarizacdo (entropia) tem dinamica decrescente (crescente). Uma luz parcialmente polarizada p
pode ser escrita como uma superposicdo de um estado maximamente misto //2 com um estado

puro p, da seguinte maneira:

=[1-£(2))=+ £()p, (2). (1.8)

Assim o grau de polarizagdo do foton ¢ dado por:

HEIERDIACI (1.9)

A equagdo (1.9) define o grau de polarizagdao da luz de um foton (neste caso, sp=1). Além disso,
como pode ser observado em (1.8), z;[s[ (z)/r:(z)]z =1, o que, por defini¢do, indica que p, é

sempre puro. De (1.8)-(1.9), vemos que a despolarizagdo da luz implica em &(z)—0, ou seja,
s{z)—0, a medida que a luz se propaga pela fibra optica. Como os parametros de Stokes se
tornam nulos depende de como o canal despolariza a luz. No modelo proposto em [15], os

parametros de Stokes variam da seguinte forma:
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s, (z) =5, (O)e_zyz; s, (z) =3, (O)e_” 38, (z) =5, (O)e_“. (1.10)

Em (1.10), o parametro yindica a “for¢a” com que o canal despolariza a luz. Usando (1.10), pode

ser vista na Figura 1.1 a dindmica do grau de polarizagdo, &(z), ao longo da distancia percorrida.

o 1 1 1 r 1 1 1
u] 50 00 450 200 /0 A0 3/I 400 4800 S50

F4

Figura 1.1 — Dindmica do grau de polarizacdo da luz de um féton para o
canal modelado por (1.10) com »=0,01, s,(0)=0,530, s,(0)=0,152 e
53(0)=0,86151.

Por outro lado, a Figura 1.2 mostra a evolug¢ao dos parametros de Stokes da parte completamente

polarizada, s;(z) =5, (z)/f(z) ,i=1,2¢3.
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s'1
s2
0.8 _ g3 T

Parametros de Stokes
=)
0

0\\\\\\\
0O &5 100 15 200 250 300 350 400 450 500

Figura 1.2 — Estabilizacdo dos parametros de Stokes da parte
pura da polarizagdo da luz de um f6ton, para o canal modelado
por (1.10), com »=0,01, s;(0)=0,530, 5,(0)=0,152 ¢
53(0)=0,86151.

Nas simulagdes mostradas nas Figuras 1.1 e 1.2 os seguintes valores foram usados: »=0,01,
51(0)=0,530, s52(0)=0,152 ¢ 53(0)=0,86151. Como pode ser observado na Figura 1.2, o estado de
polarizacdo da parte completamente polarizada tende monotonicamente para um estado
estacionario. Por fim, a Figura 1.3 mostra, para o canal cujo decremento dos pardmetros de
Stokes ¢ modelado por (1.10), como um estado no inicio completamente polarizado e seu par
ortogonal, localizados na superficie da esfera de Poincaré, tendem para um estado totalmente

despolarizado localizado no centro da esfera.
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Figura 1.3 — Os estados completamente polarizados ,O(Z =0) e seu

ortogonal ,OL (Z = O) caminham para a posi¢do do estado despolarizado

1/2 que se encontra no centro da esfera.

1.4 Medicao de polarizacao e distinguibilidade

Classicamente, a determinagdo da polarizacdo de um feixe de luz ¢ obtida pela
determinagdo dos parametros de Stokes. Para a luz de um foton isto ndo ¢ impossivel. Se fosse
possivel, poderiamos clonar o estado de polariza¢cdo de um f6ton e por abaixo todos os protocolos
de distribuicdo quantica de chaves baseados na polarizagdo de um foton. Um conceito
diretamente ligado a medicao da polarizagdo ¢ a capacidade de distinguir dois estados diferentes
de polarizagdo. Para a luz de um foton, dois estados de polarizagdo sé sdo perfeitamente
distinguiveis se forem ortogonais. Na Figura 1.4 uma fonte prepara um féton com polarizagao

descrita pela matriz densidade p. Em seguida, este foton tem sua polarizacao mensurada por um
medidor de polarizacdo (um divisor de feixes por polarizagdo, PBS) que resolve o estado de

polarizacdo incidente nos estados ortogonais | i) e |b).
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AL
Luz /
r’\_)' Contraladar : Medidor

o
Faolarizag3o \
e 41
S

Figura 1.4 — Uma fonte prepara um estado p para um medidor que resolve o estado de
polarizacio de entrada na base |y) ¢ |y/").

As probabilidades p e (I-p) de, apds a medigio, o foton emergir com polarizagdo |y) e |y sdo,

respectivamente, p=(yioy) e (I-p)= v |ply).

1.5 Polarizacio de estados coerentes

De forma geral, os operadores quanticos de Stokes sdo definidos por [12-14]:

S,=ala, +ala,, (1.16)

| =a)a,—ala,, (1.17)
S, =a/a, +aja,, (1.18)
S, =-i(aja, -ala, ), (1.19)
|:‘§i"§/j|:2i‘§k’ |:A0’ At}:()’ i:1’2’3 i,j,k=1,2,3, (120)

Em (1.16)-(1.19) &/(4,) e al(a,) sdo, respectivamente, os operadores de criagio (aniquilagdo)

dos modos 1 e 2. A equagdo (1.20) mostra que, a excegao de S’O, ndo ¢ possivel determinar
simultaneamente, com exatidao, qualquer par de parametros quanticos de Stokes. Os valores
médios e as variancias dos parametros quanticos de Stokes de um estado coerente |a,f) (|@)

representa a luz polarizada na dire¢do x e |f) a luz polarizada na direc¢do y) sdo dados por:
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o Ak
@)= imeSe T ol (1.21)

®
(8)=la |7 (82)=(laf -1 ) +laf +|41 v =|af + |8 (122)
($)=a'prap (82)=(a'B) +(ef ) + |of +|8] +2la |5} Vo=lof +A -+ (123
($)=il@p-ap) (S3)=~(ap) ~(as ) + lof +|p +20af |87 Vi=laf+sf  (129)
v=(82)-(3, >2, i=123. (8,)=(a.p|3,|a.p). (1.25)

De (1.22)-(1.25) pode-se notar que os parametros quanticos exibem flutuacdes que sdo expressas
por suas variancias. Para estados coerentes, quanto maior a poténcia luminosa maior a variancia
nos trés parametros. Portanto, em vez de um ponto na esfera de Poincaré, um estado coerente é
definido por uma distribui¢do de probabilidade de estados na superficie da esfera como mostrado

na Figura 1.5.

S Circular
34 Direita

Figura 1.5 — Diagrama dos vetores de Stokes classico (a) e quantico (b) mapeados
na esfera de Poincaré. A bola no final do vetor representa o ruido quéntico em

A

S, 52 e§3.

Para aplicar um deslocamento de fase ¢ entre dois modos linearmente polarizados, ¢

usado o operador unitario [12-14]:

U,= exp(i0,5¢§1) . (1.26)
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Por exemplo, quando U, ¢ aplicado ao estado coerente |c,/3), o resultado é ‘ae’w 2, Be 2> . Por

outro lado, para uma rotagdo geométrica de &na polarizagdo, utiliza-se o operador:
U, = exp(i0§3 ) (1.27)

Assim, uma rota¢do de #na polarizagdo do estado coerente |,0) € obtida fazendo-se Uga,0), que
resulta em |acos 0,asin 0> . No apéndice B estd apresentado o desenvolvimento do célculo para

um estado de polariza¢do qualquer na entrada do operador de rotagao.

Classicamente, um pulso de luz ¢ despolarizado se seus parametros de Stokes sdo nulos.
No entanto, do ponto de vista quantico, esta condicdo € necessaria, mas nao suficiente. Um feixe
de luz pode ser considerado despolarizado se suas propriedades de observavel permanecem
inalteradas depois da aplicagdo de uma rotacdo geométrica e/ou deslocamento de fase entre suas

componentes ortogonais [16]. Esta condi¢do ¢ descrita matematicamente por:
(2.5, ]=[p.5,]=0. (1.28)

Em (1.28), p é a matriz densidade do estado quantico da luz. A forma mais geral de um estado
despolarizado ¢ dada por [17,18]:

1 n
p= %, Sl kfe)elin- . (129)

Sendo p, a funcao de distribuicao de probabilidade do nimero de fotons considerando ambos os

modos.

1.6 Medicdo experimental do grau de polarizacio de uma luz CW se

propagando por um trecho de fibra

Para medir o grau de polarizacao de uma luz coerente, usamos o experimento ilustrado na

Figura 1.6 [19].
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Dioda Laser Fibra Optica Medidor de
Fotéfei
1550,51 103 Controlador de C ontrolador de @D Er.mm
. o ptica
Polarizagio Polarizagio
CPhy A B P2 98 88
PBS P

Figura 1. 6 — Experimento para a medi¢ao do grau de polarizagdo da luz.

A fonte de luz usada ¢ um diodo laser CQF915/108 que emite um estado coerente CW (onda
continua) operando em 1550,91 nm. O controlador de polarizagdo CP; define o estado de
polarizacao a ser usado. O estado escolhido € aquele que maximiza a poténcia Optica medida na
saida inferior do PBS quando o enlace de fibra e o controlador de polarizagao CP, estdo ausentes.
Em seguida, sem a fibra de teste entre os pontos A e B, os compensadores do CP, sdo ajustados
de forma a permitir que a maxima poténcia Optica seja medida, pelo medidor PM (Power Meter).
Neste momento o experimento esta calibrado. A primeira medi¢do consiste em, na auséncia da
fibra entre os pontos A e B, variar o rotacionador de CP; e, para cada valor deste, medir a
poténcia oOptica. O resultado da observagao esta ilustrado na Figura 1.7. O grau de polarizagdo

para este experimento ¢ dado por:

_ B = Poin.
gp - Pmax +Pmin (130)

Em (1.30), Py € Puin 30, respectivamente, os valores maximo e minimo encontrado na Figura

1.7.
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1508, T T r T T T T

Potencia Optica [lW)

-] -k -1} OE -1:] 1 12 14 1E

[rad]

Figura 1. 7 — Variacdo da poténcia Optica no experimento da Figura
1.6 sem a fibra de teste.

O valor para o grau de polarizacdo encontrado foi de g,=0,859. Agora, realiza-se 0 mesmo
procedimento mas com um rolo de fibra de 200m (100m+50m+50m) inserido entre os pontos A e

B. O resultado esta ilustrado na Figura 1.8.

1m

om

Poténcia Op tica ['W]
%]

L L L L L L L
lﬂﬂn =& os OE =R:] 1 12 ik 18

Figura 1.8 — Variagdo da poténcia optica no experimento da Figura 1.6 com

a fibra de teste (200m de fibra optica bobinada).



14

Polarizacdo de um foton e do estado coerente bimodal

Comparando-se os graficos das Figuras 1.7 e 1.8, pode-se observar claramente o efeito do
decréscimo do grau de polarizacdo na distingdo entre os valores maximo e minimo de poténcia
optica medidos. No experimento da Figura 1.8 o grau de polarizagdo obtido foi de g,=0,394.

Assumindo para a fibra Optica o modelo de canal despolarizador [6] expresso por

(1-p) %+ pp,. (131)

sendo p, o estado na entrada da fibra e p a probabilidade do estado de entrada nao ser alterado,

teriamos, para a fibra testada, p=g,=0,394.

Embora os resultados tenham sidos obtidos usando luz coerente brilhante (muitos fotons),
eles podem ser considerados validos para luz de fotons isolados pois, como mostrado
anteriormente, a polarizacao da luz de um féton e da luz coerente sdo descritos pelo mesmo
modelo matematico (matriz coeréncia igual a matriz densidade). Para o estado coerente a
intensidade da luz estd distribuida nos modos de polarizagdo expressos na diagonal da matriz
coeréncia. Por outro lado, sabendo que um quantum de luz ¢ indivisivel, para a luz de um foton
os elementos da diagonal da matriz coeréncia representam as probabilidades de encontrarmos o
foéton em um dos modos ortogonais. Por isso, os percentuais de energia dos modos de polarizacao
observados no experimento classico podem expressar probabilidades de encontrarmos o foton em
um dos modos ortogonais no modelo quantico. Entdo usando um aparato fisico para resolver a
polarizagdo que vai se tornando indefinida com o aumento do comprimento do canal, concluimos

que podemos medir o quanto o canal pode despolarizar a luz.



CAPiTULo 2

Configuracoes opticas para correcao de erro
em sistemas de comunicacgoes quanticas
utilizando polarizacao de fotons isolados e
estados coerentes

2.1 Introducio

Os primeiros sistemas de comunicagdo quantica experimentais utilizaram polarizagdo de
fotons [20-23]. Posteriormente, estes sistemas foram trocados pelos sistemas de comunicacio
quantica interferométricos [24-29] exatamente devido ao problema da estabilidade da polarizacao
na propagac¢ao da luz em longas distancias. Entretanto, qubits de polarizacao continuam sendo de
grande interesse por trés razodes: 1) Sistemas de comunicacdo quantica de curta ou média
distancia podem ser implementados [30-32]. 2) Sao bastante utilizados em computagdo quantica
[33-36], 3) Estados entrelagados, fundamentais para protocolos de comunicacdo e computagdo
quantica, sdo experimentalmente mais faceis de serem produzidos através da criacdo de pares de
fotons com polarizagdo entrelagada [37-39]. Uma vez produzidos, os fotons do par precisam ser
enviados aos usudrios da rede Optica de comunicagdo que desejam realizar um protocolo de
comunicagdo quantica e podem estar distantes de onde os foétons foram gerados.A existéncia de
sistemas de detec¢do e corregdo de erros quanticos ¢ fundamental para o desenvolvimento de
aplicagdes de comunicagao quantica para longas distancias em sistemas reais, ou seja, em canais

ruidosos variantes no tempo. Muitas das teorias de detec¢ao e correcao de erros ja apresentadas
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[6] sdo baseadas na introdu¢do de redundancia através do uso de multiplos qubits entrelagados.
Basicamente, um simples qubit ¢ codificado em um estado de varios qubits entrelagados. Estes
codigos tém como objetivo recuperar a informagdo correta apds a passagem da mesma por um
canal ruidoso, depois que o erro ¢ detectado através da redundancia inserida. Como exemplos,
podem ser citados os codigos de Shor [40] e a familia de codigos estabelecidos no limite quantico

de Hamming para corrigir erros do tipo bit-flip [41].

Em contraste com os modelos construidos com o uso de entrelagamento, foram propostos
em [42] esquemas para a rejeigdo e corre¢ao de erro quantico sem a necessidade de codificagao
em estados de multiplos qubits entrelacados e usando apenas dispositivos de Optica linear. A
idéia deste sistema de rejeicdo e corre¢ao de erros quanticos € transformar o qubit de polarizagao
da luz em um qubit do tipo time-bin [43], com separagdo temporal pequena o suficiente para que
ambas as componente do qubit se propaguem pela fibra “vendo” o mesmo canal. Por fim, o
sistema corretor de erro quantico com Optica linear proposto em [42] ndo faz uso de redundancia
para preservar a informagdo durante a propaga¢do da luz em uma fibra. Neste capitulo,
inicialmente ¢ feita uma revisdo do sistema de corre¢dao de erro proposto em [42] e, em seguida,
sdao apresentadas simplificacdes dos mesmos € uma extensdo para a corre¢ao de erros em

sistemas de comunicagao quantica que utilizam estados coerentes.

2.2 Sistema corretor de erro quantico para comunicacao quantica utilizando

polarizacao de fotons isolados

Para a correcdo de um erro quantico qualquer em um qubit de polarizagao, foi proposto

em [42] a arquitetura mostrada na Figura 2.1.
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Figura 2.1 — Esquema de corregéo de erro quantico proposto na referéncia [42].

Inicialmente, o estado quantico de polarizagao da luz entrando no sistema optico é:

W) =a|H)+b|V). 2.1)

Ou seja, o qubit de entrada possui a forma mais geral possivel, com |H) e |V) representando,
respectivamente, as polarizagdes horizontal e vertical; e a e b sdo niumeros complexos que
obedecem & condi¢io de normalizacdo |a[*+|b[*=1. Apds a passagem pelo primeiro PBS, a parte
horizontal viaja pelo caminho curto (S) enquanto que a parte vertical viaja pelo caminho longo
(L). Estes dois pulsos chegarao ao segundo PBS em momentos diferentes e serdo guiados para a
mesma saida. Neste ponto, “hd” dois pulsos separados no tempo de Ar=(/;-ls)/V,, sendo [ o
comprimento do brago longo, /s o comprimento do brago curto € V, a velocidade de grupo,
assumida ser a mesma para ambas as polarizagdes. Assim, o estado quantico logo na saida do

interferometro de polarizagao (IP) ¢ representado por:

[¥)=a|H) +0]V), (22)

A célula de Pockels (PC) situada na saida do IP ¢ acionada de forma a rotacionar de 7/2
somente a polarizacao do pulso atrasado, assim, o estado na saida do codificador (COD) situado

no transmissor (Alice), formado por IP+PCy, €:
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|®)=a|H) +b|H), . (2.3)

Devido a existéncia de variagdes aleatorias da birrefringéncia da fibra optica, o estado na entrada
da fibra evolui para um estado desconhecido na saida da fibra. Esta evolu¢ao ¢ modelada por uma

transformacao unitaria desconhecida U A forma mais geral de U é dada por:

_ | cos ((o) e —sen ((o) e

r sen(p)e™  cos(p)e” | (24)

Portanto, ap6s a propagacao do estado (2.3) pela fibra dptica, o estado na saida desta é:

‘cpf>:Uf|cD>:an|H>s+bUf|H>L: (2.5)
‘d)f> = a[cos((p)e*’f |H>S +sen((p)e*"¢|V>S]+b[cos(¢)) e’ |H>L +sen((p)e*"¢|V>L] | (2.6)
‘d)f> = a[cos((p)|H>S +sen(p)e” | V>J+b[cos((p)|H>L +sen(p)e” |V>L] (2.7)
A=E-¢ (2.8)

A célula de Pockels PCp na entrada do receptor (Bob) ¢ acionada de forma a rotacionar de m/2
somente sobre as componentes que percorreram o caminho S em Alice. Assim, apds PCg o estado

é:

‘CD’f> = a[cos((p)|V>S +sen(p)e” |H>S]+b[cos((p)|H>L +sen(p)e” |V>J . (2.9)

A equacdo (2.9) ¢ a entrada do primeiro IP de Bob. Este possui dois bragos de igual comprimento

e em cada um deles hd uma célula de Pockels, PCg) (pois sdo as componentes horizontais de
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(2.9) que sdo a ela encaminhadas) e PCgy) (pois sdo as componentes verticais de (2.9) que sdo a
ela encaminhadas). A célula PCgyy € ativada somente quando estd presente a componente do
estado que percorreu o caminho S em Alice e, a célula PCgy) ¢ ativada somente quando esta
presente a componente que percorreu o caminho L em Alice. Assim, o estado quantico na saida

do primeiro IP de Bob é:
‘d)’;> = a[cos(go)| V>1S +sen(p)e” | V>ﬂ+b[cos((o)| H>1L +sen(p)e” |H>ﬂ . (2.10)

Em (2.10), os indices 1 e 2 significam as duas possiveis saidas do segundo PBS de Bob. Este

PBS 2x2 (quatro portas) guia as polarizagdes horizontal e vertical como mostrado na Figura 2.2.

* RS T PES

Figura 2.2 — Guiamento dos estados horizontal e vertical de polarizagao através do PBS 2x2.

Os estados nas saidas 1 e 2 do segundo PBS de Bob passam, cada um deles, por um IP idéntico
ao de Alice. A funcdo deles ¢ fazer o balanceamento do tempo de chegada das componentes.

Portanto, as saidas dos ultimos IPs sdo;

‘d);f> = a[cos((p)| V>ISL +sen(p)e” |V>§J +b[cos((p)|H>lLS +sen(p)e” |H>;} , (.11

07)=[acos() ), +beos(o)| 1), T+ [asen(o)e” [V, +bsen(i)e” |17, ] .12
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Por fim, na saida de cada IP existe uma placa de meia onda, HWP; e HWP,, que rotaciona de m/2
a polarizagao de todas as componentes. Portanto, o estado final nas saidas da configuracdo 6ptica

apresentada na Figura 2.1 é:
¥ ) =cos(p)(a| H)+b|V)) +sen(p)e” (a| H)+b|V))". 2.13)

Em (2.13) os sub-indices SL e LS foram desconsiderados uma vez que significam o mesmo
comprimento total. Da equacgdo (2.13) observamos que o estado obtido na saida ¢ o mesmo
estado enviado por Alice na entrada. Entretanto, ndo ¢ possivel saber se o qubit estd na saida 1 ou
na saida 2. O qubit é obtido na saida 1 com probabilidade cos*(¢) e na saida 2 com probabilidade

sen’(¢). Se o canal ¢ ideal, entdo ¢=0 e o qubit é sempre obtido na saida 1.

Com o objetivo de obter o mesmo resultado com um aparato Optico mais simples,

propomos o esquema Optico ilustrado na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Esquema simplificado do sistema de correg@o de erro usando oOptica linear.

Como pode ser observada, comparando-se os esquemas das Figuras 2.1 e 2.3, a
simplificagdo ¢ feita apenas o decodificador de Bob. Neste, foram retirados a célula PCg, um PBS
e as duas placas de meia onda HWP; e HWP,. A descricdo da operacao da configuragdo mostrada
na Figura 2.3 comeca assumindo que o estado que chega a Bob ¢ aquele dado em (2.7). Logo

apo6s o primeiro PBS de Bob, o estado ¢;
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[©)=al cos() 1), +sen(p)e” V) [+b]cos(p)| H); +sen(p)e” V), |, (3 14

(@)= cos(p)(al H); +b| H); )+ sen(p)e” (alV )y +b]V), ). (2.15)

A célula de Pockels PCpg; ¢ acionada de forma a rotacionar de /2 o pulso no tempo adiantado
(S), a célula PCp; ¢ acionada de forma a rotacionar de m/2 a polarizacdo do pulso no tempo

atrasado (L). Depois da agao das células de Pockels, o estado total é:
|") = cosp(a| H); +b|V); )+ senpe” (a| H), +b]V), ). (2.16)

Cada estado de (2.16) passa agora por um IP com o mesmo desbalanceamento no comprimento
dos bracos que o IP de Alice. Entretanto, diferentemente do que ocorre em Alice, a componente
vertical viaja pelo brago curto enquanto que a componente horizontal viaja pelo brago longo.

Assim, o estado total final apos os IPs de Bob ¢;

“I’f> = cos(go)(a|H>§L +b|V>iS)+sen(go)eM (a|H>ISL +b|V>1LS) (2.17)

“I’f>:cos(go)(a|H>+b|V>)2 +sen(p)e” (a|H>+b|V>)l_ (2.18)

Como (2.18) tem significado idéntico a (2.13), concluimos que a variagdo do esquema da
referéncia [42] apresentada na Figura 2.3 € vantajosa. Além de apresentar redu¢do no nimero de
componentes, o fato de haver uma célula de Pockels a menos facilita a sincronizagdo entre o

transmissor € o receptor.
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2.3 Sistema corretor de erro quantico para comunicacao quantica utilizando

polarizacio de estados coerentes

A utiliza¢ao de estados coerentes em comunicagdes quanticas foi recentemente proposta
em [44,45]. A vantagem deste sistema em relacdo aos que utilizam fotons isolados esta na
velocidade de transmissdo e maxima distancia entre usuarios. Entretanto, atualmente ndo ha

certeza se tais sistemas sdo tdo seguros quanto os que utilizam fétons isolados.

Pode ser verificado que os sistemas Opticos apresentados na Secdo 2.2 utilizando as
células de Pockels também funcionam corretamente quando estados coerentes sao utilizados [46].
Entretanto, quando da utilizagcdo de estados coerentes, sistemas Opticos passivos de correcdo de
erros podem ser construidos, eliminando a ardua tarefa de sincronizagdo das células de Pockels
requerida pelos sistemas da Se¢do 2.2. O preco a ser pago, como serd mostrado, ¢ uma perda da
poténcia Optica util. O sistema Optico proposto para correcdo passiva de erros em sistemas que

utilizam estados coerentes esta ilustrado na Figura 2.4.

EOE
HWF
-5
ALICE HWE
1
.| O
| 8) A > I 2
PES PES HWT
-5
HWE

Figura 2.4 — Esquema I do sistema de corre¢do de erro usando dispositivos Opticos passivos para
comunicagdo quantica com estados coerentes.

Como pode ser visto na Figura 2.4, inicialmente o estado de polarizagdo gerado por Alice,

|a, ), passa por um PBS que separa o pulso Optico incidente em dois pulsos com polarizagdes
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ortogonais, |a,0) (horizontal) e |0,5) (vertical). O pulso horizontal ¢ guiado para o caminho curto
S, enquanto que o pulso vertical ¢ guiado para o caminho longo L e tem sua polarizagdo
rotacionada de 772 pela placa de meia onda HWP, tornando-se |£,0). Imediatamente antes do
acoplador optico, os dois pulsos formam o estado quantico |a,0)s®|£,0).. Ambos os pulsos sao
inseridos no enlace de fibra através do acoplador Optico (sem perdas) com transmitancia ¢ e
refletdncia ir. Assim, o estado que entra no enlace de fibra ¢ |ire,0)s®|¢5,0),. Semelhantemente
aos sistemas da Se¢do 2.2, os dois pulsos estdo suficientemente proximos de forma a “verem” o
mesmo canal optico. Este ¢ mais uma vez modelado pela evolugdo unitaria dada em (2.4). O

resultado da acdo do canal dptico nos pulsos enviados por Alice é:
‘ira cos(p),irasen(p)e” >S ®‘t,8 cos(¢),tPsen(p)e” >L : (2.19)

A equagdo (2.19) ¢, portanto, o estado quantico que chega em Bob. Este estado passa por um
PBS que separa as componentes de polarizacao por dois caminhos (1 e 2) sendo que o caminho
inferior possui ainda uma placa de meia onda. Desta forma, o estado quéntico total antes dos

anéis de fibra é:

|®@) =|0,irasen(p)e” >; ® 0,ira cos(¢)>z ® O,tﬂcos(¢)>i . (2.20)

0,tfsen ((z))eM >1L ®

Por fim, os estados nas saidas 1 e 2 passam, cada um, por um anel de fibra com uma placa de
meia onda inserida na realimentag¢do. Os comprimentos dos anéis sdo iguais ao comprimento L-S
em Alice, e os acopladores Opticos possuem transmitancia 7 e refletdncia iR. Assim, quando os
pulsos (2.20) passam pelos anéis, uma parte ¢ transmitida e sai do corretor, outra parte ¢ re-

inserida no anel. Portanto, na saida de cada anel existe uma seqiiéncia de pulsos, sendo

0,—Rrasen(p)e” >1‘ ®|0,—Rra cos(p)e” >2 os primeiros pulsos a emergirem pelas saidas 1 e 2,

respectivamente. O segundo pulso em cada saida ¢ dado por:
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‘iTzrasen (@)e” iRt fsen(p)e” >l ® ‘ iT*raccos(@),iRt 8 cos((p)>2 . 2.21)

Observando (2.21) pode-se notar que se T°/=R¢ entdo a polarizacdo do segundo pulso a emergir
do sistema corretor, em ambas as saidas, ¢ a mesma do pulso enviado por Alice. Portanto, o
sistema Optico da Figura 2.4 efetivamente corrige uma variagdo desconhecida da polarizagao.

Usando T2+R2=t2+r2=1, na condicao T2r:Rt, encontra-se que:

‘2 _ M (2.22)

‘Tzr XP-X+1

Emque T = JX . Para encontrar o valor de X que maximiza a poténcia optica no segundo pulso
a emergir do corretor, deve-se encontrar o valor X de que faca d(T’r)/dX=0. Calculando a
derivada de (2.22) em relacdo a variavel X e igualando a zero, encontra-se a equagao X=0,64. O

que nos da para o caminho de fibra 1 a seguinte solugao:

i0.4377senpe" ar, 10,437 Tsenpe™ B) (2.23)

1
.
Pode ser visto na equagdo (2.23) que o segundo pulso a sair ¢ o pulso correto. Com apenas

operagdes passivas foi possivel obter a informacdo correta com 19,16% da sua poténcia original,

considerando um canal sem perdas. A energia total estd distribuida entre os bragos 1 e 2. Com

19,16 sen’@ % sai o pulso correto no brago 1 e com 19,16 cos® ¢ % sai o pulso correto no braco 2.

No sistema da Figura 2.4, pode-se usar o primeiro pulso como habilitador para a detec¢do
do segundo. Depois de detectado o segundo pulso, o sistema de detec¢dao ¢ desabilitado até que
ndo haja mais luz dentro do anel. Depois deste periodo, o esquema de detecgdao passa a esperar

um novo pulso de habilitagao para uma nova detecgao 1util.
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O modelo da Figura 2.4 embora corrija a variagdo aleatéria da polarizacdo, apresenta
algumas dificuldades experimentais devido aos anéis Opticos na saida do esquema. Com o
objetivo de obter um sistema mais pratico, no sentido de que exija menos ou nenhum controle na

deteccao, propomos uma segunda configuracao apresentada na Figura 2.5.

5
Hw e ——
. I — R~ 7/ 4) £ 1
PES PES

L @ PBS PBS
| 8) — ﬁ ——F» AN R(mr4) 2
PBS \E/ d o PBS t

Figura 2.5 — Esquema II do sistema de corre¢do de erro usando dispositivos Opticos passivos para comunica¢ao

quantica com estados coerentes.

Na Figura 2.5 BS ¢ um divisor de feixe balanceado com transmitancia 7 =1/ V2 e refletancia
R=i/"2.0 esquema trabalha sobre um feixe polarizado representado pelo estado de entrada
|a,ﬂ> como se segue: As componentes do estado inicial sdo separadas pelo primeiro PBS. A

componente horizontal percorre o caminho curto (S), recebendo a fase —7z /2, enquanto a

componente vertical percorre o caminho longo, passando através de um HWP (placa de meia

onda), resultando em |—z' a,0> s ®| ,B,O> .- Ap0s a passagem por um divisor de feixe balanceado,
ambos os pulsos sdo langados no canal quantico, separados pelo intervalo de tempo entre o pulso

curto e o pulso longo. O estado de entrada no canal ¢ ‘a/ \/§,O>S®‘ S/ \/§,O>L. Apoés a

propagacao desses pulsos no canal temos:

iZ

%cos(qo)e \7% sin(e > ‘—cos ,%sin(go)e’g >L. (2.24)
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Em que ¢,4 e & sdo parametros de uma geral transformacdo unitaria que atua sobre os dois

pulsos. Sendo os sob escritos S e L indicativos dos pulsos recebidos no decodificador. Suas

componentes sao separadas pelo PBS, resultando no seguinte estado:

1

,%sm((o) ’5> ®‘%cos(¢)e”,0> ®

1

B in(o)
0, ﬁs1n(¢)e > . (2.25)

L

2
a )
—cos((o)e’ﬂ,0> ®
o),

Em que as componentes verticais viajam pelo caminho 1 e as componentes horizontais viajam
pelo caminho 2. Olhando apenas para o caminho 1, ha um rotacionador de polarizagdo de com

angulo — /4, R(~x/4), resultando em:

1 1

®‘§sin( )e, p sm( )e' > : (2.26)

L

%sm(q)) & 02[51n((0)ei§>

S

No interferometro apds o rotacionador, as componentes sdo separadas pelo PBS. A componente
vertical percorre o caminho curto S, enquanto a componente horizontal percorre o caminho longo

L. Apos o tultimo PBS, o estado resultante na saida do percurso 1 é:

1 1 1

®|§sin(¢)el’f,o> . (2.27)

LL

0,%sin(¢))e"§> ®|2s1n(qo)e’§ sm(qo)e“f>

SS SL

Em uma andlise similar, olhando para as componentes que viajam pelo caminho 2. Apds a
passagem pelo rotacionador de angulo de 7/4 e um interferometro idéntico ao existente no

caminho 1, o estado de saida no caminho 2 é:

2 2

® |§cos(¢))e”“ ,0> : (2.28)

LL

2
0,%cos(qo)em>

SS

®|%cos(¢)) ” fcos(go) '}“>

SL
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Como pode ser observado em (2.27) e (2.28), em cada saida havera trés pulsos, sendo que o pulso
no tempo central, LS, possui a mesma polarizacdo do pulso enviado no transmissor. Percebemos
que 1/4 da energia do pulso de entrada corresponde a energia do pulso corrigido na saida para o

caso de uma fibra sem perdas.
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CAPiTULo 3

Analise de seguranca de um sistema de
distribuicio quantica de chaves empregando
correcao de erro quantico

3.1 Introducio

Nos protocolos de distribuicdo quantica de chaves (DQC) em canais ruidosos, a taxa de
erro de canal, que ¢ uma componente da taxa de erro do sistema, ¢ uma informacao essencial para
a garantia de seguran¢a da comunica¢do. Quando uma espionagem ¢ realizada a taxa de erro na
comunica¢do aumenta. Entretanto, o erro causado por um espiao ¢ indistinguivel do erro causado
por componentes ndo ideais. Isto obriga a existéncia de uma margem de tolerancia ao erro nos
protocolos de DQC para tomar a decisdo de realizar ou ndo a troca de chaves [47]. Portanto, ¢
importante analisar o impacto da introdugdo do sistema de correcdo de erros na seguranca do
sistema de DQC. Nesta direcdo, este capitulo considera a analise de seguranca de um sistema de
DQC, executando o protocolo BB84 e utilizando a polarizagdo de fotons isolados, quando do uso

de um sistema de corre¢do quantica de erros, como apresentado no Capitulo 2.
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3.2 Sistema de correcio de erro

O sistema de corre¢dao de erro considerado ¢ uma versao simplificada das configuragdes

mostradas no Capitulo 2. A arquitetura deste sistema, proposta em [42], ¢ mostrada na Figura 3.1.

E ) Hdsay, A,
A C |
- PC,
S )
PBS PBS
Qch
Hvl_IvP L
- PC
L s :
PBS PBS

Figura 3.1 — Esquema optico utilizado para realizar a corregdo de erro quantico.

O estado quantico na entrada do esquema mostrado na Figura 3.1 ¢ |&=a|H)+b|V). Apds passar

pelo IP no transmissor, |6) ¢ transformado em:

|H’>=a|H>s+b|V>L' 3.1)

A célula de Pockels PC, atua rotacionando de m/2 somente o pulso que percorre o caminho

longo. Portanto, o pulso na entrada do canal optico é:

\w)=a|H) +b|H), . (3.2)
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Sendo o canal optico variante no tempo mais uma vez modelado pela operacao unitaria (2.4), o

estado quantico na saida da fibra Optica é:

|g//’> = a[cos((p)|H>S +sen((p)e“|V>S]+b[cos((p)|H>L +sen(p)e” | V>J . (3.3)

Chegando no receptor, a agao da célula de Pockels PCp ¢ rotacionar de 772 somente a
componente do estado que chega primeiro (a que passou pelo caminho curto no transmissor).

Assim, o estado quantico imediatamente antes do IP no receptor ¢

|ly"> = a[cos(g0)|V>S +sen(p)e” |H>S}+b[cos(g0)|H>L +sen(g0)e”|V>L]. (3.4)

Apos a passagem pelo IP do receptor, o estado resultante ¢:

|1//'"> :cos(go)[a|V>SL +b|H>LJ+sen(g0)e”“ [a|H>SS +b|V>LL]. (3.5)

Por fim, apds a placa de meia onda, o estado quantico na saida é:

|<I>>:cos((0)[a|H>Sl +b|V>LS}+Sen(g0)e” [a|V>SS +b|H>LJ. (3.6)

Da equacdo (3.6) observa-se que, com probabilidade cos®(¢) o estado correto de polarizagdo
aparece no instante de tempo central LS. Por outro lado, com probabilidade sen’(¢) o estado de
polarizacdo aparece no instante de tempo LL (horizontal) ou no instante de tempo SS (vertical),
indicando que houve um erro. Como ¢ ¢ um parametro do canal, seu valor ¢ totalmente

estatistico por conta da variagdo aleatéria da birrefringéncia do canal. Entdo podemos calcular
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uma média para uma distribui¢do normal de ¢ no intervalo (0,27), temos (cos’*(@)) = (sen’(¢)) =
1/2. O que nos diz que para uma quantidade suficientemente grande de qubits enviados, metade

deles serdao medidos no instante SL.

3.3. Protocolo BB84 com sistema de correcio de erro quantico

O protocolo BB84 executado em uma rede optica contendo o sistema de corre¢ao de erros

quantico da Figura 3.1 deve funcionar da seguinte maneira:

1. Alice escolhe aleatoriamente 4n bits de dados gerando a seqiiéncia a ={a,,a,, -,a,, } .

2. Alice escolhe aleatoriamente uma seqiiéncia b={b,b,,---,b,,} de 4n bits. Cada bit b

codifica um bit de dado a; em umas das bases B, {|H>, V>} ou B, {|7z/4>, 3ﬂ/4>} :

3. Alice envia para Bob uma seqiiéncia de qubits codificados na polarizacdo de fétons

isolados. O conjunto inteiro ¢ representado pelo estado ‘9T>=é‘9a b> sendo |Go)=|H),
et Dk

|Eo1)=|V), | 6r0)=|/4) e |611)=|3 7/4). Os estados sdo enviados um de cada vez.
4. Cada foton recebido por Bob ¢ medido em uma base (B ou B)) escolhida aleatoriamente.

5. Bob revela publicamente quais bits ele detectou na janela de tempo central LS. Os ndo

recebidos nesta janela de tempo sio descartados. Em média restardo 4n{cos’(¢)) bits.

6. Alice e Bob revelam publicamente as seqiiéncias de bases que utilizaram para os bits que

restaram.

7. Alice e Bob descartam todos os bits para os quais escolheram bases diferentes. Em média

restardo 2n(cos’(¢)) bits.

8. Alice escolhe um subconjunto de, por exemplo, metade dos bits restantes, e diz para Bob

quais bits selecionou. Alice e Bob comparam as seqiiéncias de bits verificadores, em
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média n{cos*(¢)) bits, e se houver discordancia acima do limite aceitavel o protocolo &

abortado, pois fica caracterizada a presenca de um espiao.

9. Se a taxa de erro dos bits comparados for menor que o limite de seguranga estabelecido,
restaram, em média n(cos*(¢)) bits. Entdo Alice e Bob executam os protocolos classicos

de correcdo de erro e amplificacdo de privacidade.

3.4. O ataque da espia Eva

Eva ¢ a espid que realiza a interceptagdo, na entrada do canal Optico, dos estados
quanticos enviados por Alice. O objetivo de Eva ¢ obter o maximo de informagao que compora a
chave criptografica a ser distribuida. Para isso, Eva tem que escolher o tipo de ataque que
realizara no sistema Optico por onde trafegam os dados de Alice e Bob. O ataque mais geral que
Eva pode realizar consiste em entrelacar o foton enviado por Alice com um outro foton,
providenciado por Eva, através de uma operagdo unitaria. Eva envia um dos fotons a Bob e faz
uma medi¢do no outro. As quantidades de informagdo que Eva ganha e de distirbio que Eva
causa dependem do estado inicial do féton de Eva, da operag@o unitaria e da medicdo que Eva
escolhe. O ataque otimo, ou seja, com os parametros que maximizam a informagdo ganha e

minimizam os distirbios causados por Eva esta mostrado na Figura 3.2 [48,49].
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Bob
- Alice — { —  Bob (Mg
(H), V) E
':|+'H- "H} — » """II
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From Alice—W R(-78) I Ri#8y ™ 0 Bob
e - R(-7E) P, RiA&) —+ My
Eve

Figura 3.2 — Estratégia de espionagem Fuchs-Peres-Brandt.

Na Figura 3.2, Alice e Bob executam o protocolo BB84 com estados de polarizagdo na base
retangular (|H),|))) e diagonal (|+)r=(H)+|V))2"*=|74), |-\x=(H)-|")2"*=37/4)), R & um
rotacionador de polarizagdo, a operagao unitaria Ug ¢ composta por quatro rotacionadores R e

uma CNOT, Mg ¢ o medidor de Eva ¢ |e) € o estado quantico do foton de Eva, dado por;

) =Cl+)+5]-), (3.7)
C=y1-2P, , S=\2P,, (3.8)
[£)=(0)=[n)/V2, (3.9)
|0) = cos(ﬂ/SX H)+ sin(ﬁ/S} V), (3.10)
1) = —sin(z/8) H) + cos(z/8) V) (3.11)

Observando (3.7) e (3.8), pode-se notar que o estado inicial do féton de Eva é parametrizado pela
probabilidade P de Eva causar um erro em Bob. A base {|0),/1)} em (3.10) e (3.11) ¢ a base de

medicao usada por Eva. Para cada possivel escolha de Alice, o estado conjunto de Alice-Eva ¢;
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Ug|H)|e)=|H)|T )+|V)|T) (3.12)
Ug|H)le)=V)|T.)+[H)|T), (3.13)
Ugl4)ele) =)l )41 T2, (3.14)
Ug|=)ele) =120 | T)+[+)ITe) (3.15)
Em (3.12)-(3.15) |T+) e | Tg) sdo os estados nao normalizados;
T.)=Cl+)£(s/v2)-). (3.16)
‘TE>:(S/\/§)_>. (3.17)

Como pode ser visto nas equagdes (3.12) a (3.15), a probabilidade de ocorrer um erro, para
Xe{H,VAr,-r} ¢ igual a (X, T UglX,e)=(X", TelX, THOHX", Tel X+, Te)=(TE| Te)=S"/2=Pp. E facil de
verificar que a probabilidade de Eva capturar um resultado correto em sua medicdo, para cada
foéton enviado por Alice, ¢ O,5(1+21/ 2CS). Se Eva escolhe P =0 or 0,5, entdo a probabilidade de
Eva capturar o valor correto ¢ de 0,5. Para Pg=0,25, temos a maxima probabilidade de sucesso

que ¢ 0,8535.

Quando a rede oOptica a ser atacada por Eva possui o sistema de corre¢do de erros
mostrado na Figura 3.1, Eva deve, inicialmente, possuir o mesmo codificador e decodificador
usado por Alice e Bob, respectivamente. Eva decodifica o estado quantico codificado por Alice
recuperando com alta probabilidade (dado que Eva estd bem na entrada do canal) o estado de
polarizagdo correto. Entdo, ela realiza o ataque Fuchs-Peres-Brandt, codifica o féton e o envia
para Bob. Se o estado enviado por Alice foi, sem perda de generalidade, |+)z, entdo o estado apds

a atuacdo de ataque de Eva, propagag¢do no canal ruidoso e decodificacdo de Bob é:

L ) e e A (= ) et
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Observando a equagdo (3.18) podemos concluir que, nos casos em que ndo héd erro na
comunicag¢do (detec¢do no tempo SL) haverd uma probabilidade de erro igual a Pr que representa
exclusivamente a acdo de Eva. Com esta composi¢do, pode-se notar que a distribuicdo quantica
de chaves em um canal ruidoso ocorrera como se o canal fosse ideal, dando as partes legitimas da
comunica¢do uma maior seguranca quanto a presenca de Eva. Assim, o ato de espionagem, € o
unico agente redutor de informacdo mutua na distribuicdo quantica de chaves entre Alice e Bob.
Toda a analise feita neste capitulo considera que a unica fonte de ruido ¢ o canal. Entretanto, em
sistemas reais, fontes de ruidos estdo presentes em todas as partes, transmissor, canal e receptor.

Uma outra opg¢ao ¢ usando o sistema de correcao de erro mostrado na Figura 2.3. Como
vantagem ¢ que esse sistema de correcdo pode ser aplicado no protocolo BB84 sem necessidades
de alteragdes no protocolo. O ataque de Eva ¢ analisado como segue: Suponha-se, sem perda de
generalidade, que Alice enviou o estado quantico |+)g, entdo a evolucdo do estado quantico da
saida de Eva até a saida de Bob ¢ como segue:

1. Estado na saida de Eva (ou na entrada do canal 6ptico)

(120), gfm) . 2 }2IH>L>|TE> 6.19)

2. Estado ap6s a propagacao na fibra optica (ou na entrada de Bob)

:cos((o)e”“|H>S +sin(¢)ei§|V>S: :cos(go)e’ﬂ|H>L +sin(go)e’f|V>L: .
NG + NG |7.)+
:cos(go)e”“|H>S +sin(go)e’f|V>S: :cos((o)e”“|H>L +sin(go)ei§|V>L: |T > (320

V2 ) V2
3. Estado apo6s o primeiro PBS em Bob

:cos(go) e”|H>§ +cos(g)e” |H>ﬂ 7y [cos(go)e”|H>z —cos(go)e”|H>z}
_ N o N
_sin(go) e”| V>IS +sin(¢p)e”| V>1J|T " [sin(go)e’f | V>IS —sin(p)e” | V>1J

75 " 5 T,) (3.21)

4. Estado apds as células de Pockels PCg; € PCp;

I72)+
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:cos((o) ¢*|H), +cos(p)e” |V>ﬂ [cos((p)e”“ |H), —cos(p)e” |V>ﬂ

7.)+

_sin((p) e |H>1S +sin(p)e”| V>1J|T " [sin((o)e"g |H>; —sin(p)e”| V>1J

2 + 2 |7;)

5. Estado apo6s os interferdmetros de polariza¢ao (ou antes do medidor de Bob)

|:|H>§‘L +|V>2SJ T +|:|H>§L _|V>zs

\/5 |+> \/5

sin((o) D H>SL\/+§| V>Ls:| |T+> + D H>SL\/_§| V>L5j| |TE>

}ITE> +

| W) = e cos(p)

4

e[

[#)=e" cos(p)| [+);]7.) + [ 75) |+ sin(o)| [+); ) +| 3 72

NG + NG 72+

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Observando (3.24) pode-se concluir que mais uma vez que, mesmo quando ndo deveriam ocorrer

erros, existira uma probabilidade de erro igual a Pz (equacao (3.8)) exclusivamente devida a acao

de Eva. O mesmo ocorrera para todas as demais possiveis escolhas de Alice. Assim, o esquema

de correcdo de erro ndo tem qualquer influéncia no erro causado por Eva e, portanto, a acao de

Eva fica mais visivel.
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Conclusoes e Perspectivas

O Capitulo 1 pode ser dividido em duas partes, uma tedrica e a outra experimental. Na
primeira, uma revisao dos conceitos de polarizacao foi realizada, dando €nfase a despolarizagao.
Uma simulagao foi realizada mostrando a queda do grau de polarizacao durante a propagacao da
luz em um canal despolarizador. Na segunda parte, foi realizado um experimento para medir o
grau de polarizagdo de um estado coerente apds propagacdo em um trecho de 200 m de fibra
optica bobinada. Os resultados experimentais obtidos mostram claramente a deterioracdo do
poder de determinagdo da polarizagao provocado pela despolarizagdo. Além disso, o valor do
grau de polarizacao medido pode ser usado como parametro do canal despolarizador de qubits.

No Capitulo 2, foi analisado o sistema de corre¢do de erro quantico apresentado na
referéncia [42]. Baseado nele, dois outros sistemas foram proposto, sendo um passivo para
sistemas de comunicagdo quantica que usam estados coerentes, € 0 outro ativo para sistemas de
comunicagdo quantica que usam fotons isolados. Comparando este ultimo com o da referéncia
[42] pode-se verificar que, além de apresentar o mesmo desempenho, o esquema Optico de
corregdo de erros quanticos proposto neste trabalho ¢ mais simples de construir e de operar, pois
tem menos componentes passivos e ativos (células de Pockels).

No Capitulo 3 foi analisada a seguranga de um sistema de distribui¢ao quantica de chaves
polarimétrico, usando fétons isolados, quando o mesmo utiliza sistemas de correg¢do de erro. O
ataque escolhido para a analise foi o conhecido ataque de Fuchs-Peres-Brandt. Os resultados
obtidos mostram que o sistema de corre¢do de erros facilita a descoberta da presenga de uma
espid, uma vez que o mesmo corrige os erros do canal mas ndo corrige os erros causados pela
espia.

Como trabalhos futuros, podem ser citados: 1) A inclusdo da andlise da dispersdo de
modos de polarizacdo (PMD), com a modificagdo dos esquemas Opticos de correcao propostos
para também realizar a compensacao da PMD permitindo, assim, melhorar a taxa de transmissao
de bits uteis e a distancia entre transmissor e receptor. 2) A utiliza¢do do esquema de correcao de

erro em sistemas de distribui¢ao de fotons entrelagados.



APENDICE A

Dispersao dos modos de polarizacao

Em uma fibra monomodo, uma luz com qualquer estado de polarizagdo pode ser
representada como uma combinacdo linear dos dois modos ortogonais HE;; linearmente
polarizados. Em uma fibra ptica perfeita (isotropica e com simetria cilindrica), estes modos sdo
degenerados, isto €, possuem a mesma constante de propagacdo. Em fibras reais, defeitos
causados durante o processo de fabricacdo da fibra como a nao perfeita circularidade do ntcleo
e/ou da casca causa o aparecimento de eixos principais, nos quais a luz se decompde, e que
possuem diferentes indices de refracdo, isto €, a fibra se torna birrefringente. Neste caso os

modos acima citados ndo sdo mais degenerados e a fibra se torna bimodal.

Figura A.1 — Fibra Optica nao ideal com nucleo e casca de formato oval.

A birrefringéncia pode também ser induzida por estresse mecanico externo (por exemplo, pressao
na fibra exercida por pesos) e interno (por exemplo, causado pela diferenca do coeficiente de
expansao térmico dos materiais constituintes do nucleo e da casca), encurvamento e tor¢cao na

fibra. Em fibras Opticas instaladas estes efeitos ocorrem aleatoriamente em relacao ao tempo e ao
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longo da fibra. A diferenca no indice de refra¢io causada pela birrefringéncia é da ordem de 107-
10”7, enquanto que a diferenca dos indices de refracdo do niicleo e da casca da fibra é da ordem
de 10°. Mesmo pequena, a diferenca dos indices de refragdo ¢ suficiente para deteriorar o
desempenho dos sistemas modernos de comunicagdes Opticas.

A modelagem de um longo comprimento de fibra ¢ realizado considerando a
concatenagdo de pequenos trechos de fibra nos quais, por um determinado intervalo de tempo, a
birrefringéncia ¢ considerada constante. Em um destes trechos a fibra possui dois eixos de
propagacdo e cada eixo possui seu proprio indice de refra¢do, digamos 7, (indice rapido) e n;

(indice lento), n;> n,. Assim, a diferenca na constante de propagacao dos dois modos é:

a)(n, —n,) _ wAn
C C

B =P, = (A.1)

onde w ¢ a freqiliéncia angular da luz e C ¢ a velocidade da luz no vacuo. Quando ambos o0s
modos sdo excitados na entrada da fibra Optica a polarizagdo da luz varia ao longo do
comprimento da fibra e, ap6s um comprimento chamado comprimento de batimento (beat length)

a polarizagao inicial € recuperada. O comprimento de batimento ¢ determinado pela condigao:

¢, =0+ B L (A.2)
P, =9,+b.L (A.3)
b.—b,=b0—b0+(B—BI)L=0,—0,+27 (A.4)

onde ¢, ¢ a fase do modo lento composta pela fase inicial ¢, somada a fase adquirida durante a
propagacdo SL, enquanto que ¢, é a fase do modo rapido composta pela fase inicial ¢, somada a
fase adquirida durante a propagacao F.L. Da equacdo (A.4) vemos que o comprimento de

batimento ¢ dado por:

2r :27zC:i
(B,-5) orn An’

Ly= (A.5)
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A diferenca na velocidade fase provoca uma diferenga na velocidade de grupo dos modos o que,
por sua vez, causa um atraso relativo na chegada dos modos ao fim da fibra chamado atraso
diferencial de grupo, DGD (differential group delay). Um modo com constante de propagacao f
leva um tempo (dﬂ/ da))L para percorrer um comprimento L de fibra. No trecho de fibra

birrefringente teremos entao o atraso diferencial, por unidade de comprimento, dado por:

DGD:EZ(TI_Tr):d(ﬂl_IBr) ﬂ_ﬂ@ (A6)
L L dw C Cdo

A equagdo acima da a dispersdo de modo de polarizagdo intrinseca de um trecho de fibra com
birrefringéncia uniforme. O atraso varia linearmente com o comprimento de fibra apenas por que
nao ha acoplamento entre os dois modos. A equagdo acima mostra-nos ainda que ha uma
dependéncia do estado de polarizacdo na saida do trecho de fibra com a freqiiéncia da onda 6ptica
incidente. Para a mesma polarizagdo na entrada da fibra, se a freqiiéncia for variada, o vetor de
Stokes se movera sobre o perimetro de um circulo na superficie da esfera. Apds uma determinada

variacao de freqiiéncia Aw a polarizagdo inicial ¢ recuperada. A relagdo entre Aze Aw é:

ro=2E (A.7)
AT

Como afirmado anteriormente, a teoria acima ¢ valida para trechos curtos de fibra. Entretanto,
como podemos afirmar que um trecho ¢ curto o suficiente para que a teoria seja aplicavel? A
resposta para esta pergunta ¢ o comprimento de correlagdo L., que é o comprimento de fibra L,

tal que:

()P J_ 1 (A.8)

Na entrada na fibra a luz esta toda polarizada na direcdo do eixo principal i com poténcia P;(0).
Ap0s a propagagdo em um comprimento L de fibra, mede-se a poténcia Optica da luz no eixo i,

P, e a poténcia Optica da luz no eixo ortogonal o, P,. Realizando varias vezes a medicdo
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encontramos os valores onde médios (P,(L)) e (P,(L)). Quando L=L,, (A.8) ¢ satisfeita. A Fibra
cujo comprimento ¢ muito menor que L. ¢ considerada curta enquanto fibras com comprimento
muito maior que L. sdo consideradas longas, e a teoria do PMD intrinseco ndo ¢ valida. Fibras
enroladas em forma de bobina tém comprimento de correlagdo (~ 1m) muito menor que fibras
esticadas (~ 1km).

A primeira tentativa de modelar PMD em fibras longas foi feita por Poole ¢ Wagner [50],
que desenvolveram a teoria dos estados principais de polarizagdo (PSP). Este modelo pressupde
que o tempo de coeréncia da fonte luminosa ¢ muito maior que os atrasos induzidos pelo PMD e
que as perdas na fibra ndo sao dependentes da polarizagdo. A transmissao sobre uma fibra longa

com birrefringéncia linear ¢ representada pela matriz transferéncia;

o(a)-e] 10 i) “9

(@) +[us (@) =1. (A.10)

Em (A.9) a(w) representa a perda, igual para todos os estados de polarizacdo. O estado de

polarizagdo na saida da fibra ¢ dado por;

E) E}
{E;}Uf(w){,ie} (A.11)

v (@))=U, (o)|y.). (A.12)

Em (A.11), por exemplo, E: ¢ o campo elétrico na dire¢do x na entrada da fibra. O estado de

polarizagdo na saida da fibra optica, |w(w)), depende da freqiiéncia Optica @ mesmo quando a
polarizacdo da luz na entrada da fibra ndo depende. Isto ocorre por que o operador evolucao
Ufw) ¢é dependente da freqiiéncia. Por conseqiiéncia, um pulso com espectro largo sera
fortemente despolarizado pela fibra, pois cada componente espectral evoluira para um diferente
estado de polarizacdo. O grau de polarizagdo da luz apoés a propagacdo depende das
caracteristicas da fibra, da largura espectral do pulso incidente e do estado de polarizacdo da

componente espectral central da saida |wi(ay)) e, portanto, depende do estado de polarizacao do
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pulso na entrada, |y,)= [U/(a))]'lw/s(a)o)). E facil percebe que, se |wi(w)) varia rapidamente
quando @ varia ao redor de ay, entdo a despolarizagdo ¢ grande. Por outro lado, se
| (@)= ws(an)) para todo @ do espectro do pulso, entdo a despolarizagao ¢ menor. De fato, a
condi¢do Otima, isto €, minima despolarizagdo, ocorre quando |1/4g(a)))=ei¢(”’)| wi(an)). A questao &,

qual o estado |y.), chamado de estado principal de polarizagao (PSP), tal que:

. A
isw=L

e
‘V/As(a)o+5a))>:el§ 2 ‘V/A?(a)o»:e 2U(a)0)_1

w,). (A.13)
seja satisfeita? Para encontramos a solucao partimos da derivada de (A.12):

d

V’(“’» _dU, (o)

dw dw

v)= 2Oy (o

v, (®)). (A.14)

Na auséncia de PDL, o operador evolugdo U(w) € unitario e, portanto, [Uf(a))]'1= [U )] .

Além disso, como U{ w)[U{ @)] =1, temos que:

U, (o) +U A.15
da) da) / (a)) + f (a)) da) ( )
v, (o) t de("))T
TUf(a)) :_Uf(a))d—a) (A.16)
~ . de (a)) T, . . .
A equacdo (A.16) mostra que o operador zd—U i (a)) ¢ um operador auto-adjunto, isto &,
w

ele tem autovalores reais e dois autovetores ortogonais entre si. Usando este fato em (A.14)
, dU (o) # . N
temos que, se |y(w)) ¢ autovetor de d—U (a)) com autovalor i67/2, entdo (A.14) fica da
@

forma:

d

T el

v, (o). (A.17)
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Cuja solugdo ¢ facilmente encontrada como sendo:

At
—i—Tb{u

y/‘g(a)za)o)>:e 2

—ig({u—{uo)

[y (@)=

v, (o)) (A.18)

O valor A7 ¢ real e representa o atraso diferencial de grupo (DGD). Portanto, os dois autovetores

dU(a))U(

7 a))T sdo os estados principais de polarizagdo. Se a luz que entra na fibra
@

do operador

tem estado de polariza¢do coincidente com um dos estados principais, a luz na saida fibra optica

terd polarizagao independente, em primeira ordem, da freqiiéncia.
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APENDICE B

Operador quantico de rotacao para o estado
coerente bimodal

O operador quantico de rotagdo para o estado coerente bimodal é ¢, sendo

53 =a'b—ab" um operador quantico de Stokes e, a e b, os operadores aniquilagdo dos modos. O

calculo do estado coerente bimodal na saida para o estado |@)|f) na entrada, para uma rotacao de

um angulo 6 ¢ como se segue:

Jml (B.1)

sendo

w (a) 1) ®ate ™) [epte ™) , (B.2)
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Usando a formula de Baker-Campbell-Hausdorf pode-se desenvolver a relagao B.2 da seguinte

forma [51]:
eBate ™™ =N 2 ¢ . (B.3)
Em (B3) C,=|i6S,,C,,|, sendo C,=a’. Sabendo que —b'r:[a*b—ab"',a*] e

a’ :[aTb—abT,bT], a operagio de comutagio se torna ciclica para C,, de forma que

C,,=i"a" e C,,, =i""b" . Pode-se entdo desenvolver a seguinte série:

iﬁ — i _lPaT+ z p+1b’r (B,4)

p=0 p' p=par p p=impar p
Fazendo a abreviagio p(=1>  *° .t
azendo a abreviacao = , , I€M-S€ que:
$30 PR= 04 41 impar 1

© 9 ) . 921+1 .
Z l2ta} +Z 21+1+1b}

t 7 (21 1)!
) 1 92[ 1t+192t+1
_y o Z( )

o (21) S (2t +1)
=cos(@)a’ +sin(0)b’ (B.5)
( ’“Sb*e*’”}) C,.=i"b" C, —=-(i)"a
Resolvendo, agora, para , tem-se "~ par g impar , 0 que leva a
seguinte série:
© 9P © 9F . OF .
Z_!Cp = > =—i"b' - Z —!zP ‘at . (B.6)
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A parametrizagdo de fungdes pares e impares na reta € par = 2t e impar = 2t+1, obtém-se o

seguinte desenvolvimento:

© 92t N 0 02t+1 .
Z . i Z -21+1+1 i
i“a' — b

= (2t) 1)
B 0 ( 1) 92t © ( 1)t+192t+1 T
_; ( ; 2t+1
=cos(0)b" —sin(@)a’ (B.7)

Como ¢®a'e™ =a'cos(0)+b'sin(6) e e®*ble™™ =b" cos(0)—a' sin(0), tem-se que:

el 4A’ +\ﬂ\ %

. = a (aTcos(H)+bT sin(@))ﬂ (chos(H)—aTsin(H))m (B.8)
22 T 0

Sabemos da seguinte relagdo binomial;

(a" cos(6)+ b sin(p))" = z[”j(a "cos(0))” (" sin(6)), (B.9)

(b "cos(9)-a’ sin(H))m = i(mJ(— a’ sin(@))ﬂw (b"' cos(@))/; (B.10)

Usando os binomios (B.9) e (B.10) em (B.8), obtém-se o estado:

a4l
e 2

M

EII acos(@))"l( Bsin(0))"” (aT)nl ( )

220 Iy ]) Jo=ip Jom =)
)l (Ij_)j|o
il NJ

O
(=]

m=0 i=

(asin(@)) (Bsin
Jil

n=

-

o)) (b'

—

(B.11)

g

m+n=(j+il  J(j+i)

Multiplicando, agora, ‘ e na expressao (B.11), tem-se:

Jm+n-(i+i)) J(G+i)

—
<
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+i)] (acos(8)) (- Bsin(6))" (a*)nl (a
b =ik - J) V=) (- )

| y
/7(] ) \/5 ﬁ N \/ﬁ|0>|0> (B.12)

_ef% 2SS (acos(8) (= psin(0))" Jlm+n—(j+i)) man—(i+i
D2 M e SN ey BN e e I

17 +i) (B.13)

Pode-se ver que j+i nunca vai ser maior que m+ n. Fazendo, entdo, as seguintes mudancas de

variaveis
m+n—(j+i)=s, (j+i)=len-i=t, (B.14)
tem-se uma nova parametrizacdo onde s, ¢ e / sdo de varidveis positivas, variando de zero a

infinito. As relagdes ainda implicam em m — j =s—¢, logo o seguinte rearranjo dos termos da

série em funcao dos novos termos da parametrizagdo € possivel:

=0 1=0 1=0 i=0 Vil J(s—1) t i Vit (1-i)

s e s (acoslo) (- psin)” | g asin@) (gsinfe) B
=e P X 22X N Goy Vo
Multiplicando (B.16) por ﬁ ﬁ para retomarmos ao bindmio, tem-se:

s
e’ HA* s
> (acos(@)- Bsin(0)) | & (asin(@)+ Bcos(6) /
¢ ; NE s >; NI | ) (B.17)
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Sabendo que:

(acos(é’)—ﬁ’sin(@))(a*cos(@)—ﬂ*sin(H))+(asin(6’)+,8cos(6?))(a*sin(9)+ﬂ*cos(9))
=‘acos(¢9)—ﬂsin(9)‘2+‘asin( )+,Bcos ‘ |a| +|,B| (B.18)

A igualdade (B.18) garante a conservagao de energia na saida do operador quantico de rotagdao. A

equagao (B.17) pode ser re-escrita como:

_|acos(6)- Bsin(0)’

" | cos(0)+Bsin(6) o, . /
. 5 Z;, (a cos( \/?'ﬂsm( ) |s>e2ﬁ; (a sm(é’)\-;l_!ﬂcos(ﬁ)) |l> (B.19)

Portanto, o resultado final é:

135‘;

>| ,[)’> |a cos(é’) -p sin(9)>| a cos(é’) + ,Bsin(ﬁ» . (B.20)
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