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RESUMO

Este trabalho aborda trés problemas em Geometria Diferencial. Primeiro, obtemos uma
extensao, para o caso esférico, de um teorema devido a J. Simons sobre instabilidade de
cones minimos construidos sobre uma certa classe de subvariedades minimas da esfera
Euclidiana. Depois, classificamos as estruturas quasi-Einstein existentes sobre o produto
Riemanniano H™ x R. Por fim, obtemos um teorema de rigidez para hipersuperficies tipo-
espaco completas do espago de De Sitter, sob certas condigoes sobre as curvaturas média

e escalar, além de uma condicao de integrabilidade.

Palavras-chave: Cones Minimos. Métricas quasi-Einstein. Espago de De Sitter.



ABSTRACT

Our aim in this work is threefold. First, we get an extension, to the spherical case, of a
theorem due to J. Simons, which concerns instability of minimal cones constructed over
a certain class of minimal submanifolds of the Euclidean sphere. Second, we classify the
quasi-Einstein structures of the Riemannian product H" x R. Third, we get a rigidity
theorem for complete hypersurfaces into the De Sitter space, under certain conditions on

the mean and scalar curvatures.

Keywords: Minimal Cones. Quasi-Einstein metrics. De Sitter space.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho divide-se em trés partes. No capitulo 2 provamos uma extensao,
para o caso esférico, de um resultado de J. Simons sobre instabilidade de uma certa classe
de cones no espaco Euclidiano. No capitulo 3 provamos um teorema de unicidade de
estruturas quasi-Einstein na variedade H" x R. Ja no capitulo 4 provamos um resultado
de rigidez para hipersuperficies tipo-espaco no espaco de De Sitter.

Em 1968 J. Simons generalizou um resultado devido a Almgren (veja [1968| e
1966), mostrando que o cone sobre qualquer subvariedade minima, fechada, nao total-
mente geodésica e de codimensao 1 em S™ é instavel em relagao a variagoes que fixam
seu bordo para n < 6. A limitacao sobre a dimensao parece ser étima pois é possivel
construir (veja o Teorema 6.1.2 de 1968) em S” um cone sobre um produto de esferas
que ¢ localmente estavel. Como consequéncia, J. Simons demonstra uma extensao, em
dimensao no maximo 7, da regularidade de solugoes em codimensao 1 do problema de
Plateu, e uma extensao, em dimensao no maximo 8, da conjectura de Bernstein.

Se M™ ¢ uma subvariedade imersa em S"**, entao o cone Euclidiano C'M sobre
M ¢ a aplicacao

d:M"x[0,1] — RrrrH

(1)

(p,t) +— tp.

O cone e-truncado sobre M, C.M, é a mesma aplicagdo, restrita a M X [e, 1]. Geome-

tricamente, faz-se cada pondo p de M percorrer uma porgao do segmento de reta que

vai da origem de R"**+1 até p. Segue da Proposicao 6.1.1 de (1968) que, se M é uma

subvariedade minima e fechada de S"™ entdao CM — {0} ¢ uma subvariedade minima

imersa em R"*+1 Além disso, C.M é uma subvariedade minima e compacta de R**++1,
com O(C.M) = M U M., onde M, denota o conjunto dos pontos ep, para p € M.

A. Caminha estendeu esta nogao (veja2011) da seguinte forma: considere uma

: . . =tk
variedade Riemanniana M,

, com curvatura seccional constante ¢ € R; suponha que
M admite um campo conforme fechado ¢ € T'(T'M), com fator conforme 1; se & # 0,
sabe-se que a distribuicio D = [£]* é integrdvel, com folhas totalmente umbilicas em M;
sejam =""* uma folha de D e ¢ : M™ — =% uma imersao isométrica, onde M é fechada;
se ¥ denota o fluxo de %, a compacidade de M garante a existéncia de um € > 0 tal que
U estd definido em [—¢, 0] x ¢(M), e a aplicagao

——n+k+1

O M"x[—-€,00 - M

(2)
(p,t) — V(L (p))

é também uma imersao. Munindo M™ X [—¢, 0] com a métrica induzida por ®, tornamos @
em uma imersao isométrica tal que ®|am 0y = ¢; a variedade Riemanniana M™ x [—¢, 0],

munida com a métrica induzida por @, serd chamada o cone e-truncado sobre M na direcao
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de &, e denotada por C. M.

No caso em que Mg+k+1 é um produto warped I X F"™* temos um campo
conforme fechado natural sobre M, dado por & = (fom;)d;, com fator conforme ¢ = f'o;
(cf. 11983, Proposigao 7.35). Supondo f(0) = 1, temos que = = {0} x F, munido com a
métrica induzida por M, é uma folha da distribuicdo normal a & que é isométrica a F.
Assim, podemos identificar uma imersao ¢ : M™ — F"* com a imersao @(p) = (0, ¢(p)),
de M"™ para = = {0} x F. Uma vez que o fluxo de £/|¢| é dado por U (¢, (x,p)) = (t+z, p),

temos ®(p,t) = W(t,p(p)) = (t,(p)), isto é, o cone e-truncado C M é dado pela imersao

Q:M" X [—€,0] — IxpFmtF
(p.1) = (t.o(p)).

(3)

Quando M = (—1,00) ;11 S"*! a aplicacdo (t,p) +— (t + 1)p define uma
isometria entre M e ~ R"*2 — {0} e, dai, o cone e-truncado C.M sobre uma subvariedade

M™ fechada e imersa em S"*! é dado pela aplicacao

O:M" X [—€,0 — R

(4)
(p,t) — (t+ 1)p.

No Teorema 6.1.1 de (1968)) é demonstrado que, se M™ C S"*! ¢ minima,
fechada e nao totalmente geodésica, entao, para € > 0 conveniente, o cone C.M dado
por (4)) é instéavel em relagao ao seu bordo, desde que n < 5. Isto significa que C'M nao
minimiza area para variacoes que preservam seu bordo.

Agora, vamos considerar a esfera S"*! como um equador de S**2 em relacao
ao polo norte N = (0,...,0,1) € S""2. Nesse contexo, vamos identificar o ponto z =
(21,...,Tny2) € S™! com o ponto = (z1,...,Tn42,0) € S"™2. Se tomarmos M =
(=2, 2) Xeost S™™, a aplicacao (¢,z) — (cost)z+ (sin¢)N define uma isometria entre M e
S™*2 — {+N}. Dai, o cone e-truncado C.M C S™*2, construido sobre uma hipersuperficie

minima e fechada M™ C S*™! ¢ dado por

O: M"x [—¢,0] — S
(x,t) — (cost)x + (sint)N.

(5)

A aplicacao (b)) é uma extensao natural, para o caso esférico, dos cones definidos
em (|1)). No Capitulo 2, provamos o resultado a seguir
Teorema 1.1 Se X C S* € um superficie minima, fechada e ndo totalmente geodésica,
entao, para 0 < e < 7 suficientemente prézimo de 3, o cone e-truncado C:X C S*
(definido por (5])) € instdvel em relagao ao seu bordo.

Outro problema abordado neste trabalho ¢ o estudo de métricas quasi-Einstein.
Nos tultimos anos, as métricas tipo Einstein e suas generalizagoes tém sido amplamente

estudadas; como exemplos temos os solitons de Ricci e as métricas quasi-Einstein. Os
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solitons de Ricci sao solucoes estacionarias do fluxo de Ricci; para mais detalhes, reco-
mendamos o “survey” de (Cao, 2009) e as referéncias 14 contidas. Por outro lado, uma
das motivacoes para o estudo de métricas quasi-Einstein é sua relacao direta com métricas
Einstein que geram uma estrutura de produto warped para a variedade subjacente. (Para
mais detalhes veja (2012) ou (2003)).

Em (2007), Besse propde que se determine sob quais condigdes um produto
warped M"t™ = B" x, F'™ satisfaz a equacao de Eintein Ric, = Ag para uma certa
constante A € R, onde g = g + u?gr. Mais precisamente, o autor escreveu:

“ Nao obstante, produtos warped dao novos exemplos de variedades Eintein completas, e
as equagoes de Einstein sao bem interessantes”. [veja o capitulo 9 da pdgina 265]
Se X, Y,V eW sao campos de vetores tangentes a M, com X e Y horizontais

e U e V verticais, sabe-se (veja o corolario 43 de|1983)) que

Ric,(X,Y) = Ric®(X,Y) — “Hessu(X,Y),
u

Ricy(X,V) =0,
(§]
Ric, (V, W) = Ric" (V, W) — g(V, W)u*,
onde
4 1 m— 1
u” =uAu+ " g5(Vu, Vu).

Uma consequéncia é que temos Ricy, = Ag se, e somente se, a base B satisfaz
Ric? — %Hessu = \gp (6)
e a fibra F' é Einstein, com constante de Einstein
p=ulu+ (m—1)|Vul® + M. (7)

Um fato interessante é que a equacao @ implica a equacao (7)) (veja, por
exemplo, 2003). Assim, se queremos saber quando um produto warped é Einstein, é
suficiente conhecermos as variedades que satisfazem a equagao @, as quais sao conhecidas
como variedades m-quasi-FEinstein.

Muitos autores tém estudado as métricas m-quasi-Einstein. Em (1997), Qian
prova que, se uma variedade Riemanniana M satisfaz a equacao @ com A > 0, entao

M é compacta. A reciproca deste fato vale desde que a métrica m-quasi-Einstein sobre
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M nao seja trivial, isto é, desde que u nao seja constante. De fato, é provado em (Kim,
2003) que, se M é compacta e satisfaz @ com A < 0, entao u é constante.

As variedades de Einstein sao exemplos triviais (faca u constante em (6))) de
métricas quasi-Einstein. Por outro lado, se considerarmos o modelo warped R x . R*!

do espago hiperbdlico H" e escolhermos u(t, x) = €', entao

Ric — “Hessu = —(m+n—1)g,
u

o que nos da um exemplo nao trivial de métrica m-quasi-Einstein em H".

No Capitulo 3, provamos o seguinte resultado de unicidade de estruturas quasi-
Einstein em H" x R:

Teorema 1.2 Suponha que (H" X R, g,u, \) € m-quasi-Einstein. Entdo, temos u(x,t) =
et ou u(x,t) = cosh(at +a) e A\ = —(n — 1), onde a = \/(n — 1)m~1, para algum
méeN, eacR.

Por fim, no Capitulo 4 nés abordamos o problema de rigidez de hipersuperficies
completas e ndo compactas em S, Em (1977), Goddard conjecturou que hipersu-
perficies completas tipo-espaco do espago de De Sitter, com curvatura média constante,
seriam totalmente umbilicas. Desde entao, muitos autores vém estudando o problema.
Em (1987)), Akutagawa mostrou que a conjectura ¢ verdadeira se H* < 4(n—1)/n? quando
n > 2, ouse H? < 1 quando n = 2. No caso compacto, em (1988, Montiel provou ser
verdadeira a conjectura sem limitacao sobre a curvatura média constante H. Para o caso
nao compacto, Aquino e H. de Lima provaram recentemente, em (2014)), que as tnicas
hipersuperficies completas, de curvatura média constante e imersas no espaco de De Sitter
S'*1 com imagem pela aplicacio hiperbdlica de Gauss contida em uma hipersuperficie
totalmente umbilica de H"*!, sao as totalmente umbilicas.

Outros autores estudaram o mesmo problema para hipersuperficies de espagos
que nao sejam, necessariamente, S?H. Por exemplo, no Teorema 1.1 de (Camargo, 2011)),
os autores mostraram que, se %" é uma hipersuperficie tipo-espago, completa, conexa,
imersa isometricamente no Steady State Space H"*! e limitada a partir do infinito, entao
Y™ ¢ um hiperplano de H"™!, desde que a curvatura média (ndo necessariamente cons-
tante) H seja menor ou igual a 1 e a fungao altura h de X" tenha norma do gradiente
integravel.

Ainda em relacao ao caso nao compacto, na secao [3.3] nés provamos um re-
sultado de rigidez para hipersuperficies completas de S"™' n > 3, para o caso em que a
curvatura média H é limitada, a curvatura escalar é constante e menor que 1 e supondo,
ainda, uma certa condi¢ao de integrabilidade. Mais precisamente, provamos o teorema a
seguir.

Teorema 1.3 Seja ¢ : X" — ST, n > 3, uma hipersuperficie tipo-espaco completa,

conexa e imersa isometricamente em Sy, com curvatura média H limitada e curvatura
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escalar constante R < 1. Suponha que, para um certo vetor nao nulo a € "2, tenhamos
la™| € L") e que ocorra um dos sequintes casos:
(i) a é tipo-tempo,
(ii) a € tipo-luz e a imagem N(X") da aplicagdo hiperbdlica de Gauss estd contida em
uma horoesfera determinada por a;
(111) a € tipo-espago e a imagem N (X") da aplicagdo hiperbdlica de Gauss estd no interior
de um hemisfério fechado de H*' determindo por a.

Entao, X" € totalmente umbilica.
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2 CONES MINIMOS INSTAVEIS

Neste capitulo, estudamos uma certa classe de cones minimos com bordo em uma
forma espacial Riemanniana M que admite um campo conforme fechado e nao trivial. A
distribuicao normal a este campo é involutiva e, portanto, integravel. E possivel, entao,
folhear M por hipersuperficies totalmente umbilicas. Nossos cones sdo construidos sobre
hipersuperficies minimas, fechadas e nao totalmente geodésicas de folhas dessa distri-
buicao. Isto define uma versao mais geral dos cones usados por Simons na Secao 6 de
(1968) e permite obter uma extensao, para o caso X* C S* C S?, do Teorema 6.1.1 de
(1968)), o qual afirma que, se M™ C S"*' C R"™ ¢ uma hipersuperficie minima, fechada
e nao totalmente geodésica, entao o cone CM C R™"? é instavel se n < 5.
Na Secao [2.1] relembramos a conhecida formula de Simons, que fornece uma
expressao para o trago-Laplaciano da segunda forma fundamental de uma imersao minima
f:M*—= M

tante e a codimensao é 1, é colecionada no coroldrio2.1]. Na Segao[2.2] relembramos alguns

n+k ~ . . Evi
. Uma consequéncia imediata, para o caso em que M tem curvatura cons-

fatos bésicos da teoria de Sturm-Liouville; em particular, a caracterizagao variacional de
A1 descrita no Teorema [2.2] serd bastante util. As Segoes 2.3] e 2.4] retinem uma colegao de
resultados técnicos que, na Secao [2.5], serao utilizados para obtermos o principal resultado

deste capitulo, o Teorema [2.6]

2.1 A formula de Simons

Nesta secao, M" e M denotam variedades Riemannianas de dimenses n e

n + k, respectivamente, com conexdes de Levi-Civita V e V, também respectivamente.

Aqui, f: M"™ — M 6 uma imersao isométrica; denotamos por T M+ o fibrado normal

de f, por S(M) o fibrado cuja fibra em cada ponto p € M é o espago das transformagoes

lineares simétricas de T,M em T,M e por H(M) = Hom(TM*,S(M)) o fibrado de
homomorfismos de TM* em S(M).

A segunda forma fundamental da imersdo f é a secao suave A € T'(H(M))

dada por
Av) = —(V,N)", (8)

onde n € (T,M)*, ve T,M, p € M e N é uma extensiao qualquer de n a um campo em
M, normal a f(M) em uma vizinhanca de f(p).
Podemos ver A como uma forma bilinear simétrica sobre T,,M, com valores

em (T,M)*. Mais precisamente, para u,v € T,M, definimos B(u,v) € (T,M)* por

<B(U,’U),77> = <An(u)7v>7 (9)

para todo n € (T,M)™.
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Considere, agora, a transposta 'A de A, isto é, a se¢ao ‘A € T'(Hom(S (M), TM™)),
dada por (*A(s),n) = (A" s), onde s € S,M e n € (I,M)*. Entdo, definimos A €
['(HomT M+, TM=)) por

A = Ao A (10)

Além disso, se (71, ...,mx) é um referencial ortonormal local em T'M*, defini-
mos A € I'(Hom(S(M), S(M))) pondo, para cada s € S,M,

k
Als) = Y A [A™ ). (11)
i=1
Um célculo direto mostra que esta defini¢ao independe do referencial ortonormal (n;, . .., 7)
escolhido.
A seguinte proposicao pode ser encontrada em (1968)).
Proposicao 2.1 Em cada ponto p € M, A e A sdo operadores simétricos, positivos e
semidefinidos.
Vamos definir, agora, duas novas se¢oes em I'(H(M)). Para tanto, fixe uma

base ortonormal (ey,...,e,) em T,M. Para u,v € T,M e n € (T,M)*, faga

n

(B'(w),v) = Y ({(VuB)(esv)ein) + (Ve R)(es, u)v,m)), (12)

i=1

onde R é o tensor de curvatura de M, dado por
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —Vxy)Z

para cada X,Y,Z € X(M). Prova-se que R 6 bem definido (i. e., independe da escolha
do referencial (eq,...,e,)), é linear em 7, u e v e é simétrico em u e v.

Definamos, ainda,

(R(A)"(w),v) = 2Li{2(R(ei, 0) Blu, i), m) + 2(R(es, w) B(v, e), )

—(A"(u), R(e;, v)e;) — (A(v), Rles, u)e:) (13)
+(R(ei, B(u, v))es, n) — 2(A(e:), R(ei, u)v) }-

No que segue, V2 é o trago-Laplaciano (veja (Caminha,2010)). Em (Simons,
1968), Simons demonstra o seguinte teorema:
Teorema 2.1 (Férmula de Simons) Seja A a sequnda forma fundamental de uma

. . .. —n—+k ~
imersao minima f : M™ — M. Entao,

V2A=-AoA—AcA+R(A)+R. (14)
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O seguinte corolério, para o caso em que M tem curvatura seccional constante

e a codimensao é um, nos sera util:
—n+1

Corolario 2.1 Se f: M" — M "

. € uma imersao minima, entao

VZA = —|A|PA+ enA. (15)
Demonstracao: Fixe p € M e uma base ortonormal (e, ..., e,) de T,M, formada por
autovetores de A", onde n € (T,M)* ¢é unitdrio. Isto significa que existem nitimeros reais
AL, .-, Ay tais que A(e;) = \e;, para 1 < i < n. Se v = an, entao
AoA(v) = A(*A(A))
= A(('A(A”), n)n)
= A({A", A%)n)

n

Z<A"<ei>,Av<e»>) AT

=1
= « (zn: Af) A"
=1

= [ A]*A”.

Il
P

Também, temos que Ao A(v) = A(A”) = [A",[A", A¥]] = 0, pois v = an.

Usando que o tensor curvatura de M é dado por

e que a imersao f ¢ minima, isto é, que > . A; = 0, segue de um célculo direto que
(R(A)(u),v) = (cnA¥(u),v), para todos u,v € T,M. Assim, R(A) = cnA. Usando estes
fatos, é facil concluir que R = 0, o que conclui a demonstracao.

Para mais detalhes sobre os resultados desta secao nés recomendamos a leitura

do paragrafo 4 de (Simons, |1968)).

2.2 O problema de Sturm-Liouville

Nesta secao, relembramos alguns fatos basicos da teoria de Sturm-Liouville que
serao usados no primeiro capitulo desta tese.
Chamamos equagao de Sturm-Liouville uma equacgao diferencial ordinaria da

forma

(p(x)u') + (Ap(x) + g(x))u = 0, (17)

onde A € R e as fungoes p(z), q(z) e p(x) sdo de classe C* em um intervalo da reta,



17

com p(z) e p(x) positivas. Um problema de Sturm-Liouville regular consiste em uma
equacao do tipo em um intervalo [a,b], juntamente com as condig¢bes de contorno
u(a) = u(b) = 0. Os valores A\ € R para os quais o problema admite solu¢do nao trivial
sao ditos os autovalores do problema. Ja as solucoes nao triviais correspondentes a um
autovalor A\ sao ditas as autofungoes do problema, associadas a .

Vamos considerar o espaco C°[a,b] das fungoes continuas em [a, b], munido

com o produto interno ,
() = [ F@)()pla)ds (18)

A norma candnica associada é denotada por || f||2, para f € C°[a,b]. Um conjunto { fo }acr
¢ dito ortonormal se || fu|l2 = 1 e (fa, f5) = 0, para todos «, 8 € I distintos.

A seguinte proposi¢ao pode ser encontrada em (Sotomayor, 1979) (veja a Pro-
posicao 7 do Capitulo 4 e a Observacao 8, logo em seguida).

Proposicao 2.2 Considere o problema de Sturm-Liouuville regqular

(p(x)u') + (Ap(z) + g(x))u =0 (19)

no intervalo [a,b], com u(a) = u(b) = 0. Entdo, podemos afirmar que:

(i) Os autovalores formam uma sequéncia Ay < Ay < -+ < N\, < -+ que tende para
+oo;
(11) Eziste uma base ortonormal (fi, fa, ..., fa,...) de C°a,b], tal que f; € autofungdo

assoctada a \;, para 1 > 1;
(c) Se f € C?[a,b] satisfaz as condigoes de contorno do problema, entio a espansdo de
f na base dada em (ii),

o

> A fa) Fs (20)

n=1
converge uniformemente para f em [a,b].
Para uma funcao u € C'[a,b] satisfazendo as condigoes de contorno u(a) =
u(b) = 0 do problema de Sturm-Liouville regular dado pela equagao , definimos o
quociente de Rayleigh de u por

L (@) (@) — () (@))de

21
J2u2(z)p(x) 2

RQlu] =

A caracterizacao variacional a seguir para A; pode ser encontrada em (Courant, 1966]).
Teorema 2.2 Para um problema de Sturm-Liouville reqular com condigoes de contorno

u(a) = u(b) = 0, o menor autovalor \, satisfaz

AL = muin RQlul, (22)
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onde u € C'{a, b] € qualquer fungdo satisfazendo as condi¢oes de contorno. Além disso, o

minimo € atingido somente quando u € uma autofuncao associada ao autovalor \i.

2.3 Folheacgoes geradas por campos conformes fechados

No que segue, m+k+l ¢ uma variedade Riemanianna (n + k + 1)-dimensional,
com curvatura seccional constante ¢. Supomos M munida de um campo conforme fechado
e ndo nulo &, isto 6, tal que Vx& = ¢ X, para todo X € X(M), onde v,; : M — R é uma
funcéo suave, dita o fator conforme de £, e V denota a conexao de Levi-Civita de M. Em
particular, é imediato verificar (cf. [2011)) que a distribuicao {£+} é integravel, com folhas
totalmente umbilicas em M. Sejam =Z"+* uma folha de tal distribuicdo e ¢ : M™ — Z"FF
uma imersao isométrica, onde M"™ é uma variedade Riemanniana n-dimensional fechada.
Se ¥(t,-) denota o fluxo de &/||¢||, a compacidade de M garante que podemos escolher

e > 0 tal que

O M™x[—€0] — M

(23)
(p, 1) = W(t, 0(p)),

¢ uma imersao. O cone e-truncado sobre M na direcao de &, o qual serd denotado
por C.M, é a variedade com bordo M™ x [—¢, 0], munida da métrica induzida por ®.
Observamos que C.M ¢ uma subvariedade compacta imersa em M:+k+l e (CM) =
M U M., onde M, = {U(—e,(p));p € M}. Por vezes, fixado o campo &, nos referiremos
apenas ao cone e-truncado C M.

Denotamos por V a conexao de Levi-Civita de C.M. Além disso, frequente-

mente nos referiremos a fungao diferencidvel A : M x [—¢, 0] — R, definida por

Nat) = e [ t L (W(s.pla))s ).

A proposicao a seguir relaciona a norma da segunda forma fundamental de
CcM em pontos distintos ao longo de uma mesma geratriz.
Proposicao 2.3 Se A(q,t) denota a sequnda forma fundamental de C.M no ponto (q,t)

e A(q) denota a sequnda forma fundamental de M no ponto q, entao

A0 = (A7),

g, 1)
onde n € a normal a T,M em T,= e N denota o transporte paralelo de n ao longo da
curva integral de £/||E|| que passa por q.
Demonstracgao: Fixe um ponto p € M e, em uma vizinhanga ) C M de p, um referencial
ortonormal (ey,...,e,,n), com ey,..., e, tangentes a M™ e n normal a M" em Z"*

Podemos supor que A"(e;(p)) = \ei(p), parai=1,... n.
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Sejam E4, ..., E,, N os campos sobre ®( x (—e¢, O]) obtidos a partir dos e;’s e

de n por transporte paralelo ao longo das curvas integrais de | que intersectam €2. Tal

||5 |
paralelismo fornece

d

Z(VeN.E) = (V<ViN E)
- ﬁ[(ﬁ(g, E)N, B + (Ve VeN, By + (Viep N, B)]
= e BN, B — (T, oV, o) (24)
= [ (Ta . B

onde R denota o operador de curvatura de M e utilizamos, na tltima igualdade, o fato de
que M tem curvatura seccional constante. Além disso, se D é a conexdo de Levi-Civita

de Z"** entao
(VN Ep)po) = (Dens ex)p = —(Ae:), ex)p = —Xibi. (25)

Resolvendo o problema de Cauchy formado por [24] e 25, obtemos

)\
Ap, t)

" abe
€]

(VEN E)py) = )\iexp( —(p(p), s)ds) =
e, para k # 1,
(Vg,N, Ey) ey =0,

para todo t € (—e, 0].
Como (Vg N, &) = —(N, V&) = —be(N, E;) = 0, segue que, no ponto (p, )

ANE) = ~(VpN)'
2 el el
\s
= Z'F,
A )
parai=1,...,n.
Como AN(ﬁ) = —(VH%HN)T = 0, segue que

14001 =3 (525) = g4I

o que conclui a demonstracao.
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Corolario 2.2 O cone C.M ¢é minimo em M se, e somente se, M ¢é minima em =.
Demonstragao: Segue dos cdleulos acima que ||H(p,t)|| = 3||H(p)||, onde H(p,t) é o
vetor curvatura média de C.M em (p,t) e H(p) é o vetor curvatura média de M em p.
Isto prova o corolario.

O seguinte lema técnico é uma versao adaptada da prova do Teorema 4.1 de
(Caminha, 2011)) e sera 1til na demonstragao da proxima proposicao.
Lema 2.1 Fize p € M e, em uma vizinhanca €2 de p em M, um referencial ortonormal
(e1,...,€n), geodésico em p. Se Ey,... ,E, sdo os campos sobre (2 x (—¢,0]) obtidos dos

e;’s por transporte paralelo ao longo das curvas integrais de ﬁ que intersectam 2, entao

VB = - Y (26)
€]
no ponto (p,t), para 1 < i <n.
Demonstracao: Escolha campos (71,...,n;) sobre €, tais que (e1,...,€n, M1, ..., M) €
um referencial ortonormal adaptado a imersao . Se Ei,... ,E,,Ny,... ,Ni sao, respectiva-

mente, os campos sobre ®(£2x (—¢, 0]), obtidos dos e;’s e dos 13’s por transporte paralelo ao

longo das curvas integrais de = que intersectam €2, segue que (B, ..., Ep, II%H’ Ny, ..., Ng)

(4]
é um referencial ortonormal sobre ®(€ x (—¢,0]) adaptado & imersao (23)).
Vamos calcular Vg, E; e, depois, tomar sua componente tangente ao longo do

cone C. M. Primeiro, note que

Denotando, uma vez mais, por R o operador curvatura de M, segue do paralelismo dos
E;’s que
dWEE) 1<VVEE>
5, E; gy L] = T ¢V E; Ly L]
dt €]

1 5} ~~— — —
- m<R(f> E)E; + Vg, VeE; + Vi Ei, Ey)

- L (R BB E) - (Ve Bis Er)) (28)

= ——(VgE; E),

onde usamos, novamente, o fato de M ter curvatura seccional constante.
Denotando por D e VM as conexdes Riemaniannas de Z"** ¢ M™, respectiva-

mente, segue que

<inEi> El>p = <Deiei> el)p = <Vé\;[€iv €l>p =0, (29)
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uma vez que (eq,...,e,) é geodésico em p (sobre M). Entao, resolvendo o problema de
Cauchy formado por e , obtemos

(Ve Ei, E)py =0, (30)

para —e <t < 0.
De forma analoga a , obtemos

d

Z7 N
dtWEZ ) =

Por outro lado, se Ag : T,M — T,M denota o operador de Weingarten de ¢ na direcao

1s € se escrevemos Age; = )7 hwe], entao

(Vi Ei, Ng)p = (Deeisng)p = (Ages, e5) = hi. (32)

(22

Resolvendo o problema de Cauchy formado por e , obtemos

5 ox Ve _ h
a Mo =emn (- [ fegcots) = s o

Além disso, um calculo simples mostra que

= 3 Ve
Ve FE;j, ——) = ——. 34
VE B el T el oY
Segue finalmente de , e que, em (p,t),
Vi B = Zh (3)

el ||§H p,t

e, dai, obtemos imediatamente . Isto conclui a demonstracao.

Dada uma fungao F' € C*°(C.M), para cada t € [—e¢, 0] definimos a fungao F; €
C*(M) pondo F(p) = F(p,t), para p € M. O seguinte lema relaciona os Laplacianos de
FelPF,.
Proposicao 2.4 Para toda F € C*(C.M), tem-se

AFpt) = g |AF) = 5o (). amad(v),
N(p.t) )8F P F
"Np.t) o T o2

onde N denota 2 8 e grad denota o gradiente em M.

t
Demonstracgao: Fixe um ponto p € M e, em uma vizinhanca 2 C M de p, um refe-
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rencial ortonormal (eq,...,e,,m,...,nx) adaptado a ¢, tal que (ey,...,e,) é geodésico
em p. Assim como na proposicao [2.3] estenda paralelamente tal referencial para ob-
ter, respectivamente, campos F, ..., F,, Nq,..., Ny ao longo de ®(2 x (—e¢,0]). Entao,
(Ey,...,E,, & Ni,...,N;) é um referencial ortonormal adaptado & imersao .

™ el
O Laplaciano de F' é dado por

S BB + o (5(F))

(36)
— 21 (Ve E)(F) = (Veyg &/ IE1NEF).
Pelo Lema temos
V) = Y _ Ve OF
TN = (1) (=~ 5 0

Agora, vamos calcular o termo F;(E;(F))(q,t), onde ¢ € Q e t € [—¢,0]. Para
tanto, tome uma curva diferencidvel o : (—=9,0) — M tal que a(0) = ¢ e &/(0) = ¢;(q).

Considere, entao, a superficie parametrizada

f @ (=6,0) x [—€,00] = M
(s,1) = U, p(a(s))).

Note que a imagem de f estd contida no cone C.M. Pelo lema de simetria (cf. |1988]),

DOf _Dof D & v,«i ¢58f+0f( )5
dtds —dsor  dslle] o iE] [l Os 1€/ >

o que implica

d of py_ Ye Of o
E(%a ]>_”€H<asa ]>'

Como (as,E @0 = (Eis Ej)q0) = (€i(q),ej(q)) = i, resolvendo o problema de Cauchy

resultante obtemos

of _ " _
<£7 Ei)(q,t) = exp ( ”5”( )du> - >‘<Q7 t)
€
0
(a—ivEﬁ(q,t) =0,
se j # 1.

Além disso, um calculo direto mostra que <8s ) = |I§H <85 ,&). Como <as ) (a0 =

(E:,€)(q,0) = 0, segue da unicidade de solugoes do problema de Cauchy que (%, &@n =0,



para todo t € [—¢,0].

Como % é tangente ao cone, segue dos célculos acima que, em (q,t),
of — 0f af &, ¢
I — _7E. . - —)—
e i Rl ]
_ 91
- <$7EZ>EZ
= A\E;.
Entao,
B 1 of
1
= dee(ei(Q))
1

Por outro lado, no ponto g,

grad((Ei(F))) = )\itgrad<grad(Ft),ei> + (grad(F}), e;)grad ()\%)

1 1
= )\—grad(ei(Ft)) — (grad(Fy), ei>ﬁgrad()\t).
t t

Entao,
BB @) = 3o [agetetmio - Tkl g,
1 (grad(F}), e;),

~ e e - EEE,

23

para todos (q,t) € Q x [—¢,0]. Usando o fato de que (ey,...,e,) é geodésico em p,

obtemos, no ponto (p,t),

SOB(B(P) = 5 |AF - (), gradn)|

(38)
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Por fim,
1
\V4 —V = \V4
e/ llell = H£H €/ = 7 [M fg“(usn) ]
o ngwg] | [ ]_
- v el =
e HfH( " = e ¢ e [T e - H&Hf

onde (-)" denota a projecao ortogonal sobre T(CeM). Dai (Ve e&/lI€])(F) = 0. Subs-
tituindo este fato, e em , obtemos finalmente

1
AF(p,t) = ——— |AF(p) — d(F d(A
0.0 = e |AF0) - 50 (R, ad ),
wg oF o’F
p,t —(p, t).
Por fim, um calculo simples mostra que ﬁﬁ = ,. Isto conclui a demonstracao.

Suponha, agora, que B e F sao duas variedades Riemannianas e que f > 0 é
uma funcao suave sobre B. O produto warped M = B x; I’ ¢ a variedade produto B x F'

munida da métrica Riemanniana

g9=m"(g5) + (f om)’0" (gr).

onde m e 0 sao as projecoes canonicas de B x F' sobre B e F', respectivamente, e gg € gp
sao as métricas Riemannianas de B e F', também respectivamente.

Quando a variedade ambiente M é um produto warped, temos a seguinte
consequencia.
Vi n+k ; n n+k
=1 xp F"" com f(0) =1. Seja p: M™ — F

uma imersao isométrica, com M fechada. Entao

Corolario 2.3 Suponha que M

1 F(t)0L  O°L

AL(t,p) 0 ALi(p) +n 0 ¥ + ETER

para toda L € C™(1 x; M™).
Demonstragao: Sabemos que, no produto warped I x; F""* o campo & = (f o 71;)0; é
conforme fechado, com fator conforme ¢ = f' o m;. Observe que £ # 0, uma vez que f é
positiva.

O fluxo de &5 = 9; ¢

V(t, (to,p)) = (t+to,p)

e é claro que as subvariedades {to} x F"** com t, € I, sao folhas da distribuicao &=,
Considere, agora, uma imersao isométrica ¢ : M™ — F™** onde, como antes,

M é fechada. Observe que {0} x F"™* (com a métrica induzida de I x ; F"™*) é isométrica
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a F"* de sorte que podemos supor que a imersao ¢ é de M™ para {0} x F""*. Usando
a compacidade de M para escolher € > 0 de forma conveniente, o cone C.M ¢é dado pela

imersao

D(p,t) = V(t, (0,0(p)) = (&, (),

para t € [—€,0] e p € M™. Na verdade, ® continua uma imersao se trocamos t € [—e, 0]
por t € I. Observe que, nesse caso, o cone e-truncado ¢é isométrico a [—¢, 0] x; M".

Desse modo, a fungao A : M x [—¢,0] — R é dada por

A9 =exp ([ uieponar) =esp ([ Lrar) = 16s)

Em particular, Ay : M™ — R é constante, Vs € [—¢,0]. O resultado segue, agora, da

proposigao [2.4] Isto conclui a demonstracao.

2.4 Instabilidade de C M

Ao longo de toda esta secao, nos ateremos as notagoes da secao anterior. Em
particular, M continua tendo curvatura seccional constante e igual a c.

Sabemos, pelo Corolario [2.2, que M™ é minima em =Z"'* se, e s6 se, C.M
) P ) )

——n+k+1

¢ minimo em M, . Entao, dada M minima, faz sentido estudar a estabilidade ou

instabilidade de C. M em relacao ao seu bordo. Aqui, vamos supor k = 1, isto é, que C.M

¢ uma hipersuperficie de M. Comegamos com o seguinte resultado auxiliar.

1

Lema 2.2 Seja M™ uma hipersuperficie minima e orientada de Z"', esta por sua vez

orientada pela normal unitdria —%. Nestas condi¢ées, o elemento de volume de C.M €

AdM N dt. .

Demonstragao: Considere um referencial ortonormal (e, ..., e,) em um aberto Q C M,
orientado positivamente. Se (61, ...,0,) é o referencial dual, entdo dM =60, A ... A6, em
Q.

Seja n € T'(NM) a normal unitaria que relaciona as orientacoes de M e Z e
sejam Fy, ..., E,, N os campos em ®({2 x (—¢, €)) obtidos dos e;’s e de 7, respectivamente,
por transporte paralelo ao longo das curvas integrais de ﬁ que intersectam (2. Fixado
p €, (e1,...,en,n) é uma base positiva de T,,= e, dali, (eq, ..., e,,n, —Hg—”) é base positiva

de TpH. Orientando C. M por N temos entao que (£, ..., E,, N, _Ié_ﬂ)(p’t) é base positiva
de T(p,t)M e, dai, (Ey,..., E,, HE_H’ N)(py) também é base positiva de T(p,t)M, para todo
(p,t) € Q x (—€,€). Assim, (E,..., E,, ”g—”) é base positiva e ortonormal de T{, ;) (C.M).

Por outro lado, vimos que se «; : (—=0,0) — M é uma curva diferencidvel tal

que a;(0) = p e a}(0) = e;(p), e se fi : (—0,68) x (—¢,0] — M é a superficie parametrizada
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dada por fi(s,t) = ¥(t, p(a(s))), entdo

1 9fi
Ei(p,t) = —— 210, 1).
0.0 = 507 2 0.0
Usando a identificacao canonica de T, (M x (—¢,0]) com T, M @R, temos que ,(e;(p) ®

0ty = 5] Plevi(s),t) = L] _ fils,t) =

a];i (0,%); com isso,

ei(p) _
o, ()\(p, ) D 0) - = Ei(p,t).

Dai, usando a identificagao de T 1) (Cc M) com @, (T, 1) (M x (—¢,0])), temos que A" (dMA
dt)(Ey, ..., E,, @) = N"(dM Adt)(F@0,...,59®0,000t) = 1, o que conclui a demons-
tracao.
Para o enunciado da proposicao a seguir, que calcula a segunda variacao da
drea para C.M, dada uma imersao ¢ : M"™ — Z""! denotamos, como antes, por N o
campo normal unitario ao longo de C. M, obtido por transporte paralelo de um campo 7,
unitario e normal a M em =, ao longo das curvas integrais de £ que intersectam M.
Proposicao 2.5 Seja M™ uma variedade Riemanniana fechada e orientada, minima-
mente imersa em 2", Suponha que a fun¢ao \(p,t) nao depende do ponto p. Seja N(p,t)
a normal unitdria sobre C.M, e seja F € C*°(C.M) tal que F(p,—e€) = F(p,0) =0, para
cada p € M. Se V(p,t) = F(p,t)N(p,t), entdo
I(V,V) = / FA'7?(— AF, — nAX%—F - AQaZ—F
Mx[—e) ¢ o2
—c(n+ 1)NF — ||A||*F)dM A dt.

Demonstracgao: Por definicao,
I(V,V) = / (=V2V + R(V) - A(V),V).
CM

e Célculo de V2V
Por definicao,

2 _ i 1 1 1 1 iR
VWV = D (VEVEY = Ve, 5 V) + Vg VanaV — Ve eV

=1

Note que
V3V = V5 (FN) = FVy N + E(F)N = E;(F)N,

pois VﬁN = 0, uma vez que N ¢ unitario e estamos em codimensao 1. Pelo mesmo
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motivo, Vg V5 V = E;(E;(F))N.

Também temos que
Vor5V = FVs, N+ (Ve E)F)N = (Vi E)(F)N.

Além disso, é facil ver que V4, V4 V = HEII (H‘E_H(F>> N.

T T
Como V & m = 0 (cf. demonstracao da Proposigao , segue que
3

2 ~ (B(F) | & (&
v = S EEE) <inEZ><F>>+H§H(MH(F))]N

(AF)N

e Célculo de (R(V),V):
Por definicao,

n 1
RV) = S (B(E.V)E) + (Tz (i,v) i) |
ERAT]
Utilizando o fato de que M tem curvatura seccional constante ¢, juntamente com o fato

de que V//N, obtemos

(R(V),V) = (R(E;, V)E;, V) + <E (HE_H V) HE_H v>

>

=1

(i) G~ G ) V)

= —en(V,V) =V, V)
= —cn+ )< V)

e Célculo de A(V):
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Por definicao, A(V) = (AN, AV)N. Mas,

(AN, AV = g;(AN(Ei),AV(Ei)>+<AN (ﬁ ,AY (HE_H»
- i(VEiN,VEm W% :

<l|

V)

€l
= Y (VpN.FVyN + E/(F)N)
=1

= FY (VgN,VgN)
=1

= FlA(pt)]*

Assim, segue da Proposicao que

AV) = o lAGIPY.
Portanto,
(=V*V +R(V)—A(V),V) = —{(AF)N,FN) —c(n+1)F?
e AP, PN

F2

— —F(AF)—c¢(n+1)F?— WIIA(p)IIQ-

Entao, segue da Proposicao , juntamente com o fato de A(p,t) ndo depender de p, que

B _ T NOF  O°F
_ 2 — — — - -
(=VV+R(V)—AWV),V) F()\QAFt—i—n/\ 5 + 8752)
F2
—c(n+ D — A 55
F ,aF ,O°F

—c(n + 1)N2F — || A|2F).

Finalmente, utilizando o resultado do Lema , basta integrarmos sobre M x [—¢, 0] para
obter o resultado desejado. Isto conclui a demonstracao.

Considere, agora, o espago C*°(M) das fungoes diferencidveis sobre M"™ e o
espaco C5°[—€,0] = {g: [—€,0] > R;g € C* e g(—¢) = g(0) = 0}. Consoante (Simons,

1968)), a proposigao anterior motiva a definicao de dois operadores diferenciais lineares,

Ly : C®(M) — C=(M)
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Ly : C5°[—¢,0] — C*°[—¢, 0],
definidos por

Li(f) =-Af — A" f

Ly(g) = =A%g" = nAN'g' — c(n + 1)\%g,

respectivamente.

A respeito dos mesmos, temos os dois resultados auxiliares a seguir.
Lema 2.3 L; pode ser diagonalizado por autofungéoes {f;}i>1. Ademais, se \; denota o
autovalor correspondente a f;, com A\ < Ay < -+, entdo \; — +00. Também, se i # 7,
entao fM fifi = 0. Por fim, se u € C®(M), entdo existe uma unica decomposi¢cdo da
forma u = Zf; a; fi para certos a; € R.
Para uma prova do lema acima veja (Simons, |1968)).
Lema 2.4 Ly pode ser diagonalizado por autofuncées {g;}i>1. Ademais, se 6; denota o
autovalor correspondente a g;, com 61 < 9o < -+, entdao d; — +oo. Também, se i # 7,
entio [ gig;A""? = 0. Por fim, se g € C§°[—¢,0], entdo existe uma unica decomposi¢io
da forma g = > a;gi, para certos a; € R.

Demonstracao: A equagao Ly(g) = dg é equivalente a
~Xg" —nANg —c(n+1)N\g —dg = 0.
Multiplicando ambos os membros da equacao acima por —A\" "2, temos
N'g" 4+ nA" "IN g 4 e(n + 1)\"g + A" 29 =0,
ou seja,
(A"g") + c(n + 1)\"g + 6A" g = 0.

Esta é uma equacao de Sturm-Liouville, de forma que o resultado segue da Proposicao
2.2] Tsto conclui a demonstragao.

A demonstracao do teorema a seguir é essencialmente a mesma do Lema 6.1.6
de (Simons, [1968)). Por completude, apresentemo-la.
Teorema 2.3 Com as notagoes da Proposigdo ¢ possivel escolher F tal que I(V,V) <

0 se, e somente se, A\ + 01 < 0, onde A\; e \y sdo, respectivamente, o primeiro autovalor
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de L1 e o primeiro autovalor de L.

Demonstracao: Para p € M fixado, tem-se F(p,-) € C5°[—¢,0]. Assim, nas notagoes
do Lema , F(p,t) =272, a;(p)g;(t). Mas, como a; € C*°(M), temos, pelo Lema ,

F(p,t) =) ai fi(p)g;(t).

ij=1
Agora, segue da Proposicao [2.5] que

[e.9] oo

I(V,V) = /M . A" Z a;;j fig; Z (arLa (fx)gi + ari fulo(q1))

ij=1 k=1

= / A2 Z a;; fi9; Z ar (A + 61) fran
M x[—¢,0]

ij=1 k=1

[e.o]

= > b+ d) [ fifigan

i k=1 Mx[=<0]

Usando novamente os resultados dos Lemas [2.3] e 2.4] temos

I(V,V) = ia?j()\i"i‘éj) VM ff] U_igp””] ’

3,7=1

Se I(V,V) < 0, entao algum \; + §; é negativo e, assim, \; + §; < 0, pois
A1 <\ e 0; <9;. Reciprocamente, se A\; + 91 < 0, escolha F(p,t) = f1(p)g:(t) para obter
I(V,V) < 0. Isto conclui a demonstragao.

O seguinte proposicao fornece uma cota superior para o autovalor A;.
Proposicao 2.6 Seja ¢ : M" — ]\A/./jc”+1 uma tmersao minima, com M fechada e nao
totalmente geodésica. Defina o operador diferencial linear L : C*(M) — C*°(M) pondo
L(f) = —=V2f — ||A|l*f, onde A é a sequnda forma fundamental da imersao p. Se Ay € o
primeiro autovalor de L, entao Ay < —cn.

Demonstragao: Em geral, temos de (Chavel, 1984) que

A < { / f} | sz,

para qualquer f € C*°(M) nao identicamente nula.
Dado € > 0, defina f. = (||A|2+ €)2. E claro que f. € C=(M) e que, se M

nao for totalmente geodésica, entao

iy [ 2= [ Al #0
e—0 M M

Procedendo como na Proposicao 6.1.7 de (Simons, [1968)), consideremos um referencial
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ortonormal local (ey, ..., e,) em M. Entao,

Assim,

VI = (V24,4

+Z ( (VA AP + LA, veiA>)

> —(V?4,A
> v
+Z( (A, A) (VA V., A) + 7 <VeiA, VeiA>>
> VA, A
> FIvAA),
onde utilizamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz na primeira desigualdade acima. Com
isso,
Vif. > 7 (V2A A). (39)

Por outro lado, pelo Coroldrio 2.1, VZA = —||A||>A+cnA. Substituindo em obtemos

(V2fo)fe = (enA — ||A|PA, A) = en||A|I* — || A|I*.

Dali,
fEL(fE) = fe(_VQfe_ ||A||2fe)
= —(szﬁ)fe - HAHQfeQ
< A = enl AI? = JAIP(IA]® + €)
< —en|| A%
Portanto,

i [ 2] [ gy < en

de onde concluimos a demonstragao.

2.5 Cones minimos em produtos warped

~ . —n+2
Nesta segao, vamos considerar um produto warped M, ~ = I x; F™" de cur-

vatura seccional constante ¢ , com f(0) = 1. Observamos que, pela Proposi¢ao 7.42 de
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(O’Neill, [1983)), a variedade F™*! deve ter curvatura seccional constante k e devem valer
as relagoes

Uk

_C —_—
f f?
Se M™ é uma hipersuperficie minima, fechada e nao totalmente geodésica de
Ftl ~ {0} x F""! entdo, consoante a demonstracao do Corolario , identificaremos
o cone e-truncado C.M com o produto warped [—¢, 0] Xy M", imerso canonicamente em
—n+2

MC

Agora, se N(t,p) é o campo normal unitdrio ao longo de C.M e se G €

C>®(C.M) é tal que G(—e¢,p) = G(0,p) = 0 para cada p € M, entdo, pondo V (t,p) =
G(t,p)N(t,p), segue da Proposi¢ao que

oG 0*G

I(V,V) = G (=AG, —nff'— — = 40

V=[G (10)

—c(n+1)f2G — ||A|I’G)dM A dt,

onde ||A]|? denota o quadrado da norma da segunda forma fundamental de M" em F™!
e A é o operador Laplaciano em M™. Como visto anteriormente, a expressao sugere
a defini¢do de dois operadores diferenciais lineares. O primeiro deles é L; : C*(M) —
C>®(M), tal que

Li(g) = —Ag — AP, (41)
para g € C*°(M), enquanto que o segundo é Lo : C§°[—¢,0] — C*[—¢, 0], tal que
Lo(h) = —f*h" —nff'h —c(n+1)fh, (42)

onde C§°[—¢,0] = {h € C®[—¢,0]; h(—e) = h(0) = 0}.
O seguinte teorema ¢é apenas uma reformulacao do Teorema [2.3]

Teorema 2.4 Considere um produto warped M:H = [ x; F""' com curvatura seccional
constante ¢, e f(0) = 1. Seja M™ wma hipersuperficie minima e fechada de F"™'. Se
consideramos C.M = [—e, 0] x fM™ imerso canonicamente em MZLH, entao C.M € instavel
em relacdo ao seu bordo se, e somente se, Ay + 01 < 0, onde A\ e d; sdo os primeiros
autovalores de Ly e Lo, respectivamente.

Exemplo 2.1 Quando tomamos I = (—1,00), f(t) =t + 1 e F"™ = S"" 0o cone e-
truncado sobre uma hipersuperficie minima, fechada e nao totalmente geodésica M™ de
S™t! ¢ a imersdo canonica de [—¢,0] X,y M™ em I x4; S"™'. Usando o fato de que a

correspondéncia (t,p) — (t + 1)p define uma isometria entre I X,y S"™ e R"2 — {0},
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C.M pode ser visto como a imagem da imersao

d : [—€,0] x M™ — R"?
(t,p) — (¢ +1)p.

Com a mudanca de varidavel ¢t + 1 — t, podemos reescrever ® como

O : [l—e 1] x M™ — R"?

(t,p) — tp,

que é a defini¢ao usada em (Simons, 1968). Aqui, tem-se A\; < —n pela Proposi¢ao . Por
outro lado, como L, neste caso, é dado por Ly(h) = —(t+1)*h" —n(t+1)k’, as autofungoes

e os autovalores do problema de Sturm-Liouville Ly(h) = 0h, h(—¢) = h(0) = 0, sdo

hi(t) = (t+ 1) sin (%

v () (i=a)

respectivamente, onde usamos a mudanca de variaveis t + 1 = e®*. Com isso,

Md<ony (M1 2+ il 2
L= 2 log(1—¢€)/)

Entao, se assumirmos n < 5 e escolhermos 0 < € < 1 suficientemente proximo de 1,

log(t + 1))

obteremos A\; + d; < 0, isto é, que C.M™ é instavel.

O cone sobre M"™, CM™, é definido por Simons em (1968]) como a aplicacao

® : [0,1] x M™ — R"
(t,p) — tp.

Isto é uma imersao, exceto nos pontos de {0} x M, onde temos ®(0, p) = 0. Sabemos que
CM — {0} é uma subavariedade minima de R"*? se M ¢é uma subvariedade minima de
S+l Se M™ é uma hipersuperficie minima, fechada e nao totalmente geodésica de S e
se n < 5, o exemplo acima mostra que pode ser escolhida uma variacao do cone e-truncado
C.M™ | com € conveniente, que mantém o bordo fixado e diminui area. Estende-se essa
variacao para C'M™ mantendo-se fixo o conjunto dos pontos tp com t < 1 — € e obtém-se
uma variacao de CM™ que diminui area. Tal argumento é, essencialmente, a prova do
seguinte teorema ( Teorema 6.1.1 de 1968)).

Teorema 2.5 Seja M™ uma hipersuperficie minima, fechada e nao totalmente geodésica
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em S™. Sen <5, 0 cone CM C R™"2 ndao minimiza drea em relacio ao seu bordo.
Nosso principal objetivo neste capitulo é estender o resultado acima para o caso
em que o ambiente Riemanniano MZH é a esfera S"*2. Para isto, tomemos I = (=3, %),
f(t) = cos(t) e F"™ = S"*1. Fixado o ponto N = (0,...,0,1) € S"™2, consideremos
S™*1 com um equador de S"™? em relacio a N. Neste contexto, vamos identificar o
ponto z = (z1,...,Tnio) € S™™ com o ponto x = (z1,...,Zni0,0) € S"2. Com isto, a
correspondéncia (t, ) — cos(t)x +sin(t)N define uma isometria entre (=%, 5) X cog(p) S™
e S — {4+ N}. Dai, sendo ¢ : M"™ — S"*! uma imersao de uma variedade Riemanniana

fechada M™ em S™*!, o cone e-truncado C.M pode ser visto como a imagem da imersao

d : [—6,0] x M™ — S"F?
(t,x) — cos(t)x + sin(t) V. (43)

Segue da Proposicao 2.6] que A\; < —n. Por outro lado,
Ly(h) = — cos*(t)h” + nsin(t) cos(t)h' — (n + 1) cos*(t)h,

de forma que, multiplicando ambos os membros da equagao Lo(h) = 6h por — cos™ 2(t),

obtemos
cos™(t)h" — nsin(t) cos™ ()R + (n + 1) cos"(t)h = —dh cos™ 2(t)
ou, ainda,
(cos™(t)h') + (n + 1) cos™(t)h + § cos™ 2(t)h = 0. (44)

A equagao (44)), com condigdes iniciais h(—e) = h(0) = 0, é um problema de Sturm-
Liouville regular. A funcao u(t) = sin(*t) satisfaz as condiges iniciais, de modo que,

pela caracterizagao variacional de §; dada pelo Teorema [2.2] tem-se

fi(:—j cos”(t) cos*(Zt) — (n + 1) cos™(t) sinQ(gt))dt'

9 <
L fi sin®(Zt) cos™~2(t)dt

Para n = 2, temos

5, < I (5 cos?(t) COS2((]§t) — (3) cos®(t) sin®(Zt))dt — 500
-, sin®(Zt)dt

Um cdlculo direto mostra que lim,,= 6(¢) = % Com isso, escolhendo-se € suficientemente

proximo de F, obtemos A; + 01 < —2 + % < 0, ficando, assim, demonstrado o principal

resultado deste capitulo.
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Teorema 2.6 Seja X2 uma superficie minima, fechada e ndo totalmente geodésica de S®.
Entao, o cone CY C S*, dado por@ ¢ minimo mas nao minimiza drea em relacao a

variagoes que fixam seu bordo.
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3 UM TEOREMA DE RIGIDEZ EM S}

Goddard conjecturou, em (1977)), que qualquer hipersuperficie tipo-espago com
curvatura média constante do espago de De Sitter deveria ser totalmente umbilica. Desde
entdo, muitos autores tém estudado este problema (cf. 2014, 1987, 1988 e 2011). Neste
capitulo, provamos que, sob condicoes apropriadas sobre as curvaturas escalar e média,
uma hipersuperficie tipo-espaco e completa de ST tem que ser totalmente umbilica. Na
secao , discutimos alguns fatos elementares da geometria de S7*', como sua conexao
de Levi-Civita e seu tensor de curvatura. Na secao discorremos sobre hipersuperficies
do espaco de De Sitter "', demonstrando alguns resultados técnicos, como a proposicio

, que serd fundamental na demonstragao do principal resultado deste capitulo (se¢ao

B-3), o teorema 3.1

3.1 O espacgo de De Sitter

Seja "2 o espago (n+2)-dimensional de Lorentz-Minkowski, munido da métrica

Lorentziana (-, -) dada por

n+1
(v,w) = Z ViW; — UpyoWnga. (45)

=1

O espaco de de Sitter (n 4 1)-dimensional ¢ a hiperquadrica ST de L"*2? dada por
St = {z € L"*%; (2, 2) = 1}. (46)
Por sua vez, a hiperquadrica H"*! de L."*2, definida por
H" = {z € L"*% (2,2) = —1},

possui duas componentes conexas, ambas isométricas ao espacgo hiperbdlico (n + 1)-
dimensional.

Um célculo facil mostra que {(z) = x é um campo normal unitario globalmente
definido sobre S}, Uma vez que (£,¢) = 1, ST é uma hipersuperficie Lorentziana de
L"*2. O endomorfismo de Weingarten correspondente a & ¢ dado por A(X) = —V4z =
— X, onde V° denota a conexdo de Levi-Civita de L""2. Se V denota a conexao de Levi-
Civita de ST, entdo a férmula de Gauss da imersdo canoénica de S7™' em L"*? ¢ dada

por
VLY = VY + (AX,Y)E =VxY — (X,Y)z, (47)

para todos X,Y € X(S7H).
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Se R e R denotam os tensores de curvatura de L"*2 e ST, respectivamente,

segue da equacao de Gauss para hipersuperficies semi-Riemannianas (cf. [1983)) que

RX,Y)Z = (RAX,Y)Z)T — (AX,Z)AY + (AY, Z)AX

— (X, 2)Y + (Y, 2)X, (48)

para todos X,Y,Z € X(S}*h). Assim, SI™ tem curvatura seccional constante e igual a
1.

3.2 Hipersuperficies tipo-espago em S7*!

Considere uma variedade diferenciavel n-dimensional »". Dizemos que uma
imersdao ¢ : " — S ¢ tipo-espaco se o pull-back ¢*g da métrica Lorentziana g de
S" ¢ uma métrica Riemanniana sobre ", Sempre que ndo houver perigo de confusdo,
denotaremos tanto g quanto ¢*g por (-, ).

Dada uma imersdo tipo-espaco ¢ : X" — S"' ¢ possivel escolhermos um
campo normal unitario tipo-tempo N globalmente definido sobre 3. Dessa forma, obtemos
uma aplicacao suave N : X" — H"" & qual nos referiremos como aplicacao de Gauss
hiperbolica de 3.

Para fixarmos a notagao usada a seguir, exceto pela métrica, objetos sem uma
barra superior se referirdo a ¥ e objetos com uma barra superior se referirdo a S}, Sendo
assim, V e V denotarao as conexoes de Levi-Civita e R e R os tensores de curvatura de
¥ e ST respectivamente.

O endomorfismo de Weingarten de ¥ induzido por N é dado por AX = —V xN,
para todo X € X(X), e as equagoes de Gauss e Codazzi sdo dadas, respectivamente, por
(cf. O’Neill, |1983))

(RIX,Y)Z, W) = —(X,20Y,W) + (X, W)Y, Z) (19)
—(AX,W)(AY, Z) + (AX, Z)(AY, W)
(VxA)Y = (VyA)X, (50)

onde X, Y, Z W € X(¥).

A seguir, elencaremos algumas relagoes das quais faremos uso na préxima
secao.
Proposicao 3.1 Nas notagoes da discussao acima, se " tem curvatura média H e cur-

vatura escalar R, entao

n(n —1)(1 — R) = n’H? — |AJ. (51)
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Demonstracao: Fixe p € ¥ e escolha um referencial ortonormal local (eq,...,e,) numa
vizinhanga de p em X, de tal forma que (e1(p),...,e,(p)) seja uma base ortonormal de
T,% formada por autovetores de A, : 17,2 — T,¥. Entao, segue da definicao de R e da
equacao de Gauss (49) que, em p,

R = 555 2i(Rlei ej)ei, e5)
= oD i (1= (e ) (Aej e5)) (52)
_ 1
1 - n(n—1) Zz;éj )\1/\J

Mas, uma vez que

Zi;éj Aidj = (ZZ:1 )‘k)z - Zk )‘i
= (-nH)* - [A (53)
= n?H?— A%

Isto conclui a demonstracao.
Fixado a € "™, podemos definir sobre ¥ as funcoes f, = (N,a) e l, = {p,a).

Tem-se (veja por exemplo [1999)

Vi.=—A(Vl,), (54)

Vie=a" =a+ f,N — Lo, (55)
Hessl,(X) = —fLA(X) — [,.X (56)

Hess fu(X) = —(VxA)(a") + foAd*(X) + lA(X). (57)

Segue imediatamente da equagao (56 que
1
—Al, =Hf, — (58)
n
por outro lado, a equagao , juntamente com a equacao de Codazzi, fornece
Af,=n(VH,a") + |A?f, — nHl,. (59)
Temos, ainda, o seguinte resultado auxiliar.

Proposicao 3.2 Seja ¢ : ¥ — S wma hipersuperficie tipo-espaco imersa isometri-

camente em S" e orientada pelo campo normal unitdrio N, com curvatura média H e
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curvatura escalar constante R. Se a € "2, entao

1 n
div(A(Vfa) +nHY fo = = (n2H? = |AP) V1) = (n = DH|DP + Y-\ + H))
n
i=1
onde ® = A+ HI € o operador sem trago associado a A.
Demonstracao: Fixado p € ¥, escolha um referencial ortonormal em uma vizinhanca
de p, geodésico em p e tal que A(er) = A\gex, em p, para 1 < k < n. Considerando o campo

A(Vfa.), tem-se por defini¢cao que

n

diVA<vfa) - Z(ve¢A<vfa)a ez’>'

i=1
Usando a equacao de Codazzi (50), podemos reescrever a equagao acima como

n

leA(Vfa) - Z«VQA)VJC& + A(Veivfa)J 6i>

= S (VerAei + AV Vo) e)

i=1

= tr(VysA) + i Hess f,(e;, Ae;). (60)

i=1
Por outro lado, desde que o referencial {ey, ..., e,} é geodésico em p, segue que, em p,

n

tr(VxA) = Z«VXA)(%" €i)

=1
n

= ) (Vx(de), e:)

i=1

= Z X<A€Z', 62’)
i=1

= X(trA),

para todo X € X(X). Fazendo X = Vf, obtemos
tr(Vyys,A) = Vyptr(A) = —n(VH,V f,)
e, dai,

tr(Vyys, A) = —div(nHV f,) + nHAf,. (61)
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Agora, a partir das equagoes 9} [60] e [61], obtemos
div(A(Vf,) +nHVf,) = nH|A]*f, —n*H?l, +n*Ha' (H)

+ i Hess f, (e, Ae;). (62)

=1

Neste ponto, observamos que, pela Proposicao |3.1]
n(n —1)(1 — R) = n’H? — |AJ*.

Assim, podemos usar a hipdtese sobre a curvatura escalar R de " para concluir

que n*H? — |A|? é uma fungao constante sobre ¥X". Além disso, segue novamente da

equagao de Codazzi e de , e que

(Vard)(e) = (V.A)d")
= V. A(d") - A(V,a")
= V. V= A= A(e) — Le).

Como o referencial {e;} é geodésico em p, temos V v A(e;) = (V,rA)e; e, dai, pela equagao

acima,
VarA(e)) = =V, Vo + fadie; + laie; (63)

em p. Por outro lado, a igualdade

n

AP =) (Ae;, Aey)
=1
implica

a"(JAP) =2 (VerAe;, Ae;).

=1

Derivando a funcao constante n?H? — |A|? na direcao de a’, obtemos, da
equacio (63), que

n n

2°Ha" (H) = =2 (Ve Ve Aes) +2f, > N +2|APL,,

i=1 =1



o que implica

ZHGSSfa(ei,A&') = _HQHGT(H)+faZ)\?+’A|2la-

i=1 i=1

Substituindo na igualdade , obtemos

div(A(Vf.) +nHVf,) = nH|APfo = n*Hlo+ fo >N+ |APLL.

i=1

Desenvolvendo ()\; + H)?, concluimos que

> N =—nH?—3H|®* + > (A + H),
=1

i=1

onde |®? = |A|?> — nH? Assim

div(A(Vf,) +nHVf,) = nH|APf, —n*H?l, +|APl, — nH?f,

n

_3H|q)|2fa + fa Z()‘z + H)3'

=1

Somando e subtraindo H|A|?f, no segundo membro da equagio (64)), obtemos

div(A(Vf,) +nHV f,) = nH|A*f, —n*H?l, +|APl, — 2H|®|*f,

n

—HI|APfo+ fo Y (N + H)”.

=1
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(64)

(65)

Agora, somamos e subtraimos n?H?f, no segundo membro da equagao (65))

para obter

div(A(V L) +nHV L) = (n—2)H|®2f, + n2H3f, — n2H?l, + |A[*,
—H|APfa+ fay i (N + H)?
= (n—2)H|®|*f, + (n*H? — |A))H f,
FA]2 = n2HY)l, + fo S50 (A + H)3.

(66)

Por fim, pondo a constante n? H? —| A|? em evidéncia e usando a equacao (58)), concluimos

a demonstracao.

3.3 Um teorema de umbilicidade

Antes de enunciarmos o principal resultado deste capitulo, vamos enunciar dois

resultados técnicos que serao uteis. O primeiro deles é uma consequéncia simples de um

resultado de Yau, observada por A. Caminha (veja 2011). O segundo é conhecido como
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o Lema de Okumura (Okumura,1974)).

Lema 3.1 Considere um campo diferencidavel de vetores X sobre uma variedade Rieman-
niana n-dimensional, completa e orientada ™. Se divX ndo muda de sinal sobre 3" e
|X| e LYX), entdo divX = 0.

Lema 3.2 Sejam p, ..., u, nimeros reais satisfazendo y ;. j; = 0 e > u? = (B2,
onde § > 0. Entao,

__n=2 3 on—=2 g
n(n_l)ﬂ <D ms n(ﬂ_l)ﬁ,

com igualdade se, e somente se, pelo menos n — 1 dos numeros p; sao iguais.
Podemos, finalmente, enunciar e provar o resultado a seguir.
Teorema 3.1 Seja ¢ : X" — S n > 3, uma hipersuperficie tipo-espaco completa e
imersa isometricamente em ST, com curvatura média H limitada e curvatura escalar
constante R < 1. Suponha que, para um certo vetor nao nulo a € L"2, tenhamos
laT| € LY(Z™) e que ocorra um dos sequintes casos:
(i) a € tipo-tempo,
(ii) a € tipo-luz e a imagem N(X") da aplica¢ao de Gauss hiperbolica estd contida em
uma horoesfera determinada por a;
(111) a € tipo-espago e a imagem N (X") da aplicagdo de Gauss hiperbdlica estd no interior
de um hemisfério fechado de H"*' determinado por a.
Entao, X" € totalmente umbilica.
Demonstragao: Consideremos o campo X = A(Vf,) + nHV f, — 2(n*H? — |A]*)VI,.
Como n? H? — | A|? é constante, a hipStese sobre a curvatura média garante que o operador
A ¢ limitado. Uma vez que V f, = —A(Vl,), a integrabilidade de |a”| = |V[,|, juntamente
com a limitagdo de A, garante a integrabilidade de | X|.

Como |®|*> = |A]?> — nH?, segue da equagao de Gauss que
nin—1)(1 - R) =n(n—1)H* — |®|?

e, assim, a hipotese sobre a curvatura escalar de ¥ implica que a curvatura média nao
muda de sinal. Entao, trocando N por —N, se necessario, podemos supor que H > 0.
Com isso, n(n — 1)H? — |®]*> > 0 implica

|

H> ———.
n(n —1)

Agora, aplicando o Lema de Okumura aos autovalores \; + H de ®,, obtemos

n

> N+ HP > -

=1

n—2

——|®f
n(n —1)
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e, entao,

(n —2)H|®|* + i(}w + H)? > (n —2)|®|? (H - %) > 0. (67)

Para o caso (i), se a for tipo-tempo, entéo [(V,a)| > |N||a| = |a| > 0, ou seja,
fa tem sinal estrito. Com isso, segue da Proposicao e da desigualdade [67] que div(X)
tem sinal. Portanto, pelo Lema [3.1] temos div(X) = 0. Entao, a desigualdade [67| torna-se
uma igualdade e, como n > 3, concluimos que |®]? = 0, isto é, X" é totalmente umbilica.
Para o caso (it), se a for tipo-luz, considere uma horoesfera determinada por

0/7
L,={pe H (p,a) =T},

onde 7 # 0. Se a imagem N(X") da aplicacao de Gauss hiperbdlica estd contida em L.,
entdo f, = 7 tem sinal estrito e o resultado segue como em (7).

Para o caso (ii7), se a imagem N(X") da aplicacdo de Gauss hiperbdlica esta
no interior de um hemisfério fechado de H"*! determinado pelo vetor tipo-espaco a, entao
fa > 0 ou f, < 0. Combinando novamente a Proposicao e a desigualdade ,
obtemos que X" é totalmente umbilica. Isto conclui a demonstracao.

O seguinte exemplo mostra que a condigao de integrabilidade de |a”| ¢ indis-
pensavel.

Exemplo 3.1 (Cilindro hiperbélico) Se r > 1 é um nimero real fixado, entao a vari-
edade produto X" = S!(r) x H* *(v/r2 — 1) estd contida naturalmente no espaco de De
Sitter ST, Se g é a métrica usual de ST entdo chamamos (X7, g) de cilindro hiperbélico.
Sabe-se (cf. 2013)) que a inclusdo de ¥ em S"™ torna ¥ uma hipersuperficie tipo-espaco

do espaco de De Sitter, com aplicacao de Gauss hiperbdlica dada por

N(p) = —m(V(P)—TQP%

onde v : X" — L"?2 ¢ dada por v(p) = (p1,p2,...,0). Com isso, o endomorfismo de

Weingarten associado a N é dado por

, r2—1 r r
A = diag , e ———
r vr2 —1 vr2 —1
e, consequentemente, temos

|A|2:T—1 r
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nr? —1

nrm’

sendo H a curvatura média correspondente de ¥". Observe que ¥" nao é totalmente

H =

umbilica.
Afirmamos, agora, que a curvatura escalar R de X" é menor que 1. De fato,

pela Proposicao [3.1] ¢ suficiente mostrarmos que n?H? — |A|* > 0, o que ¢ imediato:

1
n’H? — |A]? = m((W —1)? = (" = 1)* = (n—1)r¥)
1
= 3= 1(7“2712 — (r*+2)n+2)
—1
= :2_1[717“2—2] >0,

uma vez quen > 2er > 1.
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4 METRICAS QUASI-EINSTEIN EM H" x R

Neste capitulo, apresentaremos uma descricao completa das estruturas quasi-
FEinstein existentes em H" x R. Na segao [£.1} estudamos as métricas m-quasi-Einstein,
ou simplesmente métricas quasi-Finstein, as quais estao diretamente relacionadas com
métricas warped de tipo Eintein. Na secao 4.2, construimos dois exemplos de estruturas
quasi-Einstein em H" x R e enunciamos o principal resultado do capitulo. Na secao [4.3]

demonstramos alguns resultados técnicos e provamos o principal resultado deste capitulo.

4.1 Generalidades sobre métricas quasi-Einstein

Conforme mencionado na introducgao, as métricas m-quasi-Einstein, ou simples-
mente métricas quasi-Einstein, estao diretamente relacionadas com produtos warped Eins-
tein (veja, por exemplo, 2007, 2011} 2012 e 2003). Mais precisamente, se m é inteiro
positivo, uma variedade n-dimensional m-quasi-Einstein é a base de um produto warped
Einstein (n+m)-dimensional. Um ingrediente importante para entender o comportamento
de uma tal classe de métricas em uma variedade Riemanniana é o tensor m—Bakry—Emery
de Ricci, que apareceu primeiramente em (Qian, [1997) e (Bakry, [1996)) e é definido a
seguir.

Defini¢ao 4.1 Sejam (M™,g) uma variedade Riemanniana e f uma fun¢do suave sobre
M™. O tensor m-Bak:ry-Eme’ry de Ricci de M com respeito a f, denotado por Ricl',
¢ definido por

1
Ric}' = Ric + Hess f — Edf ® df, (68)

com 0 <m < oo.
Observe que, se f é constante, entao Ric}" = Ric e, assim, o tensor definido acima é uma
extensao natural do tensor de Ricci em uma variedade Riemanniana.

O tensor m—Bakry-Emery de Ricci pode ser estendido (veja 2012/ e 2010) para

um campo arbitrario X, pondo-se
. m | L, b
Ric'y :RIC+§£XQ——X ® X', (69)
m

onde Lxg é a derivada de Lie da métrica ¢ na direcio de X e X’ é a 1-forma metricamente
dual associada ao campo X.

Um problema interessante é o de determinar as variedades Riemannianas
(M™, g) tais que Ricy = \g, para algum campo de vetores X e alguma constante A € R.
Neste contexto, temos a seguinte definicao importante.

Definicao 4.2 Uma variedade Riemanniana (M",g) é chamada m-quasi-Einstein se
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existem constantes m, A € R e um campo de vetores X tais que
cm : 1 1 b b
Ric% :Rlc—i-éﬁxg——X ® X’ = \g. (70)
m

No contexto da definigao acima, é comum escrevermos que (M", g, X, ), ou simplesmente
M™, é m-quasi-Einstein.

Este problema é classicamente estudado quando X = V f, para alguma funcao
suave f : M — R. Nesse contexto, uma vez que Ly g = 2Hess f, diremos que (M™, g,V f, \)

é m-quasi-Einstein, com funcao potencial f, se
Cm : 1
Ric}" = Ric + Hess f — Edf ®df = A\g. (71)

A equagao ([70]) é particularmente interessante. Se m = oo, obtém-se a equagao
que define os conhecidos sélitons de Ricci. Se m é um inteiro positivo e X = V f, entao (cf.
Teorema 2.2 de 7) M™ é a base de um produto warped Einstein com fibra m-dimensional.
Quando X = 0, dizemos que (M™, g, X, \) é trivial, o que significa que (M, g) é Einstein.

Observamos que se fazemos u = 6_%, entao, um calculo direto mostra que a

equagao acima ¢é equivalente a
m
Ric — —Hessu = Ag. (72)
u

Defini¢ao 4.3 Uma variedade m-quasi-Einstein (M", g,V f, \) € dita ser expansiva se
A < 0, estactondria sec A =0 e contrdtil se X > 0.
Observamos que os sélitons de Ricci (o caso m = oo da equagao (70))) sao as

variedades Riemaniannas (M", g) que satisfazem a equagao
Ric + Hess f = Ag, (73)

para alguma fungao f € C*°(M) e algum A € R. Assim como na definigdo acima, dizemos
que um séliton de Ricci é expansivo, estacionario ou contratil desde que tenhamos, na
equacao , A <0, A=0o0u\ >0, respectivamente.

Relembremos que, em uma variedade compacta M", uma métrica oo-quasi-
Einstein (i.e., um séliton de Ricci) com A < 0 é trivial (veja 2008). O mesmo resultado foi
provado em (Kim, 2003) para uma métrica m-quasi-Einstein em uma variedade compacta
com m finito. Além disso, é bem sabido que sélitons de Ricci compactos e contréateis
tém curvatura escalar positiva (veja, por exemplo, 2008). Uma extensao deste resultado
para métricas quasi-Einstein contrateis em uma variedade compacta, com 1 < m < oo,
foi obtida em (Case, 2011). Recentemente, em (Brozos, 2014), Brozos-Vazquez e co-
autores provaram que métricas Lorentzianas quasi-Einstein e localmente conformemente

planas sao globalmente conformemente equivalentes a uma forma espacial ou localmente
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isométricas a uma pp-wave ou a um produto warped.

Ressaltamos que Bakry e Ledoux, em (1996, provaram um analogo do teorema
de Myers. Além disso, baseados em desigualdades de Sobolev, apresentaram uma nova
prova analitica do teorema de Cheng, o qual afirma que, se (M", g) é uma variedade
Riemanniana com Ric > (n — 1)g e diametro igual a 7, entao M™ é isométrica a esfera
unitaria S”. O resultado de Bakry e Ledoux implica que toda variedade quasi-Einstein
contratil é compacta. Além disso, se p é uma constante tal que Ayf = Af —(Vf,Vf) =
—mue%f , Case provou que nao existem métricas m-quasi-Einstein estacionérias com p <
0, a nado ser nos casos triviais (cf. [2010). Combinando os resultados de Bakry e Ledoux
com o teorema de Case, concluimos que toda métrica quasi-Einstein nao trivial em uma
variedade nao compacta deve ser expansiva se ;1 < 0. Por outro lado, sabe-se que o espaco
hiperbdlico n-dimensional H", munido de sua métrica canoénica, admite uma estrutura
quasi-Einstein espansiva nao trivial. Ja o espago Euclidiano R” e a esfera Euclidiana S”

nao admitem estruturas quasi-Einstein nao triviais.

4.2 Métricas quasi-Einstein em H" x R

No restante desse capitulo, consideramos a métrica canonica sobre H" x R, a qual

¢ dada por
= —1 En dx? + dt? 74

Provaremos que (H" X R, g) admite apenas duas estruturas quasi-Einstein distintas, apre-
sentadas nos dois exemplos desta secao.

Comecemos esta segao demonstrando alguns lemas que serao tteis a prova do
Teorema [4.1] Nosso objeto de estudo é a variedade H" x R, dada por

H" x R={(z,t) e R" x R;x = (x1,...,2,),x, > 0}, (75)

e munida com a métrica Riemanniana
n
1 2 2
g9 = — g dx; + dt”.
x2 4
=1

E imediato verificar que E; = 2,,0,,, ¢ = 1,...,n, e E,1; = 0; fornecem um
referencial ortonormal global. Além disso, um célculo também imediato mostra que os

colchetes de Lie de tais campos sao dados por

[E;, E,| = —E;, (76)
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parai=1,...,.n—1,e
[Ej, Bl =0 (77)

nos demalis casos.

Agora, usando a formula de Koszul

AVKY,Z) = X(Y,Z)+Y(X,Z)— Z(X,Y)
_<X= [Y7 Z]> - <Y7 [X> Z]> + <Z= [Xa Y]>:

concluimos que a conexao Riemanniana V correspondente a g é dada por

parai=1,...,n—1, e Vg, Ex = 0 nos demais casos.
O seguinte lema dé a expressao do tensor de Ricci de H™ x R.
Lema 4.1 O tensor de Ricci de H" x R € dado por

Ric = —(n — 1)g + (n — 1)dt*.

Demonstragio: Lembramos que Ric(X,Y) = S 771 (R(E, X)Y, E), onde R denota o

operador de curvatura de H" x R. Para+=1,...,n — 1, temos entao que

Ric(E;,E;) = Y (R(Ey, E)E;, Ey)

ki
= Y (V5. VeEi — ViV E — Vg, 5B, B
k#i
= Z(kaEn — Vg5 Ei; Ek)
ki
= (Vg,En — Vg, 5B, En) + Z (Ve En — Vg, gL, Er)
k#in
= <_VE¢EZ'7 En> + Z <VEkETL7 Ek)
= 1+ Y (~E, Ek
k#i,k<n
= —(n—1).
Calculos diretos também mostram que Ric(E,, E,) = —(n — 1), Ric(Epi1, Eny1) =0 e

Ric(E;, E;) =0, se ¢ # j. Isto conclui a demonstragao.

Exemplo 4.1 Consideramos H™ x R com a métrica canonica e a funcao potencial

t) = £4/(n — 1)mt. E facil ver que Vf = ++/(n —1)m0, e, com isso, Hess f = 0
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(veja (78)). Como Ric, = —(n —1)g + (n — 1)dt* (cf. lema (4.1))), temos

Ric} = —(n—1)g+ (n—1)dt* — tm(n —1)dt*

= —(n—1)g (79)

isto é, (H" x R, ¢,V f,—(n — 1)) é m-quasi-Einstein, para todo m > 0.

No exemplo acima, X = Vf é um campo de Killing em relacao a g. Em
seguida, descrevemos nosso segundo exemplo, onde o campo associado a estrutura quasi-
Einstein nao é Killing.

Exemplo 4.2 Consideramos H"” x R com a métrica canonica , e a funcao potencial
f(z,t) = —mlIn(cosh(ut + a)), onde a € R e p = \/% Nao ¢é dificil mostrar que
Vf = —mptanh(ut + a)d; e, assim (veja (78)),

Hess f(E;, E;) = —mpE;(tanh(ut + a))0p41,5-
Em particular, Hess f(E;, E;) =0sei#n+1ou j # n+ 1. Além disso,
Hess f(Epi1, Eny1) = —mp®sech?®(ut + a),
o que nos da
Hess f = —mp?sech?(ut + a)dt®. (80)
Entao, os calculos acima, juntamente com o Lema e a definicao de u, fornecem

Ric} = —(n—1)g+ (n—1)dt* — mp’sech®(ut + a)dt®
—%mﬂf tanh®(ut + a)dt?
= {(n—1) — mp®[sech®(ut + a) + tanh?(ut + a)]}dt?
—(n—1)g
= —(n—1)yg,
de sorte que (H" x R, g, Vf, —(n — 1)) é m-quasi-Einstein, para todo m > 0.

E importante ressaltar que o objeto basico de estudo em relatividade geral é

uma variedade Lorentziana (M™, g) satisfazendo a equacao de Einstein
) 1
Ric — ERg = 97T, (81)

onde R e T sao, respectivamente, a curvatura escalar e o tensor de stress-energy da
matéria (cf. Wald, [2010). A primeira solu¢ao da equagdo de Einstein (com 7' = 0) foi

obtida por Schwarzchild em 1916 (para mais informagoes veja [1983). Neste ponto, é im-
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portante lembrar que um espaco-tempo estatico é uma variedade de dimensao quatro que
admite um campo tipo-tempo Killing e uma hipersuperficie tipo-espaco que é ortogonal
as curvas integrais deste campo (veja|2010)). Espagos-tempo estaticos sao solugoes globais
importantes da equagao de Einstein em relatividade geral. E importante também lembrar
que métricas 1-quasi-Einstein satisfazendo Ae™/ 4 Ae™/ = 0 sdo métricas estaticas com
constante cosmologica A. Métricas estaticas vém sendo muito estudadas devido a sua
conexao com curvatura escalar e ao teorema da massa positiva em relatividade geral (cf.
Corvino,2000) e (Anderson, 1999)). Por outro lado, lembramos que, em uma variedade

Riemanniana (M", g), a linearizagao do operador de curvatura escalar é dada por
L4(h) = —=Ay(trg(h)) + div(div(h)) — g(h, Ricy), (82)
onde h é um 2-tensor. Além disso, o L?-adjunto formal £7 de £, ¢ dado por
£5(u) = —(Ayu)g + Hess u — uRicy, (83)

onde u é uma fungao suave sobre M™.

Sob tais condigoes, u ¢ um elemento nao trivial do niicleo de £ se, e somente
se, a métrica produto warped § = —u?dt®* + g ¢ Einstein (veja a Proposigao 2.7 de
(Corvino,2000)).

Se (M™, g,V f,\) é m-quasi-Einstein, com m < oo, podemos considerar u =

e~ % e reescrever a equacao fundamental 1) como
m
Ric — —Hessu = Ag. (84)
u

Com isso, combinando e , podemos concluir dos Exemplose que (H" xR, g)
produz produtos warped Einstein.

Estamos, agora, em condicoes de enunciar o principal resultado deste capitulo,
o qual mostra que os exemplos descritos anteriormente sao unicos. Mais precisamente,
temos o seguinte resultado.
Teorema 4.1 Se (H" xR, g,V f, \) é m-quasi-Einstein, entao f € dada como no Exemplo
ou como no Ezemplo [[.3

Observamos que o Teorema mostra que existe um produto warped natural
sobre a base H" x R para cada m > 0, com funcao warping e‘i, onde f é dada como
nos Exemplos ou . Além disso, relembramos que métricas Riemannianas com
Ker(£7) nao trivial sao também chamadas estdticas. Sendo assim, para m = 1 é fécil
checar que Ae™/ + Xe™/ = 0, o que nos permite concluir, de , que g é uma métrica

estatica em H" x R.



51

4.3 Prova do Teorema [4.1]

Nesta segao, supomos que (H" x R, g,V f,\) é m-quasi-Einstein. Inicialmente,
usamos o Lema para deduzir o resultado auxiliar a seguir.
Lema 4.2 Se (H" x R, g, Vf,\) é m-quasi-FEinstein, entdo:
(a) x%gix]g — xn% = La2 (%)2 +A+(n—1), sei <n;

T

02 o
(d) Ox;0x; m z; dx;’ ser<j)<mn,
2
(e)x2 o f _{_xnaf_szaf of

n Bmamn Ox; ~ mTnox; Oxn’

af d -
(1) Dz:0L at = %a_aia_{f set < n.
Demonstragao: Para obter o item (a), aplicamos cada membro de (71)) ao par (E;, E;),

com i < n, e usando ([78)) em seguida, temos

set < n,

A\ = —(n— 1)+ (V5 VI E) - — (aaD

al‘i
9% f of 1 of \?
(L 2 . L2
= —n 1)+I"5x12 "0z, m " (0@)

Agora, aplique um raciocinio analogo aos pares (E,, E,), (Eyt1, Ent1), (B, E;) com i <
j<mn, (Ey,FE,) comi<ne(E,E,1)comi < n, para obter (b), (c), (d), (e) e (f),
respectivamente. Isto conclui a demonstragao.

Como aplicacao do Lema [4.2] temos o seguinte resultado.
Lema 4.3 Se (H"xR, g,V f, \) é m-quasi-Einstein entao, 8t( t) = +v—mh ou ( t) =

—v=mAtanh(ut + a), onde a = a(z) e p=/—2.
Demonstracao: Fixe z € H" e faca h(t) = % (z,t). Entdo, h € C®(R) e, pelo item (c)
do Lema [£.2] temos

h2
o= (85)

Se h' =0, entdao h = v/ —mA\, o que nos dé a primeira parte.

Suponhamos, entdo, que m~th? + X\ # 0. A equacao pode ser reescrita
como

1
h' = 36
(m=1h2 + )1 (86)
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uma EDO separavel de primeira ordem. As solugoes sao

h(t) = VmAtan (\/%(thc)), se A >0,

h(t) = — m’ se A=0
t+c

h(t) —v—mA|l [ A
‘m = exp<2 —E(t+c)>, se A <0,

onde ¢ € R. Mas, como h € C*°(R), os dois primeiros casos acima nao nos servem. Como
estamos supondo m~th% + X\ # 0, isto é, h(t) # ++/—m), temos duas possibilidades para
o caso A < O:

h(t)—v/—mA\
(1) —h(t — = €xp (2@ A (t + c));
—v—m\ __ o A
A —= = —exp (2 (t—i—c)).

Escrevendo pu = w/—% temos, para o primeiro caso,

ou

h(t) = v —mAcoth(—pu(t+ c)),
a qual nao serve, uma vez que h € C*°(R). Para o segundo caso, temos
h(t) = vV—mAtanh(—u(t + ¢)) = —vV—mAtanh(ut + a),

o que conclui a demonstracao.

Observamos que o lema acima garante que A < 0. Em verdade, segue do item
(b) do Teorema 3.6 de (Case, 2010) que, para m > 1, tem-se A < 0, pois se tivéssemos
A =0, entao H" x R seria Ricci-flat, o que é uma contradicao.

Podemos, finalmente, apresentar a prova do Teorema [4.1]

Demonstracao do Teorema Nas notagoes do Lema [£.3] temos as pos-
sibilidades

af

I
ot m

ou

or
ot

onde a = a(z) e p=/—2.

(z,t) = —vV—mAtanh(ut + a),
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No primeiro caso, segue do item (f) do Lema |4.2 que

10

19/ (£vV—mA) = 0.

m Ox;
Mas como A < 0 (cf. pardgrafo que segue a demonstragdo do Lema , temos % =
para i < n. Além disso, segue do item (a) do Lema que A = —(n — 1) e, assim,

f(z,t) = £/m(n — 1)t.
Suponhamos, pois, que %(x, t) = —v/—mAtanh(ut + a). Segue do item (f) do
Lema [£.2] que

of

da
h? (it
sech”(ut + a) e

8:1:1-

1
= —tanh(ut 87
—tanh (it + ) (57)

para cada (z,t) € H" x R.
Por outro lado, fixando x € H" e escolhendo ¢ € R de tal modo que tanh(ut +

a) = 0, segue de que sech?(ut + a(x))g—;(x) = 0. Mas, como sech?(ut + a) nunca se

anula, concluimos que % = 0. Como z € H" foi fixado arbitrariamente, obtemos 2& =
3

ox; —

o que implica que a = a(x) é constante. Assim,

af

1
—tanh(ut + a =0,
—tanh(ut + a) o
para todo (z,t) € H" x R, de onde segue que g—i = 0, para ¢ < n. Usando novamente o

item (a) do Lema [£.2] obtemos A = —(n — 1), o que finaliza a demonstragéo.



54
5 CONCLUSAO

No primeiro capitulo deste trabalho abordamos o problema da estabilidade de
cones Euclidianos construidos sobre superficies minimas da esfera unitaria, provando que
se ¥2 C S? é uma superficie minima, fechada, nao totalmente geodésica, entdo o cone
CY C S* ¢ minimo mas nao minimza 4rea em relacdo a variacoes que fixam seu bordo.
Uma questao em aberto é saber se ha uma dimensao 6tima, isto é, se a partir de certa
dimensao o cone passa a ser estavel.

No segundo capitulo estudamos um problema de rigidez de hipersuperficies
completas e ndo compactas X" no espaco de De Sitter S!™. Provamos que se n > 3,
a curvatura média H ¢ limitada, a curvatura escalar R é constante e menor que 1 e a
imagem da aplicagao hiperbdlica de Gauss estd contida em uma horoesfera ou em um
hemisfério determinados por um certo vetor a € L""2, entao ¥ é totalmente umbilica.
Um problema interessante seria analisar o caso n = 2.

Por fim, no terceiro capitulo abordamos o problema de determinar as estruturas
quasi-Einstein existentes em H" x R, provando que esta variedade munida da métrica
produto é m-quasi-Einstein se, e somente se, a funcao potencial é da forma e*®? ou
cosh(at+a), com oo = /(n — 1)m~1. Seria interessante fazer a mesma classifica¢do para

casos mais gerais, como M x R, onde M tem curvatura de Ricci constante e negativa.
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