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RESUMO

Esta pesquisa teve por objetivo analisar as contribui¢fes de metodologia desenvolvida, com
suporte de tecnologias digitais, para o desenvolvimento do conceito de covariacdo presente
nas estruturas multiplicativas. Para isso, foram realizadas analises das situacdes presentes no
campo conceitual multiplicativo, verificando a ocorréncia, ou ndo, da covariacdo. O
desenvolvimento das atividades foi fundamentado em estudos relacionados as contribuicdes
das multiplas representacGes para a aprendizagem e da abordagem seres-humanos-com-
midias. Utilizou-se, como metodologia, a pesquisa de intervencdo. A investigacdo foi
realizada em uma Escola Municipal de Tempo Integral, localizada no municipio de Fortaleza
- Ceard, com estudantes de uma das turmas do 6° ano do Ensino Fundamental. A turma de
alunos foi dividida em: Grupo Controle (GC), com 15 alunos e Grupo Experimental (GE),
com 12 alunos. A investigacdo foi dividida em trés etapas: pré-teste, intervencéo e pos-teste.
Todos os alunos, dos dois grupos, participaram do pré-teste e do pds-teste, aplicados
individualmente e sem uso do computador. Tendo sido aplicados para diagnosticar 0s
conhecimentos dos alunos em relacdo a compreensdo de situacdes de propor¢do simples, de
proporcdo maltipla, de proporcéo dupla, de interpretacdo e construgdo de graficos lineares e
compreensdo de padréo de tabelas. A intervengdo aconteceu apenas com o GE, no momento
das aulas de Matematica. Essa etapa teve duracdo de 3 meses, com 18 encontros. As
atividades desenvolvidas para esses encontros, utilizavam tecnologias digitais como: software
Geogebra, recurso digital Equilibrando proporcdes, aplicativo online Cacoo, WhatsApp e
blog. O GC manteve as aulas de Matematica e de disciplinas eletivas, nos mesmos horarios do
GE. Os dados foram analisados de modo a conhecer e compreender o desempenho dos alunos
antes e apo0s as atividades; os teoremas-em-acdo mobilizados durante a intervencdo e suas
evolucdes; e as contribuicdes das tecnologias usadas para a compreensdo do conceito de
covariacdo. Os estudantes submetidos a intervencdo apresentaram, estatisticamente, um
desempenho superior, quando comparados aos estudantes do GC, demonstrando a eficacia da
metodologia. Constatou-se, ainda, a modificacdo de esquemas por meio de estratégias mais
elaboradas, mesmo para situagbes que j& eram conhecidas pelos estudantes do GE. As
tecnologias digitais utilizadas contribuiram para a compreensdo da invariancia e da
covariacao, ao relacionar multiplas representacdes de forma dinadmica, possibilitar a producao

de conhecimento e a significagcdo de contextos sociais e matematicos.

Palavras-chave: Covariagdo. Estruturas multiplicativas. Tecnologias digitais.



ABSTRACT

This research aimed to analyze the contributions of a methodology with support of digital
technologies, for the development of the co-variation concept present in multiplicative
structures. Thus, analyzes of situations present in the multiplicative conceptual field were
performed, verifying the occurrence or not of covariance. The developed activities were based
on studies related to contributions of multiple representations for learning and human-media
approach. To verify the contributions of the activities, an intervention research was
conducted. The study was performed in a Middle School, located in Fortaleza - Ceara, using
students from the 6th year. The students were divided in control group (CG), with 15 students
and Experimental Group (EG), with 12 students. The approach used in the research was
divided in three stages: pre-test, intervention and post-test. All students, from both groups
participated of the pre-test and post-test, which was applied individually without computer
use. The testes were applied to diagnose students' knowledge about situations of simple
proportion, multiple proportion, double proportion, interpretation and construction of linear
graphs and understanding of tables patterns. The intervention was performed only in EG
during the mathematics classes. This phase, was carried out in 18 meetings during three
months. During these meetings the activities used digital technologies such as Geogebra
software, digital resource balancing proportions, online application Cacoo, WhatsApp and
blogs. Simultaneously, the GC attend mathematics and elective classes. The produced data
were analyzed in order to understand the student performance before and after proposed
activities; theorems-in-action mobilized during the intervention and its evolution; and the
contributions of the technologies to the understanding of the covariation concept. Students
from the EG showed statistically superior performance than students from GC. In addition,
was also detected among EG students modification of schemes applying more elaborate
strategies, even in already known situations. The used digital technologies have contributed
conceptually to the understanding of invariance and covariance, by linking multiple
representations of dynamical ways, allowing the construction and production of knowledge

and the significance of social and mathematical contexts.

Keywords: Covariation. Multiplicative structures. Digital technologies.
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1 INTRODUCAO

Avaliacdes de larga escala aplicadas a alunos da Educacdo Bésica, em nivel
internacional, nacional e local, como: Program International Students Assessment (PISA);
Prova Brasil, Sistema de Avaliagdo da Educacdo Bésica (SAEB), Sistema Permanente de
Avaliacdo da Educacdo do Estado do Ceard (SPAECE) apontam baixos indices de
proficiéncia em Matematica, principalmente relacionadas ao raciocinio multiplicativo.

O Programa Internacional de Avaliacdo de Estudantes® (PISA) dos Gltimos anos
mostra que, embora o Brasil tenha melhorado suas notas em matematica de 334 pontos em
2000 para 391 pontos em 2012, o Pais continua no nivel 1, numa escala de 1 a 5 (BRASIL,
2012). Esses dados demonstram que estudantes brasileiros ndo conseguem interpretar
situacbes que exigem apenas deducOes diretas da informacdo dada e ndo sdo capazes de
entender percentuais, fracfes ou graficos.

Os resultados divulgados pelo Sistema de Avaliacdo da Educacdo Bésica (SAEB)
de 2011, relativos aos alunos do 5° ano do Ensino Fundamental, reafirmam o baixo
desempenho em matematica, pois, apenas 1,70% dos alunos do 5° ano pontuaram no nivel
mais alto (BRASIL, 2011). Em uma andlise mais detalhada em relagdo aos contetdos das
estruturas multiplicativas, constata-se que somente 20,22% dos alunos séo capazes de resolver
problemas contendo a multiplicagdo envolvendo a nocdo de proporcionalidade; 10,55%
conseguem resolver problemas com a divisdo exata ou a multiplicacdo de nimeros naturais;
4,39% resolvem problemas envolvendo grandezas diretamente proporcionais requerendo mais
de uma operacdo e 1,70% dos alunos séo capazes de resolver problemas compreendendo
multiplicagdo com significado de combinatoria.

Os resultados do Sistema Permanente de Avaliacdo da Educacdo Basica do Ceara
(SPAECE) tambem apontam um baixo desempenho em Matematica. No exame realizado em
2012, apenas 20,2% dos estudantes do 5° ano do Ensino Fundamental estavam no nivel
considerado adequado (CEARA, 2013). Segundo a escala de proficiéncia do SPAECE, ¢é
considerado no nivel adequado os estudantes que atingirem acima de 250 pontos, sendo
capazes, dentre outras habilidades, de resolverem problemas utilizando a multiplicacdo e

reconhecendo que um numero ndo se altera ao multiplica-lo por um.

! Program International Students Assessment. Suas avaliacdes tém periodicidade trienal e contemplam, apenas,
trés areas: Leitura, Matematica e Ciéncias. A proxima avaliacdo de Matematica esta prevista para o ano de 2018,
pois, em 2015 aconteceu a de Ciéncias.
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Esses resultados mostram uma baixa proficiéncia que os estudantes do 5° ano do
Ensino Fundamental apresentam ao chegar ao 6° ano de escolaridade, em relacdo aos
problemas envolvendo raciocinio multiplicativo (multiplicacéo, divisdo, razdo, porcentagem e
proporcionalidade).

O raciocinio multiplicativo tem sido estudado por Vergnaud (1988) em sua Teoria
dos Campos Conceituais (TCC), que propde a divisdo de conceitos matematicos em campos
conceituais. Esse tipo de raciocinio faz parte do Campo Conceitual das Estruturas
Multiplicativas, no qual estdo presentes os conceitos de funcdes linear e ndo-linear, o espaco
vetorial, a analise dimensional, a fracdo, a razdo, a propor¢do, 0 numero racional, a
multiplicacdo e a divisdo (VERGNAUD, 1983, 1988, 1994).

Os problemas que envolvem a operagdo de multiplicacéo e/ou divisao diferem dos
problemas que envolvem, por exemplo, a adi¢cdo. Magina, Santos e Merline (2010, 2012)
explicam que o raciocinio multiplicativo corresponde a definicdo de uma relacéo fixa entre
duas quantidades, ou seja, toda situacdo multiplicativa envolve duas quantidades (de naturezas
iguais ou distintas) e uma relacdo constante entre elas.

Devido a essas caracteristicas, as situacbes do campo conceitual multiplicativo,
segundo Vergnaud (1983, 1988, 2009), apresentam um quadro de proficiéncia mais critico por
envolverem um esquema mais complexo de pensamento. Diversos autores consideram que o
raciocinio proporcional é um processo complexo de pensamento matematico, que faz parte do
campo multiplicativo e serve para consolidar ideias matematicas, sendo, portanto, a base para
pensamentos matematicos mais avancados envolvendo relagbes proporcionais (CRAMER,;
POST; CURRIER, 1993; LESH; POST; BEHR, 1988; VERGNAUD, 1983; LAMON, 2005).

Lamon (2005) esclarece que o raciocinio proporcional tem como base a
sofisticacdo do raciocinio multiplicativo devido a necessidade de comparar duas quantidades
em termos relativos, ou seja, estabelecendo relagdes, ao invés de em termos absolutos, como é
requisitado no raciocinio aditivo.

Os conceitos relacionados a proporcionalidade sdo fundamentais para a
compreensdo da Matematica de uma forma geral, pois sdo habilidades extremamente
pertinentes nas praticas cotidianas da sociedade. Estas habilidades podem estar presentes em
situacbes do dia a dia, como na preparacdo de uma receita; na comparacdo de pregos de
produtos com quantidades diferentes; na verificagdo do montante a ser recebido em relacéo as
horas trabalhadas, na constatacdo dos quilémetros percorridos em uma viagem, baseado na

velocidade e no tempo transcorrido; além de muitas outras.
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Lamon (2003) explica que a compreensdo de proporcionalidade envolve a
capacidade de fazer analises conscientes da relagdo entre duas quantidades - invariancia, e da
compreensdo de como elas variam em conjunto - covariancia. A invariancia é percebida por
uma relacdo fixa entre duas quantidades, como quilébmetros por hora. A covariacdo envolve o
entendimento de situacbes em que duas quantidades variam em conjunto. Por exemplo, se
para fazer um bolo gastam-se 3 ovos por bolo, para fazer 5 bolos, usando esta mesma
proporcéo, serdo precisos 15 ovos.

Os conceitos envolvidos no campo conceitual das estruturas multiplicativas estéo
presentes em varios conteudos curriculares da Matemaética da Educagdo Basica, perpassando
todos os blocos de contetdos classificados pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN):
Numeros e OperacOes, Grandezas e Medidas, Espaco e Forma e Tratamento da Informacéo
(BRASIL, 1997). Pode-se considerar que a compreensdo da proporcionalidade e o
desenvolvimento do raciocinio proporcional sdo basilares para o ensino elementar da
Matematica (LESH; POST; BEHR, 1988).

Ainda gue o curriculo de Matematica considere, desde cedo, a proporcionalidade
em seu percurso escolar, 0 que se observa € que os estudantes apresentam dificuldades em
compreender a sua natureza multiplicativa.

Silvestre e Ponte (2009) sugerem que o raciocinio proporcional deve envolver a
capacidade de: distinguir situacfes de natureza proporcional de situagdes que ndo tem essa
natureza; compreender a natureza multiplicativa das relagdes proporcionais e resolver
diferentes tipos de situacdes, com abordagens e representacdes diferenciadas (textos, graficos,
tabelas, razdes).

E muito comum que o ensino seja focado nas regras e procedimentos,
objetivando, principalmente, a fixacdo do contetido para a obtencdo de resultados imediatos
(VERGNAUD, 2009). No estudo de proporcionalidade, por exemplo, o algoritmo da regra de
trés ndo favorece o desenvolvimento do raciocinio proporcional. Post, Behr e Lesh (1988) e
Hart (1984) esclarecem que, muitas vezes, 0 uso do algoritmo é mal compreendido pelos
alunos, gerando, em poucas ocasifes, um método de resolucdo natural, além do automatismo
ser, muitas vezes, utilizado pelos estudantes.

Para evitar a falta de compreensédo do uso do algoritmo do produto cruzado, Ponte
et al. (2010) defendem que é preciso enfatizar as relagcbes multiplicativas existentes nas
relagbes de proporcionalidade, uma vez que essas associacbes envolvem aspectos de

covariacdo de quantidades e a invariancia entre essas quantidades.
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Diversos autores associam o raciocinio proporcional com o sentido de covariacao,
considerando, também, as relacdes multiplicativas (CABRITA, 1998; LAMON, 2005, 2007,
LESH; POST; BEHR, 1988). Lesh, Post e Behr (1988) consideram que o sentido de
covariacdo estd presente no raciocinio proporcional como uma forma de raciocinio
matematico que possibilita multiplas comparacfes, assim como compreender mentalmente
conjuntos de informacdes relacionadas ao pensamento qualitativo? e quantitativo.

A compreensdo de covariancia de quantidades e a invariancia de razbes ou
produtos pode colaborar com a capacidade de distinguir relagdes multiplicativas entre duas
quantidades (LAMON, 2007). A relacdo entre duas variaveis diferentes requer processos
cognitivos dissemelhantes, uma vez que é possivel distinguir dois tipos de raciocinio: o
raciocinio escalar que ocorre quando as transformagdes acontecem “dentro” de uma mesma
variavel® e o raciocinio funcional percebido nas relagdes “entre” duas varidveis diferentes
(LAMON, 1994).

Esse raciocinio mencionado por Lamon (1994, 2005, 2007) estd presente em
situagdes multiplicativas com relaces quaternarias®, denominadas de proporcéo - simples,
dupla e multipla (MAGINA; SANTOS; MERLINE, 2010, 2012; SANTOS, 2012, 2015).
Nessas situagdes, é possivel fazer dois tipos de analise: uma horizontal, correspondente ao
operador funcional que relaciona duas quantidades de natureza distinta; e a outra vertical,
associada ao operador escalar que opera com as quantidades de mesma grandeza®
(VERGNAUD, 1983, 1988, 2009).

Assim, a relacdo um-para-muitos pode ser considerada a base do conceito de
proporcdo, uma vez que envolve uma relacdo entre duas quantidades que se mantém
invariavel em uma determinada situacdo, como, por exemplo: 1 médo tem 5 dedos; 1 carro tem
4 rodas; 1 pacote tem 10 bombons; dentre outros (NUNES; BRYANT, 1997, 2009).

A relacdo funcional presente nas situacdes multiplicativas quaternarias ndo € de
facil compreensdo das criancas (CASTRO et al., 2015; VERGNAUD, 2009), e implica,
segundo (VERGNAUD, 2009, p. 252): "[...] ndo somente a no¢do de relagdo numérica, mas
também aquela de quociente de dimensdes”, no caso, dos exemplos anteriormente citados:

dedos por méo, rodas por carro, bombons por pacote. Logo, em se tratando, por exemplo, de

? Esse tipo de pensamento é requisitado antes da realizacdo de célculos, e permite o desenvolvimento de
parametros e estratégias mentais apropriadas para compreender cada situagdo (LESH; POST; BEHR, 1988).

* O termo variavel, utilizado por Lamon (2007), est4 associado & grandeza.

* Envolve uma relacéo entre quatro quantidades, de naturezas distintas, organizadas duas a duas (SANTOS,
2012).

% A relagéo entre grandeza e unidade é expressa por um nimero que quantifica quantas vezes a grandeza contém
a unidade (LORENZATO, 2006).
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proporcdo simples, ao compreender a relagcdo funcional e estabelecer o operador funcional,
tem-se o coeficiente linear de uma funcdo - propriedade do coeficiente constante®
(VERGNAUD, 1994).

Ao se analisar a estrutura de uma situacdo de proporcdo, é possivel verificar
propriedades isomérficas da funcdo linear’; propriedades do coeficiente constante; e
propriedades especificas de funcdes bilineares®, o que possibilita que os estudantes utilizem,
n&o apenas, os conceitos de Aritmética, mas nogdes da Algebra (VERGNAUD, 1994; POST;
BEHR; LESH, 1988).

De acordo com Nunes e Bryant (2009), é possivel, ao se trabalhar com situacoes
multiplicativas, como as que envolvem proporcdo e funcdes lineares, duas abordagens
radicalmente distintas. A primeira abordagem baseia-se em verificar 0s esquemas iniciais dos
estudantes, possibilitando o seu desenvolvimento, de modo que os alunos tenham consciéncia
das relacdes escalares e funcionais das situacdes trabalhadas. Para isso, sdo utilizadas, em
determinadas situacdes, diagramas, tabelas e gréaficos, como ferramentas para ajudar 0s
estudantes a compreender os modelos que estdo sendo usados e transforma-los em modelos
para situacdes posteriores. A segunda abordagem € ainda mais algébrica e utiliza como
ferramenta a representacdo de fracdes e 0s nimeros decimais, para permitir a abstracdo dos
alunos desde o inicio das situages fisicas. Segundo Nunes e Bryant (2009), ndo ha pesquisas
que tragam evidéncias de qual dessas abordagens é mais eficaz, destarte, investigacGes
baseadas em uma dessas abordagens podem proporcionar grandes contribuicdes para a sala de
aula.

Compreende-se que as duas abordagens podem trazer aporte para o aprendizado
dos alunos, contudo, enquanto percebe-se um tratamento quase que totalmente algébrico, com
énfase na simplificacdo de expressdes algébricas, resolucdo de equacbes, aplicacdo de regras
para manipulacdo simbdlica, com elevado nivel de abstracdo, na segunda abordagem;
verifica-se a possibilidade de trabalhar com a aritmética de uma forma mais algebrizada,
como forma de contribuir com a aprendizagem da algebra em anos posteriores. Diante disso,
esta tese se baseia na primeira abordagem, pois entende-se que ndo ha como desenvolver a
compreensdo da covariagdo considerando apenas a aritmética ou apenas a algebra, pois esse

conceito esta no limite entre esses dois campos conceituais.

®fix) =ax — x :if(x)
TH(x + x') = f(x) + £ (X); f(X - X') = f(X) - f (X'); F( CaXq + CoXp) = Cof(Xy) + Cof (X2);
8 f(Clxl, C2X2) = C]_CZf(Xl, X2)
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Para Warren e Cooper (2008), a algebrizacdo da aritmética, no curriculo de
matematica, esta associada ao desenvolvimento do pensamento matemético a partir da
descoberta de relagdes funcionais, do trabalho com padr@es e das generaliza¢cdes matematicas.
A algebra, nesse sentido, ndo é considerada apenas como um conjunto de técnicas, mas como
uma forma de pensar nas situacbes matematicas (KIERAN, 2007).

A articulacdo entre a algebra e a aritmética é defendida por Schliemann, Carraher
e Brizuela (2007) porque, muitas vezes, a forma como a aritmética tem sido ensinada tem
desenvolvido concepcBes pouco favoraveis a aprendizagem algébrica.

Estudos verificaram que muitos estudantes realizam processos aritméticos em
expressdes algébricas, pois atribuem significado aritmético aos simbolos (TELES, 2004; GIL,
2008). Diversos trabalhos defendem o desenvolvimento do ensino da aritmética e de algebra,
de modo simultdneo e desde os anos iniciais da escolarizacdo (FREIRE, 2007; KIERAN,
2007; SCHLIEMANN; CARRAHER; BRIZUELA, 2007). InvestigacOes realizadas no intuito
de desenvolver o pensamento algébrico mostram a importancia de o ensino ir além do
trabalho com calculos, indicando a necessidade de buscar generalizacbes e focar na
compreensdo das relacdes, das regularidades e dos padrées (CARRAHER; SCHLIEMANN;
SCHWARTZ, 2003; BLANTON; KAPUT, 2004; SILVESTRE, 2012).

Carraher e Schliemann (2007) e Blanton e Kaput (2005) explicam que elementos
como diagramas, tabelas, expressdes numéricas, representacdes iconicas e graficos podem ser
usadas para expressar generalizacBes, ou seja, utilizar um conjunto de representacdes
simbolicas que compde um conceito (VERGNAUD, 1990, 1983, 1988). Assim: "[...] a
verificacdo do significado de representacfes simbolicas depende ndo s6 da habilidade que o
sujeito tenha para representar as entidades e as relacdes entre elas, mas principalmente de
elementos conceituais que devem ser levados em conta." (VERGNAUD, 1990, p. 76).

Blanton e Kaput (2004) afirmam que o raciocinio funcional pode ser desenvolvido
com a ideia de covariacdo e de raciocinio proporcional por meio de representacfes como 0s
gréficos. O uso de graficos cartesianos também é recomendado por Carraher, Schliemann e
Schwartz (2003), pois, além de constituirem representacdes interessantes, podem
corresponder a situagdes as quais os alunos atribuem significado.

Os gréaficos podem ser considerados ferramentas de transmisséo de informacao,
pois sintetizam os dados (WILD; PFANNKUCH, 1999). Assim, podem ser utilizados para
trabalhar de forma intradisciplinar, por possibilitar a ligagdo com outros dominios da
Matematica (CASTRO, 2012; LOPES, 2010).
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Para Pagan e Magina (2011), a compreensdo de graficos de forma contextualizada
favorece o desenvolvimento de competéncia de tal modo que situam os estudantes em um
campo mais amplo do conhecimento, possibilitando uma maior compreensdo das
informacBes. Vannman (1990) explica que € importante aproveitar as mdltiplas
representacdes pictoricas para analisar dados, pois esses métodos graficos parecem estimular
a reflexdo, ao contrario de muitas férmulas que induzem ao automatismo.

Mendonca (2008) e Cazorla (2008), afirmam que o ensino de Matematica deveria
ir alem de promover o reconhecimento de simbolos, o manejo de formulas e a utilizacdo de
regras praticas para resolver problemas modelo. Para isso, a escola precisa dar sentido e vida a
Matemaética escolar, que parece muito distante da realidade do aluno (CAZORLA, 2008). A
curiosidade sobre a vida real pode fomentar o interesse pela Matemética como ferramenta
para entender a realidade (DUNKELL, 1990). Cramer, Post e Currier (1993), defendem a
utilizacdo de diferentes representac6es como forma de possibilitar que o estudante avalie, com
sentido critico, diferentes situagdes de modo a reconhecé-las como proporcionais ou nao.

A capacidade de transpor uma representacdo na outra (tabelas em gréaficos,
linguagem verbal em diagramas, representacdo iconica em simbolos, por exemplo), pode
trazer um maior significado a compreensdo dos conceitos estudados. Todavia, o trabalho com
multiplas representacfes é muitas vezes dificil ao se utilizar, apenas, lapis e papel, pois
demanda tempo e habilidade.

Pesquisas apoiam o uso de multiplas representacdes por meio de ambientes
computacionais (CONFREY, 1992; BORBA; VILLARREAL, 2005; FERRARA; PRATT,;
ROBUTTI, 2006; PIERCE; STACEY, 2001). Borba e Villarreal (2005), explicam que o
computador facilita as visualizagdes sem, necessariamente, eliminar a reflex&o, possibilitando
ainda a formulacdo de conjecturas, refutacdes, explicacdes de conceitos e resultados.

Pierce e Stacey (2001) defendem a exploracdo de multiplas representacdes
(numérica, algébrica e gréafica) por meio do computador, pois, além de facilitar o
entendimento de conceitos pelos estudantes, os encorajam a utilizar a compreensdo de
exemplos simples em situacbes mais complexas, ampliando a gama de problemas que eles
podem resolver.

O uso de computadores propicia ainda a utilizacdo de tecnologias mais dinamicas
e interativas, que, alem de possibilitarem as mdaltiplas representacGes, oportunizam a
manipulagdo de objetos e a observagéo de resultado, permitindo a construgdo de significados
pelo estudante (FERRARA; PRATT; ROBUTTI, 2006).
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A viabilizagdo do enfoque experimental pode ser oportunizada pelo computador.
Borba e Penteado (2001, p. 43) explicam que "[...] o enfoque experimental explora ao
maximo as possibilidades de rapido feedback das midias informaticas e a facilidade de
geracdo de inumeros gréaficos, tabelas e expressdes algébricas”. A experimentacdo permite aos
alunos reformular e rejeitar hipoteses; lancar novas questfes e constatar dividas em situacoes
n&o previstas pelo professor.

Sendo assim, pode-se observar que o computador, por meio dos mais variados
recursos tecnoldgicos como softwares e recursos digitais, tem favorecido o desenvolvimento e
as experimentagdes matematicas, potencializando formas de resolucdo de problemas e
producéo colaborativa. Tais recursos tém sido cada vez mais utilizados na escola para apoiar
diferentes situacdes de ensino.

Verifica-se que esses indicios extrapolam o uso da tecnologia para a visualizacédo
ou representacdo de situacfes em multiplas representacdes, mas o entendimento do uso de
tecnologia para possibilitar a producdo de contedo pelos estudantes. Essa possibilidade de
producdo vai muito além da exploragdo de informacdes contidas em sites para a realizacdo de
um trabalho, pois as tecnologias amplificam as formas de comunicacdo; de producdo, de
representacdo e, principalmente, da integracdo de tecnologias que a web 2.0 permite aos
usuarios. A exploracdo de ferramentas da web 2.0 tem contribuido para o desenvolvimento de
atividades em que 0s sujeitos constroem conceitos, resolvem problemas e socializam solucdes
de forma conjunta, permitindo a reflexdo das diferentes situacbes que surgem em
determinados contextos.

Algumas pesquisas (DUARTE, 2012; FREIRE, 2007), que utilizaram como
suporte didatico as tecnologias digitais, foram desenvolvidas considerando atividades focadas
em topicos especificos, como o pensamento algébrico ou com abordagens que utilizam a
integracdo de tecnologias (CASTRO; CASTRO FILHO, 2012). Essas pesquisas trazem
indicios de que a tecnologia tem desvelado a criacdo de ambientes de aprendizagem,
significativos e propicios para a producdo coletiva (STAHL; KOSCHMANN; SUTHERS,
2006).

A experiéncia adquirida ao longo dos ultimos anos como professora de
matematica, pesquisadora no Grupo de pesquisa e Producdo de Ambientes Interativos e
Objetos de Aprendizagem (PROATIVA®) e na equipe de formacdo do Projeto Um

% O grupo de pesquisa PROATIVA (www.proativa.virtual.ufc.br) dedica-se ao desenvolvimento de recursos
interativos e realizagdo de pesquisas que mostrem a efetividade do uso de objetos de aprendizagem (videos,
animacdes, simulaces, dentre outros) e de como professores podem utilizar esses recursos em sala de aula.



29

Computador por aluno (UCA™), ajudou a refletir sobre as dificuldades que muitos estudantes
apresentam em compreender a Matematica e de como a inser¢cdo de computadores pode
auxiliar a integracdo curricular e a criacdo de atividades significativas para os alunos
(CASTRO; CASTRO FILHO, 2012).

Durante o mestrado, pude desenvolver uma intervengdo com criangas do 5° ano
de uma escola publica de Fortaleza contemplada com o projeto UCA, com o objetivo de
verificar como tecnologias digitais, recursos digitais e blog poderiam auxiliar na compreenséo
e construcdo de graficos estatisticos, constatando, assim, que eles podem ser inseridos no
curriculo de Matematica por meio de atividades inter e intradisciplinares se trabalhados de
forma significativa, ou seja, possibilitando que as criangas utilizassem temas de seu proprio
interesse. "Essa liberdade de escolha dos temas pelas criancas as fez relacionar os saberes
escolares com a vida cotidiana, proporcionando um aumento na motivacdo, o que se refletiu,
diretamente, no engajamento as atividades" (CASTRO, 2012, p. 162)*.

A metodologia utilizada na intervencdo, acompanhada de recursos didaticos
(laptop educacional, recurso digital e blog), proporcionou, além da compreensao de gréaficos,
0 desenvolvimento da autonomia, do senso critico, assim como da capacidade de
argumentacdo diante de situagdes que utilizem diferentes formas de representacdo, como
tabelas, gréaficos de barras'® e de setores™, contribuindo, portanto, para a formacéo cidada™*
dessas criangas.

Em vista disso, pesquisas sobre Tecnologia na Educacdo Matematica precisam
abranger muitas dimensdes e abordar questfes importantes relacionadas ao desenvolvimento
humano e tecnoldgico. Diante do exposto, levantam-se as seguintes questdes:

O uso da tecnologia, explorando mudltiplas representaces, contribui para a
compreensdo da covariacdo? Como se desenvolvem os esquemas de ac¢do dos estudantes em
situacGes com suporte da tecnologia? Como as diferentes representacées e, principalmente, os

graficos podem ser usados em situacdes relacionadas as estruturas multiplicativas e que

90 Projeto Um Computador por Aluno (UCA) foi um projeto piloto com objetivo de proporcionar a inclusdo
digital e inovacao pedagdgica nas escolas publicas. Diferente de muitos outros projetos, o Projeto UCA tem “sua
énfase no aprendizado de novas a¢des pedagdgicas com apoio da tecnologia, visando mudancas no curriculo
escolar” (BRASIL, 2009, p. 5). No Ceard, o referido projeto aconteceu em nove escolas, nos anos de 2010 a
2013, e contou com o trabalho de formacéo de professores para o uso de tecnologias digitais, sob coordenacéo da
UFC Virtual. (http://blogs.virtual.ufc.br/uca-ce/).

1 Optou-se por manter a impessoalidade ao longo do texto, apesar de alguns paragrafos da introducao terem sido
construidos em 1? pessoa.

12 Nesse trabalho, considerou-se gréafico de colunas (barras verticais) e grafico de barras horizontais como
graficos de barra.

13 Também conhecido como gréfico de pizza ou grafico circular.

14 Considerou-se cidadania como a capacidade de atuaco reflexiva, ponderada e critica de um individuo em seu
grupo social (LOPES, 2004).
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envolvem covariagdo? Quais sdo os desempenhos e estratégias dos estudantes do Ensino
Fundamental em situagdes referentes a covariagdo?

Diante dessas questdes, 0 objetivo geral desta pesquisa € investigar as
contribuicdes de abordagens com o uso de tecnologias digitais no desenvolvimento do
conceito de covariacdo presente nas estruturas multiplicativas, por estudantes do 6° ano do
Ensino Fundamental. Para ajudar a alcangar esse objetivo geral, ttm-se 0s seguintes objetivos
especificos:

a) Analisar a compreensdo de covariagdo por alunos do 6° ano do Ensino
Fundamental em situacfes com suporte das tecnologias digitais a partir de
multiplas representagdes;

b) Mapear estratégias dos estudantes na resolucdo de situacBes que envolvam
covariacao;

c) Identificar a contribuicdo de recursos digitais para auxiliar a compreensao do
conceito de covariagdo com diferentes representagoes.

Muito além dessas questbes, espera-se que 0s resultados encontrados nessa
pesquisa tragam subsidios para o desenvolvimento de metodologias para trabalhar com as
estruturas multiplicativas nas escolas e assim:

a) Compreender o papel da covariacdo e seu ensino desde a Educacdo Bésica,
relacionando esse conceito com diferentes representacdes, especialmente, os
gréaficos;

b) Desenvolver metodologia que favoreca a aprendizagem dos estudantes em
relagdo as estruturas multiplicativas;

c¢) Vislumbrar o potencial dos diferentes suportes didaticos e metodologias que
envolvam tecnologias digitais na aprendizagem dos estudantes;

d) Conhecer as caracteristicas e funcionalidades para o desenvolvimento de
recursos digitais que possam ser utilizados na Educacdo Bésica para 0 ensino e

a aprendizagem das estruturas multiplicativas e da covariacao.

Diante do que foi apresentado, a tese abrangera dois grandes campos de estudo e
que demandam referéncias especificas: 1) Educacdo Matematica e 11) Tecnologias Digitais na
Educacgdo. Estas areas de estudos contam com vasto quadro tedrico de pesquisadores de
destague em ambito nacional e internacional. Como sdo campos abrangentes, foram

consideradas tematicas tedricas mais especificas e alinhadas ao desenvolvimento da tese.
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No capitulo 1, para discutir a aprendizagem matematica do campo conceitual
multiplicativo, dentro da Educacdo Matematica, serdo enfocados os estudos de Vergnaud
(1983, 1988, 1994, 2009), Nunes e Bryant (1997, 2009) e outros pesquisadores nacionais
sobre Campos Conceituais, especificamente, das Estruturas Multiplicativas (MAGINA;
SANTOS; MERLINE, 2010, 2012; SANTOS, 2012, 2015). Também serdo estudados autores
que realizaram pesquisas voltadas a covariacdo (CARLSON et al., 2002; CONFREY;
SMITH, 1994, 1995; IRWIN, 1996; MORITZ, 2004).

No capitulo 2, discute-se o campo relacionado com as Tecnologias Digitais na
Educacdo e as contribuicBes das multiplas representacdes para a aprendizagem (BORBA,
2007; BORBA; VILLARREAL, 2005; PRAIN; WALDRIP, 2006; PIERCE; STACEY, 2001;
TYTLER; PRAIN; PETERSON, 2007). Também serdo exploradas diferentes abordagens com
0 uso de tecnologias digitais: instrumental, humans-with-media e multimodal (ARZARELLO;
ROBUTTI, 2010; BITTAR, 2011; BORBA, 2007; BORBA; VILLARREAL, 2005;
LABURU; BARROS; SILVA, 2011). Por fim, serdo discutidas pesquisas que tenham
proporcionado a producdo coletiva de materiais, de modo a identificar contribuicdes de
abordagem e de ferramentas, buscando identificar como as tecnologias digitais contribuem
para a aprendizagem dos conceitos.

No capitulo 3, apresentam-se os procedimentos metodoldgicos desta investigacao,
0 contexto em que esta pesquisa foi desenvolvida, assim como a metodologia adotada para
seu desenvolvimento. Descrevem-se a escolha do local e dos sujeitos envolvidos, as etapas do
estudo, os instrumentos de coleta de dados, os materiais utilizados e, por fim, os
procedimentos de analise de dados. Convém adiantar que essa pesquisa é caracterizada como
de intervencdo, e considerou para andlises dados quantitativos (pré-testes e poés-testes) e
qualitativos coletados durante a intervencdo do grupo experimental.

No capitulo 4, apresentam-se os resultados da pesquisa considerando os dados
obtidos através de atividades diagnosticas para a avaliacdo dos conhecimentos prévios,
realizadas com os grupos GC e GE, repetida novamente com os dois grupos para a avaliacéo
dos conhecimentos adquiridos; em conjunto com algumas estratégias e teoremas-em-acao
desenvolvidos pelos estudantes do GE antes e apds a intervencdo, os quais estdo divididos em
quatro categorias: (1) desempenho em situacbes de proporcdes; (2) desempenho na
compreensdo de grandezas; (3) desempenho em representacdo tabular e grafica; e (4)
desempenho geral, considerando todos os aspectos analisados na intervencao

No capitulo 5, apresentam-se as andlises qualitativas das contribuigdes da

tecnologia digital a aprendizagem do conceito de covariacdo a partir das estruturas
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multiplicativas. Para isso, analisa-se atividades com recursos digitais, softwares, aplicativos
online (Cacoo e WhatsApp) e postagens no blog, identificando o seu papel para o
desenvolvimento das concepgdes e competéncias dos estudantes em relacdo as estruturas
multiplicativas e a covariacdo. As contribui¢fes das tecnologias digitais para a aprendizagem,
foram divididas em trés categorias: (1) visualizacdo e representagdo; (2) construcdo e
producéo de conhecimento; e (3) significagéo.

Por fim, o sexto capitulo aborda os resultados encontrados como respostas aos
objetivos propostos, inicialmente, na introducdo, os quais estdo relacionados ao campo da
Educacdo Matemaética e das Tecnologias Digitais na Educacao, assim como as implica¢fes da
pesquisa e estudos futuros.
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2 O CAMPO MULTIPLICATIVO E A COVARIACAO: DO PENSAMENTO
PROPORCIONAL AO FUNCIONAL

Neste capitulo, abordam-se aspectos do pensamento proporcional e funcional que
estdo relacionados com a covariagdo. Na secdo seguinte, discute-se a Teoria dos Campos
Conceituais (TCC) de Gérard Vergnaud (1990), enfocando a covariagdo presente nas
estruturas multiplicativas. Assim, define-se TCC explicando a triade (conjunto de situacdes,
invariantes e representacdes) por meio da covariacdo, buscando compreender as diversas
formas de pensamento que podem surgir nessas situacdes. As secdes seguintes tratam do
campo aritmético, abordando o raciocinio aditivo e o raciocinio multiplicativo, relacionando-
0s com as situacOes, principalmente multiplicativas, tratadas por Vergnaud; e do campo
algébrico, abordando o raciocinio funcional e o raciocinio covariacional. Intercalada as

discussdes das secOes, sdo apresentadas pesquisas realizadas sobre essas tematicas.

2.1 Do pensamento proporcional ao funcional

Lesh, Post e Behr (1988), explicam que a proporcionalidade pode ser considerada
um conceito fundamental no desenvolvimento de concepgdes matematicos nos estudantes,
assim, pode ser reputada uma fronteira entre 0s conhecimentos mais simples e mais
complexos.

Alguns pesquisadores defendem que as criancas menores de 11 anos ndo sao
capazes de raciocinar proporcionalmente, a menos que utilizem estratégias idiossincraticas ou
intuitivas informais (FALK; WILKENING, 1998; PIAGET; INHELDER, 1975). O raciocinio
pré-proporcional pode ser considerado aditivo e, para Piaget, a pré-proporcionalidade
acontece por meio das fungbes de coordenacdo, enquanto que a proporcionalidade é baseada
nas operacgdes reversiveis. A logica das agdes reversiveis nas criangas somente é constituida
entre 7-8 anos e 0s 11-12 anos (PIAGET; INHELDER, 1975).

Spinillo (1997) também concorda que, muitas vezes, as criangas resolvem certos
problemas de proporcionalidade de forma intuitiva, mas também podem desenvolver a
compreensdo de razdo e de propor¢do fora da escola (CARRAHER; CARRAHER;
SCHLIEMANN, 1989). Resnick e Singer (1993) também aceitam essa perspectiva,
explicando que, antes de iniciarem o periodo de escolarizacdo, as criangas j& sdo capazes de

realizar julgamentos proporcionais.
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Na literatura € possivel encontrar diversas definigdes para raciocinio proporcional
(CABRITA, 1998; CRAMER; POST; CURRIER, 1993; LAMON, 2007; LESH; POST,;
BEHR, 1988; SPINILLO, 1997; VERGNAUD, 1983, 1988). Spinillo (1997) considera
raciocinio proporcional como a capacidade de estabelecer relagdes de primeira e de segunda
ordem. As relacBes de primeira ordem estdo relacionadas a razdo (relacdo parte-parte) e
fragdo (relagbes parte-todo), enquanto que as relagfes de segunda ordem envolvem a
comparacdo entre as relacdes de primeira ordem (relacdo parte-parte e relacdo parte-todo).
Como exemplo de relacdo de primeira ordem, tem-se a relacdo que se pode fazer com o0s
estudantes do sexo feminino ou do sexo masculino de uma turma de alunos de uma escola, ja
as relagdes de segunda ordem séo obtidas ao se comparar essas duas relacoes entre si.

Para Lamon (2005), o desenvolvimento do raciocinio proporcional requer a
capacidade de comparar duas grandezas em termos relativos ao invés de termos absolutos,
como acontece no raciocinio aditivo. Cabrita (1998) também assevera a comparacdo entre
grandezas, porém considerando a invariancia e a covariancia entre elas:

O raciocinio proporcional envolve, entdo, o estudo da estrutura e da invariancia, e
equivaléncia e da ndo equivaléncia, segundo uma variedade de transformacGes

diferentes, o sentido de covaridncia e de comparagdes multiplas [...]. (CABRITA,
1998, p. 170-171).

Diversos autores associam o raciocinio proporcional com o sentido de covariacéo,
considerando, também, as relagcbes multiplicativas (CABRITA, 1998; LAMON, 2007; LESH;
POST; BEHR, 1988). Sobre isso, Lesh, Post Behr (1988) consideram que o sentido de
covariacdo estd presente no raciocinio proporcional como uma forma de raciocinio
matematico que possibilita maltiplas comparagdes, assim como compreender mentalmente
conjuntos de informac6es relacionadas ao pensamento qualitativo e quantitativo.

Silvestre (2012) explica que o desenvolvimento do raciocinio proporcional passa
pelo pensamento qualitativo e, somente depois, para estratégias que envolvem o raciocinio
multiplicativo e indica trés fases como representativas dos niveis de sofisticacdo do raciocinio
proporcional: (1) estratégias com pensamento qualitativo: esta relacionada com a utilizagéo de
métodos informais como, “maior que”, “menor que”, “mais que”’, “menos que”, para
comparar grandezas; (2) estratégias de composi¢do: utilizacdo de conhecimentos de adi¢do e
subtracdo para a resolugdo de problemas de proporcionalidade, mesmo depois de identificar
regularidades numéricas em uma razéo; e (3) estratégias multiplicativas: estdo associadas a

compreensdo da invariancia e covariagao.
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A covariagdo € um dos conceitos que estdo presentes nas Estruturas
Multiplicativas estudadas por Vergnaud (1983, 1988, 2009) e que consiste em compreender
como as quantidades crescem e decrescem em um mesmo sentido, isto €, engloba situacGes de

relaces entre quantidades (PONTE et al., 2010), como pode ser visto na Figura 1*°.

Figura 1 — Covariacdo de grandezas.
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Fonte: Ponte et al., (2010, p. 3).

A invariancia também envolve relacdo entre quantidades de natureza distinta
(Figura 2), mas, segundo Lamon (2005), enquanto a covariacdo engloba a no¢do de que
ambas as quantidades variam em um conjunto, a invariancia implica a compreenséo de que as

relagOes dessas quantidades se mantém constante.

Figura 2 — Invariancia de grandezas.
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Fonte: Ponte et al. (2010, p. 3).

A compreensdo de covariancia de quantidades e a invariancia de razes ou
produtos pode colaborar com a capacidade de distinguir relacbes multiplicativas entre duas
quantidades (LAMON, 2007). A relacdo entre duas variaveis diferentes requer processos
cognitivos ndo semelhantes, uma vez que é possivel distinguir dois tipos de raciocinio: o

raciocinio escalar que ocorre quando as transformacdes acontecem “dentro” de uma mesma

> As Figuras 1 e 2, ilustradas por Pontes et al. (2010) apresentam relacdes entre a variavel A e B. Nessas
ilustracdes, a variavel tem o mesmo sentido de grandeza.
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variavel e o raciocinio funcional percebido nas relagdes “entre” duas varidveis diferentes
(LAMON, 1994).

Em pesquisa realizada por Blanton e Kaput (2004), foi constatado que o
raciocinio funcional pode ser desenvolvido com a ideia de covariacdo e de raciocinio
proporcional por meio de graficos. O uso de graficos cartesianos também é recomendado por
Carraher, Schliemann e Schwartz (2008), pois, além de constituir representacoes
interessantes, podem corresponder a situacdes a que os alunos atribuem significado.

O desenvolvimento de um conceito, como o de covariacdo, por exemplo, requer,
segundo Vergnaud (1990), relacionar as possiveis situacdes, as representacdes e 0s

invariantes, isto é, a formacdo de uma triade, como sera visto em seguida.
2.2 A Teoria dos Campos Conceituais e a covariacao

A teoria dos Campos Conceituais (TCC) foi criada por Gerard Vergnaud, um
psicologo francés, sob influéncias tedricas de Piaget e Vygotsky (MOREIRA, 2002;
VERGNAUD, 2003). Como discipulo de Piaget, Vergnaud busca ampliar e direcionar sua
teoria para compreender o funcionamento cognitivo do 'sujeito-em-situacao’, por meio das
estruturas gerais de pensamento, em contextos escolares. Apesar de reconhecer contribuicoes
de Piaget em relacdo aos conceitos de adaptacéo, de desequilibracdo e de reequilibracdo, pde
em destaque em sua teoria o conceito de esquema. As influéncias Vygotskyanas estdo
relacionadas ao papel atribuido para a interacdo social, a linguagem e o simbolismo a
conceptualizacdo (MOREIRA, 2002; VERGNAUD, 2003).

Enquanto Piaget atribui o papel de construcdo de conceitos as operacdes ldgicas,
para Vergnaud (1988), o processo de conceitualizacdo do real é ponto determinante para o
desenvolvimento cognitivo. O desenvolvimento do conceito, para Vergnaud (1988, 1990),
requer a compreensdo de uma triade de conjuntos: [s, I, S]*°, em que 's ' est4 relacionado ao
conjunto de situacdes que dao significado ao conceito; 'I' o conjunto dos invariantes (objetos,
propriedades, relacfes) necessarios para o dominio das situacdes e 'S ' é 0 conjunto das
representacdes simbolicas, usadas para representar os invariantes, as situacfes e 0s

procedimentos para lidar com ambos.

16 Notag#o usada no texto de Vergnaud (1988)
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Desse modo, um conceito ndo pode ser reduzido a uma definicdo, pois é por meio
das situacdes que um conceito passa a ter sentido para a crianca. Logo, um conceito vai sendo
desenvolvido a medida que se vivenciam situacoes diversificadas.

Muitas situacGes podem envolver a covariacdo, verificando o modo como as
relacfes invariaveis sdo expressas, foco de estudo desse trabalho. Considera-se como relacéo
invariavel, a relacdo entre duas quantidades em uma situacdo multiplicativa.

Como exemplo, é preciso pensar em uma situacdo em que € possivel relacionar
duas quantidades a uma terceira. Ao se verificar que uma torneira despeja 2 litros de agua a
cada minuto, pode-se referir a relacdo 'litros por minuto' a esta terceira variavel que esta
conectada as duas primeiras (quantidade de litros e minutos).

Se a quantidade de agua despejada em um reservatorio aumenta a medida que o
tempo passa, nesse caso, 0 operador a ser considerado, que é uma relacdo invariavel, sera '2
litros por minuto’, pois independente do tempo transcorrido e da quantidade de agua

despejada, a relagdo ‘2 litros por minuto' sera mantida a mesma (Figura 3).

Figura 3 — Situacdo de covariagdo: o caso da torneira.

Minutos Litros

v

Operador funcional: litros por minuto

Operador 1 minuto <*—— 2 litros
escalar

5minutos > 10 litros

v 10 minutos «—— 4 20 litros

Fonte: Elaboracdo propria

Na Figura 3, é possivel verificar a relagéo invariavel, 2 litros por minuto, por meio
do quociente entre a associacdo de litros e minutos, em qualquer das opgdes: 2 litros em 1
minuto, 10 litros em 5 minutos, 20 litros em 10 minutos. Essa relagdo invaridvel, presente
nesse tipo de situacdo, é denominada de operador funcional por Vergnaud (1983).

Considerando a importancia das situacdes para a compreensdo dos conceitos,
Vergnaud assevera a necessidade de conhecé-las, a partir do ponto de vista conceitual e
estrutural. Outras situagdes mais complexas, além do exemplo do caso da torneira, e que

envolvem covariagdo devem ser consideradas. Nessas situagdes, ha mais de duas quantidades
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que se relacionam, visualizados em problemas que envolvem proporc6es duplas e multiplas,
as quais serdo melhor detalhadas na se¢éo seguinte.

Ao deparar-se com determinada situacdo, o sujeito pode dispor ou ndo de
competéncias necessarias para a sua resolucdo (VERGNAUD, 1990). Logo, € preciso
disponibilizar um repertério variado de situagdes para que a crianga possa desenvolver novas
competéncias e ampliar seus esquemas. Sobre isso, Magina et al. (2001, p. 13) explica que:

Problemas teoricos e praticos levam a formagdo de conceitos, enquanto conceitos
explicitos e conhecimentos implicitos levam & formacdo de competéncia. A
competéncia é tragada pela acdo do aluno diante das situagGes (no caso, resolucéo de

problemas) e as concepg¢Bes dos alunos podem ser tragadas por suas expressdes
verbais ou outras representacdes simbolicas (tais como a escrita ou 0 gesto).

O desenvolvimento das concepcdes e competéncias acontece ap0s um longo
periodo, pois requisitam de experiéncia, maturacao e aprendizagem (MAGINA et al., 2001;
VERGNAUD, 1988, 1998).

A crianga, ao se deparar com um problema, analisa a situacdo e opta por uma
operacdo ou uma sequéncia de operacOes para resolvé-lo. Quando a situacdo faz parte do
repertdrio da criancga, esta, por ja possuir competéncia, utiliza regras conhecidas e, portanto, o
automatismo, o que n&o contribui para ampliar seu conhecimento. Todavia, ao deparar-se com
situacOes que ainda ndo possui competéncia para resolvé-la, a crianca passa a refletir sobre a
situacdo e buscar outros esquemas, o que possibilita novas descobertas.

Diante disso, em termos préaticos, é fundamental saber avaliar o conhecimento dos
estudantes e escolher situacGes didaticas adequadas que auxiliem a construcdo do conceito e
mobilizem diferentes esquemas. Segundo Gitirana et al. (2014), as competéncias estdo
vinculadas com a combinacdo de esquemas. A nocdo de esquema foi primeiramente
desenvolvida por Piaget e, também utilizada por Vergnaud (1990, p. 136), que define como
"[...] organizagdo invariante da conduta para uma determinada classe de situagfes"”. Dessa
forma, 0 esquema gera regras de acdo para resolver uma determinada situacéo.

Um exemplo de esquema comumente utilizado na escola é o algoritmo'’ da
multiplicacdo e da divisdo, pois sd0 compostos por uma regra ou conjunto de regras. Nesse
caso, pode-se dizer que a utilizagdo desses algoritmos para resolver determinada situacéo, por
criangas dos anos finais do Ensino Fundamental, gera o automatismo, embora, possa-se

requisitar outras competéncias, ao se alterar o campo numeérico, por exemplo.

Y Um algoritmo é uma regra de um conjunto eficaz de regras para resolver uma determinada classe de
problemas. Este conjunto de regras faz com que seja possivel encontrar uma solugao para todos os problemas de
classe num namero finito de passos, se tais solugdes existem, ou para mostrar que nao ha solucdo (VERGNAUD,
1998, p. 171, tradugdo nossa)
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O esquema pode envolver: (1) objetivos, antecipacOes; (2) regras de acdo usadas
para tomar decisdes; (3) invariantes operatorios; e (4) inferéncias em situacOes
(VERGNAUD, 1998, p. 173, tradugdo nossa*®). Dessa forma, o esquema esté relacionado a
uma conceitualizacdo implicita, j& que se associa com a acdo, isto €, com a forma de uma
pessoa organizar seus invariantes (MAGINA et al., 2011; VERGNAUD, 1990). A expressao
invariante operatoria esta relacionada com os conhecimentos mobilizados nos esquemas.
Segundo Vergnaud (1990; 1998), sdo gerados pelo esquema dois tipos de invariantes
operatorios: 0 conceito-em-acdo e 0 teorema-em-acdo. Esses invariantes operatorios estdo
direcionados ao reconhecimento, por parte do individuo, dos elementos pertinentes a situacdo
e, portanto, guiam a construcdo dos modelos mentais.

Conceitos-em-acdo sdo objetos, predicados, ou categorias de pensamento, tidos
como pertinentes, relevantes a situacdo (VERGNAUD, 1998, 2009). Sendo, portanto, a
estrutura de pensamento que o individuo convoca para sustentar sua elaboracdo de resolucao
do problema, mas ndo sabe explicitar, formalmente, o esquema. N&o faz sentido, portanto,
classifica-los em verdadeiros ou falsos, ja& que estdo relacionados com o0s conceitos
matematicos.

Ja os teoremas-em-acdo podem ser verdadeiros ou falsos e estdo diretamente
ligados & competéncia que o individuo possui e que sao utilizadas em situac@es especificas. O
estudante, ao se deparar com um problema, analisa a situagdo e opta por uma operagao ou
uma sequéncia de operacbes para resolvé-lo. Essa trajetdria de estratégias utilizadas em
processos de aprendizagem pode utilizar representacbes certas ou erradas, explicitas ou
totalmente implicitas. Conhecer os teoremas-em-acdo ou relacbes da acdo do aluno é
importante para a proposicdo de situacGes-problema adequadas a expansdo do conhecimento
matematico (MAGINA et al., 2001).

Para explorar melhor os teoremas-em-acdo e sua relacdo com a TCC, sera
retomado o exemplo da torneira, apresentado no inicio dessa se¢cdo. Tem-se que um conceito
presente em uma determinada situacdo pode ser representado de diversas formas. No exemplo
da torneira, verifica-se que o operador '2 litros por minuto' € um invariante e pode ser
representado na forma de figura, tabela e grafico, dentre outras representacdes (Figura 3,

Figura 4 e Figura 5).

181. goals and anticipations; 2. rules of action, information seeking, and control; 3. operational invariants; 4.
possibilities of inference.
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Figura 4 — Representacéo iconica: o caso da torneira.

1 minuto 2 minutos 3 minutos

6 litros

2 litros 4 litros

Fonte: Elaboracéo propria

Figura 5 — Representacdo por tabela e grafico: o caso da torneira.

_ Gréfico
Tabela v Litros
L
Minutos (x) Litros [f(x)] &
1 2 .
2 4 2
"\S' —
3 6 1 2 3= Tempo

Fonte: Elaboragéo propria

De acordo com a TCC, a representacdo é utilizada como sendo um sistema
simbdlico, pois isso pode ajudar a estabelecer relagcBes entre os conceitos e 0 conjunto de
situacdes. Para explicar a importancia da representacdo, Vergnaud recorre a ideia de funcéo
simbodlica defendida por Piaget (MAGINA et al., 2001).

Vergnaud (1998) considera que as representacdes oferecem possibilidades de

inferéncia. Assim, além da linguagem natural, a simbolizagdo também pode contribuir para a
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aquisicdo de conceitos, sendo que as diferentes representacdes simbdlicas podem ter efeito
diferente na compreensao dos conceitos.

O conhecimento ndo é em sua esséncia simbolico, por esse motivo, 0
reconhecimento de invariantes e a construcdo de objetos em niveis mais altos sdo aspectos
essenciais do conhecimento (VERGNAUD, 1982). Diante dessas colocagbes, pode-se
entender que um campo conceitual é composto por um grupo de problemas heterogéneos, isto
é, que envolve diferentes situacdes, propriedades, relacdes e operacdes de pensamento, sendo
necessario que todos esses elementos estejam conectados para garantir o processo de
aprendizagem.

Para Vergnaud (1990), o conhecimento esta organizado em campos conceituais,
podendo ser explicito, quando estdo ligados a concepcdo, e implicito, quando ligados a
competéncia. Ao pensar na situacdo da torneira a partir de diferentes representacées (figuras,
tabela e gréafico), ilustrada na Figura 3, Figura 4 e Figura 5, pode-se solicitar, por exemplo,
que o estudante indique quantos litros de &gua a torneira teria despejado em 8 minutos,
lembrando que a torneira despeja, a cada minuto, 2 litros de agua. llustra-se, na sequéncia,
algumas das resolucdes possiveis desse problema.

a) 2+2+2+2+2+2+2+2 =16 litros de 4gua
8 vezes

b)
Tempo Litros

1 2

2 4

3 6

8 16
c) 2.8 =16 litros de agua
d)  tempo decorrido litros x=2.8

x=16 litros

1 minuto >< 2 litros
8 minutos x litros
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e) f(x) = 2x—para x = 8 minutos, tém-se: f(8) =2 . 8 —f(8) = 16

Observa-se que todas essas resolucbes utilizaram representacdes diferentes,
embora o resultado de todos esses teoremas-em-ac¢do seja 16 litros, € importante ressaltar que
eles podem ter respostas verdadeiras ou falsas (VERGNAUD, 1983, 1998; GITIRANA et al.,
2014). Nas cinco resolugdes apresentadas, pode-se observar as diferentes estratégias
utilizadas.

Na primeira resolucdo (a), percebe-se que a estratégia envolve a adicdo de
parcelas repetidas, isto é, raciocinio aditivo, mesmo o problema sendo multiplicativo. 1sso
demonstra que os alunos podem utilizar alguns esquemas aprendidos em outras situagdes para
auxilia-los na resolucdo de problemas, contudo, para algumas situacdes, esse esquema pode
ndo ser suficiente. Nunes e Bryant (1997) chamam essa estratégia de progressdo aritmética
entre dois conjuntos.

Na segunda resolucdo (b), utiliza-se de uma tabela para explicitagdo do
pensamento. Percebe-se que o estudante pode conseguir solucionar o problema ao estabelecer
0 padrdo que existe em cada coluna. Carraher, Schliemann e Brizuela (2000), ressaltam que
em muitos casos as criangas costumam tratar as colunas de uma tabela como problemas
separados e que, apesar de essa estratégia levar a resposta correta, em alguns casos néo
propicia o entendimento das relacdes entre as colunas e como essas relagdes influenciam o
conjunto de dados apresentados (covariacao).

Na terceira resolucdo (c), a terceira variavel (litros por minuto) é multiplicada pela
variavel tempo. A resolugdo somente é correta quando se estabelece uma relagdo entre as
grandezas, encontrando o valor unitéario, ou seja, em 1 minuto a torneira despeja 2 litros de
agua. Porém, como o valor unitario ja esta subtendido, ndo € possivel, verificando apenas na
solucdo, saber se essa relacdo foi compreendida, pois essa composi¢do binaria esta correta
apenas se as Vvariaveis forem consideradas como ndmeros e ndo como dimensdo
(VERGNAUD, 1983). Vergnaud (2009) expde essa estratégia como sendo a utilizagdo de
uma lei binaria, onde os alunos estabelecerdo uma relacdo entre as grandezas diferentes,
como, no caso, litros e minutos.

Na quarta resolucéo (d), percebe-se a utilizacdo do algoritmo, também conhecido
como regra de trés ou método do produto cruzado. Vergnaud (1998) considera o algoritmo
como uma regra ou conjunto delas, que pode ajudar a encontrar a solugdo ou mostrar que ela

ndo existe. Verifica-se no referido exemplo que, sendo dados a, b e c, é preciso determinar o
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. . A C . L - . . 2
termo desconhecido 'X': =5 Essa é uma estratégia muito encontrada nos livros didaticos e

ensinada na escola (VERGNAUD, 2009), mas, devido a ma compreensao dos alunos e ao seu
automatismo, ndo favorece o raciocinio proporcional (HART, 1984; POST; BEHR; LESH,
1988).

Para Vergnaud (1990), o automatismo é uma manifestacdo do invariante da
organizacdo da acdo, pois, "[...] a automatizacdo nao impede que o sujeito conserve o controle
das condi¢bes sob as quais tal operagdo € apropriada ou ndo" (VERGNAUD, 1990, p. 138).
De certa forma, pode-se dizer que as condutas de um individuo em uma determinada situacdo
pode ser parte automatizada e parte consciente (VERGNAUD, 1998).

Na resolucdo 5 (e), € observado um procedimento em que se expressa
simbolicamente um caso especial de uma funcéo linear [ f(x) = ax; funcéo afim]. Essa forma
de resolucdo ndo € muito comum aos estudantes, ja que compreender as relagdes funcionais e
explicita-las algebricamente requer esquemas mais elaborados.

Percebe-se, a partir dos exemplos apresentados, que na resolucdo de uma Unica
situacdo é possivel obter diferentes teoremas-em-acdo. Compreender os teoremas-em-acao
utilizados pode ser "[...] um caminho de analisar as estratégias intuitivas dos estudantes e
ajuda-los na transformacdo do conhecimento intuitivo para o conhecimento explicito”
(VERGNAUD, 1988, p. 149).

Diante das discussdes levantadas, entende-se que 0S conceitos precisam ser
definidos ndo s6 pela estrutura, mas pelas suas propriedades, pelas situa¢fes nas quais podem
surgir e pelas representacdes simbdlicas que representam os invariantes desse conceito.
Dentro de um campo conceitual, 0s conceitos estdo interligados podendo estar em mais de um
campo, formando uma rede complexa de conceitos (VERGANUD, 1996).

Por isso, um conceito ndo deve ser estudado de forma isolada (MAGINA et al.,
2001). Existem varios campos conceituais: 0 campo das estruturas aditivas, o campo das
estruturas multiplicativas, o campo algébrico, dentre outros. Logo, requisitam raciocinios

diferentes, os quais serdo discutidos a seguir.

2.3 O campo aritmético: raciocinio aditivo e multiplicativo

Educadores matematicos utilizam o termo 'raciocinio aditivo' para problemas que
sdo resolvidos por meio das operacOes de adicdo e subtracdo, e o termo ‘raciocinio
multiplicativo' aqueles que séo solucionados utilizando as operacBes de multiplicacdo e
divisdo (BEHR et al., 1994; MAGINA et al., 2001; STEEFFE, 1994; VERGNAUD, 1983,
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1988). Esta forma de pensar, com foco na estrutura do problema, em vez das operacgdes
aritméticas utilizadas para resolver situacdes, baseia-se nos estudos de como as criangas
aprendem matematica.

Uma das conjecturas levantadas pelos educadores matematicos € a de que, para
que a crianga aprenda adicdo e subtracdo de forma adequada, ela precisa compreender a
relacdo inversa entre elas, de modo andlogo acontece com a multiplicacdo e a divisdo. Desta
forma, focar especificamente no ensino de cada operagdo, pratica tipica da educacdo do
‘passado’, justifica-se apenas ao se trabalhar habilidades de calculos (NUNES; BRYANT,
2009).

Nunes e Bryant (2009) explicam que existem suposi¢cdes de que as ligagdes entre
adicdo e subtracdo, assim como da multiplicacdo e divisdo, possam ser conceituais, pois: "[...]
eles se relacionam com as conexdes entre as quantidades de cada um desses dominios de
raciocinio” (2009, p. 8", traducdo nossa).

Desta forma, também ¢é possivel perceber conexdes entre a adicdo e a
multiplicacdo, o mesmo acontecendo com a subtracdo e a divisdo. Essas conexdes podem ser
observadas quando, ao resolver uma situacdo que envolve o raciocinio multiplicativo, é
possivel, em alguns casos, utilizar adi¢cGes repetidas, assim como € possivel resolver uma
divisdo fazendo subtracOes sucessivas (NUNES; BRYANT, 2009). Mesmo com as ligacdes
processuais entre a adicdo e a multiplicacdo e entre a subtragdo e a divisdo, as formas de
raciocinio envolvidos sdo diferentes o suficiente para delimita-los em dois campos conceituais
distintos, o aditivo e o multiplicativo (VERGNAUD, 1983).

O raciocinio aditivo e multiplicativo tem suas origens em diferentes esquemas de
acdo. Normalmente as criancas compreendem e usam primeiramente o raciocinio aditivo para,
somente depois, fazerem uso do raciocinio multiplicativo, apesar das dificuldades ndo serem
as mesmas de um campo conceitual para outro. As criangas podem usar esquemas de acao
apropriados, desde muito jovens, envolvendo o raciocinio aditivo e multiplicativo.

Situagdes presentes no campo conceitual aditivo envolvem operagfes aritméticas
e nogOes aditivas (adicdo, subtracdo, diferenga, intervalo). Essas situagdes envolvem relagdo
ternéria, ou seja, ligam trés elementos entre si (VERGNAUD, 2009). Os problemas que
envolvem o raciocinio aditivo referem-se a situagdes de uma variavel, conjuntos de objetos do
mesmo tipo em que se juntam, se separam ou se comparam 0s seus elementos (NUNES;
BRYANT, 1997, 2009).

19 Texto original: "they relate to the connections between quantities within each of these domains of reasoning "
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SituagBGes presentes no campo conceitual multiplicativo também envolvem
operacOes aritméticas, mas como nog¢Ges multiplicativas (funcGes linear e ndo-linear, espaco
vetorial, andlise dimensional, fracdo, razdo, proporcdo, numero racional, multiplicacéo,
divisdo, combinacéo e outros). Portanto, o campo conceitual das estruturas multiplicativas ndo
se limita aos conceitos de multiplicacdo e de divisdo (CORREIA; SPINILLO, 2004). Isso é
possivel, pois, segundo Nunes (2005, p. 84), “[...] o invariante conceitual do raciocinio
multiplicativo € a existéncia de uma relacdo fixa entre duas variaveis (ou duas grandezas ou
quantidades). Qualquer situacdo multiplicativa envolve duas quantidades em relacdo
constante entre si”. Assim, essas situacGes abrangem relacOes ternéria e quaternéria
(VERGNAUD, 2009).

Os termos utilizados para classificar situacdes que envolvem o raciocinio
multiplicativo variam entre autores, pois eles baseiam suas classificacdes em aspectos
diferentes (MAGINA; SANTOS; MERLINE, 2010, 2012; NUNES; BRYANT, 1997;
SANTOS, 2015; VERGNAUD, 1983, 1988, 2009).

Todavia, parece haver um consenso de que esse tipo de raciocinio, por mais
simples que seja, envolve duas ou mais variaveis em uma relacdo fixa entre si. Por esse
motivo, considera-se que o raciocinio multiplicativo constitui a base para a compreensao das
criancas das relagdes proporcionais e funcdes lineares (KAPUT; WEST, 1994; VERGNAUD,
1983).

Nunes e Bryant (1997) distinguem trés tipos principais de situacdo multiplicativa:
(1) situacBes de correspondéncia um-para-muitos; (2) situacbes que envolvem relacdes entre
variaveis (covariagao); e (3) situacdes que envolvem distribuicdo, divisao e divisdo ao meio.

As situacOes de correspondéncia um-para-muitos séo aquelas que abrangem uma
relacdo constante entre dois conjuntos (bicicleta tem duas rodas - 1:2; cadeira tem 4 pés - 1:4,
dentre outros). Por exemplo, uma bicicleta tem duas rodas. Para que a razdo entre esses dois
conjuntos se mantenha constante, quando acrescentar 1 ao conjunto de bicicletas, é preciso
somar 2 ao conjunto de rodas (Figura 6).

Assim, as acdes necessarias para manter a relacdo entre dois conjuntos constantes
(razdo) sédo de replica(;z?lo20 sendo que o numero de replicacBes denota o operador escalar

aplicado a ambos 0s conjuntos.

20 "Replicacdo envolve somar a cada conjunto a unidade correspondente para o conjunto de modo que a
correspondéncia invaridvel um-para-muitos seja mantida” (NUNES; BRYANT, 1997, p. 144).



46

Figura 6 — Exemplo de situagéo de correspondéncia um-para-muitos.

Razio= 1

bicicleta rodas

+1 I — Replicacio

2
*

bicicletas rodas

Fonte: Elaboracdo propria

As situacdes de relacdo entre variaveis (covariacdo) se distinguem das situacoes
de correspondéncia um-para-muitos, principalmente, por fazer referéncia a valores continuos.
Por isso, as situaces de correspondéncia um-para-muitos envolvem variveis discretas?, pois
ndo faz sentido em falar 'meia bicicleta tem uma roda'. Ja para as situacdes de covariacao,
como o caso da torneira exemplificado anteriormente (Figuras 3 e 4), faz sentido afirmar que
em meio minuto a torneira despeja 1 litro de agua (litro por minuto). Outros exemplos podem
estar relacionados a distancia percorrida por hora; preco por quilo, velocidade por hora, dentre
outros.

Desse modo, enquanto a correspondéncia um-para-muitos expressa a relacédo entre
conjuntos por uma razdo, na covariacdo ha um fator que funciona como uma terceira variavel
conectando as outras duas (NUNES; BRYANT, 1997).

Ja as situacbes que contemplam distribuicdo, segundo Nunes e Bryant (1997),
relacionam-se a operacdo de divisdo e a possibilidade de cortes sucessivos, sendo a
distribuicdo uma acdo da divisdo. Nessa situagcdo é preciso considerar o total, 0 nimero de

receptores e a quota. Assim, exemplo como: 'Foram comprados para uma festa 100

2! Os valores discretos representam contagem, quantidade (conjunto).
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salgadinhos que deverdo ser divididos igualmente para 10 criancas. Quantos salgadinhos cada
crianga receberd?'; pode ser classificado como uma situacao de distribuicao.

E possivel verificar que as trés classificacdes das situacdes que contemplam as
estruturas multiplicativas, feitas por Nunes e Bryant (1997), foram elaboradas considerando o
sentido de numero que essas situacBes proporcionavam. Nas situacdes de correspondéncia
um-para-muitos ha dois novos sentidos de nimero, a razao e o operador escalar. Nas situaces
de covariacdo, esse novo sentido é alcancado por meio de um fator, funcdo ou quantidade
intensiva conectando as duas varidveis e pode se tornar mais complexa a medida que o
namero de varidveis aumenta. Por ultimo, na situacdo de distribuicdo, surge um novo sentido
de nimero que s&o as fragoes.

Ao invés de explorar o sentido de numero, os Pardmetros Curriculares Nacionais
(PCN) de Matematica apresentam situacdes multiplicativas a partir de problemas, sem fazer
distincdo a operacdo (multiplicacdo e/ou divisdo) e nem aos tipos de relacdes envolvidas,
diferenciando-as em: (1) multiplicacdo comparativa - quando se estabelece uma comparacéo
entre as quantidades; Exemplo 1: 'Jodo tem o dobro de carrinhos de José' ou 'José tem a
metade dos carrinhos de Jodo'; (2) proporcionalidade - quando envolve a ideia de proporcao,
isto é, comparacdo entre razdes, muito comum em situacdes cotidianas; Exemplo 2: 'Em dois
dias sdo produzidos em uma confeccdo, 50 vestidos. Quantos vestidos serdo feitos em 10
dias?" ; (3) organizacdo retangular - Busca estabelecer relacdo entre as variaveis quantificadas;
Exemplo 3: 'Verifique quantos metros quadrados de cerdmica serdo necessarios para um
quarto que tem 3 metros de comprimento por 4 de largura’ e (4) combinatéria - envolve a
escolha e agrupamento de elementos em conjunto, estando relacionada ao raciocinio
combinatério; Exemplo 4: 'Numa festa h4 4 meninos e 5 meninas, examine quantos casais
diferentes podem ser formados' (BRASIL, 1997).

Ainda que essas classificacdes apresentadas pelos PCN ndo sejam suficientes para
conhecer todas as situacdes e invariantes possiveis de serem exploradas e utilizadas no campo
multiplicativo, sdo importantes fontes de orientacdes didaticas para o professor. Pode-se
verificar que, embora perceba-se em todo o documento influéncias da Teoria dos Campos
Conceituais, ndo h4 orientagdes didaticas quanto a aplicacdo dessa teoria.

Vergnaud (1983, 1988, 2009) apresenta uma classificacdo para as situacdes das
estruturas multiplicativas, considerando que a relacdo de multiplicacdo ndo € constituida por
uma relagdo binéria, mas quaternaria. Portanto, ndo considera o grau de complexidade e nem

0 tipo de operacdo (multiplicagdo ou divisdo), mas a sua estrutura que conduz aos seguintes
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conjuntos de situacdes: (1) isomorfismo de medidas; (2) produto de medidas; (3) proporcao
dupla e (4) propor¢do multiplas, os quais serdo detalhados a seguir.

2.3.1 Isomorfismo de medidas

As situacOes classificadas como isomorfismo de medidas sdo modeladas por
funcdo linear, por pertencerem a classe de problemas que estabelecem proporcdes simples
entre duas grandezas. S&o relagdes quaternarias entre quatro quantidades, onde duas
quantidades sdo medidas de um tipo e as outras duas sdo medidas de outro tipo. Essas
relacBes estdo presentes em situacdes cotidianas, estruturando "[...] uma proporcdo de
medidas simples entre duas medidas espaciais M; e M;" (VERGNAUD, 1983, p. 129,
traducdo nossa®). Assim, duas dessas medidas sdo de um tipo e as outras duas séo de outro
(M:A . MaB=M,A . M;B?%), sdo exemplos as relagbes entre: pessoas e objetos (partic&o);
preco e metro (preco pago por metro de tecido); tempo e distancia (velocidade), dentre outras.

Essas situaces podem ser resolvidas considerando como procedimentos: (i) a
multiplicacdo; (ii) a divisdo - por partes ou por cota, e (iii) a quarta proporcional, as quais
serdo exemplificadas buscando estabelecer possibilidade de existéncia de covariacao.

2.3.1.1 Isomorfismo de medidas pela multiplicacéo

Consiste de uma relacdo de quatro termos em que na resolucdo se extrai uma
relagdo de trés termos por meio de uma relacdo unaria ou por meio de uma lei binaria de
composicdo (VERGNAUD, 1983). Seguem alguns exemplos.

Exemplol: Para fazer uma fantasia para a escola, Maria precisara de 2,50 metros

de tecido. Quanto ela precisara gastar, sabendo que cada metro de tecido custa R$18,45?

Figura 7 — Esquema do problema do exemplo 1.

M M,
M; - metro (m)

1 —FP»1845
b b .b M, - custo (R$)
25— X

Fonte: Elaboracéo préopria baseada em Vergnaud (1983).

22 Texto original: " a simple direct proportion between two measure spaces M, e M,".
23 Optou-se por utilizar em todos os esquemas de problemas, a mesma nomenclatura dada por Vergnaud (1983) -
M; e My,



49

No exemplo 1 e Figura 7, verificam-se duas grandezas: metro (m) e reais (R$). De
forma explicita, vé-se apenas uma relacao entre trés termos (relacao ternaria), pois as criangas
costumam ver as grandezas apenas como numeros, apesar de tratar-se de uma relacdo de
quatro termos.

Por isso € muito comum que, na resolucdo desse tipo de problema, as criangas
apenas multipliquem 2,5 . 18,45 ou 18,45 . 2,5 (M;B . M;A = x), contudo, se considerar as

grandezas envolvidas, isto é, se for feita uma analise dimensional,?

sera verificado que, ao se
multiplicar metro por custo ou vice-versa, ndo se obtém o custo. Essa correspondéncia
acontece, pois, ha uma relacdo unéria que ja esté explicita Im — R$18,45 (horizontal).

De posse dessa relacdo é possivel estabelecer o operador 18,45 R$/m ou como
Nunes e Bryant (1997) explicam, uma terceira variavel originada da relacdo com as duas
primeiras 'R$ - reais' e 'm - metro', logo, uma covariagdo que pode ser representada por meio

de tabelas e em termos funcionais na forma de um grafico de uma funcg&o linear.

Figura 8 — Representacdo do exemplo 1 por meio de tabela e grafico.

Grafico
Tabela v
R 4
Metros (m) R$ [f(x)] 55,35 —/
1 18,45 36,90
1 18,45 |
< 36,90
>

3 -

59,35 1 2 3 metros (m)

Fonte: Elaboracéo propria.

O grafico da Figura 8 representa uma funcdo linear f : R — R tal que f(x) = ax (a
# 0), e operador linear bijetivo, ou seja, 0 dominio e a imagem da fungdo possuem a mesma
quantidade de elementos, o que também caracteriza o isomorfismo de medidas (mesma
forma).

Neste caso, f(x) = 18,45x, 'a' é o operador funcional igual a 18,45 representa o
coeficiente da fungdo linear que tem como grandeza R$/m. Esse modelo multiplicativo, em que

se utiliza o operador funcional adotado por Vergnaud, ressalta a proporcionalidade, permitindo

2 A analise dimensional esta relacionada as grandezas envolvidas na operagéo.
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estender esse modelo para situacdes multiplicativas mais complexas e diferentes campos
NUMEricos.

Ainda na Figura 7, é possivel visualizar na vertical, um operador (b) que €
adimensional, denominado de operador escalar. Assim, na vertical esquerda tém-se: 1 . b=2,5.
Logo, na vertical direita o operador escalar também vale 2,5, o que permite fazer o seguinte
procedimento para a resolucdo: 18,45 . b —18,45 . 2,5 = 46,125 reais.

Na Figura 8, tem-se um grafico que é considerado por Carvalho (2008) como um
tipo de ajuda mneménica para o estabelecimento do raciocinio relacional. Situa¢bes que
envolvem isomorfismo de medidas podem apresentar funcGes lineares proporcionais que
apresentam graficos com a mesma aparéncia (graficos isomorficos).

Nesses casos, Carvalho (2008) alerta sobre a importancia de analisar como o
raciocinio dos estudantes pode ser afetado por graficos isomorficos. As relacGes lineares
proporcionais podem representar, por meio de gréficos, quantidades continuas, no caso de
quantidades discretas, pode-se utilizar o grafico de barras ou definir o dominio dos naturais
em situacOes que se utilize como representacdo o grafico de uma funcéo linear.

O Exemplo 2, a sequir, apresenta uma situacdo que pode ser resolvida por meio da
multiplicaco, entretanto, diferencia-se do anterior por conter apenas quantidades discretas®.

Exemplo 2: Rafael comprou 4 pacotes de biscoito. Em cada pacote tem 8
biscoitos. Quantos biscoitos Rafael tem?

Percebe-se, nesse exemplo, que o operador funcional é 8 biscoitos/pacote e o
operador escalar vale 4 (Figura 9). Apesar disso, o fato desse exemplo tratar de quantidades
discretas faz com que o dominio da funcdo linear obtida por meio do operador funcional seja

apenas 0s nUmeros naturais, desta maneira, ' N — N tal que f{x) = 8x.

Figura 9 — Esquema do problema do exemplo 2.

My M;

@ 1 — 8
xb .
4_

Fonte: Elaboragdo propria baseada em Vergnaud (1983).

M, - pacote (un)

? Xb M, - biscoito (un)

vy

X

% Quantidades que s6 podem assumir valores inteiros.
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2.3.1.2 Isomorfismo de medidas pela divisdo

Envolve dois tipos de divisdo: a divisdo partitiva, também conhecida como
divisdo por partes e a divisdo quotitiva (divisdo por quota). Em estudos feitos por Vergnaud
(2009), verificam-se diferentes dificuldades em se compreender esses dois tipos de diviséo,
pois requisitam célculos relacionais diferentes. Segundo Vergnaud (2009), os célculos
relacionais envolvem operacdes de pensamento necessarias para compreender as relacdes
existentes na operacdo, logo, sdo diferentes dos calculos numéricos, que correspondem apenas
as resolucdes numéricas dos problemas.

Além disso, os calculos nem sempre sdo exatos, gerando nimeros fracionérios; o
guociente nem sempre € o resultado do operador; as divisdes podem gerar restos diferentes e
com regra operatoria que nem sempre € o inverso da multiplicacdo (VERGNAUD, 2009).

Enquanto na divisdo por partes é preciso procurar e obter a extensdo da parte
(valor unitario da mesma medida) conforme o valor escalar indicado, trazendo a ideia de
repartir, na divisdo por quota procura-se obter o numero de partes (quota), conforme extenséo
indicada, tendo a ideia de medir (exemplos 3 e 4).

Exemplo 3: Igor gastou R$75,00 na compra de 3 livros. Quanto custou cada livro?

Vé-se no exemplo 3 que o problema indica duas medidas: M;B=3, referente a
quantidade de livros e M,B=75 concernente ao custo dos livros. Existe uma relacdo entre as
medidas M; (quantidade de livros, com grandeza em unidade) e M, (custo em reais) que gera
um operador que expressa o preco por livro, podendo ser compreendido como operador
funcional. Percebe-se, portanto, que no esquema da divisdo por partes tem-se relacdo entre
quantidades de natureza diferente (custo em reais e quantidade de livros).

Na figura 10, expde-se esquema referente ao exemplo 3. Esse esquema apresenta
uma inversdo mental a respeito do operador escalar (b) em relacdo aos outros esquemas
discutidos. Vergnaud (1983) explica que compreender a inversdo da relacdo '. b’ (produto do
operador escalar) para '/b' (quociente) ndo é uma tarefa facil para as criangas, por isso é
comum encontrar 'x', de forma que o produto entre X' e 'b’ resulte em f(B), no caso da figura

10, corresponde a f(3), por meio de tentativa e erro.
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Figura 10 — Esquema do problema do exemplo 3.

M M,
la M, - quantidade de livros (un)
1 —H x=fQ)
/b h T /b M, - custo (R$)
3 —F» 75=1(3)

Fonte: Elaboracdo prépria baseada em Vergnaud (1983).

As situacOes que envolvem a divisdo por quota apresentam grandezas de mesma
natureza, como pode ser visto no exemplo 4, além disso, costumam ser consideradas mais
complexas do que a divisdo por parte, pois a inversdo acontece no operador funcional,
diferente da divis@o por partes que acontece em relacdo ao operador escalar (Figuras 10 e 11).
Vé-se, portanto que a incognita 'x' recai em 'B'.

Exemplo 4: Igor foi a uma livraria e comprou livros a R$25,00 cada. Sabendo que

Igor gastou um total de R$75,00, quantos livros ele comprou?

Figura 11 — Esquema do problema do exemplo 4.

M M;

/
1 —1— 25=f(1)

x =75 = f(x)

M1 - quantidade de livros (un)

M2 - custo (R$)

Fonte: Elaboracéo propria baseada em Vergnaud (1983).

Igualmente, por assim dizer, nos problemas de divisdo por quota inverte-se o
operador funcional '(. a)' (produto), aplicando-se o operador '/a’ (quociente) a 'f(B)' para obter
B=x. Esse tipo de inversdo também ndo é um procedimento facil, porque o operador inverso
tem a dimensd@o inversa, muitas vezes se opera com 0 procedimento escalar por adi¢des
sucessivas (a +a + a + ...) até que se obtenha 'f(B)'.

Outras situacdes de divisdo ainda mais complexas podem ser trabalhadas se
considerar o operador funcional e escalar como fragGes. Sobre isso, Nunes e Bryant (1997)
explicam que a utilizacdo de fragdes em situacGes de divisdo sdo complexas pois requisitam

das criangas um novo sentido de nimero.
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2.3.1.3 Isomorfismo de medidas pela quarta proporcional

Sdo situacdes que requisitam tanto a multiplicacdo quanto a divisdo. Esse tipo de
problema remete aos problemas de proporc¢éo direta explorados na escola (exemplo 5).

Exemplo 5: A cada 2 voltas que Carol da numa pista de corrida, ganha 3 pontos.
Quantas voltas precisara fazer para conseguir 9 pontos?

Figura 12 — Esquema do problema do exemplo 5.

My M>
M1 - pontos (un)
3 2
M2 - voltas (un)
9 X

Fonte: Elaboracdo propria baseada em Vergnaud (1983).

Na Figura 12 apresenta-se o esquema referente ao exemplo 5. E muito comum
. . ~ . . . A C , .
esse tipo de situacéo ser resolvida na escola por meio do algoritmo: i também conhecido

como metodo do produto cruzado. Vergnaud (2009) evidencia em seu trabalho que problemas
gue concebem situacdes de multiplicacdo e divisdo sdo casos simples de problemas mais
gerais que usam regra de trés, por isso, qualquer um dos problemas apresentados
anteriormente poderia ser resolvido utilizando esse algoritmo.

Ao se introduzir um algoritmo, se esta induzindo que o aluno crie um determinado
esquema. Todavia, é preciso ter cautela para que o estudante ndo o use de forma automatica,
sem utilizar o raciocinio proporcional que a situacdo exige (HART, 1984; POST; BEHR,;
LESH, 1988).

Muito além dos procedimentos a serem utilizados nas situacdes de isomorfismo
de medidas, Nunes e Bryant (1997) explicam que os estudantes precisam conseguir identificar
que ha um terceiro valor, relacionando duas quantidades (covariacdo), o qual, dentro de uma
mesma situacao, se mantém invariante para qualquer par de nimeros. Baseados nos processos
enumerados por Vergnaud (1983) para esse tipo de situagdo, Schliemann e Carraher (1997)
destacam trés procedimentos: (i) o escalar - considera a relacdo entre grandezas do mesmo
tipo; (2) o funcional - considera a relagcdo entre grandezas diferentes e (3) a regra de trés -
compara duas razdes por meio de algoritmo; os autores explicam que o procedimento mais

utilizado pelas pessoas ndo escolarizadas é o escalar.
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Sobre isso Schliemann e Carraher (1997, p. 19) explicam que, em muitas
situagdes “[...] apesar da utilizagdo de adigdes em lugar de multiplicacbes, a estratégia
demonstra a compreensdo de uma relacdo multiplicativa e ndo de uma relacdo aditiva onde as
transformacfes em uma variavel seriam idénticas as transformacGes na outra.” Contudo, a
medida que os estudantes passam a conhecer o algoritmo na escola, passam a se distanciar do
real significado das relagGes proporcionais envolvidas.

2.3.2 Produto de medidas

As situacOes classificadas como produto de medidas seguem um modelo de
funcdo bilinear (ou n-linear), com trés ou mais variaveis. Essa terceira variavel (M3), contém,
por meio de composicdo cartesiana outras duas grandezas M; e M,, sendo comumente
verificados em problemas de é&rea, volume, combinatéria e outros conceitos fisicos
(VERGNAUD, 1983).

Em termos matematicos, por exemplo para a funcdo area, tem-se uma forma
bilinear definida em um espaco vetorial, no caso R*—R, em que f(x,y) = x .y, para 0 exemplo
6.

Exemplo 6: Sabendo que o quarto tem 4 metros de comprimento por 3 metros de
largura, determine a area desse ambiente.

Nesse exemplo tem-se que ha uma relacdo multiplicativa entre comprimento e
largura, f(x,y) = 3 . 4, em que ndo h& covariagdo. Apesar de a area depender linearmente da
largura do quarto, assim como depender linearmente do comprimento, ndo ha uma relacéo de
dependéncia entre a largura do quarto e 0 seu comprimento. Caso semelhante também pode
ser observado em problemas que envolvem a ideia de volume, ja que tém-se f(x,y,2)=x.y. z.

Vergnaud (1983) explica que na solucdo de 'a . b = x' ndo é facil perceber o
operador funcional e escalar da funcdo, pois o produto de medidas é uma relacdo ternaria que
envolve aspectos dimensionais e numéricos. Destarte, voltando ao Exemplo 6, tém-se que

area (m2) = largura (m) . comprimento (m) ou, como expresso na Figura 13, Mz = M; . M.
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Figura 13 — Esquema do problema do exemplo 6.

M; a

M; - largura (m
M, 1 gura (m)

b M, - comprimento (m)

M3
M3 - area (m2?)

Fonte: Elaboracdo baseada em Vergnaud (1983).

Contudo, é possivel observar que em situacbes em que uma dessas grandezas
(comprimento ou largura) é fixa, a funcdo deixa de ser bilinear e passa a ser linear, no caso do
Exemplo 6, se considerar a largura fixa, f(x) = 3x. Desse modo, a largura fixa pode ser
considerada uma constante, sendo vista como um operador funcional. Situagdo semelhante
pode ser visualizada no exemplo 7.

Exemplo 7: Uma piscina tem capacidade de 240m3 e area de 150m2. Calcule a
altura da piscina.

Percebe-se que no exemplo 7 a altura da piscina (m) serd determinada pelo
quociente entre o volume (240m?3) e a area (150m?). Vergnaud (1983) considera esse tipo de
problema como um isomorfismo duplo ou uma dupla proporcdo, ja que, em situacdes
semelhantes, quando se multiplica a altura por uma constante, o volume também € alterado
em fungdo dessa constante, sendo que essa constante pode ser vista como um operador
funcional, por esse motivo, também verifica-se, nesse tipo de situacdo, a covariacao.

No produto de medida, ainda ha situacdes que envolvem o conceito de
combinacdo, sendo resolvidas utilizando o esquema de produto cartesiano. Problemas de
combinatéria exploram as possibilidades de formacdo de conjuntos, podendo conter ideias de
permutacg&o, arranjo ou combinacéo.

Essas ideias se diferenciam porque a permutacdo considera quantas possibilidades
existem de se organizar um numero de objetos de forma distinta, enquanto que o arranjo é um
caso particular da permutacéo, pois, na escolha dos objetos, a ordem importa, j& a combinacao

é utilizada quando se quer fazer escolhas ndo ordenadas desses elementos (exemplo 8).
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Exemplo 8: Carmelita levou para um acampamento de final de semana, 2
bermudas e 3 blusas. Quantas combinagdes diferentes ela poderd fazer com as roupas que

levou?

Figura 14 — Representacao de tabela cartesiana como resolugéo do Exemplo 8.

i =
# |

1 | f |
. =77
iy lo o f—f‘jn

Fonte: Elaboragdo propria.

O exemplo 8 apresenta um problema de combinacdo em que a sua resolucédo pode
ser feita por meio de uma tabela, como representada na Figura 14.

Esse tipo de resolucdo ndo contribui para o desenvolvimento do raciocinio
multiplicativo, pois o estudante pode encontrar o resultado da combinacdo por contagem.
Também verifica-se que ndo ha uma relacdo entre as bermudas e as blusas que defina um
operador, ou seja, ndo ha uma relacdo de dependéncia entre as bermudas e blusas, do mesmo
modo, ndo ha covariacdo. Assim, diante da natureza dessas situacdes, as unidades do produto

séo expressas como produtos de unidades elementares (VERGNAUD, 1983).

2.3.3 Proporcdo multipla

Nas situacdes que envolvem Propor¢do Multipla, ha mais de duas grandezas,

relacionadas duas a duas, em uma relacdo de quatro quantidades (quaternaria), sendo que
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todas as medidas sdo proporcionais e dependentes duas a duas (M, My, Ms, ..., M),
formando, assim, uma composicao de funcdes lineares (exemplo 9).

Exemplo 9: Em duas caixas foram colocados 16 vasos de flores, totalizando 48
flores. Quantas flores tém em uma caixa com 8 vasos?

Analisando o exemplo 9 observa-se que se M; ou M, fossem retiradas, mesmo
assim seria possivel inferir a quantidade de flores em uma caixa com 8 vasos. Isso s é

possivel por haver uma relacdo de proporcionalidade entre M; e M, M2 e M3, M; e Ms. E

factivel também determinar os operadores escalares e funcionais (Figura 15).

Figura 15 — Esquema do problema do exemplo 9.

M M, Ms M; - caixas (un)

. 8 .3
P 2 —8—> 16 _,_> 48 o M, - vasos (un)
1 —1 5 8 1 X M; - flores (un)

f g

Fonte: Elaboracéo propria baseada em Vergnaud (1983).

Na Figura 15, visualiza-se que ha covariacdo entre M; e My, pois, por meio do
operador funcional, verifica-se que ha 8 vasos de flores por caixa. O mesmo pode ser
verificado entre M, e M3, em que se constata que tem 3 flores por vaso. Também se pode
relacionar M; e M3, em que se obtém ao multiplicar os operadores funcionais da fungéo f:N—
N tal que f(x) = 8x e da funcdo g:N— N tal que g(x) = 3x que ha 24 flores por caixa. Assim,

em termos funcionais tém-se f(g(x)) :N— N tal que:
fog ou f(g(x)) =8 . 3x — f(g(x)) = 24x

2.3.4 Proporcéao dupla

Nas situacGes em que se tem uma propor¢do dupla, também ha mais de duas
grandezas, relacionadas duas a duas, em uma relacdo de quatro quantidades (quaternaria),
contudo, a medida M3 é proporcional a M; e M5, ndo havendo proporcionalidade entre M; e
M, sendo, portanto, diferentes e independentes, configurando-se em proporgdes duplas e
funcéo bilinear (exemplo 10).

Exemplo 10: Uma pessoa consome por dia 300g de carne. Quantas gramas de

carne serdo consumidas por uma familia de 4 pessoas em 7 dias?
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No problema do exemplo 10, verifica-se que h4d uma relagdo de invariancia entre o
namero de pessoas e a quantidade de carne consumida (M; e Ms), no caso, 300 gramas de
carne por pessoa. De forma andloga, verifica-se 0 mesmo entre a quantidade de carne
consumida por dia em que se tém 300 gramas de carne por dia (M, e M3). Todavia essa

mesma relacdo ndo acontece entre M; e M, (Figura 16).

Figura 16 — Esquema do problema do exemplo 10.

M; Ms; M, M; - pessoas (un)

. 300
1

300 . 3001 .
. @ ; @ ? ? 7 M, - dia (un)
.30 X .300 7 Mj - carne (g)
4_
7

4
Fonte: Elaboracéo propria baseada em Vergnaud (1983).

A Figura 16 apresenta um esquema que demonstra a bilinearidade das fungdes
envolvidas na situagcdo do exemplo 10. Assim, seguindo o modelo de uma funcéo bilinear
tém-se que f(x,y) = 300xy, em que 'X' representa a quantidade de pessoas e 'y' a quantidade de
dias.

Ao analisar o esquema da Figura 16, constata-se a invariancia e, portanto, a
covariacdo presente no exemplo. Acredita-se, embora ndo tenha sido encontrado nenhuma
pesquisa que fundamente essa inferéncia, que dentre as situacbes das estruturas
multiplicativas que permitem a exploracdo da covariacdo, essa seja uma das mais dificeis,
pois a coordenacdo desses dois tipos de invariancia que acontecem parece requisitar esquemas
mais elaborados de pensamento. Pretende-se, portanto, explorar essa situacdo como forma de
compreender esses esquemas.

As andlises das situacdes multiplicativas apresentadas nos exemplos de 1 a 10,
mostram as possibilidades de explorar a covariacdo nas situacfes de isomorfismo de medidas
(exemplos 1 a 5), de propor¢do multipla (exemplo 9) e de proporcao dupla (exemplo 10), por
esse motivo, serdo exploradas apenas essas situacgoes.

Considerando todas as classificagdes dos problemas de estruturas multiplicativas
discutidas por Vergnaud (1983, 1988), Magina, Santos e Merlini (2012) e Santos (2012,
2015), organizaram, baseados em Vergnaud (1983, 1988, 1994), as situacdes de problemas do

campo conceitual multiplicativo considerando as relagdes, eixos, classes e tipos (Figura 17).
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Figura 17 — Esquema do Campo Conceitual Multiplicativo.

Estrutura Multiplicativa

Relagdes Quaternaria |« » Ternaria
l Y l i l

Proporcio Proporcio Proporgio
Simples Dupla Multipla

Produto de
Medidas

Comparagio
Multiplicativa

A J Y

Um para r Muitos Relagdo Refer euite on Configuragio N
Fe L h . referido Combinatoria
muitos para muitos desconhecida X . Retangular
desconhecido
[ Discreto ] [ Continuo ] [ Discreto ] [ Continuo ] [ Continuo ] [ Discreto ]

Fonte: Elaboracgdo propria baseada em Santos (2015).

O esquema da estrutura multiplicativa apresentado na Figura 17 esta dividido em
duas partes: relacbes quaternarias e relagdes ternarias, que por sua vez sao divididas em eixos.
As relacBes quaternarias, segundo esse esquema, sdo divididas em trés eixos: propor¢édo
simples que € analogo a isomorfismo de medidas - termo dado por Vergnaud; proporcdo
dupla e propor¢do multipla. Sendo que cada um desses eixos é constituido de duas classes de
situagdes; um-para-muitos e muitos-para-muitos, e ainda cada classe leva em consideragdo
dois tipos de quantidades: discreta e continua.

As relacdes ternarias constituem a outra relacdo desse esquema e dividem-se em
dois eixos: comparagdo multiplicativa e produto de medida. No primeiro eixo, constam duas
classes: relacdo desconhecida e referente ou referido desconhecido, considerando dois tipos
de quantidades: continua e discreta. Quanto ao segundo eixo das relagdes ternérias, o produto
de medidas, conta com duas classes de problemas: a configuracdo retangular, que permite o
trabalho com quantidades continuas, e a combinatoria, que permite apenas a quantidade
discreta.

Embora o esquema apresentado na Figura 17 seja apenas uma sistematizagédo das
situacOes propostas por Vergnaud (1994), essa organizagéo torna mais claro a compreensao de

todos os elementos do campo multiplicativo: relagdes, eixos, classes e tipos. Por esse motivo,
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adota-se, nesta tese, a nomenclatura dos eixos dados por Santos (2015): proporcao simples,
propor¢éo dupla, propor¢do maltipla, comparagdo multiplicativa e produto de medidas.

Considerando os eixos apresentados por Santos (2015) e que podem envolver o
conceito de covariagdo, estes podem ter graus de dificuldade diferentes. Gitirana et al. (2014)
aplicaram um teste de sondagem, contendo 15 problemas do campo multiplicativo, com 504
estudantes da rede publica de S&o Paulo, que cursavam do 2° ao 9° ano do Ensino
Fundamental. A partir dessa pesquisa, foi possivel estabelecer uma proposta de classificacéo e
extensdes dos problemas relativos a sua complexidade - protdtipos, 1* extensédo, 2% extenséo,
3% extensdo e 4° extensdo (GITIRANA et al., 2014).

Desta forma, verificou-se que problemas de proporcdo simples do tipo
multiplicacdo e divisdo por partes que envolvem relacdo um-para-muitos sdo considerados do
tipo prototipos, ou seja, mais faceis. Os problemas de propor¢do simples do tipo divisdo por
cota e os de proporcdo dupla sdo de 1% extensdo. Os de proporcdo simples que envolve
multiplicacdo e divisdo, relacdo muitos-para-muitos (quarta proporcional, segundo
classificacdo de Vergnaud) sdo de 2% extensdo e, por fim, os problemas de proporgdo multipla
sdo de 3% extensao.

Conhecer os eixos dos problemas multiplicativos e seus graus de complexidade é
importante, pois ajuda a garantir a exploracdo de conjuntos diferentes de situagbes que
possibilitem a compreensdo de um conceito. Desta forma, para verificar as dificuldades de
uma situacao € necessario também considerar, além dos eixos, as classes (um-para-muitos e
muitos-para-muitos) e o tipo de variavel envolvida.

Problemas que envolvem quantidades continuas e/ou discretas podem apresentar
complexidades diferentes. Em pesquisa realizada por Boyer, Levine e Hut-tenlocher (2008)
com estudantes de 6 a 9 anos de idade utilizando problemas de comparacdo,® foi constatado
que as criancas apresentam maiores dificuldades em problemas que possuem grandezas
discretas do que nos que tem grandezas continuas, sendo atribuido esse resultado a capacidade
dos alunos em estabelecer relagcdes aditivas em grandezas discretas em vez de estabelecer
relagdes proporcionais.

Na pesquisa feita por Fernandez et al. (2010) com 755 estudantes espanhois de

diferentes niveis de ensino (4° e 9° ano) verificou-se que a natureza das grandezas (discretas e

. - .- . . . . A c
%% S50 problemas em que sdo dados quatro valores com o objetivo de analisar qual situacéo é verdadeira: =>7
A

ou? =%£ou < £ (LESH, POST, BEHR, 1988).
B D B D
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continuas) n&o tem influéncia no desempenho dos alunos em problemas de valor omisso®’.
Estes autores defendem que a idade e a experiéncia escolar ajudam a aperfeicoar o
desempenho dos alunos independente da natureza das grandezas (discretas e continuas).

Verifica-se uma diferenca de desempenho ao relacionar os resultados obtidos por
Ferndndez et al. (2010) e Boyer, Levine e Hut-tenlocher (2008). Entende-se que dois fatores
podem ter influenciado a diferenga de resultados. O primeiro pode ter relagdo com a diferenca
de faixa etaria dos sujeitos das duas pesquisas, indicando que as criancas mais novas tendem a
ter maiores dificuldades com grandezas discretas. A segunda pode estar relacionada com
fatores culturais j& que as pesquisas foram realizadas em paises diferentes, o que deve
influenciar, dentre outras questdes, o curriculo vigente em cada localidade.

Outras questdes trazidas em pesquisas estdo relacionadas com quantidades
intensivas e extensivas® e as relagdes de proporcionalidade direta e indireta (CARVALHO;
NUNES; CAMPQOS, 2008; NUNES; DESLI; BELL, 2003).

Em pesquisa planejada por Nunes, Desli e Bell (2003) com estudantes de 6 a 8
anos de idade, eles foram solicitados a resolverem situacdes-problemas sobre paladar,
velocidade e custo, com o objetivo de comparar a capacidade de resolver problemas com
quantidades intensivas e extensivas e de analisar como o0s tipos de relacbes de
proporcionalidade (direta ou inversa) poderiam influenciar na compreensao de problemas de
estrutura multiplicativa. Seus resultados trazem evidéncias de que as criangas possuem maior
dificuldade em compreender quantidades intensivas, podendo estar relacionadas ao
entendimento de relagcbes inversas. Dentre os problemas utilizados por esses pesquisadores
esta um sobre o paladar, em que foram considerados dois copos de suco de limao, sendo que,
na primeira situacdo (relacdo direta), um dos copos continha mais aglcar que no outro e a
guantidade de suco era constante e na segunda situacdo (relacdo indireta) a quantidade de
acucar ndo variava, mas a quantidade de suco variava.

O estudo de Carvalho, Nunes e Campos (2008) teve como objetivo explorar se
diferentes informacgdes sobre dados continuos afetavam as interpretacGes graficas de 84
estudantes ingleses com idades de 11 a 14 anos, por meio de 20 problemas de
proporcionalidade direta e inversa, com fatores graficos. Para isso, 0s dados continuos foram

convencionalmente representados por pontos ou linhas no sistema de coordenadas, enquanto

27 ox . A C . . . N S
Séo problemas do tipo ~=-no qual trés valores sdo conhecidos (incluindo um par completo) e o objetivo é

encontrar a parte omissa da segunda (e equivalente) razdo (LESH; POST; BEHR, 1988).
%8 Nunes, Desli e Bell (2003) explicam que as quantidades extensivas podem ser representadas por um (nico
nGmero inteiro, enquanto que as intensivas séo representadas pela razao entre dois nimeros.
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que dados discretos foram representados por barras. Foi constatado que todos os estudantes
resolveram mais facilmente o problema de proporcionalidade direta do que o de
proporcionalidade inversa.

A pesquisa de Carvalho, Nunes e Campos (2008) trazem evidéncias de que 0 uso
de representacdes graficas pode ajudar na compreensdo dos estudantes, principalmente em
situacOes de proporcionalidade direta. Embora seja importante desenvolver o entendimento
em relacdo a esses dois tipos de proporcionalidade, nesta tese, sera tratada, apenas, situacoes
multiplicativas que envolvem proporcdo. Essa opcdo se fundamenta no fato de que as
situagdes de proporcionalidade inversa saem do campo da linearidade, logo, como esta tese se
baseia em estudos de Vergnaud (1983, 1988, 2009), s6 prevé situacdes das estruturas
multiplicativas do tipo linear ou n-linear, 0 que proporciona uma grande variedade de
situacOes: proporcao simples, dupla e multipla.

E possivel trabalhar com situacbes de proporcdo simples em problemas que
envolvem area. Nunes e Bryant (2009) explicam que é possivel calcular a area de um
retdngulo utilizando um problema classificado como proporcdo simples, em que uma linha
corresponderia a 'x' unidades. Em pesquisa realizada com criancas de 9 a 10 anos por Nunes,
Light e Mason (1993) em que trabalhavam dentro de uma situagdo de isomorfismo de
medidas, foi verificado que as criangas obtinham melhores desempenhos quando comparavam
a area de uma figura a quadrados do que quando utilizavam uma régua. As criancas que
utilizaram a régua trabalharam dentro de uma situacdo de produto de medidas, tendo que
considerar trés quantidades: o valor da base, o valor da altura e a area, além disso, também
tinham trés relagcdes a serem consideradas: a relagdo entre a base e a altura, a relacdo entre
base e area, e a relagdo entre a altura e a area (a area esta proporcional a base, se a altura é
constante e proporcional a altura, se a base é constante).

A unidade de um quadrado pode ser utilizada para fazer a medicdo de diferentes
superficies, por meio de diferentes operacGes. Desta forma, pode-se atribuir uma medida
(numero) para a area de um quadrado e utiliza-la para cobrir outra superficie, determinando a
area por meio de contagem. Sobre isso, Nunes, Light e Mason (1993) explicam que nem
sempre é possivel ter a quantidade suficiente de quadrados para cobrir a superficie,
requisitando que se forme filas ao longo da base da figura, estabelecendo uma
correspondéncia de um-para-muitos entre o namero de linhas que se encaixam ao longo da
altura e o nimero de unidades de quadrados em cada linha.

Nessa pesquisa, foi verificado que os alunos ao resolverem problemas de

proporcao simples, além de ampliarem seus conhecimentos e concepgdes sobre area, foram
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capazes de comparar uma area triangular com uma retangular e expandir a compreensdo de
como a area é medida, enquanto os estudantes que trabalharam apenas com situaces de
produto de medidas ndo obtiveram sucesso em ampliar seus conhecimentos para pensar sobre
a area de triangulos.

As pesquisas apresentadas mostram a variedade de possibilidade de exploragéo de
problemas de proporcéo, além de alertar para as diferentes complexidades dessas situagdes, ja
que, além dos eixos - proporcao simples, dupla e multipla, é preciso considerar a classe (um-
para-muitos e muitos-para-muitos) e o tipo de grandeza envolvida, se € discreta ou continua.

As discussdes levantadas nessa secdo, também demonstram as diferentes
estruturas presentes em situagcbes multiplicativas, verificando, essencialmente nas relacGes
quaternarias: proporcao simples (isomorfismo de medidas), propor¢do dupla e proporcédo
maultipla; relacbes funcionais e escalares que se associam a invariancia e a covariacao, e que,
por sua vez, associam-se a ideia de funcdo. Devido a essas caracteristicas, na se¢do seguinte
discute-se sobre 0 campo que tem uma intersecdo com o campo aritmético, no caso, 0 campo

algébrico.

2.4 O campo algébrico: raciocinio funcional e covariacional

Segundo Lessa (1996), a aritmética trabalha com a concepc¢do de nimero e com
suas operacdes (adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo) e enfatiza a obtencdo de resposta a
partir de calculos, enquanto que a algebra, com as relacdes entre as quantidades utilizando
simbolos para representar um numero, tendo, portanto, foco na representacdo de problemas
por meio de equacdes, que se processa em um nivel mais abstrato utilizando e operando com
0s simbolos.

Para Lins e Gimenez (1997), a aritmética corresponde as relacdes quantitativas
sobre colecdes de objetos, sendo considerada o nucleo dos anos iniciais do Ensino
Fundamental, ao trabalhar com a compreensdo dos numeros e suas operagdes com objetivo de
desenvolver o sentido do numero na criangca (BRASIL, 1997, 1998b). Os PCN também
consideram 0s conceitos numéricos e a capacidade de realizar operagdes, mas sugerem a
utilizacdo de linguagem oral, algoritmos e registros informais (BRASIL, 1998a).

A algebra, no entanto, realiza generalizagdes de modelos consistindo em “[...] um
conjunto de afirmacges para as quais € possivel produzir significado em termos de numeros e
operagdes aritméticas, possivelmente envolvendo igualdade ou desigualdade” (LINS;

GIMENEZ, 1997, p. 137). Sendo que o conhecimento algébrico desenvolve a capacidade de
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abstracdo e generalizacdo e € uma ferramenta importante na resolugdo de problemas, em que o
uso somente de estratégias pertencentes ao campo da aritmética se mostra insuficientes (DA
ROCHA FALCAO, 1993).

Autores como Carraher e Schliemann (2007), Carraher, Schliemann e Brizuela
(2000), Freire (2007), Lins e Gimenez (1997) e Da Rocha Falcdo (1993) j& pesquisaram sobre
atividades ligadas ao campo conceitual algébrico e recomendam que estas sejam introduzidas
ja nos anos iniciais do Ensino Fundamental, como forma de promover uma transicdo da
aritmética para a algebra. Esses estudos ainda mostram que a abordagem desses dois campos
(aritmética e algebra) ndo deve ser fragmentada, pois essa quebra curricular causa
dificuldades de compreensdo nos alunos quando sdo iniciados aos conceitos algébricos e
apontam a necessidade da aritmética e algebra darem significado uma a outra.

Vergnaud (1988) também recomenda que o ensino da algebra se inicie ja nos anos
iniciais do Ensino Fundamental, pois, assim, pode-se preparar melhor os estudantes para
lidarem com as questdes epistemoldgicas envolvidas na transicdo da aritmética para a algebra.
Sobre isso, Blanton e Kaput (2008) acrescentam que é preciso incentivar os estudantes a
construirem regularidades, conjecturas, generalizagdes, por meio de uma algebrizacdo de
problemas aritméticos.

A proposta ndo é adiantar o ensino da algebra, mas propor situacfes ligadas ao
cotidiano das criancas e baseadas no raciocinio multiplicativo, raciocinio este, ligado a
aritmética. Carraher et al. (2006, p. 4) explica que a: "[...] notacdo simbdlica, funcdes, tabelas
e graficos sdo ferramentas poderosas para criancas compreender e expressar relacdes
funcionais entre uma ampla variedade de situacdes problema"”. Entende-se que a utilizacdo de
tabelas, retas numeéricas e graficos possa contribuir com a compreenséo das relagdes presentes
nas estruturas multiplicativas, relacdes estas que possuem caracteristicas funcionais e,
portanto, algébricas, permitindo, ainda, a generalizacao da situacéo.

Considerando que em situagfes multiplicativas de proporcdo simples, dupla e
multipla existem relagOes funcionais e escalares (invariancia e covariacdo), logo, requisitam
um raciocinio funcional, ja que faz parte das atividades necessarias para formar o conceito de
funcdo (SMITH, 2008). Sobre isso, Smith (2008, p.143-144, traducdo nossa”®) indica seis

tipos de atividades para formar a base para o conceito de funcéo:

# Texto original: 1. Engage in some type of physical or conceptual activity. 2. Identify two or more quantities
that vary in the course of this activity and focus one’s attention on the relationship between the two variables. 3.
Make a record of the corresponding values of these quantities, typically tabular, graphical, or iconic. 4. ldentify
patterns in these records. 5. Coordinate the identified patterns with the actions involved in carrying out the
activity. 6. Using this coordination to create a representation of the identified pattern in the relationship.
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1. Envolver-se em algum tipo de atividade fisica ou conceitual;

2. Identificar duas ou mais quantidades que variam no decorrer desta atividade e
concentrar-se sobre as relagdes entre as duas variaveis;

3. Fazer registro da correspondéncia destas quantidades por meio de tabelas,
graficos ou figuras;

4. Identificar padrdes desses registros;

5. Coordenar os padrdes identificados com as acBes envolvidas na realizacdo da
atividade;

6. Criar, a partir dessa coordenacdo, uma representacdo do padrdo identificado nas
relaces.

Verifica-se, nessa sequéncia de atividades apresentadas por Smith (2008), a
presenca do conceito de covariagdo. No desenvolvimento do raciocinio funcional, os alunos
precisam ser capazes de reconhecer de que forma as quantidades variam em relacédo as outras
(NATIONAL COUNCIL OF TEACHERS OF MATHEMATICS, 2000).

Blanton e Kaput (2005) acompanharam durante um ano uma professora do 3° ano,
a partir de um projeto de desenvolvimento profissional, com o objetivo de analisar como
ocorreu o desenvolvimento das habilidades de raciocinio algébrico de seus alunos. Por meio
dessa investigacdo, os autores puderam verificar que raciocinar sobre fungdes esta relacionado
a: (1) simbolizar quantidade e operar com as expressdes simbdlicas; (2) representar dados
graficamente; (3) descobrir relagdes funcionais; (4) prever resultados desconhecidos
utilizando dados conhecidos; e (5) identificar e descrever padrdes numéricos e geométricos.

Essas constatacGes apontadas por Blanton e Kaput (2005) demonstram que o
raciocinio funcional estd relacionado com o raciocinio covariacional, também tendo sido
verificado por Confrey e Smith (1994, 1995).

Para chegar a essa conclusdo, Confrey e Smith (1994; 1995) exploraram uma
abordagem em que era necessario encontrar uma regra que relaciona as variaveis
independentes e dependentes. Contudo, por ser uma abordagem abstrata e que enfatiza as
regras, é considerada de dificil compreensdo para os estudantes mais jovens (CONFREY;
SMITH, 1995).

Confrey e Smith (1995) ainda explicam que as atividades que envolvem
covariacdo necessitam que sejam geradas duas sequéncias de padrdo e depois feita a
justaposicdo delas, assim como acontece em tabelas de valores. Segundo Confrey e Smith
(1994), quando os alunos percebem a covariacdo entre duas quantidades, sdo capazes de
coordenar a variagdo das duas varidveis como eles se movem para cima e para baixo da
tabela. De outra forma, eles podem descrever como uma quantidade muda em relagdo a outra.

Outros investigadores tém também trabalhado com o conceito de variagdo Unica,

especialmente quando trabalhando com os alunos mais jovens. Warren (2005a), por exemplo,
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estudou a habilidade que jovens estudantes tinham para generalizar regras de padrbes de
crescimento. Ela descobriu que, enquanto os alunos tém a capacidade de raciocinar sobre as
funces, essa Unica variacéo foi cognitivamente mais facil para os mais jovens alunos.

Uma boa contribuicdo para a nocdo de covariagdo pode ser vista no trabalho de
Saldanha e Thompson (1998), que descreve a covariagdo como 0 envolvimento da
coordenacdo de duas quantidades; com a percepg¢éo de que um valor de uma quantidade varia
de acordo com outro. Estes autores ainda mencionam as relacdes de valor a cada momento no
tempo. Nesse trabalho, o desenvolvimento das imagens de covariacdo é visto como o
desenvolvimento evolutivo da coordenacgéo de duas quantidades.

Em geral, os estudantes apresentam pouca dificuldade em determinar como um
conjunto Unico de dados varia, porém, determinar as relacdes existentes entre dois conjuntos
de dados (covariacao) pode ser considerado um desafio (CARLSON et al., 2002; WARREN,
2005a, 2005b; WARREN; COOPER, 2008).

Nos estudos de Monk (1992), foi observado que estudantes universitarios, na
disciplina de calculo, mostram uma forte tendéncia a focar mais na forma dos graficos do que
em entender o grafico de uma funcdo como um meio para definir uma relacdo de covariacao
entre duas variaveis.

O entendimento das conexdes entre duas variaveis pode afetar a forma como o0s
estudantes dao sentido as relacGes representadas em um grafico (SALDANHA; THOMPSON,
1998), pois ndo € incomum que interpretem o grafico como uma figura icdnica com
semelhancas com a situacdo que se esta representando. Um exemplo dessa situacdo pode ser
visualizado em um dos problemas apresentados no trabalho de Carlson et al. (2002), em que
um aluno pode interpretar um gréafico que representa uma relagdo entre o volume e a altura do
liqguido numa garrafa como sendo a propria forma da garrafa.

Carlson et al. (2002) explica que um contraste entre a representacao icénica e
covariacional de um gréfico se faz necessaria para desenvolver a percepc¢do de que no grafico
deve-se considerar a representacdo entre quantidades que podem mudar em conjunto,
ressaltando ainda que ambientes dindmicos usados nessa situacdo descrita, tém o potencial
para apoiar a interpretacéo e a construgdo das relagdes entre quantidades, pois propiciam uma
série de questdes. A exploracdo desses ambientes dindmicos e do potencial que eles trazem
para as sequéncias de ensino serdo melhor tratadas no capitulo seguinte.

Muitos dos estudos que envolvem o tema de covariagcdo estdo voltados para a
matematica avancada e estatistica, desse modo, ha pesquisas (CONFREY; SMITH, 1994,
1995; SALDANHA; THOMPSON, 1998; WARREN, 2005a, 2005b) que investigam o0s
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beneficios do raciocinio covariacional no desenvolvimento de funcbes e da &lgebra; outras
(CARLSON et al., 2002; OEHRTMAN; CARLSON; THOMPSON, 2008) que analisam
como o raciocinio covariacional ajuda no desenvolvimento de ideias relacionadas ao calculo e
a estatistica (ZIEFFLER; GARFILD, 2009). Poucos trabalhos investigaram como as criangas
entendem covariacao, j& que ndo é um conceito comumente explorado na Educacao Basica,
muitas vezes, desconhecido pelos professores que atuam nesse nivel de ensino,
principalmente no Brasil.

Irwin (1996), em um experimento de ensino, entrevistou 107 criancas, de 4 a 7
anos, sobre a sua compreensdo de covariacdo e compensacao nas relacoes parte-todo, sobre
quantidades incontaveis, quantidades contadas e equagBes numeéricas, mostrando que a
capacidade de prever mudancgas em quantidades contadas aumentou com a idade. A maioria
dos estudantes de sete anos de idade demonstrou uma compreensdo de covariancia, mas o
estudo anterior € importante porque olha para a mudanca das no¢des iniciais de covariagéo,
que é importante no raciocinio funcional. Irwin (1996) também descobriu que criangas de 4
anos ja possuem uma compreensdo inicial de covariacao.

Blanton e Kaput (2004) também investigaram criancas que estudavam da pré-
escola até o 5° ano, com o objetivo de analisar o raciocinio destas criangas em problemas
contextualizados e diretamente proporcionais. Um dos problemas utilizados traz as relagdes
combinadas entre a quantidade de cdes, de olhos e de caudas. Dentre os achados estdo as
diferencas perceptiveis entre as criancas dos diferentes niveis. As criancas da pré-escola
utilizaram contagem basica, sem, inicialmente, perceber qualquer padrdo, somente depois da
professora mostrar os dados em gréficos, utilizando pontos e barras para representar olhos e
cauda, foi que entenderam o padrdo. No caso dos olhos, elas visualizaram um padrdo de dois,
associando que a cada novo cdo adicionado ao grupo teriam de acrescentar dois olhos. As
criancas do segundo ano em diante utilizaram graficos por conta propria, descrevendo 0s
padr6es. Com a ajuda do professor, as criangcas do segundo ano também foram capazes de
prever o nimero de olhos para 7 cées sem usar contagem. As do terceiro ano em diante
descreveram relagbes multiplicativas de comparagdo como “duplo”, demonstrando
entendimento que para saber a quantidade de olhos bastava multiplicar a quantidade de cées
por 2.

Assim, a partir de pesquisas como as de Irwin (1996) e Blanton e Kaput (2004)
verifica-se que as criangas, mesmo mais novas, utilizam o conceito de covariagdo nas
guantidades contadas quando o problema é contextualizado e o padrdo é diretamente

proporcional. Seus estudos focam covariagdo como um trampolim cognitivo no
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desenvolvimento do raciocinio funcional, considerando que problemas desse tipo podem ser
representados por meio de uma funcéo: f(x) = mx +b em que 'b' é zero, sendo uma alternativa
para a transicao da aritmética para a algebra e para a formacdo do conceito de funcéo, ja que a
funcdo linear f(x) = mx € de mais facil compreensao.

Essa transicdo pode acontecer por meio da exploragéo de situagdes multiplicativas
de propor¢do simples, propor¢do dupla e multipla, uma vez que o “m” presente na fungao
linear f(x) = mx € o operador funcional, presente na relacdo entre as grandezas existentes
nesses tipos de situacdo. Essa abordagem deve acontecer com a exploracdo de diferentes
representacfes, como tabelas e graficos e o uso de tecnologias para dar dinamicidade e
facilitar a construcdo dessas representacoes.

Uma pesquisa realizada com estudantes do sétimo ano de uma escola dos Estados
Unidos por Nickerson, Nydam e Bowers (2000), teve como objetivo investigar o0s
conhecimentos relacionados a graficos, notacéo algébrica e taxa de variacdo® e como esses
conceitos poderiam ser construidos pelos estudantes. Foram realizadas atividades com o
SimCalc® durante cerca de trés semanas, com as seguintes abordagens: 1) a representagéo
gréfica em um sistema de plano cartesiano, 2) escrita e avaliacdo de simples expressdes
algébricas, e 3) a compreensado de taxa de variacao.

Durante a primeira semana, as atividades foram concentradas nos gréficos de
posicdo. Para isso utilizaram-se planilhas e modelagem de graficos por meio de detectores de
movimento ligados ao computador, desafiando os estudantes a reverem o movimento
conforme feedback grafico que aparecia na tela do software. Também foi solicitado que os
estudantes tentassem prever como dois personagens no SimCalc, o Sapo e o palhaco, se
moveriam com base em dados graficos de posicao. Depois do professor ouvir as previsdes dos
estudantes, foi feita a simulacdo, com a intencdo de concentrar-se em descricdes qualitativas
de graficos. Apds algumas simulacbes, os estudantes comecaram a descrever 0 movimento
com maior precisdo, desenvolvendo estratégias para coordenar a distancia e o tempo.

As atividades posteriores incentivaram o uso de notacOes algébricas para
descrever os padrfes das tabelas e dos dados do grafico, para isso as atividades focaram na
identificacdo de padrBes. Por ultimo, foram trabalhadas as taxas de variagdo, por meio de

atividades focadas em gréaficos de velocidade. Dentre as atividades, foi solicitado que os

%0 Esse trabalho considera taxa de variagdo o coeficiente "m"da funcgéo linear f(x) = mx+ b

31 E um software de algebra dinamica e interativa, com licenca paga, criado pelo Massachussets Institute of
Techonology (MIT). Historicamente, as concepc¢des do SimCalc aproximam-se de um grande movimento de
Educacdo baseada na linguagem de programacao Logo para criancas, ja que € um software baseado na animagédo
e na construcdo. Mas, ao contrario do Logo, as representaces dinamicas ndo se concentram em linguagem de
programagcéo.
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alunos planejassem e criassem histdrias (simulagdo) considerando que o personagem mudasse
de taxa de variagdo e de direcdo. Resultados de um pos-teste indicaram que os estudantes
passaram a compreender uma série de conceitos pré-algébricos, pois passaram a ser capazes
de entender contextos com numeros inteiros referentes aos pontos em qualquer dos quadrantes
de um plano cartesiano e principalmente na interpretacdo de graficos (NICKERSON;
NYDAM; BOWERS, 2000).

E importante ressaltar que fica evidente que essa abordagem buscou colocar as
animacoes do software como foco da atividade e ndo como uma aplicacao a ser estudada apos
a notacdo formal dominada, ou seja, o SimCalc ndo foi utilizado para consolidar os
conhecimentos, mas para desenvolvé-los. Uma das vantagens que pode ser observada nesse
trabalho é que o software ndo exigiu que os estudantes descrevam o movimento ou situacédo
com equac0es algébricas. Isto pode ser considerado vantajoso uma vez que oportuniza que 0s
estudantes possam entender a situa¢do por meio da representacdo grafica sem primeiro ter que
dominar as equacOes algébricas, possibilitando, assim, uma transicdo mais tranquila da
aritmética para a algebra.

Com base no trabalho realizado por Nydam e Bowers (2000), entende-se que essa
transicdo pode ser facilitada ao se abordarem as estruturas multiplicativas explorando
conceitos de covariacdo a partir de diferentes representacdes e com suporte das tecnologias.
Diante disso, no capitulo seguinte serdo apresentadas possibilidades do uso das tecnologias

para 0 ensino e a aprendizagem da Matematica.
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3 AS TECNOLOGIAS DIGITAIS E AS POSSIBILIDADES DE ENSINO E
APRENDIZAGEM DA MATEMATICA

Atualmente existem muitas tecnologias disponiveis na escola, como calculadoras,
computadores e dispositivos portéteis: laptops, tablets e celulares que também podem ser
ligados em rede (Intranet® e Internet®). Essa conex&o entre diversos dispositivos possibilita a
geracdo de dados em tempo real e a intera¢do, como as que podem acontecer, por exemplo, na
resolucdo de problemas colaborativos.

Esse capitulo esta dividido em trés secdes. A primeira secdo relaciona as teorias
de aprendizagem que suportam o uso de multiplas representacdes com o papel desempenhado
pela tecnologia na utilizacdo de representaces em matematica. A se¢do seguinte versara
sobre possiveis abordagens: instrumental, seres humanos com midias e multimodal. Por fim, a
ultima secdo abordaréd a colaboracdo e a producdo de material, explorando as contribuicdes
das multiplas representacdes para a producdo de conhecimento dos estudantes.

3.1 As representacdes multiplas no ensino de matematica com o uso de tecnologia

Para Vergnaud (1990), as representacdes simbdlicas (linguagem natural, gréficos
e diagramas, sentencas formais, dentre outras) sdo utilizadas para representar os invariantes
(relacbes, procedimentos) e as situacdes de um conceito. No caso de problemas de estruturas
multiplicativas, estes podem ser representados verbalmente, isto €, em linguagem natural; por
meio de linguagem matematica ao utilizar expressdes aritméticas e algébricas, mediante
diagramas, figuras, tabelas ou gréficos.

Lautert e Spinillo (1999, p. 24) afirmam que "[..] a complexidade das
representacdes matematicas se reflete nas diferentes formas de se conceber as relacBes entre
representacdo e conhecimento/raciocinio”. Sobre isso, apresentam diversas linhas de
pensamento: a primeira, defendida por Piaget, de que as representagcdes sdo o resultado da
construcdo dos esquemas cognitivos, relacionadas as capacidades I6gicas adquiridas a partir
de cada estagio do desenvolvimento; a segunda defende que as representacfes simbdlicas ndo
sdo a expressao do pensamento, mas algo que o constitui, podendo ser construidas no decorrer

de uma atividade ou na resolucdo de um problema (MEIRA, 1993, 1995). Outras linhas de

%2 Rede de computadores privada, exclusiva de um determinado local - conexéo local.
%3 Rede de computadores conectados a nivel mundial - conex&o global.
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pensamento consideram tanto a capacidade I6gica do individuo como as situacdes de uso e
producdo (VERGNAUD, 1983).

A utilizacdo de diferentes representacfes em uma mesma situacdo contribui para o
desenvolvimento da compreensdo da crianga ja que as representacdes simbdlicas sdo usadas
para representar os invariantes (VERGNAUD, 1994). Decorre, entdo, que Tyler, Prain e
Peterson (2007, p. 317, traducdo nossa)** explicam que “[...] a aprendizagem de novos
conceitos ndo pode ser separada da maneira de como aprender a representa-los e nem do que
significam as representaces usadas”. Assim, ao dominar um conceito, espera-se que 0
estudante seja capaz de mobiliza-lo em diferentes situagdes e representacgdes.

Lesh, Post e Behr (1988) afirmam que as ideias matematicas podem ser
representadas por meio de objetos fisicos, imagem falada ou simbolos. A valorizacdo de
diferentes representacdes também ¢é defendida por Carraher e Schliemann (2007)
reconhecendo que, muito além das notacdes utilizadas na aritmética e na algebra, existem trés
sistemas simbdlicos fundamentais: as tabelas, os graficos e a linguagem natural.

Vergnaud (1983) considera que as tabelas sdo uma boa forma de apresentar
problemas multiplicativos, pois as informacdes podem ser organizadas em fileiras e colunas.
Esse tipo de representacdo possibilita o registro e a organizacdo de valores numéricos, por
iSSO proporciona a apreciacdo numérica da variacdo desses valores, assim como da relacdo
entre variaveis, sendo reconhecida por investigadores que destacam a sua eficiéncia no
estimulo ao pensamento funcional (SMITH, 2008).

A representacdo por meio de graficos cartesianos se constitui mediante a relacao
entre duas variaveis representadas nos eixos 'x' e 'y'. Segundo Carraher, Schliemann e
Schwartz (2008), graficos se constituem em representacdes interessantes e que podem ser
utilizadas em situacdes a que os estudantes atribuam significado. Os graficos cartesianos e as
tabelas podem permitir, se utilizados em conjunto, que os alunos complementem e
clarifiquem a interpretacdo de tabelas, assim como, por meio dos gréficos, aprofundar a
compreenséo de covariagéo.

Prain e Waldrip (2006) explicam que o termo mudltiplas representagdes estd
relacionado as possibilidades de se usar em diferentes formas de representar um conceito.
Desta forma, assim como Vergnaud (1990, 1998), Tytler, Prain e Peterson (2007) defendem
que a aprendizagem de novos conceitos também precisa estar vinculada a compreensdo do

significado das representagdes usadas.

% Texto original: Therefore learning about new concepts cannot be separated from learning both how to
represent these concepts as well as what these representations signify.
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Para Keller e Hirsch (1998), o uso de diferentes representagdes pode trazer
beneficios como: (1) tornar um conceito mais concreto, (2) enfatizar de forma seletiva,
diferentes aspectos de conceitos complexos, e (3) facilitar a ligacdo cognitiva das
representacdes. Aliada a esses beneficios, a tecnologia pode favorecer o trabalho com
maltiplas representacdes (PRAIN; WALDRIP, 2006; PIERCE; STACEY, 2001), uma vez
que dinamiza o processo de construcdo de graficos e tabelas, por exemplo.

Todos os conceitos matematicos podem e devem ser trabalhados por meio de
maultiplas representacdes, dentre eles o de funcdo. Confrey e Smith (1994) utilizaram gréficos,
tabelas e calculadora para ajudar na compreensdo dos alunos sobre funcgdo, considerando
aspectos como o campo de aplicabilidade, a taxa de variagdo e os padrdes. Nesse trabalho,
cada uma dessas representacdes foi pensada para atividades especificas, como, por exemplo,
os graficos apoiaram uma exploracdo qualitativa, considerando aspectos como a forma e a
direcdo, enquanto que a tabela pode ser usada para introduzir abordagem mais explicita da
covariagdo em funcdes.

Em relacdo as funcdes e as multiplas representacdes, Ponte (1992, p. 11) afirma
que “[...] o ensino das funcdes precisa articular de forma equilibrada as trés formas de
representacdo mais importantes, nomeadamente as formas numérica, grafica e algébrica”.
Ainda explica que o trabalho com situaces reais servem de suporte a compreensao das
expressdes algébricas e que a tecnologia pode desempenhar um importante papel no ensino
desse contelido, especialmente as calculadoras graficas e os computadores.

Embora a sequéncia de atividades desenvolvidas nesta tese ndo tenha como
finalidade especifica o trabalho com funcbes - pode-se dizer que estd no limite entre a
aritmética e a algebra, verifica-se que a compreensdo dessas duas representacdes (tabela e
grafico) e ainda das relacBes numeéricas, pode vir a contribuir para que o estudante consiga
compreender a covariagdo em um conjunto de dados, desta forma, a tecnologia digital pode
vir a ser um importante instrumento para facilitar essas representagdes e dar maior
dinamicidade ao processo.

O uso das multiplas representac@es possibilitadas no ensino por meio do uso da
tecnologia digital é sustentado por Borba e Villarreal (2005) por possibilitar o
desenvolvimento de ideias e conjecturas dos estudantes, servindo de base para a elaboragéo de
demonstracfes matematicas. Assim, a aprendizagem pode ser desenvolvida apoiada pelo
computador.

O computador tem se mostrado uma importante ferramenta nas atividades

matematicas de cunho exploratério e investigativo, pois agiliza os calculos demorados e
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repetitivos, permitindo que os estudantes se concentrem na exploracdo dos conceitos ou
situacOes, na descoberta de relagdes ou semelhangas, na modelagem de fendbmenos e na
testagem de conjecturas (PAPERT, 2008).

O uso de tecnologias digitais para fins educacionais pode trazer vantagens como:
a facilidade de visualizagdo e representacdo de gréaficos; as simulagcdes de situacdes reais; 0
trabalho em contextos investigativos; a producdo de contetdo e informacdo; dentre outras
(CASTRO, 2012). Devido a essas possibilidades, a tecnologia, combinada com as vantagens
que as multiplas representacGes oferecem, apresenta caracteristicas igualmente importantes:
dinamicidade e interatividade.

As diferentes ferramentas tecnolégicas disponiveis no computador (software) e
por meio da Internet (objetos de aprendizagem, blogs), podem favorecer o trabalho com as
multiplas representacdes. Tais recursos tém sido cada vez mais utilizados na escola para
apoiar situacGes de ensino em que somente a utilizacdo de materiais manipulativos ou
material impresso ndo é suficiente. Apesar disso, 0s ganhos cognitivos em se utilizar
tecnologias digitais no ensino de matematica ndo dependerdo apenas dos recursos escolhidos,
mas da metodologia adotada.

Ainley, Nardi e Pratt (2000) realizaram pesquisa com criangas de 8 e 9 anos em
escolas primarias que participavam de um projeto com uso de laptops, em que foi realizada
uma abordagem pedagdgica com o uso de computadores, denominada “Active Graphing” cujo
objetivo era ajudar as criangas a desenvolverem habilidades interpretativas por meio de
experiéncia de coleta de dados, tabulacdo de dados em uma planilha e producdo e leitura de
graficos.

Nessa pesquisa as planilhas eletronicas foram usadas para auxiliar as criangas na
aprendizagem de habilidades graficas, permitindo que os graficos fossem utilizados como
ferramentas analiticas. O planejamento das atividades foi realizado junto ao professor da
turma, pois os problemas trabalhados deveriam abordar questdes de interesse das criancas,
assim como elementos simples que permitissem verificar as alteragdes (variagfes) de uma
varidvel e também possibilitar que elas pudessem tomar decisdes sobre o0 experimento
realizado. A partir desse estudo verificou-se que criancas de 8 e 9 anos sdo capazes de
interagir com os dados coletados e os gréaficos e verificar significados e tendéncias.

Valorizar atividades em que os alunos sintam necessidade do simbolismo presente
em situacfes matematicas, de modo que o estudante compreenda o significado, pode se
configurar como um grande desafio. Bills, Wilson e Ainley (2005), realizaram um projeto

para desenvolver a competéncia algébrica em alunos de 11 e 12 anos, com o uso das planilhas
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eletronicas, apoiando-se em cinco principios. O primeiro esta relacionado a importancia de
buscar o equilibrio entre os diferentes tipos de atividades algébricas. O segundo principio
explica que a familiaridade e fluéncia com as estruturas da aritmética ajuda os estudantes a,
posteriormente, expressarem generalizacdes por meio de notagdes algébricas. O terceiro esta
baseado no uso das planilhas eletronicas e do poder que esse software tem de permitir um
retorno imediato das a¢des do estudante. O quarto estd fundamentado na intencionalidade de
se proporem atividades que sejam significativas aos alunos. Por fim, o quinto principio
defende que os estudantes compreendam a utilidade dos conceitos algébricos trabalhados e
das notagdes algébricas, de descobrir o valor de uma incdgnita, de entender padrdes e
relagoes.

Todavia a compreensdo das notacdes algébricas por meio de planilhas pode ser
dificultada devido as caracteristicas dessa ferramenta. Em outra pesquisa, Ainley (1996)
analisou situacdes de exploracdo com planilhas eletronicas e laptops (Primary Laptop
Project) em uma pesquisa com 8 pares de criancas de 11 anos de idade em uma escola
primaria. Para isso, fez uma intervencdo com o objetivo de analisar o desenvolvimento do
conceito de variaveis com o uso de notacdo algébrica formal.

Os resultados desses trabalhos demonstram que as planilhas eletronicas podem
tornar o uso da linguagem simbolica algébrica significativa, contribuindo para a compreensao
de variaveis, pois “[...] como em outros ambientes baseados nos computadores, o pensamento
das criancas é apoiado pelo feedback dado pelo computador nas suas tentativas de chegar a
formalizagdo” (AINLEY, 1996, p. 421, traducdo nossa)®®. Contudo, como as planilhas
eletronicas ndo tém objetivos educacionais, ndo ha feedbacks durante a realizacdo das
atividades, o que, em muitos casos, acaba sendo dado pelo professor.

Esse trabalho alerta para os riscos das formalizacGes algébricas desvinculadas das
atividades exploratorias, pois € comum que essas formalizacGes acontecam de forma forcada,
apresentadas pelo professor, e ndo a partir de atividades que possibilitem a reflexdo dos
estudantes sobre os dados em contextos reais. Sobre isso, Ainley (1996, p. 405, traducéo

nossa)® explica que:

% Texto original: "Like other computer-based environments, children’s thinking is supported by feedback given
by the computer on their attempts to give a formalization™.

% Texto original: "The fact that children meet variables in a context where there is a clear purpose for their use
may suggest an additional explanation for the relative success of children working in computer-based
environments".
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O fato das criangas encontrarem variaveis num contexto onde existe um claro
propdsito para 0 seu uso, pode sugerir uma explicagdo adicional para o relativo
sucesso do trabalho das criancas em ambientes baseados na utilizacdo do
computador.

A tecnologia pode tornar os contextos mais significativos, possibilitando a
geracdo de um numero maior de dados, o que pode contribuir para a relevancia de exploracao
de atividades graficas. Por isso, Ainley (2011, p. 13, traducdo nossa)®’ ressalta a “[...]
utilidade de mostrar resultados graficamente, com a finalidade de procurar padrdes e tomar
decisdes sobre novos dados a serem recolhidos™.

Também foi observado que as criancas da pesquisa demonstraram dificuldades,
principalmente por ndo compreender o poder da notacdo algébrica formal, presentes nas
planilhas (AINLEY, 1996). Isso pode ser explicado pelo fato de as planilhas terem um carater
aritmético bem maior que o algébrico, ja que as formulas, simbolos e/ou representacdes
algébricas representadas nas planilhas eletrdnicas, nem sempre sdo fiéis a linguagem
matematica. Verificam-se exemplos dessa limitacdo na representacdo do sinal de
multiplicacdo que é feita por meio de um asterisco (*); em alguns operadores ldgicos
utilizados pela ferramenta como (<>) para indicar o simbolo de diferenca; a indicacdo do
expoente de uma poténcia ou de um polinémio deve ser dado por (), por exemplo: 52 seria
representado por 52, assim como x3 por x"3.

Ainda que a planilha eletronica seja uma ferramenta reconhecida para o
desenvolvimento da compreensdo de notacoes algébricas e de relacbes gerais, Kieran (2007)
explica que os estudantes acabam generalizando de forma recursiva, o que pode dificultar a
compreensdo e identificacdo das regras e padrdes algébricos.

Outros usos da planilha eletronica tém sido relatados considerando a metodologia
empregada na utilizacdo dessa ferramenta, considerando atividades em uma abordagem
instrumental (HASPEKIAN, 2003). Outras possibilidades do uso da planilha eletrdnica
podem ser vislumbradas por meio do Google Drive, em que varias pessoas podem acessar 0
mesmo documento, mesmo estando em locais diferentes. O sincronismo na utilizagcdo desse
recurso, mesmo quando 0s usuarios estdo em locais diferentes, faz dessa ferramenta uma
interessante alternativa ao trabalho colaborativo, contudo, faltam pesquisas que descrevam
limitagdes e possibilidades pedagogicas para a Matemaética.

Gafanhoto e Canavarro (2011) realizaram um estudo de caso com estudantes do

9° ano com o0 objetivo de investigar de que modo os alunos utilizam as representacdes

%" Texto original: " the utility of displaying results graphically, in order to look for patterns, and make decisions
about further data to be collected".
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maltiplas na resolucdo de tarefas que implicam a utilizagdo de Func¢Bes num contexto de
trabalho com o Geogebra. Para isso, 0s alunos foram incentivados a realizarem um conjunto
de tarefas diversas em que podiam recorrer, se julgassem necessario, ao software. Em geral,
todos os grupos utilizaram planilhas eletrénicas do Geogebra por julgarem de uso bem mais
simples e répido que papel e l&pis, inclusive para a realizagdo dos célculos, mas também
utilizaram representagdes algébricas, gréficas, tabulares e numericas.

Os resultados demonstram que os estudantes, predominantemente, recorrem a
representacdo grafica, apesar de usarem uma variedade de representaces no trabalho com
funcbes. A utilizagdo do software para a realizacdo das atividades possibilitou que os
estudantes estabelecessem relagdes entre as diferentes representacoes.

Sobre as possibilidades de utilizar maultiplas representacdes por meio do
Geogebra, Hohenwarter e Preiner (2007) afirmam ser essa uma de suas caracteristicas mais
peculiares, ressaltando que o software possibilita que cada expressao na zona algébrica possua
uma representacao na zona gréafica e vice-versa.

Em pesquisa realizada por Pinheiro e Cabrita (2013) com 19 estudantes do 6° ano,
de idade entre 11 e 13 anos, por meio de estudo de caso, teve como finalidade implementar
uma experiéncia que pudesse contribuir com o desenvolvimento do raciocinio proporcional e
da representacdo grafica (funcdo linear) utilizando o Geogebra. A proposta pedagdgica
pautou-se na exploracdo das relagdes proporcionais entre a medida do lado de um quadrado e
um perimetro associado a representacdo grafica da funcéo linear dessa situacao.

Apesar de os alunos terem apresentado motivacdo na realizacdo da atividade
proposta e conseguirem identificar representacdes graficas de proporcionalidade direta, ndo
foi observado contribuicdo do Geogebra no desenvolvimento do conceito de
proporcionalidade direta e nem do raciocinio proporcional dos estudantes. Um dos pontos
levantados pelos autores para essa constatacdo pode estar relacionado a proposta pedagogica
planejada que se centrou na construcdo do quadrado, demandando um longo tempo, ao invés
de centrar-se nas relacdes que poderiam ser mantidas, ou no tipo de representacao grafica que
se obteria.

O conhecimento da utilizacdo das ferramentas do Geogebra requisita tanto o
professor quanto os alunos um certo periodo de tempo para aprender. Sendo, portanto, uma
desvantagem dos softwares de uma forma geral, pois, apesar de eles serem mais completos
gue os objetos de aprendizagens que sdo focados em conteldos especificos, o periodo
necessario para essa adaptagdo pode ndo compensar sua utilizacdo (CASTRO FILHO et al.,
2008; CONFREY, 1992).
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O Geogebra também possui versdes para uso em dispositivos méveis®®, trazendo
vantagens de portabilidade e mobilidade. Embora os dispositivos mdveis possam trazer
limitacbes como: tamanho de tela, pouco espaco de armazenamento, falta de conexdo
imersiva, dentre outras, dependendo do dispositivo. Vale ressaltar que trazem possibilidades
de interacdo, de trabalho colaborativo, de ampliagdo de tempo e de espaco da escola, ja que 0s
estudantes podem utiliza-lo a qualquer hora e em qualquer lugar (CASTRO; CASTRO
FILHO, 2012). Mesmo com a disponibilizacdo desse software para dispositivos moveis,
faltam trabalhos que relatem os beneficios pedagogicos e limitacbes para o ensino da
matematica.

Essas pesquisas aqui apresentadas, embora apontem algumas limitagcbes, mostram
como as planilhas eletrénicas (Excell, Calc) e o Geogebra podem ser utilizados para
estabelecer relagdes entre diferentes representacfes. Entende-se que estes recursos possam
contribuir com a aprendizagem dos estudantes, pois constituem-se como mecanismos que
aprimoram 0 processo de significacdo, oferecendo procedimentos variados de interpretacdo e
entendimento. Todavia, além das possibilidades que as ferramentas podem proporcionar, é

preciso considerar as abordagens de uso, as quais serdo discutidas a seguir.

3.2 A integracao e o uso de tecnologias digitais: algumas abordagens

Atualmente, uma grande quantidade de recursos/ferramentas pode ser encontrados
na web (jogos, rede social, blogs, sites de busca, dentre outros), disponibilizando informacdes
e entretenimento, 0 que tem mudado a forma como as pessoas se comunicam e aprendem
(OLIVE, 2011). Contudo, o que se tem observado é que o0 processo educativo escolar pouco
se assemelha a como as pessoas aprendem fora da escola, necessitando, portanto, entender
como o uso de tecnologia digital na sala de aula pode melhorar o ensino e a aprendizagem da
matematica.

Alguns pesquisadores argumentam que as tecnologias educacionais vém passando
por uma evolucdo significativa, o que tem permitido recursos digitais cada vez mais visuais,
interativos e dindmicos (ARZARELLO; ROBUTTI, 2010; HEGEDUS; MORENO-
ARMELLA, 2009). Alguns desses recursos ja possibilitam a utilizacdo de maultiplas
representacdes (textual, numérica, gréfica, simbolica, dentre outras), com atributos de

dinamicidade e conexdo, que facilitam que trabalhos sejam realizados a distancia, por

% Essa versdo pode ser acessada no link: <https://play.google.com/store/apps/details?id=org.geogebra&hl=br>
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exemplo, ou que um determinado grupo de alunos estejam conectados a fim de trabalhar em
conjunto para resolver um mesmo problema.

As representacdes e comunicacOes possibilitadas pela tecnologia digital, trazem
para a Educacdo Matematica uma variedade de formas de expressdo. Apos mais de 10 anos
investigando o impacto da integracdo de ambientes de softwares dinamicos, Hegedus e
Moreno-Armella (2009) afirmam que a intersecdo entre a representacdo e a comunicagdo
podem trazer mudancas para a aprendizagem, participacdo e envolvimento dos estudantes.
Para isso, € preciso considerar a mobilidade de objetos matematicos em varias representagdes
por meio de diferentes dispositivos e a flexibilidade de capacidade de coleta, manipulagéo e
exibicdo das diferentes construcGes (representacdes).

O primeiro tipo de participacdo foi denominado por Hegedus e Moreno-Armella
(2009) de performances matematicas, pois envolve atividades de cria¢fes individuais ou em
pequenos grupos, ou ainda interagdes coordenadas entre os grupos. O segundo tipo foi
denominado de participacdo para exibigdo publica que envolve alteragdes sistematicas, ou em
pequenos grupos, em que os alunos constroem, enviam, recebem, apresentam e discutem as
atividades a fim de buscar padrdes, de provocar generalizacdes, de expor ou de contextualizar
casos especiais.

Nesse tipo de atividade, integrada e compartilhada com os colegas de grupo,
existem experiéncias em que 0s sujeitos integram uma atividade conjunta, visando a um
projeto coletivo, que € a aprendizagem - produto de trocas de ideias, discussoes,
compartilhamento de informacéo, construcéo social de conceitos.

Esse tipo de concepgdo de aprendizagem, fundamenta-se na teoria sociocultural de
Vygotsky (1994), pois possibilita que os sujeitos proponham, discutam e organizem ideias ao
longo do processo educativo. Dessa maneira, é possivel dizer que os participantes dessas
interacdes ensinam e aprendem mutuamente (DILLENBOURG, 1999; PANITZ, 1996;
STAHL; KOSCHMANN; SUTHERS, 2006).

Alguns autores defendem que o envolvimento pode surgir a partir da participacéo
em atividades de sala de aula, ao possibilitar, por exemplo, a criagéo de atividades numa viséo
sociocultural (HEGEDUS; MORENO-ARMELLA, 2009). A participacdo e envolvimento
sdo, sem duavidas, importantes para a aprendizagem, contudo, o desenvolvimento de
ambientes cada vez mais interativos, dindmicos e sociais requisitam uma anélise da natureza
dessa aprendizagem, ja que possibilitam representa¢cbes matematicas por meio de diferentes

formas comunicativas.
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Mesmo com a existéncia dessas caracteristicas, "[...] € preciso ter cuidado para
ndo dar a impressao de que a propria tecnologia faz a diferenca no ensino e na aprendizagem.
E, naturalmente, ndo a tecnologia que faz a diferenca, mas sim como é usada e por quem"
(OLIVE, 2011, p. 3, traducdo nossa)®. Apesar de concordar com a afirmacao de Olive (2011),
é preciso esclarecer que a tecnologia digital tem um papel importante no ensino, caso
contrario, ndo faria sentido utiliza-la. Desse modo, é necessario explorar seu potencial, para,
entdo, desenvolver metodologias adequadas ao que se quer fazer e, assim, se obterem
resultados satisfatorios.

Arzarello e Robutti (2010) referem-se ao modelo de representagéo e comunicagéo,
descrito anteriormente por Hegedus e Moreno-Armella (2009), explicando que a reformulagéo
e integracOes de tecnologias perpassam por trés abordagens: (1) abordagem instrumental; (2)
abordagem de seres-humananos-com-midias e (3) abordagem multimodal. A seguir,

discutem-se essas abordagens.
3.2.1 Abordagem instrumental

Esta abordagem é baseada no trabalho sobre ergonomia cognitiva de Vérrilon e
Rabardel (1995), os quais defendem um modelo que envolve sistema de atividades
instrumentais para descrever 0s processos que envolvem a interacdo humano-instrumento.
Assim, consideram como uma ferramenta muda de um artefato®® para um instrumento nas
méaos de um usuario, e como tanto a ferramenta e usuario sdo transformados no processo
(VERRILON; RABARDEL, 1995).

Sobre essa abordagem, Clark-Wilson (2013) explica que, uma vez que 0S
individuos sdo apresentados aos esquemas* de utilizacdo de um determinado instrumento, a
relacdo entre artefato e seus usos podem evoluir dando origem ao processo de génese

instrumental. Bittar (2011, p. 162) exemplifica que:

% Texto original: "One needs to be careful not to give the impression that technology itself makes the difference
in teaching and learning. It is, of course, not the technology that makes the difference but rather how it is used
and by whom"

%0 \/érrilon e Rabardel (1995) e posteriormente, Arzarello e Robutti (2010) e Clark-Wilson (2013) consideram
gue um mesmo objeto poder ser considerado artefato e instrumento e que a distin¢do entre ambos se da pelo fato
de um objeto ser considerado artefato quando € utilizado por uma pessoa durante uma atividade e que 0 mesmo
pode ser denominado de instrumento quando requer a utilizacéo de esquemas do individuo que o utiliza.

* E importante ressaltar que apesar de na perspectiva vygotskyana, um instrumento ser considerado um
elemento que esta situado entre o artefato e as operagGes psiquicas atuantes sobre ele, a ideia de esquema, aqui
mencionada, estd apoiada em conceitos da psicologia cognitiva, estando baseados na definicdo dada por Piaget e
ampliada por Vergnaud (1990).
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Na abordagem instrumental, um artefato pode ser um meio material, como um
martelo, uma enxada, ou um meio simbolico, como uma linguagem simbodlica
(linguagem algébrica, simbolos vetoriais etc.). O instrumento consiste do artefato
acrescido de um ou varios esquemas de utilizacdo desse artefato, esquemas esses
construidos pelo sujeito.

Assim, um software ou um recurso digital, por exemplo, também pode ser
considerado como um artefato ao ser usado apenas por esquemas de uso, mas que, mais tarde,
pode ser considerado como um instrumento, & medida que passa a desenvolver diferentes
esquemas de acdo e aplicagéo desses recursos.

Segundo Almeida e Oliveira (2009), essa abordagem faz uma relacdo entre como
se utilizar a maquina e o pensamento matematico, fornecendo bases conceituais para a
compreensdo dos esquemas que surgem a partir da interagdo dos alunos com 0s recursos.

Em uma pesquisa realizada com professores que ensinam Matematica na
Educacao Basica durante 2 anos, Bittar (2011) desenvolveu um trabalho de formacdo, com o
objetivo de investigar a integracdo da tecnologia na pratica pedagdgica desses professores.
Dessa forma, para cumprir o objetivo inicialmente tracado, buscou identificar e estudar os
esquemas desenvolvidos pelos participantes da pesquisa, 0 que permitiu analisar a relagcdo do
professor com o artefato ou instrumento. Os professores eram incentivados a explorar
diferentes softwares e discutir coletivamente suas impressdes sobre 0 recurso em grupos.

Os resultados indicaram uma mudanca de postura do professor que passou a
defender a ideia de que os softwares fossem utilizados de modo a promover a aprendizagem.
Além disso, foi percebido que as discussdes coletivas propiciavam novas aprendizagens, em
gue novos esquemas eram gerados. Apesar de o esquema ser individual, Bittar (2011) explica
que durante as discussdes em grupos ficaram evidenciados os diferentes estagios (apropriacdo
tecnoldgica, uso pedagdgico, andlise critica) em que os professores se encontravam em
relacdo ao uso de tecnologia nas aulas de Matematica. Nesse caso, a abordagem instrumental
possibilitou compreender como o professor entende e incorpora a tecnologia digital em suas
aulas.

Ainda que o trabalho proposto nesta tese ndo esteja relacionado a formagéo de
professores, a pesquisa de Bittar (2011) mostra como se da o processo de génese instrumental,
ou seja, como se d& a elaboracéo do instrumento pelo sujeito, que, no caso, passa de artefato
para instrumento, segundo Vérrilon e Rabardel (1995). Apesar dessa abordagem tedrica ndo
ter sido realizada voltada para estudar como o aluno aprende na presenca de instrumentos,

Bittar (2011) salienta que essa abordagem é adequada para ser utilizada pelos estudantes.
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Almeida e Oliveira (2009) realizaram uma pesquisa com o objetivo de verificar
como dois alunos, que trabalhavam habitualmente em conjunto, nas aulas do 11° ano de
escolaridade, integram a calculadora grafica em aulas de matemaética ao trabalharem o tema
Funcbes Racionais, ou seja, como se caracteriza o processo de génese instrumental. Foi
verificado que os alunos conseguiram integrar as calculadoras gréaficas em situacGes
significativas, desenvolvendo, para isso, esquemas instrumentais.

A calculadora gréfica ajudou-os a desenvolver esquemas mentais que permitiram
a compreensdo da Algebra e suas formas de representacdo. Isso foi possivel devido &
calculadora disponibilizar visualizagfes rapidas dos efeitos de mudanca de pardmetros de um
grafico. Essa forma dindmica, permitiu que os estudantes estabelecessem conexdes entre a
expressao analitica e a representacdo grafica de uma funcdo. Também foi percebido que os
estudantes, no segundo ano de utilizacdo da calculadora grafica, passaram a adaptar esquemas
instrumentais em situacdes em que ainda ndo tinham esquemas desenvolvidos, como os de
compreensdo algébrica (ALMEIDA; OLIVEIRA, 2009).

As pesquisas apresentadas reforcam a necessidade do uso das tecnologias digitais
ndo apenas como artefatos, mas como instrumentos que possam favorecer, a partir da
dinamicidade e das relagdes que sdo possiveis serem feitas por meio das representacées, 0
desenvolvimento de seus esquemas cognitivos dos conceitos trabalhados (BITTAR, 2011,
ALMEIDA; OLIVEIRA, 2009). A seguir, serd discutida a abordagem Seres-humanos-com-

midias.

3.2.2 Abordagem seres-humanos-com-midias

Inicialmente introduzida por Borba e Villarreal (2005), pode ser considerada uma
ampliacdo da abordagem instrumental (ARZARELLO; ROBUTTI, 2010). Para Borba e
Villarreal (2005), na abordagem Seres-humanos-com-midias, o papel da tecnologia digital no
processo de producdo de conhecimento matematico fica mais evidente, pois 0 pensamento nao
é apenas individual e nem coletivo, mas constituido por humanos-com-midia de acordo com
as maltiplas possibilidades ou restricbes que determinada midia oferece.

Desta forma, Borba e Villarreal (2005) explicam que ha uma interacdo entre
humanos e midias, de tal forma que o computador molda o ser humano, assim como o ser
humano molda o computador, pois o conhecimento é produzido por seres humanos, mas
também por diferentes meios, como a oralidade, a escrita ou mesmo novas modalidades de

linguagem que emergem da tecnologia digital (BORBA, 2007).
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Essas formas diferentes de linguagem podem ser observadas em interagcdes em
cursos online que incluem formas de oralidade como o bate-papo, ou em salas de aulas
presenciais, com o uso de um software, por exemplo, em que estes podem ser utilizados com
funcbes diferentes das que foram inicialmente projetados, possibilitando que os estudantes
elaborem hipoteses, baseados na experimentacdo e nos diferentes elementos visuais
fornecidos por ele.

Portanto, essa abordagem envolve tanto ferramentas como o sujeito em atividades
matematicas, podendo ser fundamentada, segundo Arzarello e Robutti (2010), baseados em
Borba e Villarreal (2005), em duas ideias principais. A primeira ideia enfatiza que a
construcdo do conhecimento é feita de forma social, em que também deve ser considerado
como os individuos trabalham juntos. A segunda explica que as midias sdo partes da
construcdo porque elas podem assumir diferentes papéis na reorganizacdo do pensamento.

Alguns trabalhos discutem como a interacdo entre humanos e midias altera a
forma de produgdo de conhecimento, considerando, portanto, como as pessoas colaboram
(BARBOSA; 2012, BORBA,; VILLARREAL, 2005, BORBA, 2007).

Damiani (2008) explica que as atividades realizadas em grupo, de forma conjunta,
oferecem enormes vantagens, que ndo estdo disponiveis em ambientes de aprendizagem
individualizada. Alguns dos beneficios desse tipo de trabalho com estudantes estdo
relacionados com a realizagdo de discussdes, permitindo a socializacdo dos individuos por
meio de processos interativos; com aquisicdo de aptidoes e habilidades cognitivas, ao analisar,
por exemplo, erros e multiplicidade de solu¢ées (DAMIANI, 2008; STAHL; KOSCHMANN;
SUTHERS, 2006).

Borba e Zulatto (2006) desenvolveram um curso online para mais de 40
professores brasileiros sobre como ensinar geometria por meio do software Geometricks*.

O primeiro curso desenvolvido foi baseado em um modelo que envolvia pouca
interacdo, o que fez com que os professores se comportassem, inicialmente, de forma passiva
no segundo curso, mesmo com formato diferente. Contudo, esse comportamento foi se
alterando a medida que participavam do novo curso. A comunicagdo era feita de forma
assincrona por meio de e-mails e de forma sincrona, por duas horas semanais, em atividades
que requisitavam a resolucdo de problemas. Isso foi possivel devido a plataforma permitir que

a tela de qualquer um dos participantes fosse compartilhada com todos os outros.

*2 Software desenvolvido para o ensino de geometria e que permite a construcdo de objetos geométricos que
podem ser movimentados livremente. Esse software possibilita o trabalho com geometria analitica, area, gréaficos
de equac0es lineares e a Geometria Fractal. O Geometricks ndo é um software livre, mas sua versdo demo pode
ser baixada no seguinte link: http://www.rc.unesp.br/gpimem/programasbaixar.php
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Ainda em relagcdo a esse trabalho, Borba e Zulatto (2006) relatam um dos
episodios que um professor constroi uma figura e o grupo de professores discutem sobre a
simetria desta figura. Eles ressaltam que a convergéncia de ideias diferentes, observadas
durante as discussdes, geram a construcdo coletiva do conhecimento sobre a geometria
(conhecimento do conteldo), sobre a utilizacdo do software de geometria em sala de aula
(conhecimento pedagdgico do conteido) e sobre o uso do proprio software de geometria
(conhecimento tecnoldgico). Desta forma, defendem que a abordagem seres-humanos-com-
midia € Gtil para analisar as praticas educativas que envolvem o uso da tecnologia digital, uma
vez que a plataforma disponivel tornou possivel a co-construcdo do conhecimento matematico
em um curso online.

Ainda que essa pesquisa tenha sido realizada no ambito da formacgéo continuada
de professores, é possivel constatar que diferentes coletivos podem gerar diferentes tipos de
conhecimento, transformando a propria nocéo de problema.

Barbosa (2012) desenvolveu uma pesquisa com alunos recém-ingressos na
Educacao Superior, no Curso de Matematica e que estavam cursando a disciplina de Célculo
I, tendo como objetivo mostrar que o coletivo formado pelos alunos e pelas TIC produz
conhecimento matematico visto como processo. Para isso, foi realizada uma atividade que
analisa como o coletivo, formado pelos alunos e pelo software Winplot, explora as
propriedades acerca de fungdo composta. A visdo de produgdo do conhecimento, adotada na
pesquisa de Barbosa (2012), é consistente com a nocdo de seres-humanos-com-midias
(BARBOSA; VILLARREAL, 2005).

Durante a pesquisa ficou constatado que a experimentacdo do padrdo gréfico,
vivenciada pelo software, possibilitou a generalizacdo de uma abordagem algébrica. Apesar
de entender que a visualizacdo tem sua importancia, foi constatado que algumas duplas
preferiam relacionar os graficos gerados as suas expressdes algébricas. Verificou-se que o
ambiente que os estudantes estavam envolvidos possui caracteristicas relacionadas as TIC e a
producdo do conhecimento, tais como visualizacdo e representaces multiplas. O
entrelacamento dessas caracteristicas as TIC possibilitou que, por meio de discussdes e
escrita, os estudantes formulassem conjecturas. Assim, a agilidade nos feedbacks dados pelo
software Winplot, permitiu que refutassem ou confirmassem suas conjecturas, 0 que
possibilitava a producdo de conhecimento matematico. Essa producdo podia acontecer de
forma coletiva, na troca com o0s parceiros, no processo de interpretagéo individual, podendo
ser expressos na forma oral, na forma escrita ou na acdo de trabalhar com o computador
(BARBOSA, 2012).
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Verifica-se, a partir dessas pesquisas (BARBOSA, 2012; BORBA; ZULATTO,
2006), que o uso de midias diferentes possibilita diferentes tipos de colaboragcdo, muito
provavelmente, devido ao fato de as midias terem a capacidade de alterar a nocdo do
problema, por possibilitarem mdltiplas representacbes (BORBA, 2007). Problemas
envolvendo fungGes, por exemplo, podem abranger diferentes tipos de respostas, tornando-se
mais desafiadores aos alunos com o uso de midias que possibilitam a construgdo de graficos.

Castro e Castro Filho (2012) realizaram uma pesquisa para desenvolver a
compreensdo de graficos estatisticos, por meio do Projeto intitulado Um Mundo de
Informag0es, com 25 criangas do 5° ano do Ensino Fundamental, com o objetivo de melhorar
a aprendizagem dos alunos na area de Tratamento da Informacdo. Os conceitos matematicos
foram inseridos em situacdes vinculadas ao cotidiano, relacionando os graficos (de barras e de
setores) ao conhecimento diario, além da exploracdo de outros conhecimentos curriculares
como Ciéncias, Lingua Portuguesa, Geografia, Histéria e Musica. Para isso, as criangas
escolheram os temas e propuseram as investigagdes de acordo com interesses e curiosidades.

As investigacOes executadas pelas criangas eram realizadas em grupos, que foram
constituidos a partir de interesse e afinidade, sendo compostas de quatro etapas: planejamento,
coleta de dados, organizacdo de dados e publicacdo da noticia (CASTRO, 2012). Para auxiliar
as investigacOes e a produgdo colaborativa de um jornal digital, foram utilizados recursos
digitais, laptops educacionais e um blog*.

Embora o projeto tenha sido criado com o objetivo inicial de trabalhar conceitos
presentes nos graficos, verificou-se que a combinacdo de diferentes linguagens e tecnologias,
de modo a integrar o curriculo escolar, favoreceu, além da construcdo e compreensdo de
gréaficos, a apropriacdo tecnoldgica e a formacdo cidada. Castro e Castro Filho (2015), ao
analisarem esse mesmo projeto, ainda constataram o desenvolvimento do pensamento
estatistico a partir de situacdes de coleta de dados, de classificacdo, de escolha da amostra, de
cruzamento de variaveis e da definicdo do grafico. Pode-se inferir ainda, ao analisar o projeto,
que a tecnologia possibilitou a énfase na exploracdo dos dados, simulacdes, investigacdo de
problemas com dados reais e envolvimento dos alunos em ferramentas para o trabalho
coletivo.

As andlises realizadas por Castro (2012) e Castro e Castro Filho (2012, 2015),
sobre o projeto realizado, mostram como o uso articulado e bem planejado de uma sequéncia

de atividades pode ser desenvolvida com éxito quando mediados. A produgdo coletiva

*® http://1mundodeinformacoes.blogspot.com.br/search/label/Escola%20Monteiro%20Lobato



85

requisita a utilizacdo de ferramentas tecnoldgicas, a mediacdo do professor ou pesquisador. A
mediacgdo pode ajudar na resolucdo de divergéncias; provocar questionamentos, intensificar o
dialogo entre os membros do grupo, facilitar o desenvolvimento de estratégias para solucionar
problemas.

Contudo, ainda que estes resultados indiqguem uma melhora significativa de
estudantes entre o pré e pds-teste, os dados quantitativos para este estudo ndo indicam,
necessariamente, que os participantes tiveram melhor desempenho por causa da presenca de
maultiplas representacGes, sendo necessarias, portanto, mais investigacoes.

Os softwares, recursos digitais, papel, lapis, oralidade, escrita podem expressar
ideias em diferentes linguagens, assim como a internet, que traz muitas possibilidades de
interfaces e consequentemente de producdo de conhecimento matematico. Borba (2007)
explica que a internet, ao possibilitar a interacdo entre tais coletivos, também permite a

linguagem multimodal. A seguir sera discutida a abordagem multimodal.

3.2.3. Abordagem multimodal

A multimodalidade é uma abordagem que envolve comunicacdo e representacao, indo além
da propria linguagem falada, sendo uma abordagem desenvolvida devido as grandes
mudancas na sociedade com o desenvolvimento de midias e tecnologias. Essas mudancas
implicam profundas alteragdes em praticamente todos os segmentos da nossa sociedade,
afetando a maneira como pensamos e agimos (KENSKI, 2007).

As tecnologias digitais sdo, sem duvida, especialmente interessantes para a
multimodalidade porque os tipos de recursos que estdo disponiveis permitem diferentes
combinacoes e exigem diferentes formas de interagir (PRICE; JEWITT, 2013).

Nesse tipo de abordagem, todas as formas de comunicacdo sdo reconhecidas,
logo, ndo se restringe apenas a interacdo verbal, mas todos os tipos sdo considerados, tais
como gestos e olhares, elementos pictéricos e imagens em movimento, sons, dentre outras
representacbes e comunicacdes (ARZARELLO; ROBUTTI, 2010, LABURU; BARROS;
SILVA, 2011). Como exemplos que ilustram como esses diversos modos podem ser
empregados para representar € comunicar uma situacdo, tém-se as fungdes que podem ser
representadas na forma de registro algébrico, grafico, ou escrita em linguagem natural. Sua
representacdo grafica pode ainda ser feita em papel milimetrado, usando um software com

caracteristicas dinamicas, descrito oralmente e com a ajuda de gestos.
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As tecnologias digitais tém possibilitado a utilizacdo de processos mais dindmicos
e interativos, do que as tecnologias analdgicas tradicionais como lapis e papel, na construgdo
tanto de graficos de fungdes, como de diferentes figuras geométricas, permitindo que a
linguagem multimodal esteja cada vez mais presente em sala de aula. A dindmica de
utilizacdo de figuras interativas e outras linguagens vem, aos poucos, conectando o0 mundo da
escola, tradicionalmente associado com a oralidade e com a escrita, para experiéncias mais
enriquecedoras ligadas a comunicacgéo e ao conhecimento.

Desta forma, pode-se relacionar a multimodalidade as diferentes formas de
representar um raciocinio, ideia ou até mesmo a pratica de representar conceitos de diferentes
formas, com o objetivo de que os alunos se apropriem do significado dos conceitos, conforme
forem compreendendo as diferentes formas representacionais destes (TYTLER; PRAIN;
PETERSON, 2007).

Segundo Price e Jewitt (2013), na abordagem multimodal a interacdo deve ser
considerada como parte da construcdo de significado, pois € realizado das escolhas feitas a
partir de uma rede de alternativas, a qual pode incluir a selecdo de um recurso em detrimento
de outro, a posicdo e direcionamento de um corpo na manipulacdo de objetos, dentre outras
possibilidades. Cabe ressaltar que significado, para Price e Jewitt (2013), é entendido como a
conexd@o interativa entre o potencial significado de um artefato material, o potencial
significado do ambiente social e cultural em que o individuo se encontra, e 0s recursos,
intencdes e experiéncias anteriores que as pessoas trazem para esse encontro ou discussao.
Assim, os modos sdo social e culturalmente projetados em diferentes processos de construcdo
de significado.

Price e Jewitt (2013) realizaram pesquisa com estudantes de 10-11 anos,
agrupados em pares, com o objetivo de analisar as interacbes em um ambiente de
aprendizagem, explorando uma abordagem multimodal. Essa abordagem possibilitou
descrever e classificar as formas de interacdo, que foram além da linguagem oral ou formas
especificas de acdo, mas permitiram compreender e analisar o posicionamento do corpo, do
olhar e a integracdo dos modos. As andlises desta pesquisa ilustram a interagdo entre esses
modos e o “fluxo de a¢do multimodal”, particularmente em termos de ritmo, ritmo e estrutura
de interacdo, e as implicacOes disso para a interacéo e o processo de producéo de significados.

Prain e Waldrip (2006) acreditam que a aprendizagem pode ser possibilitada por
meio da realizacdo de atividades que envolvam multimodalidade e multiplas representagdes,
para isso apresentam trés motivos: (i) uma representacdo pode complementar, confirmar ou

reforcar conhecimentos anteriores (previos); (ii) uma nova representacdo pode restringir ou
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refinar a constru¢cdo de uma interpretacdo; e (iii) diferentes representacbes ajudam na
compreensdo de um conceito. H& ainda um quarto motivo, levantado por Laburl, Barros e
Silva (2011, p. 474).
[...] uma nova representacdo pode vir a se acomodar melhor, ndo sé cognitivamente
a um individuo, por servir-lhe de elo apropriado para compreender um conceito, em
razdo da existéncia de esquemas prévios ja construidos pelo sujeito e que séo

préprios dele, mas por, igualmente, se conformar subjetivamente ao seu estilo de
aprender.

H4, portanto, uma trajetoria individual, ou seja, subjetiva, para a construgdo de
significados, que deve ser considerada (LABURU; BARROS; SILVA, 2011) e que para
Arzarello e Robutti (2010) pode estar relacionada com o paradigma de personificacdo. E
preciso considerar que cada estudante tem suas préprias necessidades cognitivas, além de
preferéncias motivacionais particulares.

Os estudantes podem possuir um estilo de aprendizagem preferido, que esta
relacionado com caracteristicas visuais, auditivas, leitoras, cinestésicas e multimodais, ou
seja, que contempla mais de um desses atributos (FLEMING, 1995). Devido as diversidades
de estilos de aprendizagem, niveis de motivacdo e experiéncias vivenciadas,"[...] é altamente
questionavel um esquema educacional baseado num Unico formato representativo que
somente da conta das necessidades de um tipo particular de aluno ou grupo de alunos e exclui
outros" (LABURU; BARROS; SILVA, 2011, p. 483).

Embora concorde-se com Laburd, Barros e Silva (2011) de que os estudantes
possuam estilos de aprendizagem diferentes, € questionavel, pelo menos por enquanto, 0
desenvolvimento de uma proposta personalizada para cada estudante em sala de aula, uma vez
que a realidade escolar brasileira possui salas superlotadas e infraestrutura precaria. Além
disso, diferenciar e separar as contribuicdes da multimodalidade, das multiplas-representaces
seria quase impossivel, j& que had muitas semelhancas entre elas. Como a proposta segue
referencial teérico de Vergnaud (1990), que se baseia no conjunto de representacdes para o
desenvolvimento de um conceito, opta-se pelas multiplas-representacoes.

Considerando as trés abordagens (instrumental, seres-humanos-com-midias e
multimodal) aqui apresentadas e discutidas, constata-se que 0s pressupostos que melhor se
adéquam a proposta desenvolvida nesta tese sdo os da abordagem seres-humanos-com-midias,
ja que esta também engloba os pressupostos da abordagem instrumental.

Essa abordagem considera que a producdo de conhecimento acontece a partir da
interacdo entre homens e diferentes midias, logo, a matematica produzida a partir da interacéo

entre humanos com papel e lapis é diferente da produzida por humanos e midias.
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Diante das abordagens discutidas, tem-se que a representacdo e a comunicagao
possibilitadas pela evolugcdo das tecnologias digitais contribuem para a produgdo do
conhecimento, logo, para o desenvolvimento da aprendizagem. Contudo, Stahl, Koschmann e
Suthers (2006) ressaltam que a comunicacdo humana e 0 uso de recursos representacionais
para esta comunicacdo sdao muito flexiveis, pois, apesar de as tecnologias digitais poderem
trazer possibilidades a aprendizagem, elas ndo tém a capacidade de especificar funcbes
comunicativas.

Pesquisas que envolvem em seu contexto o desenvolvimento de conceitos por
meio das multiplas representaces e da producdo de conhecimento, requisitam um
acompanhamento mais sistematico, desta forma, a seguir, apresentar-se-8o 0s procedimentos

metodoldgicos da investigacao.



89

4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS DA INVESTIGACAO

Neste capitulo é apresentado o contexto em que esta pesquisa foi desenvolvida,
assim como a metodologia adotada para seu desenvolvimento. Descrevem-se a escolha do
local e dos sujeitos envolvidos, as fases e etapas do estudo, os instrumentos de coleta de
dados, os materiais utilizados e os procedimentos de anélise de dados.

4.1 O contexto da pesquisa e 0 método

Cumpre esclarecer que este trabalho integra um projeto de pesquisa aprovado e
financiado pela Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) por
meio do Edital n° 049/2012 do Programa Observatério da Educacdo (OBEDUC). O referido
programa objetiva fomentar estudos e pesquisas em educacdo estimulando a producédo
académica e formacdo de recursos a partir da articulacdo entre pds-graduacdo, licenciaturas e
Educacao Basica.

O projeto OBEDUC ao qual este trabalho esta vinculado é intitulado: Um estudo
sobre o dominio de estruturas multiplicativas no Ensino Fundamental, sendo este executado
em rede entre os estados da Bahia, Pernambuco e Cear, tendo por objetivo geral investigar
estratégias que podem ser desenvolvidas e adotadas por professores do Ensino Fundamental
para o0 ensino de conceitos do campo conceitual multiplicativo. Os resultados alcancados,
nesta tese, ajudaram a compreender as estratégias dos estudantes e sua evolucao ao trabalhar
com conceitos das estruturas multiplicativas, ademais, verificar contribuicdo de metodologia
de ensino que utilize como suporte didatico as tecnologias digitais.

Devido aos objetivos inicialmente propostos nesta tese envolverem a avaliacdo da
capacidade cognitiva e do desenvolvimento dessas capacidades nos estudantes por meio de
abordagem metodolégica que contempla o uso de tecnologias digitais, essa pesquisa é
caracterizada como uma pesquisa de intervencdo. Pesquisas dessa natureza objetivam gerar
mudangas, propiciando o desenvolvimento cognitivo e favorecendo explicagdes sobre sua
formulacéo, podendo proporcionar implicagOes educacionais (SPINILLO; LAUTERT, 2008).

Nas pesquisas de intervencdo, o pesquisador pode assumir uma posi¢do que
provoque a autodescoberta dos estudantes ou ainda uma posic¢ao de instrucdo tutorada em que
apresenta explicacOes e feedbacks, estabelece o dialogo e incentiva a colaboracdo. Spinillo e
Lautert (2008) explicam que ndo ha evidéncias de que qualquer desses posicionamentos é

mais eficaz que o outro, argumentando ainda, que é mais facil optar por um desses
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posicionamentos em situacGes experimentais controladas, uma vez que em ambientes como
uma sala de aula as duas formas de assisténcia podem aparecer de maneira combinada.

Apesar disso, essa pesquisa opta por escolher salas de aula em funcionamento ao
invés de situacBes experimentais controladas, pois o progresso alcancado em situagdes
controladas pode ser atribuido as circunstancias que ndo sdo comuns fora do &mbito da
investigacao.

Devido a essa opg¢éo, o delineamento dessa pesquisa pode ser considerado quase
experimental, uma vez que 0s grupos que participardo da pesquisa (grupo controle - GC e
grupo experimental - GE) podem né&o ser equivalentes. Para evitar grandes diferencas entre os
grupos (idade, escolaridade, conhecimentos prévios) na intervencdo realizada em escola
OBEDUC, escolheram-se estudantes de uma mesma sala de aula, logo, de mesmo ano de
escolaridade.

As aulas com o GC continuaram acontecendo nos mesmos horérios e locais pré-
determinados pela escola e 0 GE passou pela intervencdo em outra sala de aula, nos horarios
destinados as aulas de matematica e as disciplinas eletivas*, na mesma escola.

Todos os estudantes do grupo controle e grupo experimental responderam a pré-
testes e pos-testes (Apéndices C e D). O conteldo desses testes consiste na exploracdo do
conceito de covariacdo, presente nas estruturas multiplicativas (proporgéo simples, proporcao
multipla e proporcéo dupla), considerando a utilizacdo de diferentes representaces, inclusive
tabular e gréafica.

Além do tratamento estatistico que foi feito nos dados quantitativos obtidos por
meio de pré e pds-teste, aplicado no inicio da intervencdo e ao final, respectivamente, no
grupo experimental, e no mesmo periodo no grupo controle; também foram considerados 0s
dados qualitativos coletados durante a intervencdo com o grupo experimental para cumprir
com 0s objetivos inicialmente planejados para essa tese. Desta forma, essa pesquisa possui
métodos mistos (DAL-FARRA,; LOPES, 2013).

A seguir, apresentar-se-do locais e sujeitos da pesquisa.

* Por ser uma escola de Tempo Integral, possui um curriculo diferenciado. As disciplinas eletivas aconteciam as
sextas-feiras, nos dois Ultimos tempos. Estas aulas se diferenciavam das demais por serem optativas e realizadas
por meio de projetos.
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4.2 Locais de pesquisa e sujeitos

No Ceara, quatro escolas participam do projeto OBEDUC desde 2013, sendo trés
dessas contempladas com o projeto Um Computador por Aluno (UCA)*, (Escolas A, B e D)
e uma escola que utiliza o Laboratério Mével de Informatica Educativa (LIE mével)* (Escola
C). As possibilidades de mobilidades geradas pelo uso do laptop, de disponibilidade dos
computadores no modelo 1:1 e a facilidade de acesso a internet, séo motivos determinantes

para a escolha dessas escolas.

Quadro 1 — Informacdes sobre as escolas que participam do projeto OBEDUC no Ceara.

Escola/Cidade Quant. de alunos® Turnos ANos
Escola A / S&o Gongalo do 400 manhd e tarde 1° a0 9° ano
Amarante
Escola B / Barreira 476 manha e tarde 1° a0 9° ano
Escola C / Fortaleza 408 tempo integral 6° a0 9° ano
Escola D / Fortaleza 206 manha e tarde 1° a0 5° ano

Fonte: Elaboracéo propria.

Todas as escolas mencionadas no Quadro 1 concordaram em participar da
pesquisa, assinando, para isso, um termo de Consentimento Livre e Esclarecido (TCLE)
(Apéndice B) o qual foi devidamente protocolado no Comité de Etica em Pesquisa com seres
humanos (COMEPE) da Universidade Estadual de Santa Cruz (UESC)*. Considerando a
disponibilidade da professora de Matematica e da escola, a clientela atendida (anos finais do

Ensino Fundamental), a infraestrutura adequada e a localizacdo, optou-se por realizar a

** 0 Projeto Um Computador por Aluno (UCA) foi um projeto piloto com objetivo de proporcionar a inclusdo
digital e inovacdo pedagdgica nas escolas publicas. Diferente de muitos outros projetos, o Projeto UCA tem “[...]
sua énfase no aprendizado de novas a¢des pedag6gicas com apoio da tecnologia, visando mudancas no curriculo
escolar” (BRASIL, 2009, p. 5). No Ceard, o referido projeto aconteceu em nove escolas, nos anos de 2010 a
2013, e contou com o trabalho de formacao de professores para o uso de tecnologias digitais, sob coordenacéo da
UFC Virtual. http://blogs.virtual.ufc.br/uca-ce.

* A Prefeitura Municipal de Fortaleza fez adesdo ao Programa Um Computador por Aluno (PROUCA)
adquirindo laptops educacionais. Estes tem sido disponibilizados para as escolas municipais por meio de
Laboratorios Mdveis de Informatica Educativa (LIE Movel).

" Alunos matriculados em 2013 cursando o Ensino Fundamental (anos iniciais e finais). N&o foram
considerados os alunos da Educacéo Infantil.

*8 O protocolo foi feito na UESC, pois a coordenagdo geral do projeto OBEDUC E-mult é feita pela Profa. Dra.
Eurivalda Santana.
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pesquisa na Escola C. A realizacdo da pesquisa s6 foi iniciada ap6s a liberagdo da Prefeitura
Municipal de Fortaleza (PMF) (Anexo D).

A escolha do ano de escolaridade levou em consideracéo dois critérios: primeiro,
0 de que o grupo de alunos a participarem da intervencdo ndo tivessem tido contato com a
formalizacdo dos conceitos de proporcionalidade, como o algoritmo da regra de trés; e
segundo, os resultados de testes preliminares realizados em criangas nessa faixa etéaria por
Castro et al. (2015) constataram a falta de estratégias que considerem a relacdo entre as duas
medidas em problemas de proporcdo simples de divisdo por parte e por quota, isto é, 0 uso do
operador funcional, sugerindo que estudantes do 6° ano ainda ndo compreendem covariacao.

No ano de 2015, a Escola em questdo possuia 3 turmas de 6° ano, todas de Tempo
Integral. As turmas tinham entre 32 e 35 alunos matriculados, tendo sido escolhida apenas
uma das turmas para participar da investigacdo. A escolha foi feita pela professora de
Matematica das turmas de acordo com os horarios disponiveis e interesse dos discentes em
participar da investigagdo. A turma escolhida foi dividida em dois grupos: grupo experimental
(GE) com 12 estudantes e grupo controle (GC) com 15 estudantes®.

Havia sido previsto, inicialmente, que a divisdo dos grupos seria realizada de
acordo com interesse em participar da pesquisa, porém, a consulta revelou que apenas 2
alunos ndo queriam participar. Desta forma, solicitou-se a professora de Matematica que
fizesse a escolha levando em consideragdo, principalmente, a frequéncia dos alunos. Os
estudantes do GE, ou seja, 0s que participaram da intervencdo, foram caracterizadas nos
resultados pela letra “E” e por um nimero (E01, E02, ... E12) que serve para identifica-las na
pesquisa e preservar suas identidades.

O GE passou a ser constituido por trés grupos, com 4 estudantes em cada,
formados pelos proprios alunos:

- Grupo 1: EO1, EO4, E10 e E12;

- Grupo 2: EO02, E06, EQ9 e E11;

- Grupo3: EQ3, EO05, EQ7 e E08;

A seguir, serdo detalhadas as etapas dessa pesquisa.

** Embora a turma escolhida tenha 32 alunos matriculados, tiveram que ser excluidos os estudantes que deixaram
de participar de pelo menos, um dos testes (pré-teste e pds-teste).
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4.3 Etapas da pesquisa

Para uma melhor sistematizacdo e compreensdo da investigacdo, dividiu-se a
pesquisa em etapas (Quadro 2): [1] avaliacdo dos conhecimentos prévios; [2] atividades de
intervencdo, realizadas apenas com o Grupo Experimental (GE); e [3] avaliagdo dos
conhecimentos adquiridos.

Quadro 2 — Sistematizacao das etapas da pesquisa junto aos grupos.

Grupos
Etapas da pesquisa Controle Experimental
(GC) (GE)
1%tapa: Avaliacdo diagndstica - Pré-teste X X
2%tapa: Atividades de intervencédo - X
3%tapa: Av. Conhecimentos adquiridos - Pds-teste X X

Fonte: Elaboracéo propria.

Na primeira etapa, realizaram-se atividades para diagnosticar os conhecimentos
dos alunos em relacdo a compreensdo de situacdes de proporcdo simples (multiplicacéo,
divisdo por quota e por particdo), proporcdo dupla e propor¢do mdltipla, interpretacdo e
construcdo de gréaficos lineares e compreensao de padrdo de tabelas. Também foi aplicado um
questionario para saber o perfil dos estudantes e conhecimento sobre tecnologia digital
(Apéndice E). Nessa etapa, os alunos utilizaram apenas lapis e papel.

A intervencdo aconteceu apenas no Grupo Experimental, no momento das aulas
de Matemética. Essa etapa teve duragdo de 3 meses>’, com 18 encontros, divididos em dois
momentos: (1) Construcdo e reflexdo acerca de conceitos Matematicos e (2) Producgdo
colaborativa de video a partir dos conceitos trabalhados nas aulas de Matematica. O primeiro
momento aconteceu no horério das aulas de matematica em 12 encontros, e o segundo, no
momento destinado as aulas de disciplina eletiva, com 6 encontros. O GC manteve as aulas de
Matematica e de disciplinas eletivas, nos mesmos horarios do GE.

Durante a segunda etapa, os alunos do GE foram divididos em 3 grupos,

realizaram atividades e desenvolveram materiais relacionados com o conceito de covaria¢éo a

%0 De acordo com o calendario da escola, o projeto aconteceu no 3° bimestre e em parte do 4° bimestre.
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partir de contelidos mateméticos exigidos nessa etapa™ (Anexos B e C) e que também
estavam sendo trabalhados com o GC.

Foram realizadas atividades, algumas dessas, utilizando o livro didatico adotado
(SOUZA, 2012), com suporte de ferramentas como o Cacoo, 0 Google Docs e o software
Geogebra. Foram exploradas algumas atividades de proporcdo simples por meio do recurso
digital Equilibrando proporg¢des. Também foi proposta a analise de situagOes reais, as quais
foram postadas em blog (http://pensar-conectar-fazer.blogspot.com.br/). As aulas de
producdo colaborativa, tiveram o objetivo de proporcionar a construgcdo dos conceitos a partir
da producéo de videos, servindo como importante momento de reflexdo. Assim, na segunda
etapa, foram utilizados como materiais, lapis, papel, livro didatico, laptop educacional com
wireless, além de recursos e ferramentas disponiveis no laptop e Internet.

A avaliacdo dos conhecimentos adquiridos foi realizada na terceira etapa por meio
de pos-testes com situages semelhantes as exploradas no pré-teste. Além do pds-teste
aplicado aos dois grupos (Apéndice D), foi aplicado um questionario de autoavaliacdo
(Apéndice G), apenas com o GE. Nessa fase, assim como na primeira, ndo foi utilizado
nenhum tipo de tecnologia digital, apenas lapis e papel.

Na secéo seguinte, serdo detalhados os instrumentos utilizados para a coleta de

dados durante a investigagéo.
4.4 Instrumentos de coleta de dados

Para a coleta de dados dessa pesquisa, utilizaram-se instrumentos como avaliagdo
diagndstica (pré-teste), avaliacdo final (pos-teste), questionarios, entrevistas ndo estruturadas,
efetuadas, principalmente, com os estudantes dos grupos que participaram da intervencéo,
observac@es registradas em diario de campo, postagens de discussées no blog e WhatsApp,
analise dos materiais produzidos durante intervengdo, como 0s videos. Esses instrumentos

foram utilizados ao longo da investigagao, de acordo com cada etapa (Figura 18).

1 As competéncias relacionadas aos contetidos mateméticos abordados na intervencdo foram marcadas no
Anexo C. Os conteldos referentes ao 3° e 4° bimestre estdo no Anexo D.
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Figura 18 — Instrumentos utilizados em cada etapa.
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Fonte: Elaboracéo propria.

O pré-teste (atividade diagnostica) e o pos-teste foram utilizados individualmente,
com todos os grupos, para verificar os conhecimentos prévios e os conhecimentos adquiridos,
respectivamente, na primeira e terceira etapa.

Os questionarios também foram individuais, com perguntas, em sua maioria,
fechadas e padronizadas, para facilitar a codificacdo, a tabulacdo e a comparagdo com outros
dados relacionados ao tema pesquisado. Na primeira etapa, foram utilizados para a verificacdo
de aspectos gerais (idade, preferéncias e habilidades tecnoldgicas), e na terceira foram
aplicados apenas com o GE para autoavaliacdo do estudante do grupo experimental.

As entrevistas ndo estruturadas foram utilizadas apenas com o GE, em todas as
etapas. E um instrumento comumente utilizado para conhecer as perspectivas do aluno, além de
oferecer boa percepcdo das diferencas individuais e mudancas do entrevistado. Por isso, foi
utilizada para verificacdo de teoremas-em-acdo e evolucdo das estratégias e pensamento
matematico do grupo experimental. Também foi usada para entender a pratica colaborativa e as
possiveis formas de interpretagdo e representacdo de questbes relativas as estruturas
multiplicativas. As entrevistas ndo estruturadas com o GE foram capturadas por meio de
camera de videos e geraram protocolos de transcricao.

As interacdes e postagens realizadas no blog do projeto, assim como o material
produzido pelos grupos durante a intervencdo, também foram considerados na anélise de
dados. A seguir, apresentam-se 0s materiais utilizados e detalham-se as tecnologias digitais

utilizadas durante a intervencao.
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4.5 Materiais e tecnologias utilizadas

Por ser uma pesquisa de intervencdo, foram utilizados muitos materiais (lapis,
papel, canetinhas), principalmente tratando-se de tecnologias. Além da utilizacdo de laptops
educacionais com o Geogebra e o K-word instalado, havia Internet para que os estudantes
pudessem acessar o recurso digital Equilibrando Proporcbes e o blog. Para suscitar as
discussOes a respeito dos conceitos de proporcionalidades presentes no cotidiano, foi exibido
o video Razo e Proporgdo: matematica na vida®2.

Foram criados trés e-mails> para que cada grupo pudesse utilizar e gerenciar uma
conta no Google Drive>. Essa conta possibilitou a utilizacdo de aplicativos online, como o
editor de texto, o Cacoo e o0 armazenamento das producbes em forma de texto e imagem.
Como forma de continuar as discussdes iniciadas em sala de aula e relacionar os conceitos
trabalhados com situacOes reais vivenciados diariamente, foi criado um grupo no aplicativo
WhatsApp™. A seguir, serdo detalhados o software Geogebra, o recurso digital Equilibrando

Proporcdes, o blog e o aplicativo online Cacoo.

4.5.1 Software Geogebra

E um software livre, também disponivel online®®, com verséo original em inglés,
mas que também possui versdes em portugués. Comumente utilizado no ensino de
matematica por combinar geometria, algebra e célculo, conseguindo, portanto, unificar em
uma sé plataforma um sistema de geometria dindmico®’ (Dynamic Geometry System — DGS)
com um sistema de computacdo algébrica (Computer Algebric System — CAS). Devido a essas
caracteristicas dindmicas, torna possivel que o estudante gaste o0 minimo de tempo necessario
na construcao de objetos repetitivos e concentre-se nas associac@es possiveis entre 0s objetos.

Desta forma, permite fazer construgdes com pontos, vetores, segmentos, retas,

figuras geomeétricas, se¢Oes conicas para representar fungdes, dentre outras possibilidades,

>2 https://www.youtube.com/watch?v=gowQmgx1J8E

>3 Como os estudantes tinham menos de 13 anos, estas contas de e-mail foram criadas e sdo gerenciadas pela
pesquisadora.

>* O Google Drive (https://drive.google.com) é um pacote de aplicativos do Google que funciona totalmente
online diretamente no navegador. Os aplicativos sdo compativeis com o OpenOffice.org/BrOffice.org, KOffice e
Microsoft Office.

% Aplicativo de mensagem multiplataforma que permite trocas de mensagens pelo celular gratuitamente, desde
que esteja conectado a rede wifi, 3G ou 4G.

% www.geogebra.org

" Os softwares de Geometria Dinamica permitem simular construgdes geométricas, de forma dinamica e
interativa, pois possibilitam a transformagao continua, em tempo real, ocasionada pelo “arrastar”.
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modificando-as de forma dindmica. Também concede trabalhar com variaveis vinculadas a
nameros, logo, também possibilita utilizar equacfes e coordenadas ligadas as construcdes
feitas no software, por isso, pode-se achar desde pontos extremos de fun¢Ges mais simples,
até derivadas e integrais de funcGes. Do mesmo modo, possibilita produzir aplicacdo de
transformacdes geométricas de figuras (reflexdo, translacdo, rotacdo, inversdo e homotetia),
trigonometria, dentre outras possibilidades.

Na tela do Geogebra ha barras de menus, de ferramentas, janela de comandos, de
construcdo e janela de algebra (Figura 19). A barra de ferramenta traz opg¢des para construcao
basica de: pontos, pontos médios, pontos de intersecdo; retas, retas paralelas e
perpendiculares; segmentos; poligonos; circunferéncias ou circulos; constru¢do de pontos

sobre objetos; objetos livres, semilivres e dependentes.

Figura 19 — Tela do Geogebra (versdo em portugués).
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Também tem opc¢do de botdo seletor que serve para a criagdo de segmento com
um ponto que se movimenta sobre ele, com o objetivo de poder modificar dinamicamente 0s
parametros de uma funcdo, por exemplo. Ainda que possibilite a representacdo algébrica das

funcles, estas ndo foram trabalhadas, por ndo fazerem parte do objetivo.

4.5.2 Recurso digital Equilibrando proporgoes

Esse recurso traz 10 situacOes fixas em que o estudante precisa avaliar se a relacédo
entre as grandezas é diretamente ou inversamente proporcional, sendo, portanto, indicado para
o trabalho de proporgéo e proporcionalidade, junto ao 6° e 7° ano do Ensino Fundamental. As
grandezas sdo apresentadas de forma textual, de forma icdnica e por meio de tabela, como
pode ser visto na Figura 20.

Figura 20 — Tela do Recurso digital Equilibrando proporcdes.
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Fonte: Screenshoot de tela do site®®

% http://condigital.unicsulvirtual.com.br/conteudos/EquilibrandoProporcoes/EquilibrandoProporcoes.html
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O recurso permite que o usudrio simule a situa¢éo, podendo aumentar ou diminuir
uma determinada grandeza. Ao fazer essa interagdo, podera perceber que as grandezas estdo
relacionadas. Apesar das situacdes serem apresentadas por meio de multiplas-representacdes,
ndo é exigido gue o usuario encontre 0 que a situacao solicita, ja que a intencao € identificar o
tipo de grandeza.

E importante observar que todas as situacdes que envolvem grandezas diretamente
proporcionais podem ajudar na compreensdo da covariacdo, por serem problemas de
proporcdo simples. Porém, ainda que isso ndo seja explorado pelo recurso, é possivel fazer

uma mediagao e promover essa compreensao.

4.5.3 Blog

O blog é uma pagina da web que pode ser editada com facilidade, sem a
necessidade de conhecimento de linguagem de programacédo. Essa ferramenta possibilita a
postagem de informacdes e comentarios pelos leitores de forma simples e rapida, sendo usado
para que os estudantes registrem suas descobertas a respeito dos conceitos matematicos

existentes em situacdes cotidianas.

Figura 21 — Tela do blog do Projeto Pensar, conectar e fazer.
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Fonte: Pensar... (2015).
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Na Figura 21 apresenta-se a tela inicial do blog em que além de postagem
realizada pelos estudantes, € possivel verificar, no lado esquerdo, a disponibiliza¢do de acesso

de aplicativos e recursos utilizados online.
4.5.4 Aplicativo Cacoo

E um aplicativo online usado para construir tabelas, diagramas, infograficos, de
forma colaborativa. E possivel pintar e inserir imagens, textos, tabelas, emojis®®, backgrounds,
linhas, formas geométricas, dentre outros objetos. Embora a versdo livre apresente uma menor
quantidade de background e emojis, os que sdo disponibilizados na versdo gratuita s&o

suficientes para representar uma variedade de situacdes, como pode ser visto na Figura 22.

Figura 22 — Exemplo de producéo feita com o aplicativo Cacoo.
DEDE B ONEENAE BE0 G o | o oo | o wnar | e [[F7 e JEGY

 —— A Grafico de cartas semanais recebidas O
RS oy

carlas

Quantidade de cartas

Tt
(5]

~

numero de semanas nuimero de cartas 3 E B

1 2

Chat [x]

. - 2 E E E juscilside
: : M

f g ¥ Quantidade de

Enviar

Fonte: Elaboracéo propria.

Na Figura 22, verifica-se a representacdo de uma situacdo por meio de tabela e

gréfico tipo pictograma. A seguir, descreve-se a intervencao e as atividades realizadas.

4.6 Atividades desenvolvidas

Toda a intervengdo aconteceu em 18 encontros, divididos em dois momentos: (1)

Construcdo e reflexdo de conceitos Matematicos, com 12 encontros (Quadro 3) e (2)

% Biblioteca de figuras prontas, disponibilizada por alguns aplicativos.
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Producéo colaborativa de video a partir dos conceitos trabalhados nas aulas de Matematica,
com 6 encontros (Quadro 4). E importante ressaltar que essa separacdo foi necesséria para
adequar as atividades planejadas para intervencdo com a dindmica escolar, ja que, por
acontecer em escola de Tempo Integral, ndo seria possivel utilizar contraturno para fazer
alguma atividade. Contudo, embora existisse essa separagdo, 0s conceitos matematicos e a

metodologia utilizada em ambos 0s momentos eram semelhantes.

Quadro 3 — Resumo da intervencgdo: aulas de matematica.

Aula/Data Atividades realizadas

- Apresentacdo dos alunos, formadores/divisdo de equipes e escolha coletiva de um nome
para o projeto;

- Esclarecimentos e sondagem sobre o dominio tecnoldgico (exploracdo do laptop e editor

1% de texto);

09.09.2015 | - Sondagem das concepcgOes sobre multiplicacdo e divisdo a partir de discussdo coletiva de
uma situacéo (nog¢do inicial de grandeza);

- Atividade no WhatsApp: O que é grandeza? Que tipo(s) de grandeza(s) eu posso encontrar
na minha casa?

- Discusséo sobre grandezas utilizando os exemplos postados pelas criangas no WhatsApp;
- Apresentacdo de tipos diferentes de graficos (pictograma, de barra e de linha);

28 - Utilizag&o do aplicativo Cacoo para representar as situagdes trabalhadas (apropriacdo da
14.09.2015 | ferramenta);
- Atividade no WhatsApp: continuacdo da discusséo sobre grandezas por meio de registros
textuais ou fotos.

- Discusséo sobre grandezas utilizando os exemplos postados pelas criangas no Whatsapp;
- Exploracéo e resolucéo de situacgdes do livro didatico (multiplas-representagdes);

a
17 Og /2015 - Resolucdo, em grupo, de atividade (Apéndice H) com o uso do Cacoo;
R - Atividade no WhatsApp: inicio da discussdo sobre relacdo entre grandezas por meio de
registros textuais ou fotos.
- Discusséo sobre relagdo entre grandezas utilizando os exemplos postados pelas criangas no
WhatsApp;
4% - Identificacdo da relacdo entre grandezas em problemas propostos no livro didético;
21.09.2015 | - Finalizacdo da resolucdo, em grupo, de atividade (Apéndice H) com o uso do Cacoo;
- Atividade no WhatsApp: continuacéo da discussdo sobre relacdo entre grandezas por meio
de registros textuais ou fotos.
- Discusséo breve sobre relacéo entre grandezas;
- Postagem da atividade (Apéndice H) no blog;
5% - Andlise das questdes postadas no blog pelos grupos;
28.09.2015 | - Apresentagdo do Geogebra para a construgdo de gréficos;
- Atividade no WhatsApp: visitar locais como supermercados e mercados e fazer registros de
produtos de uma mesma marca, com quantidades e precos diferentes;
- Resolucéo da atividade em grupo (Apéndice 1);
6°/ - Andlise e exploracdo das situacdes postadas no WhatsApp pelas criangas;
30.09.2015 | - Atividade no WhatsApp: visitar locais como supermercados e mercados e fazer registros de
produtos de uma mesma marca, com quantidades e precos diferentes;
- Exploracdo das situacdes postadas no WhatsApp pelas criancas;
78 - Anélise de situacdo postada pela pesquisadora no blog (o caso do biscoito Oreo);
01.10.2015 | - Atividade no WhatsApp: discussdo e interpretacdo de situacfes representadas por meio de
graficos (postagem feita pesquisadora);
- Interpretacdo de graficos construidos no Geogebra;
8% - Analise de pregos de um folder de supermercado- uso do Cacoo e Geogebra
05102015 |~ Atividade no WhatsApp: discussdo e interpretacdo de situacfes representadas por meio de

graficos (postagem feita pela pesquisadora);
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9% - Interpretagdo de graficos construidos no Geogebra;
- Postagem no blog de analise de precos de um folder de supermercado;
07.10.2015 s1ag 9 156 0€ precos de um 1o'c pert b i
-Atividade no WhatsApp: discussao de situa¢Bes diversas (davidas, curiosidades, relagdes)
104 - Utilizacdo e exploracdo do recurso digital Equilibrando proporgdes;
15.10.2015 | - Atividade no WhatsApp: discussdo de situacfes diversas (ddvidas, curiosidades, relagdes)
11% - D!s_cusséo coletiva de situacdes das Estruturas Multiplicgtivas (Anexo A);
19.10.2015 -Utilizagdo do Geogebra e Cacoo para representar essas situagoes;
T -Atividade no WhatsApp: discussao de situa¢@es diversas (duvidas, curiosidades, relagdes)
- Construcdo dos graficos que representam a situacdo apresentada no video (Geogebra);
128 - Interpretacdo coletiva desses graficos;
04.11.2015 | - Sondagem das concepc¢des sobre multiplicacdo e divisdo a partir da interpretacdo da
situacdo representada por meio de grafico.

Fonte: Elaboragéo propria.

Como pode ser verificado no Quadro 3, as aulas de matematica eram repletas de
discuss@es, principalmente em grupo, com o uso de diferentes tecnologias. As atividades
realizadas seguiram o roteiro de atividades desenvolvidas, sendo que, ao longo da
intervencdo, buscou-se compreender e responder as seguintes questoes:

1. Concepcdo de multiplicacdo e divisdo: O que é multiplicacdo? O que €
divisdo? Quando utilizamos essas operacdes? Em que tipo de situacbes? Como essas
concepgdes se alteraram ao longo da intervencdo? As estratégias sdo predominantemente
multiplicativas? Algum estudante ainda utiliza estratégias aditivas?

2. Compreensdo de grandeza e relagdes: O que é grandeza? Existem outros tipos
de graficos que podem ser utilizados para representar essas relacdes? Explorar outras
representacfes graficas (grafico de barras e de linhas). A compreensdo das grandezas
envolvidas em cada situacdo é facilitada com o recurso digital Equilibrando Proporcgdes? As
diferentes representacdes, que o recurso digital Equilibrando Proporc6es propbe, ajudam na
compreensdo e resolucdo de situacdes com grandezas diretamente proporcionais?

3. Multiplas-representacfes: Ha dificuldades de encontrar padrfes em uma
tabela? Os estudantes entendem graficos lineares? Conseguem relacionar os dados de uma
situacdo em uma tabela e/ou grafico? O gréafico, normalmente, evidencia a compreensdo do
operador funcional. As criangas compreenderam isso? Ou ndo ficou tdo evidente essa
compreensdo? Com a ampliacdo do campo numérico (sai dos naturais e passa a trabalhar com
0s racionais), como ficam as representacdes feitas pelas criancas? E o grafico? Quais
dificuldades?

4. Campo numeérico: A ampliacdo do campo numérico causou dificuldades? Que
tipo de dificuldades? Como as estratégias se alteraram ou ndo, em relacdo ao campo numerico

(numeros decimais e fracionarios?).
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As aulas destinadas a producdo de video, que aconteciam durante a disciplina
eletiva, deveriam, obrigatoriamente, estar relacionadas com a realizagcdo de um projeto. Deste
modo, criou-se um projeto para producdo de videos intitulado Pensar, conectar e fazer, em
que esses videos teriam que, de alguma forma, mostrar 0s conceitos relacionados com
proporcionalidade e que estdo presentes em muitas situacOes trabalhadas nas aulas de
matematica (Quadro 3). Para a producdo colaborativa de videos do projeto, foram realizadas

atividades na sequéncia e de acordo com o que pode ser visualizado no Quadro 4.

Quadro 4 — Resumo da intervencdo: aulas disciplina eletiva - videos.

Aula/Data Atividades realizadas

1% - Esclarecimentos sobre o projeto;
- Exibicao e discussao do video Razdo e Propor¢do: matematica na vida;

18.09.2015 | _ Apresentacdo das etapas de producgdo de videos;
28 - Esclarecimentos sobre as etapas de producédo de video;
02.10.2015 | - Oflcma ~sobre criacdo de V|de_o;_ ) |
- Discussé@o em grupo para defini¢do do tema;
3

- Realizacdo de pesquisas para a construcdo do roteiro do video;
09.10.2015 | - Construcdo de roteiro;

oy - Finalizacdo da construcdo do roteiro (descricdo de cenas, elaboracao de falas,

etc);
16.10.2015 | - Execucdo do que foi planejado no roteiro (confeccionar cenarios, desenhos,
etc);
5% - Execucdo do que foi planejado no roteiro (confeccionar cenarios, desenhos,
etc);
23.10.2015 | - Edicéo do video;
6%/ - Edicéo do video;
3010.2015 | - Exibicdo dos curtas produzidos pelos grupos;

- Autoavaliacdo.

Fonte: Elaboragdo propria.

As atividades realizadas seguiram o roteiro de atividades desenvolvidas, sendo
que, ao longo da intervencéo, buscou-se responder as seguintes questoes:

1. Defini¢do do tema: Os alunos entenderam a importancia de pesquisar o tema?
Como realizaram a pesquisa sobre o tema? (Internet, entrevistas, livros, filmagens, registros
fotograficos, visitas a locais, videos, etc.). Com a pesquisa, foi necessario fazer algum tipo de
modificacdo no tema? A pesquisa ajudou os estudantes a entenderem o tema e as possiveis

relagbes com a matematica? Como? Que tipo de compreensédo?
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2. Clareza dos conceitos matematicos: Como as criangas estdo representando os
conceitos matematicos? Os conceitos matematicos estdo claros? E possivel melhora-los?

3. Engajamento na atividade: Como esta 0 engajamento dos estudantes na
atividade? Todos estdo participando da discussdo e da elaboracdo do roteiro? Esta havendo
divisdo de tarefas ou estdo construindo em conjunto?

4. Avaliacdo: Como foi a participacdo do estudante na producdo do video
(autoavaliacao)? O grupo ficou satisfeito com o video produzido? A producéo realizada pode
gerar novos questionamentos que gerem novas producfes ou que requisitem um
aprofundamento no tema. Apos a finalizacdo da intervencdo, foram aplicados pos-testes,
conforme explicitado nas etapas de pesquisa. A seguir, explica-se como os dados coletados

antes, durante e apos a intervencao foram analisados.

4.7 Procedimento de analise de dados

Strauss e Corbin (2008), explicam que a analise de dados é um dos processos de
uma pesquisa em que o pesquisador procura descobrir algo sobre o objeto investigado. E um
processo sistematico em que é necessario organizar os dados coletados, identificar padrdes
para separa-los em partes, examinar temas emergentes, para, enfim, interpretar as informacdes
(BOGDAN; BIKLEN, 1994).

Conforme explicitado, esta investigacdo possui métodos mistos de pesquisa, isto
¢, dados quantitativos com comparagdes estatisticas a serem realizadas a nivel horizontal
(entre grupos -controle x experimental) e vertical (intragrupos - pré-teste x pos-teste), e dados
qualitativos referente a analise dos teoremas-em-acao e, portanto, do conjunto de estratégias
mobilizadas pelos estudantes do grupo GE antes (pré-teste), durante e depois (pds-teste) da
intervencdo; e das contribuicdes das tecnologias digitais utilizadas durante o processo.

Para constatar o desempenho dos estudantes antes e apés a intervengdo, 0s pré e
pos-testes foram corrigidos e tabulados (Apéndices L a R). Essas analises, buscaram
categorizar as situagdes exploradas no teste e a construcdo das tabelas de dados que foram
analisadas com o auxilio do Software Statistica, versdo 12.0, empregando nivel de
significancia de 0,05. De posse desses dados, foram realizados testes de normalidade e
homocedasticidade com os dados, a partir dos testes de Shapiro Wilk’s e Levene,
respectivamente, com o uso do referido software. Esses testes indicaram que o tipo de

distribuicdo variava de acordo com o grupo de dados analisados, indicando a necessidade da
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utilizacdo de estatisticas paramétricas e ndo paramétricas (SIEGEL, 1975). Logo, os testes

utilizados precisaram variar conforme Quadro 5.

Quadro 5 — Definicdo dos testes de acordo com o tipo de distribuicéo.

Tipo de Comparacdo | Tipo de Distribuicao/ Tipo de Estatistica Teste Escolhido
Controle x experimental | Distribui¢do Normal/paramétrica T de Student
Controle x experimental | Distribuicfo ndo Normal /nfo-paramétrica U de Mann-Whitney
Pre teste x POs teste Distribuicdo ndo Normal /ndo-paramétrica Wilcoxon

Pré teste x Pos teste Distribuicdo Normal/paramétrica T pareado

Fonte: Elaboragéo propria.

Desta forma, quando se analisam dados independentes, como é o caso dos dados
do grupo controle e experimental, e a distribuicdo for normal, utiliza-se o teste T de Student,
caso contrario, usa-se o teste U de Mann-Whitney. O objetivo desses testes € verificar se 0s
grupos diferiam significativamente antes da intervencdo e, se apds a intervencdo, passaram a
apresentar diferencgas expressivas.

Ja para dados dependentes, isto é, nos casos em que o0s dois conjuntos de dados a
serem comparados sdo do mesmo grupo (pré-teste e pos-teste), para distribuicdo normal
optou-se pelo teste T pareado, para distribuicbes ndo normais foi utilizado o teste de
Wilcoxon. Esses testes tém por finalidade verificar a evolucao de cada grupo.

Ainda que uma analise quantitativa consiga responder a algumas questdes de
causalidade, considera-se que certos achados sdo melhor entendidos em analises qualitativas,
que, nesta tese, tem por objetivo identificar a evolucdo de estratégias utilizadas pelos alunos
(teoremas-em-ac¢do), assim como caracterizar situacbes de comunicacdo e representacdo
determinantes para o desenvolvimento do conceito de covariacdo durante interacdo dos
grupos do GE.

Para os dados qualitativos, realizou-se triangulacdo de dados coletados através de
diferentes instrumentos (diarios de campo, questionarios, entrevistas ndo estruturadas,
materiais produzidos pelos estudantes) e assim obtiveram-se perspectivas diferentes do
mesmo assunto. Apds triangulacdo, foi utilizado o método de comparacdo constante de
Strauss e Corbin (2008), que consiste em codificar e analisar os dados, comparando de modo
continuo os fatos que aparecem, buscando compreender a evolugédo das estratégias utilizadas
pelos estudantes e de como o pensamento matematico evolui considerando as formas de
comunicagédo e representacdo utilizadas, a partir das atividades desenvolvidas pelos alunos

apenas do GE.
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Essa pesquisa de intervencdo, portanto, envolveu a observacdo de alunos
utilizando diferentes recursos didaticos, a partir de metodologia desenvolvida pela
pesquisadora e a emissao de inferéncias acerca dos elementos do conceito que emergem ao
longo da atividade.

O tratamento e a analise dos dados ocorreram em todos 0s estagios da pesquisa,
considerando para isso os referenciais tedricos e as informacgdes coletados no campo,
originando categorias com fragmentos teoricos que auxiliam na interpretacdo. A seguir

apresentar-se-a o capitulo de discussdo dos resultados.
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5 DISCUSSAO DOS RESULTADOS: DESEMPENHO E ESTRATEGIAS

Neste capitulo, serdo apresentados os resultados relacionados ao desempenho e
estratégias dos estudantes. Para isso, foram analisados o pré e pds-teste (GC e GE) de forma
quantitativa, a partir de testes estatisticos (SIEGEL, 1975) e, qualitativa, por meio da
comparacdo de estratégias e teoremas-em-acdo desenvolvidas antes e apos intervencao
(STRAUSS; CORBIN, 2008), conforme explicitado nos procedimentos metodoldgicos.

Considerando os diferentes aspectos analisados nos testes e que estao relacionadas
com a construgdo do conceito de covariagdo, fez-se as seguintes categorizacgdes: (1)
desempenho em situacdes de proporcdes; (2) desempenho na compreensdo de grandezas; (3)
desempenho em representacdo tabular e gréafica; e (4) desempenho geral, considerando todos
0s aspectos analisados na intervencao.

Os resultados referentes a cada uma dessas categorias, serdo apresentados em
funcdo das competéncias de cada grupo (GC e GE) de forma quantitativa e, qualitativa,

considerando os testes do GE.
5.1 Desempenho em situagdes de proporgoes

No pré e pos-testes foram analisados o desempenho em trés tipos de situacdes: (1)
proporcéao simples, (1) proporcdo mdaltipla e (I11) proporcao dupla; os quais serdo analisados
separadamente.

5.1.1 Proporcéao simples

As questdes relacionadas as situacfes de proporcdo simples, nos pré e pos-testes

(Apéndices C e D) eram 8, com classificagdo de acordo com o Quadro 6.
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Quadro 6 — Classificacdo das questdes de propor¢do simples no pré e pds-teste.

Questao Operacao Classe Tipos
la Multiplicacdo um-para-muitos Discreta
1b Diviséo por cota um-para-muitos Discreta
2a Multiplicacéo e divisdo muitos-para-muitos Discreta
2b Diviséo por partes um-para-muitos Discreta
3a Multiplicacéo e divisdo muitos-para-muitos Continua
3b Multiplicacéo e divisdo muitos-para-muitos Continua
3c Divisédo por partes um-para-muitos Continua

7 Multiplicacdo e diviséo muitos-para-muitos Continua

Fonte: Elaboracéo propria.

Verifica-se, no Quadro 6, que foram contempladas, nos testes, todas as situacfes
de proporcdo simples classificadas por Santos (2015), buscando uma distribuicdo
proporcional em relacdo a classe e tipo. Embora se tenha conhecimento que situacdes de
proporcao simples envolvendo a multiplicacdo sejam prototipicas (GITIRANA et al., 2014),
optou-se por inclui-las, para garantir a variedade de situacfes e, portanto, uma analise mais
completa.

Para o desempenho dos estudantes nesse tipo de situacdo, foi atribuido O ponto
para as questdes que ndo estivessem corretas ou em branco e 1 ponto para as questdes
corretas. Desta forma, o estudante que conseguisse responder todas essas situagOes
corretamente teria pontuacdo maxima de 8 pontos. Esses critérios foram adotados nas
analises dos pré e pos-testes do grupo controle (GC) e experimental (GE) e deram origem aos
dados do Apéndice L, utilizados nessa analise. De posse dos dados, calcularam-se médias

aritméticas e desvios-padrdo (Tabela 1).

Tabela 1 — Média e Desvio Padrdo em Proporcdo Simples por grupo no pré-teste e pos-teste.

Situacdes analisadas Grupo Experimental (GE) Grupo Controle (GC)
Média/Desvio padrao Média/Desvio padrao
Pré-teste Pds-teste Pré-teste Pés-teste
Proporcgédo simples 4,83/+1,58 7,67/+£0,65 4,73/+1,16 4,73/+1,67

Fonte: Elaboracéo propria (Ver Apéndice L).
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Ao analisar a Tabela 1, verifica-se que a média do GE aumentou, entre o pré-teste
e 0 pos-teste; e que o desvio padrdo diminuiu, significando uma menor variagao dos dados em
relacdo a média, isto €, que o desempenho do GE é mais homogéneo. Esses resultados
mostram uma melhora no desempenho do grupo experimental como um todo.

Para as analises estatisticas desse conjunto de dados, foram necessérios testes
diferentes, assim como detalhado nos procedimentos metodoldgicos, por terem sido

verificados dados com diferentes tipos de normalidade (Quadro 7).

Quadro 7 — Resultados dos testes estatisticos e niveis de significancia - proporcao simples.

Nivel de significancia
Comparacao Normalidade Teste Usado (p)
Controle x experimental (pré-teste) Sim T de Student 0,850354
Controle x experimental (pds-teste) Nio U de Mann-Whitney 0,000037
Pré-teste x Pos-teste (Experimental) Nio Wilcoxon 0,003346
Pré-teste x Pos-teste (Controle) Sim T pareado 0,564076

Fonte: Elaboragdo propria (Software Statistica: versdo 12.0).

De acordo com os niveis de significancia (p) que constam no Quadro 7, 0s grupos
controle e experimental (pré-teste) ndo diferiam estatisticamente (p=0,850354)%. Apés a
intervencdo, a analise entre GC e GE (pds-teste), mostra um desempenho significativamente
diferente entre esses grupos (p=0,000037) ®1. Comparagdes entre o pré-teste e 0 pds-teste, em
cada grupo, foram realizadas através do teste Wilcoxon, para o grupo experimental e teste T
pareado, para o grupo controle. Convém lembrar que a diferenca do tipo de teste usado esta
relacionada com normalidade e a homocedasticidade dos dados. Desta forma, de acordo com
0 Quadro 7, os estudantes do grupo experimental tiveram um desempenho estatisticamente
superior, se comparar seus pré e poés-teste (p=0,003346), sendo que essa melhoria no
desempenho ndo foi constatada no grupo controle (p=0,564076).

No Grafico 1 é possivel visualizar a média dos grupos, antes e depois da
intervencgdo, e seus respectivos desvios-padrdo. Visualiza-se o aumento da média do grupo

experimental e a diminuicdo do desvio-padrao.

% Trabalha-se com nivel de confianca de 95%, em todos os testes, o que significa que os dados sdo considerados
significativos quando p<0,05. Logo, quanto menor e mais proximo de zero, mais significativo ¢ o resultado.

61 Optou-se por ndo fazer o arredondamento para que se tenha uma melhor compreensdo do nivel de
significancia.
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Grafico 1 — Media de desempenho - grupo experimental e controle - proporgdo simples.

O P N W b U1 O N

Experimental Controle ‘

SituagGes de Proporgdo Simples ‘

M Pré-Teste Pos-teste

Fonte: Elaboragdo propria.

Esses resultados mostram que houve uma melhoria significativa no desempenho
do GE que pode ser contatado, ndo apenas, pelo melhor desempenho, mas pela mudanca de
concepgdes desse grupo de estudantes. No inicio da intervencéo, esses estudantes tinham uma

concepcao limitada em relacdo a multiplicacdo e a divisdo (Protocolo 1).

Protocolo 1 — Concepcédo de Multiplicacéo.

P2 O que pra vocés é multiplicagdo?

EO05: Multiplicar é uma soma.

E09: E quantas vezes 0 nlmero se repete...

EO02: Ah, é a mesma coisa de somar! [E12 e EO4 discordam, mas ndo conseguem justificar].
E09: A multiplicagdo foi criada para ndo se fazer contas maiores [A maioria das criangas
parecem concordar. E02 complementa a afirmacéo de EQ9].

E02: A multiplicacdo ajuda a resolver somas grandes. Por exemplo: resolver 196 somado 20
vezes, ao invés de somar varias vezes, basta multiplicar e fica mais facil!

Verifica-se, no Protocolo 1, que os estudantes relacionam a operacdo de
multiplicacdo com a adicdo de parcelas iguais e, embora sejam instigados, ndo conseguem
trazer outras concepcdes de multiplicacdo. Como forma de tentar entender melhor essa ideia,

a pesquisadora questionou se a multiplicagdo sé serve para abreviar resultados (Protocolo 2).

%2 Nos protocolos de falas, o 'P' representa a fala da pesquisadora.
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Protocolo 2 — Para que serve a multiplicacao

P: Mas a multiplicacdo so serve para ndo demorar a encontrar o resultado?
E12: E!

E04: SO serve para estudar!

P: Entdo a Matematica sé serve para passar de ano?

E04: E. [E12 concorda, mas ha uma divergéncia de opinides entre a turmal]
E02: Nao! A gente usa no dia a dia!

P: Como?

E02: No mercantil.

E10: No caixa. [As criangas comecam a dar exemplos]

P: Entdo, onde mais usamos a multiplicacao?

E02: Para resolver coisas repetidas!

P: E s0 para essa coisa repetida? [Os estudantes ficam em siléncio]

Ainda que o Protocolo 2 revele uma divergéncia quanto a funcdo social da
matematica, constata-se que a concepcdo de multiplicacdo ndo se amplia, ficando, ainda,
restrito & soma de parcelas iguais. E importante ressaltar que essa ideia ndo é errada, embora
possa induzir a falsa concepcdo de que ao se multiplicar, sempre aumenta. Magina, Santos e
Merline (2014), explicam que essa concep¢do pode ser oriunda de problemas do ponto de
vista didatico, em que o professor se detém, apenas, em apontar a multiplicacdo como uma
continuidade (filiagdo) com a adicdo.

Durante o questionamento sobre multiplicacdo, também surgiu a ideia de diviséo,
pois EO8 explicou que para dividir precisava multiplicar. Outra estudante complementa: "Meu
professor falou que a divisao serve para saber quantas vezes o niumero cabe dentro do outro™
(informacédo verbal de E02). Os demais estudantes parecem concordar com a afirmagéo da
colega.

A informacdo verbal dada pela estudante EO2 apresenta apenas uma das ideias de
divisdo, no caso, a de divisdo por quota, ja que esta ideia se relaciona com a acdo de medir
grandezas de mesma natureza, estando relacionada com a ideia de medir (VERGNAUD,
1983, 1988, 2009; CASTRO et al., 2015). Entende-se que essas duas ideias (repartir e medir),
s80 necessérias para a compreensdo das situagdes que envolvem divisdo e ndo podem ficar
restritas a uma unica concepcao.

Conforme discutido no referencial tedrico desta tese, na proporgdo simples é
possivel identificar dois tipos de divisdo: a divisdo por quota e a divisdo por parte, embora as
duas utilizem a mesma operacdo, no caso a divisdo, trazem ideias diferentes e com
dificuldades distintas. A divisdo por quotas contempla a ideia de medir, enquanto que a
divisdo por partes, a ideia de repartir (CASTRO et al., 2015).
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As entrevistas feitas no inicio da intervencdo, logo apds o pré-teste, revelaram a
utilizagdo excessiva de regras para solucionar os algoritmos utilizados nos testes. Dentre as
falas dos estudantes tém-se: “Para multiplicar um numero por 10, basta repetir o numero e
acrescentar um zero, ¢ assim vale para multiplicar por 100 ¢ 1000” (Informagdo verbal de
E02); "D4 para dividir um namero por 10, por 100 e por 1000 s6 tirando os zeros do nimero,
sabia?” (Informagdo verbal de E05). Diante dessas explicagdes, a pesquisadora os indagou
sobre os casos que ndo tem zero para acrescentar, instigando reflexdes de como poderia ser
feito. H& ainda a necessidade de explicar porque da certo colocar zeros e retirar zeros nessas
situacoes.

Os estudantes ficaram em siléncio e ndo souberam explicar, ainda que, no
primeiro caso, a regra oriente fazer o deslocamento da virgula e, no segundo, pode ser
explicado pelo fato de o sistema de numeracdo ser decimal. Essa situacdo mostra que 0s
estudantes tiveram uma educagdo muito voltada as regras e procedimentos, 0 que pode ter
contribuido para a limitagdo de suas concepcBes sobre 0s conceitos existentes nas estruturas
multiplicativas. Acredita-se que isso aconteca devido ao ensino de Matematica, comumente,
focar mais na operacao do que na compreensdo da situacao e das relaces envolvidas.

Apos a intervencdo, essas concepgdes de multiplicacdo e divisdo se ampliam,
como pode ser visto no Protocolo 3.

Protocolo 3 — Concepgoes finais de multiplicagdo e divisdo.
P: Vocés lembram que no nosso primeiro dia eu perguntei o que € multiplicacdo e o que é
divisdo? Lembram?
E®: Sim. [A pesquisadora relembra o que as criancas disseram no primeiro dia de
intervenc&o].
P: E ai, continua a mesma coisa?
E03: Eu aprendi que da para multiplicar e dividir de um jeito diferente.
P: Que jeito € esse?
E03: Usando as tabelas® e também os gréficos.
E02: Sim! Quando tem muita coisa pra somar eu uso a multiplicacdo. Tem também as
relagdes!
P: E a gente vé essas relagdes aonde?
E09: Na tabela, oral
EO02: Nas grandezas que tem na tabela.
EO04: Nos graficos também déa pra ver.
P: Legal demais! E na nossa vida? Onde gue a gente pode encontrar multiplicacéo e divisédo?
E08: Na cozinha.
E02: Nas comidas! Por exemplo, numa merenda da tarde aqui na escola, tem um bolinho que

% Significa que muitos estudantes responderam em conjunto.
% As tabelas mencionadas pelos estudantes referem-se a formas de organizar as grandezas e mostrar suas
relaces.
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todo mundo gosta. S6 que a moca diz que ndo pode repetir porque é contado! Sdo dois
bolinhos para cada aluno. Ai pode multiplicar!

EO04: Se em uma mesa senta 4 pessoas, se tem 40 pessoas, vou precisar de 10 mesas!

E05: Na festa também usa muito. [As criangas perguntam sobre a festa de encerramento].

P: Ok! Otimos exemplos!

E02: A gente aprendeu a entender as tabelas e os graficos e ver que pode ter multiplicagdo e
divisdo la!

P: E isso ajudou em que sentido E02?

E02: Ajudou a entender a relagéo!

O Protocolo 3 mostra que o0s estudantes ampliaram suas concepc¢des de
multiplicacdo e divisdo. Se antes a multiplicagdo so estava relacionada a ideia de soma de
parcelas iguais (Figura 23 e Figura 24) e a divisdo, & quantas vezes um namero cabe dentro do
outro, os estudantes, ao falarem das relacbes existentes entre as grandezas, evidenciam a
percepcao da existéncia de uma relacéo fixa entre duas grandezas (GITIRANA et al., 2014;
MAGINA; SANTOS; MERLINE, 2013, 2014; NUNES et al., 2009; SANTOS, 2012, 2015;
VERGNAUD, 1983, 1988, 2009). Essa percepg¢éo fica mais evidente quando os estudantes
apresentam exemplos com relacdo entre duas grandezas: 2 bolinhos por pessoa (E02) e 4
pessoas por mesa (E04).

No pré-teste, as estratégias aditivas prevalecem e, mesmo quando os estudantes
utilizam a multiplicacdo, utilizam adicGes de parcelas repetidas. A questdo la desse teste
apresenta uma proporcao simples de multiplicagcdo, como pode ser verificado no enunciado

a sequir.

Enunciado da la questdo: José coleciona figurinhas de herois. Sabendo que em cada pacote

vem 5 figurinhas, responda: a) Quantas figurinhas terdo em 6 pacotes?

A questdo € classificada por Gitirana et al. (2014) como Prototipica, logo, ja era
de se esperar que estudantes do 6° ano ndo tivessem dificuldades em resolvé-la,
principalmente, por envolver apenas grandezas discretas. Embora todos os estudantes tenham
encontrado a resposta correta para essa questdo, no pré e pds-teste, € importante analisar as
acles mentais utilizadas na resolugdo deles. Na Figura 23, apresenta-se uma estratégia em que
se verifica, de forma explicita, que o estudante compreende a multiplicagdo como soma de

parcelas iguais.
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Figura 23 — Compreenséo da multiplicagdo como soma de parcelas iguais.

/ 5 Local para fazer os cdlculos e, se quiser, também desenhar. \\

Resposta: DU Ax

Fonte: Pré-teste de EOQ5.

Esse esquema utilizado por EO05 estd fundamentado e é possivel, pois, a
multiplicacdo é distributiva em relacdo a adi¢do. De forma semelhante, além de EO05, outros 3
estudantes (EO1, EO06 e E10) explicitaram essa concepcdo na resolucdo do pré-teste.
Constatou-se, ainda, que em uma das estratégias havia a combinacdo da multiplicacdo com a

adicdo (Figura 24).

Figura 24 — Compreensdo da multiplicacdo como soma de parcelas iguais — combinacao.

/ Local para fazer os célculos e, s¢ quiser, também desenhar. \

Resposta:

Fonte: Pré-teste de E02.

Mesmo ndo utilizando a operacdo de adicdo de forma explicita, na estratégia
adotada por E02, ha desenhos que representam 0s pacotes, no caso, 6 pacotes e em cada um
deles hd a representagdo de 5 figurinhas. Logo, diante dessas representacdes e dos
questionamentos feitos durante o inicio da intervengdo, conclui-se que a estudante também
possui a concepgdo de multiplicagdo como soma de parcelas repetidas (adi¢cdo), embora tenha
usado representacdes diferentes.

Os demais testes apresentaram como resolucdo o produto de '6 . 5 = 30". Por meio
de entrevistas, foi constatado que os estudantes ndo entendiam as grandezas presentes na
situacdo e, portanto, trabalhavam apenas com sua magnitude, sendo este fato constatado em

todos os tipos de situacdo. A concepcao predominante € de que as proporcdes simples formam
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uma relagdo de trés termos e ndo de quatro, ja que ndo era percebido pelos estudantes o valor
unitéario que era dado, por exemplo na questdo 1la (Apéndice C), sendo considerado para eles
dados validos para resolvé-la o 6 (nimero de pacotes) e 0 5 (nimero de figurinhas do pacote),
logo, 0 30 sé representava a resposta que a questdo pedia. Vergnaud (1983), explica que esse
tipo de resolucdo é correto apenas se foram consideradas as varidveis como nimeros e nao
como dimensé&o.

No pos-teste, havia uma questdo analoga a questao 1a do pré-teste:

Enunciado da la questdo: A diretora da escola estd organizando uns kits de material escolar

para entregar na escola. Em cada pacote terd 4 lapis. Com base nessa informacdo, responda:

a) Quantos lapis terdo em 6 pacotes?

Embora todos os estudantes do GE tenham acertado essa questdo no pré-teste e no
pos-teste, verifica-se a mudanca de estratégias e, consequentemente, dos teoremas-em-acao
envolvidos. Todos os estudantes do GE utilizaram estratégias multiplicativas, explicitando,
pelo menos, uma das possiveis relacdes existentes na situacdo e as grandezas envolvidas na

situacdo (Figura 25, Figura 26 e Figura 27).

Figura 25 — Proporc¢éo simples - multiplicagéo - operador funcional.

f Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar. \
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Fonte: P6s-teste de E08.

A Figura 25 apresenta uma estratégia usada por 4 estudantes do grupo
experimental, em que se encontra a relacdo entre duas grandezas, denominado por Vergnaud
(1983, 1988, 2009) de operador funcional. Se a quantidade de pacotes quadruplica, 0 mesmo
acontece com a quantidade de lapis, ja que isso € definido pela relacdo dada entre o quociente
entre lapis/pacote, que indica o operador funcional 4 lapis por pacote. Ao chamar de f a
relacdo entre a quantidade de pacotes e de lapis, tem-se 0 seguinte raciocinio: f(1)=4 —f(6) =

f(6.1) =6.1(1), logo, baseia-se na propriedade linear das relacGes de proporcionalidade.
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A Figura 26 mostra uma estratégia utilizada por 5 estudantes do grupo

experimental em que ¢ estabelecido o operador escalar.

X

Figura 26 — Proporcéo simples - multiplicacdo - operador escalar.

| Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar. , \
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Fonte: Pos-teste de E05.

Nessa estratégia, o estudante busca a relacdo dentro da mesma grandeza,

calculando, no caso: 6 pacotes/lpacote = 6, um operador adimensional, isto €, que ndo tem

dimensdo. Desse modo, a quantidade de lapis final serd o séxtuplo da quantidade de Kits.

Pode-se dizer que essa estratégia estd de acordo com a propriedade da funcdo linear

relacionada a homogeneidade: f(a.x) = a f(x), com 'a' sendo o operador escalar. Assim, como

a =6 e f(x) = 4, tem-se: 6 . f(xX) = 6 . 4 = 24 lapis. Houveram ainda 3 estratégias que

utilizaram o operador funcional e escalar (Figura 27).

Figura 27 — Proporgéo simples - multiplicacdo - operador funcional e escalar.
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Fonte: P6s-teste de E03.

Ao combinar as estratégias do operador funcional e escalar, esses estudantes

utilizam os dois teoremas-em-acdo ja mencionados na estratégia do operador funcional e na

estratégia do operador escalar. Acredita-se que essa combinacdo de estratégias possa estar

relacionada com o fato da intervencéo ter focado na compreensdo da covariagdo. Para isso, 0s
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estudantes precisariam, além de compreender a relagdo de invariancia entre duas grandezas,
entender como essa relagcdo varia em conjunto, logo, a necessidade de estabelecer os dois
operadores: funcional e escalar.

Como forma de compreender melhor as concepg¢des de divisdo que os estudantes
apresentavam antes da intervencdo, o pré-teste (Apéndice C) prop0s situages de proporgéo
simples com divisdo, considerando a diviséo quotitiva e a divisdo partitiva.

A proporcao simples - divisdo por quota foi analisada a partir da questdo 1b do

referido teste, tendo o seguinte enunciado:

Enunciado da 1a questdo do pré-teste: José coleciona figurinhas de herdis. Sabendo que em

cada pacote vem 5 figurinhas, responda: b) Quantos pacotes José precisa comprar para ter 20

figurinhas?

A Figura 28 apresenta a estrutura dos esquemas envolvidos na questdo 1b. Mesmo
parecendo sofisticado, por ndo ser usual para os estudantes da faixa etéria desse estudo, ajuda

no entendimento das relacdes que estdo por tras de problemas de divisdo por quotas.

Figura 28 — Esquema envolvendo a questéo 1b.

M M
/5 M, - pacote (un)
1 «—— 5=1(1) o
5 M, - figurinhas (un)
X T 20 =f(x)

Fonte: Elaboragdo propria baseada em Vergnaud (1983).

Por meio do esquema apresentado, é possivel constatar que existe uma relacao
entre a medida M; (quantidade de pacote) e a medida M, (quantidade de figurinhas). Nota-se
que em M, € preciso utilizar o operador escalar como '/5'. O pré-teste mostra que 50%, ou
seja, seis estudantes do GE utilizaram estratégias de somas sucessivas e agrupamento (EO1,
EO02, EQ5, E06, EO8 e E10), como pode ser visto na Figura 29 e Figura 30.
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Figura 29 — Resolucéo por adigdes repetidas.

/ Local para fazer os calculos e, s¢ quiser, também desenhar. \
) -
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Resposta: | oy

Fonte: Pré-teste de EO8.

Estas estratégias remetem a um raciocinio tipicamente aditivo. Para Gitirana et al.
(2014) e Vergnaud (1983), é um procedimento esperado para esse tipo de situacdo, pois 0s
estudantes costumam achar mais facil encontrar quantas vezes 5 cabe dentro de 20, ao invés

de inferir o operador escalar e aplica-lo para verificar a quantidade de pacotes.

Figura 30 — Resolugdo por agrupamento e correspondéncia.

/ “—} ocal para fazer os cilculos ¢, se quiscr, também desenhar. \
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Resposta: __ Quntne s il
Fonte: Pré-teste de EO1.

A Figura 30, mostra uma estratégia que parece ser menos sofisticada do que a
anterior (Figura 29). Como forma de esclarecer a estratégia adotada, o aluno EO1 explicou em
entrevista: "Eu desenhei as 5 figurinhas que tinham em cada pacote, depois eu fui contando
até chegar em 20!" (informacéo verbal de EO1). Verifica-se que, embora o estudante tenha
sentido a necessidade de representar as figuras do pacote, este fez um agrupamento por
correspondéncia até chegar a quantidade intencionada, no caso, 20 figuras, demonstrando um
raciocinio aditivo.

A Figura 31 retrata uma estratégia multiplicativa, porém, auxiliada pela
concepgdo de que é uma soma de parcelas iguais. Nota-se que, na resolucdo, E11 utiliza a

tabuada de 5 (multiplicacdo) e a repete até conseguir encontrar a quantidade total de figuras.
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O uso da tabuada de multiplicacdo, neste caso, reforca a ideia da pratica da multiplicagcdo

como soma de parcelas iguais, restringindo assim o raciocinio multiplicativo.

Figura 31 - Resolucdo por multiplica¢fes sucessivas.

/ lLocal para fazer os cilculos ¢, sc quiscr, também desenhar, \

" | Y,

Resposta: Y P
\

Fonte: Pré-teste de E11.

Nota-se, ao analisar o conjunto das estratégias utilizadas no pré-teste para a
questdo 1b, que nenhum dos estudantes do grupo experimental utilizou a operacéo de divisao
para resolver a situacdo. Apenas dois estudantes (EO3 e E09), de um total de 12, erraram essa
questdo, tendo, portanto, um indice de acerto de 83,33%.

Observa-se, ao analisar a questdo de divisdo por quota do pos-teste do GE, que
ndo foram observadas estratégias aditivas ou combinacdo de aditivas com multiplicativas,
como no pré-teste, apenas estratégias multiplicativas: estratégias do operador funcional (4
estudantes), escalar (7 estudantes) e combinacdo de operadores (1 estudante). Tendo
alcancado, apds intervencdo, indice de acerto de 100%. No pds-teste (Apéndice D), a questdo

de proporcdo simples - divisdo por cota era a 1b, conforme enunciado a seguir.

Enunciado da 1a questdo: A diretora da escola estd organizando uns kits de material escolar

para entregar na escola. Em cada pacote tera 4 lapis. Com base nessa informacéo, responda:

b) Se a diretora tiver 20 lapis, quantos pacotes podera formar?

Nas estratégias do operador funcional e da combinacdo do operador funcional
com escalar, observou-se que todos os estudantes buscavam estabelecer a relagéo entre as
duas grandezas (quantidade de pacote e de lapis) e depois encontrar a quantidade de pacotes
(Figura 32).
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Figura 32 — Proporgéo simples - divisdo por quota - operador funcional.

/ Local para fazer os cilculos e, se quiser, também desenhar. , X
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Résposta:

Fonte: P6s-teste de E06.

Nas estratégias que envolviam a busca do operador escalar, houve algumas
variacdes (Figura 33, Figura 34 e Figura 35). Na Figura 33, E12 encontra o operador escalar
pela divisdo entre as quantidades de lapis. Essa divisdo permitiu encontrar a relacéo escalar,

que pode também ser utilizada na grandeza pacotes, encontrando, desta forma, a quantidade
de pacotes que podem ser formados com 20 lapis.

Figura 33 — Proporgéo simples - divisdo por quota - operador escalar por diviséo.

( U Local para fazer os clculos e, se quiser, também desenhar. 1 ESILAP \
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Resposta:

Fonte: Pos-teste de E12.

Na Figura 34, EO7 encontra o operador escalar pela operacdo de multiplicacao.
Em entrevista, a referida aluna, explicou que pensou em um ndmero que multiplicado por 4
tivesse como resultado 20, assim, fez uma inversdo da divisdo, ao usar a multiplicagéo,

mostrando que percebe que ha uma estreita relacdo entre essas duas operacfes (GITIRANA et
al., 2014).
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Figura 34 — Proporgéo simples - divisdo por quota - operador escalar por multiplicagéo.
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Fonte: Pc')s—teste\de EO07.

Na Figura 35, mostra-se uma estratégia que também fica evidente o uso do
operador escalar, todavia, mesmo EO1 explicitando o operador, observa-se que ha uma certa
confusdo em relagdo as operacdes realizadas. A tabela da Figura 35 expde uma setinha, com o
operador e a operacdo realizada, sendo que 4 = 5 # 20, o correto seria 20 + 5 ou 4 . 5,
demonstrando que o erro esta apenas na direcao da setinha. Embora a representacao indique o
erro na posicao da setinha, o estudante revela entender que a operacdo 20 + 5 seria correta, ao

representar o algoritmo dessa diviséo.

Figura 35 — Proporrcao simples - divisdo por quota - operador escalar.

K Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar. \
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Resposta:

Fonte: Pos-teste de EO1.

Logo, as estratégias relacionadas a divisdo quotitiva modificaram-se no pos-teste,
percebe-se, ainda, a utilizacdo da operacao de divisdo, que no pré-teste era evitada.

Para as situacGes de proporgdes simples - divisdo por parte, no pos-teste, assim
como no pré-teste, foram elaboradas duas situac@es: 2b e 3c (Apéndice C e D). No pré-teste
os estudantes do GE tiveram indices de acerto de 58,33% e 91,67%, respectivamente, sendo
que, no pos-teste, esses indices subiram para 91,67% e 100%, nessa mesma ordem. Vale ainda

ressaltar a mudanca de estratégias que passaram a serem todas considerando o raciocinio
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multiplicativo, prevalecendo, em todos os testes do GE, relacionados & divisdo partitiva, a
estratégia do operador funcional.
A primeira questdo relacionada a essa situacdo no pré-teste (Apéndice C), tem

seguinte enunciado:

(Enunciado da 2a questdo: Brenda coleciona figurinhas das olimpiadas. Ela comprou 4 pacotes

e obteve 24 figurinhas. Responda: b) Quantas figurinhas vém em cada pacote?

O esquema da Figura 36 apresenta a relacdo entre as medidas M; (pacote) e M,
(figurinhas). Nota-se que a relagéo entre essas duas medidas expressa figurinhas por pacote,
denominado por Vergnaud (1983, 1988) de operador funcional, representado no esquema do

dessa figura por '(. a)'".

Figura 36 — Esquema envolvendo a questéo 2c.

M, M,
M; - pacote (un)
1 &, x=f(1) o
a M, - figurinhas (un)
4 1> 24 =1(x)

Fonte: Elaboracéo propria baseada em Vergnaud (1983).

A questdo 3c desse teste (Apéndice C) também apresenta uma propor¢do simples

de divisdo por partes, como pode ser verificado no enunciado a seguir.

Enunciado da 3a questdo: Na escola de Danilo vai ter um baile de Carnaval. A escola

conseguiu um desconto especial para comprar o tecido das fantasias. Cada 2 metros de tecido

custara 10 reais. Responda: ¢) Quanto custa 1 metro de tecido?

Ao se analisarem as estratégias utilizadas pelos alunos, no pré-teste, nas duas
situacOes apresentadas; 2b e 3c observa-se que nenhum dos estudantes demonstrou utilizar o
operador funcional como forma de resolvé-lo. A compreenséo da relagdo com o operador
funcional é especialmente importante para a compreensao da covariagdo (NUNES, BRYANT,
1997).
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Nas duas questdes (2b e 3c), as estratégias que prevaleceram foram de
multiplicacdo (4 . 6 =24). Para explicar essa estratégia, E11 disse que, para achar a
quantidade de figurinhas em 1 pacote, bastava pensar em um namero que multiplicado por 4,
dava como resultado 24, assim, encontrou o 6.

Uma estratégia diferente das demais surgiu na resolugdo da questdo 3c. Na Figura
37, tem-se a representacdo dessa resolucdo. Nota-se que a aluna percebe que existem duas
grandezas diferentes, separando-as, portanto, em colunas diferentes. Contudo, para resolver o
problema, é feita uma subtracdo. Em entrevista E02 explica: "Se 1 é a metade de 2, entdo, a

metade de 10 é 5. Se é metade eu posso diminuir, né?" (informac&o verbal de E08).

Figura 37 — Estratégia de subtracdo da metade.
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Fonte: Pré-teste de EO8.

O interessante dessa estratégia é o fato de EO8 ser capaz de explicitar o principio
de uma relacdo, embora ainda ndo devidamente explicitada. A representacdo de uma seta ao
lado do 2m e apontando para os 10 reais, mostra que foi entendido que a mesma relacéo tem
que acontecer as demais grandezas. Embora a relacdo explicita em sua acdo seja a do
operador escalar, isso fica claro quando € mencionado a relacdo vertical de metade entre 2 e 1
metro. As demais analises nessas questdes ainda revelaram que apenas 2 alunos (E04 e E08)
utilizaram a divisdo como operacdo para resolver a questdo 2b e a mesma quantidade para a
questéo 3c (E04 e E06).

No pds-teste, verificou-se uma melhoria ndo apenas do desempenho, mas de
estratégias e raciocinio, ja que os estudantes conseguiram explicitar as relagdes envolvidas na
situacdo. As questdes do pos-teste (2b e 3c) eram analogas as questdes do pré-teste, conforme

enunciado a sequir.
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Enunciado da 2a questdo: Jusci comprou 4 pacotes de canetas e obteve 24 canetas. Responda:

b) Quantas canetas vém em cada pacote?

Na resolucéo da situacdo da questdo 2b, apenas um estudante do GE, no pos-teste,
ndo conseguiu resolvé-la com éxito. De acordo com a Figura 38, é possivel observar que
apesar de EO1 ndo ter apresentado a resposta correta, consegue estabelecer a relagédo de 6
canetas por pacote, ao conectar por setinha as grandezas canetas e pacotes e manifestar o

operador funcional como 6 canetas/pacote e a operagdo como uma divisao.

Figura 38 — Proporgéo simples - divisdo por parte - confuséo dos operadores.

f Local para fazer os célculos e, s¢ quiser, tammb¢m desenhar. \
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Fonte: P6s-teste de EO1.

A representacdo feita por EOL na Figura 38 mostra que o estudante confundiu os
dois operadores, funcional e escalar. Em entrevista individual, EO1 percebeu o erro cometido,
antes de ser apontado pela pesquisadora, pois, ao tentar explicar as relagdes, viu que 4+6 néo
seria 6. Os demais testes do GE relacionados a divisdo partitiva foram resolvidos explicitando,

em sua maioria, a relacdo do operador funcional (Figura 39).

Figura 39 — Proporcéo simples - divisdo por parte - operador funcional.

f 1 - Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar. \
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Fonte: P6s-teste de E03.
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Sobre a utilizagdo do operador funcional na resolucdo de situagfes com diviséo
partitiva, Vergnaud (1983, 1988) explica que, nessas situagdes, fica explicito a relacdo entre
duas medidas. Contudo, embora se tenha observado nessa intervencdo, um predominio de
estratégias multiplicativas com o operador funcional, estas ndo sdo comumente explicitadas
nas resolucgdes dos estudantes de 6° ano (CASTRO et al., 2015).

Por fim, na proporcéo simples, tém-se situages que envolvem as duas operagoes:
multiplicacdo e divisdo. No pré-teste e pds-teste, haviam 4 situacBes de proporcdo simples
que, por serem da classe de correspondéncia muitos-para-muitos, envolviam as operacdes de
multiplicacdo e de divisdo. S&o elas: 2a, 3a, 3b e 7 (Apéndices C e D). Considerando as
situacbes de proporcdo simples, estas foram as que os estudantes apresentaram maior
dificuldade, ja que a porcentagem de acertos foram, respectivamente, 58,33%; 50%; 33,33% e
0%, no pré-teste. Apds intervencdo, os desempenhos atingiram: 91,67%; 100%; 100% e
83,33%, respectivamente.

As questdes erradas mostraram a falta de compreensdo da situacdo, uma vez que
os estudantes utilizaram para resolver apenas as magnitudes, sem considerar as relacdes
envolvidas. Desse modo, nessas situacdes, verificou-se o uso de operacdes de adicdo e de
multiplicacdo em que os estudantes ndo sabiam justificar o seu uso e, quando entrevistados,
ndo souberam explicar a estratégia adotada.

Chamou a atencdo, ao se analisarem os pré-testes, a falta de acertos na 7% questdo

do teste, que tem o seguinte enunciado:

Enunciado da 7a questdo: Na Figura 40, estdo apresentados dois cobmodos da planta de uma

casa. Na realidade, a sala é quadrada com lados 6m. Calcule as dimensdes reais do quarto.

Figura 40 — Imagem da 7° questdo do pré e pos-teste.

3cm
25¢cm
3cm Sala 7 Quarto 2cm

Fonte: Pré-teste e Pés-teste (Apéndices C e D).
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Essa questdo requisita que os estudantes percebam que ha uma relacdo entre o
desenho, representado em centimetros (cm) e a dimensdo real do quarto, medida em metros

(m), tendo a estrutura representada na Figura 41.

Figura 41 — Esquema da questéo 7.

My M
M; - centimetro
3 84, 6
Dimens&o do quarto a M; - metros
25cmou2cm —> 7 T[> X

Fonte: Elaboracdo propria baseada em Vergnaud (1983).

Percebe-se, ao se analisar a Figura 41, que a estrutura é semelhante a de outras
situacGes muitos-para-muitos. Segundo as entrevistas realizadas com os estudantes do grupo
experimental, houve duas dificuldades: a primeira € que os alunos ndo entenderam como
podiam relacionar o desenho com as dimensdes reais solicitadas; e a segunda, é que achavam
que, por ser a imagem de uma figura geométrica, deveriam calcular o perimetro®. Esses
depoimentos revelam as limitagdes do conhecimento matematicos desses alunos, além de que
mostrar que estes ndo estdo acostumados a fazer relaces.

Como no pré-teste ndo houve nenhum acerto na 7% questdo, decidiu-se manté-la
no pos-teste, onde se observou uma melhoria acentuada no desempenho e, nas estratégias
apresentadas pelo GE (Figura 42 e Figura 43).

A Figura 42 apresenta estratégia multiplicativa em que os estudantes percebem a
relacdo entre as duas grandezas, definindo para isso o operador funcional. No caso, como a
questdo pede a definicdo da largura e comprimento do quarto, os estudantes precisaram

definir dois valores, logo, observam-se duas tabelas.

% Soma dos lados de um poligono.



127

Figura 42 — Proporgéo simples - multiplicacdo e divisao - operador funcional.

/_ Local vara fazer os cdlculos e. sc quiser. também desenhar. \

=

Resposta:

Fonte: P6s-teste de E11.

A Figura 43, mostra que E03 considerou, ao definir o operador funcional, que ha
uma relacdo de dobro entre 3 centimetros e 6 metros. De acordo com entrevista realizada com
E03, o dobro esta associado a 2x. Mesmo o operador funcional sendo 2 m por cm, ndo se pode
estabelecer a relagdo de dobro entre dois conjuntos com grandezas diferentes, ja que a
comparacdo s6 deve acontecer dentro de uma mesma dimensdo. Segundo Santos (2015), esse
tipo de comparacdo estd presente em situacOes ternarias do eixo de comparacdo

multiplicativa.

Figura 43 — Proporcdo simples - multiplicacdo e divisdo - operador funcional (relacdo de

dobro).
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Fonte: Pos-teste de E03.

Assim, mesmo observando melhoria no desempenho e mudancas de estrategias,
prevalecendo as multiplicativas, EO3 demonstra uma concepc¢do equivocada e limitada do
campo multiplicativo. Ressalta-se que, ndo foi objetivo dessa intervencdo desenvolver a
compreensdo de todas as situa¢des multiplicativas, ja que se tem como foco a compreensdo da
covariacao, existente nas relaces quaternarias.

Outra resolucéo errada, foi verificada na questdo 2a, que também € de proporcéo

simples - multiplicacdo e divisdo. A Figura 44 mostra que EO1 definiu dois operadores
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funcionais e escalares diferentes, para a mesma situacdo. Nota-se que ele consegue
estabelecer a relagdo corretamente, entre 24 canetas e pacote (invariancia), mas ndo consegue

compreender o conjunto de dados que fazem parte da situacao (covariagéo).

Figura 44 — Proporcéo simples - multiplicagéo e diviséo - confusdo nos operadores.

2a questdo: Jusci comprou 4 pacotes de canetas e obteve 24 canetas. Responda:

a) Se Jusci comprasse 6 pacotes, quantas canetas teria?

/ Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar. \
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Fonte: Pos-teste de EO1.
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Esse caso apresentado (Figura 44) foi o Unico de proporgao simples que mostra a
dificuldade de coordenar a invariancia e a covaria¢do de um conjunto de dados. Mesmo nas
demais situacbes de proporcdo simples - multiplicacdo e divisdo, com correspondéncia
muitos-para-muitos, sendo mais dificeis, os estudantes passaram a apresentar melhor
desenvoltura apos intervencao.

Foi constatado um predominio de estratégias multiplicativas, também utilizando o
operador funcional, nesse tipo de situacdo. Das questdes analisadas que envolvem propor¢édo
simples - multiplicagdo e divisdo, com correspondéncia muitos-para-muitos, apenas na 3?
questdo item a (Figura 45) foram observadas estratégias diferentes das ja apresentadas e

discutidas, até o momento.
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Figura 45 — Proporcdo simples - multiplicacéo e divisdo - combinacéo de estratégia.

3a questdo: Vai ter uma festa natalina na escola e sera preciso fazer as roupas para a apresentagéo.
Sabendo que 2 metros de tecido custam 20 reais, responda:
a) Quanto custara 2,5 metros de tecido?
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Fonte: P6s-teste de EO1.

Na Figura 45, visualiza-se uma representacdo diferente das demais resolucdes,
pois EO1 ndo usa uma tabela, mas desenhos expressando as quantidades para relacionar as
grandezas: a esquerda a quantidade em metros e a direita o valor em reais. Apos fazer a
representacdo e estabelecer as relagdes, o estudante utiliza a adi¢do para chegar ao resultado
final, caracterizando, portanto, uma combinacdo de estratégias: multiplicativa ao fazer as
relacBes das grandezas, estabelecendo dois conjuntos e; aditiva, ao somar as quantidades de
uma mesma dimensao (reais).

As andlises de situacfes de propor¢do simples demonstram, portanto, uma
melhoria significativa no desempenho e modificacdo de estratégias, com predominancia, apos

intervencdo, do raciocinio multiplicativo.

5.1.2 Proporcao multipla

As situacOes de proporcdo multipla do pré e pds-teste aplicados s6 continham uma
questdo, no caso a 4% envolvendo proporcdo miltipla (Apéndices C e D). Para o desempenho
dos estudantes, nesse tipo de situacdo, foi atribuido O ponto, para as questdes que nao
estivessem corretas ou em branco e 1 ponto, para a questdo correta. Desta forma, os
estudantes que conseguissem responder a situacdo, de forma correta, teriam pontuagdo de 1
ponto. Esses critérios foram adotados nas analises dos pré e poOs-testes do grupo controle
(GC) e experimental (GE), dando origem aos dados do Apéndice M, utilizados nessa analise.

A Tabela 2 mostra as médias aritméticas de acerto e os desvios-padrao referente

as situacBes de proporcao maltipla.
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Tabela 2 — Média e Desvio Padrdo em Proporcdo Multipla por grupo no pré-teste e no pos-

teste.
Situacdes analisadas Grupo Experimental (GE) Grupo Controle (GC)
Média/Desvio padrdo Média/Desvio padrdo
Pré-teste Pbs-teste Pré-teste Pés-teste
Proporcao Mdltipla 0,08/+0,29 0,75/+0,45 0,27/+0,46 0,07/+0,26

Fonte: Elaboragéo propria (Ver Apéndice M).

Na Tabela 2, verifica-se, comparando as médias entre pré e pds-teste do GE, que
houve uma melhoria na média, enquanto que no GC houve uma leve queda de desempenho,
ainda que essas questdes, do pré e pds-teste, tenham sido construidas para que tivessem o
mesmo nivel de dificuldade. Constata-se, ainda, um aumento do desvio-padrdo do grupo
experimental, se comparados pré e pos-teste, o que significa que a dispersdo dos dados
aumentou em relacdo a média, fato que pode ser verificado nas tabelas do Apéndice M.

As andlises estatisticas do desempenho entre grupos e intra grupos mostra

resultados positivos no desempenho do grupo experimental (Quadro 8).

Quadro 8 — Resultados dos testes estatisticos e niveis de significancia - propor¢do multipla.

Nivel de significancia
Comparacao Normalidade Teste Usado (p)
Controle x experimental (pré-teste) Né&o U de Mann-Whitney 0,246217
Controle x experimental (p6s-teste) N&o U de Mann-Whitney 0,000376
Pré-teste x Pos-teste (Experimental) Nio Wilcoxon 0,011719
Pré-teste x Pos-teste (Controle) N3o Wilcoxon 0,224917

Fonte: Elaboragdo propria (Software Statistica: versdo 12.0).

Todos os dados referentes a situacdo de propor¢do multipla deram néo
paramétricos, o que possibilitou que fossem utilizados 0 mesmo tipo de teste para cada tipo de
comparagdo: entre grupos (controle e experimental) - U de Mann-Whitney e intra grupos -
Wilcoxon (pré e pos-teste) (Quadro 8).

Os niveis de significancia (p), que constam no Quadro 8, mostram que 0S grupos
controle e experimental (pré-teste) ndo diferiam estatisticamente (p=0,246217), antes da
intervencgdo, e que apds a intervencdo, na ocasido do pos-teste, esses grupos passaram a ter
desempenhos consideraveis estatisticamente (p=0,000376).

Os testes realizados para comparagOes entre pré e pos-teste de cada grupo,

mostraram que ha um desempenho superior, com consideravel nivel de significancia, para o
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grupo experimental (p=0,011719), enquanto que para o grupo controle, devido ao p=
0,224917, ou seja, p> 0,05, ndo ha diferencas significativas entre seus resultados, antes e
depois da intervencao.

A comparacdo das estratégias e teoremas-em-acdo desenvolvidos pelos alunos
antes e apos intervencao, também deixa evidente a ampliacdo da compreensao conceitual dos
estudantes. No pré-teste (Apéndice C), a questdo que se refere a situacdo de proporcao

maultipla tem o seguinte enunciado:

Enunciado da 4a questdo: Para fazer arranjos que decorardo a festa na escola foram utilizadas

3 rosas vermelhas. Em cada rosa vermelha, tem 2 ramos de folhas. Para 10 arranjos, quantas

rosas e quantos ramos de folhas serdo necessérios?®®

De acordo com o enunciado e com a Figura 46, verifica-se que o estudante precisa
perceber que h& uma relacdo entre os arranjos e as rosas (M; e M,), entre as rosas e ramos de
folhas (M, e M3) e, ainda, entre arranjos e ramos de folhas (M; e M).

Figura 46 — Esquema da situacéo da 4° questdo do teste.

M, M, Ms;
.2 .
1 —/— 2 M, - arranjo (un)
.3 2
10 l ——>» 3 — X M, - rosas (un)
. 3 > .10
10—~ ? —f—» ? Mj - ramos de folhas (un)
f

6 9

[
o

Fonte: Elaboracéo propria baseada em Vergnaud (1983).

Pode-se afirmar que as relacdes estabelecidas formam uma composicdo de
funces. Justificando, portanto, o fato de apenas 1 estudante conseguir resolvé-la, pois, se 0s
estudantes tém dificuldades em estabelecer relacdo entre duas grandezas, entre trés é ainda
mais dificil.

A Figura 47, mostra que E11 conseguiu compreender as relagdes e estabelecer 0s
operadores funcionais envolvidos, (. 3), entre arranjos e rosas (M; X M) e (. 2) entre rosas e

ramos de folhas (M, X Ms).

% Embora a relacio de 3 rosas para cada arranjo néo tenha ficado evidente, verificou-se que as dificuldades que
0s estudantes apresentaram nessa questao ndo foi a de relacionar rosas e arranjos, mas rosas e folhas.
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Figura 47 — Estratégia para composi¢édo de fun¢des — multiplicagéo.

/ Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar. \
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Fonte: Pré-teste de E11.

Outra estratégia, embora errada, mostra a tentativa fracassada de estabelecer as

relacOes (Figura 48).

Figura 48 — Estratégia para composi¢do de func@es - relaces inadequadas.

/ Local para fazer os calculos e, s¢ quiser, também desenhar. \
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Resposta:

Fonte: Pré-teste de EO8.

Na Figura 48, EO8 estabelece a primeira relacdo corretamente, ou seja, entre
arranjos e rosas (M; . M), porém, a segunda relagdo, ou melhor, arranjos e ramos de folhas
(M1 . Mg3), ndo estd correta. Nota-se que o operador utilizado estd correto, contudo, essa
relacdo deveria ser entre rosas (M;) e ramos de folhas (M3). Essa andlise demonstra que E08
néo percebeu haver relagdes entre todas as grandezas (M, M, e Ms).

As demais estratégias utilizadas pelas criangcas ndo puderam ser entendidas pela
pesquisadora, nem mesmo com o auxilio das entrevistas, pois 0s estudantes ndo sabiam
explicar o que tinham feito. Foi mencionado, por alguns desses alunos, que optaram por uma
operacdo (adicdo, subtracdo, multiplicacdo ou divisdo), mesmo sem saber qual era a

adequada. Isso ficou evidente, ao serem encontradas estratégias de adicdo, multiplicacdo ou
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divisdo entre as magnitudes envolvidas na questdo de forma indiscriminada, como tentativa de
encontrar um resultado.

Apbs a intervencao, verifica-se uma ampliacdo das competéncias dos estudantes.
Comparando o pré e o pds-teste, é possivel verificar uma melhoria no desempenho de 8,22%
para 75%, mesmo tendo sido uma situagdo muito pouco explorada na intervengéo. A situacao

de propor¢do multipla no pos-teste (Apéndice D) é a 4* questdo, e tem o seguinte enunciado:

Enunciado da 4a questdo: A diretora da escola resolveu decorar a quadra para uma festa de

Natal. Cada enfeite colocado na quadra precisara de 2 palitos (armacdes) e em cada palito tera
trés lacos de fita. Serdo necessarios 8 enfeites. Quantas palitos e lacos de fita serdo

necessarios para fazer os 8 enfeites?

As estratégias utilizadas pelo GE foram predominantemente multiplicativas
(Figura 49, Figura 50 e Figura 51), mas também tiveram combinacéo de estratégias - aditivas
e multiplicativas (Figura 52).

A Figura 49 apresenta uma estratégia multiplicativa. Verifica-se a identificacao
das trés grandezas - enfeites, palitos e lagos de fita e a definicdo das relagfes funcionais entre
elas. Pode-se extrair o seguinte teorema-em-agdo da situagdo: f(1)=2 —f(x1) = 2x;, com
xi=quantidade de palitos por enfeite. Esse teorema-em-acdo é similar ao utilizado em
proporcdo simples, quando se parte da estratégia do operador funcional. Mas, é preciso
considerar que ha uma composicao de fungdes, desse modo, verifica-se ainda: g(7)=3 — g(X2)
= 3X,, com xp=quantidade de lagos por palito. Logo, esse tipo de situacdo requisita juntar os
dois teoremas, de modo que: f(g(x)) = 2.3x, com x= quantidade de lagos por enfeite.

Figura 49 — Proporcdo multipla - estratégia multiplicativa - composicao de proporcdo simples.
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Na Figura 50, E11 percebe que as trés grandezas - palitos, lacos e enfeites estdo
relacionadas. Observa-se que, além de ter percebido a relacdo de dependéncia entre as
grandezas, organizou as relagdes de modo a indicar que a relacdo funcional entre lagos e
enfeites, sdo de 6 lagos por enfeite, j& que cada enfeite tem 2 palitos. Assim:
f(1)=6—f(x1)=6x1, com x;=quantidade de lacos por enfeite. Ao estabelecer essa relacdo, E11
ja considera a relagdo entre as trés grandezas como dependentes, fazendo uma inversdo em

relacdo a estratégia da Figura 49.

Figura 50 — Proporgdo mdltipla - estratégia multiplicativa - relagdes dependentes.
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Fonte: Pos-teste de E11.

A outra relacdo visualizada na estratégia da Figura 50 € a de lagcos por palito, com
g(6)=2 — g(x2) = X/3, com xp=quantidade de lagos por palito. Na Figura 49 e na Figura 50,
embora os operadores funcionais indicados em cada situacdo sejam diferentes, estdo
convenientemente indicados de acordo com as relac6es estipuladas pelos estudantes.

A dificuldade dessa situagcdo esta em perceber que a relacdo acontece nas trés
grandezas, formando uma composicdo de duas proporcBes simples e que ndo séo relacbes
independentes (Figura 51).

Na Figura 51 é possivel perceber que E12 considerou a relacdo entre enfeites e
palitos, ao multiplicar 8 . 2 =16. Mesmo essa primeira relacdo estando certa, nao foi
computado no desempenho o acerto, ja que a questdo pedia todas as relagdes. A segunda
relagdo observada, acontece entre enfeites e lagos de fita. Verifica-se que E12 ndo percebeu

que essa relacdo dependia da quantidade de palitos e ndo eram relagdes independentes.



135

Figura 51 — Proporgdo mdltipla - estratégia multiplicativa - relagdes independentes.
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Fonte: Pos-teste de E12

Na situacdo de proporcdo multipla houve ainda combinacdo de estratégias -
aditivas e multiplicativas - usadas com sucesso por dois estudantes - EO3 e EO7 - conforme
visualizado na Figura 52.

Figura 52 — Propor¢do mdltipla - estratégia aditiva.
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Fonte: Pés-teste de E03.

Na Figura 52 verifica-se que cada desenho representa um enfeite. Em cada enfeite
tem 2 palitos e nas suas extremidades ha 2 conjuntos com 3 fitas. Sem dlvida, a representacdo
das grandezas envolvidas na situacdo foi importante para que EO3 percebesse as relacGes
existentes. Isso fica visivel ao multiplicar 6 . 8 = 48 e ao explicar, em entrevista, que fez esse
produto por ter visto que sdo 6 lagos por enfeite de Natal, demonstrando ter consciéncia do
operador funcional da situacao.

Ao se verificar a estrutura e as relagbes presentes nas situacdes de proporcéo
simples e multipla, percebe-se que todas as grandezas envolvidas possuem algum tipo de

correspondéncia, ou seja, relacdes dependentes. Todavia, as situacfes de proporcdo dupla,
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possuem relacGes dependentes e independentes, o que amplifica a dificuldade de os estudantes
estabelecerem o comportamento dessas relagdes, como sera melhor detalhado a seguir.

5.1.3 Proporcédo dupla

No pré e pos-teste aplicados, apenas a 5% questdo contempla a situagdo de
proporcéo dupla (Apéndices C e D), logo, o estudante que respondeu corretamente obteve
pontuacdo de 1 ponto. Isso foi determinado pelo seguinte critério: obteve 0 ponto, os alunos
que ndo responderam essa questdo corretamente ou a deixou em branco; obteve 1 ponto, 0s
estudantes que responderam corretamente a questdo. Desta forma, esses critérios foram
adotados nas analises dos pré e pés-testes do grupo controle (GC) e experimental (GE) e
deram origem aos dados do Apéndice N, utilizados nessa analise.

A Tabela 3 apresenta as médias aritméticas de acerto e 0s desvios-padrao
referente as situacdes de proporcdo dupla. Os resultados mostram que a média do grupo
experimental e do controle, tiveram pequena melhora em relagdo ao desempenho mostrado
antes da intervencdo, inclusive com aumento do desvio padrdo. Esse aumento no desvio
padrdo mostra que apesar da melhoria das médias, esta ndo aconteceu de forma homogénea, ja

que houve um aumento da dispersao dos dados.

Tabela 3 — Média e Desvio Padrdao em Propor¢do Dupla por grupo no pré-teste e no pds-teste.

Situacdes analisadas Grupo Experimental (GE) Grupo Controle (GC)
Média/Desvio padrdo Média/Desvio padréo
Pré-teste Pds-teste Pré-teste Pds-teste
Proporcao Dupla 0,17/+0,39 0,50/+0,52 0,27/+0,46 0,40/+0,51

Fonte: Elaboragdo propria (Ver Apéndice N).

Em relacdo as analises estatisticas, verifica-se que ndo houve alteracdo no nivel de
significancia (p), o que significa que os grupos nao divergiam antes e nem depois da
intervencdo. Em relacdo ao desempenho em situagOes de proporcdo dupla, constatou-se que,
nem grupo experimental e nem grupo controle tiveram melhoria significativa, embora o grupo
experimental (p=0,06789) tenha chegado bem mais proximo do nivel de significancia
esperado, p<0,05 (Quadro 9).
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Quadro 9 — Resultados dos testes estatisticos e niveis de significancia - proporg¢ao dupla.

Nivel de significancia
Comparacao Normalidade Teste Usado (p)
Controle x experimental (pré-teste) Nio U de Mann-Whitney 0,67832
Controle x experimental (pos-teste) Nio U de Mann-Whitney 0,66055
Pré-teste x Pos-teste (Experimental) Nio Wilcoxon 0,06789
Pré-teste x Pos-teste (Controle) N3o Wilcoxon 0,10881

Fonte: Elaboracdo propria (Software Statistica: versdo 12.0).

Acredita-se que este resultado, bem inferior aos demais desempenhos, possa estar
relacionado a trés fatores: o primeiro € que foi uma situacdo pouco explorada na intervencao,
por conta da dificuldade de relaciona-la as situacdes proximas do dia a dia dos estudantes;
segundo, o fato de haver apenas uma questdo, diminui a significancia de uma anélise
estatistica; e principalmente, o terceiro, por sua estrutura, ja que as proporces duplas
envolvem funcdes bilineares que tem comportamentos diferentes das funcées lineares. Assim,
no pré-teste (Apéndice C), a questdo que se refere a situacdo de proporcao dupla, de classe

um-para-muitos, é a 5% e tem o seguinte enunciado:

Enunciado da 5a questdo: Um ingresso para utilizar a lanhouse perto da minha casa, durante

uma hora, custa R$6,00. Quanto custara 4 ingressos para jogar 2 horas?

No problema do enunciado da 5% questdo, verifica-se que ha uma relagéo de
invariancia entre a quantidade de ingressos e o preco pago (M; e Ms), no caso, 6 reais por
ingresso. De forma anéloga, verifica-se 0 mesmo entre 0 pre¢o pago por hora, sendo, neste
caso, 6 reais por hora (M, e M3). Todavia, essa mesma relacdo ndo acontece entre My e M,

pois sdo relacdes independentes (Figura 53).

Figura 53 — Esquema da situacgédo da 5% questdo do teste.

M, Ms M, M) - ingresso (un)
.6
1 6
Py A 6 1 P M, - hora (h)
6 .6 2
—_— X ¥V e— M; - prego (R$)
.4 .2

Fonte: Elaboragdo propria baseada em Vergnaud (1983).
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A Figura 53, apresenta um esquema que demonstra a bilinearidade das fungdes
envolvidas na situacdo da 5% questdo do teste. Assim, seguindo o modelo de uma funcéo
bilinear, ttm-se que f(x,y) = 6xy, em que X' representa a quantidade de ingressos e 'y' a
quantidade de horas.

Ao analisar as estratégias dos pré-testes, verificaram-se apenas duas resolugdes
que consideraram a bilinearidade das fungdes. Estas estratégias, embora semelhantes,
diferenciam-se, apenas, no tipo de raciocinio.

A primeira, visualizada na Figura 54, apresenta a estratégia de E02. Nota-se que,
embora o resultado esteja correto e haja a compreensdo das relagdes (M; e M3) e (M2 e M3),
configurando um raciocinio multiplicativo, fica clara certa confusdo em relacdo as grandezas
envolvidas. Isso fica evidente, quando, ao multiplicar 6 por 4, coloca como resultado 24
ingressos. Na realidade, a grandeza que esta sendo operada € reais, sendo 4 e 2 operadores

escalares que auxiliam a resolugéo, do qual devem originar a funcéo f(4,2).

Figura 54 — Estratégia de proporcao dupla - raciocinio multiplicativo.

/ Local para fazer os cdlculos ¢, se quiser, também descnhar. \
< U X
Resposta: ) LS

Fonte: Pré-teste de E02.

A segunda estratégia mencionada combina raciocinio aditivo e multiplicativo, a
compreensdo da relacdo entre as grandezas, ainda que ndo consiga diferenciar as grandezas e
o0s operadores envolvidos. Também evidencia o uso da multiplicagdo como soma de parcelas
iguais (Figura 55). A estratégia da Figura 55 fica melhor compreendida ao analisar o

Protocolo 4.
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Figura 55 — Estratégia de proporcéo dupla - raciocinio aditivo e multiplicativo.

/ Local para fazer os calculos e, sc quiser, também desenhar. \

Y B, %
- 94

— X

- /

Resposta:

Fonte: Pré-teste de EO8.

Protocolo 4 — Estratégia de propor¢do dupla - raciocinio aditivo e multiplicativo

P: Por que vocé colocou aqui 6x4?

E08: Porque eu tenho que comprar 4 ingressos para duas horas, cada uma hora custa 6 reais,
entdo, para 4 ingressos para 2 horas eu coloquei 6x4 aqui! [Aponta para a folha de resolucao
do teste]

P: E por que vocé somou?

E08: Porque foram 4 ingressos e foram 6 reais, entdo da 24! [Refere-se, mais uma vez, a
primeira parte da resolucdo]. Entdo, 24 + 24 da 48. Aqui é porque n&o foi s6 1 hora, foram 2
horas, entéo é 24 +24.

No Protocolo 4, a crianca explica todos os procedimentos adotados para a
resolucdo. Fica claro, em sua fala, a compreensdo de que ha uma relagdo entre ingressos e
horas, assim como entre 0 preco e 0 nimero de horas. Todavia, essa compreensdo ndo foi
atingida pelos demais colegas, ja que houve baixos indices de acertos (apenas E02 e E09
responderam corretamente).

A anélise dos teoremas-em-acao utilizados pelos estudantes que ndo conseguiram
acertar a 5% questéo do teste, evidencia a falta da compreensao do tipo de relagdo que acontece
entre as trés grandezas envolvidas (ingresso, preco e hora), como detalhado anteriormente.

Na Figura 56, tem-se uma estratégia aditiva que sO apresenta a relacdo entre o
preco e a quantidade de ingressos. Esse tipo de compreensdo da relacdo também pode ser

verificado na Figura 57.
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Figura 56 — Estratégia de proporc¢do dupla - raciocinio aditivo.

( ! ,,. Local para fazer os cdlculos e, se quiser, também desenhar. \

VOJ )Rem S Y

Resposta: <X YWoais
Fonte: Pré-teste de EO5.
Figura 57 — Estratégia de proporcao dupla - relacdo entre duas grandezas.
. ; :m desenl I
/ Local para fazer os calculos ¢, se quiser, também desenhar.
ety U

Resposta: 34 Mo

Fonte: Pré-teste de E11.

A Figura 57, também mostra que E11 fez uma associacdo entre 0 preco e a
quantidade de ingressos, usando como simbologia o sinal de igualdade (=). Durante a
entrevista foi esclarecido que o simbolo matematico nao foi usado com o sentido matematico
de igualdade, mas para apontar a relacdo entre as grandezas: "[...] um ingresso vale 6 reais,
dois valem 12 reais..." (informagé&o verbal de E11).

Embora E11 tenha feito um uso inadequado do signo e ndo tenha ciéncia de todas
as relacdes da situacdo, essa forma de explicitar a relacdo, chamou atencdo por ndo ser um
procedimento esperado e nem comum em estudantes do 6° ano.

A comparacdo do desempenho dos alunos entre o pre-teste (16,67%) e pos-teste
(50%) mostra que os estudantes tiveram pouca melhoria, se comparado ao desempenho
alcancado nas demais situacdes. Atribui-se ao fato de néo ter surgido, durante intervencdo,
situacbes de proporgcdo dupla, principalmente, considerando que estas teriam uma
representacdo grafica diferente das demais situagOes trabalhadas até aqui, o que poderia
causar um obstaculo para a compreensdo dos estudantes. No poés-teste (Apéndice D), a

situacdo de proporcao dupla teve 0 mesmo enunciado do pré-teste.
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Mesmo assim, verificam-se estratégias diferentes das apresentadas no pré-teste,
principalmente, explicitando as grandezas, suas relagdes, além de utilizarem,
predominantemente, o raciocinio multiplicativo (Figura 58, Figura 59 e Figura 60).

Na Figura 58, verifica-se que E02 conseguiu identificar as grandezas presentes na
situacdo, porém ndo indica as relagbes funcionais e nem escalares. Ao multiplicar 6 . 4, E02
faz correspondéncia entre preco e ingresso, encontrando que 4 ingressos custardo R$24,00.
Como o ingresso so da direito a 1 hora na lanhouse, EO2 percebeu ainda, a necessidade de
relacionar o valor obtido com a quantidade de horas: 24 . 2, demonstra ter percebido que a
grandeza relacionada com o preco tem dependéncia com as grandezas relacionadas aos
ingressos e as horas. Logo, f(x,y) = 6xy, em que X' representa a quantidade de ingressos e 'y' a

quantidade de horas.

Figura 58 — Proporcdo dupla - estratégia multiplicativa - relacBes dependentes e

independentes.
/j S , Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar. " \
| \ " N /
“”\'1/ ) & /',-v\l.’ﬁ:‘} .. RE N2 | \ [ Q /‘3
i .r*i &,;F-;r; )Jqf“»«‘ f\ ?f al 2 ‘ ; X ,{4‘,
J | ) " o
| / S 1, /
=B e~ R WD, [M
- ! -
) ‘ - '
L a U7 :
K { | | | j
Resposta: Y AN s NS Ji{\‘ [F’O%'X 1 ho\on Cuioroe HH WO
)

Fonte: Pés-teste de E02.

Ao resolver essa situacdo, os estudantes estdo utilizando teoremas-em-acao
relacionados com as propriedades das fungdes bilineares (GITIRANA et al., 2014). Dessa
forma, considerando o valor a ser pago: preco = f (ingresso, hora). Logo:
f(ingressol+ingresso2+ingresso3+ingresso4,horas)=f(ingressol,hora) + f(ingresso2,hora) +
f(ingresso3, hora) + f(ingresso4, hora). O que evidencia que a grandeza correspondente ao
preco é dependente das grandezas que estdo relacionas a hora e ingressos, mas que, estas duas
ultimas, séo independentes entre si.

Diante da dificuldade de visualizar as relacbes de dependéncia e independéncia
entre as grandezas presentes em situacdes de proporcao dupla, verificaram-se estratégias em

que os estudantes consideraram todas as grandezas dependentes (Figura 59).
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Figura 59 — Proporcdo dupla - estratégia multiplicativa- relacGes dependentes.

K Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar. \

Resposta:

Fonte: Pos-teste de E11.

A Figura 59 deixa evidente que E11 identificou as grandezas e as relacionou,
definindo o operador funcional entre reais e horas como 6 reais por hora. O operador
funcional definido entre pre¢o pago por ingresso foi considerado como o inverso da relacédo
encontrada de preco por hora. E possivel verificar na linha seguinte, que também coloca que 1
hora custa 24 reais, se forem 4 ingressos. Em entrevista, E11 deixou claro que ndo sabia como
relacionar o valor a ser pago pelos 4 ingressos com a quantidade de horas.

Também houve estratégia em que o estudante considerou apenas uma relacao, no

caso, entre preco e quantidade de ingressos, como visualizado na Figura 60.

Figura 60 — Proporcdo dupla - estratégia multiplicativa - relacdo Unica.

ﬁ . Local para fazer os calculos e, se quiscr, também desenhar. \

N | J

Resposta: _~

Fonte: P6s-teste de E12.

Decerto, em relagdo & proporcdo dupla, a intervencdo contribuiu para que 0s
estudantes identificassem as grandezas e algumas relagbes, porém, ndo foi eficiente em
possibilitar que os estudantes compreendessem o tipo de relagbes - de dependéncia e/ou
independéncia - entre as grandezas. Percebe-se, nos exemplos apresentados, que 0s estudantes
conseguem, na maioria dos casos, compreender a invariancia entre as grandezas com relaces
dependentes, mas ao analisar a situagdo como um todo e compreender como se comporta 0

conjunto de dados da situacdo - covariacdo, ndo obtiveram éxito.
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Buscou-se, na literatura, trabalhos que pudessem subsidiar a discussdo das
estratégias e teoremas-em-acdo, assim como, indicar melhores opcfes didaticas para a
abordagem de proporc¢éo dupla, contudo, séo escassos. Sabe-se que, de acordo com pesquisas,
a propor¢cdo multipla traz maior dificuldade do que a proporcdo dupla (GITIRANA et al.,
2014). Todavia, o que foi percebido apos a intervencao, é que os alunos do GE apresentaram
maior dificuldade em proporcdo dupla do que em mdltipla. Acredita-se que isso possa ter
correspondéncia com o tipo de relacbes presentes nessa estrutura e, ao fato de que a

intervencao se baseou em representacdes graficas feitas, apenas, para funcdes lineares.

5.2 Desempenho na compreensdo de grandezas

No pré e pos-teste (Apéndices C e D), a identificacdo do tipo de grandezas, direta
ou inversamente proporcionais, foi feita por meio dos resultados da 6 questdo. Essa questio
continha quatro situacdes em que era necessario verificar se o raciocinio apresentado na
situacdo em relacdo a proporcionalidade das grandezas estava correto, indicando se era
verdadeiro ou falso. Para isso, 0s estudantes precisavam analisar as situacdes e inferir se a
relagdo era verdadeira ou néo.

Para determinar o desempenho dos estudantes, foi atribuido O ponto para as
questdes que ndo estavam corretas ou em branco e 1 ponto para as questdes corretas. Desta
forma, o estudante que conseguisse responder todas essas situacfes corretamente, teria
pontuacdo maxima de 4 pontos. Esses critérios foram adotados nas analises dos pré e pds-
testes do GC e GE e deram origem aos dados do Apéndice O, utilizados nessa analise.

A Tabela 4 apresenta os resultados em relacdo aos desempenhos dos estudantes

em situacles que requisitam a compreensao de grandezas direta e inversamente proporcionais.

Tabela 4 — Média e Desvio Padrdo em Compreensdo de Grandezas direta e inversamente

proporcionais por grupo no pre-teste e no pos-teste.

Situacdes analisadas Grupo Experimental (GE) Grupo Controle (GC)
Média/Desvio padrao Média/Desvio padrao
Pré-teste Pds-teste Pré-teste Pds-teste
Compreenséo de grandezas direta  3,17/+1,19 3,5/+0,52 2,87/+0,91 2,87/+1,13

e inversamente proporcionais

Fonte: Elaboragéo propria (Ver Apéndice O).
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Verifica-se que a média dos estudantes, do grupo experimental e controle j& eram
relativamente altas, antes da intervencdo com 3,17 e 2,87, respectivamente, de um total
méaximo de 4 pontos. Apos a intervencdo, a média do grupo experimental teve uma pequena
melhora, assim como diminuicdo do desvio-padrdo (dados mais homogéneos - préximos da
média); enquanto que o grupo controle, manteve a média, com aumento do desvio padréo
(Tabela 4). Apesar do aumento na média e da diminuicdo do desvio-padrdo, as analises
estatisticas ndo apresentaram mudancas significativas nem entre grupo controle e
experimental e nem entre pré-teste e pds-teste de cada grupo, pois todos 0s niveis de

significancia (p) deram maiores que 0,05 (Quadro 10).

Quadro 10 — Resultados dos testes estatisticos e niveis de significancia - Compreensdo de

Grandezas direta e inversamente proporcionais.

Nivel de significancia
Comparacao Normalidade Teste Usado (p)
Controle x experimental (pré-teste) Nio U de Mann-Whitney 0,24536
Controle x experimental (pds-teste) N&o U de Mann-Whitney 0,121184
Pré-teste x Pos-teste (Experimental) Nio Wilcoxon 0,529369
Pré-teste x Pos-teste (Controle) N3o Wilcoxon 0,69487

Fonte: Elaboragdo propria (Software Statistica: versdo 12.0).

Muito embora os resultados ndo sejam estatisticamente melhores, verifica-se um
desempenho satisfatério, com cerca de 87,5% de aproveitamento®’. Se esse desempenho ja era
alto no pré-teste, era de se esperar pouca mudan¢a numa intervencgao.

Ainda gue os estudantes tenham apresentado um bom desempenho no pré-teste e
pos-teste em relacdo a identificacdo da natureza das grandezas pode-se afirmar que esses
testes ndo foram suficientes para analisar as noges iniciais e finais sobre o que € grandeza e a
compreensdo de suas relacdes.

O que se percebeu, ao verificar os conhecimentos prévios desses estudantes em
entrevistas realizadas, é que os alunos ndo tinham compreensdo de grandezas, mesmo aqueles
que acertaram as sentencas no pré-teste que estavam relacionadas com grandezas direta e
inversamente proporcionais.

Essa constatacdo inicial foi feita durante a primeira intervengdo, por meio de
sondagem sobre as concepcdes de multiplicacdo e divisdo. Para isso, foi utilizada uma

situagdo sugerida pelos estudantes: “Um caderno custa R$ 10,00. Se eu comprar 9 cadernos

%’ Dado obtido calculando a porcentagem de acertos do GE, em relagdo a pontuacdo méaxima possivel, no pés-
teste - Apéndice N.
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quanto eu vou gastar? ” (situacdo construida coletivamente pelos alunos). Durante resolugdo
dessa situacdo, EO8 realizou o produto dos nimeros presentes na situacdo proposta (Protocolo
5).

Protocolo 5 — Resolucéo de situacdo: nocao inicial de grandeza.

P: Por que o resultado da 90?

E08: Porque dez vezes nove é igual a noventa! [Escreve no quadro: 10 . 9 =90] Nao, deixa eu
fazer de outra forma! [A aluna faz utilizando o algoritmo da multiplicacdo para dois
nameros].

E02: Mas ndo tinha que ter uma virgula e dois zeros depois do dez? [Apos questionamento de
E02, EO8 coloca o que EO2 sugere]

E05: Mas é a mesma coisa! [E08 apaga, parecendo concordar com EO5 e finaliza a operacgéo]
P: D& noventa o que? [Aponta para o resultado que a aluna encontrou]

E08: O resultado! O resultado de 10 reais vezes 9. O resultado é quanto ele vai gastar para
comprar 0s cadernos.

P: Entdo, o que é esse 90? [Os alunos ficam em siléncio] Quando eu multiplico 10 reais por 9
cadernos, da noventa o que? [Os alunos ficam em siléncio] 90 cadernos? 90 copos?

E12: Reais?

E08: Ah, é o dinheiro!

P: Como que eu multiplico 10 reais por 9 cadernos e da 90 reais?

O Protocolo 5 deixa evidente que EO8 extraiu da situagdo proposta uma relagéo de
trés termos, mesmo esta sendo quaternaria, ja que é uma proporcao simples - multiplicacdo de
correspondéncia um-para-muitos. Segundo Vergnaud (1983), esta composicdo (10 . 9 =90)
estd correta, apenas se 0 10 e o 9 forem vistos como numero. Se forem consideradas as
grandezas envolvidas, matematicamente falando, 10 reais vezes 9 cadernos ndo podem
resultar em 90 reais.

Vale destacar que, durante as discussdes que se seguiram, os alunos nao
demonstraram preocupacdo em identificar as grandezas da situacdo, ja que estavam
acostumados a ficarem atentos apenas aos numeros da questdo. Diante disso, eram sempre
questionados pela pesquisadora e instigados a encontrarem as grandezas envolvidas na
situacdo. Aproveitando a situagdo criada pela turma e respondida por EO9 com o auxilio dos
colegas, a pesquisadora sugeriu 0 uso de tabela para separar as grandezas envolvidas na

situacdo (Protocolo 6).
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Protocolo 6 — Identificando grandezas e representando em tabelas.

P: Daria certo usar uma tabela para separar as grandezas da situacdo? [Os estudantes ficam em
siléncio] Como eu poderia fazer? [Os alunos discutem, mas ndo conseguem chegar a uma
concluséo]

E12: Tem a quantidade de cadernos...

P: Sim!

E12: Tem também quanto custa.

P: O que vocés acham? As grandezas sdo essas mesmo ou alguém tem outra ideia?

O aluno E12 consegue identificar as grandezas e mostra que estas podem ficar em
colunas diferentes da tabela. Durante a construcdo da tabela os demais estudantes comegaram
a entender a representacdo e a sugerir: “De um lado (refere-se & primeira coluna), a gente
coloca os valores da quantidade de cadernos, no outro lado (faz referéncia a outra coluna), a
gente coloca o pre¢o dos cadernos™ (Informacdo verbal de E05). Apds colocar o valor unitério
do caderno, a pesquisadora fez alguns questionamentos: "Se um caderno custa 10,00, dois
cadernos custam quanto? E trés cadernos? E cinco cadernos? E nove cadernos?" Os alunos
prontamente responderam.

A representagdo das grandezas da situagdo em tabela ajudou os estudantes a
perceberem os dois tipos de grandezas e suas relacGes. Possibilitou, também, verificar a
relacdo quaternaria presente na situacdo, ja que, contrario do que aconteceu na estratégia
relatada no Protocolo 5, agora era possivel ver de forma explicita a relacdo unaria: 1 caderno
custa 10 reais. Diante disso, os alunos foram incentivados a sempre, antes de iniciar a
resolucédo de uma situagéo, buscar identificar as grandezas envolvidas.

A identificacdo das grandezas da situacéo foi feita por todos os estudantes do GE
no pds-teste, diferente do pré-teste, que nenhum dos estudantes explicitou as grandezas e,
mesmo em entrevistas, ndo foram capazes de identificar as grandezas e suas relagdes.
Contudo, essa competéncia acabou ndo sendo avaliada nos testes, pois sua importancia so foi
verificada durante a intervencdo. No decorrer da intervencdo foram, ainda, propostas
situacbes que envolviam quantidades discretas e continuas. Todavia, essa compreensdo
requisitava a ampliagcdo do campo numérico, ou seja, trabalhar ndo apenas com o conjunto dos
nameros inteiros, mas também dos racionais, como é o caso dos numeros decimais e
fracionarios.

A percepcéo das grandezas quando estas vinham relacionadas a fracdo ndo era de
facil entendimento para os alunos, devido as dificuldades inerentes ao préprio conceito de
fracdo (NUNES; BRYANT, 1997).
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Durante a intervengédo, as nogOes de grandezas foram trabalhadas por meio de
discussbes no WhatsApp, produgdes no aplicativo Cacoo, simulagdes no Geogebra e recurso
digital Equilibrando propor¢des, como sera discutido na secdo sobre as contribuicdes da
tecnologia. A nocdo de grandeza direta e inversamente proporcional foi feita, apenas, em uma
intervencdo, com o recurso Equilibrando proporcdes, no entanto, apesar do potencial de
representagdo desse recurso para compreender as relacbes direta e inversamente
proporcionais, a pesquisadora optou em incentivar que os estudantes compreendessem a
relacdo do operador funcional nas situacdes diretamente proporcionais. A seguir, discute-se o

desempenho em representacoes.

5.3 Desempenho em representacdo tabular e grafica

No pré e pos-testes foram analisados 0 desempenho em representacdo tabular e
grafica, por meio de trés distintos aspectos: (I) interpretacdo de gréficos lineares; (II)

identificacdo de padrdes em tabela; e (I11) construcdo do gréafico; detalhados na sequéncia.

5.3.1 Interpretagdo de gréaficos lineares

O desempenho relacionado a interpretacéo de graficos foi analisado a partir da 8°
questdo do pré e pos-teste e 9* questdo, item ¢ (Apéndices C e D). Na 8* questdo, foram
apresentados 2 graficos (pré-teste) ou 1 grafico (pds-teste), enquanto que a 9% questdo dos
dois testes solicitava a interpretacdo, a partir do grafico construido anteriormente. Desta
forma, a pontuacdo maxima obtida nessa categoria seria de 4 pontos, uma vez que foi
atribuido O ponto para as questdes que ndo estivessem corretas ou em branco; e 1 ponto para
as questdes corretas. Esses critérios foram adotados nas analises dos pré e pds-testes do grupo
controle (GC) e experimental (GE) e deram origem aos dados do Apéndice P, utilizados nessa
andlise.

Como se pode constatar na Tabela 5, a média do grupo experimental subiu de 0,75
ponto (antes da intervencdo) para 4 pontos (apds a intervencdo), mostrando que todas as
criancas do GE conseguiram acertar esse tipo de situacdo. O mesmo néo foi observado no GC

que teve uma diminuicdo na media obtida.
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Tabela 5 — Média e Desvio Padrdo em Interpretacdo de gréficos lineares por grupo no pré-
teste e no pds-teste.

Situacdes analisadas Grupo Experimental (GE) Grupo Controle (GC)
Média/Desvio padrdo Média/Desvio padrdo
Pre-teste Pos-teste Pre-teste Pos-teste
Interpretagdo de 0,75/+1,36 4/+0 1,4/0,89 0,4/+0,63

gréficos lineares

Fonte: Elaboracdo prépria (Ver Apéndice P).

As analises dos testes estatisticos, verificados no Quadro 11, mostram niveis de

significancia a favor da intervencao.

Quadro 11 — Resultados dos testes estatisticos e niveis de significancia - Interpretacdo de

gréaficos lineares.

Nivel de significancia
Comparacao Normalidade Teste Usado (p)
Controle x experimental (pré-teste) N&o U de Mann-Whitney 0,097111
Controle x experimental (pds-teste) Nio U de Mann-Whitney 0,000013
Pré-teste x Pos-teste (Experimental) Nio Wilcoxon 0,002218
Pré-teste x Pos-teste (Controle) Nio Wilcoxon 0,068704

Fonte: Elaboracédo propria - Software Statistica: versdo 12.0

No Quadro 11, verifica-se que 0s grupos controle e experimental (pré-teste) nao
diferiam estatisticamente (p=0,097111) no inicio. Apds a intervencdo, a analise entre GC e
GE (pods-teste), mostra um desempenho significativamente diferente entre esses grupos
(p=0,000013). Ja as comparacOes entre 0 pré-teste e o pds-teste, em cada grupo, foram
realizadas por meio do teste Wilcoxon, para ambos os grupos. Desta forma, de acordo com o
Quadro 11, os estudantes do grupo experimental tiveram um desempenho estatisticamente
superior, se comparar seus pré e poés-teste (p=0,002218), sendo que essa melhoria no
desempenho néo foi constatada no grupo controle (p=0,068704).

Assim, 0s testes estatisticos mostraram-se favoraveis a intervengédo, também em
relacdo ao desempenho na interpretacdo de gréficos lineares. No pré-teste o indice de acerto
do GE, considerando todas as questdes de interpretacéo, foi de apenas 18,75%. Mesmo se
considerar apenas a questdo com maior nimero de acerto, no caso a 8% essa média fica em
22,22%.

Na 8% questdo do pré-teste (Apéndice C), eram apresentados dois graficos

mostrando 0s metros percorridos por lgor e Deborah em funcdo do tempo, dados em
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segundos, em que a relacdo de metros por segundo, nos dois graficos, era a mesma, apesar de
a representacdo esta sendo feita em escalas diferentes (Figura 61).

Na Figura 61, verifica-se que a partir das respostas dadas por E05, € possivel
inferir que este, ndo conseguiu perceber que a relacao, nos dois graficos era a mesma, embora
que as escalas dos eixos fossem diferentes. Em entrevista individual feita com EO5, o aluno
falou que ndo entendia muito grafico e que suas respostas foram baseadas na reta mais longa

(gréfico 1 -lgor) ou na reta mais curta (Grafico 2 - Deborah).

Figura 61 — Interpretacdo de grafico - pré-teste.
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o Fonte: Pré-teste de EO5.

Assim como a resposta de E05, os demais estudantes apresentaram concep¢des
muito parecidas ou nem conseguiram determina-las, pois ndao foram capazes de justificar seus
argumentos e nem explicitar suas estratégias para interpretacdo do gréfico.

A intervencédo possibilitou o desenvolvimento dessa competéncia, quer por meio
da representacdo de graficos pelo Geogebra, ou por discussdes feitas em sala de aula e no
grupo do WhatsApp, em relagdo a compreensao dos gréaficos representados.

Dessa forma, no pds-teste (Apéndice D), foi verificado que nas atividades de
interpretacdo de gréaficos, todos os estudantes do GE conseguiram explicitar as grandezas
envolvidas, estabelecer as relag6es funcionais e escalares para cada reta representada, e ainda,

comparar o conjunto de dados representados em cada grafico (Figura 62 e Figura 63).
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Constata-se, portanto, além da ampliacdo das competéncias apresentadas no pré-
teste, a compreensdo da invariancia e da covariagcdo presente na situacdo representada no
gréfico.

Na Figura 62, verifica-se a construcdo de tabelas para auxiliar a interpretacdo do
gréafico. Percebe-se que E11 opta por verificar o valor a ser pago pelo suco, a partir de duas
coordenadas comuns, do eixo x: 1000ml e 2000ml, e assim, inferir o que custa maior valor.
Tendo empregado 0 seguinte raciocinio: x=1.000ml—f(1000)=2 e
g(1000)=5—f(1000)<g(1000), sendo f(x) = reta 1 e g(x) = reta 2. O mesmo foi feito para
f(2000) e g(2000).

Figura 62 — Interpretacao de grafico - comparagdo por ml.
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Fonte: Pos-teste de E11.

A Figura 63, também apresenta uma representacdo tabular como auxilio para
interpretacdo da situacdo representada por grafico. Verifica-se que EO2 utiliza como
parametro de comparacdes, coordenadas comuns do eixo y: R$2,00 e R$4,00. Desta forma, foi
considerado: f{x) = g(x) — x1>X, sendo f(x) = reta 1 e g(x) = reta 2.
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Figura 63 — Interpretacdo de grafico - comparacao por reais.

Grafico: prego de suco por litro

o reta 2
R$ ;
N RS S N S S DO G S——
5 - . N o
8 1-R$ e - -
reta 1
lc
4 B 1
o _ - NN S——
mililitros
v
0 2(‘)0 400 660 800 1000 1200 1400 1800 1800 2000
. - ; <D - "Y’ oy
-Quais as grandezas envolvidas? ' V) L&J\Lf) Q- 5D Oy O
- Qual Suco custa);naxs caro? O representado pela reta 1 ou 2? Exphgue = ﬁ
0. SIOWe. d, Pein om  H( 2 XN Sl
J, r‘ao\,m,e. No. Ne¥o. 4 ang 00 (e
< m . . W

Fonte: Pos-teste de E02.

As estratégias das Figura 62 e Figura 63, embora diferentes, mostram que 0s
estudantes conseguem compreender e comparar dois conjuntos de dados distintos, além de
compreenderem a representacao grafica, sendo capazes, também, de explicitar seus teoremas-

em-acdo. A seguir, analisa-se o desempenho na identificacdo de padrao de tabela.

5.3.2 Identificacdo de padrdes em tabela

O desempenho relacionado a identificacdo das relacdes de uma tabela, ou seja, 0
estabelecimento de padrdes, foi verificado por meio da analise da 9% questdo, item a
(Apéndices C e D). Foi usado o seguinte critério: 0 ponto, para questfes respondidas de forma
incorreta ou que estivessem em branco; 1 ponto para as que estivessem preenchidas de forma
correta. Desse modo, a pontuagcdo méaxima adquirida nessa categoria foi de 1 ponto. Esses
critérios foram adotados nas analises dos pré e pds-testes do GC e GE, deram origem aos
dados do Apéndice Q, utilizados nessa analise.

Na Tabela 6, tém-se os dados referentes a média de acerto e desvios-padrdo
referentes a identificacdo de padrédo de tabela.
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Tabela 6 — Média e Desvio Padrdo em ldentificacdo de padrdo de tabela por grupo no pré-

teste e no pds-teste.

Situacdes analisadas Grupo Experimental (GE) Grupo Controle (GC)
Média/Desvio padrdo Média/Desvio padrdo
Pré-teste Pbs-teste Pré-teste Pés-teste
Interpretacéo de padrdo 0,42/+0,51 1/+0 0,47/+0,52 0,2/+0,41
de tabela

Fonte: Elaboracédo propria (Ver Apéndice Q).

Constata-se, nessa tabela, que os GE e GC tiveram desempenhos bem proximos
antes da intervencdo e que ap0s, a intervencao, o desempenho do grupo experimental passou a
ser superior ao do grupo controle, com média chegando a atingir pontuacdo maxima. Nota-se,
ainda, que o grupo controle teve uma diminuigdo do rendimento, se comparar 0 pré e o pés-
teste, médias 0,47 e 0,2 ponto, respectivamente.

Observa-se que os dois testes, pré e pos (Apéndices C e D), tiveram nivel de
dificuldade semelhante, com diferencas apenas na disposi¢cdo da tabela, que primeiro era
disposta na horizontal e depois disposta na vertical.

As analises dos testes estatisticos mostram que o grupo controle e experimental
ndo diferiam significativamente, mas que, depois da intervencéo, essa diferenca passou a ser

significativa (p=0,000485), como pode ser confirmado no Quadro 12.

Quadro 12 — Resultados dos testes estatisticos e niveis de significancia - Interpretacdo de

padrdo de tabela.

Comparacio _ Nivel de significancia
Normalidade Teste Usado (p)
Controle x experimental (pré-teste) Né&o U de Mann-Whitney 0,845252
Controle x experimental (pds-teste) Né&o U de Mann-Whitney 0,000485
Pré-teste x Pos-teste (Experimental) Nio Wilcoxon 0,017961
Pré-teste x Pos-teste (Controle) N3o Wilcoxon 0,142214

Fonte: Elaboragdo propria (Software Statistica: versao 12.0).

Tem-se ainda, no Quadro 12, que os dados referentes ao pré e pos-teste dos dois
grupos foram analisados pelo teste de Wilcoxon, ja que a distribuicdo dos dados ndo era
normal. Os resultados mostram que o pré e pos-teste do GE tinham niveis de significancia
menor que 0,05 (p=0,017961), indicando que houve uma melhora significativa no
desempenho. Ja esse desempenho ndo foi verificado no grupo controle, pois seus niveis de

significancia deram superiores a 0,05.
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As tabelas sdo formas de representacdo que podem desempenhar um importante
papel nas generaliza¢Bes, pois, permitem o registro sistematico de diversos resultados e a
busca de padrdes desse conjunto de dados (SCHILIEMANN; CARRAHER; BRIZUELA,
2007).

Ao se analisar qualitativamente os testes do GE, averigua-se que, no pré-teste
(Apéndice C), mesmo os estudantes que acertaram o preenchimento da tabela, ndo foram

capazes de explicitar as relacGes por meio do raciocinio multiplicativo (Figura 64).

Figura 64 — Identificando padrfes em tabela - pré-teste.

9a questdio: Sabendo que 20 pilhas correspondem a 5 embalagens, responda ao que se pede.

a)Complete a tabela.
No de embalagens: 5 10 15 20 oy
No de pilhas 20 b C.0 3 @ \

Fonte: Pré-teste de E12.

Isso fica evidente quando, em entrevistas individuais, E12 justifica o
preenchimento da tabela da Figura 64, por meio de padrdes aditivos: "[...] aqui € de 5em 5 e
nesse das pilhas é de 20 em 20" (informac&o verbal de E12).

Para Schliemann, Carraher e Brizuela (2007), o estabelecimento de padrdes,
mesmo que aditivos, sdo importantes para que 0s estudantes possam comecar a pensar e a
fazer generalizagbes sobre dois conjuntos de valores interligados, nesse caso, entre a
quantidade de pilhas por embalagem. O pré-teste revelou que 41,67% das criancas do GE,
conseguiam estabelecer padrbes aditivos no preenchimento de tabelas. Apds a intervencéo,
verificou-se que 100% dos estudantes eram capazes de estabelecer padrées, utilizando para
isso, raciocinio aditivo.

A compreensdo do padrdo de tabelas se deu, principalmente, pelo operador
funcional, com 11 estudantes indicando a relagéo funcional, como exemplificado na Figura 65

e Figura 66.
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Figura 65 — Padrdo de tabela - operador funcional implicito.
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Fonte: P6s-teste de E07.

Na Figura 65, E07 ndo explicita o operador funcional da tabela, mas, em sua
explicacdo, deixa claro que percebeu a relacdo de 3 bilas por jogador, tendo encontrado essa
relagdo fazendo uma operacdo de divisdo. Na Figura 66, E10 deixa explicito o operador
funcional na tabela e em sua explicacdo deixa transparecer que encontrou a relagédo por meio

de uma multiplicacéo.

Figura 66 — Padrdo de tabela - operador funcional explicito.
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Fonte: P6s-teste de E10.

Tanto na Figura 65, como na Figura 66, os estudantes demonstram compreender
como essas relagdes funcionais estabelecidas influenciam no conjunto de dados que compdem
cada grandeza envolvida na tabela, atestando, portanto, o entendimento da covariacdo. Essa

percepc¢do também pode ser observada na estratégia aditiva da Figura 67.
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Figura 67 — Padrdo de tabela - estratégia aditiva.

Qual a relagio entre o nimero de jogadores e de bilas?

Explique como chegou a essa conclusio.
5 (@R CTIIS ) VY P va ol Xn¢
5 15 L .4 ol 100,00 .
10 A ! &
b | YIAA N
- Vv
4% ‘ ae { ~WI I
[ L Yy K s i 4 FA

Fonte: Pos-teste de EO1.

Na Figura 67 constata-se que, para o0 estabelecimento dos padrdes, EO1 buscou
encontrar o padrdo presente nas linhas e colunas da tabela. Sobre o estabelecimento de
padrdes em tabelas, Carraher, Schliemann e Brizuela (2000) explicam que é mais comum 0s
estudantes utilizarem e perceberem a relacdo aditiva entre as linhas do que as relacbes
funcionais entre as colunas, pois, fazer os alunos pensarem sobre a relagdo invariante entre as
grandezas, requer manobras didaticas especificas.

Diante disso, verifica-se, mais uma vez, a efetividade da intervencdo, ao
possibilitar que 100% dos estudantes do GE, identificassem o padrdo tabular. Desse total,
averiguou-se, ainda, que 91,67% desses alunos perceberam e explicitaram as relagOes
funcionais dos dados tabulares. A compreensdo das relagdes funcionais e escalares foram
também requisitados na interpretacdo e construcdo dos graficos lineares, o que, para Carraher,
Schliemann e Brizuela (2000), contribuem para o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Na sequéncia, mostra-se 0 desempenho em construcao de gréficos lineares.
5.3.3 Construcao de graficos lineares

O desempenho relacionado a construcdo de graficos lineares foi verificado por
meio da analise da 9% questdo, item b (Apéndices C e D). Foi usado o seguinte critério: 0
ponto, para questdes respondidas de forma incorreta ou que estivessem em branco; 1 ponto
para as que estivessem preenchidas de forma correta. Assim, a pontuacdo maxima
adquirida nessa categoria foi de 1 ponto. Esses critérios foram adotados nas analises dos
pré e pos-testes do grupo controle (GC) e experimental (GE) e deram origem aos dados do

Apéndice R, utilizados nessa analise.
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A Tabela 7 mostra as médias e os desvios-padrdo relacionados ao desempenho de
construcdo de graficos lineares. Verifica-se que ambos os grupos, controle e experimental,
ndo possuiam nenhuma competéncia em relacdo a construcdo de graficos e que esta so foi
desenvolvida pelo grupo experimental, depois da intervencao, conforme médias apresentadas

na Tabela 7.

Tabela 7 — Média e Desvio Padrdo em Construcao de graficos lineares por grupo no pré-teste

e no pos-teste.

Situacgbes analisadas Grupo Experimental (GE) Grupo Controle (GC)
Média/Desvio padrédo Média/Desvio padrdo
Pré-teste Pds-teste Pré-teste Pds-teste
Construcdo de graficos 0/+0 0,75 /+0,45 0/+0 0/+0
lineares

Fonte: Elaboragdo propria (Ver Apéndice R).

De acordo com o
Quadro 13, verifica-se que ndo havia diferencas entre o grupo controle e

experimental, antes da intervencdo, mas que, apds a intervencao, a diferenca entre esses dois
grupos passou a ser estatisticamente significativa (p= 0,001306), logo, com desempenhos
diferentes. As analises do pré e pds-teste desses dois grupos mostram que o GE teve uma

melhora significativa em relacdo ao desempenho apresentado antes da intervencao.

Quadro 13 — Resultados dos testes estatisticos e niveis de significancia - Construcdo de

graficos lineares.

~ Nivel de significancia
Comparagao Normalidade Teste Usado (p)
Controle x experimental (pré-teste) Nio U de Mann-Whitney 1
Controle x experimental (p6s-teste) Nio U de Mann-Whitney 0,001306
Pré-teste x Pos-teste (Experimental) Nio Wilcoxon 0,007686
Pré-teste x Pos-teste (Controle) Nio Wilcoxon 1

Fonte: Elaboracdo propria (Software Statistica: versdo 12.0).

Portanto, os resultados mostram que, em relagdo a construcéo de graficos lineares,
0s estudantes que participaram da intervencdo passaram a apresentar maior desempenho.
Assim como apresentado nas andlises estatisticas, nenhum dos estudantes do GE e nem do

GC foram capazes de construir o grafico corretamente no pre-teste.
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Chamou atencdo nas analises a grande quantidade de testes em branco nessa
questdo (58,33%). Mesmo os pré-testes que continham algum esbogo, esses demonstravam
que os alunos ndo sabiam como era a representacdo do grafico. Durante a aplicacdo do pré-
teste, muitos alunos perguntaram como deveria ser esse grafico, contudo, as criangas foram
instruidas a fazerem de acordo como o que elas conheciam.

Na Figura 68, tem-se a tentativa de EO1 de representar a quantidade de pilhas por
embalagens. Para a construcdo desse grafico, foi fornecido parte das informacGes em uma
tabela. Foi colocado na malha quadriculada a localizacdo de um dos pontos do grafico, (5;20),
que corresponde a 20 pilhas em 5 embalagens. Como pode ser verificado na Figura 68, EO1
demonstrou ndo conhecer esse tipo de representacdo, fato esse confirmado em entrevista
individual. O estudante ndo soube explicar a representacdo feita, porém, no intuito de

esclarecer a construcao, a pesquisadora fez questionamentos (Protocolo 7).

Figura 68 — Construcdo de graficos - desconhecimento da representacao.
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Fonte: Pré-teste de EO1.

Protocolo 7 — Explicacdo sobre a representacao..

P: O que sdo esses pontos que vocé marcou? [EO1 fica em siléncio]. Por que tém esses
pontos?

EO01: Os pontos? Ah, ja tinha um ponto, entdo achei que tinha que colocar! N&o é?
P: E essas linhas, o que significa?
EO1: E pra ligar os pontos.

Em relagdo a representacdo das informacGes em graficos, é importante observar
que, muitas vezes, as criangas fazem representacdes de graficos diferente das convencGes
adotadas (CASTRO, 2012). Tem-se um exemplo dessa falta de conhecimento da
representacdo na Figura 68.



158

Em atividades de construgdo, destaca-se, além da importancia da compreensdo

dos principios légicos, a necessidade de, também, conhecer o conjunto de regras matematicas

e convencles que sdo necessarias para fazer determinadas representacGes. Para Nunes e

Bryant (1997, p. 25):

As regras matematicas obedecem as regras légicas, mas elas vdo além disso. Ha
também um conjunto de convencdes que foram projetadas pelos nossos ancestrais e
transmitidas de geracdo a geragdo na cultura em que a crianca por acaso esta
inserida. Essas convencgdes sdo necessarias para o dominio de técnicas matematicas.

Depois do pré-teste, no inicio da intervencao, constatou-se que, além de conhecer

as representacdes, 0s estudantes precisavam compreender as relagdes entre as quantidades

representadas e relacionadas por meio do grafico, como pode ser verificado na resolucéo de
uma das situacdes do livro didatico (Figura 69 e Protocolo 8).

Figura 69 — Resolucdo coletiva de situacdo do livro didatico envolvendo fracéo:

reconhecimento de grandeza e multiplas representaces.
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Fonte: Souza (2012, p. 131, q19) e intervenc¢do
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A questdo do livro apresenta uma jarra de &gua dividida em 5 partes iguais,
perguntando a fracdo correspondente a cada parte e seus respectivos ml (mililitros). Entende-
se que a jarra seja uma grandeza discreta, mas, no caso apresentado, a jarra € graduada e essa
graduacdo corresponde a uma quantidade de agua, medida em mililitros.

A pesquisadora chama a atengdo dos estudantes a perceberem essas partes da
jarra. Explica que a jarra toda tem 1500ml, questiona a fracdo correspondente a cada parte da
jarra. Facilmente as criancas apontam que tem duas grandezas envolvidas: a jarra, que esta
dividida em 5 partes, e mililitros, que se refere a quantidade de dgua. Conseguem indicar a
fragcédo de cada parte e estabelecer que sdo 1500ml por jarra (o todo).

Porém, inicialmente, as criancas tém dificuldade de estabelecer e entender a
relacdo entre as partes de cada jarra, até que uma das criancas tem a ideia de dividir 1500 ml

por 5 (Protocolo 8).

Protocolo 8 — Descobrindo a relacéo.

P: O que significa esse 300?

E02: O valor de 1500 dividido por 5.

E03: 1500 dividido por 5 d& 300 e a prova real € 5 vezes 300 que da 1500. [Faz no quadro
para mostrar - ver figura 46]

P: Mas o que € esse 300?

E05: E o resultado!

E08: Que 300ml é cada parte!

P: E 300ml é cada parte? E isso que significa?

E02: S&o 5 partes!

E12: Cada parte tem 300.

E02: Ao todo tem 1500 ml. Se eu botar 300 em cada parte da 1500.
E12: Os 300 é a quantidade igual de cada parte! A quantidade € a mesma que tem em cada
parte.

P: E em duas partes?

Todos respondem: 600ml.

E12: Est4 facil!

P: Por que agora esta facil?

E02: Porque € so6 fazer de 300 em 300.

E12: E s0 fazer 300 vezes 2.

P: E aqui? [Aponta para 3 partes]

E12: 300 . 3=900.

O Protocolo 8 mostra a estratégia utilizada pelos estudantes para encontrar a
relacdo referente a cada parte da jarra. De posse dessa relagdo, os estudantes conseguem

inferir o quanto corresponde cada parte, fazendo a representacdo por tabela. Surge a ideia de
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fazer um gréfico para representar a situacéo, contudo, os gréaficos construidos, até entdo, eram
figurativos, representavam as quantidades por figuras, por meio do aplicativo online Cacoo.
Apenas a aluna E02 mostrou ter nocdo de construcdo de graficos menos
figurativos, isto é, lineares, até aquele momento, auxiliando seus colegas na construcdo. Os
estudantes buscaram fazer a distribuicdo nos eixos de forma proporcional, ja que E02
explicou que tem que ser mais ou menos a mesma distancia dos outros espagos. Mesmo
assim, as linhas do gréafico, que é linear, ndo ficaram muito alinhadas (Figura 69). Com o

gréfico construido, foram feitos alguns questionamentos (Protocolo 9).

Protocolo 9 — Compreensdo do gréafico e identificacdo dos pontos.

P: Por que d& uma reta? Apesar de ndo estar muito reto? [risos]

[As criancas argumentam que alguns setores ficaram retos. A pesquisadora vai no grafico e
ressalta os pontos e pergunta se alguém quer explicar]

EO02: E uma linha porque sempre vai continuar! [Aponta para o grafico e mostra que ele tem
continuidade]

P: Mas 0 que representa essa reta?

E02: Embaixo é 300.

P: N&o entendi.

E02: Vai continuar.

P: Vai continuar sim. Vamos ver aqui. Esse primeiro ponto é formado por quem?

Criancas: Por 1 parte da jarra e 300 ml.[EO2 escreve o par ordenado (1;300)]

Pesquisadora: Entdo, o segundo ponto?

E08: 2 partes da jarra e 600ml. [As criancas vao dizendo para 0os demais pontos]

P: Vocés percebem que ha uma relagdo de proporcionalidade entre cada uma dessas partes?
[As criancas ficam em siléncio]

P: Se aqui aumenta 1 parte, aqui aumenta 300, ou seja, cada uma parte vale 300ml. Se vocés
perceberem essa relacdo, a gente consegue fazer qualquer coisa!

Importante observar a concepcao de E02 de que o gréafico linear tem continuidade
e é infinito. Também se percebe que a reta é formada por pontos que relacionam as duas
grandezas: mililitros e parte da jarra.

Constata-se ainda que a relacdo mililitros por parte, origina o par ordenado
(1;300) que representa um ponto (x;y) no plano cartesiano. A verificacdo desses pontos é
importante, porque é a partir da ideia de par ordenado e da relacdo formada por esses pares
que foi introduzido o uso do software Geogebra, a ser discutido no capitulo 6. Foi ressaltado
que o gréafico linear, utilizado para representar a situacdo discutida, € uma das formas de
representar a situagao.

Diante disso, surgiu outro tipo de representagdo grafica da situacdo, como pode

ser visto na Figura 70.
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Figura 70 — Estratégias e representacdes para a questao do livro didatico.

Fonte: Intervencéo - atividade EQ9

A Figura 70 mostra as diferentes estratégias utilizadas por EQ9 para resolver a
situacdo proposta pelo livro didatico. Além do algoritmo da adigdo, da multiplicacéo e da
divisdo, também utiliza a tabela e uma imagem que faz lembrar a jarra mencionada na
questao.

Verifica-se a mobilizacédo de diferentes invariantes que incluem esquemas aditivos
e multiplicativos e as representacbes sdo utilizadas para dar sentido a esses invariantes
(VERGNAUD, 1990).

No caso, E09 explica que a compreensdo dessa situagdo e das relacbes necessarias
para a solucdo da situacdo foram mais faceis de entender com a tabela e o desenho da jarra.

Outro obstaculo para a construcao do grafico pelos estudantes estava relacionado
com o campo numérico, isto €, quando tinha que ser representado fragdes e numeros decimais
(Figura 71).
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Figura 71 — Tabela e Gréfico construido para representar o Apéndice |.

dia Litros ‘
desperdicados

N
~h QL

- Fﬂdnterzrlﬁfervengéo - atividade em grupo (E03, E05, EO7 e E08)

De acordo com atividade do Apéndice I, a tabela e o grafico da Figura 71
representam a quantidade de litros desperdigcados por dia na casa de Silvania, em uma torneira
que tem abertura de 9 mm. Verificam-se dois problemas nessa construcdo: o primeiro esta
relacionado a representacdo dos dias na reta numérica (eixo x), em que 1,5; 1/12 e 1/24
aparecem apo6s 30 dias, na realidade deveria ser 1/24; 1/12; 1,5 e 30; o segundo é que n&o foi
considerada a proporcionalidade, ja que a distancia entre 1 e 5, é praticamente a mesma entre
5 e 30, sendo o mesmo fato observado no eixo dos litros (eixo y). Ao entrevistar um dos
integrantes do grupo, E08 explicou que achava que tinha que representar os dias na mesma
ordem que aparecia na tabela. Nota-se que o grupo também representa os litros desperdicados
(eixo y), seguindo o mesmo critério dado ao eixo x. Isso mostra que os estudantes ndo
entendiam que o plano cartesiano® é formado por retas e que as coordenadas ali representadas
precisam estar localizadas de acordo com sua posi¢cdo em uma reta numeérica. Também ¢é
possivel inferir que EO8 ndo conseguiu identificar o invariante, no caso, o operador funcional
que relacionava todos os dados da tabela e consequentemente do grafico.

Ainda que os estudantes tenham apresentado dificuldades na construgdo e na

compreensdo dos graficos, estes e as tabelas seriam as formas mais apropriadas de representar

% Foi criado por Descartes a partir da introducdo de formas euclidianas dentro de um plano bidimensional
determinado por dois eixos perpendiculares entre si.
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uma relacdo entre duas grandezas. Como as proporcdes simples envolvem a relagdo entre dois
conjuntos, ndo é adequado utilizar apenas a reta numérica, comum em situacdes aditivas.
Diante disso, Nunes et al. (2009) recomendam o uso simultaneo de tabelas e graficos, desde
0S anos iniciais, para a resolucéo de situacdes multiplicativas. Apos intervencao, verificou-se
que além do desempenho ter melhorado significativamente, as competéncias relacionadas a
construcdo de gréaficos lineares foram ampliadas, mesmo nos testes que ndo pontuaram no
desempenho (25%).

Na Figura 72, visualiza-se a tentativa de uma das criancas em construir o grafico
linear, contudo, além de ndo ter feito a representacdo da reta, apenas dos pontos, estes ndo
foram distribuidos proporcionalmente no eixo y. Esse problema esteve presente nos 3 testes

do GE que apresentaram erro, isto €, que ndo pontuaram no desempenho.

Figura 72 — Construcéo de grafico - eixos desproporcionais.

BE == [
- ! | |
[ [
1] |
‘ = [
|
: ; ‘ \
T B | |
," g | | | | |
Y4-ly 15 | ||| : I L
U ] f [ [ | : 1
i | { | | | \
Lar s [T NEENENENNENRNRNEE
T X))~ & BE 1 z BIANANER RN G
h A Lottt | | Lol ot 9 1O N O
x"v')i’ 5 No de jogadores
‘ Sera possivel determinar através do grafico o numero de bilas que serdo necessarias para a
\& {2z L':.f" participagdo de 30 jogadores? Justifique sua resposta.
o X5 P
AR

Fonte: Pos-teste de E09.

Os demais estudantes conseguiram estabelecer, a partir da relagdo funcional
explicitada, 3 bilas por jogador, outros pontos que fazem parte da reta, demonstrando
compreender a covariacdo presente na situacdo. Além disso, conseguem determinar as

relacGes proporcionais necessarias em cada eixo do grafico, como na Figura 73.
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Figura 73 — Construcéo de gréfico.
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Fonte: Pos-teste de E05.

Diante das discussdes trazidas, constata-se uma evidente evolucdo do GE ap0s
intervencdo, pois foram capazes de estabelecer as relacGes funcionais e escalares para
conseguir representar a reta, o que demonstra um maior dominio do conceito de covariagdo. A

seguir, o desempenho antes e apos intervengdo sera analisado de forma geral.

5.4 Desempenho geral

A verificacdo do desempenho geral dessa intervencdo, no caso, 4* categoria,
considerou todos os aspectos anteriormente analisados de forma individual: (1) desempenho
em situacbes de proporgdes; (2) desempenho na compreensdo de grandezas direta e
inversamente proporcionais; (3) desempenho em representacdo tabular e grafica. Para isso,
foram utilizados os mesmos critérios anteriormente estabelecidos: 0 ponto, para questdes

respondidas de forma incorreta ou que estivessem em branco; 1 ponto para as que estivessem
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preenchidas de forma correta. Assim, a pontuacdo méxima adquirida considera todas as
questdes do teste, totalizando 20 pontos. Essa andlise considerou os dados das tabelas que
estdo no Apéndice L a R para a construcdo do Grafico 2 e Grafico 3.

O Gréafico 2 mostra o comparativo entre as medias obtidas no pré-teste entre o
grupo experimental (GE) e controle (GC). No geral, é possivel ver que o desempenho no pré-
teste dos dois grupos é muito proximo, fato esse confirmado pelo Quadro 14, que mostra que

ndo ha diferencas significativas entre os dois grupos (GE e GC).

Gréfico 2 — Médias por questdo - Pré-teste - Grupo experimental e controle.
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Fonte: Elaboragdo prépria.
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O Gréfico 3 faz 0 mesmo comparativo, s6 que, apds a intervencdo, com 0s
resultados do pos-teste. Pode-se observar que a menor pontuacdo obtida por GE foi de 50% na
5% questdo, que corresponde a situacdo de proporgdo dupla. Em 18 questdes, de um total de

20, o GE ficou com pontuacao acima de 75%.

Gréfico 3 — Médias por questdo - Pos-teste - Grupo experimental e controle.
- _
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GCc|o9/06/04 06|06/04 08|00|04/08/08|06/|06/00/0,0/0,2/00|0,2/0,0/0,0
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Fonte: Elaboracéo propria.

Pode-se ainda constatar, no Gréafico 3, que as médias do grupo experimental
passam a ser maiores em todos os aspectos analisados, no caso, em todas as questdes, na
ocasido do pds-teste.

O Quadro 14 confirma a relevancia da intervencdo, pois mostra que antes, no pré-
teste, 0s grupos nao diferiam estatisticamente (p=0,256388), sendo que ap6s a intervencao,

passaram a diferirem (p=0,000001).
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Quadro 14 — Resultados dos testes estatisticos e niveis de significancia - Desempenho geral.

Controle x experimental (pré-teste) N&o U de Mann-Whitney 0,256388
Controle x experimental (pos-teste) N3o U de Mann-Whitney 0,000001
Pré-teste x Pos-teste (Experimental) N30 Wilcoxon 0,0000001

Pré-teste x Pos-teste (Controle) N3o Wilcoxon 0,052565

Fonte: Elaboracédo propria (Software Statistica: versao 12).

A comparacdo dependente, no caso verificando o antes e o depois de cada grupo,
foi significativa, apenas, para o grupo experimental, com nivel de significancia muito préximo
ao zero (p=0000001), mostrando a eficacia da intervencdo. No Gréfico 4, € possivel

identificar o aumento expressivo de quase todas as médias do GE, no pds-teste.

Gréfico 4 — Médias por questdo - Grupo experimental - Pré-teste e Pos-teste.
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Fonte: Elaboragdo prépria.
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O grupo controle ndo apresentou diferencas significativas entre pré e pos-teste

(p=0,052565), mostrando oscilacbes em relacdo as médias obtidas (Grafico 5). Embora o

grupo controle ndo tenha recebido a intervencdo com a metodologia desenvolvida nesta tese,

manteve as aulas com competéncias/habilidades e conteudos relacionados aos testes em

questdo (Apéndices C e D). O grupo experimental e controle tiveram a mesma quantidade de

aulas de matemaética, tendo diferencas, apenas, na disciplina eletiva, ja que o grupo controle

optou por trabalhos com origami (Matematica e arte) e os do grupo experimental por

producéo colaborativa de videos relacionados com a Matematica. Mesmo que as disciplinas

eletivas tenham colaborado para os 6timos resultados do grupo experimental, com certeza,

ndo seriam suficientes, pois os videos produzidos nesse momento precisavam dos conceitos

matematicos trabalhados nas aulas de matematica.

Gréfico 5 — Médias por questdo - Grupo controle - Pré-teste e Pds-teste.
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Os resultados até aqui apresentados demonstram a eficiéncia da metodologia, com
resultados mais do que satisfatorios para o GE. Estas constatacbes em relacdo a todas as
atividades aqui apresentadas e analisadas mostram que os estudantes do GE, embora
inicialmente ndo fossem capazes de compreender um conjunto de dados, foram
desenvolvendo o raciocinio de modo que passaram a compreender a invariancia e a
covariagéo.

Isso fica claro quando, aléem de conseguirem estabelecer uma relacéo, conseguem
analisar e/ou representar um conjunto de dados seguindo esse mesmo padréo, seja por tabela
ou grafico. Passaram, portanto, a coordenar a variacdo de duas varidveis (CONFREY;
SMITH, 1994, 1995), aqui apresentado como grandezas ou por X e f(x).

Considerando a estrutura que pode ser usada para analisar a compreensdo dos
alunos sobre a dindmica das situac@es, envolvendo a mudanca de duas quantidades, Carlson et
al., (2002), apresentaram cinco niveis de a¢fes mentais que envolve covariacdo. O primeiro
nivel (MA1) esté relacionada com a compreensdo de como duas variaveis podem mudar em
conjunto, necessarias em situacdes em que se rotula as coordenadas (x,y) de uma funcdo. No
segundo nivel (MAZ2), é preciso também identificar quando uma variavel muda em relacdo a
outra. No caso de um gréfico linear, saber encontrar a coordenada 'y' a partir da coordenada 'x'
e vice-versa. No terceiro nivel (MA3), espera-se que 0s estudantes sejam capazes de
coordenar possiveis mudancgas nas variaveis que alteram a outra, necessarias, por exemplo,
nas construcdes de retas secantes. No quarto nivel (MA4), acBes mentais indicam a
capacidade de coordenar a taxa de variagdo média de uma funcdo uniforme por meio de
alteracOes na variavel de entrada. No quinto nivel (MAD5), tem-se a competéncia de coordenar
a taxa de variacgdo instantanea da funcdo com mudancas continuas na variavel independente
para o todo o dominio da funcéo.

Pode-se afirmar, baseado em Carlson et al. (2002), que um estudante atingiu um
determinado nivel de raciocinio covariacional se for capaz de mobilizar todas as acGes
mentais dos niveis anteriores. Contudo, esse quadro s6 permite compreender 0s niveis mais
complexos das a¢Bes mentais de covariagdo, j& que, mesmo o nivel 1, faz referéncia a
compreensdo de duas varidveis podem mudar em conjunto, necessarias em situacdes em que
se rotulam as coordenadas (x,y) de uma funcdo, o que necessita que os estudantes ja tenham
conhecimentos basicos de funcdo. Desse modo, mesmo averiguando niveis complexos de
acOes mentais, verifica-se que as criangas dessa pesquisa passaram do nivel zero ao nivel 2.

De acordo com o que foi visto nessa pesquisa até aqui, o raciocinio covariacional

tem relevancia ndo apenas na interpretacdo e representacdo de informacdes em um gréafico de
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uma funcdo, mas em situacdes reais presentes na vida social e que nem sempre é representada
por funcdo, embora isso possa ser feito. Verificou-se, ainda, que as representacdes graficas e
tabulares foram importantes para auxiliar nas inferéncias dos estudantes.

No préximo capitulo, sera apresentada a analise qualitativa acerca das

contribuigdes das tecnologias digitais usadas nesta intervencéao
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6 DISCUSSAO DOS RESULTADOS: CONTRIBUICOES DA TECNOLOGIA
DIGITAL PARA A APRENDIZAGEM

Neste capitulo, serdo analisadas e discutidas as contribuicdes da tecnologia digital
para o desenvolvimento do conceito de covariacdo. Para isso, foram explorados protocolos de
entrevistas e discussdes coletivas, feitas presencialmente ou virtualmente por meio do
WhatsApp, representacfes (tabular e grafica) construidas por meio do Geogebra ou do
aplicativo online Cacoo, simulacdes feitas no recurso digital Equilibrando proporcoes e
Geogebra e postagens no blog.

A apreciacdo desses dados possibilitou verificar contribui¢fes conceituais das
tecnologias digitais utilizadas na intervencdo, definidas nas seguintes categorias: (1)
visualizacdo e representacdo; (2) construcdo e producdo de conhecimento; e (3) significacéo,

das quais serdo definidas e detalhadas na sequéncia.

6.1 Visualizacdo e representacao

As representacdes simbdlicas sdo importantes para o entendimento dos invariantes
(VERGNAUD, 1994). Assim, a aquisicdo de um conceito ndo pode estar dissociada da
aprendizagem de como representa-los e da compreensado de seu significado (TYLER; PRAIN;
PETERSON, 2007).

No decorrer da realizacdo da intervencdo, as tecnologias digitais possibilitaram a
exploracdo de multiplas representacfes, tendo sido fundamental para que os estudantes
desenvolvessem seus esquemas de acdo. Assim, além de conhecer as convencdes da
representacdo de um grafico linear estabelecidos pela sociedade (CASTRO, 2012; NUNES;
BRYANT, 1997), como titulo, plano cartesiano, eixos representando as variaveis envolvidas,
pontos associados a um par ordenado formado pelas quantidades envolvidas, retas construidas
a partir de, pelo menos, dois pontos; os estudantes puderem desenvolver a compreensdo dos
invariantes presentes na situagao.

Dentre esses invariantes, pode-se, mais uma vez, mencionar a relacdo funcional
estabelecida entre duas variadveis, no caso de um gréafico, a relagdo invariante entre: x e f(x); e
a covariagao existente em um conjunto de dados; dentre outros. Desta forma, as atividades
que envolviam graficos, tabelas e, ainda, representacfes iconicas, foram importantes para a

construcdo do conceito de covariagéo.
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As construcdes dos graficos por meio do software Geogebra, possibilitaram
agilidade na construgéo e no surgimento de discussdes relacionadas com a compreenséo do
conceito de covaria¢do, como pode ser visto na Figura 74 e no Protocolo 10.

A Figura 74 mostra um plano cartesiano representando a relacdo prego por pacote,
por apenas um unico ponto: A (10;30). No fundo do plano cartesiano, hd& uma malha
quadriculada segmentada de acordo com a distribuicdo numérica nos dois eixos: eixo x, de 2
em 2, e eixo y, de 5 em 5. Essa disposicdo de diferentes escalas nos eixos, teve a intencéo,
apenas, de deixar mais visivel o ponto A representado. De uma forma geral, nessa situacao, 0s
estudantes precisavam a partir da invariancia das grandezas do ponto A, estipular os demais
conjuntos de dados que comporéo a reta que passa pela origem.

Figura 74 — Representacao de uma relacdo no plano cartesiano.
Reais

30 @
25

20

Pacotes

-2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Fonte: Elaboracdo prépria (Software Geogebra).

Antes dessa atividade, os estudantes ja haviam tido contato com outras situacoes
em que o grafico era representado, mas a reta estava visivel, permitindo que outros pontos
fossem visualizados sem dificuldades. A utilizacdo desse software favoreceu a visualizagdo da
linearidade, permitindo a compreensdo de que 0s pontos marcados em um grafico linear
seguem 0 mesmo principio logico. Contudo, essa situagdo apresentou maior obstaculo para o

entendimento dos estudantes, como percebido no Protocolo 10.
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Protocolo 10 — Relagéo no plano cartesiano a partir de um ponto.

P: Que grandezas estao sendo representadas?

E08: Pacotes e reais.

P: Muito bem! Aqui eu tenho a quantidade de pacotes [aponta para o eixo X] e aqui eu tenho o
valor em reais [aponta para o eixo y]. O que representa esse ponto A?

E02: 10 pacotes custam 30 reais.

P: Como vocé identificou?

E02: Vendo o ponto!

P: Ok! Vejam que olhando para essa situacdo, eu posso dizer que O pacote custa O real.
Alguém consegue me dizer um outro ponto que obedece a relacdo dita por E02: 10 pacotes
custam 30 reais e que faca parte desse conjunto?

E02: 20?

E12: 12 e ...[As criangas comegam a dizer muitos nimeros]

E03: 12 pacotes da 35 reais? [Outras criancas concordam com E03]

P: Por qué?

E05: Porque vai de 5 em 5. [E12 também concorda com E05]

E02: O pacote vai de 2 em 2.

E03: Mas é porque a linha esta de 5 em 5 e a outra esta de 2 em 2. [Menciona 0s €ixos
dispostos em escalas diferentes]

O Protocolo 10 mostra que, apesar de 0s estudantes conseguirem constatar a
invariancia entre a coordenada dada pelo eixo x e eixo y do grafico, (10;30), ndo conseguiram
relacionar com outras posi¢des, nem estipular outros pontos. A falta de conhecimento das
representacdes no grafico ¢ evidente, ja que os estudantes, inicialmente, “leram” as escalas
dos eixos e ndo o que estava sendo representado, o ponto A. E importante observar que,
enguanto a invariancia corresponde a compreensdo do operador funcional, a covariacdo esta
associada a compreenséo dessa relagdo no conjunto de dados, o que necessita da percepc¢édo do
operador funcional e escalar.

A pesquisadora explica que, apesar dos eixos serem importantes para a
localizacdo do ponto, é preciso que os estudantes atentassem as relacdes entre as duas
coordenadas, no caso, 10 pacotes e 30 reais e como elas estdo relacionadas com os demais
pontos. Os alunos comegcam a entender melhor a situacdo apresentada, ao ser desenhado um
segmento da origem até o ponto A e, quando também, representou-se, ao lado do grafico, uma
tabela, separando as grandezas e mostrando as relagoes, semelhante ao que foi realizado em
atividades anteriores e analisadas na sec¢do anterior.

A analise do referido protocolo, também atesta que os alunos possuem um
dominio e conhecimento da representagéo tabular, ja que ao representar a situacdo da Figura
74 em tabela, conseguiram perceber os demais pontos referentes ao grafico da situagdo, como

percebido na continuagéo do Protocolo 10.
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E12: Ah, assim eu sei! E 3! [E12 mostra que conseguiu relacionar a informacéo do grafico
com a tabela construida, referindo-se ao operador funcional. A pesquisadora coloca uma
setinha saindo do 10 pacotes e chegando no 30 reais. ]

P: Eu estou multiplicando ou dividindo?

E11: Multiplicando.

P: Legal, e agora, consigo saber para outras quantidades de pacote?

E08: Da sim! 1 pacote é 3 reais!

E12: 3 pacotes d& 9 reais [As criangas comecam a dizer varios pontos que pertencem a essa
reta]

P: E se eu quiser saber quanto custaréo 1.000 pacotes?

E12: Eita, € muito pacote! Vixi,é muito dinheiro: 1.000 . 3 = 3.000 reais!

A continuacdo do Protocolo 10 deixa claro que a compreensdo dos demais pontos
do gréfico, desenhado posteriormente apds defini¢do coletiva, com o auxilio do segmento de
reta e da tabela, foi possivel ap6s o estabelecimento do operador funcional. Verifica-se que 0s
estudantes puderam inferir outros conjuntos de dados que ja ndo estavam no segmento de reta
tracado no software, ou seja, foram capazes de fazer projecGes para valores que extrapolavam
os limites do grafico na escala representada. E importante observar que enquanto a invariancia
corresponde a compreensdo do operador funcional, a covariagdo estd associada a
compreensdo dessa relacdo no conjunto de dados, 0 que necessita da percepcdo do operador
funcional e escalar. Percebe-se que, ao utilizar as duas representacdes (tabular e grafica), os
estudantes puderam compreender melhor os invariantes (PRAIN; WALDRIP, 2006) e, assim
como Gafanhoto e Canavarro (2011), estabelecerem relagbes entre as diferentes
representacdes.

Essas acdes s6 foram possiveis devido ao uso do software Geogebra, que trouxe
agilidade, precisdo e dinamicidade ao processo de construcdo e reflexdo dos conceitos
trabalhados, permitindo que o foco fosse na compreensdo das relacdes, na testagem de
conjecturas ou no estabelecimento de generalizac6es. As tecnologias digitais beneficiam o uso
de multiplas representacdes devido a facilidade e a dinamicidade que proporcionam (PRAIN;
WALDRIP, 2006; PIERCE; STACEY, 2001).

Em comparagdo a momentos de constru¢do do grafico, também coletivo, mas
feito manualmente no quadro (Figura 69 e Protocolo 8), verifica-se que ha diferencas
qualitativas e quantitativas, uma vez que, na representacao feita sem o auxilio do computador,
ndo foi possivel ter a precisdo de escalas - proporcionalmente distribuidas em cada eixo;
rapidez na construcdo e as simulacdes de outras situagdes de forma dindmica. Essas

constatacOes estdo de acordo com a explicagdo de Borba e Villarreal (2005), ao considerar
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que a Matemética produzida com o uso de softwares ¢ diferente da produzida, apenas, com
l&pis e papel.

A coordenacdo entre essas representacdes também tem o potencial de ajudar os
estudantes a perceberem equivocos e reelaborarem seus pensamentos. Na Figura 75, tem-se a
representacdo de uma situacdo de comparacdo entre o prego de achocolatados de mesma
marca, mas, que sdo vendidos em quantidades diferentes. Para fazer a comparagéo, o grupo 2
construiu duas tabelas: a primeira, para representar o achocolatado de 270ml e a segunda, o de
200ml. Embora os achocolatados ndo sejam vendidos em quantidades de 270ml, 400ml,
810ml etc, os estudantes relacionaram o preco por ml, de cada produto, com a quantidade de
produtos que poderiam comprar de cada tipo. Por exemplo: 1 achocolatado de 270ml custa
R$2,99, 2 achocolatados, desse mesmo tipo, correspondem a 540ml (2 . 270ml) e custa
R$5,98 (2 . R$2,99) e assim sucessivamente. Essa estratégia ndo facilita a comparagdo das
tabelas, j& que, em nenhuma das linhas da tabela, houve correspondéncia de prego ou
quantidade. A percepcdo e comparagdo dos dois produtos ficou mais evidente pelo gréafico
(Figura 75).

Figura 75 — Comparacéo de prego de achocolatado - grupo 2.

toddynho de 270 mi toddynho de 200 mi

Grafico do Toeddyho

Reais
60 |

20|

o 1000 2000 F000 3000 S000 GO00 To00

Fonte: Blog Pensar, conectar e fazer®.

% http://pensar-conectar-fazer.blogspot.com.br/2015/10/eba-toddynho.html
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Na Figura 75, observa-se que os estudantes ndo fizeram legenda para associar a
tabela com a reta correspondente, mas que € perceptivel que as retas azul e rosa
correspondem, respectivamente, aos dados de mesma cor. Verifica-se a existéncia de um
ponto (ponto G) que ndo pertence a nenhuma das retas.

Logo que a referida atividade foi postada no blog do projeto, um dos alunos
questionou seus colegas e a pesquisadora, sobre o ponto fora das retas (Protocolo 11).

Protocolo 11 — Construcéo do grafico: ponto fora da reta

E02: Que ponto é esse? [Aponta para 0 ponto G]

E08: G(800; 14,97).

EO02: E por que ele esta fora da reta?

E08: Nao sei [A pesquisadora aproveita esse momento para fazer a mediagéo].
P: Vamos analisar?

E08: Aqui, 200ml é R$4,99. Entdo 400ml é R$9,98 e 800ml é R$14,97. [Refere-se a tabela
azul que também esté errada]

P: E serd que 2 . 9,98 = 14,972 [EO08 refaz as contas]

E08: N&o, d&d R$19,96. [Percebe que cometeu um erro]

P: E o0s outros pontos, sera que estdo certos?

E08: Esta sim, pois, estdo todos dentro das retas.

O Protocolo 11, mostra que E02 percebe que ha uma regularidade nos pontos
relacionados na tabela com a representacdo grafica no plano cartesiano, logo, para que as
relacbes permanecam as mesmas 0S pontos precisam seguir 0 mesmo padrdo. Diante dessa
constatacdo, os graficos também passaram a ser utilizados pelos estudantes como forma de
verificar e corrigir, quando necessario, os calculos das relacGes tabulares.

Averigua-se que a representacdo tabular feita no aplicativo online Cacoo néo foi
suficiente para a percepc¢éo de que haviam relagdes calculadas inadequadamente, por isso, ndo
apresentavam comportamento linear, como verificado por EO2 (Protocolo 11) ao constatar um
ponto fora da reta representada pelo grupo 2.

Borba e Villarreal (2005) mencionam que a visualizacdo provoca dois tipos de
raciocinio, o primeiro relacionado ao uso de demonstracdo formal, e o segundo, ligado a
elaboracdo da solucdo do problema e ao teste e explicacdo de conjecturas e de resultados
alcancados, como pode ser visto no caso anteriormente descrito.

No decorrer da intervencdo, foram propostas diferentes atividades para
desenvolver o conceito de covariagdo, sempre explorando as multiplas representagdes. Para a

construcdo dessas representacdes eram usados, além do Geogebra, o aplicativo online Cacoo.



177

A integracéo do uso desses recursos (Geogebra, Cacoo), como visto na Figura 75,
foi importante para explorar o potencial individual de cada recurso e amenizar algumas das
limitacGes observadas (CASTRO; CASTRO FILHO, 2012). Assim, uma das potencialidades
do aplicativo Cacoo é a criacdo de infograficos70 que representassem as situaces que
surgiram na intervencao, usando, para isso, representacdes iconicas, tabulares e gréficas e, em

alguns casos, textos, como na Figura 76.

Figura 76 — Postagem do Grupo 2 - Atividade do Apéndice H.
Uma aventura percorrida

Durante uma corrida Marina consegue correr 420 metros em 10 minutos,ja sua amiga
Kiara corre 30 metros por minuto.Queriamos saber quem corre mais rapido,se & Marina
ou Kiara,por isso,fizemos a tabela de Marina e a tabela de Kiara para saber o resultado
de quem corre mais rapido.Percebemos que em 2 minutos Marina corre 84 metros e
Kiara em 2 minutos corre 60 metros,entao observamos que Marina corre 420 metros
por menos tempo,e isso significa que Marina & a mais rapida.

Grupo:  E02, E06, E09 e E11

minulas

Fonte: Blog Pensar, conectar e fazer’.

"0 £ um desenho ou imagem que também possui textos que explicam ou informam sobre determinado assunto.
" http://pensar-conectar-fazer.blogspot.com.br/2015/09/uma-aventura-percorrida.html
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Na Figura 76 e no blog do projeto, é possivel constatar o potencial de
representacdo e visualizacdo de invariantes, proporcionado pelo aplicativo Cacoo. Nessa
situacdo em especifico (Apéndice H), os estudantes construiram tabelas, fizeram o grafico
mostrando a situacdo e colocaram suas conclusées de forma textual. No entanto, o aplicativo
ndo favoreceu e nem facilitou a representacdo grafica, ja que a malha, os eixos e as escalas
dos eixos tinham que ser definidos manualmente, o que demandou muito tempo e algumas
imprecisdes na representacao.

Na Figura 76, é possivel visualizar que no primeiro grafico, referente ao
desempenho de Marina, o eixo x foi representado com uma escala de 1 em 1, mas, ap6s 0s trés
primeiros pontos da malha, pula para o 10. O mesmo acontece com o grafico que representa o
desempenho de Kiara, que pula de 3 para 14, ndo obedecendo a escala.

Compreende-se a importancia de saber estabelecer escalas na representacdo, mas,
nessa situacdo em especifico, esse problema foi decorrente das limitacbes do aplicativo e
restricbes do conhecimento matematico do grupo. Castro (2012) afirma que é importante
conhecer as potencialidades e as limitagdes dos recursos digitais utilizados, pois, dessa forma,
é possivel conseguir um melhor aproveitamento da situacdo proposta. Considerando que a
finalidade inicial seria fazé-los compreender e relacionar conjuntos de dados, optou-se em
construir os graficos lineares no Geogebra, explicando a definicdo dessas escalas dos eixos a
partir do software.

A visualizacdo e as representacdes puderam, também, ser exploradas pelo recurso
digital Equilibrando Proporg6es. Considerando as dificuldades inerentes da situacdo de
propor¢do simples de correspondéncia muitos-para-muitos (GITIRANA et al., 2014,
SANTOS, 2015), utilizou-se essa ferramenta para auxiliar na compreenséo dessas relagdes

Embora o objetivo do referido recurso seja apenas analisar se as grandezas sao
direta ou inversamente proporcionais, este foi explorado de outras formas. Convém aqui
ressaltar que as situagdes propostas nesse recurso, além de serem de propor¢do simples —
correspondéncia muitos-para-muitos, também exploram o campo numérico dos numeros
racionais, com algumas grandezas e relagdes expressas por nimeros decimais, por se tratar de
grandezas continuas.

Diante do potencial existente no recurso para explorar as representacdes de uma
grandeza e suas relagdes de diferentes formas, foi solicitado que os estudantes ndo apenas
identificassem o tipo de relagdo das grandezas, mas que, quando as grandezas fossem
diretamente proporcionais, resolvessem a situacdo proposta no recurso. Para isso, poderiam

manipular e simular as grandezas da forma que achassem conveniente, usar a calculadora ou
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fazer outras representacbes em uma folha. Ao utilizar o recurso, a primeira situagdo

diretamente proporcional que surgiu foi a que esta representada na Figura 77.

Figura 77 — Situacao 3 do recurso digital Equilibrando proporcéo.

2 0 T W P BT R S ) P S W T W

Sltuagao n° [3 Pergunta [1_

~ Arelagdo |cames com
Em uma churrascaria 75 pessoas consumiram 2325 'p_

kg de carne. Quantos quilos de carne 248 pessoas o é“ma gmndm
comeriam? Diretamente ' NVeroamente

Proporclona

Fonte: Screenshoot de tela do site.

A Figura 77 apresenta uma situagdo’? de correspondéncia muitos-para-muitos, de
multiplicacdo e divisdo. E possivel verificar na tela, a existéncia de icones que representam,
de forma ic6nica, as grandezas da situagdo (quantidade de carnes e quantidade de pessoas). O
recurso permite a interagdo com esses icones (simulagdo), de tal forma que € possivel
aumentar ou diminuir a quantidade de uma grandeza e ver como esse aumento ou diminui¢ao
influencia na quantidade da outra grandeza, ja que elas estdo relacionadas. Essa visualizacao é
realizdvel por meio de representagdo numérica e iconica da quantidade de grandezas. Ha
ainda, a representacdo da relagdo entre as grandezas de forma tabular, porém, ndo permite
interacdo, pois é estatica. O recurso também ndo apresenta grafico linear representando a

situacéo.

"2 A situagdo 3, da Figura 77 apresenta uma situacdo em que se estabelece a quantidade de carne por pessoa
consumida em uma churrascaria. Convém mencionar que, em uma situagdo real, as pessoas ndo consomem a
mesma quantidade de carne, além disso, a média estabelecida por pessoa, esta muito acima do normal.
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Verifica-se, portanto, o potencial demonstrado pelo recurso digital Equilibrando
proporgdes de representar os invariantes presentes nas relages de correspondéncia-muitos-
para-muitos de diferentes formas, possibilitando o desenvolvimento da compreensdo da
covariacdo, a partir do estabelecimento das relacGes entre quantidades distintas e iguais.

A utilizagdo do recurso foi feita de forma individual, mas os estudantes podiam
discutir estratégias e resolucbes com seus colegas de grupo. Inicialmente, os estudantes

faziam as simulagc6es, mas ndo sabiam muito bem o que elas significavam (Protocolo 12).

Protocolo 12 — Descobrindo a relagdo funcional com o recurso Equilibrando Proporc¢oes.

E06: Eu fiz o seguinte: quando eu diminuo aqui ao maximo, até chegar em 1, esse aqui fica
sendo o resultado [aponta para o local do recurso onde é possivel aumentar e diminuir a
quantidade de grandezas envolvidas na situacao].

P: Por que vocé diminuiu para 1? Ndo entendi.

E06: Porque se eu diminuir até 1...ah, ndo sei explicar ndo!

P: Calma! Tem alguma relagdo com isso aqui na tabela? [Aponta para as grandezas
representadas na tabela].

E06: Acho que tem.

P: Qual a relacdo dessa 1 pessoa e desse 3,1Kg com as informacdes da tabela?

E06: Porque se eu multiplicar, ... se eu colocar uma seta pra cé...se eu multiplicar 75 . 3,1, ai
dava esse resultado! [Desenha uma seta na primeira linha da tabela, no sentido da esquerda
para a direita]

P: Isso da certo todas as vezes?

E06: D& sim. Olha aqui... 248 . 3,1 [Coloca a seta ho mesmo sentido anterior e usa a
calculadora], que deu esse resultado aqui! [Aponta para a letra b da tabela - Figura 77]

Como pode ser visto pelo Protocolo 12, o recurso digital possibilitou que E06
conseguisse achar a relacdo entre as duas grandezas (quantidade de carnes e de pessoas),
apenas manipulando seus elementos de simulagédo (+ / -), como pode ser visto na Figura 77.
Ao fazer essa manipulacdo, a estudante pdde verificar, visualmente, 0 aumento ou diminuicéo
das grandezas, de acordo com as relacdes estabelecidas na situacdo. Apesar de EO6 encontrar
a relacdo, ndo conseguiu percebé-la de imediato.

Além da estratégia mostrada por E06, de reduzir a relacdo das grandezas a uma
relacdo unéria (VERGNAUD, 1983), observaram-se estratégias em que 0s estudantes
manipulavam os elementos até o valor solicitado. Essa segunda estratégia acabou dificultando
e tornando mais demorada a compreensdo das relaces entre as grandezas, ja que eles nédo
eram desafiados a refletir e compreender a situagdo. Ao perceber isso, a pesquisadora buscou
questiona-los para que pudessem inferir as relagdes.

O uso da calculadora, nas situagdes do recurso, foi necessario para garantir que 0s

estudantes centrassem na compreenséo das relacdes e ndo no calculo com numeros decimais.
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Verificou-se, ainda, que, a medida que os estudantes iam manipulando os elementos de
simulacdo, as relagGes ficavam mais evidentes e as dificuldades diminuiam, como pode ser

visto na situacao da Figura 78 e no Protocolo 13.
Figura 78 — Situacdo 7 do recurso digital Equilibrando proporcéo.
Pergunta [1

1 - A relagio [1etros com
Comprei 12 m de corda por R$8,00. Quanto pagarei por -
i 16.5 m? IReals éuma gr‘aMm:

[Drzcamente I | Invercamente} M
iEroporcional SMFroporcional

Metros

T
[ es | o |

Fonte: Screenshoot de tela do site.

Protocolo 13 — Entendendo as relag¢6es funcionais com o recurso Equilibrando Proporcdes.

EO06: Essa aqui! Metros e reais...muito facil! Eu ja sei! [Fala das grandezas da situacdo e
escreve no papel] Eu vou diminuindo o dinheiro até chegar em 1. Entéo se eu fizer 12...opa!
Quase cai na pegadinha: 12 + 1,15 = 8! Deixa-me ver aqui na calculadora. Eu sei, achei!
Entdo olha aqui ...16,5 + 1,5 = 11!

P: E como vocé soube o que tinha que fazer?

E06: Pelo desenho.

P: O desenho pode ajudar?

EO06: Eu encontro 0 nimero que eu vou precisar para saber o resultado que eu quero. Aqui,
oh! [Mostra que fez a situacdo reduzindo as relagbes até chegar a uma relacdo de
correspondéncia um-para-muitos]

P: A gente chama isso de relacéo.

P: E como vocé sabe se multiplica ou divide?

E06: E de dividir porque esta saindo daqui, mas se saisse daqui seria uma multiplicacao.
[Aponta mais uma vez para a tabela, mas agora da Figura 78].
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O Protocolo 13 mostra uma maior seguranca de EO6 em relagdo aos
procedimentos necessarios para estabelecer a relagdo (operador funcional). Também fica claro
que a interacdo, por meio das representacdes iconicas das grandezas, possibilitadas pelo
recurso Equilibrando proporcdes, foi importante para o estabelecimento dessa compreensao,
mesmo com as dificuldades que esse tipo de situacdo provoca. Percebe-se ainda, que E06
consegue perceber que a relagdo encontrada pode sofrer uma inversdo, dependendo da relagdo
que se pretende fazer.

A utilizacdo de determinada estratégia pelos estudantes considera um repertdrio
de competéncias que estes ja possuem (VERGNAUD, 2009). A modificacdo de estratégias
mostra a ampliacdo dessas competéncias que foram possibilitadas pela interagdo com recurso
digital ao simular, por meio de multiplas representacdes, situacGes de correspondéncia-
muitos-para-muitos. Pode-se, portanto, concluir que essa interatividade”, ajudou nessa
mudanca de estratégias, pois estimulou a criagdo de novas hipoteses, conjecturas e
generalizagBes e, consequentemente, contribuiu para o desenvolvimento do conceito de
covariacao.

Conforme ja mencionado, faz parte da construcdo desse conceito o entendimento
de grandezas e de suas relacbes. Como forma de explorar essa percepcdo, utilizou-se o
celular™ e um aplicativo de mensagens instantaneas chamado WhatsApp em atividades para
serem realizadas fora do horério de aula, o que proporcionou além da ampliacdo do tempo, a
extensdo das aulas de matematica para outros espacos.

O WhatsApp foi proposto, inicialmente, como uma forma de comunicacao entre
GE e pesquisadora, pois, devido a alguns problemas na escola’”, haviam semanas que n&o
acontecia intervencdo. Contudo, mostrou-se uma importante ferramenta para a compreenséo
dos conceitos trabalhados na intervencdo. Para isso, 0s estudantes eram incentivados a
fazerem registros diarios de suas descobertas em relacdo as grandezas e postar no grupo
criado. As descobertas vinham acompanhadas de registros fotograficos, textos, audios,
tabelas, gréaficos, desenhos, emojis, dentre outras formas de representagdo, como alguns

exemplos apresentados na Figura 79.

3 Considera-se, nesta tese, a definicdo dada por Malheiros, Borba e Zulatto (2010), de que interatividade é a
possibilidade do ser humano interagir com a maquina.

* 0 uso do celular ndo era permitido na escola. Como algumas criancas ndo tinham celular, estes usavam o
dispositivo movel de seus pais ou familiares.

" Reforma, falta d"agua, queda de &rvore, dentre outros.
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Figura 79 — Imagens postadas no WhatsApp para representar grandezas e algumas relacoes.

Exemplo de EO8 Exemplo de EQ7

Exemplo de E11 Exemplo de E02
Fonte: Grupo do WhatsApp.

Nos exemplos da Figura 79, é possivel verificar que os estudantes representaram
diferentes grandezas, seja por meio de fotos feitas em seus domicilios ou por pesquisas
utilizando sites de busca, como no exemplo de E11. Ao postarem essas representacdes, 0S
estudantes tornaram concreta a concepcdo de grandeza, possibilitando que a pesquisadora e 0s
demais percebessem a ligacdo entre a representacdo e o conceito. Demonstrando que " [...] 0
papel da midia no processo de visualizacdo vai além do simples ato de mostrar uma imagem"
(BORBA; VILLARREAL, 2005, p. 97). Esses achados estdo de acordo com o que Keller e
Hirsch (1998) apontam como beneficios das representacbes. Também foram retirados

exemplos do livro didatico de matematica (Figura 80).

Figura 80 — Imagem retirado de livro didatico.

Na bandeja de docinhos ha beijinhos e bri-
gadeiros.

Fonte: Souza (2012, p. 128).
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A Figura 80 suscitou discussdo sobre as diferentes grandezas que estdo
representadas nessa imagem. Ao final da discussdo, os estudantes concluiram que haviam
beijinhos e brigadeiros em uma bandeja de docinhos, chegando a relacdo de 55 docinhos por

bandeja, invariante que corresponde ao operador funcional (Figura 81).

Figura 81 — Representagdo de notagdes matematicas.

FROLAAEDE I $co@ 7 ¢59%m2109| A HPOLAAEDGE I § oo @
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ot E11
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E08 55
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agora cosegui representar direito kkkk
E08
 dé para representar direito pelo celular Também estaria correto dizer que a fragao de beijinhos é 25/55 ;.

E 0 que é 30/55? Ou que a de brigadeiro é 30/55

Qual dessas representa a fragio de beijinhos? Mas essa quevcea E11 fizeram, ficou 6tima 5

Muito bem meninas

=@ - - 0

Fonte: Grupo do Whatsapp - Pensar, conectar e fazer.

Torma mrso dafimin e miin ande fomaXe maka

No protocolo documentado na Figura 81, constata-se a preocupacdo de EO8 e E11
em fazer o registro correto da representacdo do nimero fracionario. Ainda que o WhatsApp
ndo tenha sido criado para essa finalidade, os estudantes conseguiram fazer adequacdes para o
uso apropriado dessas notacdes, trazendo para as discussdes realizadas as vantagens das
representacdes para a construgdo dos conceitos matematicos.

A Figura 82 apresenta uma discussdo para a compreensdo das grandezas e suas

relagdes iniciadas pelo Danilo (ver marcacdo em vermelho) com a utilizacdo de emojis.
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Observa-se, também, uma tabela, construida por E11, para representar e explicitar a

compreensdo das grandezas e de suas relagdes.

Figura 82 — Relacéo entre grandezas - emojis e representagéo tabular.

AHOLMAAEDE $ § oo @ T f60%m2 AR OLAAGB®$ 4 oo @ » T f60%m21:03
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_ Ana Carla, Ana Clara.esc, Beatriz.escola, Carol, Caua Escola, Danilo MAES, .
Na bandeja de docinhos ha beijinhos e bri- Manda pra gente E11 1721 @
gadeiros. Quero ver sua tabela |2 .

Consegue tirar uma foto? Fiquei curioso ;.

E08
é EN |

manda pra gente ver ;-

Que grandezas temos aqui? 07 W
- E11
Espera,vou tirar uma foto... ;..
osdoces
E08
« tabomP WY |
Nesse caso, quais sao as grandezas = Gadbd® ? |, s
E08

. Também quer ver a tabela ;..
as 3 bicicletas |,
EN

So as bicicletas? Alguem mais? ;g

Sim, existem outras grandezas ;.o .

Gente no caso dos doces tem brigadeiro e beijinhos...e agora como
explicar as grandezas? |

E11
Ha... 170
Tanto no meu exemplo, como no Danilo |7 ./
E08
fisei 1710
Vamos pensar primeiro no exemplo do Danilo... ..~
E11

sim as bicicletas!! ;.

1880 1711 #

© | m@@s m°

Fonte: Grupo do Whatsapp - Pensar, conectar e fazer.

Por tras da representacdo postada por E11 no WhatsApp, tem-se, na forma de
tabela, uma situacdo multiplicativa de correspondéncia um-para-muitos (NUNES; BRYANT,
1997; MAGINA; SANTOS; MERLINE, 2013, 2014; SANTOS, 2015), que abrangem uma
relacdo constante entre dois conjuntos, no caso 1 bicicleta tem 2 pneus, tendo como relacdo
fixa 2 pneus por bicicleta. Pode-se também afirmar que a relagdo desses dois conjuntos tem

caracteristicas de funcdo (Figura 83).
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Figura 83 — Representagao funcional da relag&o entre as grandezas.

/ Bicicleta Pneus \

x2

\ f(x) = 2x /

Fonte: Elaboragdo propria.

Na Figura 83, verifica-se uma correspondéncia biunivoca (univoca nos dois
sentidos) entre os conjuntos, funcdo bijetora’, representados por E11, por meio de tabela.
Vergnaud (2009, p. 73) explica que na correspondéncia biunivoca, "[...] a cada elemento do
primeiro conjunto corresponde um elemento e um sé do segundo conjunto e reciprocamente™.
Desse modo, as representacdes tém uma importante relacdo com o conceito matematico,
tendo forte relacdo com a constru¢do do conhecimento, como serd detalhado na categoria
seguinte.

Foram percebidas, ainda, outras vantagens e contribuicfes do WhatsApp e dos
demais recursos digitais usados na intervencdo. Na préxima secdo, sera discutida como as

tecnologias digitais podem colaborar com a producdo matematica.
6.2 Construcéo e producéo de conhecimento

A Internet amplifica a capacidade de comunicacdo, construcdo e producdo de
conhecimento, pois pode aumentar os espacos de aprendizagem, interligando as pessoas com
0 mundo. Considerando a abordagem seres-humanos-com-midias, pode-se entender que a
producdo de conhecimento é condicionada pelas tecnologias, em que a unificacdo de humanos
e midias forma um coletivo pensante (BORBA; VILLARREAL, 2005).

Fundamentadas nesse constructo tedrico e nas mdltiplas representacfes, as

atividades da intervencdo foram planejadas de modo a permitir essa interagao entre humanos e

’® Toda fungdo que &, simultaneamente, injetora - elementos diferentes do dominio tem imagens diferentes, e
sobrejetora - todos os elementos do contradominio estdo relacionados com elementos do dominio.
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midias, potencializando, portanto, a construgdo e producdo do conhecimento matematico dos
alunos.

Dentre as atividades que envolviam tecnologias digitais, 0 WhatsApp mostrou-se
um recurso com potencial ndo apenas de comunicacdo’’, mas de producdo de conhecimento
(Figura 84 e Figura 85).

Para iniciar as discussfes que aparecem na Figura 84, a pesquisadora pediu que 0s
alunos postassem exemplos de situacdes em que se podia relacionar mais de uma grandeza.
Nota-se que os estudantes colocam varios exemplos, alguns mostrando essa relacdo entre
grandezas, como o de E02 ao postar emojis de buqués de flores, outros apenas mostrando uma
grandeza, sem explicitar a relacao.

Figura 84 — Producéo de conhecimento - Compreensdo de Grandeza e de suas relacoes.
AFXE O I GABB & & T f47%m09:01

FROLAAGDE L L@ 3

Pensar conectar e fazer

<« % Pensar conectar e fazer »

Entéo veja E05 | que no teu primeiro exemplo eu posso relacionar os
estojosce os lapis 17:05

Ve sabe como? ;.5 .~

EO5
sei |

E03

Com

EO05

o exemplo tem duas grandesa o lapis e o estojos

oktia

E02

S, S

aqui eu tenho 21 buqué de flores a quantidade e 21 e a unidade sdo os
estojos =grandeza !

E03

Ta. Masa

E02

Poise |/,

As grandezas sdo as flores e os buqués

E05

ai E02 tem duas grandesas e o buque e as flores

EO03

CLLLLVLLL PP aquitem 10 cogumelos:10 a

quantidade e cogumelos a unidade
E02

Esim!@&s

E05

ok

E03
Emtao tem que te. Duas.grandeza

E03
Emtao tem que te. Duas.grandeza 7,
2277 10
Em.cada foto |,
EO05

cadeatia

E02

“““““““aquntevaesudosa

quantidade e 14 e a unidade e os vestidos = grandeza 1
EO05

mais ai so tem uma grandesa que e o vistido

tem que ter duas grandesas

E02

Mais em cada vestido e uma blusa e uma sauad juntas |/

Saia*

EO05
ata

Fonte: Grupo do Whatsapp - Pensar, conectar e fazer.

" 0 aplicativo WhatsApp foi criado com o objetivo de troca de mensagens.
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Verifica-se que as criangas, além de exemplificar o que foi solicitado, discutem os
exemplos dados pelos colegas, contribuindo para a compreensao coletiva de grandeza e suas
relacdes.

De acordo com Santos (2006), a reuni&o e interacdo’® de pessoas com diferentes
saberes, contribui para consolidagéo de uma inteligéncia coletiva, ajudando, assim, a moldar a
forma como as pessoas produzem conhecimento (LEVY, 1993).

Outros assuntos tratados no WhatsApp propiciaram a producdo de conhecimento
matematico. Desta forma, além dos exemplos que os estudantes davam sobre grandeza e das
discussdes sobre suas possiveis relacdes, foi explorada, também, a interpretacdo dos alunos,
por meio de situacBes representadas, apenas, por graficos construidos no Geogebra. Esse tipo

de discussdo aconteceu, na maior parte do tempo, por meio do WhatsApp (Figura 85).

Figura 85 — Producdo de conhecimento - Interpretacdo de graficos lineares.

L QB[N0 @
c ,% Pensar conectar e fazer

N0 T Ll95% [ 08:53
A

L1 27O AN o B @ T _(f95% M 08:51
é% Pensar conectar e fazer »

pac. R$
3 6,00
reta laranja

EN , condere tua tabela para a reta azul
EN
2?
Condere??
O prego da banca 1 estd representado pela reta laranja e da banca 2
pela reta azul. Em qual gastarei mais? Nao entendi esse R$ 1,50
Quais grandezas estdo envolvidas? Como podemos relaciona-las?
Construam uma tabela representando a relagao entre as grandezas EN
nos dois graficos. ) Nao q seja 1,50
Discutam com os colegas até chegarem a uma conclusao Nio t4 pra disser qual o verdadeiro valor
EN Mas é 1, alguma coisa

. 7 = :
0 azul érealmente,0 + barato Um virgula alguma coisa...

E08

ok
Q
entendi
or que ? y
BOiRdie E11 legal meninas, parabens =
EO08
inha opinido também [ o
na minha opinido também iy Sig
2 B B
4
E11
Pac. Reais na banca da reta da azul os pacotes de magas sao mais baratos'e
1 1.5
Banca laranja E11
" Ebaaall'leuea E08 Ed. Acertamos,né?!
Pac. Reais
1 2 isso 4
a primeira é a banca azul
EN
EO08
pac. R$
3 5,00 foi muito dificil?
reta azul !

- Q - O

Fonte: Grupo do WhatsApp - Pensar, conectar e fazer.

"8 De acordo com Malheiros, Borba e Zulatto (2010), interago é um fenémeno elementar das relagdes humanas.
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A Figura 85 ilustra um dos protocolos desse tipo de atividade. Diferente das
situacdes de construcdo de gréafico, feitas em sala de aula com o uso do Geogebra, em que 0s
alunos, primeiramente, construiam a tabela para depois fazerem o grafico, nas situacfes de
interpretacdo, com o grafico construido, os estudantes precisavam inferir as relacbes presentes
em cada representacdo. Para isso, escolhiam uma coordenada do eixo das abscissas, para
ambas as retas, e verificavam a coordenada da ordenada, pois, do contrario, ndo ajudaria na
comparacéo.

Observa-se, na Figura 85, que EO8 e E11 chegam a mesma resposta, mas por
estratégias diferentes. Enquanto E11 busca a relacdo unitaria de pacotes por reais em cada reta
(azul e laranja), por estimativa, ja que ndo apresentava um valor exato, definindo, para isso,
x=1 e comparando f(1) de ambas as retas, EO8 escolheu uma relacdo em que era possivel
saber que 3 pacotes custam R$5,00 e R$6,00, respectivamente, reta azul e laranja,
estabelecendo, portanto, x=3 e comparando os f(3) da reta azul e laranja. Importante notar na
Figura 85 que, mesmo com estratégias diferentes, E11 percebe que E08 também acertou.

Constata-se, desse modo, que as atividades de interpretacdo de graficos, por meio
do WhatsApp, como representada na Figura 85, pode trazer, pelo menos, duas contribuicdes: a
primeira, relacionada ao aspecto conceitual da covariacdo, pois representar mais de uma
situacdo, por duas retas, requisita a verificagdo da invariancia e da covariacdo de cada reta,
para entdo comparar esse conjunto de dados, o que exige uma ampliacdo do repertério de
competéncias; e a segunda, por propiciar a socializacdo de diferentes estratégias, por meio da
interacdo social estabelecida no ambiente. Pode-se dizer que essas contribuicbes estdo
relacionadas com a producdo do conhecimento matematico, realizado coletivamente, pois 0s
estudantes desenvolveram a capacidade de argumentagédo, de expressdo e representacdo da
matematica, de aprimorar estratégias em processo de resolucdo de problemas, competéncias
estas adquiridas, ao longo do processo interativo.

A Figura 84 e Figura 85 mostram que o WhatsApp teve um uso que foi além dos
fins a que se destina, ou seja, troca de mensagens — comunicacao, passando, portanto, de
artefato para instrumento, devido ao desenvolvimento de outros esquemas de uso, conforme
explicitado por Clark-Wilson (2013).

Valente (2003, p. 1) afirma que em ambientes virtuais "[...] € possivel criar
situacOes de aprendizagem bastante similares ao que acontece no presencial (VALENTE,
2003, p. 1). Contudo, o que se observou na intervencdo é que o WhatsApp, como ambiente
virtual para a discussdo e producdo de conhecimento matematico, apresentou potencialidades

que superaram as discussdes em sala de aula, como: o dialogo ser permeado de exemplos que
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se tornaram concretos por meio das representacfes dadas pelos estudantes (imagens, emojis,
tabelas, gréficos); e a multimodalidade expressa na participagdo ativa das criangas, por textos,
audios, videos, imagens, e que nao era tdo efetiva em momentos presenciais da intervencéo.
Um exemplo que pode ser dado para fundamentar essa afirmacdo é o fato de E11 ter
participacdo ativa em todas as discussdes no WhatsApp e, na sala de aula, expressar seus
pensamentos em raros momentos.

Tytler, Prain e Peterson (2007) esclarecem que a multimodalidade permite
expressar o raciocinio de diferentes formas, o que contribui para a apropriacdo do conceito.
Devido a essas caracteristicas multimodais do WhatsApp, da proposta desenvolvida na
pesquisa e da mediagdo da pesquisadora, 0s esquemas de uso puderam evoluir, de artefato,
para instrumento de producdo do conhecimento, transformando o usuério e o instrumento
durante o processo (VERRILON; RABARDEL, 1995; ARZARELLO; ROBUTTI, 2010;
CLARK-WILSON, 2013), acontecendo o que Clark-Wilson (2013) chama de génese
instrumental.

Segundo Lévy (1993), Borba e Villarreal (2005) e Borba (2007), ao longo da
historia, diferentes tecnologias tém moldado a forma como as pessoas produzem
conhecimento, principalmente quando ha interacdo entre humanos e midias.

Essa interacéo viabilizada pelas tecnologias digitais podem ainda contribuir com o
desenvolvimento de competéncias, ajudando a estabelecer conexdes entre os estudantes, pois
entende-se que ambientes como o Cacoo, 0 blog e o0 WhatsApp sdo propicios a favorecer a
interacdo e a producao coletiva. Para Coll (2010), as tecnologias digitais facilitam a mudanca
de postura do aluno, pois podem tornar os alunos mais produtores do que consumidores.

Na realizacdo desta pesquisa, a producdo coletiva foi viabilizada pela utilizagao
do Geogebra, em que os estudantes, em grupo, construiam graficos para representar a
situacdo trabalhada; pelo aplicativo online Cacoo, ao possibilitar a criacdo de infogréaficos
com representacdes iconicas, tabulares e textuais; pelo blog do projeto; pelo WhatsApp, como
discutido anteriormente; e, principalmente pela integracdo de todos esses recursos.

Como parte desse processo de produgdo, durante disciplina eletiva foi
desenvolvido um projeto de producédo de videos como forma de refletir e aplicar os conceitos
aprendidos durante as aulas de Matematica em situacOes criadas pelos estudantes. Essa
producdo seguiu uma série de etapas: (1) Escolha do tema, (2) Realizagdo de pesquisa, (3)
Elaboracdo do roteiro, (4) Execucdo, (5) Edicdo de video e (6) Avalicdo; de acordo com

Apéndice J, utilizando, para isso, um modelo de roteiro, disponivel no Apéndice K.
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Para o processo de constru¢do do video, além das questBes relativas ao tipo de
video, os grupos precisaram ter bem claros os aspectos matematicos que estariam nas
situacOes criadas por eles, respondendo as seguintes questdes: Como esse tema pode ser
abordado de modo a relacionar com a ideia de multiplicacdo, divisdo e/ou proporcionalidade?
Que grandezas serdo definidas? Que tipo de relagdo ha entre essas grandezas? Como ficara a
representacdo dessa situagéo?

Essas questdes eram resolvidas pelos grupos de forma coletiva nos encontros
presenciais destinados a disciplina eletiva, ou ainda pelo WhatsApp. Na Figura 86, verifica-se
uma discussdo entre componentes do grupo 2 (E02, E11) e 3 (EO8) sobre o tema que foi
escolhido por cada grupo. Nota-se a que os estudantes estavam vigilantes em relacdo a

proposicdo abordar aspectos da propor¢édo ou néo.

Figura 86 — Discusséo sobre o tema dos videos.
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Fonte: Grupo do WhatsApp - Pensar, conectar e fazer.
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Essa definicdo contou com discussfes intensas em cada grupo, pois surgiam
algumas discordancias durante o processo. No grupo 3, por exemplo, EO8 sugeriu usar como
tema a escola, no entanto, os demais ndo aceitaram. Apds novos e acalorados debates, surgiu a
ideia de abordarem alimentos, mas as criancas ndo tinham clareza de como 0s conceitos
matematicos poderiam ser trabalhados nessa tematica.

A fase de pesquisas sobre o assunto’® escolhido foi importante para que as
criancas pudessem ter mais clareza de como explorar o assunto selecionado em cada video
produzido. Foi nesse momento, que o grupo 3 resolveu comparar produtos industrializados
com produtos saudaveis, verificando como eles influenciavam a saide das pessoas. Também
teve grupo (grupo 2) que na fase de pesquisa resolveu mudar a proposicao inicial, por ndo
conseguir encontrar as relagdes com os conceitos trabalhados.

A fase seguinte consistia na elaboracdo do roteiro. O grupo 1, por exemplo, teve
como tematica a caminhada, e no roteiro decidiram contar a historia de dois amigos - Marcos
e Joaquim, que eram vizinhos e estudavam na mesma escola. Resolveram fazer uma
caminhada até a escola e ver quem chegava mais rapido. Porém, Joaquim sempre era mais
lento que Marcos e ndo tinha esperancas de chegar antes do amigo. Em meio as discussdes
para definir o roteiro, as criangas decidiram que Joaquim, mesmo mais lento, deveria chegar
na frente, para isso, inspiraram-se na fabula da lebre e da tartaruga®.

Definiram que as grandezas seriam passos e minutos. Para decidirem a relagéo de
passos por minuto de cada personagem, fizeram uma pequena encenacdo na escola, para
verificar quantos passos seriam possiveis serem dados em cada minuto. Para isso, E10
cronometrou 1 minuto e EO1 e E04 andavam e contavam 0s passos, até atingir o tempo de 1
minuto. Definiram que Marcos, o mais réapido, andaria obedecendo a uma relagdo de 120
passos por minuto e Joaquim a de 100 passos por minuto.

Embora todas as relacGes indicassem que Marcos era bem mais rapido, Joaquim

conseguiu vencer (Figura 87).

¥ As pesquisas eram feitas em site de buscas como o Google (www.google.com)
8 Fabula de Esopo, na qual uma tartaruga ganha a corrida de uma lebre.
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Figura 87 — Representaco grafica da situacdo retratada na "A grande corrida"®!

@ Joaquim ® Marcos
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Fonte: Intervengdo - producéo de video - grupo 1.

Na Figura 87, tem-se uma das telas do video " A grande corrida". Verifica-se que
o grafico representado apresenta a evolucdo de Marcos e Joaquim durante a corrida. Para
conseguirem definir quanto tempo Marcos deveria ficar parado para que Joaquim pudesse

passar a frente, a equipe construiu algumas tabelas (Figura 88).

Figura 88 — Tabelas com as relagdes do video "A grande corrida™.

minutos passos minutos

1 120

600

1500

Fonte: Intervengdo - producéo de video - grupo 1.

As tabelas ndo ajudaram muito na compreensao e esclarecimento da situagdo, pois
0 grupo ndo conseguiu representar o tempo em que Marcos ficou parado. Percebe-se, na
tabela de relacGes de Marcos, que na ultima linha ha uma relacdo que nédo é possivel entender

somente com a tabela, ja que ndo foi representado o tempo em que Marcos ficou parado. O

# Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=dILbLOA-O8Y



194

conjunto das relacdes representadas na tabela de Marcos perdeu as caracteristicas de fungéo
bilinear, uma vez que, para o intervalo em que 5 < x < 8,5, ndo ha deslocamento de Marcos,
fazendo com que os dominios entre 5 < x < 8,5 tenham a mesma imagem.

O deslocamento de Marcos (reta azul; Figura 87) pode ser definido como:
f(x)=120 x, quando 0 < x < 5 e f(x) = 120 x - 420, para x > 8,5. Verifica-se a permanéncia do
operador funcional, mas a 2® fungdo passa também a ter um coeficiente linear e ter
caracteristicas de funcdo afim: f(x) = mx + b, para os intervalos determinados. Essas
caracteristicas justificam a dificuldade que os estudantes tiveram para definir o tempo em que
Marcos ficaria parado, pois os alunos ndo foram apresentados a representacdo algébrica das
funcbes. Por isso, as simulagbes no software Geogebra foram importantes para que 0 grupo
compreendesse as relacdes e o conjunto de dados que regulavam a situacao proposta.

O grupo 2 mudou de tema algumas vezes: academia, loja de brinquedos, festa de
aniversario, até que decidiu pelo contexto de uma loja de doces. A Figura 89 tem uma das
telas do video produzido pelo grupo e que indica as relacfes pensadas pela personagem
guando, ao chegar em uma loja repleta de bombons, precisou ajudar uma amiga que nao faria
uma boa compra por ndo saber muita matematica.

Figura 89 — Representacao gréafica da situacéo retratada na "Dogura economizada®?".
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Fonte: Intervencéo - pr-adhgﬁrda-e video - grupo 2.

82 Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=Plu4tWgjFDY
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Apesar do tipo de chocolate escolhido existir, o grupo 2 preferiu escolher suas
préprias relagdes, tanto da quantidade em gramas, quanto do pre¢o do produto, portanto, séo
todos dados ficticios. Devido a essa opcdo, as estudantes puderam analisar e definir o que
aconteceria no video. Ao determinar as relacGes, contata-se que o grupo definiu a relagédo
gramas por reais (Figura 89), onde o normal seria 0 preco por gramas, ja que, em termos
funcionais, deve-se determinar o preco a pagar, f(x) em funcdo da quantidade de gramas de
chocolate que se deseja comprar.

Na Figura 89 e Figura 90, foram representadas as relacbes que seriam
consideradas para cada tipo de chocolate que teria disponivel na loja de doces: Twix de 40g,
de 80g e de 100g. Percebe-se que a relacdo do chocolate de 40g e de 80g é a mesma,
apresentando o seguinte raciocinio: f(x1)=16x1; f(x2)=16x2 e f(x3)=16x3, com x1, x2 e X3
sendo dado em reais (R$). Observa-se que [f(x1)= f(x2)]< f(x3). Logo, apesar de conseguirem
inferir que o chocolate Twix na embalagem de 100g sairia mais caro, as criangas desse grupo
definiram que a quantidade de chocolate f(x) seria dada em funcdo do valor dado em reais, ou

seja, fizeram uma inversdao do dominio e da imagem da funcéo.

Figura 90 — Tabela da situagao representada no video “Dogura economizada”.

CHOCOLATE PEQUENO CHOCOLATE MEDIO CHOCOLATE GRANDE
GRAMAS REAIS GRAMAS REAIS GRAMAS REAIS
40 2,50 80 5,00 100 10,00

80 50 160 10,00 200 20,00

Fonte: Intervencéo - producgdo de video - grupo 2.

Essa inversdo, nesse tipo de funcdo € possivel, pois trata-se de uma fungéo
bijetora, logo, aceita a inversdo. A fungdo inversa, portanto, teria como operador funcional
1/16=0,0625 para f-1(x1) e f-1(x2) e 1/10=0,10 pra f-1(x3), sendo representada por f-1(x1) =
1/16 x1, f-1(x2) = 1/16 x2 e f-1(x3) = 1/10 x3, com x1, x2 e x3 sendo dado em gramas (Q).

O grupo 3 escolheu como tema a alimentagcdo. Inicialmente, pensaram em

comparar varios tipos de alimentos como refrigerantes, hamburgueres e nuggets. Essa ideia
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foi descartada quando precisaram definir as grandezas, pois perceberam que para fazer
comparacles era necessario que os trés tipos de alimentos utilizassem as mesmas grandezas.
Como o refrigerante era medido em litros e 0s nuggets e os hamburgueres em gramas,
optaram por escolher apenas um tipo de alimento para comparar com outros alimentos mais
saudaveis. Ao analisar a tabela nutricional que vem nas caixas de nuggets, os estudantes
perceberam que também haviam diferencas quantitativas em relacdo a quantidade de gordura
para cada tipo de nuggets.

A partir dessas descobertas e reflexdes, o roteiro do video foi construido, tendo
considerado que a protagonista do video deveria trazer sua experiéncia e descobertas sobre 0s
alimentos, na forma de um diario. A Figura 91 apresenta uma das relacdes retratadas no
video. Verifica-se que os estudantes relacionaram a quantidade de alimento medido em
grama, com a quantidade de gordura desse alimento, usando também o grama.

As relacgdes retratadas na Figura 91 e a entrevista realizada com o referido grupo
mostram que os estudantes conseguiram encontrar o operador escalar de cada uma das
funcBes representadas pelas retas verde, vermelha e azul. Para a constru¢do do grafico,
também foram capazes de estabelecer um conjunto de dados (pelo menos dois pontos para
cada relagdo), conseguiram ainda, concluir que os nuggets de queijo possuem mais gordura do
que o nuggets tradicional, e que o contra-filé tem bem menos gordura que os nuggets.

Figura 91 — Representacdo da situacéo retratada no video: "Tenha consciéncia, coma bem!®®".

Grafico gramas de alimento por gramas de gordura
o Contra-filé e Nuggets tradicional e Nuggets de queijo

Contra-filé

Nuggets tradicional
R » Nuggets de queijo

TN
S~ SN
Fonte: Intervencéo - producgdo de video - grupo 3.

& Disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=RJ3i1ghNKyY
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Conforme descrito, durante o processo de producdo dos videos, 0s grupos (re)
definiam os temas de acordo com interesse e curiosidades, assim como (re)construiam a
histéria que seria contada no video, escolhiam personagens, dentre outros elementos. A
analise do processo retratado demonstra o crescimento cognitivo, tanto no aspecto conceitual,
procedimental, como atitudinal, pois, além do dominio e precisdo na abordagem dos conceitos
matematicos nos videos, os estudantes se apropriaram dos procedimentos necessarios em cada
etapa, como também, desenvolveram a autonomia, o poder de argumentacdo, 0 senso critico,
a criatividade, o que condiz com a construcdo e producao de conhecimento.

E na interacdo social, segundo Vygotsky (1994), que se da o nascimento e
desenvolvimento de novas estruturas cognitivas. No caso da producdo de videos, ao
compreender e procurar diferentes possibilidades de solucdes para o problema tratado, os
estudantes desenvolveram novos esquemas.

As conclusdes das situacBes criadas pelos grupos e retratadas nos videos eram
alcancadas por meio do confronto de, pelo menos, duas formas de representacdo: tabular e
gréfica. As simulagbes graficas proporcionadas pelo Geogebra e confrontadas com os dados
das tabelas construidas no Cacco possibilitaram que 0s grupos manipulassem os dados de
modo a atender a histéria que havia sido criada para os videos. Um exemplo dessa
manipulacdo pode ser visto no processo desenvolvido pelo grupo 1, pois os estudantes
queriam que o personagem mais lento ganhasse a corrida com 1 segundo de diferenca (Figura
87 e Figura 88).

Para Lévy (1993), a manipulacdo de parametros, como as simulacdes feitas pelo
grupo 1, ajuda o estudante a perceber as relacdes de causa e efeito em relagdo aos parametros
analisados. Assim, o conhecimento produzido a partir da unificacdo entre humanos e nao
humanos (BORBA; VILLARREAL, 2005), no caso, as crian¢as e as midias utilizadas, como
0 Geogebra e o Cacoo, formam um coletivo pensante, influenciando a tomada de decisdo dos
estudantes em relacdo a defini¢do do cenario proposto no video.

Esse processo de producdo de video, em uma visdo sociocultural, também esta de
acordo com o que Hegedus e Moreno Armella (2009) denominam de performances
matematicas. Essa inferéncia estd fundamentada nas agdes observadas e descritas
anteriormente, pois, a partir de pequenos grupos os alunos discutiram, construiram, testaram
hipdteses, buscaram solugbes, desenvolveram estratégias, generalizaram e ainda,
contextualizaram casos especificos de aplicacdo do conceito de covariacao.

Nesse caso, a aprendizagem é conseguida por meio de troca de ideias, discussdes,

simulagdes, compartilhamento de informacdes. Os videos, produto dessa aprendizagem,
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mostram de forma concreta as concepcbes construidas ao longo do projeto em relagdo ao
conceito de covariagdo. Esse produto deu um grande significado ao trabalho até entdo
desenvolvido, uma vez que os estudantes foram corresponsaveis por todo o processo, tendo,
portanto, a autoria dessas producdes. Diante disso, a proxima categoria explora as

contribuigdes das tecnologias digitais para a significacéo.

6.3 Significacéo

Conforme mencionado na primeira categoria, as representacbes mentais séo
importantes para a compreensdo de um conceito, pois, segundo Vygotsky (2009), servem de
mediadores na relacdo do homem com o mundo, as quais estdo atreladas ao uso dos
instrumentos e de signos como mediadores da atividade humana, impregnados de significado
cultural. Como o ser humano desenvolve-se em um ambiente social, essa producdo de
significados esta relacionada ao significado cultural, ou seja, com a forma do individuo
interpretar e agir sobre o mundo.

As tecnologias digitais podem ajudar na construcédo do significado, ao oportunizar
a experimentacdo de ideias, levantamento de hipdteses, formulacdo de conjecturas, mas
também ao possibilitar que o estudante seja confrontado com situacfes de tomada de deciséo.
A partir do contexto social, os alunos puderam compreender o significado de algumas
relacBes trabalhadas ao longo do projeto.

Como a noc¢do de grandeza ainda era muito vaga e superficial, dificultando, ou as
vezes, até impossibilitando a identificacdo da grandeza, os estudantes foram incentivados a
buscar identificar as diferentes grandezas usadas no dia a dia. Para isso, precisavam fazer
registros na forma de imagens, de videos, de dudios ou de textos apresentando e explicando a
grandeza registrada. Essa descoberta deveria ser postada no grupo do WhatsApp para que
fossem discutidas pelos demais colegas. Os estudantes tiveram uma participacdo ativa
colocando como exemplos: lapis, estojos, mochilas, esmaltes, garrafas, bonecas, dentre outras
grandezas, na sua maioria discretas estando relacionadas com a ideia de contar. Um dos
unicos exemplos envolvendo grandeza continua, dado pelos estudantes, foi levado a sala de
aula por E02, que informou ter encontrado esse exemplo através de um site de busca na

Internet (Protocolo 14).
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Protocolo 14 — Descobrindo a grandeza.

E02: Olha professora, na internet tem dizendo o que é grandeza. [...] também tem uns
exemplos!

P: E quais exemplos vocé trouxe?

E02: Tem velocidade e massa!

P: Ah, a massa ¢ mais conhecida como “peso”. [A pesquisadora vé o caderno de E02 com o
registro da pesquisa]. Vocés sabem que grandeza é essa?

E12: E ser gordo!

P: E ser gordo é grandeza? [As criangas riem]

P: Tem a ver com massa! [Os estudantes ficam em siléncio]

P: Quando vocés sobem numa balanca daquelas de farmécia, o ponteiro indica o que?

E09: A quantidade. [EO2 concorda]

E08: A quantidade que vocé esta pesando!

P: E é sé a quantidade? [As criancas ficam em siléncio] Se eu peso 50, eu peso 50 o que?

E12: Quildmetros...Unidades! [Fica tentando adivinhar - os demais ficam em siléncio, mas
prestando atencao]

P: A grandeza massa é medida normalmente em qual unidade?

E11: 5e 0. [ A pesquisadora repete a pergunta]

EO03: E um! [As criancas falam uma diversidade de niimeros até que E12 responde]

E12: Quilos! Quilos! [Comemora]

O Protocolo 14 traz uma discussao de um tipo de grandeza bastante usada no
cotidiano, afinal, todos j& utilizaram uma balan¢a, quer para verificar sua massa ou a de
alimentos como carnes, peixes e legumes. No entanto, mesmo sendo algo do dia a dia, 0s
estudantes tiveram dificuldade em indicar a unidade de medida normalmente utilizada nesse
tipo de grandeza, mostrando a necessidade de abordar diferentes grandezas e ampliar a
compreensédo de unidades de medida utilizadas nas diferentes situagdes.

A troca de mensagens entre 0s alunos e a pesquisadora através do WhatsApp teve
um importante papel na ampliacdo das concepcbes sobre grandeza. Depois de uma série de
exemplos que surgiram durante a discussdo nesse ambiente, os estudantes construiram o
significado conceitual, mas, também, social de grandeza (Figura 92).

Vé-se, na Figura 92, que os estudantes conseguem reconhecer fung¢fes sociais ao
identificar o uso de grandezas em receitas e em supermercados. Também se observa que 0s
alunos conseguiram trazer exemplo do que ndo é grandeza. E11 justifica o porqué do amor
que ela sentia por sua mée nao ser uma grandeza "[...] 0 amor que sinto pela minha mée néo

da para contar e nem medir” (informagéo textual de E11).
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Fonte: Grupo do WhatsApp - Pensar, conectar e fazer.

Tem-se, portanto, a concepcdo de que grandeza € tudo que pode ser medido e
contado. Lorenzato (2006, p. 51) explica que a medida: "[...] é a relacdo entre grandeza e
unidade, que se expressa num numero que quantifica quantas vezes a grandeza contém a
unidade”. A importancia da compreensdo de grandeza é enfatizada pelos PCN que, ao
estabelecer o bloco de Grandezas e Medidas, como um dos blocos de contetdos de
Matematica, enfatiza o carater pratico e utilitario, que é evidenciado pela sua forte relevancia
social (BRASIL, 1997).

Outras situagOes em que era preciso fazer a comparagdo de conjunto de dados
surgiram a partir de situacOes cotidianas vivenciadas fora da escola. Para dar mais sentido e

significado para as atividades que estavam sendo realizadas no projeto, foi solicitado que os

8 A intervencdo e as discussdes no grupo do WhatsApp eram também mediadas por dois estudantes de
Licenciatura em Matematica: Danilo do Carmo (UECE - MAES) e Maria Silvania Marques Xavier de Souza
(UFC - PROATIVA), conforme planejamentos e orientaces dadas pela pesquisadora.
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estudantes fizessem uma visita ao supermercado, ao mercantil ou a qualquer outro tipo de
estabelecimento comercial.

Durante a visita deveriam registrar, por meio de fotos tiradas pelo celular ou por
anotac0es, situacbes em que fosse constatado um mesmo produto (de mesma marca), com
tamanhos diferentes e precos diferentes, para que, em sala, pudessem analisar qual seria a
melhor compra. Os estudantes levaram exemplos de chocolates de vérias marcas, biscoitos,

leite e sabdo em po (Figura 93).

Figura 93 — Registro de pesquisa de sabdo em p¢ feita em supermercado por EQ7.
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De posse dos registros, foi iniciada a analise, inicialmente coletiva - com todos 0s
grupos - das situacdes registradas pelos estudantes. O produto escolhido para isso foi 0 sabao
em po, pois, além do registro feito por EO07, havia anotacdes feitas por E10, do mesmo
produto, contendo a mesma marca, mas com a quantidade e o preco diferente da pesquisa de
EOQ7 (Protocolo 15).
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Protocolo 15 — Comparando precos e quantidades de um mesmo produto.

P: Se eu quiser comprar 2 Kg de sabédo, qual compra eu devo fazer? [Os alunos ficam em
siléncio]. Quantas caixas de 500 gramas serdo necessarias?

EO4, EO8 e E12: Quatro! [Respondem prontamente. Os demais alunos concordam em
sequida]

P: E de 1k, eu vou precisar comprar quantas?

Todos: Duas!

P: E de 2 Kg?

E12: Umal

P: Qual é o que sai mais barato? [Organiza as informacgdes no quadro]

E10: O do meio, 0 do meio é mais barato!

P: Tem certeza? Como é que eu sei?

E10: E!

EO04: Porque 7 + 7 =14 e 8 + 8 = 16 [faz uma estimativa]

E03: Mas eu acho melhor comprar a de 500g, € mais barato!

EO04: Nao, ndo é. Duas caixas de 1 Kg saem por menos de 16 reais! A de 500g, sai por
mais...uma é R$4,79 [O estudante esta fazendo por célculo mental, pois, até entdo, ndo havia
sido feito o registro dos valores gastos na compra de 2kg do produto]

P: Aqui, duas caixas d& menos de 16 reais?

EO04: Da sim! D& 16 e pouco...

E03: D& ndo. [Enquanto alguns alunos discutem, os demais fazem as operagdes necessarias
para chegar a uma conclusdo definitiva do impasse e informam os resultados para que a
pesquisadora faca o registro - Figura 94. A pesquisadora volta entdo a questionar]

Figura 94 — Registro da analise da comparacao dos precos e quantidade de um mesmo produto

Fonte: Intervencao
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P: Se por més, preciso comprar 2 Kg de sabdo em pd, qual escolha sai mais barata? 4 caixas
de 500q, 2 caixas de 1 kg ou 1 caixa de 2Kg?

EO3: Quatro.

EO4: Duas.

E12: [Sinaliza com os dedos que é apenas 1 caixa].

E08: N&o, € duas caixas de 1Kg.

E03: Nao, sério? Duas caixas fica barato se for o de 500g.

E08: Mas se vocé comprar s6 duas de 5009 vai gastar mais do que sé uma de 1Kg e vai levar
menos EO03! [risos].

O Protocolo 15 apresenta a discussdo que surgiu, a partir de pesquisa realizada
fora da escola, em que os alunos precisavam analisar a melhor compra retratada na situagéo.
Convém ressaltar que esse contexto foi facilitado pelo registro dos produtos através de fotos
tiradas com celular. Castro e Castro Filho (2012) enfatizam que as tecnologias moveis e a
Internet tém o poder de ampliar o tempo e o0 espaco da escola, trazendo novos contextos de
aprendizagem para a sala de aula.

Essa situacdo, em especifico, foi significativa para a ampliacdo do conceito de
covariacdo dos estudantes, pois envolve a relacdo entre duas grandezas, no caso, pre¢o do
produto, em reais, e quantidade do produto, em quilograma. Mas também requisita a
coordenacdo e comparacao entre a relacdo de trés conjuntos distintos - sabdo Omo de 500g,
sabdo Omo de 1Kg e sabdo Omo de 2 Kg. Como pode ser percebido durante discussao
registrada no Protocolo 15 e Figura 94 que as criancgas fizeram a comparacdo, considerando o
produto de maior quantidade estabelecendo o seguinte teorema-em-acdo: f(x;) = 4,79xy; f(x2)
=7,79%, e f(x3) = 16,98x3; sendo x; = quantidade de caixas de sabdo de 500g, x, = quantidade
de caixas de sabdo de 1 Kg e x3 = quantidade de caixas de sabdo de 2Kg. Assim, além de
perceber a relacdo individual que regula cada funcdo; 4,79; 7,79 e 16,98 - respectivamente,
operadores funcionais das fungdes f(xi), f(x2) e f(x3), precisaram comparar as funcdes,
considerando, para isso, respectivamente, 0s seguintes operadores escalares: 4, 2 e 1 e entéo,
perceber que f(x2)< f(x3)< f(x1).

Esse teorema-em-acdo deixa evidente que a covariacdo envolve a necessidade de
coordenar duas sequéncias de padrdes para cada funcdo, buscando relacGes para variaveis
dependentes e independentes (CONFREY; SMITH, 1994, 1995). Contata-se, ainda, que essa
atividade foi além do estabelecimento desses padrdes, ja que requisitava a comparacdo do
conjunto de dados de cada fungéo com as demais.

Mesmo com a prévia conclusdo de que a compra de 2 caixas de sabdo em p6 com

1Kg, seria mais rentavel do que as demais (Protocolo 15), foi solicitada a constru¢do do
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grafico para representar a situacdo analisada e verificar se as conclusbes estavam corretas
(Figura 95).

Figura 95 — Grafico construido coletivamente para representar a pesquisa do sabdo em po.
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Fonte: Elaboracéo coletiva - software Geogebra.

Para a construcdo do grafico da Figura 95, os alunos perceberam, com facilidade,
a coordenada do primeiro ponto de cada reta (0,5; 4,79); (1; 7,79) e (2; 16,98),
reciprocamente: reta azul, reta vermelha e reta preta. Apenas EO1 e E10 ndo perceberam de
imediato a correspondéncia 500g = 0,5 Kg, necessaria para a representacdo. Embora os
estudantes ja tivessem calculado a coordenada do segundo ponto, ver Figura 94, ndo
conseguiram perceber essa correspondéncia. A relacdo escolhida para todos os pontos,
inicialmente demarcados, foi a de dobro, assim, o segundo ponto das retas, pela ordem
apresentada anteriormente, foram: (1; 9,58); (2; 15,58) e (4; 33,96), com 0 seguinte
raciocinio: 2 (xg; f(x1)); 2 (x2; f(x2)) e 2 (x3; f(x3)). ApOs a construcgdo e anélise dos pontos do
gréfico, os alunos percebem que muitos outros pontos poderiam terem sido utilizados, assim
como visualizam pontos que ja tinham definidos na Figura 94.

Carraher, Schliemann e Schwartz (2008) explicam que, assim como a tabela, os

gréaficos sdo importantes representacées, pois podem complementar e revelar informagdes que
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ndo estdo tdo visiveis na tabela, sendo, também, uma representacdo adequada para
compreensdo da variacdo entre as duas variaveis representadas nos eixos, como pode ser
constatado no relato dessas atividades. Percebe-se, ainda, que ao provocar nos estudantes as
generalizacGes das situacdes, da-se um carater potencialmente algébrico ao raciocinio
desenvolvido, principalmente ao adotar, pelo menos, trés sistemas simbdlicos: tabelas,
gréficos e linguagem natural (CARRAHER; SCHILIEMANN, 2007).

Assim, mesmo a situacéo tendo surgido a partir do contexto social, levando-se em
conta uma circunstancia real de aplicacdo dos conceitos estudados, estes ndo foram abordados
se limitando, apenas, as necessidades praticas da matematica, como pode ser constatado na
descricdo e nos teoremas-em-a¢do mobilizados durante resolucéo.

Outras atividades de analise de produtos foram realizadas pelos grupos e postadas
no blog do projeto, para que fossem socializadas com os demais colegas. Percebe-se, ao
analisar as postagens, que os estudantes deram uma importancia social ao conceito de

covariagéo (Figura 96).

Figura 96 — Comparacéo de preco de chocolate - funcao social.
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8 http://pensar-conectar-fazer.blogspot.com.br/2015/10/0-passeio-doce.html
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A Figura 96 apresenta um recorte de uma postagem do grupo 2 que mostra a
andlise e a conclusdo do grupo sobre a situacdo. Verifica-se que o grupo, além de explicar
como fez a analise, aproveitou a postagem para emitir um alerta sobre o preco de confeites de
chocolate vendidos em tubo e em pacotes, demonstrando entender a importancia desse
conceito para a vida social.

O blog deu significado as construcdes e as analises feitas pelo grupo, uma vez
que, na visao das criancgas, serviria para que outras pessoas pudessem entender como fazer
uma melhor compra e assim, poder economizar. Castro et al. (2013) enfatizam que o blog
pode trazer vérias contribuicGes, pois, além de permitir que os estudantes o acessem fora da
escola, viabilizam a produgéo de materiais e a aprendizagem.

Algumas das ideias para os temas dos videos criados pelo grupo, surgiram dos
infogréaficos postados no blog. O grupo 2, com video Dogura economizada e o grupo 3, com
Tenha consciéncia, coma bem!, conseguiram definir e desenvolver o roteiro, apos vivenciar
essas situacdes de comparacdes criadas a partir de situagdes trazidas pelos alunos. O video do
grupo 1, A grande corrida, foi originado a partir da curiosidade das criancas em compreender
a matematica por tras da caminhada.

Desse modo, ressaltam-se dois aspectos observados em relagcdo a producdo de
significados: primeiro, o carater social, pois o video do grupo 2 mostra como se pode
economizar dinheiro em uma compra e 0 video do grupo 3, aponta problemas de uma
alimentacdo inadequada, exibindo comparac@es entre diferentes alimentos; e segundo, as
representacdes e conceitos matematicos empregados nos curtas, permitiram que o pensamento
coletivo usado na construcdo desse produto, transitassem do conhecimento imediato e
espontaneo, para a formalizacdo e as abstragdes matematicas.

Os PCN apontam a importancia de propor experiéncias concretas e diversificadas
aos estudantes, de forma a propiciar a transposicdo dos conceitos estudados para contextos
reais, ou seja, vivenciados diariamente (BRASIL, 1997). Fazer essa transposi¢do significa
explorar a matematica, nao de forma superficial e artificial, mas permitindo que adaptem os
conceitos aprendidos a novos cenarios.

Sendo assim, as tecnologias digitais contribuem para a producédo de significados,
quando servem de instrumento de producdo, de transformacdo de diferentes contextos, pois a
significacdo também esta relacionada com o engajamento dos alunos as atividades, o que
pode ser constatado pela mudanca de postura e comportamento frente ao processo de

aprendizagem.
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Dentre esses comportamentos, destaca-se o desenvolvimento da autonomia, do

senso critico, do poder de argumentagdo e da criatividade. No decorrer desta investigacao,

observou-se, ainda, o desenvolvimento de lideranca de algumas criancas, verificadas nas

atividades de producéo, ou ainda, em discussdo no WhatsApp (Figura 97).

Figura 97 — Producéo de significados - postura e comportamentos.
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A Figura 97 mostra um protocolo de discussfes em que EO8 propde uma situagao

para ser resolvida por E02, além disso, incentiva a resolucdo, apresentando dicas. Aqui,

destaca-se o espirito de lideranca de EO8 e a autonomia de E02 e E08 em discutir os assuntos

trabalhados na aula de matematica, fora do horario de aula, ja que, de acordo com a imagem,

as discussoes iniciaram-se as 20:37 de 07/11/2015 - sabado, e foram finalizadas as 07:43 de

08/11/2015 - domingo. Ressaltam-se, ainda, as representacdes utilizadas por E02 que, de

forma criativa, indicou as relagdes entre as grandezas da situacdo em uma tabela improvisada,

conseguindo, também, explicitar seu pensamento, ao ser questionada pela pesquisadora.
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Hegedus e Moreno-Armella (2009) enfatizam que ambientes que promovam a
aprendizagem devem ser interativos, dinamicos e sociais, possibilitando, também, que sejam
feitas representacdes matematicas de diferentes formas. Embora ambientes como WhatsApp, o
Cacoo e o blog, ndo tenham sido criados com objetivo de trabalhar conceitos matematicos a
partir de diferentes representacGes, revelaram contribuicbes nos aspectos relacionados a
representacéo, produgdo do conhecimento e significacao.

Chegou-se ao final dos resultados com a constatacdo de que as criangas do grupo
experimental vivenciaram a producdo de conteudo, a partir de atividades significativas. A
integracdo das tecnologias digitais utilizadas em atividades desenvolvidas para intervencéo
permitiu que os alunos saissem da condi¢do de expectador passivo, ou seja, consumidor de
informac@es e conhecimento, para colaborador ativo e produtor de conhecimento.

As abordagens desenvolvidas na intervencdo contribuiram para a melhoria do
desempenho em proporgdes, representacGes tabulares e graficas e da nocdo de grandezas. A
intervencdo desenvolvida mostrou-se eficaz, pois as andlises estatisticas revelaram uma
melhoria significativa do GE, também constatadas pela evolugdo de estratégias e ampliacéo
do repertorio de competéncias explicitados pelos teoremas-em-acao.

Encontram-se nessa pesquisa, portanto, evidéncias das contribuicdes das
tecnologias digitais, as quais serdo expostas a seguir, na conclusao.



209

7 CONCLUSAO

Essa pesquisa se prop0s a analisar as contribuicdes de abordagens com o uso de
tecnologias digitais no desenvolvimento do conceito de covariacdo presente nas estruturas
multiplicativas, por estudantes do 6° ano do Ensino Fundamental. Nesse sentido, buscou-se
alcancar os objetivos especificos tragcados na introducéo:

a) Verificar a compreensdo de covariacdo por alunos do 6° ano do Ensino
Fundamental em situacbes com suporte das tecnologias digitais a partir de
multiplas representagdes;

b) Mapear estratégias dos estudantes na resolucdo de situacdes que envolvam
covariacao;

c) Identificar a contribuicdo de recursos digitais para auxiliar a compreensao do

conceito de covariagdo com diferentes representagoes.

Para desenvolver as atividades da intervencdo e responder aos objetivos tracados,
foram necessarios estudos tedricos que ajudassem a compreender as questbes didaticas,
conceituais e cognitivas desse conceito. Verificou-se que diversos pesquisadores (CABRITA,
1998; LAMON, 1994, 2005, 2007; LESH; POST; BEHR, 1988; SILVESTRE, 2012)
encontraram associagdes entre o raciocinio proporcional e a covariacgao, ao indicarem que este
conceito esta inserido em situacdes de proporcionalidade quando se necessita, por exemplo,
fazer maltiplas comparacdes e, assim, tomar decisdes baseadas em dados qualitativos e/ou
quantitativos.

A comparacdo entre grandezas distintas requisita o estabelecimento de relacGes
funcionais, denominado de invariancia, e de relacbes escalares, também chamado de
covariancia de quantidades (LAMON, 2005; 2007; PONTE et al., 2010). Todavia, 0 estudo
realizado evidencia que a covariacdo envolve a coordenacdo entre essas duas relacdes,
funcionais e escalares, ja que, para compreender como a relacdo entre duas grandezas varia
em conjunto, é preciso entender que a relagdo entre elas permanece constante, ou seja, que a
relacdo funcional € a mesma para esse conjunto de variaveis.

Logo, devido as caracteristicas conceituais da covariacdo, percebe-se seu vinculo
com o raciocinio multiplicativo que esta também ligado ao estabelecimento de uma relacéo
fixa entre duas quantidades de mesma natureza ou distinta e uma relagcdo constante entre elas.
ApoOs andlise dessas estruturas, concluiu-se que, dentre as situa¢bes das estruturas
multiplicativas estudadas por Vergnaud (1983, 1988, 2009); Magina, Santos e Merline (2010,
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2012, 2014) e Santos (2012, 2015), as que envolvem o conceito de covariacdo séo as relacoes
quaternérias dos eixos de proporcdo simples, dupla e multipla que possuem complexidades
diferentes.

As atividades desenvolvidas ao longo da intervencdo buscaram aperfeicoar a
compreensdo das relacdes envolvidas nessas situagdes, procurando, desta forma, desenvolver
0 raciocinio multiplicativo. Devido a continuidade existente entre o campo aditivo e
multiplicativo, foi necessario, também, pensar em atividades que os estudantes ndo pudessem
resolvé-las, apenas, por meio de soma de parcelas iguais, possibilitando a ruptura entre a
adicdo e a multiplicacéo.

Em virtude de as situagcdes de proporgdo apresentarem uma estrutura funcional,
percebeu-se uma conexao entre o campo conceitual multiplicativo e algébrico. E certo dizer
gue a covariacdo também esta ligada ao campo algébrico, principalmente em se tratando de
situaces envolvendo os diferentes tipos de funces. No entanto, por causa do nivel escolar
dos sujeitos da pesquisa, optou-se por uma abordagem que considerou a aritmética, mas,
também, alguns elementos da algebra. Essa opcdo metodoldgica também foi escolhida por
possibilitar que os estudantes foquem em buscar generalizacGes, estabelecer relaces,
regularidades e padrdes, e ndo no simbolismo algébrico.

Considerou-se, ainda, a Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (1990) que
explica que a construcdo de um conceito esta ligada a uma triade que relaciona situacdes,
invariantes e representacdes simbolicas. Sendo assim, foi utilizado e incentivado o uso de
diferentes representac@es: textual, icbnica, tabular e gréfica, apoiadas por tecnologias digitais.
Estas foram trabalhadas em diversas situacdes, ndo apenas escolares. Por ultimo, a mediacdo
da pesquisadora auxiliou os estudantes a compreender as relagdes envolvidas (invariantes).

A opcdo de desenvolver intervencdo com suporte de tecnologias digitais foi
fundamentada em pesquisas, as quais indicam o uso de multiplas representacdes por meio de
ambientes computacionais (CONFREY, 1992; BORBA; VILLARREAL, 2005; FERRARA,
PRATT; ROBUTTI, 2006; PIERCE; STACEY, 2001), apontam beneficios do uso das
tecnologias digitais, como: rapidez e agilidade nas construcdes; visualizacdo e simulagéo de
situagbes (CASTRO, 2012) e da abordagem seres-humanos-com-midias (ARZARELLO;
ROBUTTI, 2010; BARBOSA; 2012; BORBA; VILLARREAL, 2005; BORBA, 2007), a qual
considera que a aprendizagem € construida coletivamente a partir da interacdo entre seres
humanos e midias.

Apesar da existéncia de poucos recursos digitais que possibilitassem o trabalho do

conceito de covariacdo e que atenda requisitos como: propiciar o trabalho de multiplas
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representacdes a partir do raciocinio multiplicativo; ndo enfatizar o simbolismo algébrico; ser
adequado para 0 6° ano do Ensino Fundamental; foram escolhidos: o software Geogebra, 0
aplicativo online Cacoo, o recurso digital Equilibrando proporces, o aplicativo WhatsApp e
0 blog. Ressalta-se que a escolha de varios recursos se deu pela necessidade de suprir
limitagdes identificadas nas analises, por meio da integracdo dessas ferramentas.

Para responder ao primeiro e ao segundo objetivo especifico desta tese, realizou-
se andlise quantitativa (desempenho) e qualitativa (estratégias) dos dados coletados antes,
durante e apos intervencdo. Os testes estatisticos aplicados no inicio da intervencdo, com GC
e GE, constataram que os dois grupos escolhidos para participar da pesquisa néo
apresentavam diferencas estatisticas significativas, o que foi importante para que se pudesse
realizar uma comparacao posterior e inferir sobre a melhoria de desempenho. Embora apenas
0 grupo experimental tenha passado pela intervencao, os contetdos trabalhados, em ambos 0s
grupos, estavam de acordo com o plano de ensino da escola, tendo sido, também, utilizados
pelos dois grupos, o mesmo livro didatico de matematica e o recurso digital Equilibrado
proporcdes, ja que este fazia parte da pesquisa de mestrado da professora de matematica.
Desta forma, os grupos receberam tratamentos diferenciados apenas em relacdo a metodologia
e as demais tecnologias digitais escolhidas para intervencao.

As analises em relagdo ao conhecimento de covariacdo foram feitas considerando:
(1) desempenho em situacdes de proporgdes; (2) desempenho na compreensdo de grandezas;
(3) desempenho em representacdo tabular e gréfica; e (4) desempenho geral, com todos 0s
aspectos analisados na intervencao.

As questOes relacionadas com o desempenho em situacfes de proporcdes (1)
foram divididas em: proporcdo simples, dupla e mdltipla. Ap6s a intervengdo, os testes
estatisticos evidenciaram um desempenho estatisticamente superior em situacdes de
proporcdo simples e mdltipla. Apesar de ter acontecido uma melhoria da média no
desempenho de proporgdo dupla, esta ndo foi suficiente para que fosse significativa. Para
Gitirana et al. (2014), situagdes de proporcdo dupla tem uma complexidade inferior que as de
proporcdo mdaltipla, todavia, o que foi percebido apds a intervengdo, é que os alunos do GE
apresentaram maior dificuldade em proporcéo dupla do que em multipla.

Verifica-se que as trés situacOes de propor¢des analisadas possuem estruturas
diferentes, o que pode ter influenciado os resultados dos testes. Na proporc¢éo simples, ha uma
relagcdo de proporcionalidade entre quatro quantidades, agrupadas duas a duas. Na proporcéao
maltipla e dupla, tém-se, pelo menos, seis quantidades agrupadas duas a duas. A diferenca

entre a proporcdo multipla e dupla estd que a primeira forma uma composi¢do de duas
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proporcdes simples, todas relacionadas, formando uma fungdo composta; enquanto que na
segunda, ha relacdes de dependéncias e independéncias, pois tem em sua estrutura uma
funcéo bilinear.

Logo, essas caracteristicas estruturais diferentes permitem que a proporcao
multipla possa ser representada por uma funcdo linear, o que ndo é o caso da proporcao dupla.
Como a intervengédo se baseou em representagdes lineares, a proporcdo dupla ndo pode ser
representada por meio de graficos. Constata-se, nas analises de estratégias e verificacdes de
teoremas-em-acao, que ha similaridade entre a proporcdo simples e mdltipla, ja que ambas
podem ser representadas por fungdes lineares.

A verificacdo qualitativa dos protocolos de transcri¢do, dos testes (pré e p6s) e das
atividades desenvolvidas correspondentes as situacdes de proporcdo, constatou que, antes da
intervencdo, a concepc¢do dos estudantes em relacdo a multiplicacdo era limitada a soma de
parcelas iguais. Apesar dessa concepcao ser correta, esta fica restrita & continuidade entre a
adicdo e multiplicacdo, o que implica a necessidade de também propor novas situacfes que
provoguem o rompimento entre o campo aditivo e multiplicativo, além de considerar as
diferentes complexidades desse campo conceitual. Em relacdo a divisdo, os estudantes
conseguiram associd-la a multiplicacdo, ao explicarem o uso da prova real, porém,
relacionaram a divisdo somente & ideia de cota (medir).

Também foi verificado, na sondagem feita na primeira intervengdo, que 0s
estudantes, a principio, preocupavam-se, exclusivamente, com os nimeros e as operacdes a
serem realizadas, ao enfatizarem o uso do algoritmo com prova real e a utilizacdo excessiva
de regras. Atribuem-se essas concepcoes e acOes ao fato de o ensino de matematica focar mais
na operacdo do que na compreensdo da situacdo e das relagcdes envolvidas. Tais problemas
devem-se, em parte, a formacdo matematica de alguns professores que tém a concepcao de
gue a légica matematica pode ser ensinada por repeti¢do das definicdes e dos algoritmos, por
meio de palavras-chave ou modelos pré-definidos sem o entendimento das relaces ali
estabelecidas (MAGINA et al., 2001; MAGINA; SANTOS; MERLINE, 2013). Infelizmente,
essa concepcao de ensino tem predominado durante muitos anos nas escolas brasileiras.

Assim, as estratégias que prevaleceram, antes da intervencgdo, foram: aditivas,
com uso de agrupamento, correspondéncia e adicdo de parcelas iguais - algoritmo da adicéo;
multiplicativas, com predominio do algoritmo da multiplicacdo, mesmo quando a situagéo era
de divisdo; e a combinacdo de estratégias, aditivas e multiplicativas. Essas estratégias e
raciocinio apresentados no pré-teste pelos dois grupos estdo de acordo com o que se esperava,

em relacdo ao desempenho e ao raciocinio empregado por estudantes do 6° ano do Ensino
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Fundamental (GITIRANA et al., 2014). Nenhuma das resolucdes explicitou relagdes entre
grandezas distintas (funcional) ou dentro da mesma medida (escalar), assim como verificado
na pesquisa de Castro et al. (2015), o que sugere que os estudantes ndo compreendiam
covariacao.

Apo6s a intervengdo com o uso de tecnologias digitais, os testes demonstraram
mudanca de estratégias de todos os estudantes do GE, que, mesmo quando a questdo estava
errada, esta explicitava o raciocinio multiplicativo por meio de relacBes funcionais e/ou
escalares. Gitirana et al. (2014) explica que estratégias que considerem relagdes sdao mais
comuns de serem encontradas em estudantes do 9° ano do Ensino Fundamental, contudo, as
que foram retratadas em seu estudo ndo deixavam explicitas as relacbes consideradas.
Ressalta-se, ainda, que além das estratégias, foi possivel verificar teoremas-em-acao
mobilizados pelas crian¢as durante as atividades.

No caso da proporcdo dupla, chamou atencdo o fato dos estudantes terem
considerado, em suas estratégias, todas as relagcdes existentes nesse tipo de situacdo como
dependentes, o que na realidade ndo é. Como indicado anteriormente, esta estratégia pode ser
oriunda da concepcéo de linearidade desenvolvida na intervencdo. Nao foram encontrados, na
literatura, estudos que pudessem esclarecer esses resultados, requisitando pesquisas para um
maior aprofundamento no futuro.

O desempenho na compreensdo de grandezas (2) analisou, apenas, o entendimento
do tipo de relacdo: direta e inversamente proporcional. Os testes estatisticos ndo apontaram
melhoria significativa, nem do GE e nem do GC, mesmo com aumento da média apresentada
pelo GE. Ja as andlises qualitativas realizadas com os dados coletados ao longo da
intervencdo, revela que, no inicio, as criangas tinham dificuldades em reconhecer as grandezas
em uma situacdo, mas que, no final da intervencdo, passaram a identificar e estabelecer
relacBes entre grandezas. Acredita-se que o desenvolvimento dessa competéncia tenha sido
essencial para o sucesso da intervencdo, uma vez que, ao invés das criancas focarem apenas
nos nimeros de uma situagao, passaram a buscar as grandezas e estabelecer suas relagdes.

Foi percebido, portanto, durante a intervencao, que, ao identificar as grandezas, as
criangas conseguiam perceber e diferenciar os conjuntos formados pelas medidas de mesma
grandeza e, assim, definir as relagdes entre esses conjuntos (funcional) dentro de um mesmo
conjunto (escalar). O entendimento das relacfes, isto &, do invariante correspondente ao
operador funcional, assim como, da relagcdo escalar, revelou-se importante requisito para a
compreensdo da covariacdo. Os estudantes também foram capazes de comparar o conjunto de

dados de uma situagdo com o de outra situacao.
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O desenvolvimento da nogdo de grandeza é recomendado por documentos oficiais
como o Referencial Curricular Nacional para a Educacdo Infantil (RCNEI) e os Parametros
Curriculares Nacionais (PCN) de Matematica. Essa recomendacdo é dada a partir do bloco
Grandezas e Medidas, presente nos dois documentos (BRASIL, 1997; BRASIL, 1998b).

Cotidianamente, o conhecimento matematico relativo as Grandezas e Medidas sdo
requisitados, demonstrando a utilidade social do conhecimento matemético. A exploracdo
dessas nocOes é importante também para os demais blocos de conteidos matematicos:
Numeros e Operacdes, Espaco e Forma e Tratamento da Informacdo. Mesmo com a
importancia dada as grandezas, ja que 0 RCNEI e os PCN possuem um bloco especifico, estas
tém sido trabalhadas na escola apenas como conteldo (unidades de medida, medidas de
comprimento, medidas de area, dentre outros) e, em muitos casos, sem aproveitar as
possibilidades interdisciplinares que podem proporcionar aos demais blocos e contetdos.

O desempenho em representacdes tabulares e graficas (3) foi significativamente
superior para GE, ap0s intervencdo, nos trés aspectos analisados: interpretacdo de gréficos
lineares; identificacdo de padrbes em tabela; e construcdo do gréafico.

Os dados qualitativos deixam evidente que na interpretacdo de graficos os
estudantes explicitaram as grandezas envolvidas, estabeleceram as relagbes funcionais e
escalares para cada reta representada. Também foram capazes de comparar o0 conjunto de
dados representados em cada grafico, demonstrando um aumento no repertério de
competéncias percebidas no pré-teste.

Em relacdo a identificacdo do padrdo em tabelas, constatou-se que, diferente do
pré-teste, 0s alunos estabeleceram o padrdo aditivo entre as grandezas; no pés-teste, 0s
estudantes do GE explicitaram as rela¢des funcionais, demonstrando também compreender o
padrdo escalar, utilizando o raciocinio multiplicativo para estabelecer essas relacdes.
Carraher, Schliemann e Brizuela (2000) explicam que € mais comum que 0s alunos percebam
0 padrdo aditivo do que o multiplicativo em representacdes tabulares, confirmando a eficacia
da intervencdo em desenvolver novos esquemas de acao.

A construcdo de gréaficos lineares foi quantitativamente e qualitativamente
superior aos resultados apresentados no pré-teste, no qual nenhum estudante conseguiu
pontuar. Os estudantes deixaram evidente a falta de conhecimento das convencdes, da
compreensdo das varidveis de cada eixo do grafico e da escala usada para retratar as
coordenadas. Com a intervengdo, estes passaram a conhecer, pelo menos, as convengdes

necessarias para esse tipo de representacdo. Logo, mesmo os estudantes que ndo pontuaram na
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construcdo de gréficos lineares, manifestaram mudancas de concepcdes e ampliagdo das
competéncias.

A compreensdo da relacdo entre os dois eixos de um plano cartesiano é necessaria
e requisitada pela escola, uma vez que o estudante precisa saber ler um gréafico, organizar e
operar os dados, de modo a conseguir relacionar as informagdes com os diferentes tipos de
representacdo, ja que as representacdes gréficas, tais como quadros, tabelas e gréaficos, tém
uma funcao social que vai além da comunicacdo (CASTRO, 2012).

Ao considerar a intervencdo como um todo, ou seja, o desempenho geral (4) dos
estudantes em proporcGes, compreensdo das relagdes e representacfes tabulares e gréficas,
constatou-se que houve uma melhora estatisticamente significativa, tanto em relacdo ao GE e
GC, que passaram a divergir significativamente, como quando comparado o pré-teste e pos-
teste, com aumento expressivo de todas as médias do GE.

Estas constatacbes em relagdo a todos os aspectos analisados na intervencéo,
sejam especificos ou gerais, mostram que os estudantes do GE, embora ndo fossem capazes
de compreender um conjunto de dados, inicialmente, ap6s intervencdo desenvolveram
esquemas que possibilitaram o entendimento da invariancia e da covariacdo. Isso fica claro
quando, além de estabelecer uma relacéo, analisam e/ou representam um conjunto de dados,
seguindo esse mesmo padrdo, seja por tabela ou grafico. Passando, portanto, a saber
coordenar a mudanca de duas variaveis, conforme explicado por Confrey e Smith (1994,
1995), aqui apresentado como grandezas ou por x e f(x). Além dessa coordenacdo de variaveis
de uma mesma situacdo, desenvolveram a competéncia de comparar o conjunto de dados com
outros de mesma natureza, e inferir resultados a partir da consciéncia dessas relacdes. Pode-
se, ainda, concluir que as criangas passaram a compreender e estabelecer padrdes, mas,
também, a questionar a falta deles.

De acordo com o que foi visto nesta pesquisa, 0 raciocinio covariacional tem
relevancia nao apenas na interpretacdo e representacdo de informac@es em um grafico de uma
funcdo, mas em situacOes reais presentes na vida social e que nem sempre € representada por
funcdo, embora isso possa ser feito. Como a interveng@o néo teve a intencdo de enfocar o
simbolismo algébrico, comuns na algebra, os estudantes puderam se concentrar na
compreensdo e estabelecimento de relacbes, de padrdes, de generalizacGes, dentre outras
competéncias relacionadas com esse campo.

Acredita-se que, devido as capacidades e as competéncias desenvolvidas pelos
estudantes ao longo da intervencéo, estes deverdo ter mais facilidade ao iniciarem estudos de

funcdo, pois, de acordo com Blanton e Kaput (2004), o raciocinio covariacional serve de
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trampolim cognitivo no desenvolvimento do raciocinio funcional. Esta conclusdo se
fundamenta nas analises dos teoremas-em-a¢do mobilizados pelos estudantes durante a
resolucdo de situacGes propostas, que evidenciam o raciocinio funcional do estudante.

Os resultados deste estudo demonstram que a utilizacdo de relagdes
multiplicativas permitiu que os alunos melhorassem o desempenho e desenvolvessem a
compreensdo em relacdo a natureza escalar e funcional das grandezas envolvidas, o que esta
relacionada com ampliacdo da capacidade de generalizacdo dos alunos acerca das relagdes
existentes em cada variavel e entre variaveis, flexibilizada pelas diferentes representacoes
utilizadas, como tabelas, graficos ou linguagem natural e matematica. Concorda-se com 0s
pesquisadores Carraher et al. (2006), ao afirmarem que as representacdes tém um importante
papel na compreensdo das relacGes de uma situacao.

Os bons resultados obtidos no desempenho dos estudantes do GE demonstram que
as atividades desenvolvidas junto a esse grupo, com suporte de tecnologias digitais, foram
importantes para a diferenca de resultados entre os grupos, apés intervencdo. Para obter esse
rendimento, foi necessario tracar estratégias pedagodgicas e didaticas que permitissem que as
criancas superassem as dificuldades inerentes da complexidade conceitual de cada situacéo.

Assim, para responder ao terceiro objetivo especifico desta tese, analisou-se,
qualitativamente, as contribuicdes das tecnologias digitais para o desenvolvimento conceitual
de covariacdo. A avaliacdo desses dados possibilita verificar contribuicdes conceituais das
tecnologias digitais utilizadas na intervencdo, relacionadas com: a visualizacdo e a
representacdo; a construcdo e producao de conhecimento; e a significagéo.

Os recursos digitais que mais contribuiram com a visualizacdo e a representacéo,
foram o software Geogebra, o aplicativo online Cacoo, o recurso digital Equilibrando
Proporcdes e 0 WhatsApp.

O software Geogebra deu agilidade, precisdo e dinamicidade na construcdo de
graficos, possibilitando o surgimento de discussdes relacionadas a compreensdo do conceito
de covariagdo e, desta forma, os alunos focaram no entendimento das relagdes e ndo nas
habilidades manuais e técnicas de construcdo. Permitiu, também, que os alunos conhecessem
as convencdes necessarias para representar graficos lineares, pois os estudantes puderam
visualizar elementos como: plano cartesiano, abscissa, ordenada, titulo, par ordenado, dentre
outros. Com a utilizagdo desse software, os alunos passaram a entender que o ponto no
gréafico era formado por duas coordenadas e que cada uma delas representava uma medida em
cada eixo e ainda que, para que o grafico fosse uma reta, a relacdo entre essas coordenadas

precisaria ser constante, favorecendo, portanto, a percepcdo da linearidade, ou seja, de que 0s
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pontos marcados em um gréafico linear seguem o mesmo principio I6gico. Devido a essa
compreensdo de linearidade, puderam inferir pontos que extrapolavam a representagéo de um
segmento de reta, por exemplo e, ainda, verificar erros quando pontos ficavam fora da reta.

Embora o Geogebra possibilitasse a representacdo tabular, optou-se por fazer
essas representacdes pelo aplicativo online Cacco, ja que, além das tabelas, ele também
permitia a representacdo iconica, textual e, até mesmo, grafica. Todavia, constatou-se as
limitacGes na construcdo de graficos pelo Cacoo, uma vez que esta era dificultada pela falta
de parametros e elementos que servissem para subsidiar essa construcdo, fazendo com que 0s
alunos perdessem muito tempo e, mesmo assim, os graficos apresentassem problemas de
proporcionalidade.

Assim, a utilizacdo em conjunto desses dois recursos, Geogebra e Cacoo,
possibilitou a exploracdo, sem limitacBes, das multiplas representacdes (tabular, grafica,
icOnica e textual), para uma melhor compreensao dos invariantes (PRAIN; WALDRIP, 2006).

As mdltiplas representacGes puderam também ser exploradas, simultaneamente,
pelo Equilibrando proporcdes. Esse recurso digital oportunizou a manipulacdo e simulacédo
das grandezas representadas na forma iconica, textual e tabular, em situacdes de proporcéo
simples - correspondéncia muitos-para-muitos, possibilitando, também, a ampliacdo do
campo numérico, ao propor situacbes com grandezas continuas envolvendo numeros
decimais. Apesar de ter como objetivo de apenas identificar se o tipo de grandeza era direta
ou inversamente proporcional, devido ao seu poder de representacdo e simulacéo, foi proposto
ser explorada, principalmente, a compreensao das relacdes entre as grandezas. Sendo assim,
possibilitou o desenvolvimento e aprimoramento de estratégias, j& que, ao realizar as
simulaces, era possivel perceber a variagdo dos dados, que acontecia de acordo com o
aumento ou diminuicdo das quantidades representadas de forma iconica. Verifica-se que as
simulacdes feitas por representacao iconica ndo sdo transpostas para a tabela, que se apresenta
estatica no recurso, ou seja, ndo permite nenhum tipo de interacdo. Em relacdo as adequaces
pedagdgicas e didaticas para o uso do recurso digital Equilibrando proporcdes, certificou-se
algumas inadequacdes relacionadas a proposicéo de situagdo com contexto inadequado.

O WhatsApp também trouxe beneficios em relacdo a exploragdo da visualizagdo e
representacdo. Mesmo nao tendo sido criado para essa finalidade, se mostrou um ambiente
propicio as visualizagdes e as multiplas representacdes, nas quais aparecem na forma de
registros fotogréaficos, textos, audios, videos, tabelas, graficos, desenhos, emojis, explorando,
desta forma, a construcdo da nogdo de grandeza e suas relagdes e as interpretacdes de graficos

lineares, proporcionando, assim, o desenvolvimento conceitual de covariagdo. Mesmo
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mostrando algumas limitagcGes em representar notacdes matematicas e simbolos, estas foram,
aos poucos, sendo contornadas pelos proprios estudantes.

A construcdo e a producdo do conhecimento foram outros tipos de contribuicao
das tecnologias a aprendizagem, ou seja, para a melhoria do desempenho e estratégias dos
estudantes do GE, tendo sido viabilizada pela utilizacdo do Geogebra, em que os estudantes,
em grupo, construiam graficos para representar a situacdo trabalhada; pelo aplicativo online
Cacoo, ao possibilitar a criacdo de infograficos com representacdes iconicas, tabulares e
textuais; pelo blog do projeto; e pelo WhatsApp.

Dentre as atividades que envolviam tecnologias digitais, 0 WhatsApp mostrou-se
um recurso com potencial ndo apenas de comunicacdo, mas de producdo de conhecimento,
pois a reunido e a interacdo de pessoas com diferentes saberes favoreceram a consolidacdo de
uma inteligéncia coletiva. Essa interacdo ajudou no desenvolvimento da capacidade de
argumentacdo; de expressdo e de representacdo da matematica; de aprimorar estratégias em
processo de resolugdo de problemas; competéncias estas adquiridas ao longo do processo
interativo.

A multimodalidade presente no WhatsApp propiciou a integracdo de tecnologias
analdgicas (lapis, papel, livro didatico) e digitais (Geogebra, imagens, videos), possibilitando
que os estudantes expressassem seus raciocinios de diferentes formas. Constatou-se que as
caracteristicas multimodais do WhatsApp, aliadas com a proposta desenvolvida na pesquisa e
com a mediacdo da pesquisadora, possibilitaram com que o0s esquemas de uso desse recurso
pudessem evoluir, de artefato para instrumento de producdo do conhecimento. Estas
constatacOes estdo de acordo com o que Arzarello e Robutti (2010), Clark-Wilson (2013) e
Vérrilon e Rabardel (1995) chamam de génese instrumental. Essa unificacdo entre seres
humanos e midias, segundo Borba e Villarreal (2005), forma um coletivo pensante,
contribuindo para a producdo de conhecimento, o que vai ao encontro com a abordagem
seres-humanos-com-midias, usada para fundamentar este trabalho.

Ainda considerando a construcdo e a producdo do conhecimento, o WhatsApp,
assim como o Cacoo, o Geogebra e o blog, foram utilizados no processo de producdo de
curtas. Esse processo, possibilitado pela integracdo de tecnologias analdgicas e digitais,
demonstra o crescimento cognitivo, tanto no aspecto conceitual, procedimental, como
atitudinal, pois, além do dominio e precisdo na abordagem dos conceitos matematicos, 0s
estudantes se apropriaram dos procedimentos necessarios em cada etapa, desenvolvendo
também atitudes importantes e necessarias ao convivio em sociedade, como: a autonomia, 0

poder de argumentacdo, 0 senso critico e a criatividade. Demonstrando que as tecnologias
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digitais podem favorecer a mudanca de postura do estudante, o qual passam de consumidores
de informacéo, para produtores de informagao e conhecimento.

No caso, o video, fruto dessa construcdo coletiva, desenvolvida por meio de troca
de ideias, discussdes, simulacbes, compartilhamento de informacdes, € um produto concreto
das concepgdes construidas ao longo do projeto em relacdo ao conceito de covariacao
presente nas estruturas multiplicativas. Esse produto deu um grande significado ao trabalho
até entdo desenvolvido, uma vez que os estudantes foram corresponsaveis por todo o
processo, criando a histdria, pensando no contexto e na situacdo abordada, sendo, portanto,
autores dessas produgdes. Concorda-se, portanto, com a afirmacdo de Wild e Pfannkuch
(1999) de que contextos investigativos sdo propicios para que os estudantes ajam como
produtores de dados.

As analises mostram, ainda, que o processo de producdo de videos teve
contribuicdes das tecnologias digitais, relacionado com todas as categorias elencadas nessa
andlise: a visualizacdo e a representacdo; a construcdo e producdo de conhecimento; e a
significacao.

A significacdo foi considerada a partir de trés sentidos: o primeiro, associado ao
carater social que determinada situacdo esta inserida; o segundo, ao significado matematico,
relacionado as representacdes e aos conceitos matematicos necessarios para formalizar as
abstracfes matematicas; e o terceiro, ligado ao engajamento provocado pelo envolvimento
com as atividades e situac6es abordadas na intervencéao.

As atividades desenvolvidas no WhatsApp e a mediacdo da pesquisadora,
contribuiram para a significacdo, considerando os trés sentidos dados nessa pesquisa, pois
favoreceu a construgdo do significado matematico e social do conceito, além de proporcionar
0 engajamento as atividades. Atribui-se a essas evidéncias a proposta desenvolvida nesta
intervencdo, assim como, a capacidade que esse aplicativo tem de articular representacéo,
comunicagdo e mobilidade.

De todos os recursos utilizados nessa intervencédo, o blog foi o que teve o uso mais
restrito, porém também trouxe beneficios para a significacdo, pois contribuiu para dar
significado as construgdes e as analises de situacOes reais feitas pelo grupo. Sentido muito
semelhante foi atribuido aos infograficos e graficos construidos pelos estudantes por meio do
aplicativo Cacoo e do Geogebra, respectivamente. Esses infograficos traziam contextos reais
de comparacdo de precos de produtos em supermercados e ao torné-lo publico, as criangas
acreditavam que serviria para que outras pessoas pudessem entender como fazer uma melhor

compra e, assim, economizar.
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Defende-se a premissa de que as tecnologias digitais contribuem para a produgéo de
significados quando servem de instrumento de producdo, de transformacdo de diferentes
contextos, mas também ao possibilitar que o estudante seja confrontado com situacdes de
tomada de decisao e de confrontos de ideias, pois a significacdo também esta relacionada com
0 engajamento dos alunos as atividades, 0 que pode ser constatado pela mudanca de postura e
comportamento frente ao processo de aprendizagem. Dentre esses comportamentos, destaca-
se 0 desenvolvimento da autonomia, do senso critico, do poder de argumentacdo e da
criatividade. No decorrer desta investigacdo, observou-se, ainda, o desenvolvimento de
lideranca de algumas criangas, verificadas nas atividades de producéo, ou ainda, em discusséo
no WhatsApp.

Destarte, as tecnologias digitais utilizadas nessa intervencao foram importantes
para tornar o aluno sujeito ativo nos processos de aprendizagem. Além de ter possibilitado um
melhor desempenho e evolucdo de estratégias, também contribuiu no desenvolvimento de
competéncias que ampliardo a capacidade de os estudantes gerenciarem seu proprio processo
de aprendizagem.

Assim, acredita-se que 0s objetivos propostos inicialmente, nesta tese, foram
alcancados, de modo que acrescentaram conhecimentos importantes sobre o desenvolvimento
do conceito de covariacdo por estudantes do 6° ano do Ensino Fundamental, com multiplas
representacdes e suporte das tecnologias digitais. Dentre essas informacdes, tém-se que: (1) a
covariacdo estd presente nas estruturas multiplicativas em situacGes quaternarias do eixo de
proporcéo - simples, dupla e maultipla; (2) o desenvolvimento da nocdo de grandeza e sua
identificacdo nas situacdes sdo importantes para que os estudantes centrem suas atengdes nas
relacbes e ndo apenas nos numeros; (3) a analise das estratégias e dos teoremas-em-acao
empregados pelos estudantes, ao longo de uma sequéncia didatica, ajuda a compreender a
eficiéncia didatica da metodologia, permitindo modificacbes no planejamento; (4) o uso de
multiplas representacGes contribui para que os estudantes compreendam e estabelecam
relagdes (funcionais e escalares) desenvolvendo o raciocinio multiplicativo; (5) as tecnologias
trazem contribuicBes relacionadas a visualizacdo e representacdo; construcdo e producdo de
conhecimento e significacdo, dentre outras ja apontadas.

Convém ressaltar que, ao propor a exploracdo do conceito de covariacdo, nao se
pretende trazer mais um “conteido” para ser trabalhado na escola. Entende-se que, devido sua
insercdo nas estruturas multiplicativas, é pertinente e adequado ser explorado na Educacdo

Basica, a partir de situacbes de proporcéo.
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Ressalta-se a importancia de que materiais didaticos como livros e recursos
digitais explorem, principalmente em situacdes multiplicativas de proporgéo, representacoes
tabulares, graficas e icbnicas, assim como a combinacao entre elas, ja que ficou evidente suas
contribuicdes para o desenvolvimento do raciocinio multiplicativo.

A pesquisa, ao apontar limitacOes e/ou contribuigdes de determinados recursos
utilizados, traz indicios de elementos a serem (des)considerados, o que pode fornecer
requisitos para a elaboracdo de outros materiais didaticos, como livros didaticos e recursos
digitais, que possam ser utilizados para superarem as dificuldades cognitivas na construcéo do
conceito de covariacao, de funcdo e das estruturas multiplicativas.

A abordagem utilizada nessa intervengdo pressupfe que o estudante seja
protagonista dos processos de ensino e de aprendizagem. Assim, ressalta-se a necessidade de
as acOes didaticas considerarem ndo apenas o desenvolvimento conceitual, mas procedimental
e atitudinal.

A producdo de conhecimento mobilizado pelas tecnologias digitais tem
favorecido abordagem didética. Portanto, é preciso considerar metodologias em que os alunos
ndo sejam um receptor passivo, mas que, a partir de atividades significativas, ou seja, que
promovam o engajamento, demonstrem disposi¢do em aprender.

Hé ainda implicac¢fes importantes para o ensino de covariagdo, funcao e estruturas
multiplicativas, pois a metodologia utilizada mostra a efetividade das acbes pedagogicas,
considerando o processo de construcdo de uma sequéncia de atividades baseadas em teorias,
mas aplicadas, em termos praticos, em ambiente escolar. Todavia, indica-se a necessidade de
formagéo de professores para o desenvolvimento e a utilizacdo dessas atividades que poderédo
ser utilizadas, melhoradas ou adequadas para a realidade de cada escola.

A melhoria significativa do desempenho e competéncias dos estudantes do GE,
conforme explicitado anteriormente, implicam a responsabilidade da pesquisadora em
proporcionar a0 GC semelhante tratamento. Desta forma, as atividades e metodologias
desenvolvidas, serdo, em conjunto com a professora de matematica e com apoio dos
estudantes do GE, realizadas com os estudantes do GC. Assim, além de poder dar tratamento
semelhante aos dois grupos, pretende-se verificar adequagcOes para a utilizacdo desta
metodologia em outros contextos.

As analises e reflexdes realizadas ao longo desta pesquisa, trazem questfes
tratadas pela pesquisa que a investigacdo ndo foi capaz de abarcar, devido ao tempo e a

necessidade de atender aos objetivos tragados inicialmente.
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Estudos posteriores poderdo analisar com maior profundidade as situagdes de
proporcdo dupla e maltipla, buscando situagGes relacionadas com o cotidiano ndo escolar e
expliqguem melhor as relages, as representacdes mais adequadas e 0s possiveis teoremas-em-
acao mobilizados. Além disso, € preciso, também, considerar a aplicacdo dessa intervencao
em outros contextos e diferentes niveis de escolaridade, verificando se surgem outras

estratégias e teoremas-em-acao, diferentes dos que foram apresentados nesse estudo.

N&o se pode deixar de destacar, como reflexdo final, as implicacdes que esse
estudo proporcionou a esta pesquisadora, enquanto professora e investigadora, podendo ser
destacado como a experiéncia mais desafiadora e significativa de sua trajetoria académica e

profissional.
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APENDICES

APENDICE A - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO
ASSINADO PELO RESPONSAVEL

Prezados Pai, Mée ou Responsavel,

Seu filho estd sendo convidado a participar como voluntario(a) da pesquisa:
PRODUCAO COLABORATIVA EM AMBIENTES DE MULTIPLAS-
REPRESENTAQOES: ESTUDO DA COVARIAQAO A PARTIR DAS ESTRUTURAS
MULTIPLICATIVAS, realizada pela doutoranda Juscileide Braga de Castro, aluna regular
do PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM EDUCACAO BRASILEIRA DA
UNIVERSIDADE FEDERAL DO CEARA (UFC), sendo orientada pelo Professor Doutor
José Aires de Castro Filho.

Essa pesquisa visa investigar as contribuicdes de uma abordagem com o uso de
tecnologia no desenvolvimento de conceitos matematicos, como 0s de covariacdo. As
atividades serdo desenvolvidas durante as aulas de matematica de seu filho, sendo utilizados
para isso, laptops, recursos digitais, softwares, videos, dentre outros materiais. Também
utilizaremos um blog e producdo de videos pelos prdprios alunos com o objetivo de tornar
significativas as atividades desenvolvidas.

Para isso, gostariamos de sua permissdao para que seu filho(a) possa ser
acompanhado durante o projeto, entrevistado(a), fotografado(a) ou filmado(a) durante a
realizacdo de tais atividades. Estas entrevistas, fotos, videos e audios serdo utilizados apenas
para efeito de pesquisa, sendo respeitada toda a integridade e anonimato de seu filho(a), ou
seja, 0 seu nome ndo sera revelado no decorrer da analise e na publicacdo do estudo. N&o sera
cobrado nenhum valor para sua participacdo, assim como ndo havera ressarcimento por
contribuir com o estudo.

A participagdo de seu filho sera de fundamental importancia, para que possam ser
atingidos os objetivos do estudo, colaborando com o desenvolvimento de novas metodologias
para 0 ensino de matematica. Em caso de divida, vocé podera comunicar-se com a
coordenadora do projeto Juscileide Braga, pelo telefone: (85) 988318798 ou e-mail:

juscileide@virtual.ufc.br.
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Este termo de consentimento é entregue em duas vias para sua assinatura, caso
venha a concordar em participar da pesquisa, sendo destinada uma via para vocé e outra para

a pesquisadora. Agradecemos sua disponibilidade e atencéo!

Juscileide Braga de Castro (coordenadora do projeto)

() Sim, é de livre e espontanea vontade que autorizo meu filho(a) a participar do projeto.

() Né&o, ndo autorizo meu filho(a) a participar do projeto.

Nome do aluno:

Nome do responsavel pelo aluno(a):

RG (doc. identidade) do responsavel:

Assinatura do responsavel:

Fortaleza, de de 2015.
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APENDICE B — MODELO DO TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E
ESCLARECIDO ASSINADO PELAS ESCOLAS

Ao:
Comité de Etica em Pesquisa ¢/ seres humanos
Universidade Estadual de Santa Cruz

Senhor(a) Coordenador(a) do CEP-UESC

Eu, , diretor(a) da escola

conheco o0 Protocolo de Pesquisa

intitulado “Um estudo sobre o dominio das Estruturas Multiplicativas no Ensino
Fundamental”. Com a Coordenagdo Geral da pesquisadora Dra. Eurivalda Ribeiro dos
Santos Santana da Universidade Estadual de Santa Cruz a Sede da pesquisa, desenvolvido
numa rede de pesquisa com a Universidade Federal de Pernambuco - Nucleo 1 - coordenado
pela Dra. Sintria Labres Lautert e a Universidade Federal do Ceara — Nucleo 2 - coordenado
pelo Dr. José Aires de Castro Filho. Concordo com sua realizagdo ap0s a apresentacdo do
Termo de Consentimento Livre e Esclarecido devidamente preenchido e assinado pelas
partes.

O inicio desta pesquisa neste Servico s6 podera ocorrer, a partir da apresentacao

da carta de aprovacio do Comité de Etica em Pesquisa da UESC.

Atenciosamente,

Diretor(a) da escola
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APENDICE C - PRE-TESTE (AVALIACAO DOS CONHECIMENTOS PREVIOS)

Caro estudante, responda as questdes a seguir de acordo com seus conhecimentos. A
resolucdo dessas questbes ndo incidirdo sobre notas escolares. Suas respostas serdo de
natureza confidencial. Por favor, sempre que possivel explicite seu raciocinio.

Agradecemos sua colaboracdo nesse processo!

Nome Completo: Turma:

la questdo: José coleciona figurinhas de herdis. Sabendo que em cada pacote vem 5
figurinhas, responda:
a) Quantas figurinhas terdo em 6 pacotes?

Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar.

Resposta:
b) Quantos pacotes José precisa comprar para ter 20 figurinhas?

Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar.

Resposta:

2a questdo: Brenda coleciona figurinhas das olimpiadas. Ela comprou 4 pacotes e obteve 24
figurinhas. Responda:

a) Se Brenda comprasse 6 pacotes, quantas figurinhas teria?

Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar.

Resposta:

b) Quantas figurinhas vem em cada pacote?

Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar.
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Resposta:

3a questdo: Na escola de Danilo vai ter um baile de Carnaval. A escola conseguiu um
desconto especial para a comprar o tecido das fantasias. Cada 2 metros de tecido custara 10
reais. Responda:

a) Quanto custara 2,5 metros de tecido?

Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar.

Resposta:

b) Danilo tem 15 reais, quantos metros de tecido podera comprar?

/ Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar. \

o /

Resposta:

¢) Quanto custa 1 metro de tecido?

Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar.

Resposta:

4a questdo: Para fazer arranjos que decorardo a festa na escola foram utilizadas 3 rosas
vermelhas. Em cada rosas vermelha tem 2 ramos de folhas. Para 10 arranjos, quantas rosas e

guantos ramos de folhas serdo necessarios?

Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar.

Resposta:
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5a questao: Um ingresso para jogar durante uma hora no playstation custa R$ 6,00. Quanto
custara 4 ingressos para jogar 2 horas?

Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar.

Resposta:

6a questdo: Leia as frases abaixo e depois indique (V) para verdadeiro ou (F) para falso.

Justifique sua resposta de acordo com o raciocinio utilizado para responder.

() Se Silvania demora 10 minutos para percorrer a distancia de sua casa a escola, Silvania e
Carol levardo 20 minutos para percorrer a mesma distancia.

()Se Rodrigo faz um modelo de carro em 2 horas, pode fazer 3 modelos iguais em 6 horas.

() Se Deborah leva 2 dias para pintar um muro sozinha, com a ajuda de mais dois colegas
pintard em 6 dias.

() Se uma torneira enche uma piscina em 30 minutos, 2 torneiras podem encher a mesma
piscina em 15 minuto.

7a questao: Na figura estdo representados dois comodos da planta de uma casa. Na realidade,
a sala é quadrada com lados de 6 m. Calcule as dimensdes reais do quarto.

3cm
25¢cm
3cm Sala 7 Quarto 2cm
/ Local para fazer os calculos e. se auiser. também desenhar. \
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Resposta:

8a questdo: Os graficos abaixo representam a distancia - Comprimento em metros percorrido
em um determinado tempo. Observe os graficos e responda:

grafico 1 - [gor o gzr-ilicﬂ 2 _ Deborah

tempe [ seg) :ﬂ
tempo { 55;_‘] 15 a
&
10 i

] T T T ]

T T T T d L 2 4 § a

1 1 z 1 4 5 compriments  ( metros)
compriments ( metros)

Que conclusGes podemos tirar ao analisar os graficos? Marque V ou F e justifique sua
resposta.

() Deborah e Igor percorrem a mesma distancia no mesmo intervalo de tempo.

() Deborah percorre um espaco maior que Igor, se compararmos 0 mesmo intervalo de tempo.

() gor percorre um espago maior que Deborah, se compararmos 0 mesmo intervalo de tempo.

9a questdo: Sabendo que 20 pilhas correspondem a 5 embalagens, responda ao que se pede.

a)Complete a tabela.

No de embalagens 5 10 15 20

No de pilhas 20

Observe a tabela da pagina anterior e responda: Qual a relagcdo entre o niUmero de embalagens

e pilhas? Explique como chegou a essa concluséo.
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b) Complete os dados no grafico abaixo de acordo com a tabela da questéo anterior.
No de pilhas Ar

20 ¢

5 No de embalagens ™~

Seré possivel determinar através do grafico o nimero de pilhas que ha em 30 embalagens?
Justifique sua resposta.

Muito obrigada! :)
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APENDICE D - POS-TESTE (AVALIACAO DOS CONHECIMENTOS
ADQUIRIDOS)

Caro estudante, responda as questfes a seguir de acordo com seus conhecimentos. A resolucdo dessas
questdes ndo incidirdo sobre notas escolares. Suas respostas serdo de natureza confidencial. Por favor,
sempre que possivel explicite seu raciocinio.

Agradecemos sua colaboragdo nesse processo!

Nome Completo: Turma:

la questdo: A diretora da escola estd organizando uns Kits de material escolar para entregar na escola.
Em cada pacote tera 4 lapis. Com base nessa informacao, responda:

a) Quantas lapis terdo em 6 pacotes?

/ Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar. \

- /

Resposta:

b) Se a diretora tiver 20 lapis, quantos pacotes podera formar?

/ Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar. \

N /

Resposta:

2a questdo: Jusci comprou 4 pacotes de canetas e obteve 24 canetas. Responda:

a) Se Jusci comprasse 6 pacotes, quantas canetas teria?

/ Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar. \

\ /

Resposta:




b) Quantas canetas vem em cada pacote?
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/ Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar.

\_

/

Resposta:

3a questdo: Vai ter uma festa natalina na escola e sera preciso fazer as roupas para a apresentacao.

Sabendo que 2 metros de tecido custam 20 reais, responda:
a) Quanto custara 2,5 metros de tecido?

/ Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar.

\_

~

Resposta:

b) Com 30 reais consigo comprar quantos metros de tecido?

/ Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar.

\_

Resposta:

¢) Quanto custa cada 1 metro de tecido?

/ Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar.

\_

Resposta:
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4a questdo: A diretora da escola resolveu decorar a quadra para uma festa de Natal. Cada enfeite
colocado na quadra precisard de 2 palitos (armacdes) e em cada palito terd trés lagos de fita. Serdo
necessarios 8 enfeites. Quantas palitos e lacos de fita serdo necessarios para fazer os 8 enfeites?

/ Local para fazer os calculos e, se quiser, também desenhar. \

\_ J

Resposta:

5a questdo: Um ingresso para utilizar a lanhouse perto da minha casa, durante uma hora, custa

R$6,00. Quanto custara 4 ingressos para jogar 2 horas?

K Local para fazer os célculos e, se quiser, também desenhar. \

- )

Resposta:

6a questdo: Leia as frases abaixo e depois indique (V) para verdadeiro ou (F) para falso. Justifique

sua resposta de acordo com o raciocinio utilizado para responder.

() Se Silvania demora 10 minutos para percorrer a distancia de sua casa a escola, Silvania e Carol
levardo 10 minutos para percorrer a mesma distancia.

()Se Rodrigo faz um modelo de carro em 2 horas, pode fazer 3 modelos iguais em 4 horas.

() Se Deborah leva 3 dias para pintar um muro sozinha, com a ajuda de mais dois colegas pintard em 1
dia.

() Se uma torneira enche uma piscina em 30 minutos, 2 torneiras podem encher a mesma piscina em
10 minutos.
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7a questao: Na figura estéo representados dois comodos da planta de uma casa. Calcule as dimensdes
reais do quarto, sabendo que a dimensdo real de cada lado da sala vale 6m.

3cm
25cm
3cm Sala j Quarto 2cm
/ Local para fazer os calculos e. se auiser. também desenhar. \

\_ )

Resposta:

8a questao: Observe os graficos e responda:
Gréfico: prego de suco por litro

= RS reta 2 / \

mililitros

7o 200 400 500 800 1000 1200 1400 1800 1800 2000

-Quiais as grandezas envolvidas?
- Qual suco custa mais caro? O representado pela reta 1 ou 2? Explique.

9a questédo: Danilo organizou um campeonato de bila na escola. Para 5 jogadores participarem do

campeonato, sera preciso ter 15 bilas. De acordo com essa informag&o responda:
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a)Complete a tabela de acordo com as informacdes dadas.

N° de jogadores | N° de bilas Qual a relagdo entre o nimero de jogadores e de bilas?
Expligue como chegou a essa conclusao.
1
5 15
10

b) Complete os dados no grafico abaixo de acordo com a tabela da questdo anterior.
No de bilas ‘r

15 °

v

5 No de jogadores
Ser4 possivel determinar através do gréfico o ndmero de bilas que serdo necessérias para a

participacéo de 30 jogadores? Justifique sua resposta.




249

APENDICE E - QUESTIONARIO GERAL (IDADE, PREFERENCIAS,
HABILIDADES TECNOLOGICAS)

Caro estudante, precisamos conhecer um pouco de vocé, sobre suas preferéncias e sua
vivéncia com o uso das tecnologias, para isso, solicitamos o preenchimento dos quesitos a

seguir. Suas respostas serdo de natureza confidencial.
Agradecemos sua colaboracdo nesse processo!

Dados pessoais

1. Nome Completo:

2. Tuma: ()A()B()C

3. Sexo: () Masculino () Feminino

4. Idade: ()10 ()11 ()12 () 13 () 14 anos ou mais
5. Vocé tem e-mail? () Sim () N&o

Em caso afirmativo, informe:

6. Como vocé descreve seu rendimento na escola?
() Ruim () Regular () Bom () Muito bom
7. O que vocé faz no seu tempo livre?

( ) Leitura ( ) Televiséfo ( ) Esporte ( ) Jogos ( ) Internet ( ) Outro:
Especificar:

Preferéncias

8. Enumere as disciplinas abaixo de 1 a 8 de acordo com suas preferéncias. 1 = gosto

muito/8= ndo gosto
() Arte () Ciéncias () Educacéo Fisica () Geografia () Historia () Inglés
() Matematica () Portugués
9.Para vocé, que tipo de aula é melhor?
() Com uso de dinédmicas () Com apresentacao de trabalhos () Com Debates
() Expositiva () Com resolucéo de exercicios () Com trabalhos em grupo

() Qutro tipo: Especificar
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10. Como vocé prefere fazer as atividades escolares?
() Individualmente () Em dupla () Em grupo

11. Vocé gosta de trabalhar em grupo? () Sim () Nao Justifique sua resposta

11.Gosta de Matematica? () Sim () Néo

12. Tem dificuldade em Matematica? () Sim () N&do Em caso positivo, especifique:

13. Na sua opinido, para que serve a matematica?

() Tem por objetivo ajudar o aluno a pensar, raciocinar, achar diversos caminhos para

resolver problemas;
() Desenvolve raciocinio e habilidades que sdo de grande importancia;
() E fundamental no dia-a-dia das pessoas;
() Serve para passar de ano
() Néo serve para nada

() Outro. Especifique:

14. Se pudesse escolher, 0 que vocé gostaria de estudar/aprender na escola? Justifique.

Habilidades, habitos e preferéncias tecnoldgicas

15. Vocé tem computador em casa? () Sim () Nao
16. Como vocé acessa a internet?
() Nao acesso () Computador em casa - banda larga () Computador em casa - 3G/4G
() Celular - 3G/4G () Casa de parentes ou amigos () Lanhouse () Escola (') Outro
17. Com qual frequéncia acessa a internet?

() Nunca () Uma ou duas vezes por semana () Trés ou quatro vezes por semana
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( )Diariamente
18. Com que finalidade vocé utiliza computador/internet?
() Para estudo (Fazer trabalhos da escola, pesquisas, etc);
() Para entretenimento (conversar com 0s amigos, ver videos e fotos; jogos, etc);
() Para comunicacao (conversar com 0s amigos ou parentes distantes, etc)

() Outra finalidade. Especificar:

19.Que recursos do computador vocé utiliza?
() Editores de texto (Word, Writer, etc);
() Planilhas eletronicas (Excel, Calc, etc);
() Softwares de apresentacdo (Power Point, Impress);
() Editores de Videos (Movie Maker);
() Leitores de video/audio (Windows Media Player, etc);
() Editores de imagem (Paint, etc);
() Internet;

() Outro. Especifique:

20. O que vocé sabe fazer no computador?
() Sei ligar e desligar o computador
() Sei usar o editor de texto
() Sei usar planilhas eletronicas
() Sei editar/fazer videos
() Sei editar imagens
() Sei criar apresentacdes

21. Se pudesse escolher, que programa ou recurso gostaria de usar durante as aulas? Explique.
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APENDICE F - DIARIO DE CAMPO

O diario de campo sera utilizado para descrever as observacdes gerais. Como cada etapa tem
um objetivo especifico, a seguir tém-se as questdes que norteardo as anotacdes em cada etapa
da pesquisa.

1° etapa —Avaliacdo dos conhecimentos prévios (pré-teste)

- Que tipo de dificuldades ou duvidas foram verificadas durante a realizacéo do pré-teste?

- Os estudantes demonstraram interesse em realizar as atividades? Explicar.

2° etapa — Intervengéo

- Detalhar a reacdo (motivacdo, davidas, perguntas, participacdo, etc) dos alunos durante a
realizacdo das atividades individuais e em grupo.

- Que tipo de dificuldades ou duvidas estdo sendo verificadas em relacdo aos conceitos
trabalhados? E na utilizacdo de ferramenta/recurso tecnoldgico? Explicar.

-Que tipos de representacdes os alunos estdo usando durante as atividades? Explicar.

-Que ferramentas/materiais (recurso do laptop, lapis e papel, software, etc) os alunos
utilizaram para fazer a (s) representacéo (6es)?

- Durante a realizacdo da atividade os estudantes trabalham individualmente ou em grupo?

- Que tipos de discussdes/conflito (passividade, atividade, discordancia, etc) séo observados
durante realizacdo de atividades em grupo? Detalhar.

- Os estudantes estdo utilizando/demonstrando habilidades (colaboracdo, autonomia, senso
critico, criatividade, etc) ndo observadas na realizacdo de atividades anteriores? Explique.

- Os estudantes utilizaram recursos/ferramentas ndo apresentadas para realizar a atividade

proposta? Qual? Detalhar.

3° etapa —Avaliagdo dos conhecimentos adquiridos (p6s-teste)
- Que tipo de dificuldades ou duvidas foram verificadas durante a realizagdo do pos-teste?

- Os estudantes demonstraram interesse em realizar as atividades? Explicar.
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OBSERVACOES GERAL
Dia Etapa da pesquisa: Horério inicio: Horério fim:

Observacdes gerais (Utilizar as questdes norteadoras de cada etapa da pesquisa)

Anotaces: questionamentos, duvidas e dificuldades dos alunos. Descrever a¢des por horario.

Desenhar o esbo¢o do ambiente ou disposi¢ao do grupo observado
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APENDICE G - REGISTRO DE AUTO-AVALIACAO DOS ESTUDANTES

Caro estudante, solicitamos o preenchimento dos quesitos a seguir. Suas respostas serdo de

natureza confidencial. Agradecemos sua colaboracao nesse processo!

1. Nome Completo:

2. Turma: ()A()B()C

3. Preencha o quadro de acordo com a realizacédo das atividade em grupo.

Poucas Vezes | Muitas vezes | Sempre

Sei dividir as tarefas no grupo de trabalho

Entendo o que precisa ser feito para ajudar o grupo

Coopero com as atividades realizadas em grupo

Dou ideias para o grupo resolver os problemas

Ouco as ideias do grupo

Consigo utilizar estratégias adequadas

Justifico com clareza minhas ideias

4. Complete as frases:

a) A minha colaboracéo na elaboracéo, desenvolvimento e apresentacdo das atividades foi:

b)Tive dificuldade em:

c) Aprendi a:

d) O que mais gostei foi:

e) N&o gostei de:
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APENDICE H - 1A ATIVIDADE DE GRUPO

Grupo
Participantes:

Situacdo 01: Uma impressora imprime 40 panfletos preto e branco em 10 minutos. Se o
panfleto for colorido, outra impressora imprime a uma razdo de 3 panfletos por minuto.
Responda:

(@) Quantos panfletos preto e branco sdo impressos em 1 minuto?

(b) Para imprimir 24 panfletos coloridos, quanto tempo seria necessario?

(c) Qual a impressora mais rapida? Explique.

4 N

\ /

Grupo Participantes:
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Situagdo 02: Durante uma corrida Marina consegue correr 420 metros em 10 minuto, j& sua amiga
Kiara corre 30 metros por minuto. Responda:

(a) Quantos metros Marina corre em 1 minuto?

(b) Quanto tempo seria necessario para Kiara percorrer 420 metros?

(c) Quem corre mais rapido, Marina ou Kiara? Explique

4 N

\_ /

Grupo Participantes:
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Situacgdo 03: Na casa de Silvania tem uma torneira que quando acionada despeja 30 litros de 4gua em
10 minutos. J& na casa de Danilo tem uma torneira que despeja 4 litros por minuto. Responda:

(a) Quantos litros despeja a torneira de Silvania em 1 minuto?

(b) Em quanto tempo a torneira de Danilo enchera um reservatdrio de 420 litros?

(c) Qual das torneiras encheria um mesmo balde em menor tempo, a da casa da Silvania ou da casa de
Danilo? Explique.

4 )
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APENDICE | - 22 ATIVIDADE DE GRUPO

Grupo
Participantes:

Situacdo: Observe o grafico e preencha a tabela:

Um dia de desperdicio de agua dia Litros desperdicados

30

15

1/2

1/12

1/24

A torneira na casa de Silvania estd com uma abertura de 9mm.
Analise a situacdo, preencha a tabela e construa um grafico que represente a relagédo de litros
desperdicados por dia na casa de Silvania. Elaborem um texto (em grupo) explicando suas

conclusoes.
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APENDICE J - ETAPAS PARA ELABORACAO DE VIDEO

Grupo:

Em cada etapa é necessario responder as perguntas e fazer o que é solicitado, para
entdo, passar para a etapa seguinte.

la etapa. Escolha do Tema

Sobre o que seréd o video? Por que? Defina um nome para seu projeto.

2a etapa. Realizacdo da pesquisa

Como a matematica estd relacionada com esse tema? Ha relacbes de proporcdo ou
proporcionalidade? O que o grupo sabe sobre esse assunto?

Dica: Vocé pode fazer a pesquisa utilizando internet, entrevistas, livros, filmagens, registros
fotograficos , visitas a locais, videos, etc.

3a etapa. Elaboracéo do roteiro

Que recursos serdo utilizados? (videos remixados a partir de filmes, filmagens com pessoas,
cenas montadas com imagens, animacdes quadro-a-quadro — Stop Motion, entre outros.).
Como se organizar com os recursos? (filmagens com pessoas ou com massinhas e outros
materiais). Como sera feita a divisdo de tarefas? O que acontecera em cena? (recursos).
Preencher modelo de roteiro disponibilizado.

Dica: Pode ser que ajude elaborar uma pergunta a ser respondida ao longo do video.

4a etapa. Execucéo

Vai usar celular, cdmera, computador?

5a etapa. Edicao do video

Que programa utilizar? (Movie Maker, Scratch, Kdenlive, entre outros). Como salvar o
documento em video? Como postar e compartilhar no YouTube, Blog ?

6a etapa. Avaliacao

O que aprendi ao elaborar esse video? Como foi a integragdo do grupo? O objetivo proposto
na la etapa foi alcancado? As relacbes matematicas apresentadas estdo claras? Durante a
producdo do video surgiram outras questdes? Preencher ficha de avaliacdo de grupo e
individual.

Agora, se quiser, ja pode comecar um outro video!
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APENDICE K — MODELO DE ROTEIRO PARA PRODUCAO DE VIDEO

Grupo:

Tema:

Nome do projeto/Titulo do video:

Video Audio

Créditos
Coordenacéo geral:
Juscileide Braga de Castro
Lidiana Osmundo

Jéssica Barbosa
Roteiro e Direcao:

Imagens:
Producdo e edicéo:
Sonoplastia:
Participacéo especial:
Agradecimento:

Esse video faz parte do Projeto pensar, conectar e fazer
http://pensar-conectar-fazer.blogspot.com.br/
Grupo PROATIVA
www.proativa.virtual.ufc.br



APENDICE L — TABELA 01: SITUACOES DE PROPORCAO SIMPLES

Legenda

Grupo Experimental (n=12)

Pré-teste

Pos-teste

Estudantes

>

B

EO1

E02

EO3

E04

EO05

E06

EO07

E08

E09
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Ell

R
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Pos-teste

Estudantes
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B

E13

El4

E15

E16
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E20

E21

E22

E23

E24

E25

E26

E27
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PROPORCAO SIMPLES - PS (Total de 8 questdes)
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A- Proporcao Simples - multiplicacdo (PS-mult) - 1 questio por teste
B- Proporcao Simples - diviséo por quota (PS-div.q) - 1 questo por teste
C- Proporcao Simples - divisao por parte (PS-div.p) - 2questdo por teste
D- Proporcao Simples - multiplicacéo e divisdo (PS-mult.div) - 4 questdes por teste
Média de desempenho - PROPORCAO SIMPLES
Grupo Experimental - GE (n=12) Grupo Controle - GC (n=15)
Preé-teste Pos-teste Pré-teste Pos-teste
A B C D A B C D A B C D A B C D
12 10 |19 | 17 | 12 12 | 23 | 45 | 12 | 14 24 | 21| 14 10 | 23 | 24
Média: 4,83 Média: 7,67 Média: 4,73 Média: 4,73




APENDICE M - TABELA 02: SITUACAO DE PROPORCAO MULTIPLA

Grupo Experimental (n=12)

Pré-teste

Pos-teste

Estudantes

PM

PM

EO1

E02

EO3

E04

E05
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EO7
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Grupo Controle (n=15)

Pré-teste

Pos-teste

Estudantes

PM

PM
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E15
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E18

E19

E20

E21

E22

E23

E24

E25

E26

E27
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OO0 |0O|0O|0O|0O|0O|O|O|O|O(OC|(O|F

Legenda

PROPORCAO MULTIPLA - PM (Total de 1 questdo)

Média de desempenho - PROPORCAO MULTIPLA

Grupo Experimental - GE (n=12) Grupo Controle - GC (n=15)
Pré-teste Pés-teste Pré-teste Pos-teste
PM PM PM PM
01 09 04 01
Média: 0,08 Média: 0,75 Média: 0,27 Média: 0,07
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APENDICE N - TABELA 03: SITUACAO DE PROPORCAO DUPLA

Grupo Experimental (n=12)

Pré-teste

Pos-teste

Estudantes

PD

PD

EO1

E02

EO3

E04
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Grupo Controle (n=15)

Pré-teste

Pos-teste

Estudantes
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Legenda

PROPORCAO DUPLA - PD (Total de 1 questio)

Média de desempenho - PROPORCAO MULTIPLA

Grupo Experimental - GE (n=12) Grupo Controle - GC (n=15)
Pré-teste Pés-teste Pré-teste Pos-teste
PD PD PD PD
02 06 04 06
Média: 0,17 Média: 0,5 Média: 0,27 Média: 0,4
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APENDICE O — TABELA 04: COMPREENSAO DA RELACAO ENTRE AS

Legenda

COMPREENSAO DA RELACAO ENTRE AS GRANDEZAS - GRD (Total de 4

questdes)

GRANDEZAS

Grupo Experimental (n=12)

Pré-teste

Pos-teste

Estudantes

GRD

GRD
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o

EO02

EO3

E04

E05

E06

EO7

EO08

E09

E10

Ell

WWh(hlWIMO|A|D(>

AlWWWIW|D|D|DW|>

E12

3

3

Grupo Controle (n=15)

Pré-teste

Pos-teste

Estudantes
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Média de desempenho - PROPORCAO MULTIPLA

Grupo Experimental - GE (n=12) Grupo Controle - GC (n=15)
Pré-teste Pos-teste Pré-teste Pos-teste
GRD GRD GRD GRD
38 42 43 43
Média: 3,17 Média: 3,5 Média: 2,87 Média: 2,87
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APENDICE P - TABELA 05: INTERPRETACAO DE GRAFICOS LINEARES

Legenda

Grupo Experimental (n=12)

Pré-teste

Pos-teste

Estudantes
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Grupo Controle (n=15)
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INTERPRETACAO DE GRAFICOS LINEARES - IG (Total de 4 questdes)

Média de desempenho - PROPORCAO MULTIPLA

Grupo Experimental - GE (n=12) Grupo Controle - GC (n=15)
Pré-teste Pés-teste Pré-teste Pos-teste
IG IG IG IG
9 48 21 06
Média: 0,75 Média: 4 Média: 1,4 Média: 0,4
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APENDICE Q — TABELA 06: IDENTIFICACAO DE PADRAO DE TABELA

Grupo Experimental (n=12)
Pré-teste Pds-teste
Estudantes PTAB PTAB
EO1 0 1
EO02 1 1
EO03 0 1
E04 0 1
EO05 0 1
E06 0 1
EO7 1 1
EO08 1 1
E09 0 1
E10 1 1
El1l 1 1
E12 0 1
Grupo Controle (n=15)
Pré-teste Pos-teste
Estudantes PTAB PTAB

E13 1 1
E14 0 0
E15 0 0
E16 0 1
E17 0 0
E18 1 0
E19 1 0
E20 1 1
E21 0 0
E22 1 0
E23 0 0
E24 0 0
E25 1 0
E26 1 0
E27 0 0

Legenda

IDENTIFICACAO DE PADRAO DE TABELA - PTAB (Total de 1 questio)

Média de desempenho - PROPORCAO MULTIPLA

Grupo Experimental - GE (n=12) Grupo Controle - GC (n=15)
Pré-teste Pés-teste Pré-teste Pos-teste
PTAB PTAB PTAB PTAB
5 12 7 3
Média: 0,42 Média: 1 Média: 0,47 Média: 0,2




APENDICE R - TABELA 07: CONSTRUCAO DE GRAFICOS LINEARES

Grupo Experimental (n=12)

Pré-teste

Pos-teste

Estudantes
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Grupo Controle (n=15)
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Legenda

CONSTRUCAO DE GRAFICOS LINEARES - CGR (Total de 1 questio)

Média de desempenho - PROPORCAO MULTIPLA

Grupo Experimental - GE (n=12) Grupo Controle - GC (n=15)
Pré-teste Pds-teste Pré-teste Pés-teste
CGR CGR CGR CGR
0 12 0 0
Média: 0 Média: 0,75 Média: 0 Média: 0
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ANEXOS

ANEXO A - SITUACOES RETIRADAS DO TESTE OBEDUC
12: Joana sabe que em um pacote ha 6 biscoitos. Ela tem 5 pacotes. Quantos biscoitos Joana
tem?

2% Para fazer 3 fantasias sdo necessarios 5m de tecido. Ana tem 35m de tecido. Quantas

fantasias ela pode fazer?

3% A Escola Recanto fard uma festa para 36 convidados. Em cada mesa ficardo 4 convidados.

Quantas mesas a escola precisara alugar?

48: Caio comprou 9 caixas de suco e pagou 15 reais. Se ele comprasse 3 caixas de suco quanto

precisaria pagar?

52 Um supermercado fez uma promocao: “Leve 4 litros de suco por apenas 12 reais”. Quanto

vai custar cada litro de suco?

62: Em uma gincana na Escola Saber, a cada 3 voltas correndo na quadra o aluno ganha 4

pontos. Alex deu 15 voltas correndo na quadra. Quantos pontos ele ganhou?
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ANEXO B — COMPETENCIAS/ HABILIDADES -MATEMATICA - 6° ANO - PMF

/A

Prefeitura de

@V

7

2.1 MATEMATICA - 6° ANO

2.1.1 Competéncias/Habilidades Q@Q\\
Ao final do 6° ano do Ensino Fundamental, espera-se que o aluno seja capaz de:

® Realizar leitura e escrita dos ntimeros do nosso sistema decimal e de outras

culturas e reconhecimento de sua importancia nas outras 4reas de conhecimento.

* Aplicar o uso das operagdes fundamentais com nimeros naturais — adic#o,
subtragdo, multiplicagdo, divisio, potenciagdo e raiz quadrada na solugdo de

problemas.

* Observar a presenga da geometria no cotidiano.

* Solucionar problemas envolvendo figuras planas e s6lidas geométricos.

* Resolver problemas envolvendo grandezas e as respectivas unidades

padronizadas de medida de comprimento, mais usuais, para efetuar célculos de

perimetro e expressar resultados.

¢ Compreender o uso dos multiplos e divisores de um ntimero natural na resolucdo

de problemas.

e Utilizar os poligonos (tridngulos e quadriléteros) em resolugéo de problemas.

* Leitura e interpretagdo de dados expressos em tabelas e gréficos.

* Aplicar as operagdes fundamentais com niimeros racionais na forma fraciondria
—adigdo, subtragdo, multiplicagio, divisio, potenciacdo e raiz quadrada.

e Identificar as formas circulares em sélidos geométricos (cilindro e cone) ou em

objetos do cotidiano.
¢ Diferenciar a circunferéncia e o circulo, destacando seus elementos.

e Utilizar a circunferéncia e o circulo em resolugdo de problemas.

e Utilizar, no contexto social, 0s niimeros racionais na forma decimal.

* Usar as operagdes fundamentais com numeros racionais na forma decimal —

adigdo, subtragdo, multiplicagdo, divisdo, potenciagdo no cotidiano.

e Utilizar 0 numero racional na forma decimal para a resolugéo de problemas que

envolvam o cdlculo de porcentagem.

* Resolver problemas envolvendo grandezas e as respectivas  unidades
padronizadas de medida, mais usuais, para efetuar cilculos de comprime;
area, volume, capacidade, tempo, massa e expressar resultado

} Avenida Desembargador Moreira, 2875 » Dionisio Torres ® CEP 60.170-002 Fortaleza, Ceara, Brasil
85 3459-6700




ANEXO C - ORGANIZACAO DOS CONTEUDOS POR EIXO TEMATICO E
BIMESTRE 6° ANO - PMF

Prefeitura de

¥ Fortaléza

Secretaria Municipal

e 2 da Educagio
e Investigar padrdes, regularidades e modelos nos problemas apresentados em

discussdes.

* Apropriar-se dos conceitos matematicos por meio de atividades praticas com

material concreto, manipulével e digital.

2.1.2 Organizagio dos contetidos por Eixo Temadtico e Bimestre

EIXO

2.1.2.1 Numeros e opera(,‘(')es 1°Bim | 2° Bim 3°Bim | 4° Bim

a) Historia dos niimeros X

b) Sistema de numeragdo decimal

¢) Valor posicional do nimero

d) Decomposicio

€) Numeros naturais

) Representago na reta numérica

g) Operagdes fundamentais com ntimeros
naturais

ol Bl Bl Bl S

h) Aplicagdo das propriedades das operagdes

< i) Potenciagdc e raiz quadrada com numeros "
= /
naturais (introducgo) /

TN A rrr o ———————— 2
J) Multiplos e divisores —

%) Critérios de divisibilidade 7 > &~

¢

1) Nimeros primos e compostos

m)Decomposi¢do de um niimero natural em
fatores primos

n) Multiplos de um numero natural

0) Divisores comuns de dois ou mais nimeros
naturais

ol BT e B S R
\

p) Célculo do Maior divisor Comum (MDC)

q) Calculo do Minimo Miltiplo Comum(MMC) &

1) Operagdes fundamentais com niimeros
racionais

» Avenida Desembargador Moreira, 2875 o Dionsio Torres ® CEP 60.170-002 Fortaleza, Ceard, Brasil
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Numeros Racionais e sua forma fracionaria: X é v

85 3459-6700 ‘



s) Potenciagdo de Racionais

271

Prefeitura de

Fortaleza

. Secretaria Municipal
da SR

t) Raiz quadrada exata de racionais absolutos

u) Numeros racionais e sua forma decimal

v) Fracdo decimal :

w) Representagdona reta numérica racional

x) Operagdes fundamentais com numeros
racionais na forma decimal

AR

EIXO

2.1.2.2 Espacp e Forma

1° Bim

2° Bim

3° Bim

4° Bim

a) Ponto, reta e ,plano

b) Segmento de reta

¢) Figuras planas

d) Sélidos geométriéos

e) Angulos :

f) Identificacdo, medida de angulos (grau) e

classificagdo

g) Poligonos: Triangulos e Quadrilateros

h) Circunferéncia e Circulo

1) Identificagdo e reconhecimento de seus
elementos

EIXO

2.1.2.3 Grandezas e medidas

1° Bim

2° Bim

3° Bim

4° Bim

a) Introdugio a Grandezas e Unidades de
Medidas

b) Sistema decimal de‘medidas

¢) Unidades de comprimento e suas
transformacdes

d) Perimetro de um poligono

e) Unidades de drea (superficie) e suas
transformacdes

f) Area de uma figura geométrica plana

1ida Desembargador Moreira,-2875 .
3459-6700

Dionisio Torres  CEP 60.170-002 Fortaleza, Cears, Brasil
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Prefeitura de .

Fortaleza

Secretaria Municipal
X 7y da Educagio
g) Unidades de capacidade. Massa, tempo e X
volume e suas transformagdes

- EIXO
2.1.2.4 Tratamento da Informacio 1°Bim | 2° Bim | 3° Bim | 4° I;im
a) Tabelas e gréficos (colunas ou barras, X
segmentos ou linhas) X X X
b) Leitura e interpretagio de dados eXpressos em
tabelas e graficos X X X A
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ANEXO D - AUTORIZACAO DA PREFEITURA MUNICIPAL DE FORTALEZA

Prefeitura de

Fortaleza

Secretaria Municipal
da Educagdo

Assessoria Técnica de Educagdo Integral
Escolas Municipais de Tempo Integral de Fortaleza

AUTORIZAGAO

A Assessoria Técnica de Educacdo Integral resolve autorizar a professora Ms. Juscileide
Braga a conduzir a pesquisa “PRODUGCAO COLABORATIVA E MULTIMODALIDADE EM AMBIENTES
DE IVIULTIPLAS-REPRESENTAC@ES: ESTUDO DA COVARIACAO A PARTIR DAS ESTRUTURAS
MULTIPLICATIVAS” na Escola de Tempo Integral Filgueiras Lima.

Fortaleza, 23 de abril de 2015.
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Natalia Rebougas Ribeiro

Assessoria Técnica de Educacio Integral

a7

. E{{j}; Avenida Desembargador Moreira, 2875 e Dionisio Torres » CEP 60.170-002 Fortaleza, Cears, Brasil
85 3459-6700 b




