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Resumo 

 

Neste trabalho apresentamos soluções clássicas e quânticas de osciladores 

harmônicos acoplados dependentes do tempo. Nesses sistemas as massas (�), 

frequências (ω) e o parâmetro de acoplamento (�) são funções do tempo. Quatro 

sistemas são investigados, a saber: (i) �� = �� = ��, ω� = ω��, ω� = ω�� e � = ��; 

(ii) �� = �� = ���γ� , ω� = ω�� , ω� = ω�� , e � = ���γ� ; (iii) �� = �� = ���γ� , 

ω� = ω����γ�/� , ω� = ω����γ�/�  e � = �� ; e (iv) �� = �� = �� , ω� = ω���γ�/�  , 

ω� = ω���γ�/�	e � = ���γ�, onde  ��, ω�� 	(� = 1,2), �� e γ  são constantes. 

Para obter as soluções clássicas usamos uma transformação de coordenada 

e momento juntamente com uma transformação canônica para escrever o 

Hamiltoniano original como a soma de dois Hamiltonianos de osciladores harmônicos 

desacoplados dependentes do tempo com frequências modificadas dependentes do 

tempo e massas unitárias. Encontramos soluções analíticas para a posição e a 

velocidade para cada oscilador de todos os sistemas.    

Para obter as soluções quânticas exatas usamos uma transformação unitária 

e o método invariante de Lewis e Riesenfeld. As funções de onda são escritas em 

termos de uma quantidade escalar a qual é solução da equação de Milne-Pinney. Para 

cada sistema resolvemos a respectiva equação de Milne-Pinney e discutimos como as 

flutuações quânticas e o produto de incerteza evoluem no tempo.  
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Abstract 

 

In this work we present the classical and quantum solutions of time-

dependent coupled harmonic oscillators. In these systems the masses (�), frequencies 

(ω) and coupling parameter (�) are functions of time. Four systems are investigated, 

namely: (i) �� = �� = �� , ω� = ω�� , ω� = ω��  and� = �� ; (ii) �� = �� = ���γ� , 

ω� = ω�� , ω� = ω�� , and � = ���γ� ; (iii) �� = �� = ���γ� , ω� = ω����γ�/� , 

ω� = ω����γ�/�  and � = �� ; and (iv) �� = �� = �� , ω� = ω���γ�/�  , ω� =

ω���γ�/�	and � = ���γ�, where ��, ω�� 	(� = 1,2), ��, and γ are constants. 

To obtain the classical solutions we use a coordinate and momentum 

transformations along with a canonical transformation to write the original 

Hamiltonian as the sum of two Hamiltonians of uncoupled harmonic oscillators with 

modified time-dependent frequencies and unitary masses. We find the analytical 

expression for position and velocity of each oscillator of the systems.   

To obtain the exact quantum solutions we use a unitary transformation and 

the Lewis and Riesenfeld invariant method. The wave functions obtained are written in 

terms of a c-number quantity (ρ) which is solution of the Milne-Pinney equation. For 

each system we solve the respective Milne-Pinney equation and discuss how the 

quantum fluctuations and the uncertainty product evolve with time.  
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Capítulo 1 

 

Introdução 

 

As primeiras evidências que se tem do estudo do oscilador harmônico (OH) 

datam do século XVIII [1]. Provavelmente um dos primeiros estudos do OH foi feito 

pelo físico e matemático suíço Leonhard Euler em 1739 [1-3], onde ele resolveu a 

equação diferencial �	
 + �	 = 0 através do método das quadraturas (um método 

numérico para resolução de equações diferenciais). Nestes trabalhos Euler estudou a 

equação do OH do ponto de vista puramente matemático. 

Depois destes estudos iniciais feito por Euler, o OH passou a ser objeto de 

estudo de muitos autores. Com efeito, no começo do século XIX foi proposta a 

seguinte questão: dada uma equação de movimento, qual o Lagrangeano (função 

matemática introduzida em 1809 pelo matemático Poisson [1]) que a produz? Para 

sistemas conservativos, como o oscilador harmônico simples (OHS), a resposta é muito 

simples: o Lagrangeano é definido como a diferença entre a energia cinética e a 

energia potencial. Entretanto, para sistemas não conservativos ou dissipativos, como o 

oscilador harmônico amortecido (OHA), esta questão é muito mais complicada e até 

hoje é discutida. 

Devido à dificuldade de encontrar um Lagrangeano para sistemas 

dissipativos, Lord Rayleigh introduziu em 1878 [1] de forma “ad hoc” nas equações de 

Euler-Lagrange, uma função dissipativa que quando escolhida convenientemente 

reproduz a equação de movimento do OHA. Apesar da equação de Euler-Lagrange-

Rayleigh reproduzir a equação de movimento correta para sistemas dissipativos, ela 

não representa uma descrição satisfatória destes sistemas, pois ela não vem de 

nenhum princípio variacional. Para contornar tal problema, Bateman em 1931 [4], 

Caldirola em 1941 [5], Kanai em 1948 [6] e Denman em 1966 [7], propuseram um 

Lagrangeano diferente para tratar o OHA. Eles consideraram o Lagrangeano como o 
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produto do Lagrangeano de um OHS por uma função exponencial do tempo. Quando 

calculamos a equação de Euler-Lagrange para este novo Lagrangeano (função explícita 

do tempo) obtemos a equação de movimento do OHA. 

Durante muito tempo o Lagrangeano de Kanai-Caldirola-Bateman (LKCB) foi 

usado para descrever sistemas dissipativos, pois o Hamiltoniano associado a este 

Lagrangeano depende explicitamente do tempo. Porém, em 1979, Ray [8] concluiu que 

o Hamiltoniano de Kanai-Caldirola-Bateman (HKCB) representa na verdade um OHS 

com massa variando exponencialmente no tempo e que o seu valor médio é 

constante, logo ele não poderia ser usado para descrever o OHA, apesar de gerar a 

equação de movimento correta. Ray [8] observou também que para este sistema o 

momento canônico é diferente do momento cinético, sendo o primeiro uma função 

explícita do tempo e o segundo não apresentando nenhuma dependência temporal 

explícita. A diferença entre os dois momentos reside no fato que a HKCB descreve um 

sistema de massa variável no tempo. Para sistemas dependentes do tempo os dois 

momentos coincidem. Com isso, o estudo de Lagrangeano para sistemas dissipativos 

continuou sendo pesquisado.  

Assim, Herrera em 1986 [9] propôs um novo princípio variacional, que é 

semelhante ao princípio variacional de Hamilton, mas com o Lagrangeano multiplicado 

por uma função exponencial do tempo. Este novo princípio variacional reproduz 

novamente a equação de movimento do OHA e o valor médio do Hamiltoniano de 

Herrera sobre qualquer período decresce no tempo, indicando que, sistemas 

dissipativos podem ser descrito por esse Hamiltoniano. Porém, apesar dessas 

evidências não há uma boa justificativa para acrescentar a função exponencial e, por 

isso, esse novo princípio variacional pode não estar correto. Ainda no mesmo ano 

Kobe, Reali e Sieniutycz [10] demonstraram que a igualdade entre energia e 

Hamiltoniano só é válida para sistemas conservativos. Para sistemas dissipativos as 

duas quantidades devem ser diferentes. Eles chegaram a esse resultado usando o 

LKCB, e, por isso, essa demonstração não é completamente satisfatória. Portanto, 

como já dizemos anteriormente, o problema de encontrar um Lagrangeano para 

sistemas dissipativos continua objeto de estudo até hoje e de certo modo é um 

problema que continua em aberto. 
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Por outro lado, uma das maneiras de tratar sistemas quânticos conservativos 

ou dissipativos é encontrar o Hamiltoniano associado ao sistema, quantizá-lo e em 

seguida resolver a equação de Schrödinger. Os primeiros autores que tentaram 

introduzir dissipação na mecânica quântica foram Caldirola e Kanai [5-6], através da 

HKCB, mas como já dissemos não obtiveram sucesso, pois seu Hamiltoniano descreve 

um OHS cuja massa varia exponencialmente no tempo. Além do mais, o HKCB viola o 

Princípio de Incerteza de Heisenberg (PIH) [11] quando ele é utilizado para descrever o 

OHA. Para este sistema o produto de incerteza decresce exponencialmente no tempo 

[12-13] e para tempos suficientemente longos pode ser menor que ℏ/2. Porém, 

quando ele é utilizado para descrever o OHS com massa variando exponencialmente 

no tempo o produto de incerteza satisfaz o PIH. 

Continuando com o estudo de sistemas dissipativos, Lewis em 1967 [14], 

demonstrou que para o oscilador harmônico dependente do tempo (OHDT) existe um 

invariante (constante de movimento), que já tinha sido encontrado por Ermakov em 

1880 [15], e por isso, ficou conhecido como invariante de Ermakov-Lewis. Um ano 

depois, Lewis e Riesenfeld [16] desenvolveram uma teoria geral de invariantes 

explicitamente dependentes do tempo. Eles encontraram uma relação simples entre 

os autoestados do invariante e as soluções da equação de Schrödinger (ES). Eles ainda 

usaram o invariante de Ermakov-Lewis e aplicaram o método ao estudo do OH com 

frequência dependente do tempo e ao movimento de uma partícula carregada em um 

campo magnético dependente do tempo. Entretanto, para encontrar a função de onda 

pelo método de Lewis e Riesenfeld (LR) [16] é preciso resolver a equação de autovalor 

para o operador invariante e essa tarefa é muito difícil. Porém, Hartley e Ray (HR) [17] 

contornaram este problema, aplicando uma transformação unitária na equação de 

autovalor para o operador invariante e a reduziram a uma equação de Schrödinger 

independente do tempo cuja solução pode ser encontrada facilmente. O sistema que 

Hartley e Ray estudaram foi o OHS com frequência dependente do tempo e massa 

unitária. Em seguida, Pedrosa [18] usando o método de LR e uma generalização da 

transformação unitária de Hartley e Ray encontrou a função de onda exata para o OHS 

com massa e frequência dependente do tempo.  
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Em virtude do exposto acima, o método de LR juntamente com a 

transformação unitária de Hartley e Ray tem proporcionado uma ferramenta poderosa 

para a solução da ES para Hamiltonianos quadráticos dependentes do tempo. O único 

problema é que o invariante, e consequentemente a função de onda, depende de uma 

solução particular da equação de Milne-Pinney [19-21], que é uma equação diferencial 

não-linear e, por isso, em muitas situações não possui solução analítica. Assim, mesmo 

depois de todo esse estudo em sistemas dissipativos, podemos afirmar que quer 

classicamente na solução da equação de movimento ou quanticamente na solução da 

equação de Schrödinger a maioria dos sistemas não-conservativos (sistemas cujo 

Hamiltoniano depende explicitamente do tempo) não possuem soluções analíticas ou 

são muito complicados de resolver. 

Assim como o OH, os osciladores acoplados (OA) são muito importantes em 

Física. De fato OA representam um problema fundamental em Ótica Quântica [22]. 

Além do mais, estes sistemas são muito importantes no estudo de processos coletivos 

clássicos ou quânticos [23-25], onde é necessário achar soluções exatas para sistemas 

de osciladores harmônicos acoplados. O sistema de dois osciladores harmônicos 

acoplados tem sido muito estudado na literatura. Por exemplo, em 1988, Yeon [23] e 

colaboradores usando o método de integral de Feynman obtiveram o propagador para 

osciladores harmônicos simétricos (os dois osciladores possuem a mesma massa e a 

mesma frequência) independentes do tempo e encontraram o valor médio da energia. 

Entretanto, eles não encontraram a função de onda do sistema. Em 1999, Zhukov e 

Zhukova [26] também usando o método de integral de Feynman obtiveram o 

propagador exato para osciladores harmônicos simétricos acoplados com massa 

variando exponencialmente no tempo. 

O modelo de osciladores harmônicos acoplados também tem sido usado 

para estudar efeitos quânticos em circuitos elétricos mesoscópicos [27-38]. A palavra 

mesoscópico é usada para sistemas que se encontram em uma escala de tamanho 

intermediária, entre macroscópico (sistemas que podem ser descritos pelas equações 

de Newton ou de Hamilton) e microscópico (sistemas que podem ser descritos pela 

mecânica ondulatória ou matricial) [39]. O tamanho do sistema mesoscópico ainda não 

é completamente definido, podendo variar de dezenas a centenas de nanômetros [40].  
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Um sistema mesoscópico é um sistema em que o livre caminho médio de um 

elétron (distância média percorrida pelo um elétron entre duas colisões consecutivas 

[41]) é maior do que o tamanho do sistema, ou seja, o elétron propaga-se 

praticamente sem sofrer colisões [39]. O atual interesse nestes sistemas deve-se à 

miniaturização cada vez maior dos dispositivos eletrônicos em direção à escala atômica 

[42]. 

Em 2001, Zhang [43] investigou as incertezas quânticas de cargas e correntes 

em um circuito mesoscópico acoplado por um capacitor. O sistema em estudo consiste 

de dois circuitos RLC (R-resistência, L-indutância e C-capacitância) acoplados por um 

capacitor e pode ser modelado por um Hamiltoniano dependente do tempo. O 

Hamiltoniano é a soma de dois Hamiltonianos de dois osciladores harmônicos (massa 

variando exponencialmente no tempo e frequência constante) com um termo de 

acoplamento entre as coordenadas (que representam as cargas elétricas). Eles usaram 

a teoria quântica de LR [16] e uma transformação unitária para obter a autofunção do 

operador invariante. A função de onda do sistema difere somente por um fator de fase 

dependente do tempo da autofunção do operador invariante. Eles observaram que as 

relações de incerteza para cargas e correntes não satisfazem a relação de mínima 

incerteza, mesmo para o caso em que a resistência do sistema é nula. Um ano depois, 

os autores estudaram este mesmo sistema na presença de uma fonte [44]. 

Novamente, o sistema pode ser modelado por um Hamiltoniano de dois osciladores 

harmônicos acoplados dependentes do tempo. O que os autores concluíram foi que, as 

incertezas quânticas de cargas e correntes não dependem da fonte. 

O modelo de osciladores acoplados dependentes do tempo tem sido usado 

também para investigar a dinâmica do movimento de partículas carregadas na 

presença de um campo magnético dependente do tempo. Este sistema tem sido usado 

em diferentes áreas da Física, como Física da Matéria Condensada e Física de Plasma 

[45-52]. Recentemente, Menouar e colaboradores [53-54] encontraram a função de 

onda “exata” para dois diferentes sistemas de osciladores harmônicos acoplados 

dependentes do tempo na presença de um campo magnético variável no tempo. Na 

Ref. [53] eles consideraram um termo de ligação nas coordenadas, enquanto na Ref. 

[54] eles incluíram também um termo de ligação nos momentos. 
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Em ambos os artigos, eles consideraram Hamiltonianos quadráticos 

dependentes do tempo, supondo que os parâmetros dos sistemas, como as massas 

das duas partículas e o campo magnético, dependem do tempo. Eles realizaram várias 

transformações unitárias para escrever os Hamiltonianos acoplados dependentes do 

tempo como a soma de dois Hamiltonianos desacoplados dependentes do tempo com 

diferentes frequências dependentes do tempo e massas unitárias. Para obter os 

estados quânticos, eles usaram a método de LR. Para os dois sistemas as funções de 

onda dependem de uma quantidade que é solução da equação de Milne-Pinney [19-

21]. De acordo com os autores, um conhecimento completo do comportamento do 

sistema dentro da mecânica quântica só é obtido quando se conhece uma solução 

particular da equação de Milne-Pinney (EMP). Nos dois trabalhos os autores não 

encontraram nenhuma solução da EMP. 

Pelo exposto acima ficou claro que o sistema de dois osciladores harmônicos 

acoplados independentes ou dependentes do tempo é muito importante em Física. 

Assim, neste trabalho estudaremos um sistema de dois osciladores harmônicos 

acoplados dependentes e independentes do tempo, tanto classicamente quanto 

quanticamente. Para isto, vamos considerar que as massas, frequências e o parâmetro 

de acoplamento são funções arbitrárias do tempo. 

Este trabalho está organizado da seguinte forma: no Capítulo 2, 

estudaremos o sistema de dois osciladores harmônicos clássicos acoplados 

dependentes do tempo. Através de uma transformação de escala e uma 

transformação canônica reescreveremos o Hamiltoniano destes dois osciladores 

harmônicos acoplados dependentes do tempo como o Hamiltoniano de dois 

osciladores harmônicos desacoplados dependentes do tempo. Após isto, estudaremos 

quatro tipos de osciladores harmônicos acoplados, obtendo as posições e as 

velocidades. No Capítulo 3, estudaremos o mesmo sistema do ponto de vista da 

mecânica quântica. Inicialmente, encontraremos a função de onda de um oscilador 

harmônico simples com frequência dependente do tempo e massa unitária usando o 

método de LR [16] e a transformação unitária de HR [17]. Depois, com esta função de 

onda, encontraremos a função de onda do sistema de dois osciladores harmônicos 

acoplados dependentes do tempo. Além disso, encontraremos os valores médios, as 
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incertezas na posição e no momento e os produtos de incerteza do sistema. Para 

finalizar, encontraremos a solução da equação de Milne-Pinney [19-21] para os quatro 

osciladores harmônicos acoplados considerados no Capítulo 2. No Capítulo 4 

apresentaremos os principais resultados obtidos. 
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Capítulo 2 

 

Osciladores harmônicos acoplados 

dependentes do tempo: tratamento clássico. 

 

Neste Capítulo, estudaremos classicamente o sistema de dois osciladores 

harmônicos acoplados, cujos parâmetros do sistema massas (�), frequências (�) e o 

termo de acoplamento (�) são funções do tempo. A partir de uma transformação de 

escala e uma transformação canônica, escreveremos o Hamiltoniano do sistema de 

dois osciladores acoplados como a soma de dois Hamiltonianos de dois osciladores 

desacoplados dependentes do tempo. Estudaremos quatro tipos de osciladores, a 

saber: (i) �� = �� = �� , ω� = ω�� , ω� = ω��  e � = �� ; (ii) �� = �� = ���γ� , 

ω� = ω�� , ω� = ω�� , e � = ���γ� ; (iii) �� = �� = ���γ� , ω� = ω����γ�/� , ω� =

ω����γ�/�  e � = �� ; e (iv) �� = �� = �� , ω� = ω���γ�/�  , ω� = ω���γ�/�	 e � =
���γ�. Em todos os casos ��, ω��, ω��, �� e γ  são constantes. Para cada sistema 

encontraremos a posição e a velocidade exata dos dois osciladores. 

 

2.1 Transformações canônicas 

 

 Uma transformação de coordenadas no espaço de fase (espaço cartesiano 

cujos eixos são as variáveis canônicas [55]) será canônica se preservar a forma 

canônica das equações de Hamilton [55-56]. Considere as variáveis canônicas 

�
�, ���, (� = 1, 2, … , �) , onde 
�  são as coordenadas e ��  são os momentos, que 

satisfazem as equações de Hamilton 

                                                                  
�	�
��
=


�

��

 ,                                                                (2.1) 
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e 

                                                                  
���
��
= −


�

	�

 .                                                            (2.2) 

Queremos encontrar uma transformação de coordenadas inversível 

                                             �� = ��(
�, ��, �), �� = �� 	(
�, ��, �),                                       (2.3) 

de tal forma que exista uma nova função, �(��,�� , �), que satisfaça as equações abaixo 

                                                                    
�
�

��
=


�

��

 ,                                                              (2.4) 

e 

                                                                  
���

��
= −


�


�

 .                                                            (2.5) 

Assim, a nova função deve satisfazer as equações de Hamilton nas novas 

coordenadas. Isso é possível se, e somente se, existir uma função Φ, tal que 

                                                 ����,�� , �� = ��
�, ��, �� + 
�

�

 .                                          (2.6) 

  A função Φ é chamada de função geratriz, e ela funciona como uma 

ligação entre as coordenadas iniciais e as coordenadas finais. Existem vários tipos de 

funções geratrizes, mas neste trabalho usaremos apenas um tipo que é 

                                                              Φ = Φ(
�,�� , �),                                                        (2.7) 

que relaciona as coordenadas pelas equações abaixo [55] 

                                                                    �� = 
�

	�

 ,                                                               (2.8) 

e 

                                                                    �� =

�

��

 .                                                               (2.9) 

Portanto, para se transformar um Hamiltoniano em outro Hamiltoniano, 

cujas equações de Hamilton tenham uma solução mais fácil, primeiro encontramos 



10 

 

uma transformação inversível, depois a função geratriz e, por fim, o novo 

Hamiltoniano.  

Usaremos esse procedimento na próxima seção para transformar o 

Hamiltoniano de dois osciladores acoplados dependentes do tempo em um 

Hamiltoniano de dois osciladores desacoplados dependentes do tempo. 

 

2.2 Osciladores harmônicos acoplados 

 

Considere o seguinte Hamiltoniano 

        ��	�, 	�, �� = ����

���(�)
+

����

���(�)
+

�����ω�
�(�)���

�
+

�����ω�
�(�)���

�
+

�(�)(�����)�

�
 ,       (2.10) 

que representa o Hamiltoniano de dois osciladores harmônicos acoplados 

dependentes do tempo. Nesta equação 	�	(� = 1, 2) representa as coordenadas dos 

dois osciladores, ���	(� = 1, 2)  o momento dos dois osciladores, ��	(� = 1,2)  é a 

massa de cada oscilador, ω� 	(� = 1,2) a frequência de cada oscilador e �(�) o termo de 

acoplamento. Para encontrar a posição dos dois osciladores usaremos as equações de 

Hamilton, para obter 

                                  
����
���

+
���[�����]

��
���
��
+ ��

����	� = ����
�����

(	� − 	�) ,                      (2.11) 

e 

                                
����
���

+
���[�����]

��
���
��
+ ��

����	� = − ����
�����

(	� − 	�) .                    (2.12) 

Estas duas últimas equações constituem um sistema de duas equações 

diferenciais lineares acopladas, que na maioria dos casos é muito complicado de se 

resolver. Assim, o que podemos dizer é que partindo do Hamiltoniano inicial, eq. 

(2.10), é difícil encontrarmos a posição dos dois osciladores. Portanto, realizaremos 

algumas transformações no Hamiltoniano dado pela eq. (2.10) a fim de deixá-lo na 
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forma de um Hamiltoniano cujas equações de movimento sejam mais fácies de 

resolver. Para isto, consideremos primeiro a seguinte transformação de coordenadas 

                                                             
� = ������
�����

��/� 	� ,                                                         (2.13) 

                                                             
� = ������
�����

��/� 	� ,                                                         (2.14) 

                                                             �� = ������
�����

��/� ��� ,                                                       (2.15) 

� 

                                                             �� = ������
�����

��/� ��� .                                                       (2.16) 

Com essa transformação de escala, reescrevemos o Hamiltoniano dado 

pela eq. (2.10) na forma 

                                      � = ���

��
+

���

��
+

�����	��

�
+

�����	��

�
+

��(�)	�	�
�

 ,                             (2.17) 

onde,    

                                                      ���� = [����������]�/� ,                                           (2.18) 

                                         ����� = ������
�����

��

�
[�����ω�

���� + ����] ,                                 (2.19) 

                                         ����� = ������
�����

��

�
[�����ω�

���� + ����] ,                                 (2.20) 

e 

                                                           ����� = −2�(�) .                                                       (2.21) 

Agora, para eliminar o termo de acoplamento 
�
�, realizaremos uma 

transformação canônica dependente do tempo. Considere que 

                                        
� = �
�����

[cos��(�)� �� + �����(�)���] ,                            (2.22) 

                                      
� = �
�����

[−�����(�)��� + cos��(�)� ��] ,                           (2.23) 
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                             �� = ��(�)[cos��(�)� �� + �����(�)���] − �
�
��(�)
��


� ,                (2.24) 

e 

                            �� = ��(�)�−�����(�)��� + cos��(�)� ���− �
�
��(�)
��


� ,              (2.25) 

 onde, � é uma função qualquer do tempo. 

Com esta transformação de coordenadas podemos encontrar a função 

geratriz através das eqs. (2.8) e (2.9), com isso temos  

                      
��

	�
= �� = ��(�)[cos��(�)� �� + �����(�)���] − �

�
��(�)
��


� ,            (2.26) 

da qual encontramos  

       Φ = ��(�)�cos������ �� + ����������� 
� − �
�
��(�)
��


�� + !(
�,��,��, �) ,  (2.27) 

onde, ! é uma função arbitrária do seu argumento. Aplicando mais uma vez a eq. 

(2.8), encontramos  

                   
��

	�
= �� = ��(�)�−�����(�)��� + cos��(�)� ��� − �

�
��(�)
��


� ,           (2.28) 

e usando as eqs. (2.27) e (2.28) obtemos  

           ! = ��(�)�−�����(�)��� + cos��(�)� ���
� − �
�
��(�)
��


�� + !�(��,��, �) , (2.29) 

onde, mais uma vez, !� é uma função arbitrária do seu argumento. Para encontrar a 

função !, primeiro invertermos as eqs. (2.22) e (2.23), obtendo 

                                           �� = �����[cos��� 
� − ������
�] ,                                  (2.30) 

e 

                                           �� = �����[������
� + cos��� 
�] ,                                  (2.31) 

e, por fim, usamos as eqs. (2.9), (2.30) e (2.31) para obtermos 

                                                                 

��


��
=


��


��
= 0 .                                                      (2.32) 
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Logo, !� = !	�(�), que podemos, sem perda de generalidade, tomar 

como sendo zero [56]. Assim, usando esse valor para !�, juntamente com as eqs. 

(2.29) e (2.27), obtemos  

 

Φ�
�, 
�,��,��, �� = ������cos������ �� + ����������� 
� + 

                    +��(�)�−�����(�)��� + cos��(�)� ���
� − �
�
�����
��

(
�� + 
��) ,          (2.33) 

 

que é a função geratriz da transformação canônica dependente do tempo. Com ela 

podemos encontrar o novo Hamiltoniano que é 

� = ���

�
+

���

�
+ �" ����� − �����+ ���� #� �!�"���#

�����
��� − ���+ $%&!�"���#

�����
��$+  

+ # �' �

���
−

�(
��
+

��
�

%&�����+ ��
�

�������− ��
��

����2��$ 
�
�

�
+  

                        + # �' �

���
−

�(
��
+

��
�

�������+ ��
�

%&�����+ ��
��

���(2�)	$ 
�
�

�
 ,               (2.34) 

onde, usamos as eqs. (2.6), (2.22) á (2.25) e (2.33), e o ponto representa a derivado no 

tempo. 

Analisando o novo Hamiltoniano �, vemos que para uma função qualquer 

de �, ele é, em geral, mais complicado que o Hamiltoniano inicial. Porém se tomarmos 

� como constante, e considerarmos que o termo que aparece multiplicado por ���� é 

zero, encontramos que 

                                               � = ���

�
+

���

�
+

)�
�(�)
�

��
� +

)�
�(�)
�

��
� ,                                    (2.35) 

e 

                                             tan�2�� = ��
�����

= %&���'��� ,                                   (2.36) 

onde,  

                      Ω�
� =

�' �

���
−

�(
��
+

��
�

%&����� + ��
�

������� − ��
��

���(2�) ,               (2.37)   
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e                 

                             Ω�
� =

�' �

���
−

�(
��
+

��
�

������� + ��
�

%&�����+ ��
��

���(2�) .               (2.38) 

Como vemos o novo Hamiltoniano, � , representa dois osciladores 

harmônicos desacoplados com massas unitárias e frequências modificadas, porém 

sujeito ao vínculo que tan�2�� seja constante, eq. (2.36). Ou seja, podemos variar os 

parâmetros do sistema, mas de tal forma que a razão da eq. (2.36) se mantenha 

constante. Para esse novo Hamiltoniano, as equações de movimento são bem mais 

simples e dadas por 

                                                          
��
�

���
+ Ω�

������ = 0 ,                                                 (2.39)  

e 

                                                          
��
�

���
+ Ω�

������ = 0 ,                                                 (2.40)  

que são duas equações diferenciais lineares desacopladas. Ou seja, com estas duas 

transformações e o vínculo imposto pela eq. (2.36), reduzimos o Hamiltoniano de dois 

osciladores harmônicos acoplados a um Hamiltoniano de dois osciladores harmônicos 

desacoplados.  

Agora que temos duas equações de movimento mais simples, podemos 

encontrar a posição em função do tempo dos dois osciladores para alguns casos 

particulares. Na próxima seção, consideraremos os seguintes casos: (i) �� = �� =�� , ω� = ω�� , ω� = ω��  e � = �� ; (ii) �� = �� = ���γ� , ω� = ω�� , ω� = ω�� , e 

� = ���γ� ; (iii) �� = �� = ���γ� , ω� = ω����γ�/�, ω� = ω����γ�/� e � = �� ; e (iv) 

�� = �� = ��, ω� = ω���γ�/� , ω� = ω���γ�/�	e � = ���γ� , com ��, ω�� , ω��, �� e γ 

constantes. Para cada caso, resolveremos a equação de movimento para as 

coordenadas transformadas �� e ��, e utilizando as eqs. (2.13), (2,14), (2.22) e (2.23) 

encontraremos 

                                        	�(�) = �
������

[cos��� �� + ��������] ,                                (2.41) 

e 
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                                      	�(�) = �
������

[−sen��� �� + %&������] ,                              (2.42) 

que são as coordenadas originais.    

 

2.3 Exemplos de osciladores acoplados 

 

Consideremos inicialmente o caso (i), que representa o sistema de dois 

osciladores acoplados independentes do tempo, para este oscilador, usando a eq. 

(2.36), obtemos que 

                                                     � = �
�
'(%�) * ���

��!*��
� �*��

� #
+ .                                           (2.43) 

que é a mesma expressão para os outros três osciladores.  

Voltando ao estudo do caso (i), utilizando as eqs. (2.37) e (2.38) temos 

                              Ω�
� = ���

� cos����+ ���
� sin����+ ��

��

�1 + sin�2��� ,                   (2.44) 

e 

                             Ω�
� = ���

� sin����+ ���
� cos����+ ��

��
[1 − sin�2��] ,                    (2.45) 

que são constantes, como deveriam ser, pois os parâmetros do sistema são todos 

independentes do tempo. Assim, para esse caso as eqs. (2.39) e (2.40) são exatamente 

as equações de osciladores harmônicos simples, cujas soluções são 

 

                                           ����� = '� sen�Ω�� + ,�� , (� = 1	�	2) ,                                (2.46) 

 

onde, '�, (� = 1,2)  e ,�, (� = 1,2)   são constantes a serem determinadas pelas 

condições iniciais. Usando as eqs. (2.41) e (2.42) obtemos  

 

              	���� = �

���
['� cos��� ����Ω�� + ,�� + '�����������Ω�� + ,��] ,       (2.47) 
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e 

 

             	���� = �

���
[−'� sen��� ����Ω�� + ,�� + '�%&��������Ω�� + ,��] ,     (2.48) 

 

que são as equações que descrevem as posições dos dois osciladores. Derivando estas 

equações no tempo, encontramos que as velocidades são dadas por 

 

          -���� = �

���
[Ω�'� cos��� %&��Ω�� + ,��+ Ω�'�������%&��Ω�� + ,��] ,  (2.49) 

e 

        -���� = �

���
[−Ω�'� sen��� %&��Ω�� + ,��+ Ω�'�%&����%&��Ω�� + ,��] . (2.50) 

 

Analisaremos agora o segundo caso em que as massas dos dois 

osciladores e o parâmetro de acoplamento são funções do tempo. As frequências 

modificadas são agora dadas por 

                             Ω�
� =

�+�

�
+ ���

� cos���� + ���
� sin����+ ��

��
[1 + sin�2��] ,                 (2.51) 

e 

                             Ω�
� =

�+�

�
+ ���

� sin����+ ���
� cos����+ ��

��
[1 − sin�2��] ,                 (2.52) 

que são independentes do tempo. Logo, este sistema apresenta a mesma solução que 

o caso anterior, mas com as frequências modificadas. Assim, da eqs. (2.41) e (2.42) 

encontramos que as posições e velocidades dos osciladores são 

 

              	���� =  
�	

�

���
[%� cos��� ����Ω�� + ,�� + %�����������Ω�� + ,��] ,        (2.53) 
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             	���� =  
�	

�

���
[−%� sen��� ����Ω�� + ,��+ %�%&��������Ω�� + ,��] ,     (2.54) 

e 

          -���� = . 
�	

�

���
/ �Ω�%� cos��� %&��Ω�� + ,�� +Ω�%�������%&��Ω�� + ,���+  

                  +.−  
�	

�

����
0/ [%� cos��� ����Ω�� + ,��+ %�����������Ω�� + ,��] , (2.55) 

 

        -���� = . 
�	

�

���
/ �−Ω�%� sen��� %&��Ω�� + ,�� + Ω�%�%&����%&��Ω�� + ,���+   

                +.−  
�	

�

����
0/ [−%� sen��� ����Ω�� + ,��+ %�%&��������Ω�� + ,��] .(2.56) 

 

 Para o terceiro caso as frequências modificadas são 

        Ω�
���� = �+�

�
+ 1���

� cos���� + ���
� sin����+ ��

��

�1 + sin�2���2 �	�(−0�) ,  (2.57) 

e 

               Ω�
���� = �+�

�
+ 1���

� sin����+ ���
� cos����+ ��

��

�1 − sin�2���2 �	�(−0�) ,   (2.58) 

que, agora, são explicitamente dependentes do tempo. Assim, as equações 

diferenciais (2.39) e (2.40) são dadas por 

 

                                        �
 � + �'� + �� exp�−0����� = 0, (� = 1	�	2) ,                         (2.59) 

 

onde,   

                                                             '� = '� = − +�

�
 ,                                                       (2.60) 
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                          �� = ���
� cos����+ ���

� sin����+ ��
��
[1 + sin�2��] ,                        (2.61) 

e 

                          �� = ���
� sin����+ ���

� cos����+ ��
��
[1 − sin�2��] .                        (2.62) 

Logo, temos que resolver a seguinte equação diferencial 

                                                  	
 + [' + � exp�−0��]	 = 0 .                                           (2.63) 

Para resolvê-la consideremos o seguinte procedimento. Primeiro fazemos 

a transformação, 	��� = 3(4) com 4 = exp	(−0�). Com isso eq. (2.59) torna-se 

                                              4� 
�,

-�
+ 4 
,


-
+ � .

+�
+

�
+�

4� 3 = 0 .                                      (2.64) 

Agora fazemos uma segunda transformação de variável, 3(4) 	= 43�	(4), 
para obter  

                                      4� 
�,�


-�
+ 34 
,�


-
+ #�1 + .

+�
�+ �

+�
4$ 3� = 0 .                           (2.65) 

Finalmente, fazendo, 3� =
/(-�)
-

,  com 4� = 25�-
+�

 , encontramos 

                                                    �
 + /'

-�
+ �1 + �.

+�-��
�� = 0 ,                                           (2.66) 

que é a equação diferencial de Bessel [57]. Usando as eqs. (2.60)-(2.66) encontramos 

que a solução da eq. (2.59) é 

 

         ����� = 6���
��� *2 ���

+
exp �− +�

�
�++ ����

��� *2 ���
+
exp �− +�

�
�+ , (� = 1	�	2) ,   (2.67)  

 

onde, ��
(�)

 e ��
(�)

 são as funções de Hankel de primeira ordem tipo 1 e tipo 2 [58], 

respectivamente, e 6�  e ��  são constantes determinadas pelas condições iniciais. 

Usando este resultado nas eqs. (2.41) e (2.42) encontramos que as posições a as 

velocidades dos dois osciladores são dadas por 
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	���� = . 
�	

�

���
/ cos��� 76���

��� *2 ���
+
exp �− +�

�
�++ ����

��� *2 ���
+
exp �− +�

�
�+8+                                            

         +. 
�	

�

���
/ ������ 76���

��� *2 ���
+
exp �− +�

�
�++ ����

��� *2 ���
+
exp �− +�

�
�+8 ,     (2.68) 

 

	���� = . 
�	

�

���
/ �−sen���� 76���

��� *2 ���
+
exp �− +�

�
�++ ����

��� *2 ���
+
exp �− +�

�
�+8+   

            +. 
�	

�

���
/ cos��� 76���

��� *2 ���
+
exp �− +�

�
�++ ����

��� *2 ���
+
exp �− +�

�
�+8 ,   (2.69) 

e 

-���� = 9$%&�"�
����

: {�����+�6� *��
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�: − ��

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:++  

+�����+��� *��
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�:− ��

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:++  

+ �−0��	


� � *6���
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�:+ ����

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:+} +  

+ 9� ��"�
����

: {�����+�6� *��
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�: −��

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:++   

+�����+��� *��
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�: − ��

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:++  

              + �−0��	


� � *6���
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�: + ����

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:+} ,     (2.70) 

 

-���� = 9− &01�"�
����

: {�����+�6� *��
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�: − ��

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:++  

+�����+��� *��
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�:− ��

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:++  

+ �−0��	


� � *6���
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�:+ ����

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:+} +  

+ 923��"�
����

: {�����+�6� *��
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�: − ��

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:++   
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+�����+��� *��
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�: − ��

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:++  

               + �−0��	


� � *6���
��� 92 ���

+
exp �− +�

�
�: + ����

��� 92 ���
+
exp �− +�

�
�:+} .    (2.71)  

 

Por fim, vamos analisar o quarto caso. Para este sistema as frequências 

modificadas são 

                                                    Ω�
���� = ���+� , (� = 1	�	2) ,                                            (2.72) 

onde, �� é dado pelas eqs. (2.61) e (2.62). Para estas frequências modificadas as eqs. 

(2.39) e (2.40) são 

                                            �
 � + �� exp�0�� �� = 0, (� = 1	�	2) .                                 (2.73) 

Analisando esta equação vemos que ela é semelhante a eq. (2.59), mas 

com ' = 0 e 	0 → −0. Logo, utilizando o mesmo procedimento anterior, encontramos 

 

                  ����� = ����
��� *2 ���

+
exp �+�

�
�++ (���

��� *2 ���
+
exp �+�

�
�+ , (� = 1	�	2) ,    

(2.74) 

 

onde, como nos casos anteriores, �� e (� são constantes determinadas pelas condições 

iniciais. As posições e as velocidades dos dois osciladores são dadas por 

 

	���� = 9 �

���
: 7%&���� *����

��� 92 ���
+
exp �+�

�
�:+ (���

��� 92 ���
+
exp �+�

�
�:+8+   

               + 9 �

���
: 7������ *����

��� 92 ���
+
exp �+�

�
�:+ (���

��� 92 ���
+
exp �+�

�
�:+8 ,    (2.75) 

 

	���� = 9 �

���
: 7−������ *����

��� 92 ���
+
exp �+�

�
�: + (���

��� 92 ���
+
exp �+�

�
�:+8+   
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               + 9 �

���
: 7%&���� *����

��� 92 ���
+
exp �+�

�
�: + (���

��� 92 ���
+
exp �+�

�
�:+8 ,    (2.76) 

e 

-���� = 9− $%&	(")

���
����	


� : 7����
��� *2 ���

+
exp �+�

�
�++ (���

��� *2 ���
+
exp �+�

�
�+8+   

              + 9− &01(")

���
����	


� : 7����
��� *2 ���

+
exp �+�

�
�++ (���

��� *2 ���
+
exp �+�

�
�+8 ,   (2.77) 

 

-���� = 9&01(")
���

����	


� : 7����
��� *2 ���

+
exp �+�

�
�++ (���

��� *2 ���
+
exp �+�

�
�+8+   

              + 9− $%&(")

���
����	


� : 7����
��� *2 ���

+
exp �+�

�
�++ (���

��� *2 ���
+
exp �+�

�
�+8 .   (2.78) 

 

Analisando as soluções encontradas, vemos que para o primeiro caso a 

posição dos dois osciladores corresponde à superposição de dois movimentos 

harmônicos simples com diferentes amplitudes, frequências e fases todas constantes. 

O segundo caso, também, corresponde à superposição de dois movimentos 

harmônicos simples de diferentes frequências e fases, porém, para este caso, a 

amplitude dos dois osciladores decresce exponencialmente no tempo. Este 

decaimento exponencial da amplitude deve-se ao fato de que as massas dos dois 

osciladores crescem exponencialmente no tempo. Já os outros dois casos não 

correspondem à superposição de dois movimentos harmônicos simples, mas, mesmo 

assim, temos um movimento oscilatório, pois as funções de Hankel são funções 

oscilantes dos seus argumentos. 

A seguir mostraremos, para cada caso, a dependência temporal da 

posição dos osciladores 1 (oscilador associado a coordenada 	� ) e 2 (oscilador 

associado a coordenada 	�). Em todos os casos consideraremos �� = 1, ω�� = 2, 

ω�� = 1,	�� = 1, γ = 1 e as seguintes condições iniciais: 	��0� = 1, 	��0� = 0 e 

-��0� = -��0� = 0. Sendo que as unidades são tomadas em unidades do sistema 

Internacional de Unidades. 
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As funções de Hankel de ordem � (��
4���, ; = 1	�	2) são combinações 

lineares das funções de Bessel de ordem � (<�(�)) e das funções de Neumann de 

ordem � (=�(�)), como mostrado abaixo [58] 

                                                    ��
������ = <���� + �=�(�) ,                                              (2.79) 

e 

                                                    ��
������ = <���� − �=�(�) .                                              (2.80) 

Assim, nos gráficos usamos uma combinação linear de funções de Bessel 

e de Neumann, em lugar de funções de Hankel tipo 1 e 2, respectivamente.   

Nas figuras 2.1-2.4 mostramos gráficos de 	4���	x � para os quatros 

casos (i), (ii), (iii) e (iv), respectivamente. 

 

 

 

Figura 2.1: Dependência temporal da posição, para os dois osciladores, para o caso (i). 

Curva vermelha (oscilador 1), curva verde (oscilador 2). 
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Figura 2.2: Dependência temporal da posição, para os dois osciladores, para o caso (ii). 

Curva vermelha (oscilador 1), curva verde (oscilador 2). 

 

 

Figura 2.3: Dependência temporal da posição, para os dois osciladores, para o caso (iii). 

Curva vermelha (oscilador 1), curva verde (oscilador 2). 
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Figura 2.4: Dependência temporal da posição, para os dois osciladores, para o caso (iv). 

Curva vermelha (oscilador 1), curva verde (oscilador 2). 

 

Em todos os gráficos vemos que a amplitude do oscilador 1 é maior do 

que a do oscilador 2. Isso se deve ao fato que a posição inicial do oscilador 1 é 1, 

enquanto do oscilador 2 é 0. Se invertermos as condições iniciais, ou seja, 	��0� = 0 e 

	��0� = 1, a amplitude do oscilador 2 passa a ser maior do que a amplitude do 

oscilador 1.  

No primeiro caso a amplitude oscila no decorrer do tempo, crescendo e 

decrescendo, um comportamento típico do sistema de dois osciladores harmônicos 

acoplados independentes do tempo. Mas, em média, a amplitude não decresce no 

tempo, isso ocorre, porque, este sistema é conservativo, já que todos os parâmetros 

do sistema são independentes do tempo.  

Para o segundo caso, temos, também, que as amplitudes dos dois 

osciladores oscilam no tempo, mas, decrescem com o decorrer do tempo. Este 

decaimento deve-se ao fato que a massa dos dois osciladores aumenta 

exponencialmente no tempo. A posição dos dois osciladores, para este sistema, tem 

um comportamento análogo a um oscilador harmônico subcrítico. 

0 1 2 3 4 5 6

-0.5

0.0

0.5

1.0

t

x j



25 

 

Da Fig. 2.3 vemos que o terceiro caso não oscila no tempo. Neste 

sistema, os dois osciladores têm um comportamento semelhante a um oscilador 

harmônico supercrítico. 

Por fim, o quarto caso é análogo ao segundo caso, ou seja, os 

osciladores comportam-se como osciladores harmônicos subcríticos. Porém, para este 

sistema a amplitude cresce e decresce no tempo, mas, em média decresce no tempo. 

Este comportamento pode ser explicado da seguinte forma. A posição dos dois 

osciladores, eqs. (2.75) e (2.76),  pode ser escrita como 

                                      	���� = 9 �

���
: (cos��� ��>�+ ����������) ,                         (2.81) 

e 

                                     	���� = 9 �

���
: (−sin	(�)��>�+ %&��������) ,                       (2.82) 

onde, 

                                       ���� = ����
��� 9����

+
�	


� : + (���
��� 9����

+
�	


� : ,                        (2.83) 

e 

                                      ���� = ����
��� 9����

+
�	


� : + (���
��� 9����

+
�	


� : .                         (2.84) 

 

A variação no tempo de ���� e ���� é mostrada nas figuras 2.5 e 2.6, 

respectivamente. 
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Figura 2.5: Dependência temporal da função ���� (veja eq. (2.83)).   

 

 

Figura 2.6: Dependência temporal da função B��� (veja eq. (2.84)).   

 

Vemos que as funções ���� e B��� se comportam como um oscilador 

harmônico subcrítico, com diferentes frequências. A função ���� tem uma frequência 

de oscilação maior que a frequência de oscilação da função B���, pois o período de 
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combinação linear da soma destes dois gráficos e, da eq. (2.82), vemos que 	�(�) é 

uma combinação linear da diferença destes dois gráficos. 
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Capítulo 3 

 

Osciladores harmônicos acoplados 

dependentes do tempo: tratamento quântico. 

 

Neste Capítulo estudaremos o sistema de dois osciladores harmônicos 

acoplados, (eq. 2.10), dependentes do tempo do ponto de vista da mecânica quântica. 

No caso clássico, usamos uma transformação de escala e uma transformação canônica 

para reduzir o Hamiltoniano do sistema ao Hamiltoniano desacoplado, eq. (2.35). No 

tratamento quântico partiremos do Hamiltoniano desacoplado, pois não é necessário 

transformá-lo novamente, porque uma transformação canônica em mecânica clássica 

equivale a uma transformação unitária em mecânica quântica [59-62]. Começaremos 

este Capítulo aplicando o método de Lewis e Riesenfeld [16] ao oscilador harmônico 

simples com frequência dependente do tempo e massa unitária. Depois, aplicaremos a 

transformação unitária de Hartley e Ray [17] nas autofunções do operador invariante 

com a finalidade de encontrar a solução da equação de Schrödinger para o oscilador 

harmônico simples com frequência dependente do tempo e massa unitária. Em 

seguida, encontraremos a função de onda, os valores médios, os valores médios 

quadráticos e os produtos de incerteza do sistema em estudo, como função da solução 

da equação de Milne-Pinney [19-21]. Além disso, resolveremos a equação de Milne-

Pinney para os quatro casos estudados no caso clássico. Por fim, com as soluções da 

equação de Milne-Pinney, analisaremos a dependência temporal da incerteza na 

posição, no momento e do produto de incerteza. 
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3.1 Oscilador harmônico simples com frequência 

dependente do tempo  

 

Do ponto de vista da mecânica quântica é de fundamental importância o 

conhecimento de um conjunto completo de estados quânticos para descrever o 

sistema. Para sistemas não conservativos (sistemas cujo Hamiltoniano depende 

explicitamente do tempo), geralmente, o problema de encontrar um conjunto 

completo de estados quânticos é muito complicado. Existem métodos de aproximação 

como a teoria da perturbação dependente do tempo [63]. Porém, a maioria dos 

métodos de aproximação tem domínio restrito. 

Por outro lado, como falamos no Capítulo 1, Lewis e Riesenfeld [16] 

desenvolveram uma teoria quântica de invariantes explicitamente dependentes do 

tempo.  Nesta teoria eles demonstraram que as soluções da equação de Schrödinger 

(ES) e os autoestados do operador invariante diferem apenas por um fator de fase 

dependente do tempo. Eles demonstraram também que os autovalores do operador 

invariante não dependem do tempo. Assim, resolver a ES é equivalente a resolver a 

equação de autovalor para o operador invariante, encontrado seus autoestados e 

autovalores.  

Nesta seção, mostraremos como LR aplicaram seu método ao oscilador 

harmônico simples com massa unitária e frequência dependente do tempo. Considere 

o Hamiltoniano abaixo 

                                                                   ���� =
��

�
+

�

�
������� ,                                                   (3.1) 

que é o Hamiltoniano de um oscilador harmônico simples com massa unitária e 

frequência dependente do tempo �(�). Na eq. (3.1) 
 e � são os operadores posição e 

momento, respectivamente, que satisfazem a relação de comutação     

                                                                     �
, �� = �ℏ .                                                         (3.2) 

Consideremos agora a equação de Schrödinger para este Hamiltoniano 
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                                                         �ℏ 
|5���〉

�

= ����|?���〉 .                                               (3.3) 

 Para este sistema, o operador invariante, A(�), satisfaz a eq. 
�7
��
= 0, e é 

dado por [16,64-67] 

                                               A��� = �
�
*�	

8
�� + �B� − B"
��+ ,                                             (3.4) 

onde, B é uma solução particular da equação de Milne-Pinney [19-21] 

                                                             B
 + �����B = �
8�

 .                                                      (3.5) 

Para este sistema Lewis e Riesenfeld construíram um invariante da 

seguinte forma A��� = C���
� + D����� + 0���(
�+ �
), onde C(�), D(�) e 0(�) são 

funções do tempo. Partindo a hipótese que A(�)  é hermitiano e invariante eles 

deduziram as eqs. (3.4) e (3.5).  

Para encontrar os autoestados e os autovalores de A(�), vamos definir os 

operadores �(�) e �9(�), dependentes do tempo, da seguinte forma 

                                                ���� = � �
�:

��/� #	
8
+ ��B� − B"
�$ ,                                       (3.6) 

e 

                                               �9��� = � �
�:

��/� #	
8
− ��B� − B"
�$	,                                      (3.7) 

de tal forma que a seguinte relação de comutação 

                                                            �����, �9���� = 1 ,                                                       (3.8) 

seja satisfeita. 

Em termos de � e �9, 
 e � são dados por  

                                                          
 = �ℏ
�
��

� B(� + �9) ,                                                    (3.9) 

e 
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                                             � = � �ℏ
�
��

� #��
8
− �B"� �9 − ��

8
+ �B"� �$ ,                               (3.10) 

Substituindo estas equações na eq. (3.4), obtemos  

                                                           A��� = ℏ ��9� + �
�
� ,                                                  (3.11) 

que pode ser escrita como 

                                                           A��� = ℏ �= + �
�
� ,                                                     (3.12) 

onde, = = �9� = =9. Das relações 

                                                        �|�, �〉 = ��/�|� − 1, �〉 ,                                              (3.13) 

e 

                                                 �9|�, �〉 = (� + 1)�/�|� + 1, �〉 ,                                       (3.14) 

podemos escrever 

 

                                              =|�, �〉 = �|�, �〉, � = 0, 1, 2, 3, … ,                                      (3.15) 

e 

                                                        A���|�, �〉 = F�|�, �〉 ,                                                    (3.16) 

onde, 

                                                            F� = ℏ �� + �
�
� .                                                        (3.17) 

Como A(�) é hermitiano, seus autoestados são ortogonais e normalizados 

                                                             〈��, �|�, �〉 = H��� .                                                   (3.18) 

De acordo com LR as soluções da ES são relacionadas com os autoestados 

de A(�) através da equação [16] 

                                                           |�, �〉� = ��;�(�)|�, �〉 ,                                               (3.19) 
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onde, |�, �〉� é uma solução da ES e as fases C�(�) são dadas por [16] 

                                                    C���� = − �� + �
�
�I ���

8�(��)
�
�  .                                           (3.20) 

Portanto, a solução geral da ES, eq. (3.3), é 

                                                  |?���〉 = ∑ %�<
�=� ��;�(�)|�, �〉 ,                                        (3.21) 

na qual, %� são constantes.   

Logo, para encontrar a solução da ES temos que encontrar as autofunções 

do operador invariante. Para fazer isso, consideremos a equação de autovalor para o 

operador invariante, eq. (3.16), e multipliquemos por |
〉 para obter 

                                                     A���K��
, �� = F�K��
, �� .                                           (3.22) 

A seguir considere a transformação unitária de HR [17] 

                                                        K�
′ �
, �� = LK�(
, �) ,                                                 (3.23) 

onde, 

                                                        L = exp #− �� 8'
�ℏ8

� 
�$ ,                                              (3.24) 

de tal forma que, sob esta transformação unitária a equação de autovalor, eq. (3.22), 

torna-se 

                                                     A����K�
� �
, �� = F�K�

� �
, �� ,                                          (3.25) 

onde,    

                                                                   A� = LAL9 .                                                          (3.26) 

Após alguma álgebra, encontramos 

                                                       A� = − ℏ�

�
B� 
�


	�
+

�
�
	�

8�
 ,                                                 (3.27) 

e a eq. (3.25) escreve-se 

                                          #− ℏ�

�
B� 
�


	�
+

�
�
	�

8�
$ K�

� �
, �� = F�K�
� �
, �� .                           (3.28) 
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Definindo uma nova variável M = 
/B, a eq. (3.28) torna-se 

                                                #− ℏ�

�

�


>�
+

>�

�
$ ,�(M) = F�,�(M) ,                                   (3.29) 

onde, 

                                                     K�
� �
, �� = ?�(	/8)

8�/�
=

?�(>)
8�/�

 .                                           (3.30) 

Nesta última equação o fator B�/� foi introduzido para que a condição de 

normalização seja satisfeita, ou seja, 

                                   IK�
∗��
, �� K�

� �
, ��6
 = I,�
∗�M�,��M�6M = 1 .                       (3.31) 

Analisando a eq. (3.29) vemos que ela é a ES para o oscilador harmônico 

simples com massa e frequência unitárias, cuja solução é [63] 

                                      ,��M� = � �
√Aℏ�!��

��/� exp �− >�

�:
��� # �

√ℏ
M$ ,                            (3.32) 

 

onde, �� é o polinômio de Hermite de ordem �. Agora, usando as eqs. (3.23), (3.24), 

(3.30) e (3.32), encontramos 

 

                           K��
, �� = � �
√Aℏ�!��8

��/� exp # �
�ℏ

�8'
8
+

�
8�

� 
�$�� # �
√ℏ

	
8
$ .                   

(3.33) 

 

Finalmente, usando a eq. (3.19), encontramos que Ψ��
, �� é dada por   

 

                     Ψ��
, �� = ��;�(�) � �
√Aℏ�!��8

��/� exp # �
�ℏ

�8'
8
+

�
8�

� 
�$�� # �
√ℏ

	
8
$ ,            (3.34) 

 

onde, C�(�) é dado pela eq. (3.20) e B  pela eq. (3.5). A solução geral da ES é 

encontrada usando a eq. (3.21), ou seja, somando sobre todos os valores de �  
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             Ψ�
, �� = ∑ %�<
�=� ��;�(�) � �

√Aℏ�!��8
��/� exp # �

�ℏ
�8'
8
+

�
8�

� 
�$�� # �
√ℏ

	
8
$ .       

(3.35) 

 

Na próxima seção usaremos este resultado para encontrar a função de 

onda de dois osciladores harmônicos acoplados dependentes do tempo. 

 

3.2 Função de onda  

 

 Considere o Hamiltoniano abaixo 

          ��	�, 	�, �� = ����

���(�)
+

����

���(�)
+

�����ω�
�(�)���

�
+

�����ω�
�(�)���

�
+

�(�)(�����)�

�
 .     (3.36) 

Depois das duas transformações realizadas no Capítulo 2 podemos 

escrever 

                                               � = ���

�
+

���

�
+

)�
�(�)
�

��
� +

)�
�(�)
�

��
� ,                                    (3.37) 

onde, Ω�(	� = 1	�	2) é dado pelas eqs. (2.51) e (2.52). O Hamiltoniano acima pode ser 

escrito como 

                                                                 � = �� + �� ,                                                       (3.38) 

com 

                                                   �� =
��
�

�
++

)�
����
�

��
�, (	� = 1	�	2) .                                 (3.39) 

Para o Hamiltoniano transformado, �, podemos aplicar o método de LR 

[16] para encontrar a função de onda. Para este Hamiltoniano o operador invariante é 

dado por 

                                                                   A = A� + A� ,                                                         (3.40) 

onde, 
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                                          A� = �
�
*�
�

8�
�� + �B��� − B"�����+ , (	� = 1	�	2) ,                      (3.41) 

com 

                                                           B
� + Ω�
�B� = �

8�
� , (� = 1	�	2) .                                   (3.42) 

Como � é a soma de dois Hamiltonianos de osciladores harmônicos com 

massas unitárias e frequências dependentes do tempo, podemos aplicar a eq. (3.34) 

para encontrar a função de onda, que é dada pelo produto de duas funções de onda, 

uma para cada termo de �. Assim encontramos  

 

?����
���,��, �� = ?��

(��, �)?��
(��, �) = exp��C���,��, ���N 1Oℏ��!��! 2

��B��B�B� 

                     exp # �
�:

�8�'
8�
+

�
8�
����

� ++
�
�:

�8�'
8�
+

�
8�
����

�$���
# 
�

√ℏ8�
$���

# 
�

√ℏ8�
$ .       (3.43)   

 

Esta função de onda é solução da ES para o Hamiltoniano �.  Para 

encontrar a solução da ES para o Hamiltoniano �, eq. (3.36), usamos as eqs. (2.41) e 

(2.42), ou seja 

                                 �� = ���(�) cos��� 	� −���(�) sen��� 	� ,                          (3.44) 

e 

                                 �� = ���(�) sen��� 	� +���(�) cos��� 	� .                         (3.45) 

Substituindo estas duas últimas equações na eq. (3.43) encontramos 

que 

 

?����
�	�, 	�, ��= exp��C���,��, ��� N √����

Aℏ��!��!������8�8�	   

exp # �
�:

�8�'
8�
+

�
8�
�� ���%&�����	�� +���������	�� − √��������2��	�	��$  
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exp # �
�:

�8�'
8�
+

�
8�
�� ����������	�� +��%&�����	�� + √��������2��	�	��$  

                           ���
#√�� $%&�"����√�� &C1�"���

√ℏ8�
$���

#√�� &C1�D���B√�� $%&�"���
√ℏ8�

$ .         (3.46) 

 

O fator √���� é introduzido para que a condição de normalização seja 

satisfeita, ou seja, 

Iψ����

∗ ���,��, �� ?����
���,��, ��6��6�� =  

                                  = Iψ����

∗ �	�, 	�, ��?����
�	�, 	�, �� 6	�6	� = 1 .                       (3.47) 

 

A eq. (3.46) é uma solução da ES para o Hamiltoniano de dois 

osciladores harmônicos acoplados dependentes do tempo. Analisando-a vemos que 

aparecem termos com o produto das coordenadas e que os polinômios de Hermite 

dependem das duas coordenadas. Este é um resultado esperado, pois o Hamiltoniano 

tem um termo de acoplamento nas coordenadas. Outra coisa que podemos verificar é 

que no limite em que o parâmetro de acoplamento tende a zero, a função de onda 

tende ao produto de duas funções de onda de osciladores unidimensionais, sendo que 

cada um dos termos está em acordo com o resultado encontrado nas Refs. [18,64-65]. 

A solução geral é 

 

?�	�, 	�, �� = ∑ exp��C���,��, ��� N √����

Aℏ��!��!������8�8�	����
  

exp # �
�:

�8�'
8�
+

�
8�
�� ���%&�����	�� +���������	�� − √��������2��	�	��$  

exp # �
�:

�8�'
8�
+

�
8�
�� ����������	�� +��%&�����	�� + √��������2��	�	��$  

                           ���
#√�� $%&�"����√�� &C1�"���

√ℏ8�
$���

#√�� &C1�D���B√�� $%&�"���
√ℏ8�

$ .         (3.48) 
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Na próxima seção encontraremos os valores médios, as incertezas na 

posição e no momento e o produto de incerteza para o oscilador 1 (oscilador associado 

a 	�) e o oscilador 2 (oscilador associado a 	�) usando operadores �9 (criação) e � 

(destruição). 

 

3.3 Produtos de incerteza  

 

Para encontrar os valores médios podemos usar a função de onda, eq. 

(3.46), ou os autoestados do operador invariante. Devido à facilidade em trabalhar 

com operadores de criação e destruição, usaremos os autoestados do operador 

invariante. Sendo assim, vamos definir operadores �4  e �49 dependentes do tempo, por 

                                             �4 = � �
�:

��/� *



8

+ �(B4�4 − B"4�4)+ ,                                    (3.49) 

e 

                                            �49 = � �
�:

��/� *



8

− �(B4�4 − B"4�4)+ ,                                    (3.50) 

onde, ; = 1	�	2. Destas duas últimas equações encontramos que 

                                                                      ��4 , �49 = 1 ,                                                    (3.51) 

                                                            �4 = 5ℏ

�
B4��49 + �4� ,                                              (3.52)  

e 

                                        �4 = �5ℏ

�
*9 �

8

− �B"4: �49 − 9 �

8

+ �B"4: �4+ .                               (3.53) 

Substituindo as eqs. (3.52) e (3.53) na eq. (3.40) obtemos  

                                             A = A� + A� = ℏ���9�� + ��9�� + 1� ,                                    (3.54) 

que pode ser escrita como 
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                                                        A = �=� + =� + 1� ,                                                      (3.55) 

onde, =4 = �49�4. Logo, vemos que A satisfaz a mesma álgebra do oscilador harmônico 

bidimensional, sendo assim, sua equação de autovalor é 

                                                 A|��,��, �〉 = F����
|��,��, �〉 ,                                           (3.56) 

onde,  

                                                     F����
= ℏ(�� + �� + 1) .                                               (3.57) 

Os operadores �4  (operador de destruição) e �49 (operador de criação) 

atuando em um autoestado do operado invariante fornecem as relações 

                                             ��|��,��, �〉 = √��|�� − 1, ��, �〉 ,                                       (3.58) 

                                            ��|��,��, �〉 = √��|��,�� − 1, �〉 ,                                        (3.59) 

                                        ��9|��,��, �〉 = ��� + 1|�� + 1, ��, �〉 ,                                    (3.60) 

e 

                                        ��9|��,��, �〉 = ��� + 1|��,�� + 1, �〉 .                                    (3.61) 

Agora, das eqs. (2.13) a (2.16) e (2.22) a (2.25) encontramos que 

                                        	�(�) = �
������

(cos��� �� + ��������) ,                               (3.62) 

                                      	�(�) = �
������

(−sen��� �� + %&������) ,                              (3.63) 

               ������ = �������cos��� �� + ���������− ��(�)
��

($%&�"�
�B� �(")
�)

����(�)
 ,      (3.64) 

e 

             ������ = �������−���(�)�� + %&�������− ��(�)
��

(�� �(")
�B23��"�
�)

����(�)
 .   (3.65) 

Substituindo os valores de �4 e �4  das eqs. (3.52) e (3.53) nas eqs. (3.62) 

a (3.65), obtemos que 
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                   	���� = 5ℏ

�
�

������
�cos���B����9 + ���+ ������B����9 + ���  ,             (3.66) 

                 	�(�) = 5ℏ

�
�

������
�−sen��� B����9 + ���+ %&����B����9 + ���  ,           (3.67) 

������ = �5ℏ

�
������ cos��� #� �

8�
− �B"�� ��9 − � �

8�
+ �B"�� ��$+   

+�5ℏ

�
������������ #� �

8�
− �B"�� ��9 − � �

8�
+ �B"�� ��$+  

                + Q− �����
��

�
�������

5ℏ

�
�%&����B����9 + ���+ ������B����9 + ��� R ,       (3.68) 

e 

������ = �5ℏ

�
������[−������] #� �

8�
− �B"�� ��9 − � �

8�
+ �B"�� ��$+   

+�5ℏ

�
������%&���� #� �

8�
− �B"�� ��9 − � �

8�
+ �B"�� ��$               

               + Q− �����
��

�
�������

5ℏ

�
�−sen���B����9 + ���+ %&����B����9 + ��� R .     (3.69) 

Finalmente, usando as eqs. (3.58) a (3.61) e (3.66) a (3.69) podemos 

encontrar os valores médios e os valores quadráticos médios, que são 

 

                                                                    〈	4〉 = 〈�4�〉 = 0 ,                                                      (3.70) 

 

                         〈	��〉 = ℏ

���
[�2�� + 1�B��(%&��)� + �2�� + 1�B���������] ,             (3.71)  

 

                         〈	��〉 = ℏ

���
[�2�� + 1�B��(%&��)� + �2�� + 1�B���������] ,             (3.72)  

 

〈���� 〉 = ℏ

�
{�2�� + 1�(%&��)� *���B��� + B"��� −�" 5��

��
B�B"� + �' �

���
B��++   



40 

 

                    +�2�� + 1�	(����)� *���B��� + B"��� −�" 5��

��
B�B"� + �' �

���
B��+} ,            (3.73)  

e     

   〈���� 〉 = ℏ

�
{�2�� + 1�(%&��)� *���B��� + B"��� −�" 5��

��
B�B"� + �' �

���
B��++   

                    +�2�� + 1�	(����)� *���B��� + B"���−�" 5��

��
B�B"� + �' �

���
B��+} .            (3.74) 

 

Destas cinco últimas equações podemos encontrar as incertezas na 

posição e no momento. Estas são dadas pelas raízes dos valores quadráticos médios, 

pois os valores médios são nulos. Podemos encontrar também os produtos de 

incerteza para os dois osciladores, a saber 

 

〈Δ	�〉�〈ΔP��〉� = ℏ�

�
7�2�� + 1��(%&��)� *1 + B�� �B"� − �'

��
B���+8+  

+
ℏ�

�
��� + �

�
� ��� +

�
�
� ����2��� *B�� 9 �

8�
� + �B"� − �'

��
B���:+ B�� 9 �

8�
� + �B"� − �'

��
B���:++   

                              +
ℏ�

�
7�2�� + 1��������� *1 + B�� �B"� − �'

��
B���+8 ,                       (3.75) 

e 

〈Δ	�〉�〈ΔP��〉� = ℏ�

�
7�2�� + 1��(����)� *1 + B�� �B"� − �'

��
B���+8+   

+
ℏ�

�
��� + �

�
� ��� +

�
�
� ����2��� *B�� 9 �

8�
� + �B"� − �'

��
B���:+ B�� 9 �

8�
� + �B"� − �'

��
B���:++    

                              +
ℏ�

�
7�2�� + 1���%&���� *1 + B�� �B"� − �'

��
B���+8 .                        (3.76) 

 

Analisando estas duas últimas equações vemos que o produto de 

incerteza, para os dois osciladores, contem o produto ����, ou seja, um termo de 
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acoplamento. Outra coisa que podemos constatar é que no limite que o parâmetro de 

acoplamento tende a zero e os demais parâmetros do sistema (massas e frequências) 

são constantes os produtos de incerteza tendem a incerteza do oscilador harmônico 

bidimensional. 

Até agora, todas as grandezas analisadas (função de onda, incerteza na 

posição e no momento e os produtos de incerteza) dependem de uma solução 

particular da equação de Milne-Pinney. Assim, na próxima seção encontraremos uma 

solução particular desta equação para os quatro casos analisados no Capítulo anterior. 

 

3.4 Soluções da equação de Milne-Pinney 

 

Consideremos inicialmente o caso (i). Como para este oscilador as 

frequências modificadas são constantes, uma solução particular da equação de Milne-

Pinney (EMP) é 

                                                                   ρ4=1/�Ω4 ,                                                          (3.77) 

onde, Ω� e Ω� são dados pelas as eqs. (2.44) e (2.45), respectivamente. Substituindo a 

valor de ρ4  na eq. (3.46) obtemos 

 

?����
(	�, 	�, �)= exp��C(��,��, �)�5 ���Ω�Ω�

Aℏ��!��!������
  

exp #�Ω�

�ℏ
���%&�����	�� + �������	�� − ����2��	�	��$  

exp #�Ω�

�ℏ
����������	�� + %&�����	�� + ����2��	�	��$  

         ���
S5��Ω�

ℏ
�cos��� 	� − sin��� 	��T ���

S5��Ω�

ℏ
�sin��� 	� + cos��� 	��T .(3.78)  
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Para o caso (ii) as frequências modificadas também são constantes. 

Logo, uma solução particular da EMP é dada pela eq. (3.77), com Ω� e Ω� dado agora 

pelas eqs. (2.51) e (2.52), respectivamente. Assim, a função de onda é dada por 

 

?����
(	�, 	�, �)= exp��C(��,��, �)�5��0EF	(+�)�Ω�Ω�

Aℏ��!��!������
  

exp #�Ω�

�ℏ
��exp	(0�)�%&�����	�� + �������	�� − ����2��	�	��$  

exp #�Ω�

�ℏ
��exp	(0�)��������	�� + %&�����	�� + ����2��	�	��$  
���

S5��Ω�

ℏ
exp #+�

�
$ �cos��� 	� − sin��� 	��T  

                                      ���
S5��Ω�

ℏ
exp #+�

�
$ �sin��� 	� + cos��� 	��T .                        (3.79) 

 

Para os dois últimos casos as frequências modificadas dependem do 

tempo. Por isso, encontrar uma solução particular da EMP é mais complicado. 

Entretanto, nas Refs. [66-67] é mostrado que uma solução particular da EMP, eq. 

(3.42), é 

                                                                 ρ4 = 5��
G


�

� 5	4�	4� ,                                               (3.80) 

onde, 	4�  e 	4�  são duas soluções linearmente independentes da equação de 

movimento homogênea  

                                                                  	
4 + Ω4�	4 = 0 ,                                                    (3.81) 

e U4  é o Wronskiano destas duas soluções linearmente independentes. Assim, para o 

caso (iii), da eq. (2.67), encontramos que 

                                                                  U4 =
�√��	+

A
 ,                                                        (3.82) 

e 
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                         B4 = 5A
+
7<�� *���


+
exp �− +�

�
�+ +=�

� *���

+
exp �− +�

�
�+8 ,                      (3.83) 

onde, �� e �� são dados pelas eqs. (2.61) e (2.62), respectivamente. As funções <� e =� 

são as funções de Bessel e Neumann de primeira ordem, respectivamente. Assim, 

substituindo o valor de B4  na eq. (3.46) encontramos a função de onda. Não 

expressamos ?����
(	�, 	�, �), pois envolve derivadas de B4 , (; = 1,2) que são grandes 

expressões.   

Por fim, consideremos o caso (iv). Neste utilizando a eq. (2.74) 

encontramos que 

                                                                 U4 = −
�√��	+

A
 ,                                                     (3.84) 

e 

                                B4 = 5A
+
7<�� *���


+
exp �+�

�
�++ =�

� *���

+
exp �+�

�
�+8 ,                       (3.85) 

sendo, <� e =� as funções de Bessel e Neumann de ordem zero, respectivamente. 

Novamente ��  e ��  são dados pelas eqs. (2.61) e (2.62), respectivamente. Assim, 

substituindo o valor de B4  na eq. (3.46) encontramos a função de onda. Mais uma vez a 

função de onda depende de derivadas de B4 , (; = 1,2) que são expressões grandes, 

por isso, não expressamos ?����
(	�, 	�, �).      

A dependência temporal das incertezas na posição e no momento, para 

os osciladores 1 e 2 de cada  caso são analisados no estado �� = �� = 0 e em 

unidades de 5�
�
 .  Em todos os gráficos usamos unidades tal que �� = ω�� = 	�� =

	γ = ℏ = ω��

�
= 1.  

Nas figuras 3.1-3.4 mostramos a dependência temporal da incerteza na 

posição para o oscilador 1 e 2 e a incerteza no momento também para o oscilador 1 e 

2 , respectivamente.  
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Figura 3.1: Incerteza na posição para o oscilador 1 em função do tempo . Curva 

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso 

(iv)). 

 

 

Figura 3.2: Incerteza na posição para o oscilador 2 em função do tempo. Curva 

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso 

(iv)). 

0 1 2 3 4 5
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

t

D
x 1

0 1 2 3 4 5
0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

t

D
x 2



45 

 

 

Figura 3.3: Incerteza no momento para o oscilador 1 em função do tempo. Curva 

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso 

(iv)). 

 

 

Figura 3.4: Incerteza no momento para o oscilador 2 em função do tempo. Curva 

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso 

(iv)). 
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Para efeito de comparação consideremos também as incertezas na 

posição e no momento para o oscilador harmônico simples independente do tempo 

em unidades de 5ℏ

�
. Para este sistema, os valores médios, as incertezas na posição e 

no momento e o produto de incerteza são dados, respectivamente, por [63] 

                                                                  〈	〉 = 〈��〉 = 0 ,                                                          (3.86) 

                                                                     〈Δ	〉� = 1 ,                                                                (3.87) 

                                                                    〈Δ��〉� = 1 ,                                                               (3.88) 

                                                                 〈Δ	〉〈Δ��〉 = 1 ,                                                            (3.89) 

onde, estamos considerando a massa e a frequência como sendo um. 

Analisando as Figs. 3.1 e 3.2 vemos que o acoplamento reduz a incerteza 

na posição, pois para os quatro casos estudados a incerteza na posição é menor do 

que a incerteza na posição do oscilador harmônico simples. Vemos também que a 

incerteza na posição do oscilador 2 é sempre maior do que a incerteza na posição do 

oscilador 1. Isso indica que o oscilador 1 é mais localizado que o oscilador 2, devido ao 

fato que ��� > ���, ou seja, um aumento da frequência reduz a incerteza na posição. 

Destes gráficos vemos ainda que um aumento da massa reduz a incerteza na posição, 

como deveria ser, porque quanto maior a massa, mais localizado será o oscilador.  

Já para a incerteza no momento ocorre o inverso, como vemos das Figs. 

3.3 e 3.4. O acoplamento aumenta a incerteza no momento. Vemos também que a 

incerteza no momento do oscilador 1 é sempre maior que do oscilador 2, pois 

��� > ���. Logo, um aumento na frequência aumenta a incerteza no momento, da 

mesma forma que um aumento da massa. 

Para finalizar este capítulo vamos estudar a dependência temporal dos 

produtos de incerteza. Estes são mostrados em unidades de 
ℏ

�
 nas Figs. 3.5 e 3.6 para 

os osciladores 1 e 2, respectivamente. 
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Figura 3.5: Produto de incerteza para o oscilador 1 em função do tempo. Curva 

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso 

(iv)). 

 

 

Figura 3.6: Produto de incerteza para o oscilador 2 em função do tempo. Curva 

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso 

(iv)). 
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Vemos que em nenhum dos casos é atingido à incerteza mínima, o que 

está de acordo com o Princípio de Incerteza de Heisenberg. Assim, uma primeira 

conclusão é que o acoplamento aumenta o produto de incerteza. Vemos, ainda, que o 

produto de incerteza no oscilador 2 é sempre maior do que o produto de incerteza do 

oscilador 1. Ou seja, para um sistema de osciladores acoplados, um aumento da 

frequência reduz o produto de incerteza.  
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Capítulo 4 

 

Conclusões e Perspectivas  

 

Neste capítulo resumiremos as conclusões e perspectivas deste 

trabalho. 

 

4.1 Conclusões 

 

Neste trabalho estudamos o sistema de dois osciladores harmônicos 

acoplados dependentes e independentes do tempo, tanto do ponto de vista da 

mecânica clássica quanto da mecânica quântica. 

No tratamento clássico usamos uma transformação de escala e uma 

transformação canônica para reduzir o Hamiltoniano de dois osciladores acoplados 

dependentes do tempo a um Hamiltoniano de dois osciladores desacoplados 

dependentes do tempo. A ideia básica é transformar o Hamiltoniano da eq. (2.10) no 

Hamiltoniano da eq. (2.35), a qual corresponde à soma de dois osciladores harmônicos 

com frequências dependentes do tempo e massas unitárias. Depois de 

transformarmos o Hamiltoniano encontramos as posições e as velocidades de quatro 

diferentes casos de osciladores acoplados. 

Para o caso (i), que é independente do tempo, a posição é dada pela 

superposição de dois osciladores harmônicos simples de diferentes frequências e 

amplitudes. Analisando a dependência temporal deste sistema, Fig. 2.1, vemos que a 

amplitude dos dois osciladores varia no tempo, correspondendo a um comportamento 

análogo ao fenômeno dos batimentos. Para o caso (ii) a posição também é dada pela 

superposição de dois osciladores harmônicos simples de diferentes frequências, mas, 

agora com a amplitude decrescendo exponencialmente no tempo, o que leva a um 

comportamento análogo a um oscilador subcrítico, Fig. 2.2. No caso (iii), os osciladores 
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apresentam um comportamento análogo a um oscilador supercrítico, ou seja, não 

oscila no tempo. No caso (iv), os osciladores se comportam de maneira semelhante a 

um oscilador subcrítico, oscilam no tempo, mas suas amplitudes decrescem com o 

tempo.  

No tratamento quântico, usamos uma transformação canônica, uma 

transformação unitária e o método de LR para obter a função de onda do sistema de 

dois osciladores harmônicos acoplados dependentes do tempo. Como no caso clássico 

a idéia é reduzir o Hamiltoniano acoplado, dado pela eq. (3.36), ao Hamiltoniano 

desacoplado, dado pela eq. (3.37). Depois, com o método de LR e a transformação 

unitária de HR obtemos a função de onda do sistema. Em termos das variáveis iniciais 

(	�, 	�) , a função de onda é dada pela eq. (3.48). No limite que ���� = 0 , 

?����
(	�, 	�, �) corresponde exatamente a ?��

(	�, �)?��
(	�, �), como deveria ser. A 

função de onda é expressa em termos de ρ� e ρ�, as quais são soluções da equação de 

Milne-Pinney. Uma solução particular para ρ�, eq. (3.42), é expresso em termos de 	�� 

e 	�� , as quais são duas soluções linearmente independentes da equação de 

movimento, eq. (3.81). Obtemos uma solução particular da equação de Milne-Pinney 

para quatro casos considerados no Capítulo 2. 

Para os casos (i) e (ii) uma solução particular da EMP é dada por 

ρ� = 	1/�Ω�, pois as frequências modificadas são constantes. As funções de onda são 

dadas pelas eqs. (3.78) e (3.79), respectivamente. Para o caso (iii), ρ�  é dado em 

termos das funções de Bessel e Neumann de primeira ordem e, para o caso (iv), ρ�  é 

dado em termos das funções de Bessel e Neumann de ordem zero. Nós utilizamos 

estes valores de ρ�  para analisar a dependência temporal da incerteza na posição e no 

momento e o produto de incerteza para o estado fundamental. Dos gráficos 

mostrados nas Figs. (3.1)-(3.6), concluímos que o efeito do acoplamento é reduzir a 

incerteza na posição e aumentar a incerteza no momento, mas, sempre com o produto 

de incerteza sendo maior que ℏ/2. Para o oscilador acoplado independente do tempo, 

caso (i), Δ	�Δ��� = Δ	�Δ��� , essa igualdade entre os produtos de incerteza só ocorre 

para o estado fundamental. Porém, para os três casos Δ	�Δ��� < Δ	�Δ��� . Isso se 

deve os fato que ω�� = 2ω��  . Outra coisa que observamos é que Δ	� > Δ	�  e 
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Δ��� > Δ��� , ou seja, um aumento da frequência reduz o produto de incerteza, 

diminui a incerteza na posição e aumenta a incerteza no momento. Uma coisa 

interessante é que, embora, o caso (ii) dependa do tempo, seu produto de incerteza 

independe. Isso se deve ao fato que a incerteza na posição decresce na mesma 

proporção que a incerteza no momento cresce. O mesmo acontece com o caso (iv) 

para tempos longos.     

 

4.2 Perspectivas 

 

Como possíveis extensões deste trabalho podemos considerar: 

1) O estudo das órbitas dos casos considerados [68]. 

2) O estudo de osciladores acoplados na presença de um campo 

magnético dependente do tempo. 
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