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Resumo

Neste trabalho apresentamos solugdes cldssicas e quanticas de osciladores
harmonicos acoplados dependentes do tempo. Nesses sistemas as massas (m),
frequéncias (w) e o parametro de acoplamento (k) sdao funcdes do tempo. Quatro
sistemas sdo investigados, a saber: (i) m; = m, = my, ®; = ®yq, ¥, = 0y, €k = ky;
(i) my =my, =mge”t, o, = Wy, 0, = 0y, €k = kye’; (i) my =m, = mye’,
01 = 0g1e "?, 0, = wge % ek =ky; € (V) my =my, =my, @ = wye”/?

0, = wye’? ek = kye’, onde my, wy; (i = 1,2), ko e ¥ sdo constantes.

Para obter as solugdes classicas usamos uma transformagao de coordenada
e momento juntamente com uma transformacdao canlnica para escrever o
Hamiltoniano original como a soma de dois Hamiltonianos de osciladores harmonicos
desacoplados dependentes do tempo com frequéncias modificadas dependentes do
tempo e massas unitdrias. Encontramos solugbes analiticas para a posicdo e a

velocidade para cada oscilador de todos os sistemas.

Para obter as solugdes quanticas exatas usamos uma transformacao unitaria
e o método invariante de Lewis e Riesenfeld. As funcGes de onda sdo escritas em
termos de uma quantidade escalar a qual é solugdo da equagao de Milne-Pinney. Para
cada sistema resolvemos a respectiva equagao de Milne-Pinney e discutimos como as

flutuagdes quanticas e o produto de incerteza evoluem no tempo.
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Abstract

In this work we present the classical and quantum solutions of time-
dependent coupled harmonic oscillators. In these systems the masses (m), frequencies
(@) and coupling parameter (k) are functions of time. Four systems are investigated,
namely: (i) my = m, = mgy, @, = Wy1, @y = gy andk = ky; (i) my = m, = mye’t,
0= 0y, , O, = By, , and k = koe’t; (i) my =m, = mye”t , o, = wy e "?,
@, = 0ge % and k=ky; and (iv) my=my,=my, @ = 0ye"? , 0, =

woze’?and k = kye”t, where my, wo; (i = 1,2), ko, and yare constants.

To obtain the classical solutions we use a coordinate and momentum
transformations along with a canonical transformation to write the original
Hamiltonian as the sum of two Hamiltonians of uncoupled harmonic oscillators with
modified time-dependent frequencies and unitary masses. We find the analytical

expression for position and velocity of each oscillator of the systems.

To obtain the exact quantum solutions we use a unitary transformation and
the Lewis and Riesenfeld invariant method. The wave functions obtained are written in
terms of a c-number quantity (p) which is solution of the Milne-Pinney equation. For
each system we solve the respective Milne-Pinney equation and discuss how the

quantum fluctuations and the uncertainty product evolve with time.
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Capitulo 1

Introducao

As primeiras evidéncias que se tem do estudo do oscilador harménico (OH)
datam do século XVIII [1]. Provavelmente um dos primeiros estudos do OH foi feito
pelo fisico e matematico suico Leonhard Euler em 1739 [1-3], onde ele resolveu a
equacdo diferencial mx + kx = 0 através do método das quadraturas (um método
numeérico para resolucdo de equacdes diferenciais). Nestes trabalhos Euler estudou a

equacgao do OH do ponto de vista puramente matematico.

Depois destes estudos iniciais feito por Euler, o OH passou a ser objeto de
estudo de muitos autores. Com efeito, no comeco do século XIX foi proposta a
seguinte questdo: dada uma equag¢dao de movimento, qual o Lagrangeano (fungdo
matematica introduzida em 1809 pelo matematico Poisson [1]) que a produz? Para
sistemas conservativos, como o oscilador harmonico simples (OHS), a resposta € muito
simples: o Lagrangeano é definido como a diferenga entre a energia cinética e a
energia potencial. Entretanto, para sistemas ndao conservativos ou dissipativos, como o
oscilador harmdnico amortecido (OHA), esta questdo é muito mais complicada e até

hoje é discutida.

Devido a dificuldade de encontrar um Lagrangeano para sistemas
dissipativos, Lord Rayleigh introduziu em 1878 [1] de forma “ad hoc” nas equagdes de
Euler-Lagrange, uma fungdo dissipativa que quando escolhida convenientemente
reproduz a equacdo de movimento do OHA. Apesar da equacdo de Euler-Lagrange-
Rayleigh reproduzir a equagao de movimento correta para sistemas dissipativos, ela
ndo representa uma descricdo satisfatéria destes sistemas, pois ela ndo vem de
nenhum principio variacional. Para contornar tal problema, Bateman em 1931 [4],
Caldirola em 1941 [5], Kanai em 1948 [6] e Denman em 1966 [7], propuseram um

Lagrangeano diferente para tratar o OHA. Eles consideraram o Lagrangeano como o



produto do Lagrangeano de um OHS por uma funcdo exponencial do tempo. Quando
calculamos a equacdo de Euler-Lagrange para este novo Lagrangeano (funcdo explicita

do tempo) obtemos a equagdo de movimento do OHA.

Durante muito tempo o Lagrangeano de Kanai-Caldirola-Bateman (LKCB) foi
usado para descrever sistemas dissipativos, pois o Hamiltoniano associado a este
Lagrangeano depende explicitamente do tempo. Porém, em 1979, Ray [8] concluiu que
o Hamiltoniano de Kanai-Caldirola-Bateman (HKCB) representa na verdade um OHS
com massa variando exponencialmente no tempo e que o seu valor médio é
constante, logo ele ndao poderia ser usado para descrever o OHA, apesar de gerar a
equacdo de movimento correta. Ray [8] observou também que para este sistema o
momento candnico é diferente do momento cinético, sendo o primeiro uma fungdo
explicita do tempo e o segundo ndo apresentando nenhuma dependéncia temporal
explicita. A diferenga entre os dois momentos reside no fato que a HKCB descreve um
sistema de massa varidvel no tempo. Para sistemas dependentes do tempo os dois
momentos coincidem. Com isso, o estudo de Lagrangeano para sistemas dissipativos

continuou sendo pesquisado.

Assim, Herrera em 1986 [9] propds um novo principio variacional, que é
semelhante ao principio variacional de Hamilton, mas com o Lagrangeano multiplicado
por uma fun¢do exponencial do tempo. Este novo principio variacional reproduz
novamente a equacdo de movimento do OHA e o valor médio do Hamiltoniano de
Herrera sobre qualquer periodo decresce no tempo, indicando que, sistemas
dissipativos podem ser descrito por esse Hamiltoniano. Porém, apesar dessas
evidéncias ndo ha uma boa justificativa para acrescentar a fungao exponencial e, por
isso, esse novo principio variacional pode ndo estar correto. Ainda no mesmo ano
Kobe, Reali e Sieniutycz [10] demonstraram que a igualdade entre energia e
Hamiltoniano sé é valida para sistemas conservativos. Para sistemas dissipativos as
duas quantidades devem ser diferentes. Eles chegaram a esse resultado usando o
LKCB, e, por isso, essa demonstracdo ndo é completamente satisfatéria. Portanto,
como ja dizemos anteriormente, o problema de encontrar um Lagrangeano para
sistemas dissipativos continua objeto de estudo até hoje e de certo modo é um

problema que continua em aberto.



Por outro lado, uma das maneiras de tratar sistemas quanticos conservativos
ou dissipativos é encontrar o Hamiltoniano associado ao sistema, quantiza-lo e em
seguida resolver a equagdo de Schrodinger. Os primeiros autores que tentaram
introduzir dissipacdo na mecéanica quantica foram Caldirola e Kanai [5-6], através da
HKCB, mas como ja dissemos ndo obtiveram sucesso, pois seu Hamiltoniano descreve
um OHS cuja massa varia exponencialmente no tempo. Além do mais, o HKCB viola o
Principio de Incerteza de Heisenberg (PIH) [11] quando ele é utilizado para descrever o
OHA. Para este sistema o produto de incerteza decresce exponencialmente no tempo
[12-13] e para tempos suficientemente longos pode ser menor que h/2. Porém,
guando ele é utilizado para descrever o OHS com massa variando exponencialmente

no tempo o produto de incerteza satisfaz o PIH.

Continuando com o estudo de sistemas dissipativos, Lewis em 1967 [14],
demonstrou que para o oscilador harmonico dependente do tempo (OHDT) existe um
invariante (constante de movimento), que ja tinha sido encontrado por Ermakov em
1880 [15], e por isso, ficou conhecido como invariante de Ermakov-Lewis. Um ano
depois, Lewis e Riesenfeld [16] desenvolveram uma teoria geral de invariantes
explicitamente dependentes do tempo. Eles encontraram uma relagao simples entre
os autoestados do invariante e as solugdes da equacao de Schrodinger (ES). Eles ainda
usaram o invariante de Ermakov-Lewis e aplicaram o método ao estudo do OH com
frequéncia dependente do tempo e ao movimento de uma particula carregada em um
campo magnético dependente do tempo. Entretanto, para encontrar a fun¢do de onda
pelo método de Lewis e Riesenfeld (LR) [16] é preciso resolver a equacdo de autovalor
para o operador invariante e essa tarefa é muito dificil. Porém, Hartley e Ray (HR) [17]
contornaram este problema, aplicando uma transformagao unitaria na equagao de
autovalor para o operador invariante e a reduziram a uma equacdo de Schrodinger
independente do tempo cuja solugdao pode ser encontrada facilmente. O sistema que
Hartley e Ray estudaram foi o OHS com frequéncia dependente do tempo e massa
unitaria. Em seguida, Pedrosa [18] usando o método de LR e uma generalizacdo da
transformacao unitaria de Hartley e Ray encontrou a fungdo de onda exata para o OHS

com massa e frequéncia dependente do tempo.



Em virtude do exposto acima, o método de LR juntamente com a
transformacao unitaria de Hartley e Ray tem proporcionado uma ferramenta poderosa
para a solugdo da ES para Hamiltonianos quadraticos dependentes do tempo. O Unico
problema é que o invariante, e consequentemente a funcdo de onda, depende de uma
solugdo particular da equagao de Milne-Pinney [19-21], que é uma equagao diferencial
ndo-linear e, por isso, em muitas situagdes ndo possui solucdo analitica. Assim, mesmo
depois de todo esse estudo em sistemas dissipativos, podemos afirmar que quer
classicamente na solucdo da equacdo de movimento ou quanticamente na solucdo da
equacdo de Schrodinger a maioria dos sistemas nao-conservativos (sistemas cujo
Hamiltoniano depende explicitamente do tempo) ndo possuem solucdes analiticas ou

sao muito complicados de resolver.

Assim como o OH, os osciladores acoplados (OA) sdo muito importantes em
Fisica. De fato OA representam um problema fundamental em Otica Quantica [22].
Além do mais, estes sistemas sao muito importantes no estudo de processos coletivos
cldssicos ou quanticos [23-25], onde é necessario achar solugdes exatas para sistemas
de osciladores harmonicos acoplados. O sistema de dois osciladores harmonicos
acoplados tem sido muito estudado na literatura. Por exemplo, em 1988, Yeon [23] e
colaboradores usando o método de integral de Feynman obtiveram o propagador para
osciladores harmonicos simétricos (os dois osciladores possuem a mesma massa € a
mesma frequéncia) independentes do tempo e encontraram o valor médio da energia.
Entretanto, eles ndo encontraram a funcdo de onda do sistema. Em 1999, Zhukov e
Zhukova [26] também usando o método de integral de Feynman obtiveram o
propagador exato para osciladores harmoénicos simétricos acoplados com massa

variando exponencialmente no tempo.

O modelo de osciladores harmonicos acoplados também tem sido usado
para estudar efeitos quanticos em circuitos elétricos mesoscépicos [27-38]. A palavra
mesoscopico é usada para sistemas que se encontram em uma escala de tamanho
intermediaria, entre macroscopico (sistemas que podem ser descritos pelas equacdes
de Newton ou de Hamilton) e microscépico (sistemas que podem ser descritos pela
mecanica ondulatdria ou matricial) [39]. O tamanho do sistema mesoscdpico ainda ndo

é completamente definido, podendo variar de dezenas a centenas de nanémetros [40].
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Um sistema mesoscépico € um sistema em que o livre caminho médio de um
elétron (distdncia média percorrida pelo um elétron entre duas colisGes consecutivas
[41]) é maior do que o tamanho do sistema, ou seja, o elétron propaga-se
praticamente sem sofrer colisGes [39]. O atual interesse nestes sistemas deve-se a
miniaturizagao cada vez maior dos dispositivos eletronicos em diregdo a escala atomica

[42].

Em 2001, Zhang [43] investigou as incertezas quanticas de cargas e correntes
em um circuito mesoscépico acoplado por um capacitor. O sistema em estudo consiste
de dois circuitos RLC (R-resisténcia, L-indutancia e C-capacitancia) acoplados por um
capacitor e pode ser modelado por um Hamiltoniano dependente do tempo. O
Hamiltoniano é a soma de dois Hamiltonianos de dois osciladores harmonicos (massa
variando exponencialmente no tempo e frequéncia constante) com um termo de
acoplamento entre as coordenadas (que representam as cargas elétricas). Eles usaram
a teoria quantica de LR [16] e uma transformacdo unitaria para obter a autofuncdo do
operador invariante. A fungdo de onda do sistema difere somente por um fator de fase
dependente do tempo da autofung¢do do operador invariante. Eles observaram que as
relagdes de incerteza para cargas e correntes nao satisfazem a relagdo de minima
incerteza, mesmo para o caso em que a resisténcia do sistema é nula. Um ano depois,
os autores estudaram este mesmo sistema na presenga de uma fonte [44].
Novamente, o sistema pode ser modelado por um Hamiltoniano de dois osciladores
harmonicos acoplados dependentes do tempo. O que os autores concluiram foi que, as

incertezas quanticas de cargas e correntes nao dependem da fonte.

O modelo de osciladores acoplados dependentes do tempo tem sido usado
também para investigar a dinamica do movimento de particulas carregadas na
presenca de um campo magnético dependente do tempo. Este sistema tem sido usado
em diferentes areas da Fisica, como Fisica da Matéria Condensada e Fisica de Plasma
[45-52]. Recentemente, Menouar e colaboradores [53-54] encontraram a func¢do de
onda “exata” para dois diferentes sistemas de osciladores harmonicos acoplados
dependentes do tempo na presenga de um campo magnético varidvel no tempo. Na
Ref. [53] eles consideraram um termo de ligagdao nas coordenadas, enquanto na Ref.

[54] eles incluiram também um termo de ligagdo nos momentos.



Em ambos os artigos, eles consideraram Hamiltonianos quadraticos
dependentes do tempo, supondo que os parametros dos sistemas, como as massas
das duas particulas e o campo magnético, dependem do tempo. Eles realizaram varias
transformacgdes unitarias para escrever os Hamiltonianos acoplados dependentes do
tempo como a soma de dois Hamiltonianos desacoplados dependentes do tempo com
diferentes frequéncias dependentes do tempo e massas unitarias. Para obter os
estados quanticos, eles usaram a método de LR. Para os dois sistemas as fungdes de
onda dependem de uma quantidade que é solugdo da equagdo de Milne-Pinney [19-
21]. De acordo com os autores, um conhecimento completo do comportamento do
sistema dentro da mecanica quantica s6 é obtido quando se conhece uma solucdo
particular da equa¢do de Milne-Pinney (EMP). Nos dois trabalhos os autores nado

encontraram nenhuma solugao da EMP.

Pelo exposto acima ficou claro que o sistema de dois osciladores harmdnicos
acoplados independentes ou dependentes do tempo é muito importante em Fisica.
Assim, neste trabalho estudaremos um sistema de dois osciladores harmonicos
acoplados dependentes e independentes do tempo, tanto classicamente quanto
quanticamente. Para isto, vamos considerar que as massas, frequéncias e o parametro

de acoplamento sao fungdes arbitrarias do tempo.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 2,
estudaremos o sistema de dois osciladores harmodnicos cldssicos acoplados
dependentes do tempo. Através de uma transformagdao de escala e uma
transformagdo candnica reescreveremos o Hamiltoniano destes dois osciladores
harmodnicos acoplados dependentes do tempo como o Hamiltoniano de dois
osciladores harmdnicos desacoplados dependentes do tempo. Apds isto, estudaremos
guatro tipos de osciladores harmoénicos acoplados, obtendo as posicdes e as
velocidades. No Capitulo 3, estudaremos o mesmo sistema do ponto de vista da
mecanica quantica. Inicialmente, encontraremos a funcdo de onda de um oscilador
harmdnico simples com frequéncia dependente do tempo e massa unitaria usando o
método de LR [16] e a transformacdo unitaria de HR [17]. Depois, com esta funcdo de
onda, encontraremos a fung¢dao de onda do sistema de dois osciladores harmdnicos

acoplados dependentes do tempo. Além disso, encontraremos os valores médios, as



incertezas na posicdo e no momento e os produtos de incerteza do sistema. Para
finalizar, encontraremos a solucdo da equacao de Milne-Pinney [19-21] para os quatro
osciladores harmodnicos acoplados considerados no Capitulo 2. No Capitulo 4

apresentaremos os principais resultados obtidos.



Capitulo 2

Osciladores harmonicos acoplados

dependentes do tempo: tratamento classico.

Neste Capitulo, estudaremos classicamente o sistema de dois osciladores
harmonicos acoplados, cujos parametros do sistema massas (m), frequéncias (w) e o
termo de acoplamento (k) sdo fungdes do tempo. A partir de uma transformacgao de
escala e uma transformacao candnica, escreveremos o Hamiltoniano do sistema de
dois osciladores acoplados como a soma de dois Hamiltonianos de dois osciladores
desacoplados dependentes do tempo. Estudaremos quatro tipos de osciladores, a
saber: (i) my =m, =mgy, 0 = @y1, ©, = 0y, €k =ky; (i) my =my, =mge”,
O = Wyy, Oy = Opy, €k =koe’; (i) my =m, =mge”, 0, = vy ?, 0, =
vpe M ek=ky;, e (VYym =m,=mgy, o, = 0y.""? , 0, = 0ge"? e k =
koe”. Em todos os casos mg, my1, @g2, ko € ¥ sdo constantes. Para cada sistema

encontraremos a posicao e a velocidade exata dos dois osciladores.

2.1 Transformagdes candOnicas

Uma transformacdo de coordenadas no espaco de fase (espaco cartesiano
cujos eixos sdo as varidveis candnicas [55]) serd candnica se preservar a forma
candnica das equacdes de Hamilton [55-56]. Considere as variaveis candnicas
(qi,p:),(i=1,2,..,n), onde q; sdo as coordenadas e p; sdo os momentos, que

satisfazem as equac¢Ges de Hamilton

dq; _ OH



dp; _ _0H
PR T (2.2)
Queremos encontrar uma transformagao de coordenadas inversivel
Qi = Qi(qupi, ), Py = P; (qi, i, ©), (2.3)

de tal forma que exista uma nova fung¢do, K (Q;, P;, t), que satisfaca as equagdes abaixo

dQ; 0K

o = o (2.4)
e
dapP; _ _6_K
= e (2.5)

Assim, a nova funcdo deve satisfazer as equacdes de Hamilton nas novas

coordenadas. Isso é possivel se, e somente se, existir uma fungdo @, tal que
oD
K(Qu P, t) = H(qupi t) + . (2.6)

A fungdao @ é chamada de fungao geratriz, e ela funciona como uma
ligacdo entre as coordenadas iniciais e as coordenadas finais. Existem varios tipos de

fungdes geratrizes, mas neste trabalho usaremos apenas um tipo que é
® = CD(QL'J Pi; t)l (27)

gue relaciona as coordenadas pelas equacdes abaixo [55]

L

e
od
Qi = 6_Pl . (29)

Portanto, para se transformar um Hamiltoniano em outro Hamiltoniano,

cujas equagdes de Hamilton tenham uma solugao mais facil, primeiro encontramos



uma transformacdo inversivel, depois a funcdo geratriz e, por fim, o novo

Hamiltoniano.

Usaremos esse procedimento na préxima secao para transformar o
Hamiltoniano de dois osciladores acoplados dependentes do tempo em um

Hamiltoniano de dois osciladores desacoplados dependentes do tempo.

2.2 Osciladores harmonicos acoplados

Considere o seguinte Hamiltoniano

pix P3x my(Oef(O)x] | ma®)o5()x] | k() (xa—x1)*
+ +
2mqy(t)  2my(t) 2 2 2

H(xl,XZ, t) = ’ (210)

gue representa o Hamiltoniano de dois osciladores harmonicos acoplados
dependentes do tempo. Nesta equagdo x; (i = 1,2) representa as coordenadas dos
dois osciladores, p;, (i = 1,2) o momento dos dois osciladores, m; (i = 1,2) é a
massa de cada oscilador, w; (i = 1,2) a frequéncia de cada oscilador e k(t) o termo de
acoplamento. Para encontrar a posi¢ao dos dois osciladores usaremos as equagdes de

Hamilton, para obter

d?xy | din[mq(t)] dx, k(t)

—— 2 —_ — f—
e T o a Tei®x =000 —x), (2.11)
e
d?x, dln[mz(t)]ﬁ P _ k(t) B
et a Ter(Ox = - T ( — X)) (2.12)

Estas duas ultimas equagdes constituem um sistema de duas equacgbes
diferenciais lineares acopladas, que na maioria dos casos é muito complicado de se
resolver. Assim, o que podemos dizer é que partindo do Hamiltoniano inicial, eq.
(2.10), é dificil encontrarmos a posi¢do dos dois osciladores. Portanto, realizaremos

algumas transformacdes no Hamiltoniano dado pela eq. (2.10) a fim de deixa-lo na

10



forma de um Hamiltoniano cujas equag¢des de movimento sejam mais facies de

resolver. Para isto, consideremos primeiro a seguinte transformacdo de coordenadas

my(E\/4
4 = (—m:(t)) X1, (2.13)

_ (ma\*

® 1/4
= (225) " Pu (2.15)

O\/4
p2 = (%) P2x - (2.16)

Com essa transformacgao de escala, reescrevemos o Hamiltoniano dado

pela eq. (2.10) na forma

H = % n % n bl(g)q% n bz(;)Q% " bs(t)thfh ’ (2.17)
onde,
m(t) = [my(Om, (O], (2.18)
bi(0) = (Z22) Ima (a2 (®) + k(©)], (2.19)
b(8) = (25 [ma(©3(0) + k()] (2.20)
e
bs(t) = —2k(0) . (2.21)

Agora, para eliminar o termo de acoplamento q,q,, realizaremos uma

transformacdo canonica dependente do tempo. Considere que

41 = == [cos(8(D) Q1 +sen(0(D)Q2], (2.22)
4z = = [—5en(8(£) Qs + cos(8(1)) Q] (2.23)

11



1dm(t)

Py = /m(Dcos(B(1)) P, + sen(8()P,] — 220, (2.29)

1dm(t)

P2 = Jm(t)[—sen(6(t))P; + cos(6(1)) P.] —S— a2, (2.25)
onde, 8 é uma funcdo qualquer do tempo.

Com esta transformacdo de coordenadas podemos encontrar a funcdo

geratriz através das egs. (2.8) e (2.9), com isso temos

2% — py = m@D[cos(O(0) Py + sen(@E)P] -2 20q,, (226

da qual encontramos

® = /m(t)[cos(8(t)) P + sen(6(t))P;]q, — %dr;ft) q? + C(qy, Py, Py, t), (2.27)

onde, C é uma funcdo arbitraria do seu argumento. Aplicando mais uma vez a eq.

(2.8), encontramos

il
2q>

1 am(t)

= py = ym(t)[—sen(6(t))P; + cos(6(t)) P,] — > a d2 (2.28)

e usando as egs. (2.27) e (2.28) obtemos

€ = m(D)[-sen(8(D)P; + cos(8(1)) Plqz — 3722 q3 + C'(Py, Py, t) , (2.29)

onde, mais uma vez, C' é uma funcdo arbitraria do seu argumento. Para encontrar a

funcdo C, primeiro invertermos as egs. (2.22) e (2.23), obtendo

Q1 = ym(t)[cos(8) q, — sen(0)q,], (2.30)
e
Q, = ym(t)[sen(8)q, + cos(0) qz], (2.31)

e, por fim, usamos as egs. (2.9), (2.30) e (2.31) para obtermos

ac’ _oac’ _

a—Pl—ﬁ—O- (2.32)

12



Logo, C' = C'(t), que podemos, sem perda de generalidade, tomar
como sendo zero [56]. Assim, usando esse valor para C’, juntamente com as egs.

(2.29) e (2.27), obtemos

®(qq, 95, P1, Py, t) = /m(t) [cos(G(t)) P+ sen(@(t))Pz]ql +

+ /MmO [—sen(O(D)P; + cos(B(t)) Pylg, — 2222 (g2 +q2),  (2.33)

4 dt

gue é a funcdo geratriz da transformacdo canonica dependente do tempo. Com ela

podemos encontrar o novo Hamiltoniano que é

260(t) 20(t)
K + + 9(Q1P2 szl) + QlQZ I:Serzlgn(t)t ) (bl - bZ) + COZ.(,n(t)t )b3] +
- 41 2 Z2Z 2 — =3
[4m2 + cos C)) +2 Sen C)) sen(29)]
+ [m—z _ gk Sen2 ) 22 0052(0) + sen(20) ] @ (2.34)
4m?2 )

onde, usamos as egs. (2.6), (2.22) 4 (2.25) e (2.33), e o ponto representa a derivado no

tempo.

Analisando o novo Hamiltoniano K, vemos que para uma func¢do qualquer
de 6, ele é, em geral, mais complicado que o Hamiltoniano inicial. Porém se tomarmos
6 como constante, e considerarmos que o termo que aparece multiplicado por Q;Q, é

zero, encontramos que

k=242 85002 80 g2 (2.35)
e
tan(260) = b2_3b1 = constante , (2.36)
onde,
02 = % -— + 0052(9) + —sen2 ) — —Sen(29) (2.37)

13



0% = L + senz(H) +2 6052(9) + sen(29) (2.38)

4m?2

Como vemos o novo Hamiltoniano, K, representa dois osciladores
harmoénicos desacoplados com massas unitdrias e frequéncias modificadas, porém
sujeito ao vinculo que tan(20) seja constante, eq. (2.36). Ou seja, podemos variar os
parametros do sistema, mas de tal forma que a razdo da eq. (2.36) se mantenha
constante. Para esse novo Hamiltoniano, as equagcbes de movimento sdao bem mais

simples e dadas por

a2
—= +0{(0; =0, (2.39)
e
a2
—+ 0300, =0, (2.40)

que sdo duas equagdes diferenciais lineares desacopladas. Ou seja, com estas duas
transformagdes e o vinculo imposto pela eq. (2.36), reduzimos o Hamiltoniano de dois
osciladores harmoénicos acoplados a um Hamiltoniano de dois osciladores harmonicos

desacoplados.

Agora que temos duas equagdes de movimento mais simples, podemos
encontrar a posicio em funcdo do tempo dos dois osciladores para alguns casos
particulares. Na proxima sec¢do, consideraremos os seguintes casos: (i)m; =m, =
My, @1 = Wy1, O = By €k =ky; (i) my =my, = mpe”t, o, = wyy, 0, = @y, €
k = koe”; (i) my = m, = mye”, o, = wgre?, 0, = wye "% ek = ky; € (iv)
my =m, =mgy, @ = 0ge’? |, 0, = wge’'? ek = kye’t, com my, wyq, @z, ko € ¥
constantes. Para cada caso, resolveremos a equagdao de movimento para as
coordenadas transformadas Q; e Q,, e utilizando as egs. (2.13), (2,14), (2.22) e (2.23)

encontraremos

x,(t) = \/_ [cos(6) Q, + sen(0)Q,], (2.41)

14



x,(t) = \/ﬁ [—sen(0) Q; + cos(8)Q,], (2.42)

gue sdo as coordenadas originais.

2.3 Exemplos de osciladores acoplados

Consideremos inicialmente o caso (i), que representa o sistema de dois
osciladores acoplados independentes do tempo, para este oscilador, usando a eq.

(2.36), obtemos que

0 = %arctg [L] . (2.43)

mo(w§,~wz)
que é a mesma expressao para os outros trés osciladores.

Voltando ao estudo do caso (i), utilizando as egs. (2.37) e (2.38) temos

02 = w3 cos?(0) + wi,sin?(8) + % [1+ sin(20)], (2.44)
0
e
Q2 = w3;sin?(8) + w3,cos?(8) + % [1—sin(26)], (2.45)
0

que sao constantes, como deveriam ser, pois 0s parametros do sistema sdo todos
independentes do tempo. Assim, para esse caso as eqs. (2.39) e (2.40) sdo exatamente

as equacgdes de osciladores harmoénicos simples, cujas solugdes sao
Qi(t) = a;sen(Qit + ¢;),(i=1e2), (2.46)

onde, a;, (i =1,2) e ¢;, (i =1,2) sdo constantes a serem determinadas pelas

condicdes iniciais. Usando as egs. (2.41) e (2.42) obtemos

1

x,(t) = N [a; cos(8) sen(Q it + @) + a,sen(8)sen(Q,t + @5)], (2.47)
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x,(t) = \/%0 [—a, sen(8) sen(Q,t + @) + a,cos(0)sen(Q,t + @,)], (2.48)

gue sdo as equacoes que descrevem as posicGes dos dois osciladores. Derivando estas

equagdes no tempo, encontramos que as velocidades sao dadas por

v (t) = \/%0 [Q,a, cos(B) cos(Qqt + @1) + Qya,sen(0)cos(Q,t + @,)], (2.49)

v,(t) = \/Lm_o [—Qia, sen(8) cos(Q it + 1) + Qya,cos(8)cos(Q,t + ¢,)] . (2.50)

Analisaremos agora o segundo caso em que as massas dos dois
osciladores e o parametro de acoplamento sdo fun¢des do tempo. As frequéncias

modificadas sao agora dadas por

a2
Qf = % + w3,cos%(8) + w3,sin?(6) + % [1+ sin(26)], (2.51)
0
2
QF = % + w3,;sin?(0) + w3,cos?(6) + % [1—sin(26)], (2.52)
0

que sao independentes do tempo. Logo, este sistema apresenta a mesma solugao que
0 caso anterior, mas com as frequéncias modificadas. Assim, da eqs. (2.41) e (2.42)

encontramos que as posigdes e velocidades dos osciladores sdao

—yt

x(t) = 377_0 [c1 cos(B) sen(Q,t + @1) + c,sen(B)sen(Q,t + @,)], (2.53)
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-yt
e 2

x,(t) = T [—c; sen(0) sen(Qqt + @) + cy,cos(0)sen(Q,t + @,)], (2.54)
v(t) = (j;) [Q,cq cos(B) cos(Qqt + @1) + Qycy5en(B)cos(Qyt + @,)] +

-yt
+ (—;/—;_Oy> [c1 cos(0) sen(Q 1t + @1) + c,sen(B)sen(Q,t + @,)], (2.55)

-yt
2

v,(t) = (jm_()) [—Qqcq sen(60) cos(Qit + 1) + Qucyc05(0)cos(Qut + @5)] +

2

+ (— e\/Tm_y> [—c1sen(0) sen(Q 1t + @1) + cycos(0)sen(Q,t + ;)] .(2.56)

Para o terceiro caso as frequéncias modificadas sdao

Q3(t) = _Tyz + {w%lcosz(H) + w3,sin?(0) + % [1+ sin(20)]} exp(—yt), (2.57)
0

Q%(t) = _Tyz + {a)(z)lsin2 (8) + wi,cos%(0) + 7’;—‘: [1-— sin(29)]} exp(—yt), (2.58)

agora, sdo explicitamente dependentes do tempo. Assim, as equagoes

diferenciais (2.39) e (2.40) sdo dadas por

onde,

Q; + [a; + b;exp(—yt)]Q; = 0,(i=1e2), (2.59)
a,=a, = —’;—2, (2.60)
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b, = w3, cos?(0) + wj,sin?(8) + % [1+ sin(26)], (2.61)
0

b, = w3,sin?(0) + w3,cos%(8) + % [1—sin(26)]. (2.62)
0

Logo, temos que resolver a seguinte equagao diferencial
¥+ [a+bexp(—yt)]x=0. (2.63)

Para resolvé-la consideremos o seguinte procedimento. Primeiro fazemos

a transformagdo, x(t) = u(z) com z = exp(—yt). Com isso eq. (2.59) torna-se

72 0%u ou (a b

+ o2y y—+y—zz)u=0. (2.64)

0z2 0z 2

Agora fazemos uma segunda transformacio de varidvel, u(z) = zu! (2),

para obter
2 662;1 + 3z"’a—L;1 +[(1+ ]%) + %z] ul=0. (2.65)
Finalmente, fazendo, u! = %Z,), comz' = 2\/%, encontramos
A+ 5 +(1+ ny,Z)A =0, (2.66)

gue é a equacao diferencial de Bessel [57]. Usando as egs. (2.60)-(2.66) encontramos

que a solugdo da eq. (2.59) é
b; t b; t .
Q:(t) = diHl(l) [ZTexp (— y?)] + el-Hl(z) [ZTexp (— y?)] ,(i=1e?2), (2.67)

onde, Hl(l) eHl(z) sao as fungdes de Hankel de primeira ordem tipo 1 e tipo 2 [58],
respectivamente, e d; e e; sdo constantes determinadas pelas condigdes iniciais.
Usando este resultado nas egs. (2.41) e (2.42) encontramos que as posi¢des a as

velocidades dos dois osciladores sdo dadas por
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00 = (G eostonfuni? [ G (-5)] e o e ()

—yt

+ (%) sen(6) {dzHl(l) [2 %exp (— y?t)] + e, H” [2 %exp (—y?t)]} , (2.68)

x,(6) = ( J_>[ sen(@) {1 [28exp (- )| + eyt 282 exp (- 1)} +

+ (%)) cos(8) {d2H1(1) [2 @eXp (- y;t)] + e, H? [2 % exp (- V;t)]} , (2.69)

e

on® = (5550) (/e s [ (2 e (- 5)) = 2 (2 ()|

() 0 (2 (1) (2 ()]

0= (-2) 0, (B () (B ()]
+fBre Ve, [Hm(zfexp( )) H(z)(zfexp( y;)>]+
+(—re™) | b (280 exp (- %)) + e (202 exp (<) )3 +

() e 2 (2 e (-59) - P (250 (-2
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e [ o ) I )

+ (—ye_TYt) [dzHl(l) (2 gexp (—y?t)> + ezHl(z) <2 gexp (_y?t))]} . (2.71)

Por fim, vamos analisar o quarto caso. Para este sistema as frequéncias

modificadas sdo
QX(t) = b, (i=1e?2), (2.72)

onde, b; é dado pelas egs. (2.61) e (2.62). Para estas frequéncias modificadas as egs.

(2.39) e (2.40) sao
Q; + biexp(yt) Q; =0,(i=1e?2). (2.73)

Analisando esta equacdo vemos que ela é semelhante a eq. (2.59), mas

coma = 0e y - —y. Logo, utilizando o mesmo procedimento anterior, encontramos

Q:(t) = tl-Hél) [Z%exp (y?t)] + riHéz) [Z%exp (y?t)] ,(i=1e2),

(2.74)

onde, como nos casos anteriores, t; e 1; sao constantes determinadas pelas condigdes

iniciais. As posicGes e as velocidades dos dois osciladores sdo dadas por

)= (i) {eos @ [e? (253200 (5)) ol (253200 ()

+ (J%O) {sen(@) [tzﬂél) (2 %exp (Vf)) + 1, HP (2 % exp (%t))]} , (2.75)

0= G @ [ (B () 2 (B ()]
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+ (J%O) {cos(e) [tzHél) (2 @ exp (Vf)) + 1, HP (2 % exp (%t))]} , (2.76)

o0 = (- 52”5
(-0 5% ) o [ e ()] ot [2 e (2]}, (277

ou0) = (el 5o ()] i 2w ()] +

( cos(®) ){tsz [ZJf_z exp (y?t)] @ [Z%QXP (Vf)]} (2.78)

Analisando as solugdes encontradas, vemos que para o primeiro caso a
posicdo dos dois osciladores corresponde a superposicao de dois movimentos
harmdnicos simples com diferentes amplitudes, frequéncias e fases todas constantes.
O segundo caso, também, corresponde a superposicio de dois movimentos
harmoénicos simples de diferentes frequéncias e fases, porém, para este caso, a
amplitude dos dois osciladores decresce exponencialmente no tempo. Este
decaimento exponencial da amplitude deve-se ao fato de que as massas dos dois
osciladores crescem exponencialmente no tempo. Ja os outros dois casos nao
correspondem a superposi¢cdao de dois movimentos harmdnicos simples, mas, mesmo
assim, temos um movimento oscilatério, pois as fun¢des de Hankel sdo funcgGes

oscilantes dos seus argumentos.

A seguir mostraremos, para cada caso, a dependéncia temporal da
posicdo dos osciladores 1 (oscilador associado a coordenada x;) e 2 (oscilador
associado a coordenada x;). Em todos os casos consideraremos my =1, wy; = 2,
wo; =1,kg=1, y = 1 e as seguintes condi¢des iniciais: x;(0) =1, x,(0) =0e
v1(0) = v,(0) = 0. Sendo que as unidades sdo tomadas em unidades do sistema

Internacional de Unidades.
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As fungdes de Hankel de ordemn (H,{(t),j = 1 e 2) sdo combinagdes
lineares das funcdes de Bessel de ordemn (J,,(t)) e das fungGes de Neumann de

ordem n (N,,(t)), como mostrado abaixo [58]

HP () = Jo(8) + iNy(2), (2.79)
e
HP(£) = Jo () — iNy (1) . (2.80)

Assim, nos graficos usamos uma combinacao linear de funcdes de Bessel

e de Neumann, em lugar de fun¢Ges de Hankel tipo 1 e 2, respectivamente.

Nas figuras 2.1-2.4 mostramos graficos de xj(t)xt para os quatros

casos (i), (ii), (iii) e (iv), respectivamente.

1.0

05 8

Figura 2.1: Dependéncia temporal da posi¢do, para os dois osciladores, para o caso (i).

Curva vermelha (oscilador 1), curva verde (oscilador 2).
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1.C

05+ .

0.0

-05+ .

Figura 2.2: Dependéncia temporal da posicdo, para os dois osciladores, para o caso (ii).

Curva vermelha (oscilador 1), curva verde (oscilador 2).

-05+ .

Figura 2.3: Dependéncia temporal da posicdo, para os dois osciladores, para o caso (iii).

Curva vermelha (oscilador 1), curva verde (oscilador 2).
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1.0, T T T T [

\/\UAW\ /\\/ il

Figura 2.4: Dependéncia temporal da posicdo, para os dois osciladores, para o caso (iv).

Curva vermelha (oscilador 1), curva verde (oscilador 2).

Em todos os graficos vemos que a amplitude do oscilador 1 é maior do
que a do oscilador 2. Isso se deve ao fato que a posicao inicial do oscilador 1 é 1,
enquanto do oscilador 2 é 0. Se invertermos as condig¢des iniciais, ou seja, x;(0) =0 e
x,(0) =1, a amplitude do oscilador 2 passa a ser maior do que a amplitude do

oscilador 1.

No primeiro caso a amplitude oscila no decorrer do tempo, crescendo e
decrescendo, um comportamento tipico do sistema de dois osciladores harmonicos
acoplados independentes do tempo. Mas, em média, a amplitude ndao decresce no
tempo, isso ocorre, porque, este sistema é conservativo, ja que todos os parametros

do sistema sdo independentes do tempo.

Para o segundo caso, temos, também, que as amplitudes dos dois
osciladores oscilam no tempo, mas, decrescem com o decorrer do tempo. Este
decaimento deve-se ao fato que a massa dos dois osciladores aumenta
exponencialmente no tempo. A posi¢ao dos dois osciladores, para este sistema, tem

um comportamento analogo a um oscilador harmonico subcritico.
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Da Fig. 2.3 vemos que o terceiro caso ndo oscila no tempo. Neste
sistema, os dois osciladores tém um comportamento semelhante a um oscilador

harmonico supercritico.

Por fim, o quarto caso é andlogo ao segundo caso, ou seja, 0s
osciladores comportam-se como osciladores harmoénicos subcriticos. Porém, para este
sistema a amplitude cresce e decresce no tempo, mas, em média decresce no tempo.
Este comportamento pode ser explicado da seguinte forma. A posicdao dos dois

osciladores, eqgs. (2.75) e (2.76), pode ser escrita como

x(t) = (\/%0) (cos(0) A(T) + sen(6)B(t)), (2.81)
e

x,(t) = (\/%0) (—sin(8)A(T) + cos(6)B(t)), (2.82)
onde,

A®) = t; HY (ZTJb_l e%t) + 1 HY (2% eyf) : (2.83)
e

B(t) = tzHél) (zyﬂ e%t) + ‘rzHéz) (zyﬂ e%t) ) (2.84)

A variacdo no tempo de A(t) e B(t) é mostrada nas figuras 2.5 e 2.6,

respectivamente.
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Figura 2.5: Dependéncia temporal da fungdo A(t) (veja eq. (2.83)).

B(t)

—02b N

Figura 2.6: Dependéncia temporal da funcdo B(t) (veja eq. (2.84)).

Vemos que as funcdes A(t) e B(t) se comportam como um oscilador
harménico subcritico, com diferentes frequéncias. A fungdo A(t) tem uma frequéncia
de oscilagdo maior que a frequéncia de oscilagdo da funcdo B(t), pois o periodo de

A(t) € menor que o periodo de B(t). Da eq. (2.81), vemos que x;(t) € uma
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combinagdo linear da soma destes dois graficos e, da eq. (2.82), vemos que x,(t) é

uma combinacdo linear da diferenca destes dois graficos.
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Capitulo 3

Osciladores harmonicos acoplados

dependentes do tempo: tratamento quantico.

Neste Capitulo estudaremos o sistema de dois osciladores harmdnicos
acoplados, (eq. 2.10), dependentes do tempo do ponto de vista da mecanica quantica.
No caso classico, usamos uma transformacao de escala e uma transformacdo canonica
para reduzir o Hamiltoniano do sistema ao Hamiltoniano desacoplado, eq. (2.35). No
tratamento quantico partiremos do Hamiltoniano desacoplado, pois ndo é necessario
transforma-lo novamente, porque uma transformagao candnica em mecanica classica
equivale a uma transformacdo unitaria em mecanica quantica [59-62]. Comecaremos
este Capitulo aplicando o método de Lewis e Riesenfeld [16] ao oscilador harménico
simples com frequéncia dependente do tempo e massa unitaria. Depois, aplicaremos a
transformacgao unitdria de Hartley e Ray [17] nas autofun¢Bes do operador invariante
com a finalidade de encontrar a solugdo da equagdo de Schrodinger para o oscilador
harmonico simples com frequéncia dependente do tempo e massa unitdria. Em
seguida, encontraremos a funcdo de onda, os valores médios, os valores médios
guadraticos e os produtos de incerteza do sistema em estudo, como func¢do da solucdo
da equagdo de Milne-Pinney [19-21]. Além disso, resolveremos a equagdo de Milne-
Pinney para os quatro casos estudados no caso classico. Por fim, com as solugdes da
equagao de Milne-Pinney, analisaremos a dependéncia temporal da incerteza na

posicdao, no momento e do produto de incerteza.
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3.1 Oscilador harmonico simples com frequéncia

dependente do tempo

Do ponto de vista da mecanica quantica é de fundamental importancia o
conhecimento de um conjunto completo de estados quanticos para descrever o
sistema. Para sistemas ndo conservativos (sistemas cujo Hamiltoniano depende
explicitamente do tempo), geralmente, o problema de encontrar um conjunto
completo de estados quanticos € muito complicado. Existem métodos de aproximagao
como a teoria da perturbacdo dependente do tempo [63]. Porém, a maioria dos

métodos de aproximagao tem dominio restrito.

Por outro lado, como falamos no Capitulo 1, Lewis e Riesenfeld [16]
desenvolveram uma teoria quantica de invariantes explicitamente dependentes do
tempo. Nesta teoria eles demonstraram que as solu¢des da equacdo de Schrédinger
(ES) e os autoestados do operador invariante diferem apenas por um fator de fase
dependente do tempo. Eles demonstraram também que os autovalores do operador
invariante ndao dependem do tempo. Assim, resolver a ES é equivalente a resolver a
equacdo de autovalor para o operador invariante, encontrado seus autoestados e

autovalores.

Nesta se¢do, mostraremos como LR aplicaram seu método ao oscilador
harmdnico simples com massa unitaria e frequéncia dependente do tempo. Considere

o Hamiltoniano abaixo
_pP 1 9 2
H(t) = S tow (g, (3.1)

gue é o Hamiltoniano de um oscilador harmonico simples com massa unitaria e
frequéncia dependente do tempo w(t). Na eq. (3.1) q e p sdo os operadores posicao e

momento, respectivamente, que satisfazem a relagdo de comutagao

[q,p] = ih. (3.2)

Consideremos agora a equagdo de Schrodinger para este Hamiltoniano

29



A2 = HOR(©) - (33)

. . . . dl ,
Para este sistema, o operador invariante, I(t), satisfaz a eq. pri 0,eé

dado por [16,64-67]
1 2 .
I(t) = 5[(%) +(op — pa)?|, (3.4)
onde, p é uma solugdo particular da equagao de Milne-Pinney [19-21]
.. 1
p+wi(t)p = = (3.5)

Para este sistema Lewis e Riesenfeld construiram um invariante da

seguinte formaI(t) = a(t)q? + B(t)p? + y(t)(gp + pq), onde a(t), B(t) e y(t) sdo
fungbes do tempo. Partindo a hipdtese que I(t) é hermitiano e invariante eles

deduziram as eqgs. (3.4) e (3.5).

Para encontrar os autoestados e os autovalores de I(t), vamos definir os

operadores b(t) e bT(t), dependentes do tempo, da seguinte forma

b(t) = (2_1h)1/2 2+ itop - ), (3.6)

b0y =(2)" [£-itop - p0)], 3.7
de tal forma que a seguinte relagao de comutagao
[b(t),bT (D] =1, (3.8)
seja satisfeita.

Em termos de b e b, g e p sdo dados por

1

=5 pb+b", (3.9)
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p= 1(2) [(p i )b (p + lp) b] ) (3.10)
Substituindo estas equacgGes na eq. (3.4), obtemos
_ t 41
1) =n(b'h+3), (3.11)
que pode ser escrita como
1
10 =n(N+3), (3.12)

onde, N = b*h = NT. Das relacdes

bn,t) = n'?In—1,t), (3.13)
e
bfn,t) = (n + DY?In + 1,t), (3.14)
podemos escrever
N|n,t) =n|n,t),n=0,1,2,3, ..., (3.15)
e
[(O)|n, t) = 2,0, t), (3.16)
onde,
1
Tn=n(n+3). (3.17)

Como I(t) é hermitiano, seus autoestados sdo ortogonais e normalizados
(n', tin, t) = 8,1, - (3.18)

De acordo com LR as solugdes da ES sao relacionadas com os autoestados

de I(t) através da equacdo [16]

In, t)s = et ®|n, t), (3.19)
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onde, |n, t)s é uma solugdo da ES e as fases a,,(t) sdo dadas por [16]

a,(t) = — (n + %) f;% . (3.20)

Portanto, a solucdo geral da ES, eq. (3.3), é
[P () = Xizocn 'O, ), (3.21)
na qual, ¢,, sdo constantes.

Logo, para encontrar a solucdo da ES temos que encontrar as autofungdes
do operador invariante. Para fazer isso, consideremos a equacdo de autovalor para o

operador invariante, eq. (3.16), e multipliquemos por |q) para obter

[(®)pn(q,t) = A,dr(q, ) . (3.22)

A seguir considere a transformacdo unitaria de HR [17]

bn(q,t) = Udn(q,t), (3.23)

onde,
U =exp [— (i%) qz] , (3.24)

de tal forma que, sob esta transformacdo unitaria a equacdo de autovalor, eq. (3.22),

torna-se
I'®¢n(q,t) = Andn(q, 1), (3.25)
onde,
I'=UlU", (3.26)
Apds alguma dalgebra, encontramos

h2 5 82 | 1q2

I =—?p a_qz 2;, (3.27)

e a eq. (3.25) escreve-se

h2 5 92

1q2] ,, ,
> P aq? + E%] én(q, ) = 4npn(q,t) . (3.28)
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Definindo uma nova variavel ¢ = q/p, a eq. (3.28) torna-se

hZ 62 2
2 2] u0) = 2. 529
onde,
’ n(4/p) n(0)
Pnlq t) = 2= =20 (3.30)

1/2

Nesta ultima equagao o fator p*/“ foi introduzido para que a condicdao de

normalizagdo seja satisfeita, ou seja,

J ¢ (a.0) n(q,0)dq = [ pn(0) pp(o)do =1. (3.31)

Analisando a eq. (3.29) vemos que ela é a ES para o oscilador harmonico

simples com massa e frequéncia unitarias, cuja solugao é [63]

a2

on0) = () e () o). o

onde, H, é o polinbmio de Hermite de ordem n. Agora, usando as egs. (3.23), (3.24),

(3.30) e (3.32), encontramos

dn(q,t) = (mn;!znp)l/z exp [ﬁ (% + #) qz] H, [%%] .

(3.33)

Finalmente, usando a eq. (3.19), encontramos que ¥,,(g, t) é dada por

wila.0 =m0 (o) oo [ G ) mlg . e

onde, a,(t) é dado pela eq. (3.20) e p pela eq. (3.5). A solugdo geral da ES é

encontrada usando a eq. (3.21), ou seja, somando sobre todos os valores de n
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W(g,t) = Tpoocp e n® (m)l/z exp [E(§+ ) €] H [viﬁ%]

(3.35)

Na proxima secao usaremos este resultado para encontrar a fungao de

onda de dois osciladores harmdnicos acoplados dependentes do tempo.

3.2 Fun¢ao de onda

Considere o Hamiltoniano abaixo

Pix P3x my () of (6)x7 + m, (8) 03 (6)x3 + k() (x2—x1)?

H(xy,25,0) = 2 5+ 50 2 ? ’

(3.36)

Depois das duas transformacOes realizadas no Capitulo 2 podemos

escrever

2
K = + +“1“)Q “22(”(23, (3.37)

1

onde, ;(i = 1e 2) é dado pelas eqgs. (2.51) e (2.52). O Hamiltoniano acima pode ser

escrito como
K=K +K,, (3.38)

com

K, = L++Q(t)Ql,(l—1eZ) (3.39)

Para o Hamiltoniano transformado, K, podemos aplicar o método de LR
[16] para encontrar a funcdo de onda. Para este Hamiltoniano o operador invariante é

dado por
I = 11 + 12 ’ (340)

onde,
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A2
[(%) + (piP; — piQ)?|. (i=1e2), (3.41)
com
Pt Qpi=—.(i=1e2). (3.42)

Como K é a soma de dois Hamiltonianos de osciladores harmonicos com
massas unitarias e frequéncias dependentes do tempo, podemos aplicar a eq. (3.34)
para encontrar a fungdo de onda, que é dada pelo produto de duas fungdes de onda,

uma para cada termo de K. Assim encontramos

1
mhny!n,! 2M*2p, p,

lpnlnz (Qli QZ' t) = lpnl (Qli t)lpnz (QZ' t) = exp [ia(nli nz, t)] \/

exp [ﬁ (% + pL%) Qf + +2Lh (% + pL%) Q%] Hy, [\/%;1] Hy, [\/%2)2] : (3.43)

Esta funcdo de onda € solucdo da ES para o HaiailtoK. Para
encontrar a solugdo da ES para o Hamiltonfdneq. (3.36), usamos as eqgs. (2.41) e
(2.42), ou seja

Q.= mcos(@ X1 — msen(m Xy , (3.44)
e
Q, = msen(m X1 ++/my(t) cos(8) x, . (3.45)
Substituindo estas duas ultimas equacGes na eq. (3.43) encontramos
que

. Vmim,
lpnlnz (x1; X2, t) = eXp[la(nl; ny, t)] whn,n,12M1+"2p, p,

exp [i (ﬁ + L') (m,cos?(0)x? + mysin?(0)x3 — \/‘mlmzsen(ZH)xlxz)]
2n\py = pi
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exp [ﬁ (% + #) (mysen?(0)x? + mycos?(8)x2 + \/mlmzsen(ze)xlxz)]
2 2

Hy,,

(3.46)

Vm7 cos(6)x;—/my sin(G)xz] H Vmy sin(0)xq +y/m; cos(0)x2]
Vipy 2 Vhp, '

O fator y/m;m, é introduzido para que a condi¢ao de normalizagao seja

satisfeita, ou seja,
f Llj‘fllnz (Ql) QZ! t) lpnlnz (er QZ: t)dQldQZ =

= flwzlnz (%1, X2, Y, (X1, X2, 1) dxgdx, = 1. (3.47)

A eq. (3.46) é uma solugdo da ES para o Hamiltoniano de dois
osciladores harmoénicos acoplados dependentes do tempo. Analisando-a vemos que
aparecem termos com o produto das coordenadas e que os polindmios de Hermite
dependem das duas coordenadas. Este € um resultado esperado, pois o Hamiltoniano
tem um termo de acoplamento nas coordenadas. Outra coisa que podemos verificar é
que no limite em que o parametro de acoplamento tende a zero, a fungao de onda
tende ao produto de duas funcdes de onda de osciladores unidimensionais, sendo que
cada um dos termos esta em acordo com o resultado encontrado nas Refs. [18,64-65].

A solucdo geral é

i mim,
lp(xl; X2, t) = annz exp[wf(nl; ny, t)] whn,n,12M1+"2p, p,

exp [L (ﬁ + L.) (mycos?(8)x? + mysin?(0)x3 — \/mlmzsen(ZH)xlxz)]
2h\py = p%

exp [ﬁ (% + #) (mysen?(8)x? + mycos?(8)x2 + \/mlmzsen(ZH)xlxz)]
2 2

Hy, \/m_1605(9)x1—\/m_zsin(9)xz] H,, \/m—lsin(e)xlh/m_zcosw)xz] . (3.48)

Vhpy Vhp,
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Na préxima se¢do encontraremos os valores médios, as incertezas na
posicdo e no momento e o produto de incerteza para o oscilador 1 (oscilador associado
ax;) e o oscilador 2 (oscilador associado a x,) usando operadores b (criagdo) e b

(destruicdo).

3.3 Produtos de incerteza

Para encontrar os valores médios podemos usar a funcdo de onda, eq.
(3.46), ou os autoestados do operador invariante. Devido a facilidade em trabalhar

com operadores de criacdo e destruicdao, usaremos os autoestados do operador

invariante. Sendo assim, vamos definir operadores b; e b]T dependentes do tempo, por

bj = (5)1/2 [/% +i(p;P — Pij)] ) (3.49)

bf = (2) " [2- 1o - 00) (3.50

onde, j = 1 e 2. Destas duas ultimas equagdes encontramos que

[, 6] =1, (3.51)
Q; = \/épj(b; +1b;), (3.52)

I bt = (g s b

P = l\/;[(pj lp])bj (p,- + lp]> b]] . (3.53)

Substituindo as eqgs. (3.52) e (3.53) na eq. (3.40) obtemos
I=1+1,=nh(bIb, + blb, + 1), (3.54)

que pode ser escrita como
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onde, N; = bijj. Logo, vemos que I satisfaz a mesma algebra do oscilador harmonico

bidimensional, sendo assim, sua equacao de autovalor é
IIng,ny, t) = Ay n, Iy, M2, ), (3.56)
onde,
Apyn, = B(ny + 1y + 1) (3.57)

Os operadores b; (operador de destruicdo) e b]T (operador de criagdo)

atuando em um autoestado do operado invariante fornecem as relagdes

by|ny,ny, t) = ngng — 1,ny, t), (3.58)
b,|ny, ny, t) = ny|ng, ny, — 1,t), (3.59)
b;r|n1,n2, t) = mml + 1,n,,t), (3.60)
e
bl|ng, ny t) = \ny + 1ng,ny + 1,t) . (3.61)
Agora, das egs. (2.13) a (2.16) e (2.22) a (2.25) encontramos que
x1(6) = == (cos(6) Q1 +sen(6)Q2), (3.62)
x2(6) = T (—sen(8) Q1 + cos(6)Q2), (3.63)
Prc(t) = VM@ (cos(6) Py + sen(9)P) — T2 CEEREEDB - (3.64)
e

D2y (t) = /m,(t)(—sen(0)P; + cos(6)P,) — dm(®) (=sen(8)a +¢0s(8)Q2) . (3.65)

dt 2/m (D)

Substituindo os valores de Q; e P; das egs. (3.52) e (3.53) nas egs. (3.62)

a (3.65), obtemos que
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x(t) = \E@[cos(@)pl(bf + bl) + sen(@)pz(bg + bz)] , (3.66)

x,(t) = \/é\/ﬁ [—sen(Q) pl(b;r + bl) + cos(@)pz(b;r + bz)] , (3.67)
. |h 1 .. + 1 ..
P1x(t) = l\/;\/ my(t) cos(6) [(Z - lp1) by — (Z + lp1) b1] +

+i [ @sen(@) (= - i02) o] = (£ +i52) o] +

+ {_ dr;lit) 2@\@ [cos(@)pl(b;r + b,) + sen(6)p, (b;r + bz)]} ,  (3.68)

pac(t) = £ [ =sen @] (2~ ip1) b} — (= + i) bn | +

+i [ @eos0) (2~ ips) b] = (= + ipa) o)

dt 2m;(®)

N {_ dm@® 1 h[ sen(8)p; (b} + by) + cos(8)p, (b} + bz)]} (3.69)

Finalmente, usando as egs. (3.58) a (3.61) e (3.66) a (3.69) podemos

encontrar os valores médios e os valores quadraticos médios, que sdo

(x)) =(pjx) =0, (3.70)

(x2) = — [(2n1 + 1)p2(cos0)? + (2n, + 1)p2(send)?], (3.71)

(x2) = % [(2n, + 1)p2(cos)? + (2ny + 1)p2(send)?], (3.72)
(pix) = {(2n1 + 1)(cos8)? |my (p7% + p7) — \/7 p1p1 + —p1
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.2
+(2my +1) (send)? [mo (o7 + p3) — it \/%Pzpz + 22, a7

h _ . , . n?
(P3x) = 5 {(2ny + 1)(cos6)? [mz(Pz 24 p2) =1 |22y + 1 p%] +
1 1

2
+(2ny + 1) (send)? [my (o + 1) =1 [Zpipy + 2 pi]y. @7

Destas cinco Ultimas equagdes podemos encontrar as incertezas na
posicdo e no momento. Estas sdo dadas pelas raizes dos valores quadraticos médios,
pois os valores médios sao nulos. Podemos encontrar também os produtos de

incerteza para os dois osciladores, a saber

() (8P =2 2ny + 1)2(cos0)* [14 02 (i - 2 n) |} +

2m

+h:z(n1 + %) (nz + %) (sen26)? [Pf (pi% + (/52 - %Pz)z) +p3 (pi% + (/51 - ﬂ.,01)2)] +

+%2{(2n2 + 1)2(send)* [1 + p2 (pz - %pz)z]}, (3.75)

(0, (0P = 22y + 172 (sen)* 1+ 2 (51 - 220 |} +

2

+2 (g +2) (ny + 1) Goen2002 [0 (L + (p2 = 2opa) ) + 03 (24 (51— 2mn) )| +

2m

+f;—2{(2n2 + 1)?(cos8)* [1 + p? (pz — %pz)z]} . (3.76)

Analisando estas duas ultimas equagbes vemos que o produto de

incerteza, para os dois osciladores, contem o produto n;n,, ou seja, um termo de
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acoplamento. Outra coisa que podemos constatar é que no limite que o parametro de
acoplamento tende a zero e os demais parametros do sistema (massas e frequéncias)
sdo constantes os produtos de incerteza tendem a incerteza do oscilador harmoénico

bidimensional.

Até agora, todas as grandezas analisadas (funcdo de onda, incerteza na
posicdo e no momento e os produtos de incerteza) dependem de uma solugdo
particular da equagdo de Milne-Pinney. Assim, na proxima se¢ao encontraremos uma

solugdo particular desta equacgdo para os quatro casos analisados no Capitulo anterior.
3.4 Soluc¢oes da equacao de Milne-Pinney

Consideremos inicialmente o caso (i). Como para este oscilador as
frequéncias modificadas sdo constantes, uma solucdo particular da equacdo de Milne-

Pinney (EMP) é
pj=1/1/!2- , (3.77)

onde, 2, e €2, sdo dados pelas as egs. (2.44) e (2.45), respectivamente. Substituindo a

valor de p;j ha eq. (3.46) obtemos

Mo/ Q10>

Ynyn, (v, X, 1) = explia(ny, ng, O)] [ =0

exp [_2—(;1 my(cos?(8)x? + sin?(0)x3 — sin(29)x1x2)]

exp [;—(;lzmo(sinz (0)x? + cos?(8)x2 + sin(29)x1x2)]

H,, I mOTQl(cos(H) x; — sin(@) xz)l Hp, I mOTQZ(sin(H) x; + cos(0) xz)l .(3.78)
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Para o caso (ii) as frequéncias modificadas também sdo constantes.
Logo, uma solugdo particular da EMP é dada pela eq. (3.77), com £, e £, dado agora

pelas egs. (2.51) e (2.52), respectivamente. Assim, a fun¢do de onda é dada por

moexp(yt)yQ1Qz

l/)nlnz (xlr X2, t) = exp [ia(nlf ny, t)] Thn, In,12n1+n2

exp [}—? moexp(yt)(cos?(O)xf + sin®(8)x3 — sin(ze)xlxz)]

exp [_2—02moeXp()/t)(sinz(a)xl2 + cos?(0)x3 + sin(ZH)xlxz)]

h
H,, l\/@ exp [y?t] (cos(8) x; — sin(0) xz)l

H,, I /m‘;LQZ exp [y?t] (sin(0) x; + cos(H) xz)l : (3.79)

Para os dois ultimos casos as frequéncias modificadas dependem do
tempo. Por isso, encontrar uma solugdao particular da EMP é mais complicado.
Entretanto, nas Refs. [66-67] é mostrado que uma solugdo particular da EMP, eq.

(3.42), é

-4
p; = 4’W—]2 /lesz , (3.80)

onde, x]-1 e sz sdo duas solucbes linearmente independentes da equacdo de

movimento homogénea
. 2. _

e W; é o Wronskiano destas duas solugdes linearmente independentes. Assim, para o

caso (iii), da eq. (2.67), encontramos que

W, = 2\-1y

J T

, (3.82)
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pj = \/%{]12 [ﬂ exp (— y?t)] + N2 [Zyﬂ exp (— y?t)]} , (3.83)

14

onde, b, e b, sdo dados pelas egs. (2.61) e (2.62), respectivamente. As fun¢des /; e N;
sdo as funcGes de Bessel e Neumann de primeira ordem, respectivamente. Assim,
substituindo o valor de p; na eq. (3.46) encontramos a fun¢do de onda. N&o
expressamos Y, n, (X1, X2, t), pois envolve derivadas de p;, (j = 1,2) que sdo grandes

expressoes.

Por fim, consideremos o caso (iv). Neste utilizando a eq. (2.74)

encontramos que

W, = —-==—L, (3.84)

o= Gl @[ G e

sendo, J, e Ny as fungdes de Bessel e Neumann de ordem zero, respectivamente.
Novamente b, e b, sdo dados pelas egs. (2.61) e (2.62), respectivamente. Assim,
substituindo o valor de p; na eq. (3.46) encontramos a fungdo de onda. Mais uma vez a
funcdo de onda depende de derivadas de pj, (j = 1,2) que sdo expressdes grandes,

por isso, ndo expressamos Yy . (X1, X7, t).

A dependéncia temporal das incertezas na posicdo e no momento, para

os osciladores 1 e 2 de cada caso sdao analisados no estadon; =n, =0e em

. 1 - .
unidades de\/;. Em todos os graficos usamos unidades tal que my = @y, = ko =

— 5 — D01 _
y=h="2=1

Nas figuras 3.1-3.4 mostramos a dependéncia temporal da incerteza na
posicdo para o oscilador 1 e 2 e a incerteza no momento também para o oscilador 1 e

2, respectivamente.
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Figura 3.1: Incerteza na posi¢do para o oscilador 1 em fungdo do tempo .

Curva

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso

(iv)).
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Figura 3.2: Incerteza na posicdo para o oscilador 2 em funcdo do tempo. Curva

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso

(iv)).
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Figura 3.3: Incerteza no momento para o oscilador 1 em fun¢do do tempo. Curva

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso

(iv)).
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Figura 3.4: Incerteza no momento para o oscilador 2 em fungdo do tempo. Curva

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso

(iv)).
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Para efeito de comparagdo consideremos também as incertezas na

posicdo e no momento para o oscilador harmdnico simples independente do tempo

. h . L 4 . -
em unidades de \/; Para este sistema, os valores médios, as incertezas na posicao e

no momento e o produto de incerteza sdo dados, respectivamente, por [63]

(x)={(px) =10, (3.86)
(Ax)* =1, (3.87)
(Apy)* =1, (3.88)

(Ax)Apy) =1, (3.89)

onde, estamos considerando a massa e a frequéncia como sendo um.

Analisando as Figs. 3.1 e 3.2 vemos que o acoplamento reduz a incerteza
na posicao, pois para os quatro casos estudados a incerteza na posicdo € menor do
gue a incerteza na posicao do oscilador harmdnico simples. Vemos também que a
incerteza na posi¢ao do oscilador 2 é sempre maior do que a incerteza na posi¢ao do
oscilador 1. Isso indica que o oscilador 1 é mais localizado que o oscilador 2, devido ao
fato que wy; > wy2, ou seja, um aumento da frequéncia reduz a incerteza na posigao.
Destes graficos vemos ainda que um aumento da massa reduz a incerteza na posigdo,

como deveria ser, porque quanto maior a massa, mais localizado sera o oscilador.

Ja para a incerteza no momento ocorre o inverso, como vemos das Figs.
3.3 e 3.4. O acoplamento aumenta a incerteza no momento. Vemos também que a
incerteza no momento do oscilador 1 é sempre maior que do oscilador 2, pois
Wo1 > Wyy. LOgo, um aumento na frequéncia aumenta a incerteza no momento, da

mesma forma que um aumento da massa.

Para finalizar este capitulo vamos estudar a dependéncia temporal dos
. ~ . R .
produtos de incerteza. Estes sdo mostrados em unidades de S nas Figs. 3.5 e 3.6 para

os osciladores 1 e 2, respectivamente.
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Figura 3.5: Produto de incerteza para o oscilador 1 em fungdo do tempo. Curva

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso

(iv)).
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Figura 3.6: Produto de incerteza para o oscilador 2 em funcdo do tempo. Curva

vermelha (caso (i)), curva verde (caso (ii)), curva marrom (caso (iii)) e curva preta (caso
(iv)).
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Vemos que em nenhum dos casos € atingido a incerteza minima, o que
esta de acordo com o Principio de Incerteza de Heisenberg. Assim, uma primeira
conclusdo é que o acoplamento aumenta o produto de incerteza. Vemos, ainda, que o
produto de incerteza no oscilador 2 é sempre maior do que o produto de incerteza do
oscilador 1. Ou seja, para um sistema de osciladores acoplados, um aumento da

frequéncia reduz o produto de incerteza.
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Capitulo 4

Conclusoes e Perspectivas

Neste capitulo resumiremos as conclusdes e perspectivas deste

trabalho.
4.1 Conclusoes

Neste trabalho estudamos o sistema de dois osciladores harmonicos
acoplados dependentes e independentes do tempo, tanto do ponto de vista da

mecanica classica quanto da mecanica quantica.

No tratamento cldssico usamos uma transformagao de escala e uma
transformacdo canobnica para reduzir o Hamiltoniano de dois osciladores acoplados
dependentes do tempo a um Hamiltoniano de dois osciladores desacoplados
dependentes do tempo. A ideia basica é transformar o Hamiltoniano da eq. (2.10) no
Hamiltoniano da eq. (2.35), a qual corresponde a soma de dois osciladores harmdnicos
com frequéncias dependentes do tempo e massas unitarias. Depois de
transformarmos o Hamiltoniano encontramos as posi¢des e as velocidades de quatro

diferentes casos de osciladores acoplados.

Para o caso (i), que é independente do tempo, a posicdo é dada pela
superposicdo de dois osciladores harmoénicos simples de diferentes frequéncias e
amplitudes. Analisando a dependéncia temporal deste sistema, Fig. 2.1, vemos que a
amplitude dos dois osciladores varia no tempo, correspondendo a um comportamento
analogo ao fendbmeno dos batimentos. Para o caso (ii) a posicdo também é dada pela
superposicdo de dois osciladores harmonicos simples de diferentes frequéncias, mas,
agora com a amplitude decrescendo exponencialmente no tempo, o que leva a um

comportamento andlogo a um oscilador subcritico, Fig. 2.2. No caso (iii), os osciladores
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apresentam um comportamento analogo a um oscilador supercritico, ou seja, nao
oscila no tempo. No caso (iv), os osciladores se comportam de maneira semelhante a
um oscilador subcritico, oscilam no tempo, mas suas amplitudes decrescem com o

tempo.

No tratamento quantico, usamos uma transformag¢dao candnica, uma
transformacgao unitdria e o método de LR para obter a fungdao de onda do sistema de
dois osciladores harmonicos acoplados dependentes do tempo. Como no caso classico
a idéia é reduzir o Hamiltoniano acoplado, dado pela eq. (3.36), ao Hamiltoniano
desacoplado, dado pela eq. (3.37). Depois, com o método de LR e a transformagao
unitaria de HR obtemos a funcdo de onda do sistema. Em termos das varidveis iniciais
(x1,%2), a fungdo de onda é dada pela eq. (3.48). No limite que k(t) =0,
Yn,n, (X1, X2, t) corresponde exatamente a Y, (xq1, t)Pn, (x2,t), como deveria ser. A

funcdo de onda é expressa em termos de P, € p,, as quais sao solucdes da equacdo de

Milne-Pinney. Uma solugdo particular para p,, eq. (3.42), é expresso em termos de xil

exiz, as quais sdo duas solucdes linearmente independentes da equacdo de

movimento, eq. (3.81). Obtemos uma solucdo particular da equagdo de Milne-Pinney

para quatro casos considerados no Capitulo 2.

Para os casos (i) e (ii) uma solugdo particular da EMP é dada por
p; = 1/\/51-, pois as frequéncias modificadas sao constantes. As fungdes de onda sao
dadas pelas egs. (3.78) e (3.79), respectivamente. Para o caso (iii), p, € dado em
termos das fungdes de Bessel e Neumann de primeira ordem e, para o caso (iv), p, é
dado em termos das funcGes de Bessel e Neumann de ordem zero. Nés utilizamos
estes valores de p; para analisar a dependéncia temporal da incerteza na posi¢do e no
momento e o produto de incerteza para o estado fundamental. Dos graficos
mostrados nas Figs. (3.1)-(3.6), concluimos que o efeito do acoplamento é reduzir a
incerteza na posi¢ao e aumentar a incerteza no momento, mas, sempre com o produto
de incerteza sendo maior que /2. Para o oscilador acoplado independente do tempo,
caso (i), Ax1Ap1, = Ax,Ap,, , essa igualdade entre os produtos de incerteza s6 ocorre
para o estado fundamental. Porém, para os trés casos Ax;Ap;, < Ax,Ap,, . Isso se

deve os fato que wy; = 2wy, . Outra coisa que observamos é que Ax, > Ax; e
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Ap,, > Ap,,, ou seja, um aumento da frequéncia reduz o produto de incerteza,
diminui a incerteza na posicao e aumenta a incerteza no momento. Uma coisa
interessante é que, embora, o caso (ii) dependa do tempo, seu produto de incerteza
independe. Isso se deve ao fato que a incerteza na posicdo decresce na mesma
propor¢do que a incerteza no momento cresce. O mesmo acontece com o caso (iv)

para tempos longos.

4.2 Perspectivas

Como possiveis extensoes deste trabalho podemos considerar:

1) O estudo das drbitas dos casos considerados [68].
2) O estudo de osciladores acoplados na presenga de um campo

magnético dependente do tempo.
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