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RESUMO

Nesta dissertacao, estudamos as propriedades eletronicas de nanoestruturas de grafeno
submetidas a campos externos. Consideramos a aplicacao de um campo elétrico uni-
forme transversal e um campo magnético uniforme perpendicular a estrutura. Utilizando
um modelo Tight-binding com hopping de primeiros vizinhos, vimos como esses campos
modificam a estrutura de bandas e a densidade local de estados (LDOS) do sistema.
Em seguida, estudamos as propriedades de transporte das nanoestruturas. Consideramos
transporte balistico devido ao longo livre caminho médio do grafeno. Através de um mo-
delo numérico que consiste em resolver o Hamiltoniano Tight-binding no espaco real e
combinar condigoes de contorno entre a regiao central e os reservatérios, calculamos os
coeficientes de transporte para dois sistemas especificos: Primeiro, para uma nanofita de
grafeno submetida a um campo elétrico transversal em uma regiao de extensao finita. Em
seguida, para uma jungao balistica de trés terminais (JBTT) de grafeno submetida a um
campo elétrico transversal na regiao imediatamente adjacente a juncao.

Palavras-chave: Matéria Condensada Grafeno Nanofitas Transporte balistico Junc¢ao
em Y



ABSTRACT

In this dissertation, we studied the electronic properties of a graphene nanoestructure un-
der influence of external fields. We considered the application of an uniform transversal
electric field and an uniform perpendicular magnetic field. Using a nearest-neighbor Tigh-
binding model, we investigated how those fields change the band structure and the local
density of states (LDOS) of the system. Then, we studied the transport properties of na-
nostructures. We assumed ballistic transport due to the long mean free path of graphene.
Through a numerical model that it consists in solving the Tight-binding Hamiltonian in
real space and the combination of the boundary conditions between the central region
and the reservoir, we calculated the transmission coefficients for two specifics systems:
First, for a graphene ribbon under the influence of a transversal electric field in a region
of finite length; Next, for a three terminal ballistic junction (JBTT) of graphene under
the influence of a transversal electric field in the region immediately before the junction.

Keywords: Condensed Matter. Graphene. Nanoribbons. Ballistic Transport. Y-
Junction.
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1 CONCEITOS PRELIMINARES

Grafeno é uma estrutura feita de atomos de carbono que se caracteriza por ser es-
sencialmente bidimensional. Em 2004, o grupo liderado por Geim e Novoselov conseguiu
sintetizar a primeira amostra de grafeno em laboratério [1]. A partir de entao, houve um
grande crescimento no interesse da comunidade cientifica sobre o assunto (a Fig. 1 mostra
o nimero de publicagdes até 2011) tanto do ponto de vista tedérico quanto experimental.
Grafeno destaca-se por exibir muitas propriedades interessantes, quando comparado a
outros materiais bidimensionais. Dentre elas, destaca-se a possibilidade de transporte
balistico, que sera explorada nesta dissertacao. Antes, no entanto, facamos uma revisao

a respeito da fisica dos materiais baseados em carbono anterior ao grafeno.

1600

-
N
(=1
o

800

de publicacées

Nanotubos

|

S
(=3
o

humero

Compostos
Intercalados
de Grafite

. |

1960 1970 1980 1990 2000 2010

Historia Fulerenos

{ Inicial

Figura 1: Numero de publicacoes sobre materiais baseados em carbono entre os periodos
de 1960 e 2010. A curva vermelha mostra o nimero de publicagdes ao todo, enquanto as
coloridas correspondem somente aos materiais correspondentes as respectivas cores nas
figura. (Imagem adaptada de [3])
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1.1 Um Pouco de Historia

Carbono é um dos materiais mais abundantes no universo. Como quase todos os
elementos teve sua origem nas estrelas. Ele apresenta dois is6topos (nimero de neutrons
diferentes) estdveis: C'? (98.9% do carbono encontrado na natureza) e C'* (1.1%)[2].
Dentre seus vérios alétropos (formas estruturais diferentes), o mais estdvel, e um dos
mais estudados desde os tempos antigos, €, sem duvida, o grafite. Este pode ser caracte-
rizado como varias camadas de grafeno empilhadas uma acima da outra mantidas unidas
através de fracas ligacoes de Van der Waals. Ele se apresenta em diferentes formas como
na forma cristalina, forma amorfa e na forma de grafite pirolitico altamente orientado
(HPOG) que é utilizada para obter grafeno. Os primeiros célculos teéricos da estrutura
de bandas do grafeno foram realizados por Wallace em 1947 [4] com o objetivo de entender

as propriedades eletronicas do grafite.

Indo um pouco mais a frente, foram estudados os chamados compostos intercalados
de grafite, assim chamados por que correspondem a uma ou algumas camadas de grafeno
intercaladas com algum outro material. Dependendo do material intercalado, os &tomos de
carbono podem servir como receptores ou doadores de elétrons para o material intercalante
[5]. Nessas estruturas tridimensionais pode-se conseguir, inclusive, a combinacao de uma

camada de grafite, grafeno, com as camadas do material intercalante.

Ja em 1985, foi descoberto o fulereno Cgg, 0 primeiro alétropo de carbono molecular.
Fulereno é um arranjo tridimensional de dtomos de carbono fechado como uma bola de
futebol com 20 hexdgonos e 12 pentdgonos. Outras estruturas também sao observadas
como Crg e Cgg. A descoberta desse material elevou o aumento de interesse no estudo
de materiais feitos de carbono. Em seguida, foi achada uma conexao entre as moléculas
de Cgo e Crg e entre Crg com Cyg e assim sucessivamente o que levou a idealizacao do
que viria a ser os nanotubos de carbono de parede simples. Esse material foi encontrado
experimentalmente em 1993 [6]. Estruturalmente, ele pode ser pensado como uma folha de
grafeno enrolada na forma de um cilindro, as propriedades eletronicas, como o nanotubo

ser condutor ou semicondutor, dependendo da forma em que o nanotubo é enrolado.

Na Fig. 2 estao representadas todas as formas de carbono apresentadas até agora.
Vale a pena ressaltar que, devido a forma das ligagoes entre os atomos (hibridizacao
sp? que serd discutida mais a frente), grafeno é utilizado como ponto de partida para se
entender as propriedades fisicas de todos esses materiais. Na proxima secao falaremos

sobre as formas de obtencao experimental do grafeno.
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(b)

Figura 2: Materiais de carbono estudados antes do grafeno: (a)Composto intercalado de
grafite; (b) Fulereno; (c¢) Grafite e (d) Nanotubo de carbono.

1.2 Obtencao Experimental

Antes do trabalho de Geim e Novoselov, acreditava-se que a fabricagao de grafeno e
outros materiais bidimensionais seria impossivel devido a um argumento dado por Landau
e Peierls, e depois estendido por Mermim [7], de que a temperatura de fusao desses
materiais decresce com a espessura e, portanto, esses materiais muito finos tenderiam a
se quebrar em estruturas menores. Esse argumento pode ser eliminado, considerando-se
que as estruturas 2D sao extraidas de materiais 3D, mantendo as fortes ligacoes atomicas
sem a possibilidade de quebra. Nesta secao, discutiremos brevemente sobre duas formas
de obtengao do grafeno, sendo elas o metédo da clivagem micromecanica [1] e o metédo
da deposi¢ao quimica em fase de vapor (CVD) [9]. Em seguida, falaremos sobre algumas

formas de fabricacao de dispositivos de grafeno.

1.3 Metdédos Experimentais

A clivagem micromecanica foi o primeiro metédo para obtencao de grafeno e, em
teoria, é bastante simples. Considera-se uma amostra de grafite (Na verdade, uma amostra
de grafite pirolitico altamente orientado) e realiza-se a clivagem, isto é, uma exfoliagao
mecanica das camadas de grafite. Isso faz com que as fracas ligagoes de van der Waals
entre camadas de grafite sejam desfeitas. Esse metodo consegue realizar amostras de alta

qualidade. No entanto, tem a desvantagem de estar limitado a amostras de dezenas de
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micrometros (Fig. 3) e ndo ser um metédo aplicdvel em escala industrial. Uma alternativa
a esse metddo corresponde a exfoliacao quimica em que uma amostra de grafite na fase
liquida é exposta a um solvente, podendo este ser aquoso ou nao aquoso. A utilizacao de
um procedimento conhecido como sonicacao, que consiste na propagacao de ondas sonoras

dentro do solvente, favorece a exfoliagao das camadas de grafite.

Figura 3: Filmes de grafeno obtidos através de clivagem micromecanica:(a) Fotografia
de uma amostra de multicamada de grafeno de 3 nm de espessura sobre um substrato
de silicio; (b) Imagem de microscépio de forga atomica (AFM) de uma monocamada de
grafeno. Figuras adaptadas de [1].

O metodo de CVD é uma outra alternativa ao metédo da exfoliacao. Esse metddo
permite que se obtenha amostras de grafeno com alto grau de pureza e com comprimen-
tos que chegam a ordem de milimetros. Um problema ascende, no entanto, devido a
existéncia de defeitos na fita obtida através desse processo, o que modifica as proprieda-
des eletronicas do grafeno formado. Uma alternativa para contornar essa dificuldade é
encontrada em [9], onde uma nova rota é tomada em que se diminui a densidade de nu-
cleacao no estagio inicial. Basicamente, coloca-se uma mistura de reagentes gasosos num
ambiente adequado com um substrato. Através dos processos quimicos, o material dese-
jado vai depositando-se sobre a superficie do substrato. No caso do grafeno, é realizada
uma catalise com a deposicao em cobre numa mistura de gases Ar, Hy e C'Hy, sendo o
ultimo a fonte de carbono. Esse metddo é mais vantajoso, pois permite um controle maior
das amostras através do controle das reagoes. Normalmente como o material depositado
¢ metéalico, além da deposicao quimica, deve ser considerada uma segunda etapa em que
hé a transferéncia do grafeno da camada metdlica para um substrato isolante [10]. Essa
parte do processo pode ser tao trabalhosa quanto a parte da deposicao em si. Portanto,
uma das principais dificuldades no uso do metédo de CVD é o custo devido ao consumo
de energia necessaria a extracao do metal. A Fig. 4 mostra imagens de amostras obtidas

através desse processo.
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Figura 4: (a) Imagem de microscépio de escaneamento de elétron (SEM) éptico de mo-
nocamada de grafeno obtida através de CVD com crescimento de 24h; (b) Fotografia de
uma amostra de 5 mm de grafeno obtida com tempo de crescimento de 48h. Figuras
adaptadas de [9)].

1.3.1 Fabricacao de Dispositivos

Do ponto de vista das aplicacoes, é importante saber fabricar dispositivos como tran-
sistores, retificadores, sensores, fotodetectores, entre outros. Uma das formas mais comuns
é a deposicao do grafeno sobre um dispositivo de base, conhecido na literatura como back-
gate. Os contatos sao criados litograficamente sobre o backgate possibilitando medidas das
propriedades eletronicas do grafeno. Normalmente é utilizado S1O5 como substrato, sendo
que outros materiais, como Nitreto de Boro, também sao utilizados. Medidas em Nitreto
de Boro, inclusive, permitem melhorar a mobilidade eletronica do material. Também pode
ser adicionado um Top gate a amostra. Como o nome sugere Top gate seria uma camada
de substrato adicionada acima do material. Isso é interessante pois permite um controle
da densidade eletronica local do sistema [11] (ver 3.9). Uma tltima forma de fabricacao
de dispositivos é a de grafeno em suspensao, ou seja, sem a presenca de um substrato.
A motivacao de se utilizar esse metodo é que ele permite que se elimine qualquer efeito
que possa ser originado da presenca de um substrato. A medida mais alta da mobilidade
eletronica no grafeno foi feita utilizando-se o material em suspensao, chegando essa a
200000 cm?/Vs [12]. A Fig. 5 mostra uma visao esquemadtica desses trés tipos de disposi-
tivos. Essas formas de montagem sao eficientes para medidas especificas e visam futuras
aplicagoes em dispositivos eletronicos. Na préxima secao falaremos sobre as potenciais

aplicacoes de grafeno.
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Figura 5: (a) Imagem de SEM de um dispositivo com backgate de SiOy; (b) Micrografia
Gtica de um dispositivo com ”top gate”e backgate; (¢) Imagem de SEM falsamente colorida
de um dispositivo de grafeno em suspensao. Imagens adaptadas de [1] ,[11] ,[12].

1.4 Aplicacoes

Por muito tempo o uso de transistores de efeito de campo baseados em 6xidos metalicos
semicondutores MOSFET (metalic oxide semiconductor field effect transistor) tem sido
suficiente para o melhoramento de dispositivos légicos digitais. Isto por que a constante
melhora se dava com a constante miniaturizacao dos dispositivos. No entanto, hd um
consenso na comunidade sobre estes sistemas estarem aproximando-se de um limite. Por-
tanto, ha a necessidade de procurar possiveis candidatos a substitutos para os atuais
MOSFETSs. Um desses candidatos sendo, é claro, o grafeno [13]. Grafeno apresenta-se
como um candidato promissor principalmente por duas caracteristicas: sua alta mobili-
dade eletronica e o fato de ser bidimensional. Pode-se argumentar que, com relacao ao
tamanho, é possivel se obter dispositivos de até 2 nm para os atuais MOSFETSs [14], o que
¢ um tamanho consideravel. No entanto, ha uma deteriorizacao da mobilidade eletronica
para esses materiais nessa escala de comprimento. Grafeno tem a propriedade de ter in-
trisicamente um atomo de espessura e possuir alta mobilidade eletronica devido as suas
propriedades de simetria. Uma dificuldade ascende, no entanto, da necessidade de aber-
tura de um gap (No grafeno a banda de valéncia toca a banda de condugao; Ver Cap.3).
Um gap pode ser inserido no sistema considerando-se nanoestruturas [15, 16|, bicamadas
[17] ou a aplicagao de strain na amostra [18]. Infelizmente, o surgimento do gap leva a
diminuicao da mobilidade eletronica do material e até agora nao foi possivel contornar
essa dificuldade. Nao resta duvida, no entanto, da potencial ultilidade de grafeno em

circuitos logicos.

Grafeno também apresenta propriedades Opticas interessantes, como absorcao inde-
pendente do comprimento de onda de 2,3% [19] para incidéncia normal da luz e trans-

paréncia quando a energia é menor que o dobro da energia de fermi [20]. Isto leva a
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aplicagoes interessantes como em fotodetectores. Devido a sua alta mobilidade eletronica,
fotodetectores de grafeno podem trabalhar num intervalo de frequéncias mais amplo do
que o dos fotodetectores atuais baseados em InGaAs e Ge. Outra aplicagdo pode ser en-
contrada na fabricagao de células solares, em que grafeno pode substituir as atuais células

feitas de 6xido de indio e estanho [20].

Sendo bidimensional, grafeno possui uma grande area superficial. Portanto, ele é
bastante sensivel ao meio. Assim, quando uma tunica mélecula de gas é adsorvida numa
folha de grafeno, ocorre uma mudanca na resistividade local do gas, o que torna possivel
sua deteccao. Logo, grafeno tem como aplicagao natural a fabricacao de sensores, como
sensores de gés e sensores de campo magnético, por exemplo [20]. Também devido a sua
alta sensibilidade quimica, grafeno pode levar a um grande niimero de sensores biolégicos
servindo futuramente para detectar niveis de glicose, hemoglobina, colesterol e até ser

utilizado no sequenciamento de DNA [22](Fig. 6).

Figura 6: Tlustracao esquematica de um detector de sequenciamento de DNA de grafeno.
Imagem obtida em:[21].

1.5 Sumario

O conteudo restante desse dissertagao estara disposto da seguinte forma:

No capitulo 2 serao apresentadas as principais propriedades da rede de grafeno. Uti-
lizaremos um modelo Tight-binding para calcular a estrutura de bandas e descreveremos

as principais propriedades da propagacao de elétrons sobre a folha de grafeno, tais como
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os elétrons se comportarem como particulas relativisticas em baixas energias. Descrevere-
mos em seguida, dentro dessa aproximagcao de baixas energias, alguns efeitos da aplicacao

de campos elétrico e magnético externos ao sistema.

No capitulo 3 realizaremos os calculos de estrutura de bandas para as nanofitas de
grafeno. Estudaremos os dois tipos principais de borda, armchair e zigzag, e estudaremos o
efeito das bordas sobre os estados e niveis de energia do sistema. Também consideraremos

o efeito da aplicacao de campo: elétrico, magnético e elétrico-magnético simultaneos.

No capitulo 4 descreveremos o formalismo de transporte balistico. Apresentaremos
formula de Landauer-Buttiker que descreve o transporte de sistemas nesse regime na
situacao mais geral em que o sistema estd conectado a varios reservatérios. Em seguida,
faremos uma descricao da matriz de espalhamento e apresentaremos o modelo numérico
para determinar os elementos da matriz de espalhamento e, portanto, os coeficientes.
Finalizaremos o capitulo apresentando os resultados obtidos para o transporte numa fita

de grafeno.

No capitulo 5 apresentaremos os resultados obtidos para um sistema de trés termi-
nais. Consideraremos fitas metalicas igualmente espacadas angularmente. Mostraremos

resultados para os coeficientes de transmissao num sistema sujeito a um campo elétrico.

Por fim, no capitulo 6 serao apresentadas as conclusoes e perspectivas para esse

trabalho.
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2 PROPRIEDADES
ELETRONICAS

Comecemos com a estrutura cristalina. Ele esta representada na Fig. 7. A rede do
grafeno é uma rede de bravais triangular com dois dtomos (representados pelas cores azul
e vermelha) na base, o que forma uma estrutura hexagonal convencional. Os vetores de

rede sao dados por:

L a L a

a =53, V3), = 5 —V/3). (2.1)
Aqui a é a distancia entre vizinhos mais proximos dada por a =~ 0.142 nm. A rede
reciproca € igualmente uma rede hexagonal com vetores de rede dados por:

b= ?))Zu, N :2;;(1, ~V3). (2.2)

Quando atomos de carbono unem-se na formacao de uma estrutura cristalina, a formacao
dessas ligacoes é feita no intuito de maximizar a superposicao entre as funcoes de onda
para uma minimizagao da energia. Desse modo, através de um processo conhecido como
hibridizacao, em uma estrutura planar de atomos de carbono, forma-se uma ligagao muito
forte chamada de ligagio o ou sp? entre o orbital s e os orbitais p, e p, na camada
de valéncia. O orbital p, restante permanece praticamente inerte formando um orbital
espalhado pela rede que é conhecido como um orbital m. Esse orbital é de extrema
importancia, pois é através dele que se da o tranporte eletronico ao longo da fita de

grafeno.

2.1 Modelo Tight-binding para folha infinita

O espectro de energia para a banda 7 no grafeno pode ser calculado através de um
modelo Tigh-binding simples. Para isso, considera-se que a corre¢ao na energia para a

estrutura cristalina é pequena em relacao a energia do orbital atomico e que a funcao
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Figura 7: A ordenacao especifica do grafeno e o fato dos dois atomos da base possuirem a
mesma energia interna permitem uma relac¢ao de dispersao conica: (a) Estrutura cristalina
do grafeno, mostrando célula unitéria e vetores de rede; (b) Célula hexagonal na rede
reciproca do grafeno.

de onda proxima a um sitio é aproximadamente a funcao de onda do orbital atomico.
Dessa forma, ha uma superposicao apreciavel somente para sitios vizinhos. Chamamos de
energia de hopping t a integral que da a energia correlagao entre os sitios vizinhos. Dessa

forma, podemos escrever o seguinte Hamiltoniano Tight-binding para o sistema:

H =3 eo(li, )i, Al + [i, BYi, Bl) — > tij(|i, A)(j, B| + H.c) (2.3)
1 <2,7>

Os operadores |i) (j| atuam sobre o espago das posigoes na rede e €, representa a energia
no sitio da rede. Por conveniéncia colocamos ¢y = 0. Também é assumido que t;; = ¢
seja constante ao longo da rede para todos os sitios. Como foi comentado acima, a rede
hexagonal nao forma uma rede Bravais e, portanto, precisamos de uma solugao que faca
distingao entre os sitios na subrede A e os sitios na subrede B. Seja [1)4) a fungao de onda
localizada num sitio A e |¢p) a funcao de onda localizada num sitio B. Estamos levando
em consideracao somente funcoes de onda localizadas nas bandas w. Procuramos como

solucao uma funcao da forma:

W) = calva) + calvn) (2.4)

Onde é necessario que as funcoes ¥4 e U satisfacam o teorema de Bloch!. Para o sitio

A, os vetores diferenca entre as posicoes para dois sitios vizinhos sao dados por:

5 =a(—1,0), &= ga, V3),  Oy= 3(1, —V3). (2.5)

10O teorema de Bloch diz que as solucdes para o Hamiltoniano de uma particula submetida a um
potencial periédico sdo fungdes da forma: W(7) = e’*7u(7), onde u(7) tem a periodicidade da rede
cristalina
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Substituindo a solucao dada pela Eq. 2.4 na Hamiltoniana 2.3, obtemos a solucao:

H|U) = —t > |i)(j|(calva) + cplvp)) :—tZCA| (j[a) +cgli)(jlvs) = E|¥) (2.6)

<1,7>

A multiplicacdo do lado direita da equagao por (V4| e (VUg| leva a duas equagoes lineares

que podem ser escritas da seguinte forma matricial:

(Dl
CRB S*(k}) 0 CRB

onde a funcao S(7), dada por S(k) = ¥, eF3i ¢ o fator de estrutura(Na passagem acima
foi aplicado o Teorema de Bloch e estamos considerando que as fungoes de onda sejam
normalizadas). Resolvendo a equagdo de autovalores, obtemos os valores das possiveis

auto energias:

E(k) = £t|S(k)] = £/3+ (k). (2.8)

onde a funcio f(k) é dada por f(k) = 2 cos(v/3kya) + 4 cos(v/3kya/2) cos(3k,a/2). O

a

a

) o - A

{a]‘\p P. Fy

4 2t

(c) S } (d)

- -

Figura 8: (a) - (b) Espectro de energia para a folha de grafeno com hopping entre os pri-
meiros e segundos vizinhos; (¢) - (d) Mapa de contorno para as energias na primeira zona
de Brillouin considerando aproximagao de primeiros e segundos vizinhos, respectivamente.
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espectro de energia da Eq. 2.7 estd representado na Fig. 8(a). As duas bandas se tocam
em um conjunto de pontos dentro da zona de Brillouin. Existem dois grupos de pontos

inequivalentes que sao dados por:

- 27 2 - 2r 27
= \o o = K/ = \o o= )
(3a 3\/§a) (3(1 3\/§a)

ou qualquer translagao por vetor de rede reciproca deles. Préoximo a um desses pontos,

(2.9)

num regime de baixas energias, a estrutura de bandas do grafeno apresenta um perfil
conico, de forma analoga a relacao entre energia e momento para uma particula livre

relativistica sem massa. Mais a frente mostraremos essa analogia de forma mais concreta.

E interessante observar a simetria entre a banda de cima (banda de condugao) e a
banda de baixo (banda de valéncia). Essa simetria é um dos principais fatores para a
alta mobilidade eletronica do grafeno. A inclusao de hoppings de ordem mais alta ordem,
no entanto, quebra essa simetria. Com efeito, com um termo de hopping entre segundos

vizinhos t’, a energia para um elétron no modelo Tight-binding passa a ser dada por:

B(R) = +\/3+ F(8) + ¢ £(F) (2.10)

Vemos claramente da Eq. 2.10 que E(k) # E(—k), isto 6, ndo hé simetria entre a banda
de condugao e a banda de valéncia. Na Fig. 8(b) esta representada a relacao de dispersao
com segundos vizinhos, onde colocamos o valor de ¢ = 0.2t para reforcar o efeito do
termo adicional. Esse termo, no entanto, é bastante pequeno. Célculos de primeiros
principios|23] para os hopping dao t = 2.97 eV e t' = 0.073 eV. Portanto, mesmo com a

inclusao dos termos adicionais, ainda ha uma grande simetria entre as bandas.

A estrutura de bandas para o grafeno pode ser observada experimentalmente através
de um procedimento conhecido como ARPES (Angle resolved photoemission spectros-
copy). Nessa técnica, fétons sao espalhados pela rede cristalina e a informagao sobre a
direcao e intensidade do momento e a energia permite que se obtenha distribuicao de
energias na superficie de Fermi para cristalina. Na Fig. 9 estd representada a primeira
observacao da estrutura de bandas do grafeno através desse procedimento[24]. A banda de
conducao nao é visto na figura, uma vez que, no grafeno, a superficie de Fermi é composta

pela banda de valéncia completamente preenchida.

Na proxima segao serd mostrado que com uma aproximacao de baixas energias o

Hamiltoniano do grafeno cai no Hamiltoniano de Dirac para particulas sem massa.
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Figura 9: Imagem ARPES da estrutura de bandas do grafeno crescido através de uma
superficie de SiC. Imagem adaptada de [24]

2.2 Transicao entre a aproximacao Tight-binding e o
modelo de Dirac

“A

Elétrons

ki
Buracos

Figura 10: Espectro de energia proximo a um dos cones de Dirac.

Como foi comentado na ultima secao, o espectro de energia para a folha de grafeno
apresenta um perfil conico em baixas energias(Fig. 10) que se assemelha a relagao energia
e momento entre particulas relativisticas sem massa. Essa aproximacao pode ficar ainda
mais clara quando aproximamos a Hamiltoniana 2x2 obtida na tultima se¢ao em baixas

energias em torno dos pontos K ou K’. Assim considerando a funcao S(k) podemos fazer
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uma expansao em Taylor proxima de K ou K':

S(k) ~ S(K) + (F — K) - 258

ok
ou (2.11)
S(k) ~ S(K') + (k — K') - 28,

Podemos ver substituindo na expressio que: S(K) = S(K') = 0. Calculando as derivadas

de S (E) e substituindo da Eq. 2.11 na Eq. 2.8, obtemos a seguinte representagao matricial

~ _3at 0 (ky — Z'k:y)eii%r (2.12)
B2\ (hy toiky)e 0 |

em torno de K:

e em torno do vetor K':

H =~ sat ( 0 (ke + ilf@/)e_ii%r
( Y

o A 2.13
B2\ (ky — iky)e 0 (213)

onde fizemos uso da notacdo k — K — ke k — K’ — k para K e K’', respectivamente.
As exponenciais podem ser retiradas realizando-se uma transformacao unitdria na Ha-

miltoniana. Definindo vp = 3at/2h como sendo a velocidade Fermi e fazendo uso da

01 0 —
Ux:(l O) O'y:(i 0) (2.14)

As Eq.’s 2.12 e 2.13 podem ser reescritas da seguinte forma:

notacao:

He=vpd 5§ Hp =vpd* - (2.15)
Onde p = hk representa o momento cristalino em torno de um dos pontos KeK'. A
Eq. 2.15 é idéntica ao Hamiltoniano de Dirac para particulas sem massa se substituirmos
a velocidade da luz por vp. Podemos ainda substituir o momento p para obtermos a
representacao da Eq. 2.15 na representacao do espago. Isto é, fazendo p; = —ihd,,,

obtemos as seguintes equagoes de autovalores para os vales K e K':

—ihvpd - VU (7) = BY(F) — ihvpo* - VU(F) = BU(7). (2.16)

A fungao de onda W¥(7) é para ser entendida como U(7) = (¢ 4(7), ¥ (r))", um vetor
coluna de duas componentes, e ¢ 4p) representa a amplitude de probabilidade de um
elétron ser encontrado na subrede A ou B. Dessa forma, as subredes A e B exercem o
mesmo papel que as componentes de spin na eletrodindmica. Por isso, ¥(7) é chamado

de um pseudospinor. Os pseudospinores préximos a um dos cones podem ser obtidos
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resolvendo-se a Eq. 2.16:

1 eiiaE/Q +k-7 *
050 (s )5 e a1
xloy

Onde escolhemos a constante de normalizacao de tal forma que a funcao de onda seja

normalizada em um quadrado de lados L, e L, e os sinais de mais e menos correspondem
a elétrons ou buracos com autoenergias dadas por E = +hvp|k|. A constante 6 é dada

por 0 = arctan(k,/k,).

Uma outra propriedade importante dos elétrons de Dirac no grafeno é a quiralidade
q. Ela é definida como a projecao do spin da particula sobre a direcao do momento p, isto

é:

=

G=57—. (2.18)

E facil de ver da propria definicao da quiralidade que os autoestados da Hamiltoniana

=y

2.16 (ou 2.15) sao igualmente autoestados do operador de quiralidade:

GU(F) = :I:;‘II(F). (2.19)

Os sinais significam que estados eletronicos correspondem a estados com quiralidade posi-
tiva, isto €, com pseudospin apontando na direcao do momento, e buracos correspondem a

estados com quiralidade negativa, pseudospin apontando na direcao oposta ao momento.

Para finalizar esta secao, podemos calcular a densidade de estados para a folha de
grafeno. Por definicao, a densidade de estados é dada por:

N(E) = 2/(%25@ — EB(¥)) (2.20)

O fator de 2 é devido ao spin (neste caso, o spin real da particula) e a integral é tomada ao
longo da primeira zona de Brillouin. Para um valor de £ (E) pequeno a relagao de energia
é praticamente conica e o valor de E depende unicamente do médulo do vetor de onda
k. Assim, podemos reescrever a Eq. 2.20 em coordenadas polares e substituir o limite
de integracao em |E | sobre todo o espago uma vez que as contribuigoes significativas vem

somente da vizinhanca de um dos cones. Assim:

2k 2E
rdE/d|k| mh*v}

N(E) =2 [ " dIF|F|5(E — B(H]) = (2.21)

Na proxima secao, seguindo o modelo de Dirac, veremos o efeito de um campo

magnético aplicado na folha de grafeno sobre os autoestados do sistema.
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2.3 Campo Magnético sobre a Folha de Grafeno

Campo magnético pode ser incluindo através de uma transformacao de Peierls [25].

No modelo Tigh-Binding, isso se apresenta como uma fase dependente do potencial vetor
no parametro de hopping:

t — tern J AT (2.22)

onde a integral de linha deve ser tomada do sitio inicial para o sitio final e A é o potencial
vetor, dado em termos do campo magnético B por B = V x A. Na aproximacao de baixas
energias do modelo de Dirac, isso se apresenta como uma mudanca no termo envolvendo

o0 momento:

§— - S/T(f). (2.23)

Nesta secao, usaremos a substituicao da Eq. 2.23 para achar os autovalores e autoestados
de energia para um elétron no grafeno na presenca de um campo magnético. Focaremos
nossa atengao somente para elétrons proximos a um ponto (a abordagem sendo anéloga
em torno de pontos K’ ). Usaremos a substitui¢do 2.22 para achar o espectro de energia de
nanofitas de grafeno na proxima secao. Substituindo 2.23 em 2.16, chegamos a seguinte

equacao de autovalores:

—ihwpd - (V — e/heA(F))¥(7) = BV(7) (2.24)

Vamos considerar o efeito de um campo magnético uniforme perpendicular a nanofita
B= (0,0, B) que pode ser alcangado através do seguinte potencial vetor A= (—By,0,0).
Substituindo isso na Eq. 2.24, obtemos:

hor ( 0 Oy +eBy/c —i0, ) ( ha ) 5 ( (N ) . (2.25)
—0, —eBy/c —i0, 0 ()= (02

Pela escolha do potencial vetor, podemos optar por uma solucao com dependéncia periédica
na direcao y, isto é ;(x,y) = ¥;e’*" (i = A,B). Fazendo uso da definicio do comprimento
magnético lg = \/hc/eB e fazendo a substitui¢do de y na varidvel adimensional y:
g="2 ki, (2.26)
lp

obtemos a seguinte equacao:

( 0 <ag+@>/ﬁ)(m):€<w)_ (2.97)
@ -p/V2 0 Vs vr
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Onde a funcao € é definida em termos da energia por € = F/(v/2hvrlp). Podemos definir

o seguinte par de operadores:

O =2(0;+7),
Of = 550~ 7).

2

S

(2.28)

S

E facil de ver pela definicao que [0, Of] = 1. Portanto, os operadores 2.28 representam
operadores de destruicao e criagao de um oscilador harmonico unidimensional. O opera-
dor nimero de forma usual é definido por N = OO'. Portanto, aplicando na segunda

componente da Eq. 2.27 o operador OT, obtemos:
OOTi/JA = N?ﬂA = €2w,4, (2.29)
com o valor de ¢ dado por:

Yp = 10%1 (2.30)

Podemos ver da Eq. 2.29 que as funcoes de onda ¢4 sao autoestados do operador ntiimero
(o mesmo valendo para v¥g). Sendo n inteiro um autovalor do operador niimero temos

portanto € = y/n o que implica que as autoenergias sao dadas por:

E = V2nhvplpg = y/2neBvZ/c. (2.31)

Os autoestados também podem ser obtidos. Para n = 0, o que implica em € = 0, a

Eq. 2.27 pode ser resolvida colocando-se ¥4 = 0 e g = ¥o(7) o estado fundamental do

=2\ 0 6ikaz
U (r) = ( To(3) ) (2.32)

Para os estados com n # 0 as Eq.’s 2.29 e 2.30 dao as seguintes solugoes para o sistema:

Y= ( U1 (7)/Vn + 1 ) 23

¥, corresponde a n-éssima solucao do oscilador harmonico.

oscilador harmonico, isto é:

Para o vale K’ ¢ possivel mostrar que as equacgoes levam as mesmas autoenergias. Por-
tanto, o sistema apresentado possui degenerescéncia quadruplica levando em consideragao
também a degenerescéncia de spin. Os autoestados de energia apresentados aqui corres-
pondem aos niveis de Landau. No entanto, em contraste com os niveis de Landau para
um cristal 2D convencional, os niveis de Landau aqui crescem com a raiz quadrada de B e,
por conta disso, apresentam um espacamento nao-uniforme. Além disso hé a presenca de

um estado de energia zero para n = 0. Esse estado apresenta ainda a caracteristica de ser
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topologicamente protegido, isto é, ele é robusto com relacao a inomogenidades aplicadas
ao sistema[26]. Todas as caracteristicas apresentadas aqui sdo consequéncia do cardter
relativistico dos elétrons se propagando no grafeno e além disso podem ser alcangados
experimentalmente. Uma tltima observacao pode ser feita em relagao a validade do nosso
modelo, baseado na substituicao 2.23. Ele é valido contanto que seja desconsiderada a
possibilidade de transi¢oes interbandas. Pode ser mostrado que contanto que o compri-
mento magnético /g seja muito maior do que a, o que ¢ violado somente para campos

muito altos, nossa aproximacao ¢ valida.

2.3.1 Efeito Hall Quantico no Grafeno

Um dos resultados mais surpreendentes obtidos que comprovam o comportamento
relativistico das particulas no grafeno é a medida da condutividade Hall. Num sistema
sobre a influéncia de campos magnético e elétrico perpendiculares, o efeito Hall é um fluxo
de particulas na direcao perpendicular a corrente elétrica. No regime Hall quantico, se os
niveis eletronicos sao preenchidos até uma certa energia, devido a presenca de impurezas,
os unicos estados que contribuem para a condutividade do sistema sao os estados corres-
pondentes a niveis de Landau. Estados entre niveis de Landau permanecem localizados,

fenomeno conhecido como localizacao de Anderson. Podemos obter o valor da conduti-

(a) (b) Pux (k) ay (4eh)

—+7/2

—+5/2

|

+3/2

4K
14T

|

+1/2
-1/2

-3/2

0 1 1
-4 -2 0 2 4

n (10'2cm?)

Figura 11: (a) Representagao do sistema utilizado para calcular a condutividade Hall; (b)
Condutividade o, e resistividade p,, no regime Hall como funcoes da concentragao de
estados. Figuras adaptadas de [42]

vidade utilizando a representacao da Fig. 11, onde o campo magnético é perpendicular

a folha em todo ponto, a direcao x é tangente ao circulo e a condutividade Hall o, ¢ a
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condutividade perpendicular a direcao x. Seguindo esse modelo é possivel mostrar que a

condutividade é dada por[42]
I 1 cOF

"V V6o

Aqui, Vg, como mostrado na Fig. 11, é a diferenca de potencial entre as bordas, E é a

(2.34)

energia e ¢ o fluxo do campo magnético sobre o loop da fita. Para uma variacao de um
quantum de fluxo d¢ = hc/e a mudanga de energia correspondente é §F = +ggg,(N +
1/2)eVy = 4(N +1/2)eVy. O fator 1/2 é uma consequéncia do cardter relativistico dos
niveis de Landau no grafeno. Como o estado com n = 0 é compartilhado tanto por
elétrons como por buracos, ele contribui com 1/2 na medida da condutancia. Portanto,

temos:
2

¢
-~

Na Fig. 11(b) estd representada a condutividade o, bem como a resistividade p,, para

Oay = £(AN + 1) (2.35)

esse sistema.

Na proxima secao, veremos como incluir o efeito de um campo elétrico no grafeno e

algumas das principais consequéncias de um campo elétrico no sistema.

2.4 Campo Elétrico sobre a folha de Grafeno

Podemos incluir o efeito de um campo elétrico na nossa abordagem através da inclusao
de um potencial eletroestético ¢ (dado em termos do campo elétrico por ¢ = — [ E- df),
uma vez que nao estamos tomando grandezas que variam no tempo. Vamos nos limitar
a estudar as solugoes proximas a um vale K. A inclusio é feita da mesma forma que na

equagao de Schrodinger:
—thvpd - VU(r) 4+ ¢(7)U(r) = EY(r). (2.36)

Um das principais diferengas do grafeno, em relacao a outros materiais bidimensionais
é que nao se pode aprisionar elétrons no grafeno através de um potencial puramente

eletroestatico. Ilustraremos esse efeito através do paradoxo de Klein na proxima secao.

2.4.1 Tunelamento de Klein

Vamos considerar um potencial eletroestatico definido ao longo da direcao x pela
funcao ¢ = Uy(1l — O(|z| — L/2)), isto é, o potencial ¢ é Uy dentro de uma regiao de

largura L em torno da origem e zero fora. Seguiremos a solugdo apresentada em [28].
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Como ¢ nao possui dependéncia na direcao y, a solucao ao longo da dire¢ao y corresponde
a ondas planas. Assim, podemos escrever, utilizando separacao de varidveis, a seguinte
solugao: U p(z,y) = e™¥14p)(x). A solugao para as trés regices é a mesma dada pela
Eq. 2.17, sendo que: para z < —L/2, vamos considerar uma soluc¢ao correspondendo a
uma onda incidente e refletida; para —L/2 < x < L/2 o valor de E deve ser substituido
por E —Uy; e para > L/2 consideramos somente uma onda transmitida. Isto é podemos

escrever a nossa solugao da seguinte forma:

ek + Re~the x<—L/2
Ya =1 A 4 Apeior /2 < g < L)2 (2.37)
Tetke x> L/2

As fungoes k e «a sdo dadas por k = L\/(E/pr)2 —klea= L\/((E —Up)/hvp)? — k2. A
probabilidade de um elétron incidente através da regiao com x < —L/2 ser transmitido é
dada pelo médulo quadrado do coeficiente T. Podemos encontrar o valor de T utilizando
as condigoes de continuidade em x = —L/2 e em x = L/2. Assim, aplicando as condigoes

obtemos: ‘

(9+ —9-)(fr = f-)e™
(9+ = flg- = f)e*® = (g = f)g- = f+)
onde temos g+ = (k, £ ik)hwp/(E — Up) e fr = (k, £ ia)hvp/E. A fungao |T|* estd

plotada na figura 12 como funcao de k, e k para os valores de Uy = 50 meV e 50 nm. E

T —

(2.38)

interessante observar que para incidéncia normal sobre a barreira, que corresponde a fazer
k, = 0, a transmissao ¢ sempre maxima. Além disso, para outros valores do angulo de

incidéncia ocorrem valores em que a transmissao torna-se 1 novamente. Esse fenomeno é

Figura 12: Transmissao através de uma barreira de potencial como funcao de k, e k, para
L =50 nm e Uy = 50 meV. Figura adaptada de [28].
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conhecido como tunelamento de Klein. Apesar de termos tratado do caso mais simples de
uma barreira de potencial, é possivel mostrar que esse fenomeno também se manifesta em
campos inomogeéeneos, sendo mais uma evidéncia do carater relativistico dos portadores
de carga no grafeno. Na préxima subsegao, consideraremos o efeito de um campo elétrico

no comportamento dos elétrons a baixas energias no grafeno.

2.4.2 Campo Elétrico Uniforme

Para o caso de um campo elétrico uniforme na direcao y, temos um potencial ele-
troestatico dado por ¢(x,y) = Uyy, com U, constante. Novamente, como o potencial
independe de uma das coordenadas, nesse caso a coordenada x, o momento ao longo
dessa direcao é um bom nimero quantico e podemos escrever: ¥ (z,y) = e**4)(y). Assim

ficamos com a seguinte equagao para o sistema em torno do vale K:

Uy hop(k=09,) \ (W) _ [ Va (2.39)
hop(k + 0y) Uoy Vg Vs |

A equagao em torno do vale K’ é a mesma equagao acima se substituirmos a ordem das
componentes dos pseudospinor? . Vamos realizar uma transformacao unitdria sobre o

sistema, dada pela matriz U definida por:

1 1 —
() v

a fim de obtermos uma representacao mais simples para o Hamiltoniano 2.39. Sobre a

aplicacao desse operador, obtemos a seguinte Hamiltoniana transformada:

(2.41)

Hl _ Uf{UT _ ( Ugy — iprﬁy —ihUFk’ ) ‘

ZhUFk on + iprﬁy

Agora temos uma nova equacao de autovalores para o sistema dada por H'U(y) = EWU(y)’
e U(y) é dada por ¥(y) = UV¥(y). Definindo € = E/hvg e ug = Uy/hvp, ficamos com o

seguinte par de equacgoes:

— 10,y + uoyly — kY = ey

| | (2.42)
0,0 + oyl + ik, = ey

2Fazemos essa observacao por que consideraremos condicdes especificas sobre as solucoes para deter-
minar o efeito do campo sobre as auto-energias. Essas condigoes envolvem as solugoes nos dois vales.
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Se considerarmos uma aproximacao k£ = 0, o que equivale a dizer que a onda nao se
propaga ao longo da direcao perpendicular ao campo, as equacoes 2.42 tornam-se desa-

copladas. A solucao é obtida de maneira direta:
Yy = clei(ey*w)zﬁﬂ); Yy = CQe*i(eyfuoyz/Q); ka~0. (2.43)

A solucao para H é obtida aplicando-se a transformada inversa UT sobre a solucdo 2.43.

Dessa forma, obtemos:

1 s ei(ey_u0y2/2) + c e_i(Ey_u0y2/2_i9) .
( ! ? iha, (2.44)

‘I’R(F) = E

Clei(ey_uon/Q) _ C2e—i(6y—uoy2/2—i6)

Fatores constantes multiplicando o mesmo termo em ambas componentes foram integrados
na constante multiplicativa. Para o vale K’, a solucao ¢ idéntica a apresentada acima com

Y4 e g trocados. Obtemos a seguinte solugao:

. 1 Csei(ey_u()yQ/Z) —+ C4€—i(5y—UOy2/2—i9) ik
V(M) = — ( .

-5 (2.45)

csei(ey7u0y2/2) _ c4efi(ey7uoy2/27i9)
A solucao fica em funcao da novas constantes c3 e ¢4 a serem determinadas. Podemos
também aplicar condi¢oes de contorno sobre as solucoes e ver como isso influéncia nas
autoenergias do sistema. Vamos considerar condigoes de contorno para o sistema limitado
ao longo da direcao do campo elétrico com bordas armchair que serao definidas no capitulo
3 (Ver Fig. 14). Pode ser mostrado [29] que estas condigoes de contorno para esse tipo

de borda, sendo L a largura do sistema ao longo da direcao do campo, sao dadas por:
KA (2.46)

A constante v = 0, £2/3. Substituindo-se as solugoes 2.44 e 2.45 em 2.46, obtemos a

seguinte condicao:

i(eL+ugl?/4) _ eZﬂiueeL7u0L2/4 (2.47)

Y

e

0 que leva a seguinte expressao para as autoenergias:

2m+v) & E = th(m + g), (2.48)

T
€= —

L

para m inteiro. Da expressao acima, vemos que, para k = 0, a energia, dentro da apro-

ximagao de Dirac, com as condicoes de contorno especificadas torna-se independente do
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campo elétrico.

Podemos encontrar a solugao completa para k diferente de zero. Para isso, substitui-

mos a segunda equacgao 2.42 na primeira. Obtemos assim, o seguinte par de equagdes:

[8; + (6 — uoy)2 + ’iUO — kQ]wh =0

U = — (0, — iugy + €)'y

A equacao diferencial 2.49 pode ser resolvida aplicando-se o metédo de Frobenius. As
solugoes obtidas sao as chamadas fungoes cilindricas parabdlicas [30]. Existem duas

solugoes independentes correspondendo a solugoes pares ou impares. Elas sao dadas por:

Wiy = e Tl B (iR g + 1/251/2;8(e — uo)? fuo)

1 —i(e—uoy)?/2uo o aon il N : (2.50)
Vp=e 1F1(ik? /4ug + 3/2;3/2; (e — ug)? Juo)

Aqui, a funcao 1 F é a fungao hipergeometrica confluente[30]. Podemos novamente aplicar
a transformada inversa, voltar para o sistema original e aplicar as condi¢oes de contorno

do problema.

2.5 Campos Elétrico e Magnético Tranversais

Vamos discutir nessa secao o efeito da aplicacao de campos elétrico transversal e
magnético perpendicular simultaneos sobre a folha de grafeno. Enunciaremos somente
os principais resultados da aplicacao dos campos sobre a folha de grafeno . A solugao

completa pode ser encontrada nas referéncias: [31] [32].

A inclusao dos campos é feita da mesma forma que nas secoes anteriores, onde adici-

onamos o quadripotencial (A, ¢), separadamente, na equagao de Dirac:
—ihwgpd - (V — e/heA(P)) U (F) + ¢(F)U(7) = EV(F). (2.51)

Faremos uso do mesmo Gauge para o potencial vetor, /Y(F) = (=By,0,0) e do potencial
elétrico, ¢(7) = Upy. Nosso tratamento pressupoe que Uy > evpB/c. Utilizando a
definicdo dos operadores de criacdo e destruicio O e O apresentadas na equacao 2.28,

chegamos a uma nova equacgao de autovalores para o sistema:

Ap(O+07) 450 Va ) _ g [ ¥a (2.52)
ABOT AE(O—l—OT) Up 0 Ve . .

Onde, os valores de Ag, Ap e Ey sao dados por: Ap = UOZB/\/§, Ap = \/ﬁhvp/lB e
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Ey = —(E + Upl%k). Devemos diagonalizar a Eq. 2.52 para encontrarmos os autovalores
e as autofungées num campo cruzado. Isso é feito em [32] separando o problema em duas
equagoes de autovalores. Primeiro, notamos que as combinagoes de HeH = o.Ho,
dadas por H+ Jilig:s podem ser separadas em uma parte escalar mais uma matriz real

e que, portanto, uma combinacao linear destes ira satisfazer a mesma propriedade, isto é:
w(H + H)+vHH = Jl + K; (2.53)

Segundo, aplicamos o operador 2.53 num autoestado de H, com iw=FEyev=—1,0que

nos leva a uma nova equacao dada por:
(J1+ K)|[¢) = E2. (2.54)

Da Eq. 2.54, podemos ver que a solucao pode ser escrita como o produto ext