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tre em F́ısica. Área de Concentração: F́ısica
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Transporte eletrônico em anéis quânticos de grafeno / Duarte José Pereira de
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RESUMO

Neste trabalho, é proposto um dispositivo de controle de corrente que explora a fase ad-
quirida por um portador de carga quando este tunela através de uma barreira de potencial
no grafeno no regime baĺıstico sem a necessidade da presença de um gap no espectro de
energias. O sistema atua como um interferômetro baseado em um anel quântico de grafeno
com bordas armchair, onde a diferença de fase entre as funções de onda para elétrons que
tomam diferentes caminhos pode ser controlada através da intensidade das barreiras de
potencial nos braços do anel. Variando os parâmetros das barreiras a interferência pode
tornar-se completamente destrutiva. É demonstrado como esse efeito de interferência
pode ser utilizado para o desenvolvimento de portas lógicas simples baseadas em grafeno.

Palavras-chave: Grafeno. Propriedades eletrônicas. Transporte eletrônico. Sistemas
mesoscópicos. Anéis quânticos.



ABSTRACT

In this work, we propose a current switch device that exploits the phase acquired by
a charge carrier as it tunnels through a potential barrier in graphene in the ballistic
regime without the need of the presence of a gap in the spectrum. The system acts as an
interferometer based on an armchair graphene quantum ring, where the phase difference
between interfering electronic wave functions for each path can be controlled by tuning the
height of a potential barrier in the ring arms. By varying the parameters of the potential
barriers the interference can become completely destructive. We demonstrate how this
interference effect can be used for developing a simple graphene-based logic gate.

Keywords: Graphene. Electronic properties. Electronic transport. Mesoscopic systems.
Quantum rings.
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elétrons. Cada conector é ligado a dois eletrodos: S1/2 (Source 1 ou 2)

e D1/2 (Drain 1 ou 2), permitindo a medida de resistência entre quatro

terminais [28] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 25



8 (a) Rede cristalina do grafeno. Os átomos vermelhos (azuis) representam,
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conectores, de entrada e de sáıda, infinitos (representados pelos śıtios
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braços do anel hexagonal [veja Fig. 25]. As amplitudes que entram na

região de espalhamento (região triângular) são representadas pela letra

A enquanto que as de saida são representadas pela letra B. . . . . . . . p. 70

29 Comparação entre as probabilidades de transmissão anaĺıtica (curva cont́ınua),
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1 INTRODUÇÃO

Desde a invenção do circuito integrado em 1959, o processo de miniaturização de

componentes eletrônicos tem permitido um aumento na capacidade de processamento

de dispositivos. Tal processo tem estimulado grande interesse teórico e experimental

na área de semicondutores e tem revolucionado a indústria de produtos eletrônicos nas

últimas décadas. Grande parte do interesse está relacionado às recentes descobertas de

novos materiais que possuem propriedades promissoras para futuras aplicações, dentre os

quais podemos citar os materiais com estrutura cristalina bidimensional. Estes materiais

preservam suas propriedades eletrônicas mesmo quando esfoliados até obter-se um plano

extremamente fino, com espessura de apenas um (ou poucos) átomo(s). Dessa forma, o

design de novos nanodispositivos baseados em tais materiais tem se mostrado um campo

de crescente interesse, buscando-se alcançar os mais finos dipositivos posśıveis.

Em particular, a monocamada de grafeno, alótropo bidimensional do carbono, tem

sido considerado um substituto promissor ao siĺıcio em nanodispositivos eletrônicos [1].

Tal material exibe propriedades de transporte eletrônico não usuais tais como alta mobili-

dade eletrônica, efeito Hall quântico anômalo [2], Tunelamento de Klein [3], dentre outras

[4]. Entretanto, o tunelamento de Klein, i.e. transmissão perfeita através de barreiras

de potencial para elétrons que incidem normalmente sobre as mesmas, torna a criação de

portas lógicas um tanto complicada, pois pode não ser posśıvel obter o estado off , onde

não há corrente elétrica através do dispositivo.

A habilidade de bloquear o transporte de carga através de um dispositivo de uma ma-

neira controlável, que é facilmente alcançada em junções semicondutoras, é fundamental

para o desenvolvimento de novos dispositivos eletrônicos. Nesse sentido, a maioria dos

esforços direcionados ao design de portas lógicas tem como ponto principal a indução de

um gap de uma maneira controlável. Isso não é simples de se obter em monocamadas

de grafeno, onde não existe gap eletrônico intŕınseco [4], o qual só é alcançado se for

quebrada a chamada simetria de sub-rede cristalina do material [5]. A dificuldade em se
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produzir tal quebra de simetria experimentalmente tem atrasado o uso efetivo do grafeno

em dispositivos eletrônicos atualmente.

Uma alternativa posśıvel para a modulação da corrente através do dispositivo consiste

na exploração das propriedades ondulatórias do elétron. Nesse sentido, as propostas de

aplicação tecnológica de efeitos de intereferência quântica têm crescido no contexto de

nanodispositivos moleculares [6]. Entretanto, uma das desvantagens desse tipo de design

é o fato de que os prinćıpios de funcionamento de tais dispositivos quase sempre depen-

dem fortemente do posicionamento preciso dos conectores (leads) em śıtios moleculares

espećıficos, o que pode ser pouco adequado para fins de aplicação. Em sistemas me-

soscópios tradicionais, a interferência quântica é tipicamente induzida através do efeito

Aharanov-Bohm, onde a fase extra adquirida provém do potencial vetor associado ao

campo magnético [7]. Entretanto, muitas vezes tal efeito não tem se mostrado viável para

a produção de portas lógicas, devido à baixa razão on/off, isto é, a uma diferença rela-

tivamente baixa entre a corrente que passa através do dispositivo no modo ligado (on) e

aquela que vaza pelo dispositivo no modo desligado (off ). Assim, o trabalho direcionado

ao design de novos dispositivos baseados em novas propriedades quânticas, ou em novas

formas de se induzir diferenças de fase, tem se mostrado promissor.

O presente trabalho consiste no estudo de um nano-dispositivo eletrônico de grafeno

onde utiliza-se o conceito de interferência quântica para produzir um corte na corrente,

sem a necessidade de se induzir um gap neste material. Tal interferência, produzida por

uma fase obtida através do tunelamento de Klein, e não por campos magnéticos, mostra-se

ser facilmente controlável e apresenta uma alta razão on/off, como será descrito. Com isso

resolvem-se os problemas (i) da criação de uma porta lógica definitivamente bidimensional,

(ii) do corte de corrente no grafeno (sem criação de gap) e (iii) do aprimoramento da razão

on/off em interferômetros quânticos.
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1.1 Grafeno

Grafeno [Fig. 1(a)] é uma camada bidimensional de átomos de carbono arranjados

em uma estrutura do tipo favo-de-mel. Cada átomo de carbono possui seis elétrons, dois

dos quais são fortemente ligados ao núcleo. Os quatro elétrons restantes, presentes nas

camadas mais externas do átomo, ficam dispońıveis para fazer ligações com outros átomos.

No grafeno, cada átomo de carbono é fortemente ligado a três outros átomos do mesmo

tipo em um plano (ligações σ) deixando o quarto elétron dispońıvel, na terceira dimensão,

para condução eletrônica. Os órbitais correspondentes ao quarto elétron, em cada átomo

de carbono, formam ligações mais fracas conhecidas como ligações π. Fundamentalmente,

as propriedades eletrônicas do grafeno são ditadas pelas bandas de condução e de valência

dos orbitais π. O caráter forte das ligações σ faz com que o grafeno seja um material

extremamente duro, com uma resistência de ruptura cerca de 300 vezes maior que a do

aço estrutural A36. Apesar disso, ele é extremamente leve, com 0,77 miligramas/metro

quadrado (para propósitos de comparação, um metro quadrado de papel é 1000 mais

pesado)[4].

(a)
(b)

(c) (d)

Figura 1: Alguns alótropos do carbono: (a) grafeno, (b) grafite, (c) nanotubo de carbono
e (d) fulereno.

Desde que possue apenas um átomo de espessura, e a dinâmica dos portadores de

carga é confinada em um plano, ele é considerado o mais perfeito material bidimensional

posśıvel na natureza [8]. Por muitas vezes, é tomado como ponto de partida para o estudo

das propriedades eletrônicas de outros alótropos do carbono. Os nanotubos [Fig. 1(c)],

de uma maneira ilustrativa, são obtidos enrolando-se uma folha de grafeno ao longo de

uma direção e reconectando as ligações entre os átomos. Assim, de um ponto de vista

f́ısico, eles podem ser pensados como sendo estruturas unidimensionais. Já os fulerenos
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[Fig. 1(d)], que são considerados sistemas 0-dimensionais, são moléculas onde os átomos

de carbono são arranjados em uma estrutura esférica com hexágonos e pentágonos. A

introdução de defeitos, como pentágonos, no grafeno, gera uma curvatura positiva. Dessa

forma, fulerenos podem ser pensados como grafeno torcido. O grafite [Fig. 1(b)], alótropo

tridimensional do carbono, consiste em monocamadas de grafeno empilhadas umas sobre

as outras. Tais camadas permanecem ligadas através da interação de Van der waals que,

por sua vez, é relativamente fraca em comparação as ligações σ entre os átomos em cada

camada. Como consequência, o comprimento de ligação entre duas camadas de átomos

no grafite (≈ 3, 35 Å) é maior que a constante de rede do grafeno (≈ 1, 42 Å)[4].

1.1.1 Algumas propriedades gerais

Os primeiros estudos relacionados às propriedades eletrônicas do grafeno, algumas

décadas atrás, foram de caráter teórico e tiveram como objetivo sua generalização ao

caso do grafite [9]. Naquela época, Landau e Peierls argumentaram que estruturas cris-

talinas puramente bidimensionais seriam termodinâmicamente instáveis e, portanto, não

poderiam ser produzidas experimentalmente. O argumento foi posteriormente extendido

por Mermin [10] e suportado por várias observações experimentais. Entretanto, em 2004,

folhas de grafeno foram isoladas e estudadas em laboratório [11], trabalho que resultou,

em 2010, no prêmio Nobel de F́ısica para Konstantin Novoselov e Andre Geim [1]. Tais

cristais, que puderam ser obtidos sobre substratos não cristalinos, mostraram ter não

somente alta qualidade, mas também propriedades eletrônicas não usuais se comparados

com outros materiais, atraindo assim grande interesse cient́ıfico nos campos de pesquisas

teóricos e experimentais.

Algumas das propriedades eletrônicas não usuais do grafeno têm origem no compor-

tamento dos elétrons de baixa energia. Aqui encontra-se um dos aspectos mais interes-

santes da teoria do grafeno que é o de que tais excitações comportam-se como part́ıculas

relativ́ısticas de massa nula, também conhecidas como fermions de Dirac. Tal compor-

tamento abre a possibilidade para novos fenômenos, alguns dos quais oriundos da ele-

trodinâmica quântica de neutrinos, não observáveis em outros materiais. Fermions de

Dirac comportam-se de uma maneira não usual comparados a elétrons não relativ́ısticos

se forem sujeitos a campos magnéticos, levando a novos fenômenos, como um efeito Hall

quântico inteiro, distinto do que é observado em gases de elétrons bidimensionais usuais,

que foi medido experimentalmente [4]. Outra caracteŕıstica interessante é o fato que de

fermions de Dirac com massa nula tunelam através de barreiras de potencial com probabi-
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lidade 1 se incidirem normalmente sobre tais barreiras, tal fenômeno é uma caracteŕıstica

única de part́ıculas ultrarelativisticas e está diretamente relacionado ao paradoxo de Klein

da eletrodinâmica quântica. Apesar de ser altamente discutido no contexto de f́ısica de

part́ıculas, astro-f́ısica e f́ısica nuclear, o tunelamento de Klein (Tunelamento de fermi-

ons de Dirac sobre as condições do paradox de Klein) de part́ıculas elementares tem se

mostrado um fenômeno extremamente complicado para se investigar experimentalmente,

devido às altas energias requeridas para a observação experimental. Entretanto, fermions

de Dirac no grafeno movem-se a uma velocidade cerca de 300 vezes menor que a veloci-

dade da luz, levando à possibilidade de observação de tal fenômeno a energias menores.

De fato, pouco tempo após as previsões teóricas do tunelamento de Klein no grafeno [3],

tal efeito foi confirmado experimentalmente [12].

O caráter ultrarelativ́ıstico dos portadores de carga no grafeno tem consequências

importantes em suas propriedades de transporte eletrônico. Em sistemas fortemente de-

sordenados, por exemplo, as flutuações t́ıpicas de energia potencial, assumindo que sejam

mais intensas que a energia cinética, fazem com os portadores de carga da estrutura

fiquem confinados em poças de potencial. Elétrons tunelam entre as regiões classica-

mente permitidas com uma probabilidade de transmissão que cresce com |T/V | (Energia
cinética/ Energia potencial), fazendo com que uma percolação ocorra para algum valor

dessa razão [13]. No grafeno, a situação é bastante diferente devido ao tunelamento de

Klein. Não importando quão pequeno seja a razão |T/V | os portadores de carga não

podem ser confinados em poças de potencial. Portanto, o tunelamento de Klein faz com

que as inomogeneidades em larga escala tornem-se irrelevantes. Outro fenômeno que

tem grande influência nas propriedades de transporte eletrônico do grafeno é o Zitter-

bewegung (movimento trêmulo caracteŕıstico de part́ıculas relativ́ısticas), primeiramente

discutido por Schrödinger por volta de 1930 [14]. Um regime de transporte ’pseudodifu-

sivo’, onde existe uma desordem mesmo na ausência de processos de espalhamento, surge

como consequência de tal fenômeno. Tal desordem intŕınseca mostrou-se ser semelhante

àquela presente em metais altamente desordenados [15]. Dessa forma, uma condutividade

mı́nima da ordem do quanta de condutância 4e2/h é prevista com uma precisão de algum

fator de ordem um [16]. De fato, a descoberta experimental da condutividade mı́nima no

grafeno ocorreu antes de sua previsão teórica (sendo as últimas baseadas no formalismo

de Landauer para o transporte quântico e em outras considerações sobre a condutividade

de um gás de fermions de Dirac de massa nula bidimensional) [17].

Propriedades não usuais na f́ısica do grafeno também surgem no contexto de siste-

mas em escala mesoscópica [18]. Os novo efeitos tem origem nas condições de contorno
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satisfeitas pelas funções de onda em amostras com diferentes tipos de bordas. Os tipos

de bordas mais estudados, zigzag e armchair [Fig. 2], apresentam propriedades bastante

diferentes entre si.

Armchair
Z
ig
zag

Figura 2: Bordas Armchair e Zigzag de uma rede cristalina do tipo favo-de-mel.

As nanofitas de grafeno, que são basicamente fios quânticos de grafeno, formam um

cenário interessante para o estudo de algumas propriedades que possam surgir como con-

sequência dos diferentes tipos de bordas que o sistema pode ter. Nanofitas do tipo arm-

chair podem ser obtidas, de acordo com a Fig. 2, se pensarmos a estrutura como sendo

infinita na direção horizontal e finita na direção vertical. Já uma nanofita do tipo zigzag

pode ser obtida escolhendo a dimensão da direção vertical como sendo infita enquanto que

a correspondente a direção horizontal é finita. Nanofitas do tipo zigzag apresentam modos

com energia nula não presentes em nanofitas do tipo armchair. Tais modos correspondem

a estados localizados nas bordas do sistema [4]. Nanofitas armchair apresentam um gap

que oscila com o aumento da largura lateral, comportamento não presente em nanofitas

zigzag, podendo apresentar caracteŕısticas metálicas ou semicondutoras [18]. As diferen-

tes nanofitas apresentam diferentes condutâncias e, como consequência geral da estrutura

de bandas do grafeno e do comportamento caracteŕıstico de uma sistema bidimensional,

a condutância apresenta um perfil crescente a medida que os valores de energia se distan-

ciam dos cones de Dirac (pontos onde as bandas de valência e de condução se tocam no

grafeno), e portanto a condutância assume uma forma de ’V’ como função da diferença

de potencial aplicado ao sistema [18].
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1.2 Aplicações

Estudos relativos às propriedades elétricas, óticas, mecânicas e termoelétricas de mo-

nocamadas de grafeno, ao longo dos anos, tem mostrado o grande potencial de aplicações

práticas do material. Dessa forma, o campo de pesquisas tem expandido, além do con-

texto da f́ısica da matéria condensada, para aplicações em nanodispositivos eletrônicos,

biosensores, células solares e etc. Abaixo, seguem alguns exemplos de posśıveis aplicações

práticas.

1.2.1 Transistores baseados em grafeno

A alta mobilidade eletrônica a temperatura ambiente é talvez a propriedade mais fre-

quentemente citada no contexto de aplicações envolvendo dispositivos eletrônicos baseados

em grafeno. Mobilidades de 10,000 - 15,000 cm2/(V s) são rotineiramente medidas em la-

boratório para amostras de grafeno sobre substratos baseados em siĺıcio [19]. Juntamente

com um forte efeito de campo elétrico [Fig. 3], que leva a uma densidade de portadores de

carga eletrostáticamente ajustável no intervalo n < 104 cm−2, a alta mobilidade eletrônica

faz do grafeno um posśıvel candidato para futuras aplicações em transistores de efeito de

campo, FET1, de alta velocidade.

(a)

(b)

Figura 3: Efeito de campo em monocamada de grafeno. (a) Comportamento da resistivi-
dade como função do potencial para diferentes temperaturas (T = 5 K curva amarela, T
= 70 K curva azul e T = 300 K curva verde). (b) Condutividade em função da voltagem
aplicada para T = 70 K. (Figura adotada da Ref [11])

1Sigla para ’Field Effect Transistor’
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Os transistores de efeito de campo baseados em grafeno mais frequentemente estuda-

dos são compostos de dois contatos, conhecidos na literatura como Source (S) e Drain (D),

conectados a uma amostra de grafeno, usualmente uma nanofita, sobre um dielétrico que

funciona como um contato de base (conhecido na literatura como back gate). Depositando-

se outra camada de dielétrico sobre a amostra (Top Gate) é posśıvel obter a configuração

na qual a concentração de carga no canal pode ser controlada através de quatro conta-

tos. A figura 4(a) apresenta uma imagem de microscopia eletrônica de varredura de um

FET baseado em grafeno enquanto a Fig. 4(b) apresenta o comportamento da corrente

elétrica, à temperatura ambiente, como função do potencial VTG (Potencial no Top Gate)

com VDS = 0.01V (Diferença de potencial Drain - Source). A referência [19] é um review

dedicado a transistores baseados em grafeno.

(a)                                                                                      (b)

Figura 4: (a) Imagem de microscopia eletrônica de varredura de um transistor de efeito
de campo (FET) baseado em grafeno. O subtrato é feito de SiO2 sobre um wafer de Si
altamente dopado, onde uma camada de Y2O3 foi depositada sobre a amostra de grafeno,
fazendo o papel do contato superior (Top Gate). (b) Padrão caracteŕıstico da corrente
elétrica em função de VTG de uma tal dispositivo à temperatura ambiente [20].

1.2.2 Fotodetectores baseados em grafeno

Monocamadas de grafeno absorvem cerca de 2.3 % da luz branca incidente, que é

um valor relativamente alto para uma estrutura com apenas um átomo de espessura. Tal

valor, que é consequência da estrutura de bandas única do material, tem sido demonstrado

experimentalmente [21]. O valor da absorção pode ser calculado teóricamente utilizando

a regra de ouro de Fermi com base no comportamento de um gás de fermions de Dirac

bidimensional sobre um campo elétrico perpendicular ao plano do material [21]. O valor

obtido é πα, onde α ≈ 1/137 é a constante de estrutura fina, em concordância com o

resultado experimental.
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Fótons incidentes sobre o grafeno são, em grande parte, absorvidos gerando pares de

elétron e buracos (e-b). Os portadores de cargas poderiam ser multiplicados, se posśıvel,

e submetidos a uma diferença de potencial, gerada por dois eletrodos, levando a uma

corrente detectável através de uma amostra. Entretanto, pares e-b no grafeno tem um

tempo de vida muito curto, fazendo com que os portadores de carga fótoexcitados não

contribuam para a corrente no dispositivo. Porém, uma fótocorrente pode ser detectada

na interface grafeno-eletrodo sob iluminação local [22]. A diferença entre a função trabalho

do eletrodo e o ńıvel de fermi no grafeno gera um pequeno campo elétrico local que pode

ser compensado ou intensificado pela voltagem de gate entre os eletrodos. Assim, pode

haver uma separação do par e-b [23]. A figura 5 mostra um esquema de um fotodetector

baseado em um transistor com um contato de base.

E = hv

Dielétrico

  Substrato de Si 

altamente dopado

DrainSource

Grafeno

Figura 5: Dispositivo fotodetector baseado em grafeno sob iluminação.

É importante mencionar que, desde que a estrutura de bandas do grafeno apresenta

um gap nulo, ou seja, a banda de valência toca a banda de condução, a absorção de fótons

de todas as frequências poderá ocorrer, fazendo com que tais sistemas possam detectar

no intervalo de frequências do viśıvel ao infravermelho.

1.2.3 Células solares baseadas em grafeno

Células solares, também conhecidas como células fotovoltáicas, são sistemas que con-

vertem energia solar em energia elétrica. Tais sistemas são compostos por camadas se-

micondutoras e são capazes de produzir um campo elétrico perpendicular às camadas

quando expostos à luz solar. Em geral, células solares exigem materiais que sejam bons

condutores e que sejam relativamente transparentes, permitindo que a luz passe através do

mesmo. O óxido de Índio e Estanho é utilizado na fabricação de células solares cumprindo

tais requerimentos. Entretanto, tal material é raro, fazendo com que paineis solares sejam

muito caros.

Excelentes propriedades elétricas, óticas e mecânicas, fazem do grafeno um substituto
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promissor ao óxido de Índio e Estanho, podendo levar a fabricação de células solares mais

baratas, desde que o carbono é altamente abundante.

1.3 Fabricação de nanoestruturas de grafeno

Amostras de grafeno relativamente grandes e de alta qualidade são indispensáveis

para futuras aplicações, especialmente em eletrônica e em optoeletrônica. Várias técnicas

de produção de monocamadas de grafeno foram desenvolvidas e aprimoradas ao longo

dos anos. Em particular podemos citar a esfoliação do grafite, que consiste na esfoliação

mecânica de um cristal de grafite piroĺıtico altamente orientado (HOPG) até obter-se

poucas camadas, ou até monocamadas, de grafeno. Filmes de mais 100 µm de largura e

de alta qualidade puderam ser fabricados através de tal método [11].

Além da técnica de esfoliação mecânica, o grafeno também pode ser obtido através

de técnicas de crescimento. A deposição qúımica de vapor (CVD) tem mostrado grande

potencial na fabricação de monocamadas de grafeno relativamente grandes [24]. A van-

tagem sobre a esfoliação mecânica é que a CVD permite, sobre certas circunstâncias, o

crescimento controlado de estruturas com bordas bem definidas [25].

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 6: Evolução das bordas e morfologia de cristais de grafeno crescidos em um subs-
trato de Pt via CVD G-E-RG. (a)-(b) estágio de crescimento e orientação das bordas
zigzag (ZZ) e armchair (AM). (c)-(h) Alteração estrutural consequente da variação dos
parâmetros envolvidos no crescimento para diferentes instantes de tempo. (i) etapa de
recrescimento (regrowth). De acordo com a Ref. [25]
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A figura 6 apresenta pontos e anéis quânticos de grafeno, com bordas bem definidas,

produzidos pela técnica CVD G-E-RG (growth–etching–regrowth) [25]. O método consiste

em crescer pontos quânticos de grafeno sobre um substrato, que no caso é uma folha de

Platina (Pt), pelo método CVD e então variar parâmetros envolvidos na fabricação de

tais estruturas (Taxa de variação do fluxo de metano, no caso). Tais variações podem

induzir alterações controláveis no formato das bordas da amostra.

Após a etapa de obtenção de folhas de grafeno sobre subtratos, a modelagem das

amostras, para fabricação de dispositivos, pode ser alcançada através da técnica de lito-

grafia por feixe de elétrons. Esta técnica é bastante utilizada em trabalhos cujo escopo é

o estudo das oscilações de Aharanov-Bohm em anéis quânticos, usualmente circulares, de

grafeno e/ou de ouro, como citado em [26, 27]. O método consiste em fazer um feixe de

elétrons varrer uma folha de grafeno coberta por um resiste, que é um poĺımero especial

que é senśıvel a irradiação por elétrons, expondo-o ao feixe em um padrão espećıfico, de

forma a produzir a geometria desejada para o sistema e, então, remover seletivamente as

regiões expostas ou não do resiste (dependendo do tipo do mesmo). Dessa forma, o que

resta é o sistema modelado sobre o substrato. A mesma técnica pode ser utilizada para

ajustar as posições dos eletrodos.

Figura 7: Anel quântico de grafeno modelado pela técnica de litografia por feixe elétrons.
Cada conector é ligado a dois eletrodos: S1/2 (Source 1 ou 2) e D1/2 (Drain 1 ou 2),
permitindo a medida de resistência entre quatro terminais [28]

A figura 7 apresenta um anél quântico de grafeno usado para o estudo do efeito

Aharanov-Bohm, discutido em mais detalhes na referência [28]. Amostras de grafeno

foram produzidas através da esfoliação mecânica de grafite natural e foram depositadas

sobre um substrato de Si altamente dopado coberto por uma camada de SiO2. Litografia

por feixe de elétrons foi usada para definir a forma da estrutura. Finalmente, contatos

foram adicionados por uma segunda litografia por feixe de elétrons.
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2 PROPRIEDADES
ELETRÔNICAS DO
GRAFENO

Grafeno, uma monocamada de átomos de carbono arranjados em uma estrutura do

tipo favo de mel, é considerado um material promissor para futuras aplicações em na-

noeletrônica e em outras áreas, além de ser visto como um véıculo para o estudo de

fenômenos fundamentais relacionados à eletrodinâmica quântica. A possibilidade do

estudo de fenômenos relativ́ısticos no grafeno é consequência da estrutura de bandas

única do material e tem implicações importantes em suas propriedades eletrônicas. Neste

caṕıtulo, é feita uma pequena revisão sobre as propriedades eletrônicas de uma monoca-

mada de grafeno.

2.1 Monocamada de grafeno

2.1.1 Modelo tight-binding

Começaremos calculando as bandas de energia e os estados eletrônicos de uma mono-

camada de grafeno. Os átomos de carbono são disposto em uma estrutura cristalina do

tipo favo de mel que pode ser pensada como a combinação de duas subredes triângulares

distintas e independentes, conhecidas como subredes A e B [Fig. 8(a)]. Os vetores primi-

tivos da rede triângular são:

a⃗1 =
a

2

(
3,
√
3
)
, a⃗2 =

a

2

(
3,−

√
3
)
, (2.1)

onde a ≈ 1.42 Åé a distância média entre dois átomos de carbono.

A rede cristalina do grafeno possui dois átomos por célula unitária, um pertencente

à subrede A e outro a subrede B, de forma que cada átomo da subrede A é rodeado por

três vizinhos mais próximos da subrede B e virce versa. Os vetores que ligam um śıtio
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espećıfico aos vizinhos mais próximos são

t⃗1 =
a

2

(
1,
√
3
)
, t⃗2 =

a

2

(
1,−

√
3
)
, t⃗3 = −a (1, 0) , (2.2)

de acordo com a Fig. 8(a). A rede rećıproca de uma rede triângular é também uma rede

triângular, com vetores de rede

b⃗1 =
2π

3a

(
1,
√
3
)
, b⃗2 =

2π

3a

(
1,−

√
3
)
. (2.3)

A primeira zona de Brillouin é esquematizada na Fig. 8(b), com destaque para dois

pontos que são de importância particular para a f́ısica do grafeno. Tais pontos são co-

nhecidos como pontos de Dirac por motivos que serão esclarecidos posteriormente. Os

vetores de onda que os caracterizam são

K⃗ ′ =
2π

3a

(
1,

1√
3

)
, K⃗ =

2π

3a

(
1,− 1√

3

)
. (2.4)

O modelo tight-binding, ou modelo de ligação forte, é uma ótima aproximação para

calcular estrutura eletrônica de bandas em sólidos usando funções de onda aproximadas

que são superposições das funções de onda dos átomos localizados nos śıtios atômicos

do cristal. Nesse modelo, considera-se que o Hamiltoniano em um dado śıtio, Hi, seja

uma ótima aproximação para o Hamiltoniano total do sólido, H, quando este último é

calculado em um átomo localizado naquele śıtio [29].

A                B

a1

a2

t1
t3

t2
K

K'

kx

ky

b1

b2

(a) (b)

Figura 8: (a) Rede cristalina do grafeno. Os átomos vermelhos (azuis) representam,
isoladamente, os śıtios da subrede A (B). Os vetores que ligam um śıtio espećıfico aos
seus vizinhos mais próximos são os t⃗i’s, enquanto que os a⃗i’s são os vetores primitivos.
(b) Primeira zona de Brillouin. Destacam-se os vetores de rede, b⃗i’s, e os pontos K e K ′.
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O Hamiltoniano tight-binding no formalismo de segunda quantização, considerando o

hopping apenas entre os primeiros vizinhos, tem a forma

H = −t
∑
i,j

(a†ibj + b†jai), (2.5)

onde t ≈ 2.8 eV é o parâmetro de hopping entre os vizinhos mais próximos. Os operadores

a†i (ai), conhecidos como operadores de criação (destruição), criam (destroem) elétrons

nos śıtios i da subrede A, enquanto os operadores b†i (bi) fazem o mesmo na subrede B.

Tais operadores satisfazem as relações de anticomutação caracteŕıstica de fermions

{ai, a†j} = δi,j, {bm, b†n} = δm,n, {ai, aj} = 0, {bm, bn} = 0, (2.6)

onde os ı́ndices i e j representam śıtios da subrede A e os ı́ndices m e n representam os

da subrede B.

A relação de dispersão do grafeno pode ser obtida facilmente através da transformada

de Fourier dos operadores de criação e destruição

ai =
1√
N

∑
k

eik⃗·r⃗iak, bj =
1√
N

∑
k

eik⃗·r⃗jbk, (2.7)

onde k⃗ = (kx, ky) e N representa o número de células unitárias. O estado eletrônico no

espaço dos momentos pode ser obtido através da criação de um elétron, de vetor de onda

k⃗, partindo do estado de vácuo em um śıtio da rede cristalina

|ψ(k)⟩ = (Aa†k +Bb†k)|0⟩, (2.8)

onde o estado de vácuo, denotado por |0⟩, satisfaz ak|0⟩ = bk|0⟩ = 0 e os números A e

B estão relacionados com a amplitude de probabilidade nas subredes A e B. Assim, a

subtituição das equações (2.7) em (2.5) leva a

Hk = −t
∑
k

3∑
l=1

(e−ik⃗·t⃗la†kbk + eik⃗·t⃗lb†kak), (2.9)

permitindo escreve a equação de Schrödinger

Hk|ψ(k)⟩ = E(k)|ψ(k)⟩. (2.10)

A substituição do Hamiltoniano (2.9) e do estado eletrônico (2.8) na Eq. (2.10), jun-

tamente com as relações de anticomutação entre os operadores fermiônicos, nos leva a
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duas equações que podem ser unificadas em uma única equação matricial: 0 f(k)

f(k)∗ 0

 A

B

 = E(k)

 A

B

 , (2.11)

onde

f(k) = −t
3∑

l=1

e−ik⃗·t⃗l = −t
(
2e−ikxa/2 cos

(√
3

2
aky

)
+ eikxa

)
. (2.12)

Assim, as bandas de energia são obtidas através da diagonalização da Eq. (2.11):

E(k) = ±t

√√√√3 + 2 cos(
√
3kya) + 4 cos

(√
3

2
kya

)
cos

(
3

2
kxa

)
, (2.13)

onde os sinais + e - referem-se às bandas de condução e de valência, respectivamente. É

interessante notar que para os vetores de onda da Eq. (2.4) temos E(K) = E(K ′) = 0.

De fato, a figura 9 apresenta o gráfico da Eq. (2.13), onde observa-se a existência de seis

pontos, dos quais apenas dois não são equivalentes (K⃗ e K⃗ ′), onde as bandas de condução

e de valência se tocam. Isso significa, do ponto de vista da teoria de bandas, que o grafeno

é um material de gap nulo.

E
(k
)

Figura 9: Relação de dispersão de uma monocamada de grafeno. O zoom mostra uma
dispersão linear para pequenos valores de energia (valores próximos aos pontos de Dirac).
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2.1.2 Aproximação de baixas energias

A energia de Fermi no grafeno não dopado (sem excesso de portadores de carga)

coincide com a energia nos pontos K, possuindo uma banda de valência completamente

ocupada e uma banda de condução completamente vazia [30]. A natureza fermiônica dos

portadores de carga faz com que a adição de elétrons (ou buracos) ao sistema, através da

dopagem, altere a energia de Fermi, podendo assumir valores próximos aos dos pontos

onde as bandas se tocam. Dessa forma, o comportamento de elétrons e buracos de baixa

energia é extremamente importante para a f́ısica do grafeno.

Consideremos o comportamento de portadores de carga que possuam vetores de onda

nas proximidades dos pontos K, ou seja, consideremos:

k⃗ = k⃗′ − Q⃗, (2.14)

onde Q⃗ pode representar K⃗ ou K⃗ ′, e k⃗′ é um vetor de onda cujas componentes assumem

valores pequenos. Podemos obter uma aproximação do Hamiltoniano, Eq. (2.11), através

da expansão da função f(k) para k⃗ dado pela Eq. (2.14),

−f(k)
t

=
3∑

l=1

e−ik⃗′·t⃗leiQ⃗·t⃗l , (2.15)

lembrando sempre que f(Q) =
∑

exp(−iQ⃗ · t⃗l) = 0 (Energia é nula nos pontos K’s).

Assim

−f(k)
t

≈
3∑

l=1

(1− i⃗k′ · t⃗l)eiQ⃗·t⃗l =
3∑

l=1

eiQ⃗·t⃗l − i
3∑

l=1

k⃗′ · t⃗leiQ⃗·t⃗l , (2.16)

que pode ser escrito como

−f(k)
t

≈ −i⃗k′ ·
3∑

l=1

t⃗le
iQ⃗·t⃗l . (2.17)

Observando que ∇k⃗f(k) = i
∑
t⃗le

ik⃗·t⃗l , obtemos a identidade

f(k) = tk⃗′ · ∇k⃗f(Q). (2.18)

O gradiente da função f no ponto Q⃗, que pode ser calculado facilmente através da

Eq. (2.12), é dado por

∇k⃗f(Q) = e−iπ/3
(
−i3

2
ak̂x ±

3

2
ak̂y

)
, (2.19)

onde k̂i é o vetor unitário da direção i = x, y no espaço rećıproco, e escolhemos o sinal +
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para Q⃗ = K⃗ e - para Q⃗ = K⃗ ′. Assim, a Eq. (2.18) nos leva a

f(k) = −i3
2
at(k′x ∓ ik′y)e

−iπ/3. (2.20)

Podemos escrever −i exp(−iπ/3) = exp(−i5π/6) de forma que os Hamiltonianos da

descrição microscópica, Eq. (2.11), nas vizinhanças dos pontos K⃗ e K⃗ ′, podem ser rees-

critos, respectivamente, como

HK⃗ ≈ 3at

2
e−i5π/6

 0 k′x − ik′y

k′x + ik′y 0

 , (2.21)

HK⃗′ ≈
3at

2
e−i5π/6

 0 k′x + ik′y

k′x − ik′y 0

 . (2.22)

A fase 5π/6 pode ser incorporada nos vetores de estado ou pode ser excluida através

de uma transformação unitária das funções da base. Assim, o Hamiltoniano efetivo nas

vizinhanças dos pontos K⃗ e K⃗ ′ toma a forma

HK⃗,K⃗′ ≈ h̄vF

 0 k′x ∓ ik′y

k′x ± ik′y 0

 , (2.23)

onde vF = 3at/2h̄ ≈ 106m/s é a velocidade de Fermi dos portadores de carga de baixa

energia no grafeno.

O Hamiltoniano (2.23), que pode ser rescrito como H = vF σ⃗ · p⃗ em torno do ponto K⃗1,

onde σ⃗ = (σx, σy) é um vetor cujas componentes são as matrizes de Pauli e p⃗ = h̄k⃗′, é o

análogo bidimensional do Hamiltoniano de Dirac para férmions de massa nula2. Ao invés

da velocidade da luz c temos a velocidade de Fermi vF ≈ c/300. Por essa razão, diz-se

que as excitações de baixa energia no grafeno comportam-se como férmions de Dirac de

massa nula com uma velocidade efetiva vF .

Os autoestados do Hamiltoniano de Dirac bidimensional são espinores de duas com-

ponentes, onde a primeira é a amplitude de probabilidade para um férmion com m = 1/2

(spin-up), enquanto que a segunda componente é a amplitude de probablidade para um

férmion com m = −1/2 (spin-down). Entretanto, no caso do grafeno a situação é um

pouco diferente. O autoestado do Hamiltoniano aproximado também é um espinor de

duas componentes, entretanto a primeira componente representa a amplitude de proba-

1Em torno do ponto K⃗ ′ temos H = vF σ⃗
∗ · p⃗

2O Hamiltoniano de Dirac em duas dimensões é H = cσ⃗ · p⃗+mc2σz
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bilidade para encontrar um portador de carga na subrede A, enquanto que a segunda

componente refere-se a amplitude de probabilidade para encontrar um portador de carga

na subrede B, como pode ser inferido através de Eq. (2.11). De uma maneira mais clara,

podemos escrever

ΨK⃗ =

 ψKA

ψKB

 , (2.24)

onde ψKA (ψKB) representa a função de onda, nas vizinhanças do ponto K⃗, na subrede

A (B). Assim, dizemos que as autofunções do Hamiltoniano (2.23) são pseudoespinores,

onde o pseudospin-up significa subrede A e pseudospin-down significa subrede B.

A equação de Schrödinger para elétrons de baixa energia no grafeno torna-se

vF σ⃗ · p⃗ψK = EψK , (2.25)

cujas autoenergias, que podem ser encontradas facilmente, assumem os valores E =

±h̄vF
√
k2x + k2y, mostrando uma dispersão cônica que está de acordo com o zoom na

Fig. 9. Assim, como |p⃗| = h̄|⃗k| = h̄
√
k2x + k2y, podemos reescrever a Eq. (2.25) na forma

h̄

2
σ⃗ · p⃗

|p⃗|
ψK = ± h̄

2
ψK , (2.26)

onde podemos definir, em analogia com o operador de spin da mecânica quântica S⃗ =

h̄σ⃗/2, o pseudoespin S⃗ ′ = h̄σ⃗/2. Portanto, no espaço dos momento, a Eq. (2.26) implica

que os autovalores de S⃗ ′ · n̂ são ±h̄/2, onde n̂ = p⃗/|p⃗| é o vetor unitário na direção do

momento. Assim, para os portadores de carga no grafeno, o pseudospin é projetado na

direção do momento. Para elétrons, ambos apontam no mesmo sentido (sinal positivo),

enquanto que para buracos apontam em sentidos opostos (sinal negativo). Por essa razão

dizemos que os férmions de Dirac no grafeno são part́ıculas quirais.

2.1.3 Autoestados

Os autoestados, ou pseudoespinores, para elétrons de baixa energia no grafeno po-

dem ser calculados facilmente através da equação de Dirac. De fato, a equação Dirac

[Eq. (2.25)], que é uma equação matricial, é equivalente ao par de equações acopladas

(∂x − i∂y)ψ2 = iϵψ1, (2.27)

(∂x + i∂y)ψ1 = iϵψ2, (2.28)
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onde ψ1(ψ2) refere-se à ψKA(ψKB), sendo ϵ = E/h̄vF . As equações podem ser desacopladas

facilmente através da aplicação do operador (∂x − i∂y) na Eq. (2.28), de forma que

(∂2x + ∂2y)ψ1 = −ϵ2ψ1. (2.29)

Desde que a part́ıcula está livre, podemos obter ondas planas como soluções. Assim,

supondo que ψ1 = A exp(i⃗k · r⃗), onde k⃗ = (kx, ky), r⃗ = (x, y) e A é uma constante,

obtem-se ϵ2 = k2x + k2y, como esperado. A segunda componente do pseudoespinor, ψ2, é

obtida pela substituição de ψ1 na Eq. (2.28)

ψ2 = s
A

ϵ
(kx + iky)e

ik⃗·r⃗, (2.30)

onde s = ± (s = sgn(E)), assumindo o valor positvo para elétrons e o negativo para

buracos. Por fim, os autoestados da Eq. (2.25) tem a forma

ψ(r) =
1√
2

 1

seiϕ

 eik⃗·r⃗, (2.31)

onde ϕ = arctan(ky/kx) é o ângulo entre o momento do elétron e o eixo x 3. A constante

A assume o valor 1/
√
2 de forma que ψ†ψ = 1.

Portanto, as autofunções do Hamiltoniano de Dirac, para elétrons de baixa energia

no grafeno, guardam uma diferença de fase entre as subredes A e B. Tal fase intŕınseca

determina algumas propriedades de grande importância para a f́ısica do grafeno: é a

origem de uma fase de Berry de π em torno dos pontos K⃗’s [31] e do tunelamento quiral

[3].

2.1.4 Tunelamento de Klein

A transmissão de uma part́ıcula através de uma região classicamente proibida, conhe-

cida como tunelamento, é uma caracteŕıstica única da natureza ondulatória da matéria.

Tal fenômeno, que foi primeiramente aplicado no contexto do decaimento alfa, em 1928,

por Gamow [32], mostrou-se ser de natureza quântica geral e tem sido explorado no de-

senvolvimento de dispositivos eletrônicos, tais como diodos [33] e etc. A transmissão não

nula tem origem no acoplamento das soluções da equação de Schrödinger em ambos os

lados da barreira, que são basicamente ondas planas, com funções de onda que decaem

na região do potencial. Como consequência, a probabilidade de transmissão decresce

3Onde usamos a identidade: a+ ib =
√
a2 + b2ei arctan(b/a)
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com o aumento das dimensões da barreira, tendendo a zero no limite de uma barreira

infinita. Entretanto, após os trabalhos de Dirac[34], que cuminaram em uma descrição

relativ́ıstica para o elétron, percebeu-se que a equação de Dirac gerava resultados que es-

tavam em completo desacordo com àqueles previstos pela teoria quântica não relativ́ıstica.

Em particular, para certos intervalos de energia, o tunelamento através de uma barreira de

potencial quadrada poderia ser 100% eficiente. Esse importante resultado ficou conhecido

como tunelamento de Klein [35].

Elétrons de baixa energia no grafeno comportam-se como fermions de Dirac de massa

nula, como mostrado nas seções anteriores. Consequentemente, a transmissão de elétrons

e buracos através de barreiras de potencial apresenta caracteŕısticas não usuais, se com-

paradas àquelas correspondentes a outros materiais.

Consideremos agora o espalhamento de portadores de carga no grafeno em uma bar-

reira de potencial quadrada. Consideremos três regiões [veja Fig. 10]. Na região II existe

uma barreira de potencial constante de intensidade V e largura D, enquanto que nas

outras regiões a part́ıcula está livre. As funções de onda, para cada uma das regiões, são:

região I)

ψI(r) =
1√
2

 1

seiϕ

 ei(kxx+kyy) +
r√
2

 1

sei(π−ϕ)

 ei(−kxx+kyy), (2.32)

região II)

ψII(r) =
a√
2

 1

s
′
eiθ

 ei(qxx+kyy) +
b√
2

 1

s
′
ei(π−θ)

 ei(−qxx+kyy), (2.33)

região III)

ψIII(r) =
t√
2

 1

seiϕ

 ei(kxx+kyy), (2.34)

onde ϕ = arctan(ky/kx), θ = arctan(ky/qx), s = sng(E), s
′
= sgn(E − V ) e qx =√

(V − E)2/(h̄vF )2 − k2y. Os números complexos r e t são os coeficientes de reflexão e de

transmissão, respectivamente.

As condições de contorno a serem satisfeitas são

ψI(0, y) = ψII(0, y) (2.35)

ψII(D, y) = ψIII(D, y), (2.36)
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Energia

Figura 10: Tunelamento de Klein no grafeno. Espalhamento de eletron por uma barreira
de potencial quadrada (cima) e a definição dos ângulos de espalhamento nas regiões I, II
e III (baixo)[4].

observando que, ao contrário do caso da equação de Schrödinger, não precisamos exigir

as condições de continuidade das derivadas nas interfaces, a expressão para a corrente de

probabilidade não envolve derivadas de ψA e ψB. Utilizando as equações (2.32), (2.33) e

(2.34), as equações (2.35) e (2.36) podem ser reescritas na forma: 1

seiϕ

+ r

 1

−se−iϕ

 = a

 1

s
′
eiθ

+ b

 1

−s′e−iθ

 (2.37)

a

 1

s
′
eiθ

 eiqxD + b

 1

−s′e−iθ

 e−iqxD = t

 1

seiϕ

 eikxD. (2.38)

De Eq. (2.38), obtemos

aeiqxD + be−iqxD = teikxD, (2.39)

as
′
eiθeiqxD − bs

′
e−iθe−iqxD = tseiϕeikxD. (2.40)

A Eq. (2.39) pode ser reescrita como

aeiqxD = teikxD − be−iqxD, (2.41)
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enquanto que a Eq. (2.40) assume a forma

aeiqxD = t
s

s′
ei(ϕ−θ)eikxD + be−2iθe−iqxD. (2.42)

Igualando Eq. (2.41) e Eq. (2.42), obtemos

tei(kx+qx)D =
2be−iθ cos θ

1− (s/s′)ei(ϕ−θ)
. (2.43)

Podemos encontrar outra equação relacionando t e b isolando o termo a(1 s
′
eiθ)T da

Eq. (2.37) e substituindo na Eq. (2.38). Assim, 1

seiϕ

+ r

 1

−se−iϕ

 eiqxD − t

 1

seiϕ

 eikxD = 2ib

 1

−s′e−iθ

 sin(qxD), (2.44)

de onde podemos escrever

(1 + r)eiqxD − teikxD = 2ib sin(qxD) (2.45)

(seiϕ − rse−iϕ)eiqxD − tseiϕeikxD = −2ibs
′
e−iθ sin(qxD). (2.46)

A Eq. (2.46) pode ser reescrita como

reiqxD = e2iϕeiqxD − te2iϕeikxD + 2ib
s

s′
ei(ϕ−θ) sin(qxD), (2.47)

que juntamente com a Eq. (2.45) nos leva a

eiqxD − teikxD =
ibe−iϕ sin(qxD)

cosϕ

(
1− s

′

s
ei(ϕ−θ)

)
. (2.48)

Dividindo a Eq. (2.48) por Eq. (2.43), termo a termo, encontramos

t =
ss

′
ei(qx−kx)D cos(ϕ) cos(θ)

ss′ cos(ϕ) cos(θ) + ieiqxD sin(qxD)[s′s cos(ϕ− θ)− 1]
. (2.49)

Podemos obter uma relação mais clara se usarmos a identidade trigonométrica cos(ϕ−
θ) = cos(ϕ) cos(θ)+ sin(ϕ) sin(θ), no denominador, podendo este ser reescrito da seguinte

forma

s
′
s cos(ϕ) cos(θ)[1 + ieiqxD sin(qxD)]− ieiqxD sin(qxD)[1− s

′
s sin(ϕ) sin(θ)]. (2.50)

Como e−iqxD = cos(qxD)− i sin(qxD), temos que 1+ ieiqxD sin(qxD) = eiqxD cos(qxD),

que é exatamente o termo que aparece multiplicando s
′
s cos(ϕ) cos(θ).



37

Finalmente, obtemos o coeficiente de transmissão t:

t =
e−ikxD

cos(qxD) + i sin(qxD)[tan(θ) tan(ϕ)− s′s sec(θ) sec(ϕ)]
. (2.51)

A probabilidade transmissão, T = |t|2, assume a forma

T (ϕ) =
1

cos(qxD)2 + sin(qxD)2[sec(θ) sec(ϕ)− ss′ tan(θ) tan(ϕ)]2
. (2.52)

A figura 11 mostra a dependencia angular da probabilidade de transmissão em coorde-

nadas polares. Uma simples inspeção na Eq. (2.52) nos leva a concluir que a condição de re-

sonância é qxD = nπ, com n = 0,±1, ..., onde a barreira torna-se ”transparente”(T = 1).

Portanto, os máximos de transmissão, obtidos através dessa condição, dependem da in-

tensidade da barreira. Entretanto, para incidência normal, ϕ = θ = 0, temos T = 1,

independente dos parâmetros que caracterizam a barreira de potencial. Tal resultado é

uma caracteŕıstica única de fermions de Dirac de massa nula e está diretamente relaci-

onado ao paradoxo de Klein da eletrodinâmica quântica [3]. É interessante notar que,

ao contrário dos elétrons não relativ́ısticos, a transmissão continua perfeita mesmo para

V >> E, no caso da incidência normal, resultado que pode ser verificado através da

aproximação da expressão para T nesse limite

T (ϕ) ≈ cos(ϕ)2

1− cos(qxD)2 sin(ϕ)2
. (2.53)

Esse tunelamento perfeito pode ser entendido através da conservação do pseudoes-

pinor . De fato, uma reflexão leva a uma troca p⃗ → −p⃗. Desde que os portadores de

carga no grafeno são part́ıculas quirais, uma reflexão no momento linear equivale a uma

reflexão no pseudoespinor. Entretanto, o Hamiltoniano do sistema não permite uma troca

de pseudoespinor. Assim, um elétron movendo-se para a direita pode ser espalhado so-

mente para um estado eletrônico movendo-se para a direita ou para um estado de buraco

movendo-se para a esquerda [3].

Um aspecto importante, que nem sempre é discutido ou enfatizado no contexto do

tunelamento de Klein, é o fato de que, apesar dos elétrons serem transmitidos com proba-

bilidade 1, para incidência normal, suas funções de onda adquirem uma fase que depende

da intensidade e do comprimento da região de potencial. Tal fase, que é independente

da energia da part́ıcula incidente, pode ser calculada através da análise da Eq. (2.51).
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Figura 11: Probabilidade de transmissão através de uma barreira de potencial de 100 nm
de comprimento como função do ângulo de incidência para V = 200 meV (curva vermelha)
e V = 285 meV (curva azul) [3].

Admitindo, agora, o caso da incidência normal: θ → 0, ϕ→ 0 obtemos

t =
e−ikxD

cos(qxD)− is′s sin(qxD)
. (2.54)

Considerando o caso de uma barreira de potencial maior que a energia do elétron,

temos s = 1 e s
′
= −1, Logo

t = e−i(qx+kx)D −→ t = e−i[(V−E)/(h̄vF )+E/(h̄vF )]D, (2.55)

onde, E = h̄vFkx, desde que ky = 0 para o caso em questão. Assim

t = e−iV D/(h̄vF ). (2.56)

Conclui-se que, apesar do tunelamento ser 100% eficiente, a função de onda final do

eletron não é exatamente a mesma de um elétron que se propagou em uma região com

V = 0. A diferença se manifesta na forma de uma fase devido a barreira, dada pela

Eq. (2.56).
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2.2 Nanofitas de grafeno

As nanofitas de grafeno são estruturas obtidas a partir de cortes em folhas de grafeno,

privilegiando uma dada direção. Desde que a dinâmica dos portadores de carga é confinada

em uma das direção do plano, vários modos com vetores de onda bem definidos surgem.

Tais modos dependem das condições de contorno que, por sua vez, estão relacionadas com

o formato das bordas do sistema. Dessa forma, as propriedades eletrônicas das nanofitas

de grafeno depedem fortemente do formato de suas bordas.

2.2.1 Propriedades gerais

Ao contrário do caso da folha de grafeno infinita, algumas nanofitas apresentam um

gap, dependendo do tipo de borda e de sua espessura. A estrutura de bandas e a densi-

dade de estados correspondentes às nanofitas de grafeno, com bordas zigzag e armchair

[Fig. (2)], calculadas através do modelo tight-binding, são esquematizadas na Fig. 12 para

espessuras diferentes [36]. Se definirmos o número N, onde N é o número de linhas de

átomos para o caso armchair (subredes A e B são contidas na mesma linha) e o número

de linhas em zigzag (subredes A e B também são contidas na mesma linha) para o outro

tipo de borda, podemos escrever as espessuras como Wam = (
√
3/2)(N − 1)a, para o caso

armchair, e Wzz = (3N/2− 1)a, para o caso zigzag (a = 1.42 Å).

Para o caso armchair o topo da banda de valência e o fundo da banda de condução

estão localizados em k = 0. É interessante notar que, para tais nanofitas, a espessura

determina se o sistema é metálico ou semicondutor, como mostram as figuras 12(d)-(f).

Em geral, o sistema é metálico se N = 3M − 1, com M = 1, 2... . Para as nanofitas

semicondutoras, o gap decresce com o aumento do número de linhas, tendendo ao zero,

como no caso da folha infinita.

Para nanofitas zigzag, estados de energia nula estão presentes em torno dos pontos

k = ±π (assumindo a = 1), Fig. 12(d)-(f). Os estados eletrônicos correspondentes a

tais bandas, não presentes em nanofitas do tipo armchair, são localizados nas bordas

do sistema [36]. Tais estados estão presentes em nanoestruturas de grafeno mesmo que

não existam bordas perfeitamente zigzag. De fato, um tipo de borda geral que não seja

paralela às bordas armchair pode suportar estados de borda com energia nula. Cálculos

numéricos tem demonstrado tal comportamento [37].

Certos aspectos relacionados às propriedades eletrônicas das nanofitas de grafeno po-

dem ser estudados, de uma maneira mais simples, através da aproximação de Dirac,
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(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Figura 12: Estrutura de bandas e densidade de estados de nanofitas de grafeno com bordas
zigzag (a)-(c), e armchair (d)-(f). (a) e (d) N = 4, (b) e (e) N = 5, (c) e (f) N = 30.

apresentada na seção anterior, desde que condições de contorno apropriadas sejam es-

tabelecidas, correspondentes aos diferentes tipo de bordas. No que segue, derivamos o

espectro de energias e os estados eletrônicos para nanofitas do tipo armchair [38].

2.2.2 Nanofitas armchair no limite de Dirac

O Hamiltoniano de Dirac em torno dos pontos K⃗ e K⃗ ′, respectivamente, são

HK⃗ = h̄vF

 0 kx − iky

kx + iky 0

 , (2.57)

HK⃗′ = h̄vF

 0 kx + iky

kx − iky 0

 . (2.58)

As funções de onda, no espaço real, para as subredes A e B, respectivamente, são

ΨA(r⃗) = eiK⃗·r⃗ψA(r⃗) + eiK⃗
′·r⃗ψ′

A(r⃗), (2.59)

ΨB(r⃗) = eiK⃗·r⃗ψB(r⃗) + eiK⃗
′·r⃗ψ′

B(r⃗) (2.60)

Suponhamos que a nanofita tenha espessuraW e seja infinita na direção x, como mos-

trado na Fig. 13. Nesse caso, a solução mais geral tem a forma ψ(x, y) = ϕ(y)exp(ikxx),
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onde ϕ(y) é um espinor de duas componentes: ϕA(y) e ϕB(y). Assim, a equação de Dirac,

em torno do ponto K⃗, toma a forma

 0 kx − ∂y

kx + ∂y 0

 ϕA(y)

ϕB(y)

 = ϵ

 ϕA(y)

ϕB(y)

 , (2.61)

onde ϵ = E/h̄vF . A equação acima da origem a duas equações acopladas, assim como no

caso de uma folha de grafeno infinita, que geram as duas equações

∂2yϕB = −(ϵ2 − k2x)ϕB, (2.62)

ϕA =
1

ϵ
(kx − ∂y)ϕB. (2.63)

As soluções para ϕB e ϕ′
B, são encontradas facilmente

ϕB = Aeikny +Be−ikny, (2.64)

ϕ′
B = Ceikny +De−ikny, (2.65)

onde kn =
√
ϵ2 − k2x. As condições de contorno nas bordas da nanofita, localizadas em

y = 0 e em y =W , são

ΨA(y = 0) = ΨA(y = W ) = ΨB(y = 0) = ΨB(y = W ) = 0, (2.66)

desde que sitios de ambas as subredes estão presentes em ambas as bordas para a nanofita

em questão.

W

x

y

Figura 13: Nanofita armchair com espessura W . O sistema é considerado infinito na
direção x, enquanto possui um número finito de linhas de átomos na direção y.

As condições de contorno juntamente com a Eq. (2.59) e Eq. (2.60) resumem-se a

ϕµ(0) + ϕ′
µ(0) = 0, (2.67)
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e−iKW/
√
3ϕµ(W ) + eiKW/

√
3ϕ′

µ(W ) = 0, (2.68)

onde µ = A,B e K = 2π/3a, de acordo com Eq. (2.3). Assim, utilizando a Eq. (2.64) e

Eq. (2.65), obtem-se

0 = A+B + C +D (2.69)

0 = Aei(kn−K/
√
3)W +Be−i(kn+K/

√
3)W + Cei(kn+K/

√
3)W +De−i(kn−K/

√
3)W . (2.70)

As condições de contorno são satisfeitas com as escolhas: A = −D e B = C = 0. Tais

valores levam a sin[(kn −K/
√
3)W ] = 0, de forma que

ϵ = ±
√
k2x + k2n, (2.71)

Ψn(r⃗) = A

 1

eiθn

 ei(kx+K)x sin
(
nπ

W
y
)
, (2.72)

onde kn = nπ/W +K/
√
3, θn = arctan(kn/kx) e Ψn = (ΨA ΨB)

T . É interessante notar

que a escolha B = −C e A = D = 0, também satisfaz as condições de contorno. Porém,

nesse caso, encontramos sin[(kn +K/
√
3)W ] = 0, que leva a kn = nπ/W −K/

√
3. Dessa

forma, o espectro de energias é diferente daquele correspondente ao primeiro caso, ambos

apresentando um comportamento semicondutor. O gap pode ser calculado tomando a

diferença de energia entre as bandas de condução e de valência para kx = 0 e assume um

valor proporcional a 1/W , enfatizando o fato de que o mesmo descresce com o aumento

da espessura da nanofita, tendendo a zero no caso de uma folha infinita.

0.02 0.040-0.02-0.04

0

0.05

0.1

-0.1

-0.05

0.02 0.040-0.02-0.04 0.02 0.040-0.02-0.04

kxa/kxa/ kxa/

E
/t

Figura 14: Espectro de energias para nanofitas armchair com diferentes espessuras no
limite de Dirac, com N = 299 (esquerda), 300 (meio) e 301 (direita), respectivamente.

Um terceiro caso pode ser obtido observando que, como discutido na seção 2.2.1, nano-

fitas com espessura tais que N = 3M − 1, com M = 1, 2, ..., apresentam comportamento

metálico. Assim, podemos escrever para o caso metálico: kn = nπ/W , com n inteiro.
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Os espectros de energia para os três casos posśıveis, no limite de Dirac, para nanofitas

armchair são apresentados na Fig. 15. Vale a pena notar que, para as três relações de dis-

persão apresentadas, o estado eletrônico, correspondente ao modo n, Eq. (2.72), mantém

a mesma forma (a diferença vem somente através de kn).

2.2.3 Tunelamento de Klein em uma nanofita armchair

Consideremos agora uma barreira de potencial de comprimento D e intensidade V em

uma nanofita armchair. Discutiremos os efeitos causados na probabilidade de transmissão

pela introdução de bordas armchair no sistema da seção 2.1.4.

W

D
x

y

Figura 15: Barreira de potencial quadrada de comprimento D e intensidade V em uma
nanofita armchair de espessura W , considerada infinita na direção x.

O sistema é esquematizado na Fig. 14. Admitindo que a barreira de potencial ocupa

o intervalo 0 < x < D, exigimos as condições de continuidade dos espinores , Eq. (2.72),

nas interfaces entre a barreira e a nanofita, como anteriormente. 1

seiϕn

 sin
(
nπ
W
y
)
+
∑

m rnm

 1

−se−iϕm

 sin
(
mπ
W
y
)
=

∑
m

anm
 1

s
′
eiθm

+ bm

 1

−s′e−iθm

 sin (mπ
W
y
)
,

(2.73)

∑
m

anm
 1

s
′
eiθ

 eiqmD + bnm

 1

−s′e−iθ

 e−iqmD

 sin (mπ
W
y
)
=

∑
m tnm

 1

seiϕ

 sin
(
mπ
W
y
)
,

(2.74)

onde rnm e tnm
4 referem-se aos coeficientes de reflexão e de transmissão do modo n ao

4Por comodidade, consideramos tnmeikxD → tnm [veja Eq. (2.38)].
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modo m, respectivamente. Os parâmetros ϕn e θn, são tais que

ϕn = arctan

(
kn
kx

)
, θn = arctan

(
kn
qn

)
, (2.75)

com qn =
√
(E − V )2/(h̄vF )2 − k2n e kx =

√
E2/(h̄vF )2 − k2n. As somas sobre todos os

modos posśıveis,
∑

m, podem ser eliminadas através das propriedades de ortogonalidade

da função seno.
2

W

∫ W

0
sin

(
nπ

W
y
)
sin

(
mπ

W
y
)
= δnm. (2.76)

Assim, as equações (2.73) e (2.74) assumem a forma

 1

seiϕn

+ rn

 1

−se−iϕn

 = an

 1

s
′
eiθn

+ bn

 1

−s′e−iθn

 , (2.77)

an

 1

s
′
eiθn

 eiqnD + bn

 1

−s′e−iθn

 e−iqnD = tn

 1

seiϕn

 , (2.78)

onde rn = rnn e tn = tnn, desde que as deltas, δnm, exigem que um modo pode transmitir

ou refletir somente para ele mesmo. As equações acima tem o mesmo formato que as

equações (2.37) e (2.38) e, portanto, o coeficiente e a probabilidade de transmissão são

dados por

tn =
1

cos(qnD) + i sin(qnD)[tan(θn) tan(ϕn)− s′s sec(θn) sec(ϕn)]
, (2.79)

Tn =
1

cos(qnD)2 + sin(qnD)2[tan(θn) tan(ϕn)− s′s sec(θn) sec(ϕn)]2
. (2.80)

Figura 16 apresenta as probabilidades de transmissão como função da intensidade da

barreira de potencial V , cuja espessura é tomada como D = 22.72 nm, para os quatro

primeiros modos em uma nanofita armchair metálica de espessura W = 110.48 nm, para

elétrons de energia E = 0.09 eV.

A transmissão apresenta um perfil geral oscilatório para n ̸= 0, com valor máximo

(T = 1) para qnD = Nπ, com N = 0, 1, 2, ..., como no caso anterior. Mais ainda, os

mı́nimos de transmissão decrescem com o aumento da intensidade da barreira de potencial

e tendem a ficar constantes para valores de V espećıficos que dependem o modo em questão

(para n = 3, por exemplo, os minimos tendem a valores constantes para V ≈ 0.17 eV,

como mostra a Fig. 16).

É importante observar que os valores de potencial utilizados na Fig. 16 são tais que
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Figura 16: Probabilidade de transmissão em função do potencial para uma nanofita arm-
chair metálica. As várias curvas correspondem às transmissões dos diferentes modos (
correspondentes aos diferentes valores de n).

V > E. O coeficiente de transmissão para a condição de ressonância é tn = (−1)N =

e−iqnD, com N = 0, 1, 2, ... Além disso, observa-se que a transmissão do modo n = 0 é

100% eficiente, não importanto as dimensões da barreira de potencial. O coeficiente de

transmissão, para esse caso, é t0 = exp(−iq0D), onde o número q0 não guarda informação

sobre a espessura da nanofita para, ao contrário dos casos n ̸= 0 onde os minimos de

transmissão são alterados com a mudança de W . De um ponto de vista matemático,

podemos entender tal comportamento de uma maneira bem simples: A dependência em

W , para uma nanofita metálica, vem na forma kn = nπ/W , de forma que a probabilidade

de transmissão é independente da espessura da nanofita para n = 0 e não para os casos

restantes.

Consequências interessantes surgem quando analisamos a transmissão em nanofitas

armchair semicondutoras. Para tais casos kn = nπ/W ±K/
√
3 e, portanto, kn ̸= 0, para

todos os modos posśıveis. Assim, Tn apresenta um perfil oscilante mesmo para o modo

n = 0, em contraste com o caso metálico. Portanto, a probabilidade de transmissão de na-

nofitas armchair semicondutoras através de uma barreira de potencial depende fortemente

da espessura da mesma. O perfil oscilante, para o caso em questão, também apresenta

ressonâncias para qnD = Nπ, com N = 0, 1, 2, ..., como pode ser observado através de

Eq. (2.80), onde o coeficiente de transmissão, Eq. (2.79), se resume a tn = e−iqnD.
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Concluimos que a transmissão através de uma barreira de potencial em uma nanofita

armchair metálica é independente da espessura do sistema e das dimensões da barreira

para o modo n = 0, enquanto que depende fortemente das dimensões envolvidas no

sistema para todos os outros casos e, da mesma forma de no caso do tunelamento em uma

monocamada de grafeno, a função de onda final, para transmissão 100% eficiente, ganha

uma fase que depende dos parâmetros que definem a barreira.

2.3 Anéis quânticos de grafeno

As propriedades advindas da natureza ondulatória dos elétrons vem mostrando sua

importância em nanodispositivos elétronicos. Em particular, a coerência de fase da função

de onda eletrônica é de grande importância para dispositivos baseados em interferência

quântica [39]. Assim, os anéis quânticos constituem uma classe importante de sistemas

de baixa dimensionalidade onde a interferência quântica pode ser observada experimen-

talmente. Tais sistemas, que tem sido estudados no contexto de semicondutores, ambos

teóricamente e experimentalmente, podem ser facilmente produzidos através de CVD,

como apresentado anteriormente no contexto do grafeno, Fig. 6(e)-(i).

Os estados eletrônicos de anéis quânticos de grafeno dependem fortemente da geo-

metria e dos diferentes tipos de bordas que o mesmo pode possuir. Como consequência,

estudos teóricos direcionados a tais sistemas tem como base o modelo tight-binding, que

não permite encontrar soluções anaĺıticas para as autoenergias e autoestados do sistema

[40]. Entretanto, um modelo simples permite a obtenção de expressões anaĺıticas para os

ńıveis de energia e também a descrição de alguns aspéctos f́ısicos de anéis quânticos de

grafeno sem a adição de complicações advindas das bordas e da espessura de tais anéis

[41]. O bom acordo entre o modelo simplificado e o modelo tight-binding, para anéis com

bordas e geometrias espećıficas, é discutido com mais detalhes em [42]. No que segue,

descrevemos o modelo anaĺıtico para anéis quânticos de grafeno.

2.3.1 Modelo simplificado para anéis quânticos de grafeno

A dinâmica dos portadores de carga no grafeno, no limite de baixas energias, pode

ser descrita através do Hamiltoniano de Dirac

H = vF σ⃗ · p⃗. (2.81)
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Consideremos agora, como modelo simplificado, um anel circular unidimensional de

raioR cujos estados eletrônicos são autoestados do Hamiltoniano (2.81). Tal Hamiltoniano

pode ser reescrito em coordenadas polares como

H = −ih̄vF

 0 Π∗

Π 0

 , (2.82)

com Π = eiϕ[∂/∂ϕ+(i/r)∂/∂r]. Desde que o anel é assumido unidimensional, o momento

radial deve ser nulo. Portanto, da definição do operador momento radial em coordenadas

cilindricas

p⃗r =
1

2
(p⃗ · r̂ + r̂ · p⃗) = ∂

∂r
+

1

2R
, (2.83)

onde r⃗ é o vetor unitário na direção radial e R é o raio do anel, obtemos, no limite p̂r → 0

e r → R, ∂/∂r → −1/2R [42]. Assim,

H = i
h̄vF
R

 0 e−iϕ(1/2 + i∂/∂ϕ)

eiϕ(1/2− i∂/∂ϕ) 0

 . (2.84)

Os autoestados e as autoenergias do Hamiltoniano (2.84), que são encontrados facil-

mente, são

Ψn(ϕ) =

 Ane
inϕ

iBne
i(n+1)ϕ

 , (2.85)

En = ± h̄vF
R

(
n+

1

2

)
, (2.86)

respectivamente, onde n = 0, 1, 2, ... e An e Bn são constantes. Na presença de um campo

magnético perpendicular ao plano do anel os ńıveis de energia são tais que podem ser

obtidos, a partir da Eq. (2.86), fazendo n → n + Φ/Φ0, onde Φ é o fluxo magnético no

anel e Φ0 = h/e é quantum de fluxo magnético. Tal resultado pode ser entendido através

da condição de quantização da mecânica quântica antiga∮
pdq = nh, (2.87)

onde n = 0,±1,±2, ... e a integração, para nosso caso espećıfico, é feita em torno do anel.

Dessa forma, podemos escrever ∫ 2π

0
kRdθ = 2πn+ γ, (2.88)

sendo γ um fator de fase. Para o caso do grafeno, γ = ±π ± 2πΦ/Φ0, correspondendo

a soma da fase de Berry, devido a rotação de 2π do pseudoespinor em torno do circuito,

com a fase de Aharanov-Bohm, 2πΦ/Φ0, devido ao fluxo magnético no anel. Os sinais ±
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dependem da orientação com que o circuito é percorrido.

Sendo kR constante no circuito com k = En/h̄vF , encontramos os ńıveis de energia

dados pela Eq. (2.86) com n → n + Φ/Φ0. O mesmo resultado pode ser encontrado de

maneira mais rigorosa ratravés de resolução da equação de Dirac, Eq. (2.81), na presença

de um campo magnético, que corresponde a substituição p⃗→ p⃗−eA⃗, sendo A⃗ o potencial

vetor que corresponde a um campo magnético perpendicular ao anel.

(b) (d)

(a) (c)

Figura 17: Aneis quânticos (a) losangular (LE = 6.9 nm e LI = 4.9 nm) e (a) hexagonal
(LE = 6.1 nm e LI = 4.1 nm), ambos com bordas armchair, juntamento com um anel
unidimensional de raio (a) 3.2 nm e (b) 4.7 nm, respectivamente. (b) e (d) Espectro de
energias obtido do modelo simplificado (curvas solidas) e do modelo tight-binding (curvas
tracejadas), para os sistemas das figuras (a) e (b), respectivamente [42].

Pela Eq. (2.86) observa-se que os ńıveis de energia são igualmente espaçados e de-

pendem inversamente do raio do anel, mesmo na presença de uma campo magnético. A

comparação entre tais resultados e àqueles obtido através do modelo tight-binding para

anéis de pequena espessura mostra uma concordância para alguns sistemas com geome-

trias espećıficas. Figura 17 apresenta uma comparação entre o espectro de energia para

anéis quânticos losangulares e hexagonais, calculado a partir do modelo tight-binding, e

o de um anel unidimensional cujo raio, para o caso da geometria hexágonal, é dado por
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R =

√
3
√
3

2π

(
LE + LI

2

)
, (2.89)

onde LE e LI são definidos de acordo com a Fig. 17. Em geral, R é o raio da circunferência

cuja área é igual a de um hexágono, ou losango, cujo lado é dado por (LE + LI)/2.

É importante observar que a comparação entre os modelos tight-binding e o anaĺıtico,

apresentada na Fig. 17, é feita no contexto de anéis quânticos cujas espessuras dos braços

são pequenas comparadas ao tamanho da estrutura. Para anéis mais largos, existe uma

forte dependência entre a energia e o campo magnético [42], levando a divergências en-

tre os dois modelos. Anéis com bordas zigzag apresentam estados de borda e não são

bem descritos a partir do modelo apresentado. Assim, é importante observar que a na-

tureza armchair das bordas do sistema tem um caráter crucial na concordância entre os

resultados, desde que, devido a ausência de estados de borda, elétrons tendem a ficar no

meio dos braços do anel, que corresponde a uma localização no peŕımetro de um anel

unidimensional cujo raio é dado pela Eq. (2.89), no caso da geometria hexagonal.
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3 TRANSPORTE ELETRÔNICO
EM SISTEMAS
MESOSCÓPICOS

A natureza ondulatória dos elétrons é comumente manifestada através do transporte

eletrônico em sistemas mesoscópicos. Os últimos são sistemas cujas dimensões estão entre

as escalas microscópicas e macroscópicas. Em particular, é esperado que o transporte em

nanoestruturas de grafeno, tais como nanofitas e anéis quânticos, apresente proprieda-

des peculiares devido ao comportamento ”ultrarelativ́ıstico”dos portadores de carga no

regime de baixas energias. Neste caṕıtulo introduziremos um método para a descrição

do transporte eletrônico, conhecido como formalismo de Landauer, no qual a corrente é

expressa através da probabilidade de transmissão do dispositivo.

3.1 Transporte baĺıstico

Em geral, uma amostra relativamente grande de um semicondutor convencional não é

livre de impurezas e de defeitos. Dessa forma, a aplicação de uma voltagem em tais siste-

mas induz uma corrente que consiste em elétrons atravessando o material em um regime

difusivo [Fig. 18(a)]. A part́ıcula colide várias vezes, ao longo do material, com quais-

quer tipos de centros espalhadores que possa encontrar pelo caminho. Assim, podemos

definir um dos parâmetros f́ısicos mais importantes para a descrição da qualidade de uma

amostra de um material semicondutor: o comprimento de espalhamento, ℓe. Também

conhecido como livre caminho médio, ℓe é a distância média entre os centros espalhado-

res distribuidos aleatoriamente em um material, tais como impurezas, defeitos de rede, e

fônons. De uma maneira mais rigorosa, o livre caminho médio é a distância que o elétron

percorre antes que seu momento inicial seja completamente alterado como consequência

do espalhamento.

A resistência elétrica de uma material está diretamente relacionada ao livre caminho
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médio. No siĺıcio, por exemplo, ℓe ≈ 1 nm, de forma que, em uma amostra relativamente

grande do material, os elétrons encontram um grande número de centros espalhadores

ao atravessar o mesmo. Nesse sentido, o material apresenta um comportamento Ôhmico,

onde a resistência pode ser escrita em termos da resistividade do material.

(a)

e
e

e

(b)

le

Figura 18: (a) Transporte difusivo e (b) transporte baĺıstico.

Os avanços tecnológicos, nas últimas décadas, tem permitido a fabricação de disposi-

tivos cujas dimensões são menores que ℓe. Dessa forma, os elétrons são espalhados apenas

pelos contornos do sistema, comportando-se como bolas de bilhar [Fig. 18(b)]. Nesse re-

gime de transporte, conhecido como baĺıstico, a condução não depende das propriedades

de espalhamento mas somente da estrutura de bandas e da geometria do sistema [43].

Por não existirem processos de espalhamento, a não ser com as bordas do sistema, mui-

tos acreditaram que não deveria existir resistência em um dispositivo baĺıstico, levando

a uma resistividade nula. Entretanto, percebeu-se que as propriedades de transporte em

tais sistemas são completamente diferentes daquelas presentes em dispositivos Ôhmicos.

Propriedades locais, tais como resistividade e condutividade, não podem ser definidas

nesse contexto. Somente propriedades não locais, tais como resistência e condutância,

levam a uma descrição que está de acordo com os resultados experimentais.

Em particular, devido ao caráter ”ultrarelativistico”dos portadores de carga de baixas

energias no grafeno, o zitterbewegung atua como uma desordem intrinseca, levando a um

regime de transporte pseudodifusivo, onde, mesmo na ausência de quaisquer processos

de espalhamento (regime baĺıstico), existe uma condutividade mı́nima da ordem de e2/h

[44].

Além do livre caminho médio, ℓe, existem outros comprimentos relavantes para a

descrição do transporte quântico. O comprimento de relaxação de fase, ℓϕ, é a distância

média que o elétron percorre antes que a fase inicial de sua função de onda seja alterada.

Em geral ℓe < ℓϕ, de forma que um regime de transporte entre o difusivo e o baĺıstico pode
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ser introduzido. No regime de transporte difusivo quântico as dimensões do dispositivo

são maiores que ℓe, mas menores que ℓϕ. Assim, o momento dos portadores de carga de

carga são distribuidos ao acaso, enquanto que a fase inicial é conservada. Assim como

em ótica, coerência de fase dá origem a efeitos de interferência quântica que resultam no

controle da condução no dispositivo.

Uma vez que a resistência de um semicondutor macroscópico está diretamente ligada

ao número de centros espalhadores no sistema, é natural questionar se um dispositivo

baĺıstico, no qual, por definição, os portadores de carga não são espalhados por defeitos,

impurezas ou fônons, deveria apresentar alguma resistência. De fato, para um condutor

macroscópico, a condutância é dada por

G = σ
W

L
, (3.1)

onde L e W são as dimensões de um condutor bidimensional de acordo com a Fig. 19

e σ é a condutividade do material. Se tal comportamento ôhmico fosse válido para L

tendendo a valores cada vez menores, então esperaŕıamos um crescimento indefinido para

a condutância ou, de forma análogo, uma resistência, R = 1/G, cada vez mais próxima

de zero.

L

W

x

y S D

V

Figura 19: Um condutor bidimensional de comprimento L e espessura W conectado a
dois contatos (S e D) aos quais é imposto uma diferença de potencial V .

Experimentalmente, observa-se que a condutância tende a um valor fixo quando L

torna-se muito menor que o caminho livre médio. Portanto, a conclusão é que realmente

existe uma resistência elétrica não nula em dispositivos baĺısticos e que o comportamento

ôhmico não é mais válido em tais escalas, levando a existência de novas propriedades de

transporte. O formalismo mais comumente usado para descrever as novas propriedades

relacionadas ao transporte eletrônico em tais escalas (mesoscópicas) é conhecido como o

formalismo de Landauer. Nas proximas seções discutiremos brevemente alguns aspectos

importante de tal formalismo.
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3.2 A formula de Landauer

Considere um dispositivo de forma arbitrária, representado por um quadrado na

Fig. 20, conectado a dois reservatórios de elétrons (contatos), S e D, através de dois

conectores. Se os potenciais qúımicos dos reservatórios, µ1 e µ2, forem feitos distintos,

que pode ser alcançado facilmente através da aplicação de uma diferença de potencial

V = (µ1 − µ2)/e por uma bateria, o sistema entrará em desiquiĺıbrio e uma corrente

I pode ser detectada através dos contatos. O problema fundamental é relacionado ao

cálculo do valor da corrente.

x

y S D

V

Conector 2Conector 1

Dispositivo
µ µ1 2

TR

Figura 20: Um dispositivo acoplado a dois contatos (S e D) através de dois conectores.
A aplicação de uma diferença de potencial, V = (µ1 − µ2)/e, faz com que os elétrons
atravessem o dispositivo, com probabilidade T , gerando uma corrente elétrica.

Os conectores são basicamente fios quânticos ideais. Dessa forma, o confinamento na

direção y leva a uma quântização da componente do vetor de onda nessa direção, ky = kn

(seção 2.2.2 apresenta um exemplo claro no contexto do grafeno). Assim, o estado em um

dado conector é a superposição de todos os modos posśıveis

Ψ =
∑
n

cne
iqnxΛn(y), (3.2)

onde qn é a componente do vetor de onda na direção x para uma dada energia E. As

funções Λn, satisfazem as condições de contorno impostas pelo confinamento na direção y

e são ortonormais:
∫W
0 Λ∗

nΛn′dy = δn,n′ 1. Os coeficiente cn são números complexos.

A aplicação de uma voltagem V entre os contatos faz com que os portadores de carga

desloquem-se para regiões de menor portencial qúımico (admitindo que µ1 > µ2, de S para

D). Dessa forma, admitindo que a probabilidade de transmissão através do dispositivo seja

T , a corrente elétrica pode ser calculada através da corrente de probabilidade dos estados

no conector 2 (Somente os elétrons que são transmitidos contribuem para a corrente).

1Para uma nanofita de grafeno com bordas armchair, por exemplo, Λn =
√

2/W sin(nπy/W )
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A corrente total é a soma das correntes de cada modo. Assim, para a corrente devido

a transmissão do modo n, no conector 1, para o modo m, no conector 2, segue

Jn→m =
h̄

m
Im

(
ψ∗
m

∂

∂x
ψm

)
, (3.3)

onde Im refere-se à parte imaginária. Assim, desde que

ψm = tnme
iqmΛm(y), (3.4)

onde tnm é o coeficiente de transmissão no modo n para o modo m, tem-se

Jn→m =
qmh̄

m
tnmt

∗
nmΛm(y)Λ

∗
m(y). (3.5)

A corrente elétrica é In→m = e
∫W
0 Jn→mdy, onde e é a carga elétrica. Portanto, devido

à ortonormalização dos Λ’s, temos

In→m = e
qmh̄

m
Tnm. (3.6)

Desde que kmh̄/m = (1/h̄)(∂E/∂qm) e assumindo que os portadores de carga são

fermions e, portanto, devemos multiplicar o resultados por 2 (devido a contribuição do

spin), temos

In→m =
2e

h̄

∂E

∂qm
Tnm. (3.7)

A corrente total é dada pela soma das correntes de todos os modos, no conector 1,

para todos os outros modos no conector 2 : I =
∑

n

∑
m In→m. Assumindo condições de

contorno periódicas na direção x podemos converter a soma em qm (
∑

m) em uma integral∫
dqm/2π. Logo

I =
∑
n

2e

h

∫
dqm

∂E

∂qm
Tn −→ I =

∑
n

2e

h

∫ µ1

µ2

TndE. (3.8)

Assumindo que Tn seja aproximadamente constante sobre o intervalo µ1 − µ2, temos

I =
2e2

h

∑
n

Tn

(
µ1 − µ2

e

)
−→ I =

(
2e2

h

∑
n

Tn

)
V, (3.9)

sendo V a diferença de potencial entre os contatos. O fator de proporcionalidade entre I

e V é a condutância

G =
2e2

h

∑
n

Tn. (3.10)

A Eq. (3.10), conhecida como a formula de Landauer, permite a análise das propri-
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edades de transporte de sistemas mesoscópicos através de cálculo de transmissões. Em

particular, para um fio quântico baĺıstico [Fig. 19], a transmissão é 100% eficiente, ou seja

Tn = 1. A condutância é, portanto

G =
2e2

h
M, (3.11)

onde M é o número total de modos transversais ocupados no canal. Assim, guias de

onda de elétrons, possuem resistência não nula mesmo na ausência de impurezas, fônons

e defeitos de rede. Tal resistência, conhecida como resistência de contato, tem origem nas

reflexões que surgem quando o pequeno número de modos transversais no guia de onda é

combinado com o gigantesco número de modos dos contatos [45].

A quantização da condutância, Eq. (3.11), foi demonstrada experimentalmente no con-

texto de contatos de ponto quânticos2. Para um fio quântico de espessuraW razoávelmente

grande, o número de modos propagantes pode ser escrito como M = kfW/π, onde kf é

o vetor de onda de fermi. Assim, o número de modos é proporcional à espessura do

sistema. Os resultados experimentais em semicondutores foram publicados em 1988 [46].

Os contatos de ponto quânticos foram utilizado para criar uma constrição. Dessa forma,

o decrescimo da espessura W da constrição levava a um decrescimo na condutância em

passos discretos de altura 2e2/h. Isso é exatamente o que se espera de Eq. (3.11), desde

que M é um inteiro. Embora W varie continuamente o número de modos M varia em

passos discretos.

Figura 21: Condutância de uma constrição, destacada no canto superior esquerdo da
figura, como função de sua espessura (controlada por uma voltagem) Vg [47].

2Quantum point contacts (QPC)
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O resultado apresentado em Fig. 21 não somente demonstra a existência de uma

resistência de contato mas também que condução é transmissão. Além disso, enfatiza a

realidade dos modos transversais no contexto de condutores de pequenas espessuras.

3.3 Condutância para temperatura não nula

A derivação da formula de Landauer, Eq. (3.10), foi simplificada pela consideração

do caso de temperatura nula, T = 0 K. Para temperaturas não nulas, a distribuição dos

elétrons nos dois contatos é alterada de acordo com a dependência da distribuição de

Fermi-Dirac, fi(E) = (1 + exp((E − µi)/kBT ))−1, com a temperatura.

µ1

µ2

f1(E) f2(E)

E E

I+(E)

I_(E)

µ1

µ2

f1(E) f2(E)

E E

I+(E)

(a) T = 0 K

(b) T ≠ 0 K

Figura 22: Distribuição de energias dos contatos 1 (esquerda) e 2 (direita) para (a) T = 0
K e (b) T ̸= 0 K.

Para derivarmos a expressão da corrente dependente da temperatura, devemos primei-

ramente entender o mecanismo básico por trás do transporte eletrônico. Assim, tomemos

primeiramente o caso T = 0 K. A distribuição dos elétrons nos dois reservatórios é repre-
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sentada ena Fig. 22(a). Como enfatizado anteriormente, a aplicação de uma voltagem V ,

que corresponde a uma diferença de potencial qúımico entre os reservatórios, causa um

desequiĺıbrio no sistema fazendo com que exista um fluxo ĺıquido de part́ıculas da região

de maior potencial qúımico para a de menor. Numa situação de equiĺıbrio µ1 = µ2, que

correspoderia a V = 0, não existiria uma corrente ĺıquida através do sistema: O fluxo

de part́ıculas de S para D seria balanceado pelo fluxo de D para S. De fato, mesmo na

situação µ1 > µ2, haveria uma compensação das contribuições para E < µ2 em ambos os

reservatórios, de forma que a contribuição ĺıquida, não balanceada, seria devido somente

aos valores de energia no range µ2 < E < µ1.

Matematicamente, podemos reescrever a Eq. (3.8) de forma a levar em consideração

os fluxos dos contatos 1 para o 2 e do contato 2 para o 1.

I =
2e

h

∫ µ1

0
T (E)f1(E)dE − 2e

h

∫ µ2

0
T (E)f2(E)dE, (3.12)

onde T (E) =
∑
Tn(E). As transmissões que aparecem nas integrais 3, para um sis-

tema com apenas dois conectores, são iguais (Assumindo que não existam espalhamentos

inelásticos dentro do dispositivo[48]). Assim, de uma forma geral, levando em conta as

contribuições das correntes para ambos os conectores, temos

I =
2e

h

∫ ∞

−∞
T (E)[f1(E)− f2(E)]dE. (3.13)

Portanto, observando que a função de Fermi para T = 0 K tem a forma da função

escada [Fig. 22(a)], a diferença f1(E) − f2(E) é igual a 1 para µ2 < E < µ1 e zero caso

contrário. Dessa forma, recuperamos Eq. (3.8) levando em consideração os fluxos para

ambos os reservatórios.

A Eq. (3.13) tem a vantagem de ser válida mesmo para temperaturas não nulas. De

fato, a distibuição de fermi de ambos os reservatórios, para esse caso, é esquematizada na

Fig. 22(b), onde fica claro que as contribuições de D para S tem papel importante.

Observando que

f1(E)− f2(E) = −
∫ µ1

µ2

d

dE ′f(E − E ′)dE ′, (3.14)

podemos reescrever a Eq. (3.13) na forma

I =
1

e

∫ µ1

µ2

G(E ′)dE ′, (3.15)

3Transmissão de S → D na primeira integral e D → S na segunda



58

onde

G(E ′) = −2e2

h

∫ ∞

−∞
T (E)

d

dE ′f(E − E ′)dE. (3.16)

Se a função G(E) for independente da energia no intervalo µ2 < E < µ1, Eq. (3.15)

leva a I = GV , com V = (µ1 − µ2)/e. Nesse caso, dizemos que a resposta é linear e a

condutância é dada por

G =
2e2

h

∫ ∞

−∞
T (E)

(
− ∂f

∂E

)
dE. (3.17)

É importante discutir sobre o limite de validade da Eq. (3.17). A condição para a

resposta linear (Eq. (3.16) constante no intervalo de integração da Eq. (3.15)) aparenta

não ser aplicável para a maioria dos casos de interesse, desde que, em geral, a transmissão

pode variar de maneira arbitrária (dependendo do dispositivo). Para baixas temperatu-

ras quando ℓϕ é suficientemente longo, efeitos de interferência quântica podem levar a um

perfil de transmissão com varios picos de ressonância caractéristicos de condutores com

multiplas fontes de espalhamento. Dessa forma, a transmissão varia rapidamente com a

energia e a função G, Eq. (3.16), pode não ser constante no intervalo desejado. No zero

absoluto, por exemplo, a função −(∂f/∂E) é uma delta de Dirac. Tal comportamento

faz com que Eq. (3.16) resulte em Eq. (3.10), e assim, desde que a transmissão varia

rapidamente com a energia, o intervalo µ1 − µ2 teria que ser consideravelmente pequeno

para que o integrando em Eq. (3.15) fosse considerado constante. O efeito da tempe-

- 
( 
∂
f 

/ 
∂
E

)

E (eV)
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30 
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Figura 23: Derivada da função de fermi para T = 100 K (curva tracejada) e T = 300 K
(curva cont́ınua).

ratura é ”espalhar”a delta de Dirac [Fig. 23] produzindo uma função G mais suave que



59

varie somente na escala de energia térmica kBT . Portanto, embora a transmissão oscile

rapidamente, a resposta é linear contanto que o intervalo de integração da Eq. (3.15)(ou

seja, a voltagem aplicada eV ) seja menor que kBT . De fato, µ1 − µ2 é sempre mantido

menor que a energia térmica para assegurar o regime de resposta linear em experimentos

mesoscópicos. Para sistemas cuja transmissão já é relativamente ”suave”, o regime de

resposta linear pode ser alcançado para voltagens maiores. Portanto, o critério geral para

a resposta linear é que a função obtida pela resolução da integral da transmissão com a

derivada da função de fermi, Eq. (3.16), seja constante no intervalo de energia

µ1 − µ2 << kBT + ϵc, (3.18)

onde ϵc, conhecida como energia de correlação [48], tem relação com o intervalo de energia

no qual a transmissão é razoavelmente constante.

3.4 Matriz de espalhamento

Nas seções anteriores vimos como a corrente pode ser expressa em termos da proba-

bilidade de transmissão. Nesta seção, iremos discutir brevemente a relação entre a função

de transmissão e a matriz de espalhamento (matriz S) para condutores coerentes (Aqueles

cujas dimensões são menores que ℓϕ, como discutido anteriormente). Um condutor coe-

rente pode ser caracterizado, para uma dada energia, por uma matriz S que relaciona as

amplitudes das ondas que deixam a região de espalhamento com àquelas correspondentes

às que incidem sobre a mesma. Como exemplo, podemos tomar o caso unidimensional do

espalhamento de uma part́ıcula por uma barreira de potencial quadrada. As amplitudes

da onda espalhada, ψe = Ceikx +De−ikx, podem ser relacionadas com as amplitudes da

onda incidente, ψi = Aeikx +Be−ikx, através de uma equação matricial: B

C

 =

 s11 s12

s21 s22

 A

D

 , (3.19)

onde os elementos da matrix de espalhamento, sij, guardam informação sobre as amplitu-

des de transmissão e reflexão (no exemplo espećıfico s11 = r e s12 = t′, s21 = t e s22 = r′

com T = |t|2, R = |r|2 as probabilidades de transmissão e reflexão, respectivamente).

Pode-se mostrar que, de forma a assegurar a conservação da corrente, a matrix S tem

que ser unitária. Tal propriedade pode ser demonstrada facilmente observando que as

correntes que entram e saem da região de espalhamento são proporcionais aos quadrados

dos módulos das amplitudes correspodentes [48]. De fato, de acordo com o exemplo dado,
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a relação T +R = 1 surge naturalmente através da unitariedade da matrix S.

Na prática, o cálculo da matriz S para o caso de espalhamentos múltiplos torna-se

complicado. Uma solução para esse problema é dividir a região de espalhamento geral

em seções cujas matrizes Si individuais possam ser calculadas mais facilmente e então

combiná-las de forma a obter a matriz S composta. Como exemplo, a matriz de espalha-

mento para uma barreira de potencial dupla pode ser calculada através de duas matrizes

S, cada uma correspondendo a uma única barreira de potencial.

As matrizes de espalhamento individuais são tais que A1 = S(1)B1 e A2 = S(2)B2,

onde Ai(Bi) são matrizes coluna cujos elementos são as amplitudes das ondas em regiões

espećıficas de acordo com a Eq. (3.19). A matriz S do sistema total é tal que C = SD,

com C e D representado matrizes coluna cujos elementos são as amplitudes das ondas que

saem e entram no sistema total, respectivamente. Os elementos da matriz S total, sij,

são dados através dos elementos das matrizes S(m) das regiões individuais, s
(m)
ij , através

das equações

t = t(2)[I − r′(1)r(2)]−1t(1), t′ = t′(1)[I − r(2)r′(1)]t(2) (3.20)

r = r(1) + t′(1)r(2)[I − r′(1)r(2)]−1t(1), r′ = r′(2) + t(2)[I − r′(1)r(2)]−1r′(1)t′(2), (3.21)

onde s11 = r, s12 = t′, s21 = t, s22 = r′, sendo I a matriz identidade (para o caso de

sistemas com vários modos transversais) [?].

3.5 Modelo computacional

Nesta seção, apresentaremos um método computacional, baseado no modelo tight-

binding, para o cálculo das propriedades de transporte de um dispositivo de forma ar-

bitrária. Por simplicidade, estudaremos primeiramente o caso unidimensional. A extensão

para sistemas bidimensionais, ou até mesmo tridimensionais, segue naturalmente.

3.5.1 Modelo unidimensional

Estudaremos o modelo tight-binding para uma região central (dispositivo) acoplado

a apenas um conector. De fato, um número arbitrário de conectores pode ser pensado,

sem perda de generalidade, como apenas um conector efetivo com seções disjuntas [49]. O

sistema é representado por uma cadeia unidimensional de śıtios rotulados por um indice

i, onde i = −∞, ... − 1, 0, 1, ..., N . Dessa forma, admitimos que o conector corresponde

aos śıtios onde i ≤ −1 e o sistema aos śıtios i = 0, ..., N .
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região 

central
Conector

i  j  i  j  

tij tij

l c
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Figura 24: Modelo tight-binding unidimensional simplificado. Os śıtios i ≤ −1 correspon-
dem ao conector, enquanto que os restantes representam a região central do dispositivo.

O hamiltoniano do sistema é dado por

H = Hl +Hc +Hlc, (3.22)

onde Hl, Hc e Hlc são sub-Hamiltonianos para o conector4, região central, e para o

acoplamento entre esses, respectivamente. Podemos escrevê-los como

Hl =
∑
ij

tlijl
†
i lj, (3.23)

Hc =
∑
ij

tcijc
†
icj, (3.24)

Hlc =
∑
ij

tlcijc
†
i lj +H.c, (3.25)

onde ci(c
†
i ) e lj(l

†
j) são os operadores de destruição (criação) no śıtio i da parte central

e no conector do dispositivo, respectivamente. Os parâmetros de hopping das diferentes

regiões são especificados com um ı́ndice (c, l ou lc, de acordo com as equações acima). Se

i = j nas somas das Eq. (3.23) e Eq. (3.24), denotamos tmii = ϵmi , onde m = l, c, a energia

no śıtio i da região m.

O estados eletrônicos, na linguagem de segunda quatização, para o conector e para a

região central, são

|ψl⟩ =
∑
j

ajl
†
j |0⟩, (3.26)

|ψc⟩ =
∑
j

bjc
†
j|0⟩, (3.27)

respectivamente, onde |0⟩ representa o vácuo. Para facilitar a análise, supomos que os

indices de todas as somas sejam contados no mesmo range, −∞ ≤ j ≤ N . Com essa

convenção, temos a0 = a1 = ... = aN = 0, desde que os coeficiente definem o estado do

conector. De forma análoga, tem-se ... = b−2 = b−1 = 0.

4O ı́ndice l no Hamiltoniano do conector refere-se à palavra ”lead”, termo comumente usado na
literatura.



62

A equação de Schödinger para o sistema (conector + região central), H|ψ⟩ = ϵ|ψ⟩,
onde |ψ⟩ = |ψl⟩+ |ψc⟩, assume a forma

∑
ijn

[tlijl
†
i lj + tcijc

†
icj + tlcij(c

†
i lj + l†i cj)](anl

†
n + bnc

†
n)|0⟩ =

∑
n

(anl
†
n + bnc

†
n)|0⟩. (3.28)

Os operadores fermiônicos de criação e destruição obedecem as regras usuais de antico-

mutação: {cm, c†n} = δmn, {lm, l†n} = δmn e {} = 0 para todas as outras combinações.

Após algumas manipulações algébricas, Eq. (3.28) pode ser reescrita como

∑
i

[(Ai)l
†
i + (Bi)c

†
i ]|0⟩ =

∑
i

[(aiϵ)l
†
i + (biϵ)c

†
i ]|0⟩, (3.29)

onde

Ai =
∑
n

(ant
l
in + bnt

lc
in), (3.30)

Bi =
∑
n

(ant
lc
in + bnt

c
in). (3.31)

Os estados |i⟩ e |j⟩, com c†i |0⟩ = |i⟩ ou l†i |0⟩ = |i⟩, são tais que ⟨i|j⟩ = δij. Portanto,

os coeficientes dos estados |i⟩ e |j⟩ em ambos os lados de Eq. (3.29) são iguais:

aiϵ
l
i +

∑
n ̸=i

(
ant

l
in + bnt

lc
in

)
= ϵai, (3.32)

biϵ
c
i +

∑
n ̸=i

(
bnt

c
in + ant

lc
in

)
= ϵbi. (3.33)

Para uma melhor visualização, assumiremos o hopping apenas entre os vizinhos mais

próximos. Assim, as Eq. (3.32) e Eq. (3.33) tomam a forma

aiϵ
l
i + ai+1t

l
i,i+1 + ai−1t

l
i,i−1 + bi+1t

lc
i,i+1 + bi−1t

lc
i,i−1 = ϵai, (3.34)

biϵ
c
i + bi+1t

c
i,i+1 + bi−1t

c
i,i−1 + ai+1t

lc
i,i+1 + ai−1t

lc
i,i−1 = ϵbi, (3.35)

com i = −∞, ...,−1, 0, 1, ..., N . O conjunto de equações acima pode ser reescrito em

forma matricial  Hl Vlc

V †
lc Hc

 A

B

 = ϵ

 A

B

 , (3.36)
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onde A = [ ... a−3 a−2 a−1]
T , B = [b0 b1 ... bN ]

T , e

Hl =



. . . . . . . . .

tl−3,−4 ϵl−2 tl−3,−2

tl−2,−3 ϵl−2 tl−2,−1

tl−1,−2 ϵl−1

 , (3.37)

Hc =



ϵc0 tc0,1

tc1,0 ϵc1 tc1,2
. . .

tcN−1,N−2 ϵcN−1 tcN−1,N

tcN,N−1 ϵcN


, (3.38)

são matrizes tridiagonais para o conector e para a região central, respectivamente. A

matriz Vlc é dada por

Vlc =


...

...

0 0 . . .

tlc−1,0 0 . . .

 , (3.39)

e representa o acoplamento entre a região central e o conector. Como discutido ante-

riormente, os conectores são considerados ideais, de forma que suas propriedades não

dependem da posição. Assim, como consequência da periodicidade translacional, os coe-

ficientes da Eq. (3.26) são dados aj = eikxj + re−ikxj , onde k é previamente conhecido5 e r

é o coeficiente de reflexão (para o caso espećıfico que estamos considerando). Tal coefici-

ente pode ser calculado, juntamente com os números bj (Eq. (3.27)), através da condição

de contorno para a função de onda da região central e do conector, o que corresponde a

resolver a Eq. (3.36).

3.5.2 generalização para sistemas 2D e 3D

Para sistemas mais gerais (2D, ou até mesmo 3D), o Hamiltoniano da Eq. 3.36), é

generalizado para

H =



. . . Vl

V †
l Hl Vl

V †
l Hl Vlc

V †
lc Hc

 , (3.40)

5Para fermions de Dirac de massa nula, temos k = E/h̄vF com E previamente especificado, por
exemplo.
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onde Hc e Hl são os Hamiltonianos para a região central e para uma dada célula unitária

do conector, respectivamente. Vl é uma matriz que representa o hopping de uma célula

unitária para outra, ambas pertencentes ao conector, enquanto Vlc é a matriz que repre-

senta o hopping do conector para a região central. Os formatos das matrizes dependem

da dimensionalidade do sistema. No caso bidimensional ainda na aproximação de vizi-

nhos mais proximos, por exemplo, termos extras correspondentes aos hoppings nas outras

dimensões devem ser adicionados, resultando em uma matriz pentadiagonal. É impor-

tante observar que o número de hoppings mais próximos também influencia na forma das

matrizes (Eq. (3.32) e Eq. (3.32)).

A função de onda correspondente ao modo transversal n para uma dada célula unitária

j do conector tem a forma

ψn(i) = ϕ+k
n (i) +

∑
m

Snmϕ
−k
m (i), (3.41)

com ondas planas entrando (ϕ+k
n (i)) e saindo (ϕ−k

m (i)) da célula unitária i. Os coeficiente

da soma, Snm
6, são tais que |Snm|2 representa a probabilidade de transmissão do modo

transversal m para o modo transversal n. De uma maneira geral, a formula de Landauer

por ser escrita como

G =
2e2

h

∑
n,m

|Snm|2. (3.42)

O método brevemente apresentado nessa seção é uma prévia do modelo recentemente

desenvolvido e disponibilizado gratuitamente na forma de um pacote para Python, co-

nhecido como kwant, para cálculos numéricos em sistemas tight-binding com ênfase nas

propriedades de transporte quântico [49].

6São os elementos da matrix de espalhamento
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4 TRANSPORTE ELETRÔNICO
EM ANÉIS QUÂNTICOS DE
GRAFENO

Como consequência de suas incŕıveis propriedades eletrônicas, o grafeno, uma mono-

camada de átomos de carbono arranjados em uma estrutura do tipo favo-de-mel, tem sido

considerado um substituto promissor ao siĺıcio em futuras aplicações em nanodispositivos

eletrônicos. Entretanto, a ausência de gap no espectro de energias, juntamente com a

natureza quiral dos portadores de carga na estrutura, leva a uma transmissão perfeita

dos elétrons normalmente incidentes através de barreiras de potencial. Tal fenômeno, co-

nhecido como tunelamento de Klein, impossibilita a construção de cópias de transistores

de Siĺıcio em grafeno, por exemplo, desde que seria imposśıvel interromper a corrente. A

abertura de um gap de uma maneira controlável seria, então, necessária.

Neste caṕıtulo, demostraremos a possibilidade de obtenção de um dispositivo de con-

trole de corrente elétrica, em uma monocamada de grafeno, sem a necessidade da presença

de um gap intŕınseco no espectro de energias, explorando efeitos de interferência em anéis

quânticos no regime de transporte baĺıstico. A viabilidade de dispositivos mesoscópicos

baseados em efeitos de coerência de fase é fundamentada no fato de que estruturas de

grafeno apresentam comprimentos de relaxação de fase relativamente grandes, e que tra-

balhos recentes tem sugerido a possibilidade do uso de contatos para o controle da fase

relativa entre elétrons transportados através dos braços de anéis quânticos de grafeno de

forma a obter efeitos de transistor [50].

Neste trabalho, o tunelamento de Klein, que tem sido visto como uma dificuldade a

ser superada em dispositivos eletrônicos baseados em grafeno, está por trás dos princi-

pios básicos de funcionamento do interferômetro aqui proposto. Dessa forma, o trabalho

aqui desenvolvido está entre uma das primeiras aplicações tecnológicas do tunelamento

de Klein, que tem sido estudado mais do ponto de vista acadêmico, mas que tem atraido

grande interesse recentemente devido a possibilidade de observação experimental em mo-
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nocamada de grafeno.

É importante mencionar que, durante todo o trabalho, os resultados numéricos fo-

ram obtidos através do pacote recentemente desenvolvido para o cálculo de propriedades

eletrônicas e de transporte, Kwant [49].

4.1 Sistema e suas ressonâncias

A Fig. 25 apresenta um esboço do dispositivo aqui estudado. O anel quântico tem a

forma hexagonal e pode ser pensado como sendo composto por nanofitas de grafeno com

bordas armchair metálicas. É assumido que todas as ligações pendentes (dangling bonds)

nas bordas das estrutura são terminadas por átomos de Hidrogênio a assim não contribuem

para os estados eletrônicos próximos ao ńıvel de Fermi. Os dois canais, de entrada e de

sáıda, são nanofitas com a mesma espessura dos braços do anel e são representadas por

pontos vermelhos. As regiões A, B e C, representadas por pontos coloridos, que não

os vermelhos, são regiões onde encontram-se barreiras de potencial cujas espessuras são

WA , WB e WC , respectivamente. As dimensões do sistema são caracterizadas por dois

números: L e W , onde o primeiro representa o comprimento interno de um dos braços

do anel e o segundo representa a espessura dos mesmos e dos conectores. Como visto

anteriormente, para que o sistema apresente comportamento metálico devemos escolher

W =
√
3a(N − 1)/2, com N = 3M − 1 sendo M um inteiro.

L

W

WC

WA WB

A B

C

Figura 25: Esboço do interferômetro proposto: Uma anel hexagonal, acoplado a conec-
tores, de entrada e de sáıda, infinitos (representados pelos śıtios vermelhos), com três
regiões de potenciais não nulos, produzidos por eletrodos, representados pelas regiões A,
B, no braço superior, e C, no braço inferior do anel.

A escolha do formato particular das bordas e o do próprio dispositivo em śı pode ser
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entendida através da referência [42], onde foi mostrado que os estados eletrônicos de tais

anéis assemelham-se àqueles de fermions de Dirac sem massa em um anel unidimensional

cujo raio depende de forma espećıfica das dimensões do hexágono original, como discutido

na seção 2.3. De fato, o tipo de borda em questão não permite estados aĺı localizados,

fazendo com que exista uma maior probabilidade dos elétrons encontrarem-se na região

central dos braços da estrutura. No caso do anel unidimensional a componente radial da

corrente é nula, o que leva a acreditar que tal sistema seja uma escolha adequada para a

descrição de anéis quânticos de pequena espessura na aproximação de Dirac. Dessa forma,

tem-se uma indicação de que os efeitos de bordas não são relevantes para a descrição

das propriedades de transporte nesses sistemas. Anéis quânticos de grafeno losangulares

também podem ser descritos através de um modelo simplificado, como discutido na seção

2.3, porém, iremos nos focar no cálculo das propriedades de anéis hexagonais. Proprie-

dades semelhantes dever ser esperadas para anéis com a outra geometria. É importante

mencionar que a menor variação nas bordas da estrutura da Fig. 25 altera o perfil de

transmissão. Porém, a f́ısica por trás dos resultados mais básicos, que serão apresentados

aqui, permenece a mesma.

Do ponto de vista experimental, anéis quânticos de grafeno com bordas bem definidas

podem ser crescidos através de CVD [seção 1.3]. Podemos também citar a litrografia

por feixe de elétrons, que pode ser uma alternativa mais direta para a fabricação de tais

dispositivos [seção 1.3]. Entretanto, a última pode ter uma pequena desvantagem sobre

o controle das bordas de tais sistemas, que pode, posśıvelmente ser remediada através da

identificação da orientação das mesmas em uma dada amostra. Assim, espera-se que os

futuros avanços permitam a fabricação de dispositivos com bordas controladas.

Investigaremos agora as probabilidades de transmissão através de tal sistema como

função da energia do elétron incidente na ausência de potenciais externos (VA = VB =

VC = 0). A Fig. 26 apresenta os resultados para essa quantidade para sistemas com

diferentes dimensões.

Na Fig. 26(a), as transmissões são calculadas para sistemas com uma dada espessura,

W = 5, 96 nm, para vários valores de comprimento L [veja Fig. 25], enquanto que em

Fig. 26(b) as transmissões são calculadas para sistemas com comprimento fixo, L = 9, 94

nm, para várias espessuras W . Em todos os casos, observam-se transmissões não nulas

mesmo para E = 0, o que enfatiza o carater metálico do sistema. Ressonâncias através

do sistema são encontradas, como pode ser visto através dos picos onde T = 1 para

vários valores da energia dos elétrons. Os resultados mostram que as energias onde os
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Figura 26: Probabilidade de transmissão como função da energia em tal sistema, conside-
rando VA = VB = VC = 0,(a) para diferentes valores do comprimento L com uma espessura
fixada W = 5, 96 nm , e (b) para diferentes valores de espessura W com comprimento
fixo L = 9, 94 nm .

picos ocorrem diminuem com o acréscimo de ambos L e W . Os máximos são quase

igualmente espaçados, que é uma caracteŕıstica reminescente do espectro de energias de

anéis quânticos hexagonais armchair, cujos ńıveis de energia podem ser previstos, com

boa aproximação, através da expressão anaĺıtica, Eq. (2.86), onde o raio do anel R, dado

pela Eq. (2.89), pode ser reescrito em função das dimensões W e L. Dessa forma, as

energias do anel podem ser escritas de forma aproximada como

En =

(
3
√
3

2π

)−1/2
h̄vF (n+ 1/2)

(L+W/
√
3)
, (4.1)

onde fica evidente a dependência com os parâmetros L e W . De fato, podemos entender

os resultados numéricos apresentados em Fig. 26 anaĺıticamente através das propriedades

de transmissão através de um anel unidimensional.

Figura 27: Sistema simplificado para a descrição do sistema representado na figura 25.

Considere um anel unidimensional acoplado a dois conectores também unidimensio-

nais representado na figura 27. A condutância de tal sistema pode ser calculada através

de considerações simples [48]. Assim, considere que a junção tripla (interseção entre um
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conector e os dois braços do anel) em cada extremidade do anel possa ser descrita por

uma matriz de espalhamento com a forma

S =


c

√
ϵ

√
ϵ

√
ϵ a b

√
ϵ b a

 , (4.2)

onde a, b, c e ϵ são números reais. De forma a garantir a unitariedade da matriz dada,

S†S = I, as seguintes relações seguem: c2 = 1− 2ϵ, a = (1− c)/2 e b = (1+ c)/2. Assim,

a matriz S pode ser especificada através de apenas um único parâmetro c. É importante

observar, pela forma da matriz de espalhamento, que a transmissão para apenas um dos

braços é caracterizada apenas por ϵ, enquanto que as reflexões são dadas em termos de

a, b e c. A transmissão através do anel é obtida através da combinação das matrizes S

correspondentes aos braços do anel e pode ser obtida através da Eq. (3.20):

t = [
√
ϵ

√
ϵ]

I −
 P 0

0 P

 a b

b a

 P 0

0 P

 a b

b a

−1  √
ϵ

√
ϵ

 , (4.3)

onde P = eiθ sendo θ a mudança de fase ao longo de um dos braços do anel. Tal fator de

fase deve ser considerado desde que assumimos coerência de fase. Os cálculos resultam

em

t =
2ϵP

(1− c2P 2)
, (4.4)

que leva a uma transmissão dada por

T =
(1− c2)2

1 + c4 − 2c2 cos(2θ)
. (4.5)

O valor de θ pode ser obtido através do seguinte argumento: As ondas planas que atra-

vessam o anel pelos braços contribuem com termos na forma eikx. Sendo x = Rϕ para o

anel, onde 0 ≤ ϕ ≤ π em cada braço individualmente e R é o raio do mesmo, observa-se

que o elétron percorre o braço inferior da estrutura no sentido anti-horário enquando que

o braço superior é percorrido no sentido horário. Assim, a diferença de fase é tal que

ei(πkR−(−π)kR) = ei2πkR, resultando em 2θ = 2πkR. No caso do grafeno, também temos

que considerar a fase de Berry. O braço inferior contribue com π/2 (rotação do pseu-

doespinor no sentido anti-horário) e o superior com −π/2 (rotação do pseudoespinor no

sentido horário), de forma que a diferença de fase é π. Portanto, para o grafeno temos

2θ = 2πkR + π, com k = E/h̄vF .

Um último detalhe diz respeito ao cálculo do parâmetro c. Esse pode ser obtido

através das propriedades de simetria da junção tripla do hexágono com o conector [veja
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Fig. 25]. Figura 28 é um esboço da junção tripla. Os ângulos entre os canais são todos

iguais a 120o, o que assegura o formato armchair das bordas. Devido à simetria do

sistema, podemos admitir que as probabilidades de transmissão do conector para o braços

superior e inferior (|B2/A1|2 e |B3/A1|2, respectivamente) são iguais. Da mesma forma

|B1/A2|2 = |B3/A2|2 = |B1/A3|2 = |B2/A3|2. Podemos também argumentar que todas as

reflexões serão iguais. Portanto, a matriz S para a junção tem a seguinte forma

S =


r t t

t r t

t t r

 , (4.6)

enfatizando o fato de que c = a de acordo com a Eq. (4.2). Assim, desde que a condição

de unitariedade de S resultou em a = (1− c)/2, obtemos c = 1/3.

A1

B1

A2

B2

B3

A3

Figura 28: Junção tripla correspondente a conexão entre um conector e os dois braços do
anel hexagonal [veja Fig. 25]. As amplitudes que entram na região de espalhamento (região
triângular) são representadas pela letra A enquanto que as de saida são representadas pela
letra B.

A Fig. 29 mostra uma comparação entre os resultados anaĺıtico, Eq. (4.5), e numérico

para um anel quântico de grafeno hexagonal com espessura W << L (W ≈ 0.54 nm e

L = 44.4 nm). A excelente concordância nos permite tirar conclusões acerca das propri-

edades do anel hexagonal de grafeno com base no modelo unidimensional. É importante

acrescentar, dentre outros motivos, que a validade dos resultados consiste no fato de que,

apesar dos conectores do modelo simplificado apresentarem apenas um modo transver-

sal, desde que o modelo consiste em conectores unidimensionais, o intervalo de energias

para os resultados numéricos correspondem somente ao primeiro modo transversal das

nanofitas armchair (conectores).
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Os máximos de transmissão, de acordo com a expressão 4.5, ocorrem quando 2θ =

2nπ, com n = 0,±1,±2, ... . Portanto, segue: 2πER/h̄vF +π = 2nπ → E = (h̄vF/R)(n+

1/2), que são exatamente os ńıveis de energia do anel quântico, Eq. (2.86)1. A proba-

bilidade de transmissão atinge um máximo quando a energia da part́ıcula incidente se

iguala com um dos ńıveis de energia da região de espalhamento. Tal resultado é uma ca-

racteŕıstica geral da transmissão através sistemas que possuem ńıveis de energia discretos

e é conhecido como tunelamento ressonante [?]. Para sistemas com maiores espessuras,
P
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Figura 29: Comparação entre as probabilidades de transmissão anaĺıtica (curva cont́ınua),
calculada através da Eq. (4.5) para um anel circular unidimensional de raio R ≈ 47 nm, e
numérica (pontos), calculada para o sistema esboçado em Fig .25 comW << L (W ≈ 0.54
nm e L = 44.4 nm).

como os dos resultados da Fig. 25, as oscilações regulares apresentadas na Fig. 29 são leve-

mente distorcidas, de forma que o modelo simplificado para o transporte através do anel

circular deixa de ser uma boa aproximação para resultados quantitativos. Entretanto, as

caracteŕıticas qualitativas obtidas a partir do modelo simplificado podem ser extendidas

ao caso de sistemas com maiores espessuras. Assim, além do tunelamento ressonante, po-

demos citar o fato de que a transmissão para E = 0 não é um máximo, como aconteceria

1De fato (h̄vF /R)(n − 1/2) pode ser reescrito como (h̄vF /R)(n + 1/2), desde que n assume valores
inteiros negativos e positivos
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no caso de um anel quântico descrito através da equação de Schrödinger2. Tal resultado é

uma consequência da fase de Berry que surge devido a rotação do pseudoespinor durante

a atravessia do anel, como discutido anteriormente. Tal fase dá origem ao fator de 1/2

adicional ao indice n nos ńıveis de energia do anel quântico, resultando em E ̸= 0 para

todo n. Assim, E = 0 não é uma ressonância do sistema, levando a T (0) ̸= 1. Tal carac-

teŕıstica também esta presente nos resultados obtidos para anéis hexagonais de maiores

espessuras [veja Fig. 25].

4.2 Condutância dependente do potencial

Investigaremos agora a primeira ressonância de um sistema com L = 44.4 nm e

W = 18.3 nm, que corresponde a E = 6.25 meV, na presença de barreiras de potencial.

Daqui em diante, esses serão os valores de comprimento e espessura considerados em todos

os resultados.
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tracejada) e WC = 34.1 nm (curva pontilhada).

Primeiramente, tomemos VA = VB = 0 e manipulemos VC , de forma a observar as

2As energias para o qual ocorreriam máximos de transmissão seriam dadas por E = n2h̄2/2mR2, que
correspondem aos ńıveis de energia do anel quântico isolado.
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posśıveis variações na condutância de tal sistema. As probabilidades de transmissão para

tal situação são mostradas como função de VC na Fig. 30, onde diferentes valores de

WC [veja Fig. 25], WC = 22.7 nm (curva continua), WC = 28.4 nm (curva tracejada) e

WC = 34.1 nm (curva pontilhada), foram considerados.

A transmissão apresenta picos, onde T = 0 em torno de VC = E, para todos os casos.

Tal comportamento pode esta relacionado ao fato de que a probabilidade de reflexão no

tunelamento de klein tende a R = 1, para elétrons normalmente incidentes, quando a

intensidade da barreira de potencial é proxima da energia do elétron. Tal transmissão

nula não é controlável por parâmetros externos. Entretanto, existe um padrão oscilatório

em cada curva, levando a pontos de transmissão nula para valores espećıficos do poten-

cial, Vmin, que são controláveis através de WC , como mostrados nas diferentes curvas em

Fig. 30. Argumentamos que tais mı́nimos de transmissão são consequências da inter-

ferência quântica destrutiva produzida pela diferença de fase entre elétrons atravessando

o anel pelos dois caminhos posśıveis. A fase adicional é consequência do tunelamento de

Klein para elétrons que tunelam a barreira de potencial no braço inferior da estrutura e é

dada pela Eq. (2.56). Assim, um mı́nimo de transmissão ocorrerá sempre que a diferença

de fase entre os dois caminhos atingir o valor π. Ou seja

Vmin =
πh̄vF
WC

. (4.7)

Uma comparação entre os valores Vmin numericamente obtidos e àqueles previstos

pela expressão anaĺıtica Eq. (4.7) é apresentada na Fig. 31. A boa concordância entre

tais resultados nos leva a acreditar que a fase adquirida no tunelamento de Klein está por

trás dos mı́nimos de transmissão obtidos em tal sistema. A concordância torna-se ainda

melhor com o acréscimo de WC . Portanto, de forma a prever os valores de Vmin com uma

maior precisão através da expressão anaĺıtica, Eq. (4.7), precisaria-se tomar sistemas com

grandes valores de L, de forma a acomodar barreiras de potencial mais largas.

Os resultados apresentados na Fig. 30 podem ser entendidos através do modelo simpli-

ficado descrito na seção anterior. De fato, devido à simetria do sistema, podemos assumir

que as transmissões dos conectores para os diferentes braços do anel são iguais, como

discutido anteriormente. Assim, o coeficiente de transmissão total através da estrutura,

no conector de sáıda, é a soma dos coeficientes de transmissão de cada braço do anel.

Desde que a barreira de potencial contribui com uma fase adicional somente no braço

inferior, devido ao tunelamento de Klein, podemos escrever a transmissão total como

Ttot = |t1 + t2|2, onde t1 é o coeficiente de transmissão pelo caminho 1 (braço superior)
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e t2 é o correspondente ao caminho 2 (braço inferior), ambos para uma dada energia. A

fase adicional após o tunelamento nos permite escrever t2 = t1e
iδ com δ = VWC/h̄vF .

Portanto, a transmissão total através do anel é Ttot = 2T1(1 + cos δ). Sendo Ttot = 1

para V = 0, para E = 6.25 meV, tem-se: Ttot = (1 + cos δ)/2 para a dada energia. A

função Ttot(V ) apresenta exatamente o mesmo comportamento oscilatório mostrado na

Fig. 30, exceto pelos picos em torno de V = E (desde que não investigamos os detalhes

envolvidos no tunelamento). Podemos ainda prever os mı́nimos através dessa equação:

Ttot = 0 quando cos δ = −1, resultando em Vmin = nπh̄vF/WC [Eq. (4.7)].
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A observação de que a condutância do sistema está diretamente ligada ao conceito

de interferência quântica tem implicações importantes. Primeiramente, a fase adquirida

no tunelamento de Klein é proporcional ao produto entre VC e WC . Assim, a diferença

de fase para elétrons que tomam diferentes caminhos e, portanto, a corrente através do

dispositivo, pode ser controlada pela modulação de VC , assumindo WC fixo. Consequen-

temente, um dispositivo de controle de corrente elétrica, onde a condutância é facilmente

controlada através de potenciais eletrostáticos, pode ser facilmente obtido em grafeno. É

importante observar que o tunelamento de Klein, que é por muitas vezes visto como uma

dificuldade no campo de aplicações do grafeno, é fundamental para o funcionamente de

um dispositivo baseado nas ideias apresentadas nesse trabalho.
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Uma vez que a interferência quântica pode ser manipulada facilmente através de

barreiras de potencial, a introdução de um gap torna-se desnecessária para o controle do

transporte de cargas através de tais sistemas. Dessa forma, resolve-se o problema do corte

da corrente em grafeno sem a necessidade da abertura de um gap.

Podemos observar, através dos resultados apresentados na Fig. 30, que a razão on/off,

isto é, a razão entre a corrente que passa através do dispositivo no modo ligado (on)

e aquela que vaza pelo dispositivo no modo desligado (off), é relativamente alta (da

ordem de 107, de acordo com as simulações numéricas). Entretanto, as probabilidades de

transmissão apresentadas até então, podem ser diretamente relacionadas à condutância

somente para o caso do zero absoluto (T = 0 K). Para temperaturas não nulas, Eq. (3.13)

deve ser utilizada para os cálculos das propriedades de transporte do sistema. Para

T = 77 K (que corresponde a temperatura do nitrogênio ĺıquido, facilmente alcançada em

laboratório), em particular, observa-se que Eq. (3.18) é razoavelmente satisfeita, de forma

que a formula correspondente à resposta linear do sistema, Eq. (3.17), pode ser utilizada

para obter os resultados apresentados na Fig. 32.
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Os picos em torno de VC = E, para onde a transmissão tendia abruptamente a zero
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no caso T = 0 K [veja Fig. (30)], desaparecem devido à integração da probabilidade

de transmissão com a derivada da distribuição de Fermi-Dirac. Portanto, tal zero de

transmissão não é apenas não controlável por parâmetros externos, como discutido an-

teriormente, mas é também desnecessário para a operação de tal dispositivo à T ̸= 0

K. Entretanto, o primeiro mı́nimo de transmissão previsto pela mudança de fase devido

ao tunelamento de Klein, Eq. (4.7), permanece inalterado. Isso significa que, embora o

valor máximo da condutância tenha diminuido, devido à integração, assumindo um valor

≈ 0.8(2e2/h), a razão on/off permanece alta (da ordem de 104 para o primeiro mı́nimo de

condutância. Para os outro mı́nimos, tem-se on/off da ordem de ≈ 103, de acordo com

as simulações numéricas). Para fins de comparação, trabalhos experimentais sugerem que

transistores de efeito de campo fabricados a partir de bicamadas de grafeno apresentam

razão on/off relativamente altas da ordem 103 à T = 20 K [51]. É importante salientar

que as razões on/off obtidas nesse trabalho servem como um limite máximo teórico para

tais sistemas, podendo o valor exato (≈ 105) não ser rigorosamente verificado experimen-

talmente como consequência de influências tais como as de impurezas, de substratos e

etc. Assim, espera-se que os valores medidos sejam menores que o previsto. Entretanto,

os resultados sugerem uma razão de duas ordem de grandeza maior, à T = 77 K, que o

valor apresentado na referência [51] à T = 20 K. Dessa forma, mesmo com uma posśıvel

diminuição de duas ordens de grandeza, consequente de fatores experimentais, espera-se

que a razão on/off ainda continue relativamente alta.

Para o caso da temperatura ambiente, T ≈ 300 K, tem-se uma distribuição de energias

em torno da energia de Fermi, EF , cuja espessura está em torno de kBT ≈ 0.026 eV. Isso

significa que, embora para configurações espećıficas da energia de Fermi e do potencial

a transmissão seja nula, a condutância continuará a ser finita nesses casos, devido as

contribuições dos elétrons com energias em torno de EF . Entretanto, os mı́nimos de

transmissão apresentados na Fig. 30 são bastante suaves, de forma que nas vizinhanças

dos mı́nimos, a probabilidade continua proxima de zero, e assim, a probabilidade de

transmissão integrada na energia, que leva a condutância, continuaria bem proxima de

zero levando a uma razão on/off alta mesmo à temperatura ambiente.

4.3 Portas lógicas em anéis quânticos de grafeno

Os resultados previamente apresentados indicam a possibilidade do design de dispo-

sitivos de controle de corrente elétrica em monocamada de grafeno, através de potenciais

eletrostáticos, com razões on/off relativamente altas. Nesta seção, demonstraremos como
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o dispositivo apresentado pode ser utilizado para o design de portas lógicas, que têm

grande importância no campo de aplicações em nanodispositivos eletrônicos.
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Figura 33: Mapas de contorno da probabilidade de transmissão como função das intensi-
dades das barreiras de potencial VA e VB nas regiões A e B [veja Fig .25], considerando
espessuras WA =WB = 5.7 nm e WC = 11.4 nm (WA = WB = WC/2), para (a) VC = 0 e
(b) VC = Vmin = 166 meV.

A Fig. 33 apresenta a probabilidade de transmissão como função das intensidades dos

potenciais nas regiões A e B [veja Fig. 25], para valores espećıficos de VC . Inicialmente,

supomos que VA e VB podem ser manipulados independentemente. Também assumimos,

por simplicidade, o caso T = 0 K (os argumentos serão facilmente generalizados para

os casos onde T ̸= 0 K). O primeiro caso consiste em fazer VC = 0 e observar como a

transmissão varia em função de VA e VB. Pelos argumentos apresentados anteriormente,
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quando todos os potenciais são nulos, a transmissão através do anel quântico é perfeita.

A introdução de VA e VB introduz uma fase adicional na função de onda dos elétrons que

atravessam o anel pelo caminho de cima, de forma que uma interferência quântica produz

um perfil oscilatório na condutância do sistema. Cada barreira de potencial no braço

superior da estrutura contribui com um fator de fase proporcional à intensidade do po-

tencial estabelicido na região correspondente. Assim, a fase total devido as duas barreiras

é igual a soma das fases individuais levando em conta cada barreira separadamente. Os

resultados numéricos para tal situação são apresentados na Fig. 33(a), onde fica evidente

o caráter oscilatório da transmissão.

Em uma segunda situação seleciona-se VC = Vmin a fim de observar o comportamento

da probabilidade de transmissão em função dos potenciais VA e VB. Nesse caso, a trans-

missão é nula quando VA = VB = 0, desde que a fase adquirida no caminho correspondente

ao braço inferior do anel, devido ao tunelamento de Klein na barreira de potencial C, é

igual a π. Dessa forma, a modulação dos potenciais nas regiões A e B altera a dife-

rença de fase entre os caminhos levando a um perfil de transmissão oscilatório. O mapa

apresentado na Fig. 33(b) mostra esse comportamento.

Esses resultados demonstram as primeiras possibilidades de aplicação do interferômetro

apresentado na Fig. 25: porta lógica OR. Consideramos WA = WB = WC/2 e seleciona-

mos VC = Vmin. Inicialmente, com VA = VB = 0, não existe corrente, desde que a barreira

de potencial no braço inferior é tal que a interferência é completamente destrutiva no

conector de sáıda. Agora, se VA = 2Vmin e VB = 0, a diferença de fase relativa entre os

elétrons que atravessam a estrutura pelos diferentes caminhos é nula, como resultado a

probabilidade de transmissão alcança um máximo. Esse resultado também pode ser ob-

tido se VB = 2Vmin e VA = 0, ou VA = VB = Vmin. Portanto, se VA ou VB, ou ambos, forem

selecionados, uma corrente elétrica poderá ser detectada. Como comentado previamente,

pode-se controlar os valores cŕıticos do potencial Vmin através da largura da barreira de

potencial.

É também posśıvel usar o sistema apresentado com uma porta lógica AND: para

tal proposito, consideramos VC = Vmin. Da mesma forma que anteriormente, não existe

corrente elétrica se VA = VB = 0. Assim, se chamarmos V c
min a intensidade do potencial no

eletrodo A (B) para qual observa-se o segundo mı́nimo de transmissão quando VC = Vmin,

a corrente pode atingir um mı́nimo se selecionarmos VA = 2V c
min e VB = 0 ou VB = 2V c

min

e VA = 0. A única configuração posśıvel para um máximo de transmissão seria VA = Vmin

e VB = Vmin ao mesmo tempo. Tal comportamento é ilustrado na Fig. 33(b) pelo mapa
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de contorno da probabilidade de transmissão como função dos potenciais nas regiões A e

B com VC = Vmin para WA = WB = 5.7 nm. Uma região de alta transmissão é observada

quando VA = VB = Vmin (T ≈ 1), enquanto que pequenos valores (T ≈ 0) são encontrados

para valores espećıficos dos potenciais.

AND (VC = Vmin) NAND (VC = 0) OR (VC = Vmin)

vA vB T vA vB T vA vB T
0 0 0 0 0 1 0 0 0
2α 0 0 2β 0 1 2 0 1
0 2α 0 0 2β 1 0 2 1
1 1 1 1 1 0 1 1 1

NOR (VC = 0) XOR (VC = Vmin) XNOR (VC = 0)

vA vB T vA vB T vA vB T
0 0 1 0 0 0 0 0 1
2 0 0 2 0 1 2 0 0
0 2 0 0 2 1 0 2 0
1 1 0 α α 0 β β 1

Tabela 1: Configurações dos potenciais nas regiões A, B e C [veja Fig .25] para todas as
portas lógicas que podem ser obtidas com tal estrutura.

Para sumarizar, podemos escrever todas as portas lógicas que podem ser obtidas

através do sistema apresentado se definirmos α = V c
min/Vmin, β = Vmax/Vmin, vA =

VA/Vmin e vB = VB/Vmin, onde V
c
min e Vmax são os valores de VA(VB) para o qual temos

um segundo mı́nimo de transmissão quando VC = Vmin e o segundo máximo quando

VC = 0, respectivamente.
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5 CONCLUSÃO

Investigamos as propriedades de transporte eletrônico de anéis quânticos de grafeno

sujeitos a potenciais eletrostáticos, no regime baĺıstico. O sistema considerado consiste em

um anel hexagonal, caracterizado pelas dimensões L (tamanho) eW (espessura) [Fig. 25],

com bordas armchair acoplado a duas nanofitas, do mesmo tipo de bordas, que funcionam

como conectores. A natureza metálica dos conectores e do sistema considerado juntamente

com a geometria espećıfica da estrutura em questão resultam em um perfil de transmissão

oscilante cujos máximos estão diretamente relacionados aos ńıveis de energia do anel

quântico isolado, mesmo para energia nula. Tais energias de ressonância puderam ser

previstas aproximadamente através de um modelo simplicado que consiste na resolução

da equação de Dirac, para elétrons no grafeno, em um anel circular unidimensional cujo

raio depende das dimensões da estrutura hexagonal original. Dessa forma, mostrou-se que

a transmissão através do sistema sempre pode ser tomada como a máxima dependendo

apenas da introdução de uma diferença de potencial qúımico, previamente conhecida,

entre os contatos. A introdução de um eletrodo em um dos braços do anel quântico, para

uma dada energia, leva a um perfil de transmissão que oscila como função da intensidade

do potencial aplicado resultando em uma condutância nula para valores espećıficos. Tal

comportamento é consequência da natureza ultrarelativ́ıstica dos portadores de carga no

grafeno e está diretamente relacionado ao tunelamento de Klein. De fato, ao tunelar uma

barreira de potencial com probabilidade 1 devido ao tunelamento de Klein, a função de

onda do elétron adquire uma fase proporcional à intensidade da barreira. Dessa forma,

o eletrodo pode ser ajustado de forma a obter uma diferença de fase de π entre elétrons

que atravessam o sistema por diferentes caminhos, levando a uma interferência quântica

completamente destrutiva e, portanto, a uma corrente nula através da estrutura. Tal

efeito de interferência facilmente controlável proporciona a possibilidade de produção das

portas lógicas AND, NAND, OR, NOR, XOR e XNOR em monocamada de grafeno sem

necessidade da introdução de uma gap no material apresentando alta razão on/off mesmo

à T = 77 K.
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