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RESUMO

Neste trabalho de tese discutimos resultados recentes sobre a regularidade e proprieda-
des geométricas de solugoes variacionais de problemas de fronteira livre de duas fases
regidos por equagoes elipticas nao lineares degeneradas/singulares. Discutimos também
resultados do tipo Phragmém-Lindelof para tais equagoes classificando essas solugoes em

semi-espacos.

Palavras-chave: Problemas Variacionais de Fronteira Livre. Minimizantes com duas
fases. Equagoes elipticas nao lineares singular/degeneradas. Regularidade Lipschitz. Es-
timativas de densidade. Principio da Reflexao de Schwarz. Desiguladade de Harnack até

a Fronteira. Estimativa de Carleson.



ABSTRACT

In this work of thesis we discuss recent results on the regularity and geometric pro-
perties of variational solutions of two phase free boundary problems governed by sin-
gular/degenerate nonlinear elliptic equations. We also discuss Phragmém-Lindel6f type

results for such equations classifying those solutions in half-spaces.

Keywords: Variational Problems of Free Boundary. Two phase minimizers. Singu-
lar/degenerate nonlinear elliptic equations. Density estimate. Schwarz Reflection Princi-

ple. Boundary Harnack Principle. Carleson estimate.
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1 INTRODUCAO

Neste Capitulo introdutério desejamos explanar de forma a tornar claro o
entendimento sobre os problemas contidos neste trabalho de tese. Tal Capitulo esté
dividido apenas em duas segoes, onde cada uma delas versa sobre um dos problemas
resolvidos durante o periodo doutoral. Aqui apresentaremos um pouco da historia destes
problemas, assim como o processo evolutivo destes no decorrer dos anos. Isto sera colocado
em perspectiva com os resultados que obtivemos e o uso das ferramentas que se fizeram

necessarias para alcancar nossos intentos.

1.1 Regularidade Lipschitz e estimativas de densidade para Problemas de
Fronteira Livre com duas fases em classes sob pequena densidade da fase

negativa

Desde o inicio da década de 80, problemas de optimizacao do tipo Alt-Caffarelli
tem sido constantemente investigados. Durante os ultimos 30 anos, rigorosos estudos fo-
ram feitos e significativos avancgos alcancados no intento de estender a teoria desenvolvida
por Hans Alt e Caffarelli (1981). Neste paper os autores trabalharam inicialmente com um
problema de minimos associados ao operador Laplaciano. Bom, resumidamente, proble-
mas de optimizagao dessa natureza procuram abordar questoes sobre minimos de certos
funcionais descontinuos, com descontinuidades da ordem da funcao caracteristica, sobre
conjuntos especificos de funcoes em espacos de Sobolev apropriados. Questoes relevan-
tes sobre este tipo de problema giram em torno da regularidade 6tima e propriedades
geométricas dos minimos, assim como a regularidade 6tima e total de certos conjuntos
especiais chamados fronteiras livres. Em trabalho pioneiro Alt e Caffarelli (1981), essenci-
almente mostraram que tais minimos eram solugoes (fracas) de um Problema de Fronteira

Livre (PFL). De fato, minimizantes de um problema do tipo Alt-Caffarelli

min {/Q[|Vu|2 + Q(m)x{u>0}]da:} , K, = {u cHY (D) :u—pc H(}(Q)}, (1)

ue Ky,

sao fungoes localmente Lipschitz continuas, ndo-negativas e solugoes (fracas) do seguinte

Problema de Fronteira Livre:
Au=0 1in {u>0}NQ,
u?=0Q on F(u):=0{u>0}nQ, (2)

U=y on 01},

onde 0 < p € HY(Q)NL>®(02) e 0 < A < Q(x) < A. Por serem nao-negativas, as solucoes

de (1) sao chamadas de solugdes de uma fase do problema. Sobre a fronteira livre eles
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mostraram que, em geral, se ) é suficientemente regular entdao F'(u) é uma superficie de
regularidade O na vizinhanca de flat free boundary points.

Os autores verificaram ainda que, quando o problema era resolvido em di-
mensao n = 2 entao a fronteira livre era, de fato, analitica e, portanto, minimizantes sao
solugoes cléssicas de (2). Este resultado foi estendido para dimensao n = 3 duas décadas

depois em Cafarelli, Jerison e Kenig (2004).

Figura 1 — Protétipo de solucao para um PFL de uma fase.

Boundary data —
y P

Graph(u) +-_

Free Boundary — F(u) <=7

Fonte: Elaborado pelo autor.

Sobre a regularidade de minimos de uma fase vale ainda ressaltar que, pelo
menos heuristicamente, Lipschitz continuidade é o melhor que podemos obter. De fato,
Lema de Hopf garante que a derivada normal u, ”"bate” na fronteira livre formando um
angulo positivo. Isto nos leva a concluir que o gradiente de um minimizante u, da um
salto sobre F'(u) impossibilitando que Vu seja continuo. Um outro argumento heuristico
(argumento de barreira) pode ser descrito se assumirmos, por um instante, que F'(u) é
suave e que u, é, de fato, limitada sobre F'(u). Sob estas circunstancias, é suficiente provar
que Vu é limitado em qualquer ponto de {u > 0} N Q. O argumento é o seguinte: para

um ponto xg € {u > 0} N Q consideramos r = dist(xg, F'(u)). Por Harnack
u(x) > c-u(xg), V& € Byaxo).

Agora, tomamos um truncamento da solucao fundamental I" para o Laplaciano
no anel A, 5, (z¢) tal que I' = 0 sobre 0B, (z¢) e I' = cu(xg) sobre 0B, (o). Principio
da Comparacao nos da que

u>T, em A o, (20).

Se yo € F(u) ¢ tal que dist(xg, yo) = dist(zo, F'(u)) segue pelo Lema de Hopf
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que

VA > Qo) > ulyo) > T(yo) > C - W(}(u))

Finalmente, combinando a estimativa acima com uma estimativa de Schauder

concluimos que

Vueo)| = w(z0) < Cp- — ) @A

0" dist (o, F(u))

Figura 2 — Heuristica para regularidade de minimos de uma fase.

-~ 1l/(xo)

PRl
-
-
-
-
-
-
S

c.u(xg)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Alguns anos depois, H. Alt e L. Caffarelli, em colabora¢ao com A. Friedman,
estenderam o problema de optimizagao (1) para equagoes do tipo quaselinear assim como
para problemas que permitiam que minimos pudessem mudar de sinal, chamados portanto,
solugoes de duas fases. Solugoes de duas fases surgem sempre que se considera a condigao
de bordo (p) mudando de sinal. Naturalmente, tais problemas geram Problemas de

Fronteira Livre de duas fases do seguinte tipo

Au=0 in {u#0}NQ,
(uf)2—(u;)?=1 on F(u):=0d{u>0}nQ, (3)
U= on 0f2.

Observe agora que, mesmo heuristicamente, a condi¢ao de fronteira livre nao
nos da um controle das derivadas normais sobre a fronteira livre, apenas um controle para
a diferenca é indicado, isto nos impede, por exemplo, de usar o argumento heuristico an-
terior para provar que a regularidade Lipschitz é o melhor que podemos esperar quando

o problema de optimizacao é de duas fases. Em 1984, os trés matematicos acima ci-
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tados conseguiram desenvolver uma poderosa ferramenta que fosse capaz de sanar esta
lacuna. Tal maquinaria tornou-se conhecida pelo nome Formula de monotonicidade de
Alt-Caffarelli-Friedman cuja gama de aplicagoes é consideréavel e profunda (para algumas
aplicagoes veja Capitulo 12 de Caffarelli e Salsa (2005)). O Teorema pode ser posto nos

seguintes termos:

Figura 3 — Condicoes para o uso da Férmula de Monotonicidade.

Fonte: Elaborado pelo autor.
Teorema 1.1 (ACF Férmula de Monotonicidade) Sejam u,,u_ € C°(By) tais que
up,u— >0, Aug,Au_ >0, uy(0)=u_(0)=0, uy-u_ =0 in By.

Entao a fungdo

2 2
J(r)=J<r,u+)J(r,u_)=1/ V| dx.i/ Va|?
B B

7 o ol o el

¢ mondtona crescente para r € (0,1] e satisfaz a sequinte estimativa

J(r) <c(n)- ||U+||%2(Bl) : ||u—||%2(31)'

Agora notificamos que tal férmula de monotonicidade implica em estimativas

do tipo
2 2 2 2
c(n)[Vur (0)| - [Vu_(0)]" = J(07) < J(r) < C(n)llusllzzp)lu-l72s,)-
Portanto, como heuristicamente minimos satisfazem

(uf)? — (u,)> =1 ao longo de F(u),
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somos capazes de concluir que u}, u; sao limitadas sobre a fronteira livre.

Figura 4 — Protétipo de um minimizante de duas fases.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste momento explicitaremos nosso objetivo na primeira parte deste trabalho
expondo um pouco da dificuldade de atacar um problema de minimizagao de duas fases
(como em Alt-Caffarelli-Friedmam) em outros cendrios onde nao estao envolvidas fun¢oes
harmonicas.

Dado €2 € R™ um dominio limitado com regularidade de fronteira apropri-
ada, digamos Lipschitz, investigamos a regularidade 6tima de fungoes u : 2 — R que

minimizam funcionais do tipo

Fo(w,9) = / GVl + Afr, fo) (w)]de, (4)

Q

onde G : [0,00) — [0, 00) é uma N-funcao satisfazendo certas condigoes de regularidade

e comportamento de derivadas e A(f1, fo)(w) uma fungao dada por

M f1, 2)(w) (@) := fo(2) - Xquwsor + f1(2) - Xqw<oy + min(f1(2), fo(z)) - X{w=o}

com f; e fy satisfazendo
0 < f17 f2 < 22

Discorrendo heuristicamente, isto é, sem a formalidade dos célculos, acredi-
tamos que tais minimizantes sdo solugoes de um Problema de Fronteira Livre (PFL) de

duas fases com um dado de fronteira prescrito que toma a seguinte forma

Lyu = div(%D . Vu> =0 in {u#0}
H(|Vu®|) = H(|Vu~|) = fa(z) = fi(z) on F(u)* (5)

g(t) = G'(t), H(t) = g(t)t — G(1),
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onde denotamos F'(u)* := (0{u > 0} U d{u < 0}) N Q.

Assim como em Alt, Caffarelli e Friedman (1984), o maximo que podemos
garantir como regularidade étima para u é Oloc (©). Esta é uma das principais questoes
sobre a qual nos debrucaremos no Capitulo 3.

Em busca de atacar de forma satisfatoria o problema assumiremos as condigoes
apropriadas para N-fungoes introduzidas por G. Lieberman (veja Lieberman 1991) no
estudo da teoria de regularidade interior para equagoes elipticas singular/degeneradas do
tipo L,u = B(z,u, Vu). Precisamente temos

e (Condicao de Primitiva:
G'(t) = g(t), onde g€ C°([0,+00)) N C*((0, +00)); (CP)

e Condicdo Quociente: para 0 < § < gy constantes fixadas,

0<d<Qyt) = < go, Vt>0. (CQ)

Como apontado por Martinez e Wolanski (2008) as condigoes assumidas por
Lieberman garantem que L,u = 0 sao equivalentes a uma equacao uniformemente eliptica
(da forma nao-divergente) com constantes de elipticidade dependendo apenas de 9, go em

subconjuntos de 2 tal que Vu # 0. De fato, se definirmos A(p) = g(|p|) e considerarmos

__ 0A;
Qi = ap; teremos

min{5. 1} (|'p|')|5|2 a6, < max{go, 1} 207D 2 (©)

9(lpl)
|

Vale ressaltar que este fato nao implica em qualquer tipo de homogeneidade
para a fungao G. Observamos até que a condigao (CQ) permite diferentes comportamen-
tos para G e sua derivada quando |Vu| é muito pequeno ou muito grande (Veja Lema
2.1). Este fato por si s6 torna o estudo de PFL’s como (5) mais interessantes e desafiado-
res do que os problemas de minimizacao envolvendo operadores que possuem uma certa
homogeneidade como o Laplaciano e até mesmo o p-Lapaciano.

De agora em diante, para fins didaticos, as constantes 0 < § < gy < 00
serao fixadas como as constantes de elipticidade (singular/degeneradas) para operadores
associados aos funcionais Fg.

Com respeito a quantitade de N-fungoes que satisfzem as condigoes (CP) e
(CQ) podemos verificar que este niimero é bastante expressivo. Para tanto, considere
fungoes G’ = g tais que: g(t) =t com 0 = gy = p, g(t) = at? 4+ bt? com a,b,p,q > 0 com
d = min{p, ¢} e go = max{p, ¢} e g(t) = tPlog(at + b) com p,a,b > 0 onde, neste caso,
0 =pe gy=p+ 1. Muitos outros exemplos serao discutidos no Capitulo 3.

Problemas de Fronteira Livre como (5) aparecem em muitas aplicagoes tais
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como: o estudo do fluxo em cavidades para um ou dois fluidos em uma configuracao
de equilibrio, fluxo de fluidos em canos (modelo de jatos), problemas de design étimo,
problemas envolvendo propagacao de chamas e problemas envolvendo otimizacao do calor
ou de energia eletrostatica.

A regularidade Lipschitz para minimizantes de Eg tem sido averiguada em di-
versas circunstancias. Como mencionamos anteriormente, o caso modelo para uma e duas
fases, isto é, quando G(t) = 2, foi provado em Alt e Caffarelli (1981) e em Alt, Caffarelli e
Friedman (1984). Em (1983) os mesmos autores estenderam o problema de uma fase para
equagoes do tipo quaselinear onde g(t) ~ t. Nestes trabalhos resultados e ferramentas
classicas da teoria do potencial realizam um papel fundamental. Recentemente no paper
Martinez e Wolanski (2008) as autoras estudaram o caso geral para o problema de uma
fase em Espacgos de Orlicz sob as condigoes (CP) e (CQ). Estes resultados estenderam
o problema de uma fase para o caso p-Laplaciano (G(t) = t*) considerado em Danielli
e Pertrosyan (2005). Em Danielli e Petrosyan (2005) e Martinez e Wolanski (2008) os
autores nao puderam contar com a teoria do potencial a seu favor, sendo que seus argu-
mentos para provar regularidade Lipschitz baseavam-se em técnicas de compacidade para
minimos.

Especialistas na teoria sabem que a situacao para o caso de duas fases é muito
mais delicado e menos compreendido. O tnico resultado essencialmente conhecido é o
paper de Alt, Caffarelli e Friedman (1984) uma vez que a Férmula de Monotonicidade de
Alt-Caffarelli-Friedman é desconhecida no cenario nao-linear. Como mencionado anteri-
ormente tal ferramenta matemética garante que |Vu't| e |[Vu~| estao relacionados de tal
modo que ambos sao limitados na vizinhanca da fronteira livre e, portanto, a regularidade
Lipschitz para minimos é obtida. Diante do que conhecemos hoje, a regularidade Lips-
chitz para minimizantes de duas fases permanece como um problema em aberto quando se
trata de funcionais mais gerais. Tal regularidade s6 é conhecida em dois cenarios: quando
o funcional esta associado ao Laplaciano ou a operadores da forma divergente onde vale
um variante da férmula de monotonicidade (veja, por exemplo, Caffarelli (1989a)).

Em 2008, cerca de 24 anos depois da publicagao de (1984), foi provado por A.
Karakhanyan um resultado bem interessante sobre a regularidade 6tima para o problema
de duas fases para o caso onde o operador é o p-Laplaciano (veja Kharakhanyan (2008)).
Karakhanyan mostrou a existéncia de uma constante universal C' > 0 dependendo apenas
de p,n e de ||ul| (@ tal que, se a densidade de Lebesgue da fase negativa ao longo da
fronteira livre é, no maximo C, entdo minimizantes sao (localmente) Lipschitz continuos.

Na primeira parte deste trabalho de tese nosso objetivo é estender o resultado
obtido por A. Karakhanyan para o contexto de Espacos de Orlicz. Note, todavia, que tal
resultado é apenas um critério para que a regularidade Lipschitz em minimos apareca.
Caso isto nao ocorra, isto ¢, nao possamos garanitr que todos os minimos sao localmente

Lipschitz, somos capazes de fornecer, mesmo na auséncia de regularidade Lipschitz, nova
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informacao sobre a fronteira livre, informacao esta, antes, conhecida apenas na presenca
de regularidade C%'. Precisamente, caso a regularidade Lipschitz para minimizantes falhe,
desejamos apresentar novas estimativas de densidade para a fase negativa em pontos das
fronteiras livres F(u) = 0{u > 0} e F(u)” = 0{u < 0}. Ressaltamos ainda que se um
minimizante de Eg nao é localmente Lipschitz, as fronteiras livres F'(u) e F'(u)~ se tocam
e u nao é localmente Lipschitz exatamente nos pontos de F'(u) N F'(u)~.

Gostarfamos, todavia, de obter estimativas universais para minimizantes de
duas fases para (a maior classe possivel de) funcionais que compartilham a mesma clipti-
cidade, ao invés de nos concentrar em um caso particular. A fim de fazer isso, introduzimos

a seguinte classe de N-funcoes:
G(9,90) :== {G :[0,00) — [0,00); G é uma N-funcao satisfazendo (CP) e (CQ)}

Dois fatos importantes devem ser frisados aqui. O primeiro deles é que, em
momento opotuno, mostraremos que o grafico de minimizantes de uma fase para funcionais
do tipo Eg com G € G(6, go) atinge a fronteira livre com inclina¢ao comparavel a poténcias
negativas de GG(1). Mais precisamente, se G(1) é pequeno o suficiente, existem constantes

universais C,Cy > 0 tais que

Cy - <m> < |Vu| < Cy- <m> ) (7)

Isto mostra, em particular, que a regularidade Lipschitz para minimizantes s6

ao longo de F'(u).

pode ocorrer em subclasses nao-degeneradas de G(6, go), i.e, em subconjuntos de G(4, go)
onde G(1) é estritamente positivo, digamos G(1) > ¢y > 0. Neste caso, g ¢ considerada
uma constante de nao-degenerescéncia de G.

O segundo fato importante refere-se a estratégia de atacar o problema. Ora,
desde que uma ferramenta como a férmula de monotonicidade de Alt-Caffarelli-Friedmam
¢ desconhecida em nosso contexto, torna-se extremamente dificil capturar qualquer in-
formacao quantitativa para controlar o gradiente dos minimizantes quando nos aproxima-
mos da fronteira livre. Por esta razao, somos levados a considerar também argumentos
de compacidade. Neste ponto e, ao contrario dos casos anteriores, a situagao € mais
complicada, visto que é preciso nao sé estudar a compacidade de minimos mas também
a compacidade da classe de operadores elipticos singular/degenerados L, representados
aqui pelas classes G(6, gg). Observamos também que as condigoes (CP) e (CQ) sao insu-
ficientes para providenciar um resultado de compacidade apropriado (veja o Exemplo 3.2
do Capitulo 3). A principal razdo para esta falha é a auséncia de um mdédulo uniforme
de continuidade para o quociente @), em (CQ).

Em busca de uma ferramenta capaz de fechar a lacuna acima mencionada
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averiguamos que um controle do tipo Morrey dado por

t+k CO
[ Qs < 5 o (®)
t

supre de forma satisfatoria a necessidade de se obter compacidade em classes nao-degene-

. . 2,
radas com respeito as topologias C;”

loc

(0,00),7 < B e CL 0,00). Acreditamos que esse
resultado de compacidade possa ser de interesse independente.

Nosso Teorema principal é uma combinagao de resultados de compacidade,
invaridncia de subclasses nao-degeneradas de G(J, go) e do controle do tipo Morrey acima
por normalizacoes via escalonamentos nao-lineares, estimativas de estabilidade de Marti-
nez ¢ Wolanski (Teorema 2.3 em Martinez e Wolanski (2008)) e a teoria de regularidade
C1e para equagoes elipticas singular/degeneradas desenvolvidas em Lieberman (1991).

Os resultados do Capitulo 3 deste trabalho podem ser resumidos da seguinte
forma: Teorema 2.7 providencia uma estimativa Lipschitz pontual para qualquer minimi-
zante de qualquer funcional do tipo Eg com G € G(0, go) satisfazendo G(1) > g e (8) em
qualquer ponto da fronteira livre cuja densidade da fase negativa nestes pontos é menor
que uma apropriada constante universal ¢ = ¢(n, d, go, €9, 4, #) > 0. Como conseqiiéncia
deste fato obtemos que se a densidade da fase negativa mantém-se abaixo desta constante
universal ao longo de uma vizinhanga da fronteira livre I' C F'(u), a estimativa pontual
se propaga em uma vizinhanca de €2 em torno de I' e portanto, uma estimativa Lipschitz
uniforme local é obtida. Este é o contetiido do Corolério 2.1.

Claramente nao podemos garantir a validade do Corolario 2.1 para todo e
qualquer minimizante u de Fg (de fato, Teorema 2.7 ¢ Coroldrio 2.1 nos dao critérios
para a continuidade Lipschitz de minimos). Portanto, desde que a regularidade 6tima
permanece incerta, olhamos, com o intuito de investigar, a regiao de €2 onde a regularidade
Lipschitz pode falhar. Resaltamos neste ponto a generalidade assumida para as ”fungoes
de fase” f; e fy observando que nao ha nenhuma ordenacao para elas. Assim, ao contrario
do caso estudado por Alt-Caffarelli-Friedman (1984), a fronteira livre do conjunto de
negatividade pode, a principio, separar-se da fronteira livre do conjunto de positividade,
ie,

(F(u)~ \ F(w)) NQ # 2.

Usando uma delicada versao escalonada do Teorema 2.7 (Proposigao 3.4 e Ob-
servacao 3.6), mostramos que a regidao onde a regularidade Lipschitz falha estd contida
no conjunto de contato entre as fronteiras livres dos conjuntos de positividade e negativi-
dade. Além disso, em qualquer ponto dessa regido, a fase negativa goza de uma estimativa
de densidade universal por baixo. Em particular, se a regularidade 6tima falha em um
ponto, entao este pertence ao conjunto de contato F'(u) N F(u)~ e a fase negativa é livre
de cuspides. Este fato serd provado na Proposicao 2.2.

Os resultados que aqui desenvolvemos complementam aqueles obtidos em Alt,
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Figura 5 — Grafico trazendo a separacao entre as Fronteiras livres.

e F(u)

Fonte: Elaborado por Lucas Santos.

Caffarelli e Friedman (1984), onde as estimativas de densidade para a fase nao-negativa fo-
ram verificadas na presenga de regularidade Lipschitz e propriedades de nao-degenerescén-
cia de minimos, as quais sao ausentes aqui. Eles também reforcam a idéia de que as fron-
teiras livres de minimizantes para os funcionais do tipo fluxo em cavidade sdo um pouco
mais amenas do que as fronteiras livres das solugoes para o problema de obstaculo, uma
vez que cuspides aqui nao pode se desenvolver.

Vale também resaltar que nossa maneira de abordar o problema é substanci-
almente diferente da adotada em Kharakhanyan (2008). No trabalho de A. Karakhanyan
minimizantes sao subsolucoes e neste caso, estimativas de energia de Cacciopoli valem,
permitindo assim um controle da p-energia de minimizantes. Em nosso caso, diante dos di-
ferentes comportamentos de G proximo do zero e do infinito, nenhuma espécie de controle
para a G-energia é alcancado. Além disso, por falta de ordenacao das fungoes fi e fo nao
podemos garantir nada a respeito de minimizantes serem subsolugoes ou supersolugoes de
L, em €.

O Capitulo 3 deste trabalho estd organizado como segue. A Sec¢ao 3.1 é dedi-
cada ao estudo da existéncia e limitacao de minimizantes globais. Na Secao 3.2 estudamos
a regularidade C%% para a classe de todos os minimizantes de funcionais nao-degenerados,
ou seja, aqueles em que G(1) > gy > 0. Secao 3.3 é dedicada a estimativa Log-Lipschitz
para o caso em que o operador £, é degenerado. Na Secao 3.4 motivamos a necessidade
das classes nao-degeneradas de N-fung¢oes G' argumentando sobre as estimativas em (7),
também provamos um resultado de compacidade e resultados de invariancia de escalona-
mentos. A Secao 3.5 tem por finalidade apresentar os mais diversos exemplos de N-funcoes
em subclasses especiais nao-degeneradas de G (4, go). Nesta Segao ainda discutimos a falta

de compacidade de G(d, go) (veja Exemplo 3.2). Secao 3.6 é destinada a prova do Teo-
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rema 2.7 e de sua versao escalonada Proposicao 3.4. Na Secao 3.7, apresentamos a prova
da regularidade Lipschitz local sob a condi¢ao de pequena densidade da fase negativa
(Corolério 2.1). Finalmente, na Sec¢éo 3.8, discutimos o contato entre as fronteiras livres
dos conjuntos de positividade e negatividade e as estimativas de densidade nos pontos do

conjunto de contato.

1.2 Teoremas do tipo Phragmém-Lindel6f para Equagoes quaselineares singu-

lar /degeneradas e Totalmente nao Lineares em semi-espagos

Dedicamos esta Segao para falarmos sobre resultados de classificagao de solu-
¢oes em problemas elipticos do tipo Phragmém-Lindelof. Falando de forma bem ampla e
geral, a teoria de Phragmém-Lindel6f para Equagoes Diferenciais Parciais Elipticas refere-
se ao estudo do comportamento de solucoes para tais tipo de equagoes em dominios ilimi-
tados. A validade do Principio do Maximo em circunstancias gerais é violada e portanto,
uma compreensao delicada da solugao no infinito torna-se muitas vezes inexoravelmente
inevitavel. Um simples exemplo disso acontece no semi-espaco quando consideramos, por
exemplo, HI = {x = (z1, - ,z,) € R" : x, > 0}. é um fato simples e bem conhecido
que se v é uma fungdo harmonica limitada que se anula na fronteira OH," entao v deve
ser identicamente nula. Caso removamos a condi¢ao de ser v uma funcao limitada, entao
v(x) = x, é sem divida um exemplo que viola o Principio do Maximo. Na verdade, com
esse sinal de restrigdo (v > 0), este é essencialmente o tnico tipo de exemplo possivel.
Isto é mostrado por um resultado classico em fungoes harmonicas que diz o seguinte:
Teorema 1.2 Seja 0 < u uma fungdo harménica em H tal que u € CO(H;) e se anula

na fronteira OH," . Entdo,
u(x):u(en)xm Vx:(gjl’... 7:1;71)6[_[:‘_

Ressaltamos ainda que a condic¢ao sobre o sinal de solugoes no Teorema acima
nao pode ser removida. De fato, basta considerar, por exemplo, o polindbmio harmonico
w(z) = x1 - x,. Os primeiros resultados obtidos nessa diregdo foram, provavelmente,
verificados por Gilbarg (1952), Hopf (1952) e Serrin (1954) no estudo de Teoremas do
tipo Phragmén-Lidel6f no plano. Nesses artigos, os autores investigaram o problema para
equacoes elipticas lineares da forma nao-divergente. Uma excelente referéncia que trata de
uma classe de equagoes singulares das quais estd incluido o caso do operador Laplaciano
é Huber (1953). Ha também uma prova bem elegante para este tipo de resultado no
Teorema 7.22 em Axler, Bourdon e Ramey (2001). L&, os autores usam os resultados da
caracterizagao do ntcleo de Poisson e argumentos da transformada de Kelvin.

Classificacao de solucoes para equacoes elipticas é um tépico importante em
muitas areas da Matematica. Especialmente em Geometria, Andlise Geométrica e Equa-

¢oes Diferenciais Parciais. Elas desempenham um papel crucial, por exemplo, na classi-
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ficacao de perfis globais em problemas geométricos. Entre eles, podemos citar os proble-
mas de fronteira livre digamos, problemas do tipo obstaculo ou do tipo fluxo em cavidade.
O Blow-up das solugoes, de acordo com condigdes de regularidade (em geral tima), con-
vergem para solugoes de equacoes elipticas globalmente definidas, ou as vezes, definidas
em semi-espacos (quando a geometria da situagao o permitir). Teoremas do tipo Liouville
e Phragmém-Lindelof sao fundamentais para se classificar solugoes globais e inferir um
parecer sobre a regularidade da fronteira livre original (antes do blow-up). Existem mui-
tos outros exemplos desse tipo de problema em Teoria Geométrica da Medida, Problema
de Yamabe, Aplicacoes Harmonicas, etc.

H4 pouco tempo atras em Aikawa et al. (2007), o Teorema 1.2 foi esten-
dido para o operador p-Laplaciano. A prova é bela e involve importantes ingredientes
relacionados ao comportamento na fronteira de fungoes p-harmonicas tais como estima-
tivas de Carleson, Desigualdade de Harnack até a fronteira, Regularidade Lipschitz até
a fronteira, Principio da Reflexao de Schwarz, entre outros. Na verdade, a teoria do
comportamento na fronteira para fun¢ées p—harmonicas testemunhou recentemente um
desenvolvimento extraordinario. A nao-linearidade da equacao e a geometria complicada
da fronteira promovem, sem divida, dificuldades nao triviais para estudar este assunto.
Isto pode ser visto, por exemplo, nos trabalhos extremamente nao-triviais de K. Nystrom
e J. Lewis (2011) (e suas referéncias), onde eles estudam o comportamento de fungoes
p-harmonicas em dominios com baixa regularidade como Reifenberg flat, NTA | starlike e

dominios Lipschitz.

Figura 6 — Comportamento alusivo de uma solugao no semi-espaco.

Fonte: Elaborado pelo autor.

A proposta do Capitulo 4 desta tese é estender o Teorema 1.2 para a classe
Sya estabelecida em Caffarelli (1989b) e uma classe de equagbes quasilineares singu-

lar /degeneradas do tipo
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Lyu = div(% - Vu) =0 in H, 9)

onde este operador satisfaz também as condigoes introduzidas em Lieberman (1991) (veja
Secao anterior para ver precisamente tais condigoes e exemplos). Como observado ante-
riormente, em geral, g nao goza de propriedades de homogeneidade como o p-Laplaciano,
podendo ter comportamento diferentes em vizinhanca do zero e para valores suficiente-
mente grandes. Muitos problemas de fronteira livre sao governados por tal operador (veja,
por exemplo, Capitulo 3 ou Martinez e Wolanski (2008)). Tanto no Capitulo 3 como no
paper Martinez e Wolanski (2008), alguns resultados da teoria Alt-Caffarelli foram es-
tendidas para esse contexto. Na verdade, o nosso interesse no problema tratado neste
trabalho surgiu a partir da andlise de comportamento (os blow-ups de) tais solugoes em
torno de um ponto pertencente a fronteira livre reduzida (isto é, pontos da fronteira livre
que possuem vetor normal no sentido da Teoria Geométrica da Medida). De fato, ao
considerar um minimizante de uma fase v de um problema de fronteira livre e um ponto
xo € OreaF (u), sabemos que blow-ups do tipo u,(z) := M convergem para uma
funcao us que é solucao de um operador eliptico em um sen{i—espa(;o (neste semi-espago

Us > 0) e que se anula na fronteira desse semi-espago.

Figura 7 — Motivagao para o problema do tipo Phragmém-Lindelof.

xﬁ’%v Rescaling Blow-up HKu,=0
- = :
Hy (0) u,=0

F(u) b

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observamos que o estudo do comportamento de solugoes na fronteira para (9)
em dominios gerais ainda nao se desenvolveu. Na verdade, aproveitamos a suavidade da
nossa fronteira (que é plana) para fazer a nossa andlise e abster-se de entrar na teoria do
potencial ndo-linear. Ou seja, a nossa idéia é olhar a equacao (9) de uma forma totalmente
nao-linear. Construimos barreiras radialmente simétricas com alguma geometria especifica
usando operadores extremais de Pucci. Principio da Comparacao, em seguida, permite-
nos provar o comportamento linear de solugoes para (9), perto da fronteira. No que diz
respeito a geometria, tais barreiras funcionam como os p-capacitores de poténcia no caso

do operador p—Laplaciano e que permitem provar desigualdade de Harnack até a fronteira
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por comparar solucoes com a distancia até a fronteira.

Mostramos também o decaimento da constante da desigualdade de Harnack
como uma poténcia negativa da distancia até a fronteira via um esquema de iteragao
bastante direto. Este é um refinamento da desigualdade Harnack em Lieberman (1991).
Desta forma, podemos provar estimativa de Carleson com a ajuda de um tipo de Lema
da oscilagao de De Giorgi. Provamos também um Principio da Reflexao Schwarz para as
equagoes (9).

Finalizamos este capitulo informando que a peca fundamental par a a validade
do Teorema 1.2 no contexto totalmente nao-linear, a saber, quando u € Sy A(H,"), é um
Teorema de controle universal entre hiperplanos para u. Os resultados precisos serao

enunciados no capitulo Preliminares.
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2 PRELIMINARES

Em Preliminares temos por meta estabelecer os resultados basicos e fundamen-
tais para o desenvolvimento deste trabalho de Tese assim como apresentar os resultados
que obtivemos com este aparato matemético. Iniciamos com algumas defini¢oes e con-
ceitos sobre N-funcoes, Espacos de Orlicz e Espacos de Orlicz-Sobolev. Nesse interim,
verificamos algumas estimativas especiais sob as condigdes (CP) e (CQ), uma estimativa
para a norma em Espacos de Orlicz que consideramos apropriados e provamos um refi-
namento de um Teorema do tipo Morrey que determina um critério para funcoes serem
Holder continuas. A segunda secao deste Capitulo destina-se a um lema puramente de
analise envolvendo o conceito de fungoes BMO e estimativas do tipo Log-Lipschitz. Segao
3 trata essencialmente dos resultados provados por G. Lieberman, S. Martinez e N. Wo-
lanski na Teoria de regularidade para operadores £,. Quarta e quinta segoes tratam de

uma série de defini¢oes técnicas assim como os resultados centrais dos Capitulos 3 e 4.

2.1 Kit de Sobrevivéncia em Espacos de Orlicz
2.1.1 N-Funcgoes Apropriadas

Comecamos esta se¢ao por relembrar a definigao de uma N-fungao. N-fungoes
sao as ferramentas basicas para definirmos os Espacos de Orlicz. Uma N-funcao G

[0,00) — [0,00) é uma fun¢ao do tipo

onde g : [0,00) —> [0,00) é uma fungao nao-negativa, nao-decrescente satisfazendo as
seguintes condigoes:

a) g(0) =0 e limy o g(t) = 00;

b) ¢ é continua A direita, isto é, se ¢t > 0 entdo Slgg g(s) = g(t).

Tais condigoes implicam que G é uma fungao convexa, continua e estritamente
positiva com G(0) = 0. De agora em diante, nos dedicaremos a provar algumas estimativas
para N-fungoes que satisfazem as condigoes (CP) e (CQ). Estas serdo as N-fungoes que
chamamos ”apropriadas”.

Lema 2.1 Seja G uma N-fungao satisfazendo as condigées (CP) e (CQ). Entao:

(g —1) min{s® s%}g(t) < g(st) < max{s® s?}g(t), V s,t > 0;

(9—2) 1tg+—(20 < G(t) <tg(t), Vt>0;

(G —1) G € convexa e C%
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1
(G —2) Tr o min{s'*? sT01G(t) < G(st) < (1 + go) max{s'™, s'T0}G(t), V s,t > 0;
0

(G—=3) Gla+b)<2%(1+ go)(G(a)+G(D)),Y a,b>0.

Prova:

(g - 1)] Para s > 1 é suficiente mostrar que
sPg(t) < g(st) < s%g(t), t>0.
Para tanto considere a fungao h(t) =t~ 9%g(t). Por (CQ) temos
W(t) = —got™ @ g(t) +170g'(t) <0,

isto é, h é decrescente. Portanto, h(st) < h(t), ou seja, g(st) < s%¢g(t). Similarmente,
se definirmos hg(t) = t°g(t) a condigio (CQ) nos garante que hg é crescente, donde
ho(st) > ho(t) implicando em s%g(t) < g(st). A prova para 0 < s < 1 é andloga e
verificamos que

s%g(t) < g(st) < s°g(t), t>0.

(g - 2)] Com efeito, V t > 0,

e por (CQ)
G(t)—go/ogog()d Zgo/o g(s)ds = 2O,
Logo, ®
tg(t
I+ g0 < Gl)

(G - 1)] Segue da definigao e de (CP).
(G - 2)] Segue por combinagao de (g- 1) e (g - 2).
(G - 3)] De fato, por convexidade e (G - 1) temos

G(a+b) < =(G(2a) + G(2b)) < 2%(go + 1)(G(a) + G()).

N | =

[
Concluimos esta Subsecao com a seguinte observacao: Seja G uma N-fungao

satisfazendo (CP) e (CQ) para as constantes d e gy. Uma N-funcao G é dita ser a N-funcao
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complementar de G se
. t
Git) = [ as)as.
0

onde g(s) = supy<,t. Como g é diferencidvel e crescente, segue que g = g~'. Além
disso, de acordo com Lema 2.2 em Martinez e Wolanski (2008), G satisfaz as condigoes

(CP) e (CQ) para constantes g, ' e 6~!. Em particular, a seguinte estimativa é satisfeita:
(G —4) Glg() < 0G(r), V>0,

De fato, temos

Gg(t)) + G(t) = tg(t).

Agora, aplicando (g — 2) obtemos
Gg(t)) = tg(t) — G(t) < goG(1).
2.1.2 Espacgos de Orlicz e Orlicz-Sobolev Apropriados

Antes de definirmos o que vem a ser um Espaco de Orlicz Apropriado segundo
nossos interesses, um conceito preliminar se faz necessario.
Definicao 2.1 (Classe de Orlicz) Seja G uma N-fungdo. Definimos a classe de Orlicz

de G como sendo o conjunto
Ce(2) := {u : 0 — R, mensurdvel : / G(|u])dz < oo}.
Q

Observe que se G(t) = |t|",1 < p < oo, entdao Cg(Q) = LP(QY). Todavia, para
uma N-fungao G qualquer, o maximo que podemos garatir é que Cg(£2) é um conjunto
convexo de fungoes mensuraveis. é conhecido que para que Cg(£2) seja um espaco vetorial

¢é necessario e suficiente que existam constantes k > 0 e tg > 0 tais que

G(2t) < kG(1), Y>>t (10)

Essa condigdo é chamada de A-regular na teoria de N-fungdes (para mais
detalhes veja Adams e Fournier (2003)). Note que para o caso G(t) = |t|” temos k = 2P
e to = 0. Um outro fato que observamos ¢ que se G satisfaz as condigoes (CP) ¢ (CQ),

entdo G é A-regular. De fato, por (G - 2)

G(2t) <2'G(t), V> 1.
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Em particular, se definirmos em Cg(£2) a norma

s : |ul
HUHG = ||u||CG(Q) := inf {M >0: /QG (M de <1,

entao (Ca(Q), 1 - llog) = LE(Q) serd um espaco de Banach reflexivo (veja, por exemplo,
Adams e Fournier (2003) e Teorema 2.1 de Martinez e Wolanski (2008)). Logo, os espacos
LE(Q) com G satisfazendo (CP) e (CQ) sdo aqueles que chamamos Espacos de Orlicz
Apropriados. Em geral, dado A uma N-funcdo qualquer, um espaco de Orlicz L4(€) é o
menor espago vetorial determinado por || - || 4 q) que contém C4(2).

Um Espaco de Orlicz-Sobolev W% (Q) consiste de todas as funcdes u € LE(Q)
tais que suas derivadas distribucionais Vu existem e pertencem também a LY(Q). Defi-
nimos

lellyro @y = max { ey, 190l oo |

como sendo a norma neste espago. Teorema 2.1 de Martinez e Wolanski (2008) garante
que WG (Q) também é um espaco reflexivo.

Tracamos agora alguns comentarios sobre resultados de caracterizacao de fun-
¢oes em Espacos de Orlicz-Sobolev W1 com respeito a funcoes absolutamente continuas.
Primeiramente observamos que as propriedades da Aproximacao da Identidade com bons
nucleos (simétricos, suaves, positivos e com valor de integral igual a 1) comportam-se
da mesma maneira que na teoria regular para os espagos LP e WP (veja por exemplo,
Teorema 8.21 de Adams e Fournier (2003)). Este fato nos permite provar a caracterizagao
analoga de funcoes em WP acerca da absoluta continuidade sobre q.t.p. linhas parale-
las aos eixos coordenados. As provas sao essencialmente idénticas A s que figuram nos
Teoremas 1 e 2 em Evans e Gariepery (1992), pdginas 163-165. Por esta razdo, apenas
recordamos o conceito de representante preciso e enunciamos os resultados omitindo suas
provas. Os detalhes sao deixados a cargo do leitor.

Para f € L} (R"™) o representante preciso de f é definido por

loc

lim, f(y)dy, se este limite existe
By (x)

fr(x) =

0, caso contrario.

Agora, enunciamos os resutados de caracterizacao.
Teorema 2.1 Seja G uma N-fungio e u € LG (R). Entio u € W,o%(R) se, e somente

loc loc

se seu representante preciso u* é absolutamente continuo em cada intervalo de R e u*' €
LY (R).

loc

Teorema 2.2 Seja G uma N-fun¢io e u € LS (R™). Entio, u € W% (R™) se, e somente

loc loc

seu tem um representante u* que € absolutamente continuo sobre quase todos os segmentos
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de reta em R"™ paralelos aos eizos coordenados e cujas derivadas parciais (no sentido

cldssico) pertencem a LS (R™).
Para o que segue toda N-funcao G satisfaz as condigoes (CP) e (CQ).
Lema 2.2 LY (Q) — L'(Q) e Wh4(Q) — WLIH(Q) continuamente.

Prova:
Veja Teorema 2.2 em Martinez e Wolanski (2008).

Lema 2.3 Existe uma constante C = C(go,0) > 0 tal que,

fulle < Cmanc{ / Gl ) / G(luly dr) "),

Prova:
Se [;, G(|ul) dz = 0 entdo u = 0 q.t.p e o resultado segue. Caso tenhamos [, G(|u|) dx # 0,

definimos

M:max{(2(1+g0)/QG(|u|)dx)l/(6+l)7 (2(1+go)/QG(|u|)dx)l/(go+l)}.

Por (G - 2) temos,

|ul 1
/Q (M)dx<(1+g0)max{M6+l ]\[go+1 G (Ju]) dx < 1.

Logo, |lul]l¢ < M e o resultado segue.

[
Lema 2.4 (Desigualdade do tipo Poincaré) Seja u € WH%(Q) tal que u = 0 sobre
02 no sentido do traco. Entao

/QG ('%') dz < /QG(Wu])dx

onde d = diam($2).
Prova:
Veja Lema 2.2 de Lieberman (1991).
[ |

O resultado que provaremos a seguir é uma versao do Lema de Morrey no
contexto de Espacos de Orlicz-Sobolev. Parte da prova que apresentaremos aparece em
Lieberman (1991) inserida na prova do Teorema 1.7. Todavia, precisamos de uma versao
mais fina do que a que consta neste paper. Diante do exposto na Introducao, precisamos
que fique explicita a relagao entre a semi-norma Holder [u],q e o valor de G(1), uma vez
que esta estimativa serd fundamental para os argumentos de compacidade utilizados a

posteriori.
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Lema 2.5 (Lema do tipo Morrey) Sejau € W2 (Q)NLY (), G € G(6,90) 0 < a <
1. Suponha ' CC Q tal que

7[ G(|Vu|)dxr < Lr*~! para todo zy € Q' com 0 < r < Ry < dist(Q, 0Q).
Br(fEO)

Entao, existem constantes C; = Ci(a,n, go) > 0 e Cy = Cy(a,m, go, Ry) > 0 tais que

L , R
[u(@) - uly)| < (cl-max{@,l})u—yw, para z,y € @ com |z — y| < -2,

l[u]|Loo () < Ca (L + ||U||L1(Q)>»

L 2a+1 . ||U||Loc(Q/)
[U]a,0r < max | Cy -max{ 1, ” : (11)
G } R

Prova:
Pela desigualdade de Poincaré, existe uma constante dimensional, a qual podemos supor
C > 1, tal que

Pt 7/ |u(x) — (U) gy |lde < C - ][ |Vu(x)|dz para zo € Q, r < Ry. (12)
By (zo) By (zo)
Claramente podemos assumir [?g < 1. Para 0 < r < Ry considere a funcao
o) = Jul) = ()l
B7~($0)

Desde que G é ndo-decrescente, convexa e satisfaz (G - 2), (12) garante que

G(p(r)) < (L+go) - CHH° ][ G(|Vu(z)])dz < (14 go) - - L1271

Br (:730)

Se tivermos p(r) > 1 entao

Glp(r)) = G(1) - min {p(r) 0, p(r) 1} = G(1) - p(r).
Assim, combinando as desiguladades acima, obtemos

(]_ +go) . Ol+90 . L '
G(1)

a—1

p(r) <

que nos levam a

f [u(z) — (U)ggr|de < - L-r® para 0 <r < Rj. (13)
B, (x0) G(1)
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Agora, caso p(r) <1 e desde que 0 < a < 1 temos
f lu(z) — (U)zrlde <r <r® para 0 <7 < Ry. (14)
B’r'(xO)

Finalmente, combinando as estimativas (13) e (14) obtemos

]{BT(IO) [u(z) = (1) |da < ma,x{CG<(910)) L 1} P para zp € O com 0 < < R,

As estimativas desejadas seguem pelo Teorema de Campanato como no Teorema 1.1 em
Han e Lin (2011).
|

2.2 Um Lema para fungoes com o gradiente em BMO

Aqui apresentamos um lema que sera fundamental para provar estimativa Log-
Lipschitz para minimizantes de operadores Fg tais que 6 > 1. Antes de apresentarmos
tal lema precisamos inserir um novo conceito a esta tese, a saber, o conceito de fungoes
de oscilagao da média limitada, chamadas fungoes BMO.

Seja v : 2 — R™ uma funcao integravel. Dizemos que v pertence ao espago
BMO(S2) (bounded mean oscillation) se

sup ][ |v — vg|dx < oo, (15)
BcQ JB

onde o sup acima é tomado sobre todas as bolas n-dimensionais B contidas em (2.
Observa-se que L>*(Q) & BMO(Q) C LP(2), V1 < p < oo, cujo exemplo

classico para mostrar a inclusao estrita do espago L°(§2) é dado por v(x) = log|x| e

2 = B1(0). Podemos assim enunciar o lema desejado. Uma prova deste lema é dada em

Azzam e Bedrossian (2014), todavia apresentamos aqui uma prova mais detalhada.
Lema 2.6 Sejau € L'(Q) e assuma que Vu € BMO(S)). Entdo, u € L™(Q) e satisfaz

u(z) = u(y)| < CO)[Vul panq) - [& = ylllogle = yll, (16)

para uma constante C(n) > 0.
Prova: Escolhamos z,y € Q tais que B.(r)UB,(y) C Qer = |zt —yl. Se A =
B,(xz) N B.(y) temos, pela desigualdade triangular, que

juz) — u(y)] < f fuz) — u(z)|dz + f juy) — u(2)|dx. (17)
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Além disso, sabemos que

— Uz i M u\xr) —ulz T n U\T) — Uz i
f Iute) —u(ejaz < S ue) ~u(lde < ) Jule) — ul2)ldr. (19

Br(x) B (x)

Agora, por desigualdade encontrada em Evans (1998), pag. 267, temos

AVu@l (19)

B |t =2t

f lu(z) — u(z)|de < C
B, (x)
Sem perda de generalidade podemos assumir que x = 0. Note que

/ |Vu(z)|dz < / |Vu(z) — (vu)Bl|dz 1w, (V) g7 (20)

. |z|n—1 |Z|n—1

Usemos agora a seguinte notagao: By-x(0) = Bg. Neste caso, como Vu € BMO(2) temos

| 19u) (Vs < 27 | Vi o (21)
k

Mais uma vez usando o fato de que Vu € BMO(f)) obtemos

Vu(o) = (Vg lde + o Vula) = (Vu)a,ldo

Byt

(Vs (Vuls| <

B4

< 2" |Vu(z) — (Vu)p, |dx +][ \Vu(z) — (Vu)p,.,|dx
Byy1

By,
< 2"+ 1)||vu||BMO(Q)7
e utilizando uma desigualdade telescopica chegamos a
(Va)s, — (Va)s| < (2 + Dk Val pyso)- (22)

Agora, combinando as estimativas (21) e (22) obtemos

JRLCERIT - / [Vu(z) = (Vu),| |

n—1 —k(n—1
] S Jargiz<oin 27k(n=1)

IN

- [Vu(z) — (Vu)p,|
/ ok(n—1) dz,

<9—k+1
k2log2% |zl<2
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Donde
|VU(Z)—(VU)31| n/on = k2_kn
| e < 2@ )Vl Y g
" kzlogz%

< 22"+ )| Vulpyoe D, k27

kZlogQ%

Computagao elementar também nos diz que para todo 0 < p<le0<r < 1/2,

[e.9]

d & d [ ploozr 1 L1 1 ,
k’ k—1 = — k = — = — lOQQ;Z — - lOg2;.
2 o dp 2 ¥ dp o—p)f P T

I1—p
k>logyr kZlogQ%

Assim, para p = 1/2 e utilizando as duas tultimas estimativas combinadas a (20) obte-

mos

\%
/ | |21|Ln(i)|dz < on2(on D[IVull garogy(rlloger] + 1) + 1w, (Vu) g,
B’V‘

< C)|IVull gpro@rlloger|.
Portanto, combinando a tltima estimativa com (17), (18) e (19) chegamos a

u(z) = u(y)] < Co(n)[|Vull prro@l® = ylllogs|x = yll-

O fato de u ser Log-Lipschitz continua em todo €2 é conseqiiéncia de um argumento padrao
de cobertura.

Para provarmos a estimativa L>° observamos que
u(z)] < ][ |u(x) — u(y)l|dy +7[ |u(y)|dy
Br(z) Br(z)

[Vu(2)|

|n—1

IN

C dz + C()[ull gy

Br(z) |2 — @

< CO(”)||VU||BM0(Q)7’|10927”| + C(Q)”u”u(m

< Go()[[Vullgrroge max(n)8|l0g2s|+C(Q)HUHL1(&2)’

0<s<diam

Isto conclui a prova do Lema.
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2.3 Ferramentas da Teoria de Regularidade para L,u =0

A menos de um ou dois resultados encontrados no paper em Martinez eWo-
lanski (2008), os resultados encontrados nesta Se¢ao podem ser encontrados em Lieber-
man (1991). Neste artigo Lieberman estudou desigualdades de Harnack, regularidade
O% C1« e alguns outros topicos interessantes. Enunciaremos aqui todos aqueles que
serao cruciais neste trabalho e que usaremos no decorrer do texto. Iniciamos com uma
defini¢ao bésica.

Definicao 2.2 Dizemos que uma fun¢ao v € Mﬁf(ﬂ) ¢ uma solucgao fraca para a equagao

Lo =0 em Q se para toda funcio & € C3°(QL) tivermos

Vv
V)= - V& dx = 0.
[ oveh - ve

: ‘ LG , . .
Dizemos ainda que v € W, 2.7 (Q) € uma subsolugao fraca ou uma L,-subsolug¢do se para

toda fungio 0 < & € C§°(Q) tivermos

Vo
g(|Vv - V¢ dx <0.
/Q (Vo) e

. . . 1 . ~
Finalmente, dizemos ainda que v € VVIO’CG(Q) ¢ uma supersolugdao fraca ou uma Lyg-

supersolugao se para toda fungio 0 < & € C3°(Q) tivermos

Vo
Vv -VE& dx > 0.
[ oveh - ve

Estimativa L*> Interior para L,-subsolugoes

Teorema 2.3 Seja u : Br(0) — R uma subsolugdo limitada de
Lyw=0 in Bg(0).

Entao para quaisquer k >0 e 0 < o < 1, existe uma constante C' > 0 dependendo apenas

de n,d,q0 ek tal que

C 1/I€
sup U < ——— s <][ (uﬂ”dm) . (23)
Bor(0) (1—0) = Br(0)

Prova:
Veja Teorema 1.2 em Lieberman (1991).
|

Principio da Comparacgao
Proposicao 2.1 Seja Q C R™ um conjunto aberto e u,v € C°(Q) respectivamente uma

Ly-subsolugao e uma Ly-supersolu¢ao em ) tal que uw < v em 0. Entao, u < v em S
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Prova:
Veja Lema 2.8 em Martinez e Wolanski (2008).

Desigualdades de Harnack
Teorema 2.4 (Weak Harnack) Suponha u : Br(0) — R wuma supersolu¢io ndao ne-
gativa e limitada de
L,w=0 in Bg(0).

Entao, existem constantes positivas p e C' dependendo somente de n,d, go tais que

1/p
][ u’dx <C- inf wu. (24)
Bapy3(0) Br/2(0)

Prova:
A prova deste resultado pode ser encontrada na Sec¢ao 4 em Lieberman (1991).

[
Teorema 2.5 (Desiguldade de Harnack) Suponha u: Br(0) — R uma solugdo ndo
negativa e limitada de

Entao, existe constante positiva C dependendo somente de n,d, go tal que

sup v < C- inf w. (25)
BR/Z(O) BR/?(O)
Prova:
Veja Colorario 1.4 em Lieberman (1991).

Estimativa Integral
Lema 2.7 Seja G € G(9,90) e v uma solucdo de Lyv =0 em Bg(0), onde g = G'. Entao
existem constantes C' > 0 e 0 < 0 < 1 dependendo apenas de n,d e gy tais que, para
o<r<R,
r

/ G(|IVv — (Vo). |)dz < C (R)U/B G(IVo — (Vo) p,|)dz.

T

Prova:
Veja Lema 5.1 em Lieberman (1991).

Estimativa C** e Estimativa Local do Gradiente
O Teorema que enunciaremos abaixo compila alguns resultados sobre a teoria

de regularidade de solugdes (fracas) para equagoes elipticas singular/degeneradas do tipo
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L,u = 0. As provas dos resultados citados poderao ser encontradas no Teorema 1.7 e
Lema 5.1 em Lieberman (1991) e no Lema 2.7 em Martinez e Wolanski (2008). Aqui
apresentaremos uma versao mais curta destes resultados apenas para que atendam nossos
propositos. Veja ainda as Observagoes 2.1 e 2.2.

Teorema 2.6 Seja G € G(0,g0) e v uma solugdo fraca para Lo = 0 em 2, onde G
¢ a primitiva de g. Entio v é C**(Q) para alguma constante positiva a(n, g, ) < 1.
Ademais, para qualquer Qg CC §Q, existe uma constante Cy > 0, dependendo possivelmente
de n, 6, go, dist(€0, 082) e supq, |v| > 0 tal que

||’U||c'1»a(90) < Co. (26)

Também, existe uma constante Cy = C1(n,d, go) > 0 tal que para toda bola B, C £,

sup |Vo| < C’Tsup|v| (27)

B’V‘/Q

Além disso, para todo 8 € (0,n), eziste Cy = Cy(n, 3,0, go,supp_|v]) > 0 tal que,
/ GV )dz < Cor”. (28)
r/2

Observagao 2.1 Apesar do fato de termos o Teorema 1.7 em Liebarman (1991) enun-
ciado com a constante Cy dependendo de g(1), observamos todavia que para equagoes
homogéneas esta dependéncia pode ser suprimida. Com efeito, suponha G € G(d,go) €
Lyu =0 em Q. Considere entdo o > 0 qualquer. Observe que G, (t) == aG(t) € G(9, go)-
Assim, para ag(t) = GL(t) = ga(t), concluimos que L, v = 0 em Q. Em particular,
tomando ag = g(1)™' > 0, temos go,(1) = 1, mostrando assim que ndo existe nenhuma
dependéncia de g(1) na constante Cy do Theorem 1.7 em Lieberman (1991) caso a solugio
seja homogeénea.

Observacao 2.2 Se Cy € a constante da estimativa (28) do Teorema anterior entdo

CQ(”7B7 57 gOstp |U|) = C?(nvﬁv 67 gO) * Sup |U|

T
Com efeito, primeiro observamos que se v resolve Lyv = 0 em B,, entdao considerando

w(r) = av(Bx) com a,f > 0 temos Lzw = 0 em B,z onde g(t) = g(aLB) Sendo

assim consideramos w(x) = v(x)/S onde S := ||v||r(p,) > 0. Assim, w € solucao de
Lyw =0 em B, com§(t) = g(S-t) e ||w||r=(n,) = 1. Neste caso, vemos que G(t) = %

Portanto,

Cy(n, B.6, go) / G(|Vwl|)d / G(|Vvl|)d
7‘/2 S 'r/z
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2.4 Tecnicalidades e Resultados Principais para o Problema de Fronteira Livre

com duas fases

Foi informado no Capitulo introdutério que, diante de classses de minimizantes

para funcionais do tipo Fg, um moédulo de continuidade para o quociente

¢ fundamental. Iniciamos, portanto, esta secao definindo formalmente um moédulo de
continuidade Holder para @),.
Definicao 2.3 Seja 0 < 8 < 1. Dizemos que uma N-fung¢ao G pertence a classe de
fungoes Gs(9, go) se

(i) G €G(3,g0) com G' =g e W2 ((0,+00)) e

oc

(ii) para qualquer t >0 e k > 0 o sequinte controle € satisfeito

t+k . CO 5
| @i < 5 (MC - )

para alguma constante Cy > 0 dependendo apenas de 9, gg, € 5.
Dizemos ainda que G € Gr;,(0, go) se (i) é satisfeito e (ii) é substituido pela

seguinte condic¢ao de Lipschitz

t2lg"(t)]

g(t)

Ressaltamos que para todo 8 € (0,1] as seguintes inclusoes sao satisfeitas

0< < C(d,90), paraq.t.p.t>0. (C-Lip)

GrLip(8,90) C Gs(0, 90) C G(9, go)-

Tal fato sera explorado na Secao 5 do Capitulo 3.

Definicao 2.4 (Subclasses nao-degeneradas) Para ey > 0 definimos
G(6,90,20) = {G € G0, 90) : G(1) = & },

Go6.g0.20) = { G € Ga(0.00) : C(1) > =0 .

Grip(0, go: €0) = {G € Grip(0,90) : G(1) > 50},

Estabelecida esta notagao, podemos definir a principal classe de minimizantes
para os quais nossos resultados mais importantes serao provados.

Definigao 2.5 Dizemos que uma fungdo u pertence a S(€2,0, go, €0, jt) Se u € um mini-
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mizante de um funcional do tipo

Eo(u, Q) = / G(Val) + AU, fo)(w)lde (20)
onde

A1 f2)(W)(@) = fo(2) - Xqusoy + [1(2) - Xu<oy + min(f1(2), f2(2)) - Xpu=0y  (30)

G €G(0,90,€0), 0< f1,fo < (31)

Se a condi¢ao (31) for substituida por
GEg,B(&QO?&))? O§f17f2 S,U/, (32)
diremos entdo que u € S?(Q, 6, go, €0, ). Definimos ainda,

8(9757907507/1/7 M) = {U, € 8(9757 90,507,@ : Slglzplu| < M}

SP(, 6, 9o, €0, jt, M) := {u € SP(Q,6, g0, €0, 1) sup |u| < M}
Q

Os conjuntos
S(2,6,g0,0.11)", S7(Q,6, 90, €0, )%, S(,, 90,0, 1, M) e (2,5, go, €0, 11, M)*
indicam funcgoes nao-negativas em €2 com respeito as classes. Adicionalmente, denotamos
Fru):=0{u>0}NQ, F (u):=0{u<0}nQ, F=(u):=F"(u)UF (u)

e para xy € )

SP(, 6, go, €0, pt. M) (20) := {u € S%(Q, 6, go, €0, 1, M) = 9 € Fi(u)} (33)
Finalmente, para o caso de uma fase

S(Q,6, go, €0, 1, M) T () 1= {u € 8(9Q,6, 90,80, 1, M)+ g € F+(u)} (34)
Para futuras referéncias definimos a classe ”degenerada” como sendo

S*(Q75» 9o, [, M)+ = U 8(9767 4do, €0, K, M)+

e0>0
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Por simplicidade de notacao também usamos
Sf((sa go, €0y M5 M)(ﬂ?o) = 56(37'<x0)7 57 go, €0y My ]\4’) ('TO)v

S:_((Sv 9o, €0, U, M)(xO) = S(Br(xO)) 57 go, <o, U, A/j)—i_('IO)

A dltima ferramenta a ser definida nesta secao é a funcao densidade do conjunto de
negatividade (positividade) ao longo das fronteiras livres. Para um minimizante u e r > 0
definimos

_ |{u <0} N BT($0)|

B o |{u>0}ﬂBr($0)|
@u (330) T) : ‘Br(x())‘

e O (xg,r):= B, (o)

com o € F*(u).

Enunciamos agora os principais resultados do Capitulo 3.
Teorema 2.7 Existe uma constante universal 0 < ¢ = ¢(n, 0, go, €0, b, B) << 1 tal que a

estimativa

2-max{M,1
lu(z)| < c{ } Sx— x|, V€ Bi(x) (35)

vale para toda u € Slﬁ(é, 9o, €0, i, M)(xg) sempre que ©, (xg,7) < ¢ para todo 0 < r < 1.
Além disso, a mesma estimativa é verdadeira se substituirmos a condi¢io ©, (xo,r) < ¢

por O (xg,7) < c.

A dltima parte do Teorema segue do seguinte fato:
ue S8, go, 0, pts M) () = —u € S2(8, go, €0, 1, M) (0),
uma vez que se u minimiza,
Po(.9) = [ (G090 + M. f)(0)}ds

entao verificagdo simples mostra que —u minimiza

Pofw.9) = [ (G(Vu) + Ao )]l
Corolario 2.1 Considere u € SY (3, go, €0, i1, M)(0) e assuma que

O, (z,7) <c (ou®f(z,r)<c) Vze€F(u)NBsy eparatodo 0<r<1/4,

onde ¢ > 0 € a constante dada pelo Teorema anterior. Entao u é Lipschitz continua em

31/2 €

Co - max{M, 1}

[l < c
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para alguma constante universal Cy = Cy(n, 6, go) > 0.

De acordo com nossa proposta, relembramos que, se a regularidade Lipschitz
falhar para algum minimizante, podemos estabelecer estimativas universais, por baixo,
para O (z,r). Para o que segue, usamos a seguinte notagao:
|u(z) — u(w)|

[u(y) — u(z)|
[ulcor B, (z) =  sup ————=  [u]coi(p, () = sup
(Botz)) y€By(x),y#x |y - IE| (Bp(=)) 2, WEB,(x),z7w |Z - w|

Proposicao 2.2 Seja u € Sf(é, 9o, €0, 14, M) e considere os conjuntos

S, = {:c € Bz : [u)cor(p, (@) (x) = 00 paratodo 0 <r < 1/2}.

S = {x € Bijz : [u]eoa(p, )) = oo para todo 0 < r < 1/2}.
Entao, S, CS§ C Fr(u)NF~(u) e

lim sup O, (z,7) > ¢ para todo zg € S;.
FE(u)x(0,1)3(z,r)—(20,0)

limsup O, (zg,7) > ¢ para todo g € S,,.
r—0

onde ¢ = ¢(n, 6, 9o, B) > 0. Ademais, as estimativas acima sao verdadeiras se substituir-
mos O, por OF.

Para minimizantes de uma fase, o resultado em classes é melhor, uma vez que
a regularidade Lipschitz se verifica para a classe S1(0, go, <0, pt, M)T(0). Este é, essenci-
almente, o Teorema 4.2 em Martinez e Wolanski (2008) reescrito em termos da classe
S(0, go, €0, 1, M) (o) introduzida nesta se¢ao. Apresentamos o resultado abaixo.

Teorema 2.8 Existe uma constante universal C' = C(n,d, go, €0, 1) tal que
u € S1(6, go, €0, 1) T (0) = ||U||CU»1(131/6) <C

A prova deste resultado depende apenas do fato da estimativa C% uniforme
ser verdadeira para classes nao-degeneradas S(§2, 9, go, €0, it, M) (Teorema 5.1) e de uma
pequena modificagdo na prova do Lema 4.3 de Martinez e Wolanski (2008) posta no

contexto de classes.
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2.5 Tecnicalidades e Resultados Principais para o problema do tipo Phragmém-
Lindelof

Esta secao delinea tecnicalidades e os principais Teoremas do Capitulo 4.
Iniciamos com uma defini¢do basica.
Definigao 2.6 Sejam as constantes 0 < § < go e Q C R™ um conjunto aberto. Dizemos
que uma fungdo u € Wl’G(Q) pertence a G(6, go, ) se existe uma N-fungdo G satisfazendo

loc

as condi¢oes (CP) and (CQ) tal que

onde g = G'.
Em relacao ao caso totalmente nao-linear, lembramos que para constantes de

elipticidade 0 < A < A < 00, os operadores extremais de Pucci sdo definidos como

MEABD =AY pik AY e MEAM) =AY it Ay g

>0 1i<0 1i>0 1i<0
para M € §(n) e py, o, - -+ , pbn, seus autovalores. Relembramos ainda as classes anterior-

mente introduzidas por L. Caffarelli.

Saa(Q) == {u c Q) : M;A(DQU) < 0 no sentido da viscosidade Q},

SHa(Q) = {u € C'(Q): MIA(Dzu) > 0 no sentido da viscosidade Q}

S,\’A(Q) = gAjA(Q) N ﬁ)\’A(Q).

Usaremos aqui o conceito de solugdo no sentido da viscosidade descrito em
Caffareli e Cabré (1995). De forma precisa, dizemos que u € Sy A(2) se u é uma funcao
continua em €2 e uma supersolugao no sentido da viscosidade de M ,, isto é, se z¢ € 2

e p € C?(Q) tal que u — ¢ tem um maximo local em z; entdo
M; \(D*p) <0.

Similarmente u € S, 5 (£2) se u é uma fungao continua em €2 e uma subsolucao no sentido
da viscosidade de MIA, em outros termos, se o € Q e ¢ € C%*(N) tal que u — ¢ tem um

minimo local em zy entao

M;\FA( ) > 0.

Finalmente, a partir da teoria de regularidade para os casos de equacoes total-

mente nao-lineares e quasilineares (apresentados respectivamente em Caffarelli e Cabré
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(1995) e Liberman (1991), por exemplo), nao hd nenhuma perda em introduzir a se-
guinte definigdo. Assuma u € G(0, go, B (xg)) (ou u € SyA(B;(x0)). Dizemos que u se
anula continuamente sobre a fronteira plana B..(zo) se u € C°(B," (z0)) para qualquer
0<e<reu=0sobre B.(x). Também dizemos que u € G(6, go, H;) anula-se continu-
amente sobre a fronteira (plana) O se u anula-se continuamente sobre B..(0) para todo
r> 0.

Podemos assim enunciar os principais resultados do Capitulo 4.

Teorema 2.9 Seja 0 < u € G(6, go, H,") anulando-se continuamente sobre OH,". Entao,

w(z) = uley,) - . (36)

Teorema 2.10 Seja 0 < u € Sy A(H,') anulando-se continuamente sobre OH, . Entao,
u(z) = uley,) - . (37)

A prova destes dois Teoremas passa por um resultado fundamental que pode
ser essencialmente entendido por comportamento de solugoes ditado por hiperplanos uni-

versais. Precisamente,

Figura 8 — Hiperplanos ditando o crescimento de solugoes.

Hn

Fonte: Elaborado pelo autor.

Teorema 2.11 (Controle universal entre hiperplanos) Seja 0 < u € G(6, go, H,")
anulando-se continuamente sobre OH. Entao, ezxistem constantes 0 < ¢ < C' < o0,

dependendo apenas de n, 9, gy tais que
cu(en) -, <u(z) < C-ule,) - xp. (38)

Similarmente, se 0 < u € Sy A(H;}) anulando-se continuamente sobre OH entao a esti-
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mativa (38) se verifica para constantes ¢ e C dependendo de n, \, A.

Como mencionamos anteriormente, a suposicao de que as fungoes sao nao-
negativas nao pode ser suprimida como podemos ver quando consideramos o polinomio
harmonico p;,(r) = z; -z, com i < n. Na realidade a condi¢ao do sinal pode ser posta
de lado, no caso quaselinear, se assumirmos de partida que as solugoes sao Lipschitz
continuas em H, . Este fato serd mostrado no Coroldrio 4.9. No Capitulo 4 obtemos
ainda alguns resultados do tipo Liouville para solu¢ées no R™ e em semi-espagos H;". Eles

serao enunciados e provados nas segoes 5 e 6 do Capitulo 4.
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3 REGULARIDADE LIPSCHITZ E ESTIMATIVAS DE DENSIDADE PARA
PROBLEMAS DE FRONTEIRA LIVRE COM DUAS FASES EM CLAS-
SES SOB PEQUENA DENSIDADE DA FASE NEGATIVA

3.1 Existéncia e Estimativa L> para minimizantes globais de Fg

Nesta secao estabelecemos a existéncia e estimativa L para minimizantes
globais de funcionais do tipo Eg. Como no caso de uma fase, a teoria de existéncia
segue um procedimento padrao conhecido para este tipo de resultado (Anélise Funcional
essencialmente) mais propriedades peculiares do contexto de Espagos de Orlicz conhecidas
de antemao no Capitulo 2 ou delineadas em Martinez e Wolanski (2008). Para completude
do trabalho apresentamos uma prova completa deste resultado. Antes, uma defini¢ao se
faz necesséria.

Definigao 3.1 Dizemos que u € WVY(Q) € um minimizante de Eq sobre K, se

E¢(u, Q) = min Eg(v, ),

veK,

onde ¢ € WHH(Q) N L>®(Q2) com [, G(|Ve|)dz < oo e
K, = {v c L'(Q): / G(|Vv|)dx < 0o, v = ¢ sobre 89}.
Q

Minimizantes sobre K, sao os que denominamos minimizantes globais.
Proposicao 3.1 (Existéncia) Seja G € G(, go) e suponha que Eg(p, ) < co. Entao,
o problema de optimizac¢ao

min Fg(v, Q)

veEK,

tem, no minimo, um minimizante sobre K.
Prova: Seja {u;} uma seqiiéncia minimizante para Fg em K,. Se 7 = inf,cx, Eq(v) <

00, entao para 1 << 7 € N temos
T < Eg(uj) <741

Pelo Lema 2.1 (G - 3) e Lema 2.3 temos

IVull; < C (/Q G(1+ |Vuj|)d:v>1+6 < C(8, 90,7, 1, f, G(1), Q). (39)

Em particular,

/Q G(IV (1 — p))dz < C.
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Agora, por estimativa do tipo Poincaré, Lema 2.4, e Lema 2.1 (G - 2) obtemos
/ G(lu — ¢|)dr < C(1+ go) - (1 +d)' .
Q

Isto nos d4 que {u;} ¢ limitada em WHC(Q). Assim, por reflexividade (Teorema 8.31 em

Lieberman (1991)) podemos assumir que
uj —u em WH(Q).

Por estimativas acima e desde que WH%(Q) < L'°(Q) temos u =  sobre 9Q e u;(z) —
u(z) para q.t.p. € Q. Observe ainda que,

A(f1, f2)(u;)(x) — A(f1, f2)(uw) () para .t.p. z € {u > 0} U {u < 0}. (40)
Para o caso em que v = 0, notamos que
Afr, fo) (u)(z) < lijrgiogf/\(fh f2)(uj) (). (41)

Pelo Lema de Fatou combinado com (40) e por (41) temos

[ MG )@ < timint [ A fo) )
Q J=7oo Ja

Por convexidade temos

[ GV > [ Gvuas+ [ o(vu) - Vi -

v

Agora, desde que Vu; — Vu em Q concluimos que (G — 4) implica em g(|Vu|)|VZ| €

Lé(Q) Assim, obtemos por dualidade que

/ G(|Vul)dz < liminf/ G|V |)da.
Q I Ja
Isto nos garante que u € K, e

Eq(u,Q) < inf Eg(v, ),
veK,
provando que u é um minimo para (29).
[
Definicao 3.2 Uma funcdo u € WZ}JCG(Q) é dita ser um minimizante para o funcional
Eq(-,Q) se para qualquer ¢ € Wy©(Q), tivermos
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Eg(u, Q) S Eg(u + w, Q)

Segue da definicdo que v ¢ um minimizante para Eq(-,€2) se, e somente se, V D CC

com fronteira Lipschitz

E¢(u, D) = min Eg(v, D),

vEK,,
onde K, = {U € WH¥(D) : v = u sobre 8D}.

Algo que segue das definicoes é que todo minimizante global é também um minimizante
no sentido acima.

Observagao 3.1 (Equvaléncia de Funcionais) Considere os sequintes funcionais:

I(v) = / GV + M (fi f)@)dr e T(v) = / G(Vo]) + Aol i, fo)(0))da

onde

AL(f1s f2)(0) = (fi = f2)X o<y — (f1 = f2) X{o=0}
e

Ao(f1, f2)(0) = (fa — f1)X g0y — (f2 = f1)” X{v=0}-
Note que,

Eg(v) —IG /fz e Eg(v) /f1

Ora, esta simples observacao nos garante que u é minimizante de Eg se, e
somente se u é minimizante para os funcionais I}, e I3. Este tipo de informacao se faz
util uma vez que permitira a troca de funcionais convenientemente a fim de simplificar
provas de resultados posteriores, comecando pelo resultado a seguir.

O resultado que mostraremos abaixo garante que minimizantes para Fg sao
limitados. O interesante nele é que a dependéncia das estimativas dependem tunica e
esclusivamente da condigao de fronteira.

Proposigao 3.2 (Estimativa L*>°) Seja G € G(0, go) e u um minimizante para Eg sobre

K,. Entdo, u € L>*(Q) satisfazendo as sequintes estimativas
igfgp <wu(x) <supp q.t.p. z € Q.
Q

Prova: Primeiramente observe que podemos assumir, sem perda, que infg ¢ <
0 < supg ¢. Do contrario, u > 0 q.t.p. em (2 e a estimativa segue como no Lema 3.2 em

Martinez e Wolanski (2008), uma vez que o problema se reduz ao caso de uma fase. Para
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verificar a estimativa inferior consideramos a seguinte perturbacao de wu:

u; =u+e(u—m),
com 0 < e <1em=infg e < 0. Usando, portanto, a minimalidade de v com respeito a

IZ, chegamos a

| 1609u) + deths fwlde < [ (14 )1 =) G(Val) + Al o o)

o

onde (2 = {u < m} Uma vez que u e u_ sao estritamente negativas em €2, temos

G(|Vul)dr < (1 + go)(1 —)*F° G(|Vul)dx.
Qm Qm
Logo, para ¢ suficientemente préximo de 1 segue que [, G(|V(u —m)~|)dz < 0, o que,
mediante condicao de fronteira, implica u > m q.t.p. em §2. A estimativa superior pode
ser verificada de forma similar por considerar a perturbacao
uw =u—e(lu—M)"
e o funcional I}, ao invés de I3,
[ |

Observagao 3.2 Como conseqiiéncia da minimialidade de u e da estimativa L™ obte-
mos wm controle universal para a norma WH(Q) de minimizantes. Com efeito, por

minimalidade,
/ G(|Vul|)dx < Eg(p) + 2u|Q| =: M,.
Q

Logo,
[ull ey < Mo+ @l Lo -

Isto nos permite assumir um controle universal para a norma Wh%(Q) de minimizantes
em S(£2, 90, go, €0, 11, M).

Observacao 3.3 Se as funcoes de fase sao ordenadas, digamos, fo > fi em €0, entao
minimizantes sao subsolucoes globais, isto €, sao subsolugoes em todo ). Em outros
termos,

Lou>0, em Q

para a correspondente fun¢ao g. Deizamos a verificacdo deste fato para o momento ade-

quado (Veja Observacdo 3.8). Analogamente, fo < fi implica que Lyu <0 em Q.
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3.2 Regularidade Hélder uniforme na classe S(€2, 4, go, o, 1, M)

Nesta secao estamos interessados em provar que, localmente, fun¢oes minimi-
zantes na classe S(€2, 6, go, €9, 14, M) sd@o Holder continuas. Mais precisamente, provaremos
que fungoes em S(£2, 4, go, €0, pt, M) sdo C’lgo’cl_ (©). A prova deste fato segue de perto os ar-
gumentos utilizados no Teorema 4.1 em Martinez e Wolanski (2008). Enfatizamos, todavia
que, este resultado, é muito importante ante as nossas pretensoes. Sua prova é delicada e
um tanto quanto longa, no entanto, a apresentaremos completamente. Como nosso resul-
tado sera provado em classes de minimizantes a condi¢ao de nao-degeneracidade, isto é, a
limitagdo de G(1) por baixo, scra fundamental para a estimativa Hélder uniforme obtida.

Gostarfamos de frisar que existem estimativas desenvolvidas no resultado a
seguir que desenvolverao um papel chave na prova do principal resultado deste Capitulo,
a saber, Teorema 2.7.

Teorema 3.1 (Estimativa C%! local) Sejau € S(,4, go, 0, pt, M) e € (0,1). Entao,
u € C’O’Q(Q). Precisamente, para qualquer ¢ CC §2 existe uma constante universal

loc

C = C(6,go.m,a, M, 1) tal que

C 20 M
[u] o0y < C = max <Cl - max {g, 1}, a>.
<0 min {(%)1+1/5,dist(90,89)}

onde

£:= %(1 —a)/(n+a—1),

e C1 = C1(6,90,m). De fato, C = C(n,d, go, €0, pt, M, o, dist (€2, 0€2)) > 0.
Prova: Por definicao de S(€2, 9, go, €0, 11, M) existe uma funcional do tipo

Eo(u, Q) = / G(Vul) + ACfu. fo) (u)]da

tal que w é um minimizante de Eg, sup|u|] < M e 0 < fi, fo < p. Pelo Lema 2.5, é
Q

suficiente mostrar que para qualquer 0 < a < 1 e Qy CC €, existe 0 < py < dist(Qg, 02)
tal que

G(|Vu|)dr < Cp™ 1 para todo y € Qy, e para todo 0 < p < py < dist(Qo, O9).
By(y)
Assim, seja o € (0, 1) e fixe g CC Q com y € Q. Considere r > 0 tal que B,(y) C Q. Por
simplicidade de notacao assumiremos y = 0. Seja w a solugdo para o seguinte problema
de Dirichlet
Lav=0 em B, e w—ueWy%B,).

Pelo Teorema 2.3 em Martinez e Wolanski (2008) temos
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- [G([Vu]) = G(|Vw|)]dr >
C'(g0,0) (/ G(|Vu — Vwl|)dz —I—/ F(|Vul])|Vu — Vw|2dx) , (42)
A2 Al
onde
Ay = {x €B,: |Vu—Vul| < 2|Vu|}, Ay = {a: €B,: |Vu— Vul| > 2|vu|}

e F(t) = g(t)/t. Por outro lado, pela minimalidade de u segue que
/B [G(IVu]) = G([Vw])dz < /B AU f2)(w) = A o) (u)]de < Cn)pr™. (43)

Agora, combinando as estimativas (42) e (43) concluimos que

G(|Vu — Vw|)dz < C(n, go, d) pr™ (44)

Az

/ F(|Vul)|Vu — Vwl’dz < C(n, go, 6) ™. (45)
Ap

G(t)

Seja £ > 0 e suponha que r° < 1/2. Desde que a fungao =~ é crescente, (g —2) e (45)

garantem que

G(|Vu — Vuw|)dx
A1ﬂBr1+5
G(|Vu — Vw])
= Vu — Vw|dz
/AlﬂBT1+E |VU’ - le | |
1/2
< oo [ v VulG(Vul)
AlﬂBT1+g |VU|
12 1/2
< cto ([ EEPwu-vufar) ([ cavuas
Ay |VU| B, 1+4e
12 1/2
< C(go0) (/ M|Vu—Vw|2dx> : / G(|Vul)dx
Ay |V'U/| B 14
1/2
< Cptm? ( / G(|Vu|)da:> , (46)
BT1+5

onde C' = C(n, 6, go). Combinando agora as estimativas (44) ¢ (46) chegamos novamente



53

aC =C(n,0,g0) > 0 tal que

/ G(|Vu —Vwl|)dz = / G(|Vu—Vw|)dx+/ G(|Vu — Vw|)dz
B 1+te A1NB, 14 A2NB 1+
1/2
< COpt? | e 4 2 (/ G(|Vu|)dx> : (47)
Batye

Note agora que pelo Principio do Maximo (Lema 2.8 em Martinez e Wolanski (2008)),

temos,
[l oo,y = Null oo (5, < M. (48)

Portanto, para r < 1, segue pela propriedade (28), Observacao 2.2 e (G — 3) que para
qualquer 3 € (0,n)
G(|Vul)dx
Br1+5
< C(5,g0) (/ G(Vu - Vw|)d:r+/
Br1+€

B a+e

G(|Vw\)d:c>

IN

1/2
Cut’? | 2 4 /2 (/ G(|Vu|)dx> +orf
B,,,1+E

1/2
< CLA4+wr’+01+ ,u)%rﬁ/2 (/B G(|Vu|)da:> : (49)

rlte

onde C' = C(d, go,n, 3, M). Observe agora que se definirmos

A :=/ G(|Vul)dx
Brl—t—s
entao, pelo que verificamos acima temos

A

IN

cla+pr?+ 0+ u)%rB/QAl/z]

IN

C -(1 +p)r® +2(1 + ,u)%rﬁ/QAl/Q]

IN

C [P0 + )2 + AV - A] .
Logo teremos
(C+1)A< C(Tﬁ/z(l +M)1/2 +A1/2)2 = (C+ 1)1/2A1/2 < Cl/Q(TB/z(l +M)1/2 + A1/2)‘

E portanto,
AL/2 < [(C+ 1)1/2 +01/2] Cl/er/Q(l +H)1/2-
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Assim, enquanto ¢ < 1/2, obtemos

/ G(|Vu|)dz < [(C + 1)V/2 + CV2PC(1 + p)r’. (50)

Desde que 0 < a < 1 considere § := (14-¢)(n—(1—a)) e po := min {(%)1“/5, dist (o, GQ)}
Agora, escolhemos ¢ tal que 0 < £ < (1 —a)/(n 4+« —1). Isto nos d4, 0 < 8 < n. Logo,
para 0 < p < py com r = p*/1+%) temos que r° < 1/2 e portanto (50) transcreve-se como,

G(|Vu|)d93 < [(C + 1)1/2 + 01/2]20(1 + #)pn—i-oz—l _ 6pn+o¢_1’
By

onde C = C(0, go,n, o, M, i1). Finalmente pela estimativa (11) obtida no Lema do tipo

Morrey concluimos para

€= %(1 —a)/(n+a—1) que

atl
[u]a,ﬂo < max 01'111&)({271}7 2 M ).
S0 min {(4)11/, dist(20, 09) }

O Corolario a seguir é conseqiiéncia da continuidade de minimizantes.

Corolario 3.1 Seja v um minimizante de Eg(-,$2) entdo
Lyu=01in Q\ {u = 0}.

Prova: Desde que u € Cf.(Q) temos que Q\ {u = 0} é um conjunto aberto. Considere
ne CP(Q\ {u=0})e assuma que K = supp 7. Sejam my = infg |u| e My = maxg |7|.

Para 0 < |g| < mg/M,, vemos que

{fu>0}NK={u+en>0}NK and {u<O0}NK={u+en<0}nK.

Portanto,
Eo(u +en) = / GV (u+ en))) + Al fo) (w)]de.
Assim,
0 = lim —(Eg(u+cn) — E (u))—/ (V)2 . Tnda
T2 ¢ ! e Q\{u:O}g V]
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3.3 Estimativa Log-Lipschitz em S(€2, 0, go, o, i, M) para o caso degenerado

Esta secao é motivada em virtude do que mostramos na secao anterior pela
seguinte questao: Serd que C%! é a regularidade étima para qualquer minimizante em
S(Q,0, go,c0, t, M) quando consideramos § ¢ gy com toda generalidade? Sabemos que
para o caso particular em que § = gy = 1, a regularidade 6tima é C%'. Aqui mostraremos
que para o caso em que o operador £, é "genuinamente degenerado” temos uma pequena
melhora quanto ao que ja mostramos com respeito a regularidade de minimizantes em
S(92,9, g0, €0, 1, M). Como estamos lidando com uma condigao nova para os operadores
L, acreditamos que uma explicacao sobre ser genuinamente degenerado seria de bom tom.
Sabemos que os operadores £, tém dependéncia em dois parametros (6, ¢gp). Quando
lidamos com o caso particular em que G(t) = t?, sabemos que o operador é degenerado
se 2 < p < oo e ésingular se 1 < p < 2. Definimos assim um conceito similar para
operadores onde G € G(4, go)-

t

Definicao 3.3 Seja G € G(6,90), G' =g e Q4(t) = %, t > 0. Dizemos que o operador

eliptico L, € (fortemente) singular quando

min i= Iin < 1.
(90) RGER 9o

Similarmente, L, € (fortemente) degenerado quando

Diremos ainda que L, é fracamente singular se 0 < (8)maz < (90)min = 1.

Por simplicidade chamaremos os casos (fortemente) singular e (fortemente)
degenerado apenas de singular e degenerado. O Lema abaixo nos fornece critérios para o
novo conceito definido.

Lema 3.1 (Critério para £, fracamente singular/singular/degenerado) Seja G €

G(9,90) e G' = g. Entao,

1. L, é singular se @ ¢ decrescente para todo t > 0.

2. L, € fracamente singular se, e somente se, L, ndo € singular, G nao € uma poténcia

e @ € nao-crescente para todo t > 0.

, t , ~
3. L, € degenerado se, e somente se, # € nao-decrescente para t > 0.

Prova: (i) Como L, é singular temos,

Assim,
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g(t)

provando que %~ é decrescente.

(ii) Se L, é fracamente singular, temos (go)min = 1 € portanto, £, nao pode ser singular.

() =
g(t)

implicando que %~ é nao-crescente para t > 0. Além disso, como (0)maer < 1

Ainda, temos que

Z40]

) g Dao
pode ser constante.

Afirmo agora que, G é, a menos de produto por uma constante, uma poténcia de ¢ se,

e somente se, tg;—g) é constante. De fato, se G é poténcia, obviamente tg/(—g) é constante.
Suponha agora que

tg'(t

M =p>0,Vt>0.

g(t)

Neste caso h(t) = t™Pg(t) é tal que h'(t) = 0,V ¢t > 0. Logo, h é constante, g é uma

poténcia, donde G(t) = c(p + 1)t*P™, uma vez que G(0) = 0. Assim, como tzl(—g) nao é

constante, G nao é poténcia de t.

Suponha agora que £, nao é singular, G nao ¢ uma poténcia e @ é nao-crescente para
todo t > 0. Isto implica que 0 < (0)maz < (90)mins (G0)min = 1 € tz(—it)) < 1, ou scja,
(90)min < 1. Logo, (go)min = 1, provando que L, é fracamente singular.

(iii) Ora,

t Y\
# ¢é nao-decrescente V ¢t > 0 se, e somente se (#) >0, Vt>O0.

Em continuidade temos que, para todo t > 0

() 0 02

ou seja, L, ¢ degenerado.
|
A partir do Lema acima obtemos o seguinte resultado.
Lema 3.2 Seja u um minimizante para um funcional do tipo Eg tal que G satisfaz (CQ)

com (8)maz > 1. Assuma B.(zy) CC Q e v solugdo de
Lyo=0 in B(z9) e u=wv sobre 0B, (o).
Entao, existe uma constante C' > 0 dependendo apenas de 9, gy e j tal que

/B _[GOVu) ~G(Vide 2 C [ GOVu— Vs (51)

B, (z0)



o7

Prova: Seja
A= {a: €B,: |Vu- Vu| < 2|vu|} e F(t) = g(t)/t.
Assim, como § > 1,
/A F(|Vu|)|Vu — Vw[’dz > 2% /A F(|Vu — Vo|)|Vu — Vo

> 27 [ G(|Vu — Vo|)dz.
Aq

O Lema agora é conseqiiéncia imediata de (42) combinada com a estimativa acima.

[ |
Observagao 3.4 A estimativa acima serd extremamente dtil para demonstrarmos a es-
timativa Log-Lipschitz para minimizantes de funcionais cujo operador associado € dege-
nerado. Notamos, todavia, que para os casos em que Eqg estd associado a operadores

singulares e fracamente singulares temos

/ F(|Vu|)|[Vu — Vwl[’de < 2% [ G(|Vu — Vu|)dz.
Ay Aq
0 que impede de usarmos a técnica aqui desenvolvida para provar estimativa Log-Lipschitz
para 0s dois casos acima citados.

O Lema a seguir serd 1til para nossos propésitos posteriores. Ele é um tipo de
comparacdo integral entre fungoes em W% e £,-solugoes.
Lema 3.3 Seja u € WHY(Bg(x)) e v solugdo fraca de

Lyoo=0 em Bg(z).

Entao, existem constantes C' > 0 e 0 < o < 1 dependendo apenas de n,d, gy tais que, para
cada 0 <r < R,

/B GV — (Vo), ]de <

C {(%)W/BR G(qu—(Vv)RDdx-i—/BR G(|vu—w|)dx], (52)

Prova: Ora, por (G - 3) obtemos

/ (G Vu — (Va), )]de <

r

(11 go) [ G(IVu - (Vo) de+ [ G(I(Vw), - (W)A)dx] , (53)

B. B,

e
/B GV — (Vo) ]de <

T
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29°(1 + go) { ; G(|Vu — Vu|)dx + ; G(|Vv — (Vv),|)dx| . (54)

Agora, pela desigualdade de Jensen,
i G(|[(Vu)r = (Vo),)de < [B|G([(Vu)r = (Vo),|)

< /G(|Vu—Vv|)d:E. (55)

Logo, por (53), (54) e (55)
/B [G(|Vu — (Vu),])]dx <

C (o) [ | Gvu=viir+ [ G- (vwrndax] | (56)

[

De forma inteiramente similar, para r = R, obtemos

[ (65— (T <

c@m[ G(|IVu — Vol)dr + G<|<Vu—<Vu>R|>da:], (57)

Bn B,

Agora, pelo Lema 2.6, concluimos a partir de (56) que
| (60090 (Fu) iz <
B,

G(|Vu — Vol)dz + (i)W (v~ (Vv)r|)dm] , (58)

C(g0) { R

B

onde 0 < o =0o(n,d,gp) < 1.

Assim, combinagao de (57) e (58) chegamos a

/T[G(IW — (Vu),|)|dz <
C { <%>n+g /BT G(|Vu — (Vu)g|)dx + {1 + (%)nw} . G(|(Vu — Vv|)daz}

< 20 {(}%f /B G(|IVu — (Vu)p|)dz +

IA

G(|(Vu — VZ’|)CZZC:| , (59)

Br

finalizando a prova do Lema.

O proximo resultado garante estimativa Log-Lipschitz para minimizantes em
S(92,9, g0, €0, t, M) quando (§)mez > 1. A estimativa obtida no Teorema a seguir nos
permite constatar a necessidade de se considerar classes em que G(1) > g > 0.
Teorema 3.2 (Estimativa Log-Lipschitz para minimizantes - caso degenerado)
Seja u € S(9,6,go, €0, it, M) € assuma que § > 1. Entdo Vu € BMOy,.(S2). Precisa-
mente, dado Qg CC (), existem constantes Cy,Cy > 1, dependendo apenas de n, 9, go, i,
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tais que

1+ ) n %
”VUHBJWO(QO) S (g—OgO) . [Cl . dzst(QQ,GQ) + CQ] +o (60)

Em particular, u é localmente Log-Lipschitz continua e vale a sequinte estimativa

u(z) — u(y)] < C)[Vull o |z — yllloglr — yl] (61)

para quaisquer x,y € )y. Conseqiientemente, u € C’loo’cl_(Q).

Prova: Considere y € Qe 0 <7 < R = dist(Q0, 09). Por simplicidade fagamos y = 0.

Tomemos entao v : Bg — R™ solugao de
Lyw=0 em Bp, u=1v sobre 0Bp.

Agora, combinando (52), (51) e (43) - (para a bola Bpg), concluimos que, existe uma

constante universal C' > 1 tal que,

| GV (Vu)|ir <O {(%)m Qv (Vs B (62)
Defina
o(s) = | G(|Vu— (Vu)s|)dx.

Bs

Temos que g é nao-decrescente e para quaisquer 0 < r < R satisfaz

r

o(r) < C {(E)"“ o(R) + R”] .

Suponha inicialmente que existe uma constante universal 0 < ko < 1 tal que kKgR < 7,

entao, pela desigualdade acima chegamos a

c| ()" o+ (2) ]

< ClR ™+ nKy"] ™ (63)

IN

o(r)

Considere agora uma constante 0 < k < 1 e fagamos r = kR. Entao,
o(kR) < Ck""o(R) + CR". (64)
Escolhendo x = C~7 obtemos

o(kR) < K" 3 o(R) + CR". (65)
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Processo de iteragao do argumento nos da que, V j € N,

o(K" "' R)

IN

k"3 (K R) + CK™R"

K22 o(KITIR) + CHMR™M1 + K2)
J
KUV O(R) + CRIMR™ - Z(,{ )
i=0
< H(j+1)(n+%)p(R) + Comjan,

IN

vl

IA

[e.e]
onde Cy = C' Z(/i%)’ Finalmente, por (63), podemos encontrar j > 0 tal que k/ 2R <
0

i
r < kTR e, desde que k < 1,

o(r) < gUHDOHD) o(RY + Cor/™ R"
- (n+%) . R n
(n+§) i 2 n n
< K <R) o(R) + Cor’ (/«;U”)R) r
< [K"TDRTO(R) + Cor™ "] - 1"

Agora, pela propriedade (G - 3), desigualdade de Jensen e Observagao 3.2 temos
o(R) <2471+ go) | G(Val)do < .
Q
Portanto,

G(|Vu — (Vu),|)dx < [5/€(”+%)dist(§20, o))" + Coﬁ'_%] .

B

Mais uma vez pela desigualdade de Jensen,
G (7[ Vu— (Vu)r|d3:> < [éfz(”*%)dist(ﬂoﬁﬂ)_" + 005-2”] = ().
Agora, usando (G - 2) concluimos que

Vu — Vurdxgw-max C’m,C”T‘S . 66
1 1

B, €o

Isto prova que Vu esta no espaco BMO. De fato, assumindo que C; > 1 temos

o !

||VU||BM0(QO) <

O resultado agora é conseqiiéncia imediata do Lema 2.6.
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3.4 Classes nao-degeneradas: Motivacao via Inclinacao do Grafico de Minimi-
zantes ao longo da Fronteira Livre, Compacidade e Escalonamentos Apro-

priados

3.4.1 Motivando as classes nao-degeneradas de G(0, go)

Na primeira parte desta Secao temos por meta motivar a necessidade de se
estabelecer classes nao-degeneradas de N-fungoes do tipo G(d, go) as quais foram apresenta-
das no Capitulo 2 (Preliminares). Procederemos inicialmente por argumentos heuristicos
explanando sobre o contexto geral dos espacos de Orlicz-Sobolev, todavia, se a regu-
laridade 6tima de minimizantes e da fronteira livre forem conhecidas (isto é, quando
minimizantes sao Lipschitz e a Fronteira Livre ¢ C1%) o argumento tornar-se-4 rigoroso.

Comecamos observando heuristicamente que se a regularidade Lipschitz é co-
nhecida para, pelo menos, uma solugdo de um problema de Fronteira Livre como (5)
entdo precisaremos, de fato, nos concentrar em subconjuntos especiais de G(d, gg). Sob
esta perspectiva suponha que temos uma solugao 6tima (no que tange a regularidade)

para o seguinte problema de Fronteira Livre

Lyu=0 in {u> 0}
H(|Vul)=A>0 on F(u):=d{u>0}NBH (67)
u>0 in By

onde
H(t)=gt)t—G(t) for t>0.

Neste caso, afirmo que o gradiente desta solucao, ao longo da fronteira livre,
é controlada por cima e por baixo por poténcias negativas de G(1), desde que G(1) seja
suficientemente pequeno. De forma precisa, existem constantes positivas C; = C1(\, go)
e Uy = Cy(\, 6, go) tais que

1 1+g0 1 171-5
= < < Gy | == 1 F*
4 (G(l)) < [Vu| < Oy (G(l)) ao longo de (u), (68)

sempre que G(1) < min {)\(1 + go) 7', 1} e a solugao u assim como sua fronteira livre
F*(u) forem suficientemente regulares.

Com efeito, suponha zy € F(u) e seja p = |[Vu(xg)| > 0 (pelo Lema de Hopf). Entao,

At | X A A1 1
g(]_) . max{p‘S, pgo} 1 +g0 G(l) max{gﬁ, KJQO}

Agora, desde que G(1) < A(1 + go)~ ! temos
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L\ g\
> B .
S G()

Para provar a outra desigualdade, observamos que H'(t) = ¢'(t) -t > dg(t) para t > 0 por
(CQ). Assim, pela continuidade de g temos H (t) > dG(t) para t > 0. Isto implica,

5-G(1)
14 go

A=H(p)>5 Glp) > 1 plteot.

-min{p

Assim, como G(1) < 1 obtemos

(I1+g0) A 0 (I+g0) A B 1\
eme{ (S2) 7 (22) T (&)

Isso mostra heuristicamente a desigualdade desejada.

Figura 9 — Gréfico de u entre os planos de inclinagao determinados
pelas constantes em (68).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observamos que a primeira desigualdade em (68) sugere fortemente que solugoes
do PFL como (67) nao podem satisfazer uma estimativa Lipschitz (local) uniforme com
respeito a classe G(6, gg), uma vez que é permitido a G(1) ser tao pequeno quanto se deseje
na classe G(9, go). Neste caso, |Vu| pode se tornar tao grande ao longo de F'*(u) quanto
se deseje.

Assim, uma vez que, as conclusoes acima obtidas para PFL’s como (67) sao, no
minimo, heuristicas (veja Martinez e Wolanski (2008)), nao devemos esperar um controle

(local) Lipschitz uniforme para minimizantes de funcionais do tipo

Eo(u, By) = / G(Vul) + A Xusopld,

B
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a menos que se imponha um controle por baixo para G(1) restringindo G(6, gg), uma vez
que tais minimizantes sdo também solugoes de um PFL como (67). Vale ressaltar que
podemos realmente fazer esta discussao heuristica rigorosa, se a regularidade 6tima da
fronteira livre esta disponivel. Isto é feito no exemplo a seguir.

Exemplo 3.1 Considere os sequintes funcionais
Ej(u, By) =/ [G5(IVul) + Xqusoyld,
By

onde G;(t) = oF-t* e a; > 0. Neste caso, 6 = go = pu = 1. Temos claramente G; € G(1,1)

e Gj(1) = . Observe que,

1
Ei(u) = a? - Fi(u) = 04]2.{ ; [|Vu|2 + &X{u>0}]d1’}~
1 j

Isto garante que u é um minimizante de E; se, e somente se, u € um minimizante de F;.
Seja u; um minimizante para E; tal que 0 < u; < M. Isto pode ser obtido muito sim-
plesmente por considerar um processo de minimizacdo com alguma funcao que prescreva

o dado de fronteira e esta seja nao-negativa e limitada por M. Assim, concluimos que
u; € 8*(By,1,1,1, M)™(0) para todo j > 1.

Desde que as u;’s sao também minimos de F;, seque pelos resultados de Alt e
Caffarelli (1981)e Caffarelli, Jerison e Kenig (2004) que em dimenséesn =2 oun =3 a
fronteira livre é uma superficie analitica e pela teoria de reqularidade eliptica as u;’s sao

solugoes cldssicas do sequinte PFL

Au =0 in {u >0},
|Vu| = i] on F(u):=0{u>0}nB;

a

u > 0.

Logo, se eziste uma estimativa Lipschitz (local) uniforme com respeito a S*(By,1,1,1, M)*(0)

entao temos

1 1
——— = — = |Vu,;(0)| < |u;|con < 0.
Gj(l) o | ]( )| > [ ]]C (B1/s)

Isto necessariamente implica em uma limitagcao uniforme por baizo e estritamente positiva
para G;(1).

Este exemplo mostra que, para a estimativa Lipschitz uniforme ser vialida,
devemos limitar-nos a lidar com alguns subconjuntos nao-degenerados de G(9, o), a saber,

subconjuntos de G(d,go) onde G(1) é estritamente maior que uma constante positiva



64

fixada, estes conjuntos sao, na realidade, as classes nao-degeneradas apresentadas no
Capitulo 2.

3.4.2 Um resultado de Compacidade para Subclasses nao degeneradas de

g<57 gO)

Nao ¢ dificil se convencer da existéncia de seqiiéncias em G (0, go) € G5(0, go) que
convergem uniformemente para a funcao nula em quaisquer subconjuntos compactos de
[0, +00). Quando nos restringimos a classes nao-degeneradas tal fenémeno jamais ocorre.
O proximo Teorema estabelece um resultado de compacidade em topologias apropriadas
para subclasses nao-degeneradas de G3(d, go)-

Teorema 3.3 (Compacidade em Gg(0, go,£0)) Seja 0 < <1 er, L >0. Defina

Fr(eo, L) = {G € Gs(9,90,20) : G(1) < L}.

Se {G;} C F.(eo, L) entdo existe uma subseqiéncia, ainda denotada por {G;}, e G €
G (6, go,€0) N C*P(0,00) tal que G; converge para G na topologia C*7 sobre quaisquer
subconjuntos compactos de (0, +00) para todo vy € (0, 8) e na topologia C* sobre quaisquer
subconjuntos compactos de [0, +00).

Prova: Considere {G}},,, uma seqiiéncia em 7 (eo, L). Desde que cada G; é crescente,
podemos assumir que 0 < 7 < 1. Por (G —2), G;(1) < (1+go) LT~ 1190 =: [;. Portanto,

a condigao de nao-degeneracidade G(1) > gy implica que

min{t" 0 #1190} < G4(t) < Lo(go + 1) max{t' ™ #7900} ¥ ¢ >0 (69)

€o
(90 +1)

e por (g —1), (9 —2) e (CQ)
gomin{t’, 1} < g;(t) < (1+ go)Lomax{t’, t*} V¢ >0, (70)

0 < gj(1) < go(1 + go)*Lomax{t’~", ¢~} V1 >0. (71)

Uma vez que G; satisfaz a condi¢do (MC - ), observa-se que ¢’ é uma fungao S-Holder
continua. Com efeito, afirmamos que para qualquer intervalo fechado K CC (0, 4o0)

existe uma constante positiva C; dependendo apenas de 9, gg, 5,7, L e K tal que

[95]cos(r) < Ch.

De fato, seja Q;(t) = Z;%. Entao, desde que g; > 0 em K por (70), Q; € W'H(K) e
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1 1
Vi, t+relg = [§i}1<ft, S?(ptﬂ—ii%ft]

l

[ gyt < QD) o o) g 5) s

l .
(5 1%f t
Entao, pelo Lema de Morrey (veja Teorema 1.1 em Han e Lin (2011)) obtemos

6\6(57 90, B)

(% i%f t)ﬁ . (72)

(Qjlcos ) <

91 yma fungao Lipschitz continua em K (uma vez que tem derivada

t
localmente limitada) concluimos que g’(t) = QW98 ¢ 3 Hlder continua em K e (70),

t
(71) e (72) implicam

Assim, por ser

[93]00'6(& = Q- gj/tlcosx)
< (am(K) PNQ s - 93/ + 105t s - [@lemata
5(57907/87-[())

1 B
(21%ft)

IN

LO ' <€<57g0»57 K) +
S 01(57.9076)[/)7—7 K)

Assim, todas as estimativas anteriores implicam que para qualquer intervalo fechado
K ccC (0,00) temos

||Gj||CZ,B(K) S 027 02 - CQ<5) gO)/B7L7T) K) (73)

Portanto, existe uma subseqiiéncia ainda denotada por {G;} e uma fungao G € C*#((0, +00))
tal que

G; — G em C27(0,00) paratodo vy € (0,3) onde G satisfies (CQ).

loc

Considere agora g := G’ em (0,00). Para finalizar a prova, precisamos extender G de

tal forma que G € C'[0,00) e mostrar que G; — G em C} [0,00). Assim teremos G

loc

pertencendo a G(§, gy). Para tanto, o caminho natural é definirmos G(0) = 0e G(t) = G(t)
se t > 0. Observamos que G € C°[0, c0) uma vez que (69) implica para 0 < t < 1,

G;(t) < Lo(1 + go) - 7.
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Passando o limite, temos G(¢) < Lo(1+ go) - t'*° para 0 < t < 1 que nos d4 lirél+ G(t) =0.
t—
Argumentando da mesma forma com as estimativas

0 < lim Gl < Lo(1+ go) lim #° =0,

t—0t 1 t—0+
0<t<1=g;(t) < (1+g0)Lot’,

vemos que G € C1[0,00) e G; — G em C} [0, 00). Isto finaliza a prova.

3.4.3 Escalonamentos Apropriados

Encerramos esta Se¢ao com algumas observagoes sobre escalonamentos. Mui-
tas estimativas para minimizantes de funcionais do tipo Eg envolvem constantes univer-
sais, ou seja, constantes em funcao das constantes de ellipticidade 6, gg, de p, o limitante
das fungoes de fase, da constante de Holder continuidade de @), e da dimensao n. Algumas
vezes acontecera destas constantes universais também dependerem de G(1).

Desta forma, é importante que nossos minimizantes admitam um reescalona-
mento que normalize os valores de G(1). Este fato é o que nos permite executar um
argumento de compacidade usando o Teorema provado na Subse¢ao anterior para realizar
uma anélise de blow-up na préxima secao. Para s > 0 definimos os seguintes escalona-

mentos nao lineares

Gs(t) := .S’G(;(’?i))

Abaixo registramos importantes fatos sobre estes escalonamentos em uma Pro-

and  Gi(t) .= G(st). (74)

posicao.

Proposicao 3.3 (Propriedades dos Escalonamentos)

G €G(0,90) = G €G(0,90, (1 +g0)™) e Gs(1) < 1. (S-1)
G € G5(0,90) = G, € Gs(d,90. (1 +90) ™) e G(1) < L. (5-2)
G € G(3,90,€0), s> 1= G* € G(J,09,%0)- (S-3)
G € Gs(8,90,€0), s > 1= G € G(6, g0, 0)- (S-4)

Prova Seja G € G(9, go). Observe que as reescalas em (74) preservam regularidade. Defina

), _tgt) ey L)
Qt) = , 9=G", Q)= ") gs =G\ and Q(t) = ROk g =G
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(S-1) e (S-3) seguem do fato que G é uma funcao crescente, de (g — 2) e por

*
S

Qs(t) = Qi(t) = Q(st) Vvt >0,

Gi(1) = G(s) 2 G(1) = eo.

Para provar (S-2) e (S-4), colocamos H(t) := Q,(t) = Q%(t) para G € G3(d, go) e portanto

T+K T+K ST+SK
/ H(6)|dt = s / @ (st)]dt = /

Isto completa a prova da Proposigao.

S .
8

Q' ()]d¢ <

3.5 Exemplos nas Classes nao-degeneradas de G(6, go)

Esta Secao é dedicada especialmente a apresentacao de exemplos de N-funcoes
pertecentes a classes nao-degeneradas de Gr;,(9, go) € Ga(4, go). Verificamos ainda que se
a constante de controle C(d, go) para a estimativa adicional satisfeita por N-fung¢oes em
GLip(0, go) € escolhida de forma apropriada, entéo a classe G, (9, go) permanece invariante
por uma variedade de operagoes elementares, tais como combinagoes lineares (positivas),
produtos, composicao e colagens de ordem C?. Isto mostra, de fato, que as classes nao-
degeneradas sao consideravelmente grandes.

O primeiro fato que observamos aqui ¢ que as condigoes (CP) ¢ (CQ) estudadas
em Lieberman (1991) nao sao suficientes para assegurar compacidade nas classes do tipo
G(d,90). O exemplo a seguir mostra isto.

Exemplo 3.2 [Falta de Compacidade em G(9, gy)] Para cada 0 < & < 1 consideramos

a familia de funcoes definidas a um parametro e dadas por

%ﬂ se 0<t<1
G(t)=q et +3(1 -+ Lt —&  se 1<t<1+¢
= (1+3e)t+35+3e+:e2 se 1+e<t.

Por construgao G. é uma N-funcao de classe C*([0,00)) para cada 0 < e < 1. Além disso

temos:

(¢ se 0<t<1

GUt)i=g:(t) = £+ (1=t +L se 1<t<1+e¢

[ 2t — (14 3¢) se 1+e<t.
(&

1 se 0<t<1

get) =< t+1-1 se 1<t<1+¢
2 se 14+e<t.
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Considere agora o quociente
tgL(t)
9:(t)

Vemos que para 0 <t <1 = Q.(t) =1, para [1,1+ €| concluimos que Q. € crescente de

Q- (t) =

tal modo que

1= Qa(l) < Qs(l +€) <2

Finalmente, set € [1 +&,00) o quociente Q. € decrescente e tal que

2 B 2(1+¢)
SCCELREEEE S

<2

Portanto, 1 < Q.(t) <2, V t > 0, garantindo que G. € G(1,2,1/2) para todo 0 < ¢ < 1.
Nao é dificil verificar que G. — Ggo uniformemente em subconjuntos compactos
de [0, +00) quando € — 0 onde

142 0<t<1

?—t+1 para t>1.

Também notamos que Gy € CH1([0,00)) \ C?[0,00) ¢, portanto Gy & G(0,go) quaisquer
que sejam 0 < 9§ < go.

Um outro fato que observamos é que G, (9, go) & Gs(0, go) para todo 5 € (0,1).
Com efeito, seja G € Gr;p(0, go) com g = G’. Assim,

, OO0
QON = o g0 ”( >
(g0 +C(5,90) + 2

C (3. 90)
t

Q

<

Q)+l -

<

Portanto, para qualquer ¢, x > 0 temos

o 5 L (0, 0) 5 C(d, 90, )
! A B < D0 B
| e (3)|dSSC(5,90)/t s < SOy gy < SO
A inclusao estrita é verificada no préximo exemplo.
Exemplo 3.3 Seja B € (0,1] fizado e defina Ggy : [0,00) — [0,00) por

_;_:4_{{ 0<t<,
2 142 1 1
D24 2 — 45, > 1

Gp)(t) = {

Ry



Cdlculo direto mostra que G(g, € C*(0,00) com derivadas:

_£+§7 0<t<l1

Gl (1) == t) = 0
(5)() Q(ﬁ)() { (Bin(t_l)ml"'%t_é’ t>1.

t2
ggt) =4 o v=r=t
t—-1)°+1 t>1

Afirmo que existem 0 < § < gy dependendo apenas de [ tal que

tg(s (1)
()]
0 < Qp(t) = < Go-
” 95 (1)
Com efeito, para t € (0,1] temos
6 — 3t
1<Qp(t)=5— <3

Considerando agora t € (1,00) temos:

2t — )P+t +2(t —1)8
6(t— 1) +3(B+1)t—pB—1

Qe (t) =3(B+1) =3(8+ 1)Tip)/(8),

onde{ =t—1e
2P e+ 2P 11
S GEATL 1 3(BH1)E+28+2

Uma verificagdo simples mostra, por exemplo, que

T (€)

<Tp(€) <2

D =

Logo,

Y < Gy <65+ 1)

Afirmo agora que G(g) satisfaz a condi¢ao (MC - 3). De fato, em (0, 1] temos

292 18
! < 2J0 _ 2
Qo) < 22 ==

Para s € (1,00) temos

6(3+1)  36(8+ 1)2 . $9(5(s)
s s 9 ()

|Q/(5)(3)| <

Todavia notamos que
sg(s(s) 1 _
B = Se)(s) - (s - 1)1,
g (s) s

69
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onde
6(5 + 1)sPHt

SO = Ga )P 1 35(5 4 D)(s — 1) 4 282 4 25

Notamos ainda que a fungdo I(g)(s) € estritamente positiva e seu valor de mdzimo ocorre

em s = 1. Logo, temos que
3
Sp(s) < 3

Portanto, para s € [1,00) temos

6(6+1)  36(8+1)° 3 1
Qg (5)] < (5: )4 (6; ) +E'¥(S_1)B_l'

Assim, para quaisquer t,k > 0 temos

t+k t+k 1
/ Qg (s)lds < [3652+785+50]/ —ds+6/ (s —1)°'ds
t

t

t+k (B

< P(ﬁ)/t ds+;;3/ (s — 1°~1ds

= Pﬁ(tg)[(tw) —tﬁ]+w{[(t—1)+k]ﬁ—(t—l)’g}
< C;f)kﬁ

Diante de tudo que mostramos temos que para qualquer € (0,1),
Gs) € Gs(1/6,12,1/8).
Por fim, note que para qualquer 0 < <y <1 e qualquer compacto K D [1,1 + €] temos

G () = g(5(1
sl ® =5ty _ e
|t—1|w t—1+

[9() ). 5c = limy e

Provando assim via prova do Teorema 3.8 que G(g) & G+(0, go) para qualquer f < v < 1.

De agora em diante redirecionamos nosso foco sobre as classes G, (6, go). Com
respeito a estimativa (C-Lip) iremos considerar o caso particular em que a constante de
controle é dada por C(6, go) = go(go—1) com go(go—1) > 1/4. Ou seja, quando gy > %ﬁ
Primeiramente informamos que tal particularidade nao é restritiva, com efeito, observamos
que tal escolha torna a classe Gr;,(0,go) invariante por muitas operagoes elementares
(apontadas abaixo) e é natural uma vez que associada a esta estimativa estao N-fungoes
do tipo G(t) = t? ou ainda G(t) = t? + t?. Além disso, desde que go(go — 1) — o0
quando gy — oo, podemos considerar gy uma constante eventualmente grande a fim de
comtemplar mutias situacoes concretas.

No que segue, citamos alguns exemplos concretos que pertencem a Gr;,(0, go).

1. O primeiro exemplo que gostariamos de citar é o caso em que g(t) = t*,p > 0. Em
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ordem, para t > 0, temos

Logo, § = p e go = max{p, (1 +v/2)/2}.

. Um outro exemplo simples é quando temos ¢(t) = at? 4+ bt? com a,b > 0,0 < p # q.
Para t > 0 temos

: lg" ()]

Qt) = > min{p,q} e WO maz{|p(p — 1), la(q — DI}
Assim, § = min{p, ¢} e go = max{p,q, (V2 +1)/2}.

. Considere agora g(t) = t’log.(at + b), para p,a > 0 e b,c > 1. Temos

p< Q) = p+ at <ot 1
p= - P (at + b)In(at +b) — P
Célculo direto nos mostra que
1 2g"(t) 2p
—Iplp — 1) — — < <Iplp—1)| + L.
plp = 1) =7 < o0 S pp =D+
Logo,
t*1g"(¢)] 2p 1
0< < —1 —, .
ST S leem Dl masy
Assim, ¢é suficiente considerarmos d =pego=p+ 1+ ﬁ

. Considere g(t) = t?/log,(at +b), para a > 0, ¢,b > 1 e p > (Inb)~'. Veja que

p— ﬁ <Q)=p
Derivando agora ¢'(t) chegamos a
o -1l - 22 < T <y L2 2
Portanto, .
0< % <Iplp— D+ 1;7;()229 + (ZnQb)Q'
O resultado segue se considerarmos, por exemplo, § = p — ﬁ ego=p+ % + 2.

. Podemos ainda considerar fungoes tal que g € C'(0, +00) e sao da forma: g(t) = at?
para 0 <t < tge g(t) = bt?+ c com t > ty. Tomamos a,b,p,q >0ed # 0. Unma
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conta simples mostra que

tg'(t) p se 0<t<tp

- gc to <t
— se .
q bt + ¢ 0=

Veja que se ¢ > 0 entao para t > t; temos

> p.

> —
q9~>4q T

Caso ¢ < 0 temos

< ac <
T e =P

Isto nos leva a considerar a priori § = min{p, ¢} e go = max{p, q, 1+2‘/§}.

Também temos,

tg”(t) p(p — 1) se 0<t<t

= —1)c

Notamos agora que para t = tg

g —1e_ g1, ()

1) —
alg—1) btd + ¢

Logo,se ¢ > 1,c > 0et >ty chegamos a
q(g—1) = p(g—1)
que nos da ¢ > p e conseqiientemente
max{q(q —1),1/4} = |p(p — 1)|.
Caso, ¢ < 0 entao por conta anéloga
q(g—1) <plg—1)

donde p > ¢q e dai
qlg—1) <q(p—1) <plp—1).

Suponhamos agora 0 < ¢ < 1,d > 0 et <ty. Neste caso, por argumento anterior

qglg—1) <plg—1)
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nos levando a ¢ > p. Em particular,

—1 <min{g(p —1),p(p — 1),q(¢ — 1)}.

Portanto, diante de (77)

tg"(t
W (78)
g(t)
Para ¢ < 0 concluimos que ¢ < p. Assim, se p < 1 ainda temos (78). Todavia se
p>1
!
<l (t)
g(t)

Uma vez que p > p(p — 1) apenas se p < 2 segue que podemos tomar § = min{p, ¢}
€ Jgo = ma,x{p, q, 2}

6. Semelhantemente ao caso anterior, para quaiquer constantes positivas to, a;, c;,
i =1,2,3 e j = 1,2, existem tnicas constantes ¢ > 0 e d # 0 tais que a funcao

diferenciavel dada por
g(t) =ct™, para 0<t<ty ¢ g(t)=c1t™ + cot® +d, parat>tg,
satisfaz a condi¢ao (C-Lip) para

0= i 4 - 5 Wy 1 2)/2} - )
ot € o0 pglon ot (422} o0

parar =1—d/g(ty) e casod <0 e

§ = min{ (1 — gi) min {a;}, al} e go= max}{ai, (V2+1)/2},

(to) ) ief{2,3} i€{1,2,3

caso tenhamos d > 0.
7. Um outro exemplo similar que satisfaz a condi¢ao (C-Lip) é dado por uma fungao

diferenciavel g definida por
g(t) = c1t™ + cot™, para 0<t <ty e g(t)=cst®+d parat>t,
onde a;, ¢;, ty sao constantes positivas. Temos

0= ]iniéls}{ai} e go = max{ay,as,2as, (1++3)/2}, sed<0e
ie{1,2,:

0 ={ar,az, (1 —d/g(to)) as} e go = I?laéﬁ}{ah (vV2-1)/2}, casod>0.
1€41,2,¢
Como mencionado previamente, as seguintes operacoes elementares deixam invariantes a

condicao (C-Lip).
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e Combinacoes lineares finitas por coeficientes positivos: Sejam Gi,--- ,G,,

N-fungoes tais que G € Go(05, 90,5) € seja g; = G, 1 < j < m, entao para A\; > 0

j=1

definamos

Temos ,
G(t) = / 9(s)ds € Griy(5, g0)
0

m

para 0 = min{d;} e go = ZQO,J‘Q
j=1

e Produto de N-fungoes: Seja
t
G; = / gi(s)ds
0
para i = 1,2 onde G; € Gri,(95,90,),7 = 1,2, entdo
t
G = [ u(s)ga(s)ds € Griy(6.0)

0

com 0 = 01 + 02 € go = Go,1 + Jo,2;
e Composigao de N-fungoes: Se G = g}, j = 1,2 com G € Grip(dj, go;), entdo

onde g(t) = g1(g2(t)), pertence a G»(d, go) com § = 4y - d2 € go = Go,1 * Jo,2;
e Colagens finitas de ordem C? de N-fungoes: Sejam G, -- , G,, N-funcoes tais
que G; € Grip(dj, goj), com G = g; e suponha que existam 0 < t; <ty < --- <

tm_1 < 00 tais que:
Gj(t;) = Gia(ty), gi(t;) = gir(t;) e gj(t;) = giia(t)).
t
Entédo, G(t) = / g(s)ds € Grip(9, go), onde
0

comi=0,1,..m—1,t =0, =min{d;} e go = max{go;}
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3.6 Carater Lipschitz Pontual sob Condicao de Pequena Densidade - (Prova
do Teorema 2.7)

Esta secao é devotada a prova de um dos principais resultados deste Capitulo,
o Teorema 2.7. Na direcao de prova-lo apresentaremos um Lema que providencia uma
estimativa colocando em perspectiva o carater da continuidade Hélder e/ou Lipschitz de
funcoes. Uma vez enunciado e provado este Lema o usaremos na seqiiéncia.
Lema 3.4 (Carater da Continuidade Holder/Lipschitz) Seja w : (0,1] — R uma
fungdo nao-negativa e nao-decrescente tal que w(1l) < L para alguma constante L > 0.

Suponha 0 <7 <1e0<a<1 tais que

Entao,

w(r) <7 “Lr*  para0<r <1
Em particuar, se u € uma fungdo limitada em By tal que supp, |u| < L e
sup |u| < max {L Spelktl) palmtl) gy |u|} para todo k >0, (80)

m<k
B_k+1 =M= B_k—m

temos a sequinte estimativa,
lu(z)| < 77“L|x|* paratodo x € Bj.

Prova: Com efeito, afirmamos que w(7%) < 7°*L para todo k > 0. Provemos isto via
processo de inducao sobre k. Por condicao inicial a afirmacao é verdadeira para k = 0.
Assuma agora que nossa afirmativa continue sendo verdadeira para todo k < ky € N\ {0}.

Assim, por hipétese de inducao, para qualquer m € N com 0 < m < kg

w(Tko—m)Ta(m-l—l) < 7,oz(ko—m)L,Toz(m-l—l) _ LTa(kO—H).

Esta estimativa e (79) implicam em

w(Tko-i-l) < max {L . Ta(kn+1)77-a(m+1) "LU(TkO_m)} < Lrko+1)
0<m<ko
provando a afirmacao. Se 0 < r < 1, podemos encontrar kg € N tal que 7F0+! < r < 7ho,
Logo, pela afirmacao e pela monotonicidade de w concluimos que
Ta(ko-i—l)L

w(r) < w(rh) < 7ok = 2 < 7o
T
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A segunda parte do Lema segue simplesmente por observar que w(r) = supp_|u| satisfaz
as hipdteses da primeira parte do Lema.

[ |
Observagao 3.5 Observamos que as condigoes w(l) < L ou supg u < L ndo podem ser
suprimidas do Lema anterior. De fato, considere a fun¢io u(x) = prL|z|* em By onde
N7a+1

— (e}
supp ,,, U = wLt

> 1, de modo que supg, u > L. Veja que a estimativa (80) € satisfeita. Com efeito,

(k+1)+1 a+1

e uma vez que uT* - > 1 obtemos que

max. {L.Ta(k-i—l))’ Fotn) g |u|} _ maX{L(Tk—l—l)a’ #Ta(k+1)+1L} — proleD+p
<m<

B,.k—m

Todavia, a desigualdade |u(z)| < 7-*L|z|* ndo se verifica qualquer que seja x € By \ {0}.

Figura 10 — Grafico quando consideramos o = 1 no Lema anterior.

L x|

Fonte: Elaborado pelo autor.

Somos enfim detentores de todos os ingredientes necessarios para provar o

Teorema 2.7. Por comodidade vamos reenuncia-lo.

Teorema (Teorema 2.7) Existe uma constante universal 0 < ¢ = ¢(n, §, go, €0, i, 5) << 1

tal que a estimativa

2-maX{M,1}
c

ju(z)] <

vale para toda u € Sf(é, 9o, €0, 1, M )(x0) sempre que O, (zg,7) < ¢ para todo 0 < r < 1.

|x — x|, VYV a€ Bi(xg) (81)

Além disso, a mesma estimativa é verdadeira se substituirmos a condi¢do O, (zg,7) < ¢

por O} (zg,7) < c.

Prova: Sem perda de generalidade podemos assumir que o = 0. De fato, suponha
que o Teorema seja verdadeiro para minimizantes em Sf (6, 9o, €0, 14, M)(0) e considere
u e SU(0, 9o, 0, i1, M) (20). Entéo u(z) = u(z 4+ x0) € S8, g0, €0, 1, M)(0). Aplicando
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portanto o Teorema para u e retornando para u obtemos

2-max{M,1
lu(z)] < c{ J | — x|, Vo€ Bi(xo). (82)

A prova sera dividida em dois casos:

Caso 1: u € S2(3, go, €0, 1, 1)(0).

Desde que 0 < ¢ < 1 (de fato, ela é uma constante suficientemente pequena), Lema 3.4
aplicado com L = 1/¢,7 = 1/2 e @ = 1 mostra que em ordem para provar (82) neste caso,
é suficiente verificarmos que existe uma constante universal ¢ > 0 tal que para qualquer
u e SP(8, go, 0, 1, 1)(0) satisfazendo ©; (0,7) < ¢ para todo 0 < r < 1 tenhamos

sup |u(z)| < max { L Stk=m) }, Vk>0 (83)

. Ok+17 m+1
B, (rt1) 0<m<k | c-2 2

onde S(j) := sup B, |u|. Assim, supomos por contradigdo que a condigao (83) nao possa
ser verificada. Portanto, para cada 7 € N, j > 2, podemos encontrar nimeros inteiros

k; > 0 e fungoes u; € 515(5, 9o, €0, 14, 1)(0) tais que

sup |u;| <1,
By
_ ks 1 .
0,,(0,27%) <= =0 quando j — oo, (84)
J
mas " )
v J g\ —m
B ?ipﬂ) |uj (g;)| > Og}naéfj {2kj+17 om+1 } (85)
2 J
onde
Sij(kj —m)=sup J|u;|, 0 <m <k
B —(kj—m)

Além disso, note que (85) implica em k; > log, 7 — 1 — 0.

Para o que segue consideramos a seguinte familia de fungoes auxiliares

uj(Q_ij)
. = 4= B .
Vj () Sj(kj 1), T € Dyk; (86)

Uma vez que a densidade é invariante pelo reescalonamento acima, (84) implica que

o <0} Bil _1
| B1| g
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Temos ainda que, para cada u;, existem G; € G3(d, go,€0) € 0 < f1j, fo; < p em By tais

que u; € um minimizante de
Eg, (uj) = ; [Gi(IVw]) + A(frj, f25)(uj)]da.

Por outro lado, via Observagao 3.1, u; minimiza Eg, se e somente se u; minimiza o

funcional

12 (u;) = / G5V ) + f; () ]dz,

onde f;(u;) := Xa(f1, f2,)(w;). Pondo g; = G podemos considerar a seguinte familia de
reescalonamentos nao-lineares
G,(at)

0;9;(05)’

G;(t) == G,,(t) = onde o =2 .5;(k; +1). (88)

Nestas condigoes, Proposicao (3.3) implica em

Gj€Gs(8,90,(1+g0)7") e Gj(1) < 1. (89)

Novamente por (85), ,
r2 e o o)

Definimos agora, para cada j, o seguinte funcional

Fy(w) = /B (Vo)) + F,(w)ldz.

ok

onde 73<w)(3§) = )‘2(71,j>72,j>(w) (ZI}) € para L= ]-7 27

(27K
Fogtr) = 252 2]

0;95(0;)
Afirmamos que v; é um minimizante para F;. Com efeito, para qualquer ¢ € Wi (Byk;)

temos
V() = S;(k; +1) - h(2Mw) € WO (By).

Portanto,

2kjn N kjn
Fi(v; 41, By,) = ——1I% (u; + 9, By) > ————
](U] + w 2k1) G (u] + @D 1) = Ujg(gj)

I3 (uj, By) = Fj(v;, By, ).
Ujg(o'j) G (U] 1) ](U] 2k3)
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Nos valendo mais uma vez de (85), por (90), pela condicdo de nao-degenerescéncia,
G,(1) > g, e por (G — 2) concluimos que

Si(k; —3)

Al o < 22 216 91
HUJHL (Bg) — Sj(kj+1) — ( )
¢ 1
— +9 M .
||fj(w)||Loo(Bs) < 5—00 Lol e — 0 quando j — oo, (92)

para qualquer fungao w : By, — R.
Esta informagao, juntamente com (89) implicam que para j suficientemente grande v; €
8(387 (57 9o, (1 + gO)_17 17 16)

Desta forma, a estimativa Holder uniforme - Teorema 3.1 com o = 1/2 - nos garante que
||UJ‘||00,1/2(B4) <16+ C(n, 4, go)-
Assim, podemos concluir que existe uma fungdo v, € C%V/2(By) tal que
Vj — Uy uniformemente em Bj. (93)

Prosseguindo o argumento consideramos agora {w]}j21 uma seqiiéncia de solucoes em

Wi (B4) para a scguinte seqiiéncia de problemas de Dirichlet
Liwj=0 em By e wj=v; on 0By,

onde os operadores £; sao dados por

. _ Vw _ —
Lijw = div (gj(|Vw|)W> , g;=Gj.

Agora, usamos uma versao ligeiramente modificada das estimativas de estabilidade ((47),
(49), (50)) desenvolvidas na prova do Teorema 3.1. Uma inspecao cuidadosa dessas esti-
mativas revela que todas as estimativas que trabalhamos com B,1+- podem ser substituidas

por B, e a constante y substituida por || f;(w) . Também, (49) e (50) valem quando

_ ||Loc (BB)
substituimos § por n na situagao em que r > 1.
Dessa forma, uma combinacao dessas estimativas em conjunto para r = 4, encontramos

por (92) que

B _ 12 a
Gj(|vvj _ij|)d$ < O(n7(57 gO)'(Hfj(Uj)HLoc(Bg)) < C(n757 g07€07:u’) J 1/2' (94)

By
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Além disso, para todo j, (G — 2) e (89) garantem que

TESE min{t' 0 #1190} < Gi(t) < (go + 1) max{t ™ ¢t} V>0 (95)
9o

Logo, ao colocarmos
By := Byn{|Vv; — Vw,| < 1} and Bf := By N {|Vv; — Vw;| > 1},
chegamos, mediante (94) e (95), em

C

i > (1+g0)? (/B

¢ pela desigualdade de Holder

|V, — YV |* " da + /

Vu; — Va,[*Mdz |,
By

4

go—90
/ |V’Uj — V’U)j|1+5dx S |B4|ﬁ%70 (/ |V’Uj — ij|1+god;(;

4

) (146)/(1+90)

4

Portanto,
C 5— ¢
7 > (14 go)~2 |B4|14+96l (/ Vv, — ij|5+1dx> +/ Vo, — ij|6+1dx] 7
BZ BI

onde ¢ = (14 go)/(1 4 6) > 1. Assim, para C = C(n,d, go, €0)
% > /34 IV, — V| Hda.
Agora, segue pela desigualdade de Poincaré que
hi =v; —w; — 0 em W T(B,). (96)
Pelo Principio do Méximo e estimativa (91) temos

||wj||Loc(B4) = ||Uj||Loo(B4) < 16.
Ainda, Teorema 2.6 garante que existe uma constante C' = C(n,d,g9) > 0 tal que
|willgra(p,y < €. Logo, podemos encontrar we, € CY/2(By) tal que, a menos de sub-
seqiiéncia,

W; — Wo uniformly in Bs.

Vw; — Vw, uniformly in  Bs.
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Desta foram concluimos que v, = Wy em By via (96). Uma vez que dispomos de (89),
podemos usar nosso resultado de compacidade - Teorema 3.3 - para concluir que existe

uma N-fungio G, € G(8,go) N C*#(0, 00) tal que, novamente a menos de subseqiiéncia,

G — Gy e @j/ — G’ uniformemente em subconjuntos compactos de [0, 00),

— . .
G; — G5 uniformemente em subconjuntos compactos de (0, c0).

Para o que segue afirmamos que v,, é um minimizante(global) do funcional dado por
I(v, B1) = [, Goe(|VV)dz, e,

I(v) < (v + ). Vi € CX(By).

De fato, desde que v; é um minimizante de F;, para qualquer fungdo ¢ € Cg°(B;) dada,

temos que

[ G170+ 7))o < / V(0 + ) + (0 + Qldr. (97)

B

Desde que Vw; ¢ uniformemente limitada em B pela estimativa C®, segue por con-

vergéncia uniforme que

G;(IVwj]) = Goo(|Vvec|)dz — 0. (98)

By

Uma vez que
G;(|V]) < 27(1 + o) |G, (IV (v; — wy)]) + G;(| V)],

conclufmos por (94), (98) e pelo Teorema 4.9 em Brezis (2010) que existe h € L'(B;) tal
que
G;i(|Vv;]) <h  qt.p. em By.

Portanto, como Vv; — Vv, q.t.p. em B;, o Teorema da Convergéncia Domi-

nada de Lebesgue implica que

Ej(|ij|)dx — Goo(|Vusl)da
B1 Bl

Passando a uma subseqiiéncia, se necessario, encontramos

1G;(IV(v; + ) (2)])] < hy(x) para q.t.p. z € By,
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para

h = Clan) [+ 1+ sup (9| € 2(B2),
B1

Novamente pelo Teorema da Convergéncia Dominada

/B GV, + )dr — | Coal| V(000 + ). (99)

By

Em adicdo, por (92) encontramos

fj(vj)da: —0e Tj(vj + ¢)dr — 0.
Bl Bl

Portanto, passando o limite em (97), vemos, como afirmado, que Yo € C3°(B;)

Goo(|[Vuse|)dz < G|V (Voo + )| )dz.

Bl Bl

Isto implica que para g := G., Vs é uma solugdo fraca para

LocVoo = div <goo(|Vvoo|)%) =0 em By,

com Go € G(0,90)

e U5(0)=0 e 0<v,<2 e Supvy, =1,
By

onde o primeiro fato na ultima linha acima segue pela estimativa de decaimento da den-
sidade dado por (87), o segundo fato segue por
supg, [u;(27%2)|  S(k))

1= _ <9
Sup [v5| S,k + 1) S,(k; + 1)

e para o ultimo fato observamos que

Si(k;+1
SUp Vs = lim sup |v;| :hm](]—il)

=1.
B2 J By J Sj(kj )

Portanto, pela desigualdade de Harnack (Coroldrio 1.4 em Lieberman (1991)) temos para
Co = Co(0, 90,n) >0

1 =supve < Ch-1v5(0) =0,
By

que é uma contradigao. Desta forma, (83) se verifica e o0 mesmo acontece com (82).

Caso 2: u € S7(8, go, €0, 1, M)(0) para M > 1.
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Como antes, u é um minimizante de um funcional do tipo Fg da forma

Bofu.B) = [ [G19u) + A, o))}
1
com G € Gg(9, g0, €0), t > 0 ¢ supp, |u| < M. Agora, nao ¢ dificil ver que se definirmos
v := u/M, entdao supp, [v| < 1 e v é um minimizante de Eg; (w) = [, [G(|[Vw]) +
A(f1, fa)(w)]dx. Desde que, pela Proposigao 3.3, G3, € G(9,go,£0) temos que v €
Slﬁ(é, 9o, €0, 11, 1)(0). A estimativa fica provada ao aplicarmos o Caso 1 a v.
A prova do Teorema fica completa quando observamos que se 0.7 (g, ) < ¢ para todo 0 <
r < 1 o resultado segue, pois u € S (6, go, €0, p, M)(20) = —u € S7(8, o, €0, 1, M) (x0).
Assim, aplicamos o resultado provado para —u.
[ |
Para o que segue apresentamos uma Proposicao que é uma versao escalonada
do Teorema 2.7. Particularmente, mostramos de forma precisa a dependéncia que existe
entre a constante de Lipschitz de minimizantes e a escala onde a densidade torna-se sufi-
cientemente pequena aos nossos propositos. Essa Proposicao sera ttil para secao seguinte
no que tange a provar a regularidade Lipschitz de minimizantes além de establecer esti-
mativas por baixo da densidade da fase negativa nos pontos de contato entre as fronteiras
livres sob condic¢oes apropriadas.
Proposicao 3.4 Eziste uma constante universal ¢ = ¢(n,d,go, 5) > 0 (possivelmente
pequena) tal que a sequinte estimativa
o)) < 2R ), e () (100)
vale para qualquer u € Sf(é, 9o, €0, 1ty M) (x0) com p < po desde que O (xg,r) < ¢ ( ou

O (xg,r) < ¢ ) paratodo 0 r < p, onde py = po(d,go,c0, 1) < 1 é também uma
constante universal.

Prova: Sem perda podemos assumir que o = 0 ¢ considerar o caso em que O, (g, r) < c.
Desde que u € S5(6, go. €0, 1, M)(0) existem

Gegﬁ<5?g0>€0)7 0Sf17f2§,u7

tais que v é um minimizante de

Ee(u) = / (G(Vul) + Ao, fo)(w)ldz
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onde A(f1, f2)(u) s@o dadas por (30). Considere agora a funcao reescalonada v(z) := u(px)

para x € B;. Afirmamos que

(146)1
— . o
€ S2(8, go, (1 + go)~L, 1, M)(0 < py = (0 .
Ve SI .00 (14 L LMO) parm o< mm{ () }

Afim de mostar este fato, vemos que é suficiente provar que para qualquer bola B,.(yq) C
B1(0) e w € WHY(B,(yo)) com w = v sobre dB,(yy) tem-se

J() < J(w), (101)
onde o
T0.5.00) = [ [e0wan + I 0 -
fi(x) = filpx), parax € By and i=1,2.
Note que

A1, ) () (@) = M fr, f2) @) (pz), onde 7(x) :=n(p™"x), x € Bu.

Dessa forma, se definirmos w(z) = w(p~'x) entdo w € WY(B,,.(py)) com w = u sobre
0B, (pyo). Portanto,

T, B(w) = /B (G V(@) + Ao, Jo) (0) (2)]de

[G(IVulpz)]) + A(f1, f2)(u) (pz)|dz

Il
=)
bl >
—

Br(yo)

== /B L GIT A )y

1
= o Ee(u, B, (py0))

IN

E¢(w, By (pyo))
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Observe também que, pela Proposicao 3.3, G,-1 € G3(4, go, (1 + go) ™). Ademais, (g — 2)
e (G — 2) implicam, para p < pg, que

G(1) —(149) P —(1+g90)1 > _p—(1+6) >
L+ g0 “1+g0 B

[filpz)| | fo(p)] f

plg(p™) = Glp) >

e portanto

p~tg(p™t) p~tg(p

Sendo assim, uma vez que ||v||z=(p,) < M e 0 € F*(v), a afirmagao fica provada. Final-

mente, aplicando o Teorema 2.7 para v obtemos

2max{M, 1}
c

lv(z)| < x| Vz € B1(0),

desde que O (zg,r) < ¢ para todo 0 < r < 1, onde ¢ = ¢(n, 8, go, (1 +go)~ ', 1,8) >0 ¢
uma constante universal possivelmente pequena. Transcrevendo estes fatos em termos da

funcao u a prova esta completa.
[ |

3.7 Regularidade Lipschitz Uniforme via Propagacao da Condicao de Pequena

Densidade sobre a Fronteira Livre - (Prova do Corolario 2.1)

Nesta secao providenciamos a prova do Corolario 2.1. Novamente por como-
didade enunciaremos o resultado antes de demonstra-lo.

Corolirio 3.2 (Corolario 2.1) Considere u € S7(8, go, €0, 1, M)(0) € assuma que
O, (z,7) <c (ou®f(z,r)<ec) Vze€F (u)NBsy eparatodo 0<r<1/4,

onde ¢ > 0 € a constante dada pelo Teorema 2.7. Enlao u ¢ Lipschitz conlinua em By e

C() . IHELX{]\f7 1}
c Y

[U]oo-l(Bl/Q) =

para alguma constante universal Cy = Cy(n,d, go) > 0.

Prova: Suponha que 0 € F*(u) e considere zg € Bi/2(0). Desde que o caso em que
u(zp) < 0 pode ser tratado de forma andloga, podemos assumir que u(xg) > 0. Defina
d(zg) := dist(xg,0{u > 0}) e seja zop € 0{u > 0} tal que d(zg) = |zo — 20|. Se |z — 20| >
1/4, entao por estimativa local do gradiente, (27),

Vu(zo) < sup (Vu(e) <400 < O <2 a1y,

Bl/s(fco)
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uma vez que 0 < ¢ < 1. Caso |rg — 20| < 1/4 temos |z9| < 3/4. Ademais, u €
85/4(5, 90, €0, 1, M)(29) € ©,(20,7) < ¢ para 0 < r < 1/4. Portanto, pelo Teorema 2.7,

existe uma constante universal ¢ > 0,

< 2 - max{M, l}d
c

(o).

u(zo)

Desde que v é uma solucdo positiva para L4(u) = 0 em By (zo) para alguma funcao
g = G com G € Gg(0, go, o), desiguladade de Harnack provada em Liberman (1991)

implica em
w < 2¢o - max{ M, l}d

. (7o)  em Bag)/2(T0), (102)

where ¢q := ¢(n, 0, go). Novamente por (27) e (102), para r = d(xq)/4, temos

C Scq - O - M1
|Vu(zo)] < sup |[Vul < bt sup u < Co- U max{ , }
B,./2(wo) T B, (x0) c

O caso em que 0 € F'~(u) é tratado também de forma similar.
|
Combinando a prova do Corolédrio acima com a prova da Proposicao 3.4, ob-
temos o seguinte resultado escalonado.
Observagao 3.6 (Versao Escalonada do Corolario 2.1) Sejam ¢ e py como na Pro-

posicao 3.4, considere u € 55(57 9o, €0, i, M)(x0) com p < py € assuma que
O, (z,7) <c (ou®f(z,r) <c) Vz€ F*(u)N Bsyu(xy) eparatodo 0<r < p/i

Entao,
Co-max (M, 1
ooy < I s = Gy, gm) >0

Observacao 3.7 (Minimizantes com sinal) Sejam ¢ e py como na Proposi¢cao 3.4.

Observamos que
(AS 55(57 g07€07,u7M)(x0) = —uc 35(57 gO"gOv,U/?M)(‘rO)' (103)

Também, se u € Sg((s, 90, €0, 1, M) (x0) com p < pyeu>0 ouu<0 em By(xg), entdo

Cp-max { M, 1
[ulcoa(B, u(w0)) < . i } para  Co = Cy(n,d,g0) > 0.

Com efeito, por (103), podemos assumir que v > 0. Observe que O, (x,r) = 0 < ¢ para
todo & € Bs,/a(x0) ¢ 0 < r < p/4. O resultado segue pela Observacao 3.6. Na verdade,
pode-se provar Lipschitz regularidade para uma classe maior de minimizantes quando

estes tem sinal. A estimativa pode de fato ser provada para u € S;(9, go, €9, 1£)(0) desde
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que u > 0 ou u < 0 usando o Teorema 2.8.

3.8 Regularidade e Comportamento de Toque entre as Fronteiras Livres F'(u)"

e F(u)” - (Prova da Proposigao 2.2)

No paper classico Alt, Caffarelli e Friedman (1984), os autores estudaram

minimizantes de funcionais do tipo
J(u, By) = / {|VU|2 + A2 X{us0) T A1 X{u<oy T min(Ag, Ag) - X{UZO}}dCEa
B

onde A = A\ — Ay # 0, A1, A2 > 0. Para dar continuidade ao trabalho passam a considerar
A < 0 uma vez que o outro caso, isto é, quando A > 0 pode ser tratado similarmente.
Fixado a condicao A < 0 segue que minimizantes sao funcoes globalmete subharmoénicas
(veja Teorema 2.3 em Alt, Caffarelli e Friedman (1984)). Este fato juntamente com o
principio do maximo restringem a geometria de toque que podem tomar as fronteiras livres
F*(u) e F~(u). Essencialmente F~(u) ndo pode separar-se de F'*(u). Mais precisamente,
como apontado no inicio da Se¢do 6 de Alt, Caffarelli e Friedman (1984)), o conjunto
F~(u) \ F*(u) é vazio. Para o caso geral que tratamos aqui, se as fungoes de fase sdo
ordenadas, i.e, digamos fo > f; em B;(0) entdao o mesmo fenomeno acontece. Este é o
contetido de nossa préxima observagao.

Observacao 3.8 Seja u um minimizante de Eg em By com fo > f1 e G € G(6,90)-
Entao,

Lyu)>0em By e F (u)\F(u)=2.

Prova: Com efeito, dada qualquer funcao 0 < n € C§°(£2) e e > 0, segue por minimalidade

que
Ig(u) < Ig(u—en),
para Ao(z) = fi(z) — f2(z) < 0. Portanto,

/B GV (u — en)]) — G(IVul)) dz > / Ro() (Xtuso) — Xiuoneoy) dz = 0,

By

desde que {u < 0} C {u —en < 0}. Assim, definindo o funcional I(v) = [, G(|Vv|)d

concluimos que

.1 d
0 < Jim 2(I(u—e0) = 1) = T w—en)lg == [ g(Vu) T Vads. (100
Isto prova que u ¢ uma Lg-subsolugao. Agora suponha que zg € F~(u)\ F T (u). Neste caso
existe € > 0 tal que B:(xo)NFT(u) = @. Observe entao que L,(u) = 0 em {u < 0}NB.(z0)

eu < 0em B.(xy). Dessa forma, pelo Lema 8.1 em Martinez e Wolanski (2008) concluimos
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que Lgy(u) <0 em B.(xp) e portanto L,(u) = 0 em B.(zy). Finalmente, desigualdade de

Harnack implica que para uma constante universal C. > 0 com dependéncia em & temos

sup (—u) < C- inf (—u)<—-C.-u(xy) =0.
B, (o) B.2(x0)

Isto implica em u = 0 em B.(xp) e assim, g ¢ F~(u) o que é uma contradi¢ao. Portanto,

F~(u)\ Ff(u) = 2.
[ |
Ainda no contexto do paper de Alt, Caffarelli e Friedman (1984), mediante
combinagao (crucial) da regularidade Lipschitz com a propriedade de nao-degenerecéncia
(além da informacao de que A < 0), eles foram capazes de provar que a fase nao-positiva
tem estimativa de densidade por baixo por uma constante positiva ¢ universal ao longo

da fronteira livre F'*(u), em outros termos, existe uma constante ¢ € (0,1) tal que

<
|B, N {u <0} > e
| B, |

para qualquer bola B, C By com centro sobre a fronteira livre F'*(u) (veja Teorema 7.1
em Alt, Caffarelli e Friedman (1984)).

No caso em questao, a situacao é mais geral. Em particular, como apontado
anteriormente, nao ha uma ordenacao sobre as fungoes de fase f> e fi em relacao aos fun-
cionais (29). Assim, em principio, minimos nao sao nem subsolugdes nem supersolugoes.
Portanto, sob as condigoes aqui estudadas, as fronteiras livres F™(u) e F~(u) podem se
separar, i.e, F~(u) \ F*(u) # @. Uma situacao similar ocorre mesmo no caso padrao en-
volvendo o operador Laplaciano quando se considera uma configuragao nao homogénea.
Isto ocorre, por exemplo, em problemas de propagacao de chamas com um termo de forca
estudados em Lederman e Wolanski (2006).

Diante desta discussao torna-se uma questao muito interessante compreender
a condicao de toque entre as fronteiras livres e, possivelmente, informagoes geométricas
nos pontos em que ha o toque. Com respeito ao melhor que nos é conhecido, existem
poucos exemplos concretos na literatura que abordam estas questoes gcométricas para
minimizantes, além disso, quase todas dizem respeito ao cenario do problema de uma fase.
Nesta direcao, recentemente entramos em contato com um paper bastante interessante
num problema estudado por M. Allen e H. C. Lara (veja Allen e Lara (2014)). Neste
trabalho os autores investigam o toque das fronteiras livres (também no caso de duas
fases), em vértices de cones em um problema variacional muito relacionado. Isto ¢ feito
na esfera 2-dimensional.

Como conseqiiéncia do Teorema 2.7, podemos mostrar que se a regularidade
Lipschitz falha em ser a regularidade étima para um minimizante u € Sf (0, go, €0, pt, M),

digamos em um ponto, entao este é certamente um ponto de contato entre as fronteiras
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livres F™(u) e F~(u) e, nao somente isto, mas, também a fase negativa goza de uma
estimativa universal por baixo estritamente positiva neste ponto. Em particular, nos
pontos de contato, a fase negativa {u < 0} é livre de ciispides. Mostramos também que

se u nao é localmente Lipschitz em torno de zq, entao zy também é um ponto de contato

’
)

entre as fronteiras livres e a fase negativa é ’ assintoticamente livre de cuspide” em =z,
no sentido de que hd uma seqiiéncia de pontos ao longo F*(u) convergindo para x( e
escalas indo a zero, ao longo do qual a fungao densidade de ©; ¢é limitada por baixo
por uma constate universal estritamente positiva. Este é o conteido da Proposicao 2.2
apresentada no Capitulo 2. Mais uma vez para comodidade de leitura reenunciamos aqui
tal proposicao.

Antes de fazermos tal coisa, cremos que seria salutar dar uma explicacao para
a definicao dos conjuntos que colecionam os pontos onde regularidade Lipschitz pontual
ou Lipschitz local falham, a saber, a definicao de S, ¢ §;. Com respeito a S notamos
que o objetivo quando definimos tal conjunto é estudar quando uma funcao falha em ser
localmente Lipschitz. Localmente Lipchitz significa que todo ponto possui uma vizinhancga
tal que a funcao restrita a esta vizinhanca é Lipschitz. Se isto falha, é porque existem
pontos tais que para qualquer vizinhanga que tomemos de tais pontos a fungao nunca é
Lipschitz nestas vizinhangas. Desta forma, o conjunto S; estd exatamente colecionando

tais pontos. Isto diz que a defini¢ao
S = {x € By : [u]cor(p, () = 00 para todo 0 <r < 1/2}

esta bem posta. Quando lidamos com S, nos parece, a principio, que o mais natural é
que para cada z € By, que nao é pontualmente Lipschitz, existe um 0 < p, < 1/2 tal

que [u]co1(p,,) = 00. Em outros termos, temos definido o seguinte cojunto
S={x€Bips:36,,0<5, <1/2 tal que [ucoi(p,, @)(x) =00} .
Afirmamos que S coleciona exatamente os mesmos pontos que S,, onde
S, = {x € Bijs : [u]cor(p, () (z) = 0o para todo 0 < r < 1/2}.

De fato, primeiro observamos que

2M
O<s<r— [U]Co*l(Bs(:c)('I) < [u]co,l(B,r(x)(IE) < max {[U]CO,I(BS(z)(l‘), T} .
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Isto é claro pois a funcdo p — [u]co1(p, ) () é mondtona e

. { [u(x) — u(y) [u(2) — u(y) }

[u]coa (s, @) (z) = sup , sup
L l[z—y|<s,z#y |9U - Z/| le—y|>s |CU — yl
2M
< max q [u]eor(p,@)(T), —~ [

Além disso, se xy € S entdo existe 0 < J,, < 1/2 tal que

[U]Co,l(Béxo (zo)(io) = OQ.

Em particular, por monotonicidade,

[u]co1 (B, @o) (T0) 2= [U]con (s, o) (T0) = 00,

para qualquer 1/2 > r > §,,. Agora, se para algum 0 < r < §,, tivésssemos

[ulco.1(B, (z0) (T0) < 00

entao,

2M
oo o 1) < e { il o) 22

uma contradicao. Portanto, S C §,. Trivialmente, por definicao, S, C S.

Proposigao 3.5 (Proposigao 2.2) Sejau € Sf(é, 9o, €0, b, M) € considere os conjuntos

S, = {x € By @ [u]cor(p, (@) (7) = 00 para todo 0 <7 < 1/2}.

S = {a: € By : [u]cor(p, () = 00 para todo 0 < r < 1/2}.
Entao, S, C S C Fr(u)NF~(u) e

lim sup O, (z,7) > ¢ paratodo zg € S;.
FE(u)x(0,1)3(z,r)—(20,0)

limsup O, (xg,7) > ¢ para todo g € S,,.
r—0
onde ¢ = ¢(n, 6, 9o, ) > 0. Ademais, as estimativas acima sao verdadeiras se substituir-
mos ©, por ©F.
Prova: Desde que

[u]co.1(B,(20)) (To) < [U]coa(B, ()
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concluimos que S, C &;. Considere entao xy € ;. Neste caso podemos encontrar duas
seqiiencias {y, fn>1, {Unfn>1 C Bij2(x0) tais que:

Ty = To, Yp — To quandon — oo e p, = [1(n) = u(yn)| > n.

|$n - ynl

Uma vez que By = {u > 0} U{u < 0}U{u = 0}°UF*(u) vemos que zy ¢ {u > 0} U{u <
0} U{u = 0}°. Este fato é conseqiiéncia de estimativa Lipschitz interior. Com efeito,
no caso em questao existe ¢ > 0 tal que B.(z9) C {u > 0} ou B.(zy) C {u < 0} ou
ainda B.(zg) C {u = 0}. Observe que o dltimo caso é impossivel, uma vez que implicaria
0 = p, > n para n sufucientemente grande. Em quaisquer um dos outros casos temos, via
Proposicao 3.2, que L,(u) = 0 em B.(zy). Assim, pela estimativa do gradiente (Teorema
2.6) existe uma constante universal C; > 0 e n suficientemente grande tais que,

Ci-M
n <

lu(xn) — ulyn)| < sup |Vu| < 9 sup |v] =

< o0,
|._Tn - ynl BE/Z(zQ) € Be(z0)

o que é uma contradicio. Sendo assim, zy € F*(u) N By /2. Suponha entao que xo €
F~(u) \ F*(u). Neste caso, o ¢ F*(u) N By, que é um conjunto compacto, logo,
existe 0 < € < pg tal que B.(xo) N F*(u) N Byjs = &. Desde que u < 0 em B.(z0) e
u € SP(8, go, €0, 1, M) (), Observacio 3.7 garante que para n suficientemente grande,
|u(@n) — u(wo)]

n < < [u]oor(n, jy(a0)) <

Co - maX{M, 1}
< 00
|20 — o)

c-&

?

novamente uma contradigdo. O caso em que xg € FT(u) \ F~(u) é tratado de forma
andloga. Concluimos, portanto, que zo € F*(u) N F~(u). No caso em que zy € S
temos que para qualquer p < py existem z, € B%g(xo) NFEu) e 0 <71, < p/4 tal que

O, (z,,1,) > ¢ pois, caso contrario, Observagio 3.6 nos levaria a

Co - max{]\/[, 1}

[ulcoa (B, w0 < pp

¢ assim implicaria que xg ¢ S;. Agora, sec zy € S,, vemos também que para qualquer
0 < p < po existe 0 < r, < p tal que O (xo,7,) > ¢ pois, do contrario, Proposi¢ao 3.4

permitiria concluir que

2.
max{M,l} _
c-p

[u] co1(B, (x0)) (T0) < 00,

e portanto, zy ¢ S,. Isto finaliza a prova.
[

Observacao 3.9 Ao se tratar de pontos em S, podemos se um pouco mais precisos. De
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Figura 11 — No gréfico abaixo u nao pode ser um minimizante.

F(u)

o

9
AN

F(u)

Fonte: Elaborado pelo autor.

fato,
Sp C 6MF+(u) N GMF_ (u),

em outros termos, S, estd contido na intersecdo da ‘measure theoretic boundaries”de
{u > 0} e de {u < 0}. Para detalhes sobre este conceito veja pdg. 208 de Fvans e
Gariepery (1992).

Antes de encerrar este Capitulo ha mais uma coisa que é digno de nota que
¢é a questao da existéncia de minimizantes especificos. Em geral, nao é uma tarefa facil
mostrar que uma especifica fun¢ao, mesmo sendo uma solucao (no sentido da viscosidade)
para alguns PFL’s, nao é um minimizante. Existem poucos exemplos na literatura que
tratam deste fato e, estamos conscientes disso. Um dos primeiros exemplos importantes
foi obtido em dimensao 3 na Secao 2.7 de Alt e Caffarelli (1981). Neste paper algumas
solucoes de uma fase do tipo cone sao apresentadas para um PFL, todavia, provadas
nao serem minimizantes. Muitos anos mais tarde, L. Caffarelli, D. Jerison e C. Kenig
provaram que a mesma solugao nao é um minimizante até dimensao 6 (veja Proposigao
em Caffarelli, Jerinson e Kenig (2004)). Depois disso, D. de Silva e D. Jerison provaram
um resultado em De Silva e Jerison (2009) mostrando que esta solu¢do do tipo cone,
na verdade, é um minimizante em dimensao 7, proporcionando o primeiro exemplo de
uma fronteira livre singular para minimizantes em analogia com o cone de Simons para
a teoria das superficies minimas. Todos esses desenvolvimentos ocorrem para o caso em
que G(t) = t%. Nosso resultado (Proposigao 2.2), pode ser de alguma utilidade para
descartar solugoes no sentido da viscosidade de PFL’s do tipo (5) em ser minimizantes
para funcionais do tipo Fg no caso em que a regularidade Lipschitz (pontual) falha e

cuspides na fase negativa desenvolvem-se nos pontos de contato entre F'*(u) e F~(u).
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4 TEOREMAS DO TIPO PHRAGMEM-LINDELOF E LIOUVILLE PARA
EQUACOES DA FORMA QUASILINEAR SINGULAR/DEGENERADA
E TOTALMENTE NAO LINEAR EM SEMI-ESPACOS

Neste Capitulo discorremos sobre um outro problema muito interressante e
que versa sobre classificagao de solugoes de equagoes nao-lineares singular/degeneradas do
tipo L,u = 0 e equagoes totalmente nao lineares em dominios ilimitados. Aqui estabelece-
mos uma série de resultados classicos como Estimativa de Carleson (Carleson Estimate),
Desigualdade de Harnack até a fronteira (Boundary Harnack Inequality), Principio da

Reflexao de Schwarz, Lema da Oscilas¢ao de De Giorgi, etc.

4.1 A Geometria de Barreiras de Operadores de Pucci

Nesta secao, temos por objetivo construir funcoes barreira a partir de ope-

radores extremais de Pucci. Estas barreiras sao substitutos para a funcao capacitor de
poténcia em andéis que estao muito relacionados com a solucao fundamental para opera-
dores como o p-Laplaciano. Uma vez que tais fungoes tém gradiente nao-nulo, eles se
tornam subsolucgoes ou supersolucgoes para o operador quasilinear da forma Lg. Antes de
prosseguirmos, precisamos da seguinte observacao de algebra Linear.
Observagao 4.1 Sejan = (n1,--+ ,n,) € R™ e considere a matriz simétrica A :==n®n =
(aij)ijeqr,my onde ay; == mn; -n; e seja B := I, + aA. Se a # 0 entdo i € Spec(A) <=
1+ ap € Spec(B). Também, desde que A - & = (n,€) -0, temos que {AE, &) = (n,£)? > 0.
Entdo, claramente ||Al| = |n|* e desde que A é uma matriz auto-adjunta nao-negativa,
In|? € Spec(A) C [0, |n|?]. Desta forma,

a >0 = Spec(B) C [1,an|* +1]

a < 0 = Spec(B) C [a|n]* + 1,1]

Em particular se |n| =1 e a < a < @, temos
Spec(B) C [min{l,g + 1}, max{1l,a+ 1}]

Proposicao 4.1 (Barreira de Pucci - Subsolugao) Considere o sequinte problema de

Dirichlet
M;A(Dzvo) = 0 em Ai,:(0)

vo = 1 sobre 0By, (105)
v9 = 0 sobre 0B;.
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Ao definir v = %(n — 1)+ 1, temos que v > 2 ( desde que n > 2) e

—log, |z], se =2,
vo(z) = 1

106
m<|x|2_7 — 1), se v > 2. ( )

Em particular, existe uma constante universal 0 < ag < 1 tal que
1) ap - dist(x,0B;) < wvo(w) < ayt - dist(x,0B)) V x € Ai/2,1(0);
2) ap < % < aal, ao longo de 0By, onde v denota o vetor normal unitdrio interior
para O0Bq;
3) ap < |Vue| < ap! em 711/271(0);
4) Para A = X\s :=min{l,0} e A = Ay, :=max{l, go}, vo € uma L,-subsolu¢do cldssica
em A1/2,1(0) para todo g = G' onde G satisfaz (CP) e (CQ), i.e.,

EgUO Z 0 em ./41/271(0)

no sentido cldssico.
Prova: Se ®(z) = ¢(|x|) é uma funcio radial onde ¢ € C?(R™ \ {0}), temos

D) < £070 {wuxn B so’<|a:|>} o)

|z |z[> |z ?
Isto implica que

2 i_ " i 2 X _90/(|x|)
D*o(@) o= el e D) £ = e Vele

Desta forma ¢”(|z|) e ¢'(|x])/|z| sao autovalores de D*®(z) com multiplicidade 1 e n — 1

respectivamente. Se ¢ é escolhida decrescente e convexa entao,

My (D*®(x)) = An — 1>%‘|”" g (lal).

Assim, as fungoes

p1(r) = —log,r para o caso em que y = 2

po(r) = (27‘2 — 1)_1(7’2_7 — 1) para o caso em que y > 2

sao ambas decrescentes e convexas e satisfazem a seguinte EDO

A(n — 1)@ + A" (r) =0 parar > 0.
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Desta forma, pomos vg(x) = ¢1(|z]) (se v = 2) ou vo(z) = ¢a(|z]) (se v > 2) claramente
vemos que vy € C2(Ay/21(0)) N C(A,/21(0)) é uma solugio classica para o problema de
Dirichlet (105). Agora, pela unicidade do problema de Dirichlet acima vy é unicamente
determinada por (106). Desde que 1/2 < |z| < 1, claramente podemos estabelecer li-
mitacdo universal por cima e por baixo para a derivada ¢;(|z|), items 2) e 3) seguem por
direta computacao e 1) segue pela convexidade de ¢; (i = 1,2) e pelo cardter Lipschitz

de ¢;. De fato,
vo(x) = gillz]) > @, (1)(|2] = 1) = —ao(|z] = 1) = aq - dist(z, IBy),

vol) = illal) — wi(1) < ag - fla] — 1 < ap " - dist(x, DBy).

Para mostrar 4), observamos que se w € C? e |Vw| # 0, podemos fazer o cdlculo da
derivada (o divergente) e obtermos a seguinte estrutura da forma nao-divergente para o

operador L,

oVl
Low = Vu T (w)

onde T'(w) = Trago(A(z)D?*w), e A(x) é dada por

A(z) = I + <M _ 1) Vo _ Vuw

g9([Vwl) [Vw| [Vl

Em particular, pela Condigao Quociente (CQ) e Observagao 4.1, a matriz A, é uniforme-

V0
mente eliptica com constantes de elipticidade A\s = min{1,0} e Ay, = max{1, go}. Desta

forma, por (g — 1) temos

9([Vwol)

Vool T'(vp) > ¢(1) min {O‘Ol_gu»@ogo_l,aol_‘s,ao‘;_l}M;(g,AgO(DQvo) _0

£g’UQ =

Isto encerra a prova da Proposicao.

[ |
Observacao 4.2 (Versao Escalonada para a Barreira-Subsolugao) Sejam M,r >
0, N >0 exyeR" Observe que pondo

Ty (2) = 1o <:c —rxo)

entao M - Ty () + N = M + N sobre 0B, 5(wo), M - Ty () + N = N sobre 0B, (x) e

MEADHM - Topr(2) + N)) =0 em A, (0).

Similarmente como 1), 2), 8) e 4) da Proposi¢ao anterior, temos:
—1

1) S2Mdist(x, 0B, (20)) < M - Lyq(a) = N < “2-Mdist(x, 0B,(0));
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Figura 12 — olugao para o operador de Pucci M, ) no anel

A1/271<O).

0

By, —2

1 B1

Fonte: Elaborado pelo autor.

M-T,,+N 0
Ul or + V) < % A a0 longo de 9B, (x0);
Ov T
$) COM <[V Loy + N < 0N e Ay (o)
47) ﬁgl—‘:co,r >0 em Ar/2,r(x0) para todo 9= G’ tal que G satz’sfaz (CP) € (CQ)

Agora, enunciamos um resultado equivalente para barreiras que sao L,-su-

27) 2001 <
T

persolugoes.
Proposicao 4.2 (Barreira de Pucci - Supersolugao) Considere o sequinte problema

de Dirichlet
MIA(DQZUO) =0 em A1/2,1<0)

wo = 0 sobre 0By (107)
wg = 1 sobre 0B

Portanto, para v = %(n — 1)+ 1, obtemos

IOgQ ’ZC| +1, i v=2,

wo(x) = 1 2 2 :
m (2’Y — |£L'| ’y) s Zf v > 2.

Em particular, existe uma constante universal 0 < ko < 1 tal que
17) Ko - dist(z, 0B /2) < wy < Kot dist(x, 0B1s2) em  Ay1(0);
27) ko < % < rky' aolongo de 0B\ 2;

87) ko < |Vwg| < kg'  em Aj01(0);

47) se X = Xs e A = Ay, wo € uma Ly-supersolugdo cldssica em A;j2,1(0) para todo

g =G, tal que G satisfaz (CP) e (CQ), i.e.,

ngo S 0 m .Al/g,l (0)
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no sentido cldssico.
Prova: A prova desta proposicao é andloga a da Proposicao 4.1. Agora, ¢ é escolhida
para ser uma fungdo crescente e concava (ao invés de decrescente e convexa como na
prova anterior). Neste caso, a equagao homogénea para o operador extremal de Pucci

M7, torna-se (para solugoes radiais)

0= MH(D2®(z)) = A(n — 1)9"/&""") (1)),

Assim, a solucdo radial obtida é (novamente onde v = £(n — 1) + 1)

log, |z| + 1, se =2,
wo(x) = 1 2 21
m(gy —|J)| /), se oy > 2.
Assim como na prova da proposigao anterior 27) ¢ 3”) seguem por célculo direto e 17)
segue via concavidade e regularidade Lipschitz da mesma forma como fizemos para o caso
convexo. 4”) segue também a partir da Observagao 4.1, o fato do gradiente de wy ser

sempre nao nulo no anel (estimativa 3”)) e pela estimativa (¢ — 1). Com efeito,

_ 9([Vwo)

Lowy = WT(UJO) < ¢(1) max {/1090_1, ko' T k0L, 501_5}MIA(D2w0) =0.
Wo ’

Figura 13 — Solucao para o operador de Pucci ./\/lj\r A Do anel

A1/2’1<O).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observagao 4.3 Finalizamos esta se¢ao apontando a validade de uma versdao escalonada

da Proposicao acima para a Barreira de Pucci - Supersolu¢ao. Assim como na Observacao
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4.2 definimos

Ou.r(2) = wo (JE — xo) :

r

Omitimos aqui o enunciado das estimativas para O, , todavia informamos que este €

andlogo ao que aparece na Observagao 4.2.

4.2 Estimativa de Carleson

Nesta secao provamos uma estimativa de Carleson. Este resultado é um dos
pontos-chave para provar a Desigualdade de Harnack até a fronteira a ser estabelecida na
proxima segao. Aqui refinamos a desigualdade de Harnack obtida em Lieberman (1991)
mostrando com um argumento de iteragao interessante e simples que a constante na
desigualdade de Harnack decai (se deteriora) como uma poténcia negativa da distancia
até fronteira (Teorema 4.2). Isto permite provar o decaimento (deterioragao) da constante
de Harnack no complemento de faixas dentro de semi-bolas e relaciond-la com o tamanho
da faixa (Proposigao 4.4). Estes fatos associados com uma proposi¢ao do tipo Lema
da Oscilagao de De Giorgi (Proposigao 4.3) rendem a prova da estimativa de Carleson.
Seguiremos principalmente as idéias desenvolvidas em Caffarelli et al (1981).

Teorema 4.1 (Estimativa de Carleson) Seja 0 < u € G(d, g9, B (0)) anulando-se
continuamente sobre B1(0) tal que u (%en) = 1. Entao, existe uma constante universal
C > 0 tal que

u(@) < C, Ve B, 0)

A mesma estimativa € verdadeira se tivermos 0 < u € SyA(By(0)) ao invés de u €
G(3, 9o, B (0)).

A partir de agora desenvolveremos uma série de ferramentas que serdao ne-
cessarias para provarmos o Teorema acima. Comegamos por um lema sobre subsolugoes.
Lema 4.1 (Lema - Subsolugdo) Seja u uma solugao fraca para L,u = 0 em Bi (0)
anulando-se continuamente sobre B1(0) para alguma funcio G' = g como na Defini¢ao

2.6. Considere u a extensao de u por zero para toda bola Bi1(0). Entdo,
Ly>0 em Bi(0).

Similarmente, se v € S\ A(B; (0)) e se anula continuamente sobre By(0) e, U é sua ex-
tensdao por zero em B1(0), entao v € S, y em By(0) no sentido da viscosidade.

Prova: A partir das hipoteses acima sobre a fungao u, segue a partir da caracterizagao
de W€ (veja Teorema 2.2) que @ € CO(B;(0)) N WEC(B;(0)). Agora, considere 0 < € €
C°(B1(0)), € > 0 e seja w uma funcao definida em B;(0) dada por

w :max<min (1,2— g),()).
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Entao,

i o(Vul) o, ]
/Bl vy v Ve /{ ey [va] v V@ w))d

9(|Vul)
+/Bl |V|v - V(¢w) dz

i} (V) )
_/B+m{u>s} V| vy Ve Ve mw)d

g([Vul)

+/ ———Vu- V(&w
Bin{0<u<2e} |VU| ( )

Seja supp(é) = K CC By(0). Desde que £,a = 0 em B (0) e £(1 —w) € Wy % (B (0))

temos,

Vi o, 9(|7u)) L
/Bl v Ve /K{} Toa Ve v(e-2)de

+ / g(Vul g, . VEdr
Kn{o<u<e} |Vul

<2 g(Vul)vedo
Kn{e<u<2e}

4 / g(IVu))| V€] da
Kn{0<u<e}

<9 / o(IVu))| V€ da.
K+n{0<u<2¢e}

Agora, usando uma desiguladade de Holder para Espagos de Orlicz (veja Adams e Fournier
(2003) - Capitulo 8), (G - 2) e (G - 3) temos
g(IVu])|VE| dx

K+n{0<u<2e}

14g
<C- ||g(|Vu|)||L@(K+) : Sl}l{p(l + |V€|)14+“‘(1 . |K+ N{0 < u < 2}

™
< C(9, g0, &) <1 —I—/ G(|Vu|)d:v> o |KT N {0 <u< 2},
K+

que tende para zero quando ¢ — 0. Isto completa a primeira parte da prova. Consideremos
agora o caso totalmente nao-linear. Para cada € > 0 definimos w. = max(v, &) em B; (0)
e tomamos w. para ser a extensao de w. por £ para toda bola B;(0). Afirmamos que
w. € S, A(B1(0)). A partir deste fato o Lema segue facilmente, desde que, W, — v
uniformemente em B e a classe S, 5 (B1(0)) é fechada para convergéncia uniforme (local).
Para provar a afirmagao acima observamos que w. = w. em B} (0) e w. = ¢ em B (0)
e portanto, w. € Sy (B (0)) U Syxa(B7 (0)). Resta-nos provar que w, pertence a classe

. . / . ’, .
Si,a em vizinhacas de pontos de B;. Precisamente, ¢é suficiente mostrar que para qualquer
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zy € B temos w. € Sxa(Bs, (7)) para & = (1 — |xo|)/2. Para confirmar a veracidade
de tal fato, lembramos que v anula-se continuamente na fronteira plana da semi-bola de
raio 1. Assim, v € C°(Bj (20)) e portanto, existe d > 0 tal que v < ¢/2 em {0 < z,, <
0}NBj (x0). Em particular, W, = ¢ in By, (20)N{z, < 0}. Isto conclui a prova da afirmagao
uma vez que, We € Sy x(Bsy (x0) N{zn < 6}) NS, A (Bsy (w0) N{zn > §/2}) C Sy 5 (Bso (20))-

|
Proposigao 4.3 (Lema da Oscilagao de De Giorgi) Seja 0 < u € G(6, go, By (0))
anulando-se continuamente sobre By(0). FEntao, para 0 < r;y < 1y < 1, cziste uma

constante universal 0 < o < 1 tal que

sup u < (E> sup u. (108)
B, (0) "27 B0

A mesma estimativa se verifica se 0 < u € Sy A(B(0)) ao invés de u € G(6, go, B (0)).

Prova: Provamos inicialmente o caso em que u € G(6,go, Bf"). Sem perda podemos
assumir que supp_ () v = 1. Para o caso geral basta considerar w = u/ SUpp, (o), U €
G(6,90, BY). Com efeito, se g ¢ tal que L,(u) = 0 como na Definicio das classes
G(6,g0,Bf) e S = SUPp, definimos g(t) = ¢(St). Verificagdo simples mostra que g
satisfaz (CP) e (CQ) e Lg(w) = 0 em B (0). Agora procedemos por extender u por zero
para B;(0). Para tanto considere, v = 1 —u que é uma L, -supersolucao nao-negativa
em B;(0). Desigualdade de Harnack fraca (Teorema 1.3 de Liberman (1991)) garante a

existéncia de constantes universais C' > 1 ¢ p > 0 tais que

1/p
'r’_"/ vPdx < C inf w. (109)
Bary By )
3
Uma vez que,
1
Hv:umBmmﬂz§@ﬁmﬂ (110)
3 3

concluimos por (109) e (110) que existe 0 < p < 1 tal que

< Binfo)v. (111)
1
2

Portanto, por (111),
sup u < (1 —p) sup u.
Bry (0) Bryo

Isto prova que a oscilagao de u decai geometricamente, e o resultado é uma conseqiiéncia
do Lema 8.23 em Gilbarg e Trudinger (1977).
Caso tenhamos u € SyA(B7(0)), pelo Lema anterior segue que u € S, ,(B1(0)) e, por-

tanto, 1 —u € Sy (B (0)). Assim, por desigualdade de Harnack fraca (veja Teorema 4.8
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em Caffarelli e Cabr e (1995)) temos
11— EHLPO(B% oy <C- Binf (1—w).
O argumento agora ¢é analogo ao do caso anterior.

O préximo resultado (Teorema) é uma versao refinada da Desigualdade de Harnack.

Teorema 4.2 (Refinamento da Desigualdade de Harnack) Seja0 < u € G(6, go, B1(0)).

Entao, existem constantes C, 19 > 0, dependendo somente de n,d e gy tais que

é - dist(z,0B1(0))™ - u(0) < u(x) < C - dist(x,0B1(0))"™ - u(0), ¥V z e By(0). (112)

Ademais,

supu < C-(1—7)2"inf u, VO<r<l1, (113)
B, (0) B (0)

As mesmas estimativas sao verdadeiras se 0 < u € Sy A(B1(0)) ao invés deu € G(J, go, B1(0)).
Prova: Iniciamos a prova afirmando que existe uma constante universal Cy > 1 tal que,
paratodo1 <k eN

u(z) < Ciu(0) e wu(z) > Cy*u(0), V<€ B, (0), (114)

k
onde s := Z 277 =1—27% <1 para qualquer 1 < k € N.
j=1
Nosso procedimento sera por inducao sobre k. De fato, pela desigualdade de Harnack

usual, existe Cy > 1 tal que

Cy'u(0) < u(z) < Cou(0), YV z € By2(0). (115)

Este é o caso quando k = 1. Para o caso k = 2 peocedemos da seguinte forma:
Se |z| < 1/2 entao por (115) e desde que Cy > 1

Ci2u(0) < u() < Cu(0). (116)

Por outro lado se z € A%’%(O) podemos encontrar y; € 0Bs5/5(0) e 21 € 0By /2(0) tais que

z, w1 € Bys(y1) (De fato, basta definir y; = exr = %%') Assim, usando mais uma

5 x
8 Ja]
vez a desigualdade de Harnack nas bolas By/s(y1) e Bi/a(y1) (ambas ainda contidas em

B1(0)) concluimos que

+(0). (117)
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Assim, combinando as estimativas (115) e (117), obtemos

Cy?u(0) < u(z) < Cju(0), VreA

Levando-se em consideragao a estimativa (116) chegamos a

Cy?u(0) < u(x) < Cgu(0), V x € Bsu(0).

Suponhamos agora que a estimativa desejada (114) seja verdadeira para todo 1 < k < k.

Desta forma, por hipdtese de indugao, para qualquer 0 < m < kg

Coy "u(0) <u(x) < Cl'u(0), V€ By, (0). (118)

Se |z| < sg, entdao por (118) com m = ko e usando mais uma vez o fato que Cy > 1
obtemos
CyMu(0) < u(z) < CrTy(0).

Se x € A, s,..(0), como antes, podemos encontrar yy, € 8B5k0+2—(k0+2)(0) e Ty, €
0B, (0) tais que x,7x, € By-wo+» (Yr,). Agora, aplicando a Desigualdade de Harnack
para as bolas By (k12 (Yk,) © By ko) (Yr,) (que ainda estdo contidas em Bi(0)), con-

cluimos como anteriomente que

Citu(zy,) < u(z) < Coulzy,) Vo€ A 0). (119)

Skg1Skg+1 (

Combinagao das estimativas (118) com m = kg e (119) chegamos a
Cy ™ tu(0) < u(z) < CFMu(0), Va e By, 11(0),

provando, portanto, (114). Agora, se z € By(0) existe 1 < k € N tal que 27% <
dist(z,dB;(0)) < 27*1. Em particular, 2% < 1 — || implicando que = € B, (0). Neste
caso, estimativa (114) se verifica em z. Ainda, desde que a constante de Harnack Cy > 1,
definimos 7 > 0 universal dado por 2™ = Cj. Portanto, desde que dist(x,0B,(0))"™ >

(271~ podemos concluir que

G

u(z) < Cyu(0) < (27%)7™ (27'0

k
) u(0) < 2™ - dist(x, 9B1(0)) " ™u(0),
provando a estimativa por cima que aparece em (112). A estimativa por baixo segue de

forma similar,

G

u(x) > Cytu(0) = (27F)™ <27’0

>_k u(0) > 27 - dist(x, 0B (0))™u(0).
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Finalmente seja x € B,.(0). Neste caso, 1 — r < dist(z,9B1(0)) e portanto,

sup u < 2™ - (1 — )" ™u(0). (120)
B (0)

Similarmente,
inf ©>277-(1—7r)"u(0). 121
w270 (1= (o) (121)

Agora, por combinagao de (120) e (121) encontramos

sup u < 2°°(1 —7)7?™ inf wu.
Br(lc[))) - ( ) Br(0)
|
Desde que escalas do tipo ug(z) = u(Rz) preservam as classes G(9, go, ) e Sx(€2), segue

imediatamente a versao escalonada do Teorema anterior.

Corolario 4.1 (Versao Escalonada do Teorema 4.2) Seja 0 < u € G(9, go, Br(0)).
Entao, existem constantes positivas 1o, C', dependendo somente de parametros universais
tais que

supu < C-R*™ - (R—7r)"?™. inf u, VO<7<R. (122)

Em particular, para 0 < o < 1 temos

sup u<C-(1—0)?™. inf w.
BUR(O) BG’R(O)
A mesma estimativa € verdadeira se 0 < u € Sy A(Bgr(0)) ao invés de u € G(d, go, Br(0))
Uma vez disponivel desigualdade de Harnack nos termos do Teorema e Co-
rolario acima, resultados do tipo Liouville sao obtidos de forma bastante natural. Aqui

incluimos o primeiro destes. O argumento serd apresentado para a apreciacao do leitor.

Corolario 4.2 (Teorema do tipo Liouville - I) Suponha que v € G(6, go, R"™) € limi-
tada por cima ou por bairo por uma constante. Entao, u é constante. A mesma con-
seqiiéncia € verdadeira caso tenhamos u € Sy A(R™) ao invés de u € G(6, go, R™).

Prova: Provaremos aqui o caso quasilinear. O caso totalmente nao-linear é idéntico.
Vamos assumir que u > m em R". Claramente, s := infge. u > m > —oc. Desta forma,
w:=u—s >0, infraw =0ew € G(J, go, R"). Sejam £ > 0 uma constante pequena
escolhida arbitrariamente e z. € R™ tal que w(z.) < . Desta forma, pelo Corolario 4.1,

aplicado em By, (x.) temos

0< sup w<C- inf w<C-22™ wx)<C-22™. ¢,
B (ze) By (xc)
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Fazendo r — oo obtemos

supw < C-2°.¢ 50 quando e —0
]Rn
Entao, w = 0 o que finaliza o caso assumido. O caso onde u ¢ limitada por cima segue de

forma semelhante.
[ |

Proposicao 4.4 (Desigualdade de Harnack no complemento de faixas) Seja0 <
u € G(8, go, B (0)) anulando-se continuamente em Bj(0). Entdo, para 0 < s < 1/2,

1
sup u<Cy-s "u (—en) ,

B;r/4r']{xn25} 2

onde Cy € uma constante universal e T = 21y, onde 19 € tal como no Teorema 4.2.
A mesma estimativa € verdadeira se tivermos 0 < u € SyA(By(0)) ao invés de u €
Prova: Seja z € B;/4 N{z, > s}. Se x € {x, > 1/16}, entdo pela Desigualdade de

Harnack (interior) e desde que s < 1,

sup u<Cq-u (len) < Cqy-sTu (len) ) (123)
BY,,Mzn>1/16} 2

onde Qg := By, N {z, > 1/16}.

Agora, estudemos o caso em que z € {z,, < 1/16}. Neste cendrio somos forcados a ter

0 < s < 1/16. Existe z € B;F/S(O) N {x, = 1/16} tal que € B(1/16)—s(%0). Para ver isto,

é suficiente considerar zy para ser a projegao vertical de = sobre o hiperplano {z, = 16}.

Usando o Corolério 4.1 com R =1/16 e r = (1/16) — s temos

we) < sup w<CA16T T inf w < C-1677 5T u(z)  (124)
B(1/16)—s(20) B<1/16>—s(zﬂ)

Novamente pela Desigualdade de Harnack (interior) no dominio €; = B;r/g(()) NA{z, >
1/16}, obtemos

u(z9) < Co, - (%e) | (125)

Combinando as estimativas (124) e (125) concluimos que

1
u(x) < C-Cq, - 167270 . 5720 .y (5671,) . (126)
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Este fato mostra que para Q := By, (0) N {s <z, < 1/16},

1
supu < Cy-s u (—en> : (127)
Q 2
A Proposigao segue pela jungao das estimativas (123) e (127).
[ |
Diante de tudo que foi feito, estamos prontos para provar a estimativa de Car-
leson. Nosso argumento sera por contradicao e a idéia da prova consiste em observar que se
a estimativa universal proposta nao é satisfeita para alguma fungao ug € G(6, go, By (0))
(ou ug € Sya(B7(0))) em BIF/Q(O), entdo podemos construir uma seqiiéncia de pontos
xj € B;M(O) tais que lim; . uo(z;) = +oo violando o fato de que vy é limitada, de fato
continua, em By, (0).
[Prova da estimativa de Carleson - (Teorema 4.1)] Iniciamos a prova deste Teorema
afirmando que para qualquer funcdo u na classe G(4, go, Bi (0)), anulando-se continua-

mente sobre Bj(0), a seguinte estimativa se verifica, a saber,

sup u < My := (160)7 - Cp, (128)
B;Q(O)

onde © = >"°° 277 ¢ > 0 é dada na Proposicdo 4.3 e 7, Cp > 0 sdo as mesmas constantes
como na Proposicao 4.4. A escolha de M, como aparece acima pode-nos, em principio,
parecer estranho. Creio que, por esta razao, tal escolha precisa de uma explicagao prévia.
Ora, a verdadeira razao por tras da escolha de My é porque ela forca a série a seguir a

convergir a uma constante suficientmente pequena, digamos menor que 1/16.

=207 My T 1

Vamos precisar que, essencialmente, isto aconteca. Nosso argumento é baseado na cons-
trucao de uma seqiiéncia de pontos {z;} e, sua prépria construcao depende do fato de

que as bolas B; := BLJ_ (z;) (onde T; é a projecdo de z; sobre a fronteira plana B;) nunca

deixem de estar contidas em B;f/ 4(0). A série em (129) controla a soma de raios ) 2d;,
permitindo-nos concluir que cada semi-bola B; estd, de fato, contida em B;j/ 4(0). Uma
vez que este fato esta devidamente apontado, podemos comecar a prova.

Suponha portanto, por contradi¢ao, que (128) nado possa ser satisfeita para
funcoes em G(4, go, B (0)). Neste caso, deve existir uy sob as condicoes acima e zy €
8Bfr/2(0) \ {z,, = 0} tais que

uo(zo) > M.
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Por outro lado, sabemos pelo Lema 4.1 e Teorema 1.2 em Liberman (1991) que

sup up < +o0. (130)
3;/4(0)

Com efeito, ug € OO(B;’F/Ll(O)) N Cl’a(B;FM(O)) pelos resultados em Lieberman (1991).
Consideramos T; a projegao de x; sobre {z,, = 0} e x! a n-ésima coordenada de ;. Pela

Proposicao 4.4, temos

]\JO S Uo(l'o) < sup Uo S CO|£E0 —EO _T. (131)
B3, ,(0)"{zn>a),

Assim, concluimos que

M\~
dy == |zg — To| < <—°) . (132)
Co
Claramente,
sup ug > up(wo) > M.
By, ()
Por (129) e (132) temos 1/2 + 2dy < 3/4. Portanto, By, (Zo) C B;/4(O). Pela Proposicao
4.3 e Proposigao 4.4 podemos encontrar
T € B;i()(EO) C B;-/4(O)
Colzy — 7| " > sup ug > up(x1) = sup ug > 27 - sup ug > 27 - M.
By, (0)n{zn>al} B, (@o) By (%)
Como em (132) temos
29 My\
dy = |z — 7| < ( °> . (133)
Co
Mais uma vez por (129) e (133), temos 1/2 + 2(dy + d1) < 3/4 e portanto By, (T1) C
B3+/ 4(0). Assim, como em procedimento anterior, obtém-se
x2 € Byy (1) C By,(0) e
Coll‘g —fgl_T Z Uo([EQ) = Sup Uy Z 220 . ]\40
B;dl (El)
Entao, definimos
1
227 . Mo\
dg = |II}2 —fgl S ( 0> . (134)
Co
Novamente, (129) e (134) mostram que By, (T2) C B;r/4(0) uma vez que 1/2+2(dy+d; +

dy) < 3/4. De fato, (129) nos permite continuar indefinidamente esta construgao e obter
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uma sequéncia de pontos x; satisfzendo as seguintes propriedades

Coley )| 2 wla) = sup o> 270,
B;rdj_l(fj—l)

957 . M\ T >
dj =z, —7,| < <—0) —1/242) d; <3/4= ;€ By, (T1) C Bj,(0).
j=1

Em particular, isto implica que
up(wj) > 27 My — +oo  com ;€ By, (0) Vj>0.

Isto claramente viola (130). Assim, a estimativa (128) é verdadeira, finalizando assim a
prova do Teorema.

[
Teorema 4.3 (Estimativa de Carleson - uma versao escalonada) Seja 0 < u €
G(0, g0, B (0)) anulando-se continuamente sobre BL(0). Assuma que para y € B (0) te-
nhamos dist(y, B.(0)) > er. Entao, existe uma constante C' > 0 dependendo de parametros
universais e de € tal que

u(r) < Culy), YV x e BX(0).

A mesma estimativa é verdadeira se tivermos 0 < u € Sya(B;7(0)) ao invés de u €

4.3 Desigualdade de Harnack até a Fronteira

Nesta secao temos por meta provar uma desigualdade de Harnack até a fron-
teira (Boundary Harnack Inequality) para fungoes na classe G(, go, By (0)). Essencial-
mente, o que faremos aqui é mostrar que a geometria das barreiras de Pucci construidas
na Seccao 1, combinada com a estimativa de Carleson nos permitirda comparar as fungoes
na classe G(6, go, By (0)) com a distancia até a fronteira. Uma desigualdade de Harnack
como desejamos ja foi provada para o caso onde o operador é o p-Laplaciano (veja Aikawa
et al (2007)). Neste caso, ao invés de serem usadas barreiras do contexto totalmente nao-
linear, foram usadas como funcao barreira os p-capacitores de poténcia os quais possuem
uma geometria bem conhecida.

Antes de desenvolvermos o primeiro resultado desta secao, a observagao a
seguir é bastante pertinente.

Ora, todos os resultados aqui apresentados sao também verdadeiros se subs-
tituirmos a hipA3tesedeu € G(3, gy, Q) por u € Saa(€2). As provas seguem Ipsis-Literis,
uma vez que sao totalmente baseadas nas barreiras de Pucci construidas na Segao 1. Por

esta razao apresentaremos apenas as provas do caso quaselinear. Assim como em Aikawa
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et al (2007), os resultados obtidos nesta seccao pode ser estendidos para dominios C*1.
Todavia, desde que nossos resultados centrais sao provados em semi-espagos, preferimos
desenvolver provas em dominios cuja fronteira é plana ao invés de usar fronteiras curvas
com regularidade C*!,

Proposigao 4.5 (Lema de Hopf) Seja 0 < u € G(6, g, B1(0))NC?(B1(0)) onde u(xy) =

0 para algum xy € 0B1(0). Entdo, existe uma constante (universal) ¢ = c¢(n,d, go) > 0 tal

que
w(x) > ¢ |z — x| - u(0), (135)

ao longo da direcao radial. Em particular, se a derivada normal interior existe em xg,
entao 9
u
—(29) = ¢-u(0).
O (@) > - u(0)
As mesmas conclusoes sio verdadeiras se 0 < u € Sy A(B1(0)) ao invés deu € G(6, go, B1(0)).
Prova: Seja x € B;(0) um ponto na diregao radial de xy. Se |z] < 1/2 entado pela

Desigualdade de Harnack (interior) e desde que |z — x| < 1
w(z) >¢-u(0) >¢- |z — x| - u(0).

Agora, considere a funcao dada por w = ¢-u(0)-I; como apresentada na Observacao 4.2.
Aplicando assim o Principio da Comparagao a u e w, o resultado segue pelas propriedades
geométricas de w (dadas também na Observagao 4.2). De fato,
u(z) > w(x) > ap-¢-u(0) - dist(z,0B1(0)) = ag - ¢ - u(0) - |z — xo]. (136)
|
Corolario 4.3 (Versao escalonada do Lema de Hopf) Seja0 < u € G(9, go, B-(0))N

C%B,(0)) onde u(xg) = 0 para algum zy € 0B,(0). Entdo, ewiste uma constante

c=c(n,d,g0) > 0 tal que
|z — 20| - u(0)

: (137)

u(x) >c

ao longo da direcao radial. Em particular, se a derivada mormal interior existe em xy,

entao 9 (0)
U U

g >0

ov (w0) = ¢ ro

As mesmas conclusoes podem ser verificadas caso tenhamos 0 < u € Sy A(Bgr(0)) ao invés
de u € G(0, go, B, (0)).

O resultado a seguir determina um comportamento supralinear para funcoes
na classe G(d, go, B (0)).

Corolério 4.4 (Crescimento supralinear a partir da fronteira plana) Seja0 < u €

1

2en) = 1. Entao, existe

G(6, g0, Bf (0)) anulando-se continuamente sobre B{(0) tal que u (
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uma constante universal ¢ > 0 tal que
w(z) > c-x,, Vr=(x,z9, - ,1,) € BT/Q(O). (138)

A mesma estimativa € verificada caso tenhamos 0 < u € Sy (B (0)) ao invés de u €

Prova: Seja z € B (0). Se dist(z,0H,) > 1/16, entdo pela Desigualdade de Harnack
2

(interior) para a classe G(d, g, Bi (0)),

2$n§1:u<%en> SC-igfugC-u(x),

onde Q = Bs(0)* N {xn > 1/16} e C' > 0 ¢ universal. Caso contrario, existe zy €

B?T/4

a projecao de x sobre o plano {x,, = 1/16}. Pelo Lema de Hopf (Proposigao 4.3) aplicado

(0) N {x,, = 1/16} tal que & € By/16(x0). Novamente para ver isto, tome zy para ser

em B /16(20), temos

u(z) > 16 - c- u(xg) - o,
Agora, mais uma vez, pela Desigualdade de Harnack (interior) com respeito ao dominio
Q (e desde que u(ze,) = 1) concluimos que

u(z) > ¢o - .

Proposigao 4.6 (Estimativa do tipo Lipschitz até a Fronteira) Sejau € G(6, go, Bi (0))

uma fungao limitada em B;r/4(0). Entao, existe uma constante universal C' > 0 tal que

)| < Cllll g o 00 S [uly o= (s, ) € B (0). (139)
3/4

A mesma estimativa é verificada caso tenhamosu € Sy (By (0)) ao invés de u € G (6, go, By (0)).
Prova: Considere um ponto z € Bf'/2(0). Se x € {x, > 1/16}, entao

w(x)| < |||l ;oorm+ < 16 - [|ul| 7 oofpt - X, + sup |ul.
)] < Il o < 16 Pl o+ 1o

Caso z € {z,, < 1/16} tomamos T para ser a projegao sobre o hiperplano {xn = —1/16}.
Agora, consideramos Oz 1/5(y) a solucdo radial como na Observacao 4.2 para o caso de

L,-supersolucao. Portanto, para todo y € A ER! (Z), definimos

8
21/8(W) = l[ull poo(ss (0)) - Ozass(y) + sup |ul < —llufl oot (0)) ¥n+ sup |ul. (140)
1/8 Lo (By,,(0)) "1/ 5,0 Ko LBy, (0) I 5,0
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Finalmente, observamos que Bi/s(%) N {y, > 0} C By, (0). Também,

u, —u € G(8,g0, B (0))  com —w,u< ©z1/s sobre 6@;8(5),

Assim, Principio da Comparacao implica que

lu(y)| < O%1/5(y), ¥y € Biys(T) N {a, > 0}

Portanto, a estimativa para u(x) é uma conseqiiéncia imediata da estimativa acima com
(140).
[ |
Agora estabelecemos um resultado que determina um comportamento subli-
near para funcoes na classe G(d, go, By (0)).

Corolario 4.5 (Estimativa Lipschitz até a fronteira plana) Seja 0 < u € G(6, go, By (0))

1

anulando-se continuamente sobre B1(0) tal que u (2

en) = 1. Entao, existe uma constante

universal C' > 0 tal que
u(x) <C-xzp, V= (11,29, ,2,) € Hy N By(0). (141)

Em particular,
||VU||Loc(Bl+/2(O) <C. (142)

Estimativa (141) permanece verdadeira caso tenhamos 0 < u € SyA(B; (0)) ao invés de
Prova: Pela estimativa de Carleson existe uma constante universal Cy > 0 tal que

||U||Loo(33+/4(o)) < Cp.

Desde que u anula-se sobre a fronteira plana, a estimativa (141) segue imediatamente pela
Proposicio anterior. Sabemos pelos resultados em Liberman (1991) que u € C,.%(B; (0)).
Para ver a estimativa do gradiente, consideramos zy € BIF/Q(O). Se dist(zg, 0H,) > 1/8,
Bisa(x0) CC H, e pela estimativa interior do gradiente (veja Lema 2.7 em Martinez e

Wolanski (2008)) temos

IVu(zg)] < sup |Vu|<16-C- sup u<16-C- sup u<16-C-Cy
B 32(0) B1/16(0) B;’M(O)

Caso contrario, dist(zo, 0H,) = r < 1/8. Sabemos por (141) que u(xg) < C' - r. Assim,

uma vez mais, pela estimativa interior do gradiente (Lema 2.7 em Martinez e Wolanski
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(2008)) combinada com a Desigualdade de Harnack obtemos

20 20,C 20,C
Vu(zo)| < sup |[Vul < =2 sup v < =2 inf u< =2
Br/4(5750) r BT/Q(O) r Br/2($0)

U(ZL‘Q) S 20060,

provando o resultado.
[
Finalmente podemos enunciar e provar a Desigualdade de Harnack até a Fron-
teira.
Teorema 4.4 (Desigualdade de Harnack até a Fronteira) Sejam 0 < u,v € G(4, go, B; (0))
ambas anulando-se continuamente sobre By (0) e tais que u (1en) =0 (len) = 1. Entao,

2 2
existe uma constante universal C' > 0 tal que

~—

1 u(zr)  —
< ——=< + .
< <C Ve B0 (143)

Qll

As mesmas estimativas sio verificadas caso tenhamos 0 < u,v € Sy A(B; (0)) ao invés de
u,v € g(57 3o, BT(O))

Prova: Pelo Coroldrio 4.4 e Corolério 4.5 temos que para todo x € B

1/2)

C-x, <u(z) < %c-xn < %v(x)

év(x) <

Qlo

Isto prova o Teorema.
|
Lembrando uma vez mais que a escala u,(x) = u(rz) preserva as classes em
consideracao, obtemos a versao escalonada do Teorema acima.
Teorema 4.5 (Desigualdade de Harnack até a Fronteira - Versao escalonada)
Sejam 0 < u,v € G(0, go, B (x0)) para algum zq € OH, e suponha que ambas se anulam

sobre Bl(x¢). Entdo, existe uma constante C' = C(n,d,go) > 0 tal que

, YV a,y € Bly(20). (144)

O prA3zimoCorolarioémaisumresultadodotipoLiouville.

Corolario 4.6 (Teorema do tipo Liouville com sinal em semi-espagos) Seja 0 <
u € G(0, g0, H) limitada. Suponha que u anula-se continuamente sobre a fronteira OH,,.
Entao, u = 0. As mesmas conclusoes sao verificadas para 0 < u € S(A\, A, H') ao invés
de u € G(0, g0, H,Y).
Prova: Com efeito, suponha u < M. Entao, para r > 2, Teorema 4.4 (para v(z) =z, e
y = e1) nos dé

1 u(z)

M
5-u(el)§ . gx—n vz € B,(0).
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Em particular, aplicando a desigualdade acima para z = r - ¢,,/4 encontramos

1

4
5~u(el)§7—>0 as  r — 00.

Assim, u(e;) = 0. Desta forma, para qualquer r > 1, o minimo de u em T@) ¢ atingindo
em seu interior, assim, pelo Principio do Maximo Forte, u é necessariamente nula em
B,(0). Isto finaliza a prova do Corolario.

[ |
Observagao 4.4 Observamos que, com respeito ao Coroldrio acima, restringindo-nos aos

operadores quaselineares, podemos remover a hipA3tesedosinalquetalresultadoaindaseverifica.lstos

4.4 Controle universal entre hiperplanos e Caracterizacao Linear para fungoes

na classe S\ A(H,) - (Prova do Teorema 2.10)

Nesta secao combinamos as varias versoes da Desigualdade de Harnack, a
geometria das barreiras do operador de Pucci construidas na Secao 1 e a estimativa
de Carleson para provar o Teorema 2.10. Isto é, provaremos que existem hiperplanos
(universais) que determinam o comportamento de u para qualquer fun¢ao em G(9, go, H,!)
ou Sxa(H,).

Por comodidade o reenunciaremos aqui.

Teorema (Teorema 2.11) Seja 0 < u € G(9, go, H,Y) anulando-se continuamente sobre

OHY. Entao, existem constantes 0 < ¢ < C' < 00, dependendo apenas de n,d, gy tais que
cu(en) -y, <wu(z) < C-uley,) - . (145)

Similarmente, se 0 < u € Sy A(H;) anulando-se continuamente sobre OH entao a esti-
mativa (145) se verifica para constantes ¢ e C' dependendo de n, A\, A.
Prova:

Afirmacgao: Existem 0 < ¢ < C' universais tais que
cu(e,)r < wu(re,) < Cule,)r, ¥V r > 2.

Para r > 2 tome xy = re, com u(xy) > 0. Pela Desigualdade de Harnack existe C' =
C(n,d,g9) > 0 tal que

sup u < C inf w.
BT/Q(I()) B'r/Z(xO)

Em particular, u > C~u(xg) em B, /»(7p). Agora, consideramos

I(x) :== C'u(wg) - Tyyr(z)  para x € A, jo,(0),
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onde I';, , foi definida na Observacao 4.2. Pelo Principio da Comparagao e Observacao
4.2
u(z) > TH(@) > O ulwe) dist(x, 0B, (x0)),
r

onde g > 0 é universal. Assim, para x = e,, concluimos que

u(e,) > %u(ren).

Figura 14 — Esquema ilustrativo da prova de u(re,) < Cu(e,)r.

u‘{/))(o:[l>0}

Br/2(xo)

v = arctan (C”u(xo)%)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Provemos a estimativa supra linear. Ora, pela estimativa de Carleson (Teorema
4.3) temos,
u(x) < Cu(2re,), Vo € B (0) (146)

e pela desigualdade de Harnack
u(2re,) < C27u(xy). (147)
Assim, combinando as estimativas (146) e (147) obtemos
u(x) < Coulxy), V x € By .(0).
Logo, se considerarmos a barreira

@*(.13) = CoU(.I‘()) . @—27'671,47'(‘1:)
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Chegaremos mais uma vez, em virtude do Principio da Comparacao, que

—1
u(z) <O (x) < %u(mo)dist(x, 0By, (—2rey,)) in By.(—2re,) N {z, > 0}.

Isto completa a prova da Afirmacao quando tomamos x = e,,.

Figura 15 — Esquema ilustrativo da prova de cu(e,)r < u(re,).

e*

By (—2ren)n{xn=0}

By (—2ren)n{xn>0}

~
Sea

>
ul{/))(o:p>0}

B4r('2ren)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Finalmente, pela Desigualdade de Harnack até a Fronteira existem 0 < ¢o < Cj

dependendo apenas de n,d, gy tais que

Cou(ren) < u(z) < COU(ren) ¥ 2 € By, (0) N H,, 7 > 2.

r Tn, r
Portanto,

n n C
ﬁu(en) ez, < Cou(re ) cr, <u(z) < Cou(re ) cx, < —Ou(en) Ty, V& € Bor(0) N H,.
Co r r o

Isto prova o Teorema quando u € G(d, go, H;). O caso em que u € Sy(H,") segue de
forma andloga.

[ |

A classificagao de fungoes 0 < u € Sy A(H,[) anulando-se continuamente sobre

OHt segue como uma aplicac¢ao do Teorema acima e do Principio do Maximo Forte. Mais

uma vez por cortesia ao leitor nos o reenunciamos abaixo.

Teorema (Teorema 2.10) Seja 0 < u € Sy A(H,") anulando-se continuamente sobre OH,'.
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Entao,

w(z) = u(e,) - Ty (148)

Prova: Defina
D¢ = inf {D >0:u(x) <D-ule,) azn}

Pelo Teorema anterior,
0<c< Dy <C < 0.

Afirmo que Diyy = 1 e, portanto, pelo Principio do Maximo Forte (veja Proposi¢ao 4.9
em Caffarelli e Cabré (1995)),

u(z) = ule,) « Ty.

De fato, Teorema 2.11 aplicado em z = e, garante que Dy > 1. Se Dy > 1, entao
concluimos que a funcao

v(x) = Dyt - u(ey,) - &, — u(x)

também satisfaz as condigdes do Teorema 2.11. Assim,
c-v(e,) z, <wv(z).
Isto implica imediatamente que
u(x) < (Dinf +c— cDimc> cu(ey) - .

Neste caso,
Dint + ¢ — ¢Ding 2 Ding <= Dins < 1

o que contradiz o fato de ser Dy, > 1. Logo, Dj,y = 1 e a prova do Teorema esta completa.
[ |

4.5 Principio da Reflexao de Schwarz

Para esta secao reservamos a extensao de um resultado classico bastante
conhecido para fun¢des harmonicas, o chamado Principio da Reflexao de Schwarz para
a classe G(9,90,2") . Em linhas gerais, este resultado nos permite estender solugoes
fracas de equacoes elipticas que se anulam em parte da fronteira de dominios apropriados
para dominios maiores mediante estensao impar da funcao. Este tipo de Teorema ¢
também conhecido para fungoes p-harmonicas tendo sido provado em Martio (1981). O
argumento da prova é variacional e exige o uso de fungoes testes apropriadas. Em nossa
prova, escolhemos uma fungao teste especifica e diferente das utilizadas em Martio (1981).

Tal funcao foi escolhida porque acreditamos que pode nos fornecer uma prova ainda mais
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clara e, quica, mais direta para o contexto de espagos de Orlicz (na realidade, a fungao
que apresentamos pode ser usada em quaisquer dos contextos que mencionamos acima).
Mencionamos ainda que, para o caso das equagoes aqui estudadas, as estimativas referentes
A equagao sdo diferentes das obtidas para o caso p-Laplaciano. Isto se dd porque, é nesta
hora que, entram em jogo as propriedades dos espagos de Orlicz ora considerados.

Em toda esta se¢ao usamos a notacao R, : R™ — R" para denotar a reflexao
fmpar que cruza a fronteira 9H,. Neste caso, R, é dada por R, (', z,) = (', —x,). Aqui
também usaremos a notagao introduzida no Capitulo Preliminares.

Teorema 4.6 (Principio da Reflexao de Schwarz) Sejam Q C R"™ um dominio simé-
trico com respeito a {x, = 0} e u uma solugdo no sentido das distribuicoes para Lyu =
0 em QF anulando-se continuamente sobre Q. Aqui, G' = g e G satisfaz as condigoes

(CP) and (CQ). Entdo a fun¢io u* : Q — R dada por

ern ) oulx) se 1€Q;
ui(n) = { —u(R,(x)) se xz€Q, (149)

pertence a W1 (Q) e também satisfaz
Lou =0 em Q

no sentido das distribuicoes.

Prova: Inicialmente observamos que, por continuidade e pela caracterizagao das fungoes
de Sobolev via fungoes absolutamente continuas com respeito a 2qmase todas” as retas pa-
ralelas aos eixos coordenados, u* € W,5%(€) (Veja Teorema 2.2). Também, por mudanca

de variaveis, temos que

Lo =0 em O\

Seja p € Cg°(R™). Para € > 0 definimos a func¢ao Lipschitz

1 if |x,| > €
&(z) = §|xn| —1 if 5 <Ja,| <¢ (150)
0 if |z,| <e/2.

Portanto,

g(Vu) o . _ g(Vu) o .
/n WVU -Veodr = /n WVU -V[(1 =& )pldx

(V) .
+ ———Vu* - V(&p)dr. 151
/R . () (151)

Uma vez que & € C(Q)NW, ’G(Q\Q/ ), temos que a integral da segunda linha da equagao
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acima é nula. Assim, o Teorema ficara provado se formos capazes de mostrar que a inte-

gral do lado direito da primeira linha de (151) tende a zero quando e — 0. Observemos que

9D e o e
| e vl )
_ /(1—§s>g(||vvj|)Vu-Vg0daz

- AV IWNVEE@DD G ) Veods
/Rn\Hn<1 &) IV (w(Ra(2)))] V(u(Rn(2))) - Viod

/@MVU-V@;dx
o 1Vl

9V (u(Ba(', 2)))]) Ve dr
" /IR;"\HnSD IV (u(B,(2)))] V(u(Rn(x))) - VEd

g9([Vul)
/n(l — &) vl Vu - Vdz

) IV, )
/Rn\Hn“ ) T, )

2 / g(|Vul) Ou
- 2 p—=""—dx
€ Jiej2<an<ey VUl Oz,

L2 / 9(|V(U(Jj7—an))|)0u(x,—ajn) n
€ Jice<aons—erzy |V(ua', —z))] Oy,

)||) Vu(z',—x,) - R,(Vp)dx

= A, —B.—C.+D..

Agora, estimamos A., B. e —C.+ D.. Seja supp(¢) C K CC R”. Observe que se G = gt

entao por (G —4) e pelo Lema 2.3 temos

go/(go+1)

lo(Valermy <Cre(1+ [ Glo(ITu) o)
KNHyp

go/(go+1)

<Cy- <1 +/ G(|Vu|)da:) ,
KNH,
onde Cy > 0 depende somente de 9, go. Portanto,

||g(|vu|)||L@(KmHn) < Cp.

Similarmente, podemos mostrar que
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Desde que 0 < & < 1, segue pela desiguladade de Holder para espacos de Orlicz que

Al < / o(|Vu)) [ Vglde
Kn{0<zn<e}
< D90Vl g5 semmrer - IVl oo cnn e (152)

< Cp- ||VQ0||LG(KO{O<xn<e})‘

Por mudanca de variaveis,

|B:| < Co - [IV@ll e (rni—ccmn<op)-

Assim, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, pondo K. = K N {—¢ < z,, < e} obtemos

novamente pelo Lema 2.3 que

6+1

Vel = Comax{ ([ aqvehar) ™ ([ cqvipas)™
K.

K.

< C-(1+g0)G()sup(l + |Ve|) T8 K N {—¢ < 2, < £}| 775
K.

— 0 quando ¢ —0.
Portanto,
lim(14.| +B.]) =0,
Agora, desde que

0
b ot a2V 0
Kn{e/2<z,<e} |VU| axn

concluimos pela Desigualdade do Valor Médio e procedendo de forma semelhante ao que

foi feito em (152), que

p p ,
Jlocoend < 2 s fele) el -a)l [ (Ve

€ Kn{e/2<zn<e} N{e/2<z, <e}

IN
|

2
o 2Ce[| Vol ooy | K N{e/2 <z < 5}|17-1+5

— 0 quando ¢ — 0.
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A prova do Teorema esta finalmente completa.

|

Agora podemos remover a restricdo do sinal para o caso quasilinear no Co-

rolario 4.6 como segue.
Corolério 4.7 (Teorema do tipo Liouville - IT) Seja u € G(9, go, H;') uma fungao
limitada que se anula continuamente sobre OH,". Entdo u = 0.
Prova: Seja u* : R® — R a reflexao impar de v dada no Teorema 4.6. Sabemos que
u* pertence a classe G(6, go, R™) ¢, além disso, ¢ limitada. Entao, pelo Corolédrio 4.2, u ¢
constante. Como u se anula na fronteira segue que u = 0.

[ |

4.6 Comportamento no Infinito e carater Afim

Na peniltima secao deste Capitulo estudamos a relagao entre o crescimento no
infinito para as fungoes em G (6, go, R™) ¢ scu eventual carater afim. Aqui necessitamos de
dois ingredientes principais. Eles aparecem de forma fundamental em nossa anélise. Sao
estes: a invariancia de um escalonamento apropriado e também a estimativa C1®-local
para as fungoes na classe G(, go, R™). Vale ressaltar que estimativa C® nao sao esperadas
para a classe Sy A (R"). De fato, sabemos que, devido a Teoria estabelecida por Caffarelli-
Krilov-Safanov, o melhor que podemos esperar ¢ Holder continuidade (estimativa C'%?).
E por isso que, nesta secdo, apenas trataremos do caso quaselinear. Aqui acompanhamos
de perto as idéias apresentadas em Kilpeldinen, Shahgholian e Zhong (2007). Comegamos
como uma Observagao.

Observagao 4.5 No Capitulo 2 foi observado que a dependéncia de g(1) da constante
universal C' que controla a a norma CY“-interior de solugcoes no sentido das distribuicoes
para o operador L, pode ser removida. A prova deste fato pode ser vista na Observacao
2.1. FEsta informagao serd extremamente util na prova do Teorema 4.7.

Teorema 4.7 Seja u € G(9, go,R™). Existe uma contante real § € (0,1) dependendo

apenas de 6, gy e n tal que se
u(z)| = o(||"*F) as  |a] = oo,

entdo u € uma funcdo afim.

Prova: Seja {R;},>1 uma seqiiéncia de nimeros reais tal que R; — oo e considere

Sj = sup |u| = |u(z;)].
Br,(0)
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Definimos agora as seguintes funcoes escalonadas:

u;(z) = u(];jx) para x € B(0).
j

Assim, por definigao existe G € G(9, go) tal que Lyu = 0 em R™. Logo, |u;| <1 em B;(0)
e Lyu; =0 em Bi(0), onde g;(t) =g (%t) Note que se G = g; com G;(0) = 0 entao
G, € G(6,90). Agora, pelo Teorema 1.7 em Liberman (1991) e pela Observagao acima,

existem a = a(J, go,n) e uma constante Cy > 0 tais que
||uj||cl,a(31/2(o)) < Co(n,0,90), VjeEN
para 8 = %0[ pomos

V(@) = Vuy(0)| _ B [Vu(R;z) — Vu(0)
[a]? S; [Rjal?

C](a:) =
Desta forma, [|Cj|[r=(B, ;) < Co-
Logo, pela condigao de crescimento, temos

148
;"7 R,
lu(z;)] = S;

— 00 quando j — o0.

Isto implica que

sup

Vu(y) — Vu(0)| R’
5 S C() . _J
yEBR, /2(0) |yl

-1
) — 0 quando j — oo.
Sj

Portanto, Vu é constante em R" e o resultado segue.

O Corolario abaixo é uma conseqiiéncia imediata do Teorema 4.7.
Corolario 4.8 Seja u € G(9, go, R™). Entao
i) lu(z)| = O(|z]) quando || — co = u € afim.

i) |u(z)| = o|z|) quando |x| — oo = u € constante.

Corolario 4.9 Seja u € G(6, 90, H7). Suponha que uw é Lipschitz continua em H' e se

anula continuamente sobre OH; . Entdo,
u(x) =ule,) -z, Ve H.

Prova: De acordo com as hipdteses acima, existe uma constante positiva L (menor
possivel) tal que
lu(z)| < L-|z| paratodo x € R"



121

Em particular, se considerarmos u* sua reflexdo impar cruzando o plano dH,", o Principio
da Reflexao de Schwarz, Teorema 4.6, garante que u* € G(0, go, R™). Trivialmente chega-
mos a

|u*(x)] < L-|zx| paratodo z € R".

Pelo Corolério 4.8, u* é afim e desde que se anula sobre H,", concluimos que u(z) = a-x,,.

Agora, |a| = |u(e,)| < L. Ainda, pela estimativa abaixo

lac - x, — o yy|

L= sup < |u(en)],

{zycH, z#y} |$ - y|

o resultado segue.
[ |

4.7 Caracterizacao Linear para a classe G(9, go, H,') - (Prova do Teorema 2.9)

Finalmente, nesta secao, reunimos todos os ingredientes para dar uma prova

simples para o Teorema 2.9. Reenunciaremos este Teorema aqui.

Teorema (Teorema 2.9) Seja 0 < u € G(9, go, H,Y) anulando-se continuamente sobre
OH . Entao,
u(z) = ule,) - . (153)

Prova: Seja u* a reflexdo impar de u com respeito ao hiperplano JH,". Pelo Teorema
4.6, u* € G(0, go, R™). Teorema 2.11 implica na seguinte estimativa
lu*(z)| < C - uley,) - |z, VreR™ (154)

Portanto, u*(z) = O(|z|) quando |z| — oo. Desta forma, Corolario 4.8 implica que u é

afim. Desde que u se anula sobre 0H," temos que u(z) = u(e,) - x, como desejado.
[
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5 CONCLUSAO

Finalizo este trabalho observando que todos os objetivos aos quais nos pro-
pomos a estudar lograram éxito. Na primeira parte da tese nos propomos a estudar um
problema de fronteira livre do tipo Bernoulli de duas fases. Como conseqiiéncia de nossos
estudos estabelecemos um critério para a regularidade étima de minimos e apresentamos
um primeiro resultado sobre a fronteira livre numa eventual falta de regularidade étima dos
minimos. Na segunda parte da tese classificamos solugoes de algumas equacoes elipticas
da forma quasilinear e da forma totalmente linear em {x = (v1, - ,z,) ER" 1 1, > 0}.
Provamos que as tnicas solugoes das equagoes aqui tratadas sao da forma u(x) = u(e,)-x,,
onde e, = (0,0,---,0,1).
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