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RESUMO

O conteddo de Matrizes é comumente ministrado no Ensino Médio de forma mecanica
com énfase apenas na teoria e em calculos monétonos que desestimulam o processo de
ensino aprendizagem. Sabemos, porém, que cada vez mais a dindmica da sala de aula
exige que o contetido ministrado desperte e, a0 mesmo tempo satisfaga a curiosidade
dos educandos. O bom é que o contetido de matrizes nos proporciona estas possibili-
dades. Este, quando bem ministrado e usando ferramentas adequadas, fica muito mais
atrativo e tem um melhor proveito. Nesse sentido, o objetivo dessa pesquisa foi mos-
trar que é possivel explorar bem o contetido de matrizes através de exemplos aplicados
e aliados ao uso do programa GeoGebra. Para tanto, realizou-se uma pesquisa bibli-
ogréfica e de campo, mediante um estudo de caso em uma instituigdo ptuiblica de Ensino
Fundamental e Médio no municipio de Juazeiro do Norte-CE. Em termos praticos, a
pesquisa se realizou através de aplicacdo de questiondrios, em trés turmas do 2° ano
do Ensino médio e para professores de matemaética da instituicdo observada. Através
dos resultados obtidos pela aplicagdo do questionario foi identificado que professores e
alunos ndo conheciam a aplicagdo do Software GeoGebra no ensino e na aprendizagem
do contetdo de matrizes.

Palavras-chave: Matrizes. Aplicagdes com matrizes. GeoGebra.



ABSTRACT

The content of Matrices is commonly taught mechanically in high school with empha-
sis only on theory and monotonous calculations that discourage the teaching-learning
process. But we know that, more and more, classroom dynamics require that the con-
tent taught provoke and, at the same time, satisfy the students? curiosity. The good
thing is that the content of matrices gives us these possibilities. When well taught, and
using appropriate tools, the content becomes more attractive and is learned more easily.
Thus, the objective of this research was to show that it is possible to explore well the
content of matrices through applied examples, combined with the use of the GeoGebra
program. For this, we carried out a bibliographical and field research, through a case
study in a public institution of primary and secondary education in the municipality of
Juazeiro do Norte, Ceara. In practical terms, the research was accomplished through
questionnaires applied in three tenth grade math classes, including their teachers, at
the observed institution. Using the results obtained by the application of the question-
naire, it was identified that teachers and students do not know the application of the
GeoGebra Software in teaching and learning the content of matrices.

Keywords: Matrices. applications with matrices. Geogebra
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1 INTRODUCAO

O contetido de Matrizes é comumente ministrado no Ensino Médio de forma
mecanica com énfase apenas na teoria e em calculos monétonos que desestimulam
o processo de ensino aprendizagem. Sabemos, porém, que cada vez mais a dindmica
da sala de aula exige que o contetido ministrado desperte e, a0 mesmo tempo satisfaca
a curiosidade dos educandos. O bom é que o contetido de matrizes nos proporciona
estas possibilidades. Este, quando bem ministrado e usando ferramentas adequadas,
tica muito mais atrativo e tem um melhor proveito.

A teoria e 0s conceitos precisam ser aprendidos. E importante que o aluno consiga
operacionalizar um produto ou adi¢do de matrizes, porém, ndo saber onde se aplicam
esses conceitos pode acarretar desestimulo. Além disso, tendo em vista o préprio con-
texto dos alunos, é razodvel que os mesmos aprendam usando ferramentas tecnolégicas
que auxiliem no aprendizado.

O presente trabalho discute a teoria sobre matrizes e algumas de suas aplicacdes,
levando-se em conta, em particular, o uso do software GeoGebra como ferramenta de
estudo de matrizes. Nosso objetivo é mostrar que é possivel explorar o contetido de
matrizes através de exemplos aplicados e aliados ao uso do programa GeoGebra.

O presente trabalho encontra-se distribuido da seguinte forma. No capitulo |2} serd
apresentado a metodologia empregada para a confecgdo deste trabalho.

No capitulo (3| faremos uma pequena abordagem histérica. Sendo apresentado
defini¢do de matrizes com alguns conceitos basicos e sua representagdo genérica.

No capitulo [l apresentamos os tipos de matrizes, chamadas especiais: matriz qua-
drada, matriz triangular superior, matriz triangular inferior, matriz identidade, matriz
nula, matriz coluna e matriz linha.

No capitulo [5|enfatizamos as operagdes realizadas com matrizes utilizando adigéo,
subtragdo, multiplicacdo e potenciacdo. Neste capitulo abordamos também os conceitos
de matriz transposta , matriz simétrica, anti-simétrica, matriz na sua forma escalonada
e matriz inversa.

O capitulo [f| apresentamos de forma introdutéria o software Geogebra. Também
é abordado a ferramenta deste software responsavel por permitir a manipulacdo de
operagdes relacionadas com matrizes.

No capitulo|7|fazemos varias aplicagdes envolvendo matrizes. Apresentamos dife-
rentes situagdes onde as operagdes que se fazem com matrizes podem ser tteis.

No capitulof§lanalisamos como estd sendo utilizado recursos tecnol6gicos no estudo
de matrizes por professores e alunos de uma institui¢do ptblica de Ensino Médio.



2 METODOLOGIA

2.1 Tipos de pesquisas

A principio, achou-se importante que este trabalho comecasse com uma pesquisa
bibliografica, ou seja, se fazer um levantamento dos temas e tipos de abordagens ja
trabalhadas por outros estudiosos em suas diversas formas, seja elas escritas e impressas
ou divulgadas na internet e até mesmo na forma audiovisuais (SEVERINO, 2007).
Levamos em conta o conteido produzido tanto para o ensino médio da educagdo
bésica como para a educagdo de nivel superior. Acreditamos ter escolhido alguns dos
melhores autores.

Além disso, realizou-se também uma pesquisa de campo, mediante um estudo de
caso em uma institui¢do publica de Educacdo Basica. Podemos entender uma pesquisa
de campo como aquela em que o pesquisador, através de um questiondrio coleta dados
investigando os pesquisados no seu meio, no objetivo de observar casos isolados,
considerando-se as influéncias internas e externas (PRESTES, 2012).

2.2 Local e sujeitos

O local designado para o desenvolvimento do estudo de campo foi uma escola
localizada no bairro Antonio Vieira pertencente ao municipio de Juazeiro do Norte.

Os sujeitos participantes da pesquisa foram alunos do ensino médio que cursavam
o segundo ano e os professores de matemadtica que lecionavam nesta escola.

A coleta de dados foi realizada através de dois questiondrios, pois julgamos a melhor
forma de apurar conceitos e opinides dos entrevistados. A pesquisa foi feita de maneira
quantitativa. Os resultados foram organizados em forma de gréficos a fim de facilitar
a compreensdo e leitura dos indicadores expostos pelas respostas dos pesquisados. Os
questiondrios (segue modelo no apéndice A) continham perguntas fechadas e eram
entregues aos entrevistados para o colhimento de dados antes da apresentagdo do
GeoGebra.

Logo em seguida, as respostas dos entrevistados foram transformadas em graficos
como se ver no capitulo 8, Neste ponto se fez necessdrio uma anédlise dos resultados
obtidos com os questiondrios a fim de nos situar como estava o processo de ensino

aprendizagem do contetido de matrizes naquela instituigéo.



3 MATRIZ

3.1 Elementos Historicos

Segundo Boyer(1996), ha indicios de que, antes da Era Cristd, cole¢des de ntiimeros
ja eram postos em quadros ou em configuragdes semelhantes ao que hoje chamamos de
matrizes. Mas s0 a partir do século XIX é que vemos uma consideravel contribui¢do no
desenvolvimento deste conceito. Sabe-se que tal proeza foi fruto do estudos de gran-
des matematicos como Augustin-Louis Cauchy(1789-1857), Arthur Cayley (1821-1895),
Rowan Hamilton(1805-1865), Carl Friedch Gauss(1777-1855) e Camile Jordan(1838-
1922).

3.2 Definicao de Matriz

Sejam m e n dois nimeros inteiros maiores que zero.

Denomina-se matriz de ordem m X n (1é-se m por n) toda tabela retangular de m - n
nuameros reais dispostos em m linhas e n colunas.

Quando representamos uma matriz, colocamos todos os dados da tabela entre

parénteses, colchetes ou entre quatro barras verticais sendo duas de cada lado.

Exemplo 3.1. Vejamos a seguir as trés formas de como uma matriz pode ser escrita:

3 7

3758 375
21

21 0 6 210
4 0

matriz 2 X 4 matriz 2 X 3

matriz 3 X 2

3.3 Representacido Genérica de uma matriz

Usamos letras latinas maitisculas para nomear uma matriz e quando quisermos
indicar o tipo de uma matriz A, escrevemos A,x,. O elemento(ou termo) de uma
matriz serd indicado por uma letra mintscula, acompanhada de dois indices, que
expressam a posigdo que eles ocupam, a saber, a;;. O primeiro indice (i) denota a linha
em que estd o elemento e o segundo (j), a coluna a qual o elemento pertence.

De modo geral convencionou-se que as linhas sejam numeradas de cima para baixo
e as colunas da esquerda para a direita. Assim, podemos representar uma matriz A do
tipo m X n desta forma:
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ain an A1p

a»n dxn Aoy,
Amxn =

A1 A2 A

Esta matriz também pode ser escrita assim: A,x; = (@ij)mxn, 1 <1 <m,1<j<n



4 MATRIZES ESPECIAIS

4.1 Matriz quadrada

Quando se tem numa matriz o niimero de linha igual ao nimero de colunas nés a
chamamos de matriz quadrada. O ntmero de colunas(ou linhas) é a ordem da matriz.

Nesse caso, dizemos que a matriz quadra é de ordem n.

Exemplo 4.1. Segue abaixo a matriz A de ordem 3 e a matrizes B de ordem 2:

. |23
711 9

Vale ressaltar que numa matriz quadrada A = (g;;), de ordem n:

A3:

WD =, DN
Qa1 © W
_ N O

1. Os elementos a;; em que i = j formam a diagonal principal.

2. os elementos 4;; em que i + j = n + 1 formam a diagonal secundaria.

Exemplo 4.2. Na matriz A destacamos a diagonal principal e na matriz B a diagonal

secundédria:

A3: B3:

@ 3 6 0 2 O
1 @ 0 2. ® 0
3 5@ @ 0 6

4.2 Matriz triangular

Dizemos que uma matriz A de ordem n, serd chamada da Matriz triangular quando

todos os elementos acima ou abaixo da diagonal principal sdo nulos.

Exemplo 4.3. Vejamos os dois casos:

2 3 6 5
200

0972
130

0010
3 01

0 00 2

matriz triangular inferior L. .
matriz triangular superior

4.3 Matriz diagonal

Chama-se de matriz diagonal toda matriz quadrada cujos os elementos acima e

abaixo da diagonal principal sdo nulos.
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2000
200
. 0900 : . .
Exemplo 4.4. Vejamosque| 0 3 0 |e 0010 sdo matrizes diagonais.
0 01
000 2

4.4 Matriz identidade

Denomina-se matriz identidade toda matriz quadrada cujos os elementos da dia-

gonal principal sdo iguais a 1 e os demais elementos da matriz sdo iguais a zero.

Exemplo 4.5. Observe abaixo duas matrizes de ordem diferente:

10 0
I, = I = 0
loa]

1

o O =
S = O

4.5 Matriz nula

Aquela matriz que possuir todos os elementos iguais a zero serd sempre chamada

de matriz nula. Serd indicada por O.

Exemplo 4.6. Vejamos como se apresentam algumas das matrizes nulas:

00
00 0 00
Oz = O;=]1000
4x2 0 0 3
0 00
00

4.6 Matriz linha

Chama-se de matriz linha toda matriz que possui apenas uma linha.

Exemplo 4.7. Ao = ( 3 4 ) e Aixz = ( 5 4 8 ) sao matrizes linhas.

4.7 Matriz coluna

Chamamos de matriz coluna toda matrize que possue apenas uma coluna.

7
Exemplo 4.8. Cyxq = e Doy = ( 5 ) sdao matrizes coluna.

=~ W N



5 OPERACOES COM MATRIZES

5.1 Igualdade de matrizes

Dizemos que ha igualdade entre matrizes se estas possuirem a mesma ordem e
seus elementos correspondentes (de mesa posi¢do) forem iguais. Simbolicamente, para

A = (a;j)mxn € B = (bi)mxn teremos:

A:B@aijzbijcomlsiSmelstn

Vo 28 3 o .
49 10 f—t 72 20 ) 2 pOlS sao matrizes de mesma

ordem e que possuem os elementos correspondentes iguais.

Exemplo 5.1. Vejamos que [

6 7
Exemplo 5.2. Vejamosque| 8 10 |# [ 1 4 6 ]pois sdo matrizes de ordem diferentes.
10

4 7 1 4
Exemplo 5.3. Vejamos que [ 5 10 ] # | 5 5 } pois sdo matrizes de mesma ordem mas

possuem elementos correspondentes diferentes.

5.2 Adicao de matrizes

Sejam A = (a;})yuxn € B = (bij)mxn- A adigdo de matrizes é definida da seguinte forma:

Ell']'+bi]',1§i§mel§iﬁ1’l.

53 0 3
determinamos a soma destas matrizes, assim:

2 4 -1 0 41 2+0 4+4 -1+1 2 80
(5 3 o] (3 6 8) [5+3 3+6 0+8) (8 9 8]

Observe que tal operagdo s6 é possivel se as matrizes possuem a mesma ordem.

2 4 -1 0 41
Exemplo 5.4. Dado as matrizes A = [ ] eB= ( 6 8 ], ambas do tipo 3 X2,

Propriedades: A adicdo de matrizes atende as seguintes propriedades:

A1 : Propriedade comutativa: Dadas as matrizes A e B de mesma ordem,
teremos A+ B =B+ A;

A2 : Propriedade associativa: Dadas as matrizes A, B e C de mesma ordem,
teremos (A+B)+C=A+ (B+ (),
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A3 : Tem elemento neutro: 30, matriz de mesma orem da matriz A, tal que
A+0=A4

A4 : Todo elemento possui o elemento oposto: 1B, matriz de mesma ordem
da matriz A, talque A+ B=B+ A =0;

A matriz B é chamada oposta da matriz A. Na matriz oposta B, os elementos

correspondentes a matriz A, serdo todos opostos.

0 2 0 -2
Exemplo 5.5. SomandoA=| 1 3 |eB=| -1 -3 |de mesma ordem teremos:
4 0 -4 0
0 2 0 -2 0+0 2+(-2) 00
A+B=A=|1 3 [+B=|[-1 -3 |[=]1+(-1) 3+(-3) |=[0 0
40 -4 0 4+(-4) 0+0 00

Com isso podemos dizer que B é matriz oposta de A e vice-versa.

Sejam A e B duas matrizes do mesmo tipo m X n e seja também —B a matriz oposta
de B. Denominamos diferenca entre A e B, indicada por A — B, obtida ao calcularmos a
adi¢do da matriz A com o oposto de B, ou seja, A — B = A + (-B).

2 4 5 6
Exemplo 5.6. Dadas as matrizes A=| 1 7 |eB=| -8 3 |, teremos que
4 9 1 -5
2 4 -5 -6 2-5 4-6 -3 -2
A-B=A+(-B)=|1 7 |+| 8 -3 |=|1+8 7-3|=| 9 4
49 -1 5 4-1 9+5 3 14

5.3 Multiplicacao de um ntiimero real por uma matriz

Seja A uma matriz do tipo m X n com elementos (4;;) e @ um ntiimero real. Temos

que aA é uma matriz B = (b;j) também do tipo m X n, tal que b;; = aa;;.

5 6
Exemplo 5.7. SejaA=| 3 -1 |[eontameroreal(,2. Assim,
-7 0
5 6 0,2-5 0,2-6 1 1,2

0,2-A=02-| 3 -1 0,2-8 0,2-(-1) [=| 1,6 -0,2
—7 0 0,2-(-7) 0,2-0 1,4 0



20
Podemos observar que o escalar 0,2 multiplica cada elemento da matriz A.

Propriedades: Para k,A € R onde A e B sdo matrizes do tipo m X n as proprieda-

des a seguir se aplicam a multiplicacdo de um ntdmero real por uma matriz:

R1: k(A + B) = kA + kB;

R2: (k+A)A =kA + AA;

R3 : k(AA) = kAA;

R4:1-A=A;

R5:0-A = O. Multiplicando zero por qualquer matriz teremos a matriz

nula.

As propriedades R1 e R2 sdo chamadas respectivamente de distributiva em relagdo
a adi¢do de matrizes e distributiva em relacdo a adi¢do de escalares.

5.4 Multiplicacao de matrizes

Dadas duas matriz A = (a;j), de ordem m X n e B = (b;;), de ordem n X p temos que
o produto AB é a matriz C = (c;;), de ordem m X p em que cada elemento c;; é obtido

usando os seguintes procedimentos:

1: Tomamos a linha i de A e a coluna j de B;

2 : Multiplicamos cada elemento da linha i de A pelo elemento correspon-
dente da coluna j de B;

3 : Adicionamos os produtos obtidos.

Como se pode ver, a multiplicagdo de matrizes é uma operagdo ndo trivial, exigindo
uma certa atengdo. Por isto vale ressaltar que:

R1 : O produto AB s6 é definido se o ntimero de colunas de A é igual ao
nuamero de linhas de B, visto que A é do tipom X n e B é do tipon X p;

R2 : Caso exista a matriz AB, ela tem o nimero de linha de A e o nimero de
coluna de B. Assim AB é uma matriz do tipo m X p.
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2 3
7 6 8
Exemplo 58. Se A= 5 4 |eB= ( 015 ], entdo existe AB, pois o ntimero de
3 -1

colunas de A é igual o ntiimero de linhas de B. Assim, AB é do tipo 3 X 3. Vejamos:

2.7+3-0 2:6+3-1 2:-8+3-5 14 15 31
AB=| 5.7+4-0 5-6+4-1 5-8+4-5 |=|35 34 60
3.7+(=1)-0 3-6+(-1)-1 3-8+(~1)-5 21 17 19

Vale lembrar neste caso que também existe BA, pois o nimero de colunas de B é igual
ao numero de linhas de A, e BA é do tipo 2 X 2. Vejamos:

BA_[ 7-2+6-5+8-3 7-3+6-4+8-(-1) ]_[68 37]

0-24+1-545-3 0:3+1-4+5-(-1) 20 -1

Mesmo que bem definido, o produto entre matrizes ndo garante a comutatividade,
ou seja, AB ndo implica BA.
2 3 7 6 8

Exemplo 5.9. Se A = 5 4 eB = 015/ entdo existe AB, pois o nimero de

colunas de A é igual o ntimero de linhas de B. Assim, AB é do tipo 2 X 3. Vejamos:

AB_[2-7+3-0 2:6+3-1 2-8+3-5)_[14 15 25)

5-7+4-0 5-6+4-1 5-8+4-5 35 34 49

Porém neste caso ndo existe BA visto que o ntiimero de colunas de B é diferente do

numero de linhas de A.

Temos também que, o anulamento do produto, ou seja, AB = O nao implica que

A =0 ouB = 0. Veja o exemplo a seguir.

1
Exemplo 5.10. Sejam as matrizes ndo nulas A = ( 531 ) eB =| -2 | Facamos a
1
multiplicacdo entre elas
1
AB=(531)|-2|=(51+3(-2+1-1)=(5+(-6)+1)=(0)
1

Vejamos que nem uma das duas matrizes acima sdo nulas e o produto gera uma

matriz nula.

Propriedades: A multiplicagdo de matrizes estdo sujeitas as seguintes propriedades:
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M1 : Associatividade: A(AB) = (AB)C;
M2 : Distributividade a esquerda em relacdo a soma: A(B + C) = AB + AC
M3 : Distributividade a direita em relacdo a soma: (A + B)C = AC + BC;
M4 : Produto com matriz identidade: Al = IA = A;

5.5 Potenciacdo de matrizes

Tendo em vista a multiplicacdo de matrizes, podemos definir poténcia de matrizes

da seguinte forma: Se A é uma matriz de ordem n, ndo nula

A =1
Al=A
A2=A-A

Al=A2.A=A-A-A
AP=APFlL A=A-A-A ..-Ap>2

p fatores

1 -1
Exemplo 5.11. Seja A = [ L ) Calcule A%

1 -1 1 -1 1 -1 0 -3 1 -1 -3 -6
AS=A-A-A= : : = : =

1 2 1 2 1 2 3 3 1 2 6 3
5.6 Matriz transposta

Dado a matriz A = (g;;), entdo chamamos de matriz transposta de A, a matriz
A" = (bjj), aonde (b;j) = (a;;). A matriz transposta A" de A é obtida a partir de A fazendo

a troca das linhas por colunas.

Exemplo 5.12. Vejamos dois casos de matriz transposta:

4 7
. 4 2 1
AL, =1|2 10 |éatransposta de Asgs = [ 7 10 0 ]
1 0 |
t — 5 — A d —
B, = 0 é a transposta de By, = [ 50 ]

Propriedades: Aplicam-se as matrizes transpostas as seguintes propriedades:
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T1: (A") = A para toda matriz A = (a;)mxn;
T2 :Se A = (aij)mxn € B = (bij)mxn entdo (A + B) = A" + B;
T3 :Se A = (aj)mxn € k € R entdo (kB)" = kB';

T4 :Se A = (aij)mxn € B = (bjx)nxy entdo (AB)' = B'A;

5.7 Matriz simétrica

Uma matriz A quadrada é dita matriz simétrica, quando A’ = A. Isto significa que
se A= (I/'lij) e Al = (bij) com (bij) = (aji) entao (aﬁ) = (ai]')

023 0 23
Exemplo 5.13. Vejamos quese A=| 2 3 0 |eA'=[ 2 3 0 |teremos que a matriz
306 306
A é simétrica pois A = A'.
5.8 Matriz antissimétrica
Uma matriz A quadrada é dita matriz antissimétrica, quando Al =—-A, ou seja, se

uma matriz A = (g;;) € antissimétrica, entdo (aj;) = (—a;;).

0 -1 -5
Exemplo 5.14. DadoamatrizA=| 1 0 -6 |éf4cil ver que
5 6 0
0 -1 -5 0 -1 -5
-A=]1 0 -6 e Al=11 0 -6
5 6 0 5 6 0
ou seja, a matriz A é antissimétrica pois A" = —A.

5.9 Matriz na forma escalonada

O escalonamento de matrizes teve seus estudos iniciais com Carl Friedch Gauss,
matemadtico alemdo do século XIX e foi desenvolvido por Camile Jordan, matemaético
francés do século XX. Este método consiste em efetuar algumas operagdes com as linhas
de uma matriz.

Dizemos que uma matriz é de forma escalonada quando o ntiimero de zeros no lado

esquerdo do primeiro elemento ndo nulo da linha, aumenta a cada linha.
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3758 3758
, 0106 0106 N
Exemplo 5.15. As matrizes e estdo na forma escalonada.
0023 0000
000 4 0000
3758
.10 106 )
Exemplo 5.16. A matriz 00 2 0 ndo estd na forma escalonada.
0710

Uma matriz estd na forma escada quando satisfaz os seguintes itens:

I) O primeiro elemento ndo nulo de uma linha ndo nula é 1;

IT) Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha

tem todos os seus outros elementos iguais a zero;

III) Toda linha nula ocorre abaixo de todas as linhas ndo nulas(isto é daque-

las que possuem pelo menos um elemento ndo nulo);

IV) Se as linhas 1, ...., 7 sdo as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento ndo

nulo da linha ocorre na coluna k;, entdo ky < ky < ... <k,.

Exemplo 5.17. Segue abaixo algumas matrizes e as condigdes que sdo satisfeitas para
que estejam na forma escada.

i) Na matriz a seguir estdo satisfeitas todas as condi¢des.

010 8
0016
0 00O

ii) Na matriz que se segue ndo satisfaz nem a primeira nem a terceira condicao.

01 5 8
00 0 O
00 -10

iii) Na matriz abaixo, apenas a segunda condic¢do ndo é satisfeita.

1
0
0

S = N

5
0
1

S O



iv) Na matriz a seguir, ndo satisfaz a primeira e a quarta condicéo.

S = O
o O -
— o Ol
S O

Podemos ver que apenas a matriz do item i) esta na forma escada.
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Para o leitor interessado em aprofundar nesta parte de nosso estudo recomendamos

estudar por um livro de Algebra Linear. Sugerimos o livro Algebra Linear do Lipschutz

e até mesmo o livro Algebra Linear do Boldrini.

Dizemos que duas matrizes A e B de mesma ordem sdo linhas equivalentes se a

segunda for obtida através de um ntmero finito de opera¢des elementares sobre as

linhas da primeira. Usamos A — B como notagdo para equivaléncia de matrizes. A

seguir veremos as trés operagdes sobre as linhas de uma matriz.

i) Permuta entre linhas;

S = N
= N O
N = W

1 2
—_—
L1—>L2 2 0

01

N W =

ii) Multiplicagdo de uma determinada linha por um escalar qualquer dife-

rente de zero;

203 10 32
_
1 21 |Li—3L|1 21
012 012
iii) Substituicdo de uma certa linha pela soma dela mesma mais o multiplo
de outra.
203 1 -2 2
1 21 |L—@Li+(-1-Ly)) 1 2 1
012 0 1 2
Exemplo 5.18. Vejamos tais operacdes que se segue:
4 7 10 1 0 |
_— _—
2 10 L1—>L3 2 10 L2—>—2L1 0 10
10 4 7 4 7 |
10 10|
>
Ly — 50| 0 1 [Ls— Ls—(4L1+7Ly)| 0 1
4 7 0 0|




4 7 10
Ou seja, a matriz| 2 10 | élinha equivalentea| 0 1
1 0 00

5.10 Matriz Inversa
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Sejam as matrizes quadradas A e B, de ordem n. Dizemos que a matriz B é inversa

da matriz A se

A-B=B-A=1I

Devemos observar que I é a matriz identidade de mesma ordem n. Neste caso,

podemos dizer também que a matriz A é inversa da matriz B.

. : 4 5, 6 -5
Exemplo 5.19. Verifique se a inversa de A = Tk B = .

Como

B ndo é inversa de A.

101 -
1 2 1 5 3 3
Exemplo 5.20. VerifiqueseainversadeA=|2 0 3 [éB=| 3 Z 3
2 1 4
2 3 95 3
Como
11 2 1,8 2 1 _ 4,1 _2.,.2.,4
121 3 3 73 3T9-5 375ts —3t5+3
B = s 2 01 |-|z2,0_2 2 1 _a s |
A-B=|12 0 3 5 5 5 |=| 5+t0-5 5+0+3 3+0+3 | =
2 1 4 4 1 2 .2 1,8
01 2 -3 3 5 0+§—§ O—§+§ 0+§+§

concluimos que B é inversa de A.

o o =
S = O
_ O O

Podemos determinar a matriz inversa por meio da aplicacdo da definicdo. Este

método consiste em partir de uma matriz quadrada genérica A = 4;; usando incégnitas

em vez de valores e aplicar a definicdo A.B = |

4 5

Exemplo 5.21. Para descobrirmos a matriz inversa de A = ) 1 devemos recorrer

a uma matriz genérica B de mesma ordem que nos permitird multiplicé-las tal que

A.B = I,. Vejamos;

AB_45 a b)) (4a+5c 4b+54) (1 0
T2 1 cd)] | 2a+c 26+d4 ) (0 1

Teremos assim o seguinte sistema:
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4a+5c=1
2a+c¢c=0
4b+5d =0
2b+d=1

A admite inversa se o sistema possui uma tnica solugdo. Vejamos neste caso que a
-1 5

solugdgo éa =2, b=2,c=1ed= 2. Eassim teremos a matriz A™' = [ ¢ 9 ) Logo
3 3

B=A"

Caso o sistema acima fosse impossivel, dirfamos que ndo admite inversa.

Podemos também determinar a matriz inversa por meio da eliminagdo de Gauss-
Jordan. A esséncia deste método estad na técnica de escalonamento. De inicio, criaremos
uma matriz ampliada que consiste em escrever lado a lado, a matriz quadrada A que
queremos inverter e a matriz identidade I de mesma ordem. Com isto criamos a matriz
ampliada [A|I]. Em seguida, aplicam-se as operagdes elementares como vimos no tépico
de forma que, no final do processo, a matriz A tenha se tornado em uma matriz
identidade de mesma ordem, e a matriz identidade I se torne uma matriz B inversa de
A, tal que [A|l] = [[|B] aonde B = A~

Exemplo 5.22. Vamos utilizar a mesma matriz A do exemplo anterior para determinar-

mos a matriz inversa usando o método de eliminacdo de Gauss-Jordan,

45 :10 4 5:1 0 |/
[All] = Ly, — (L1 — 2L,) , Ly — 3L
21 :01 03 :1 -2
5 1 _— 5 1
EEE L e LR RN
03:1 -2 011 -2
10 -1 3
Ly — (L1 — 2Ly) 6 & |=[IB]
01: 1 -2
3 T3

Ou seja, a matriz inversa da matriz A é a matriz B = ( ]

O fato aqui é usarmos ferramentas até entdo vistas no texto para determinarmos a

wl|, oven

inversa de uma matriz. Sabemos que ha outros métodos mas como foge do propésito

deste trabalho ndo iremos abordé-los.



6 GEOGEBRA

Os alunos dos dias atuais convivem naturalmente com as ferramentas tecnolégicas
modernas. O desenvolvimento dos computadores e a relativa facilidade de acesso a
internet favoreceram a popularizagdo dos recursos computacionais como ferramentas
educacionais. Infelizmente, muitos desses recursos ndo sdo usados pelos professores
de matemadtica e os alunos fazem mais uso da internet com fins de distracdo do que
pela busca do conhecimento.

Neste contexto apresentamos o GeoGebra, um software multiplataforma, o qual
pode ser instalado em computadores e tablets, voltado para o ensino-aprendizagem da
matematica. Segundo o Instituto GeoGebra do Rio de Janeiro este software educacional
foi criado por Markus Hohenwarter, um matemadtico austriaco e professor da Univer-
sidade Johannes Kepler em Linz. O GeoGebra junta recursos de estatisticas, cdlculos,
probabilidades, tabelas, gréficos, geometria e dlgebra. Sob o ponto de vista didético, o
GeoGebra é uma ferramenta de grande auxilio no processo de ensino aprendizagem.

Faremos uma breve explana¢do de como usar comandos bésicos como digitacao,
manipulacdo e operacdo com matrizes. Para tal, utilizamos a versdo 5.0.63.0 de 7
fevereiro de 2015 para o Microsoft Windows. Vale ressaltar que o Linux possui uma
versdo amplamente utilizada e que ja estd disponivel uma versdo para Tablets.

Na figura[l[jmostramos o menu de abertura. Para o que queremos, devemos escolher

o icone que contém “Janela CAS”.

Figura 1 — Menu de abertura

GeaGebra =

Procurar por Materiais do GeoGebra

Crie vocé mesmo

° - AB

?ﬁ a
s Planilha de
Algebra Geometria Caleulos

X= O o

Janela CAS Janela 3D Probabilidade

Com a ”Janela CAS”aberta, como na figura |2, deixemos selecionado o primeiro
icone, na Barra de Icones. Logo abaixo, ha a Célula de Entrada de Dados.
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Figura 2 - Janela CAS

|B = v Sy x=x= P @ |<= Barra de icones da Janela CAS SIEEAN=
1 x 6 &

¢ i

Célula de entrada de dados

Janela CAS

Vamos fazer uma ligeira demonstragdo de como usar esta parte do programa. Na
Célula de Entrada de dados, figura |3, digitemos A:={{2,3,5},{-1,4,2},{0,-5,6}}. O Pro-
grama entenderd isto como uma matriz de ordem 3 em que as linhas 1, 2 e 3 serdo
respectivamente {2,3,5}, {-1,4,2} e {0,-5,6}.

Figura 3 — Digitando uma matriz

(=] = v Sy x=x= ¥ [ & SICEAR=
1 [A=(235.01.42,0,56) a | 6 &

Dado um ENTER, o programa nos mostra a matriz como na figura



(=] =

A={{2,3,5},(-1,4,2},{0,5,6}}

1 2]235
-14 2
0-56

2

v S U Ty x= x=

7

Figura 4 — Como fica a matriz

] %

Tl

30

Como nosso intuito é fazer algumas operagdes com matrizes, vamos digitar uma

nova matriz na Célula de Entrada logo abaixo. Figura

[=] =

A={{2,3,5},{-1,42}.{0-5,6)}

B ]2as
-14 2
0-56

B:={{54,3}{1,-2-3}.4-4.8.1)

21> 5 43
1-2-3
-48 1

&

v A% U [Ny x= x=

iz

Figura 5 — Uma nova matriz

I &

Tl

-4

-3

=3

Agora, vamos digitar A + B, —4A, 3B — 2A e A * B em Células separadas e veremos

0 que se segue na figura [l No GeoGebra, o comando de multiplicagéo é dado pelo *.
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Figura 6 — Operagoes

A=~ &= 7] se Q=
A=({2,35},(-1,4,2}.{0-5,6)} X 6 &
1> ]235
-14 2 5
0-56
4
B:={{543}{1,-2-3}{-481}}
2] > 543 5
1 -2-3
-48 1 2
A+B
3 2|1 T78 1
02 -1 .
-4 37 -4 -3 = -1 0 1 2 4 4 5 6 7 8 9 10
aA N
4 7 [-8-12 -20
4 -16 -8 -2
0 20 -24
-3
3B-2A
> =
5 n 6 -1 P
5 -14 -13
-12 34 -9 &
A*B
6 7 [-7T 42 2 o
-9 4 -13
=t
-29 58 21
v
S

Alguns comandos ja estdo predefinidos pelo préprio Software. Figura [/l Esses
comandos, aparecem, quando digitamos a palavra matriz na Célula de Dados. Nos

cabe apenas escolher e informar qual a matriz a ser efetuada na operagao.

Figura 7 — Comandos Pré Definidos

[=] = [« [&/en]™g [x=x= | #] | # S Q=
A=({2.35),(1,4.2,{0,5,6)} » 6 2
1235
(-1 4 z) 5
056
B:=({5.4,3}{1,2-3,{-4.81)} ¢
2 >[5 43 3
( 1 -2 -3)
-48 1 2
& ‘:mamz\ a

MatrizEscalonadal <Matriz> |

Matrizldentidade[ <Ntmero= ]

-4 -3 -2 -1 0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Matrizinversal <Matriz>]

-1
Matrizinversal <Funciios |
MatrizTranspostal <Matriz>] -2

-3

-4

-5
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Logo abaixo é possivel ver quais comandos escolhemos. Figura

(=]

1

B

= v 85Uy x= x=

A={{2,3,5},(-1,4,2},{0,5,6}}
>

235
-14 2
0-56

{5.4,31,(1,2-31{-481)}

5 43
1-2-3

-48 1

MatrizEscalonadal Al

3 2

100
010

001

Matrizlnversal B ]

B

1 10 3
]
17

B|=
o
e

o

2l £
S0

MatrizTranspostal A+B ]

Y

7T0-4
7T 23

8-17

Figura 8 — Comandos efetuados

[

-3

=

Somando-se a este tutorial aqui apresentado, o estudante conseguird encontrar

facilmente outros na web. Aconselhamos videos do canal do professor Luiz C. M. de

Aquino, em portugués, que se encontra no Youtube.

O GeoGebra tem muito a contribuir. Pode ser levado a sala de aula facilmente com

um computador e um datashow. A aula se tornard com certeza, mais proveitosa. O

professor enriquecerd suas aulas tornando-as mais dindmicas e interessantes, fazendo

o aluno ter uma boa experiéncia em seu momento pedagogico.

O GeoGebra é um programa gratuito que pode ser baixado diretamente da sua

homepage oficial, www.GeoGebra.org. Fizemos um tutorial para aqueles que desejam

instala-lo. Este encontra-se no apéndice A.



7 APLICACOES

7.1 Servico publico rodovidrio

Situada a extremo sul do Cear4, a regido metropolitana do cariri, criada por decreto
de lei em 2009, é composta por nove municipios dos quais tomaremos para nosso
exemplo apenas cinco deles a saber; Barbalha, Caririagu, Crato, Juazeiro do Norte e
Missdo Velha. Todos estes sdo ligados direta ou indiretamente por rodovias estaduais.

Por questdes didaticas, vamos identificar cada cidade por um numero, aleatori-
amente. Assim, facamos de forma que, Juazeiro do Norte seja identificada por @,
Caririagu @), Crato @), Barbalha por @ e Missdo Velha sera identificada por ®. Logo
abaixo, para uma melhor compreensao, a figura 9 nos mostra estas cidades, represen-

tadas por pontos numerados, ligados por linhas que representam as rodovias.

Figura 9 — Ilustragdo da malha rodoviaria do Cariri

Fonte: Elaborada pelo autor.

Nosso interesse € criar uma matriz A = (a;j)uxn, onde os indices i e j serdo relacio-
nados aos pontos da figura E] de modo que esta matriz represente como o transporte
publico rodovidrio liga estas cidades. Vamos observar trés coisas basicas:

Observagdo 1: Os pontos possuem ligacdo direta entre eles; isto significa que o trans-
porte publico rodovidrio permite uma ligagdo direta entre uma cidade e outra. Neste
caso definimos a;; = 1.

Observagdo 2: Os pontos ndo se ligam diretamente; nesta situagdo ndo héd dnibus ou
qualquer outro transporte ptblico que ligue de forma direta uma cidade e outra. Aqui,
vamos definiremos 4;; = 0.

Observagao 3: Toda cidade se ligar a si mesmo, adotaremos 4;; = 1 quando i = j.

Neste exemplo, vamos mostrar a matriz A combinando os pontos dois a dois. Assim
a matriz tera:

Baseado na ”Observagéo 1”: (17,013, A14, A15, A1, 431, A34, A41, 40, 45, 451, A54 SAO iguais a 1,
pois representam ligacado direta.

Baseado na “"Observacdo 2”: ay3, a4, 425, a32, A35, 442, (53, A53 SA0 iguais a zero, pois repre-
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sentam pontos que ndo sdo ligados entre si.
Baseado na ”"Observagdo 3”: ay1,a2, 33,444,055 Sd0 iguais a 1, pois convencionamos
assim visto que os pontos O, @, @, @ e ® estdo ligados a si mesmo.

A matriz A procurada é:

(1111 1]
11000
A=|10110
10111
1001 1)

Neste caso, podemos dizer que mais facil seria observarmos a figura 9 mas estamos
interessado é no fato de lidarmos com uma situagdo de 100, 200 pontos ou mais.

Para situagdes mais amplas e complexas seria mais facil consultar a matriz. Estamos
falando de matriz do tipo 100 x 100 ou 200 x 200, o que aqui seria conveniente a ajuda
de computadores, os quais nos ajudariam em consultas ainda mais rdpidas a respeito
da relagdo entre dois ou mais pontos de interesse. Imaginemos o beneficio que seria

com o ganho de tempo e esforco por parte de quem se utilizasse de um sistema destes.

7.2 Controle de Semaforos

Nesta situacdo, iremos fazer uso de alguns conhecimentos sobre matrizes. Iremos
mostrar como a adi¢do de matrizes e a multiplicagdo de um ntimero real por uma matriz
podem ser usadas como auxilio na organizacdo de um semaforo. A figura[I0jrepresenta
o encontro entre as avenidas Castelo Branco e Padre Cicero, em frente ao Cariri Garden
Shoping em Juazeiro do Norte. Ambas de mado dupla. H4 neste cruzamento trés

semaéforos representados pelos pontos O, @ e Q.

Figura 10 — Encontro de avenidas

I LJIIIIIIIII
®
©

Posto de
H @ Gasolina

Fonte: Elaborada pelo autor
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O tempo em que os semaforos ficam abertos serdo divididos em trés momentos. Em
cada momento serd criada uma tabela que indica o tempo em minutos que o conjunto
de seméforos estdo abertos ou ndo. Por questdes préticas, ndo iremos contar o tempo
em que o semaforo fique com a luz amarela.

Criaremos também as matrizes M;, M, e M; vinculadas a cada tabela.

Vejamos como fica a Tabela [1, quando o seméforo fica verde durante 1/2 minuto
liberando o transito de @ para @), de @ para @ e de @ para D.

Tabela 1 — Primeiro momento em que o seméforo fica aberto

PARA
DE (ORNGRNEC)
D 0 | 1212
@ 0] 0] 0
©) 1200

Fonte: Elaborada pelo autor.

Criando a matriz M; a partir da Tabela [I|teremos:

0 1/2 1/2
My=| 0 0 O
1/2 0 0

Em um segundo momento, durante 1/2 minuto, as luzes dos semaforos mudam
liberando o transito de D para @, @ para O e @ para Q. Vide a tabela

Tabela 2 — Segundo momento em que o semaforo fica aberto

PARA
DE (ORNGRNEC)
D 0 [12] 0
) 1210 |12
©) 0] 0] 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Como anteriormente construiremos a matriz M, a partir da tabela]|

0 1/2 0
M,=(1/2 0 1/2
0O 0 O

Em um terceiro momento, num periodo de 1/2 minuto, o seméforo fica verde libe-
rando o fluxo de veiculo apenas de @ para @. Por sua vez, a Tabela 3| tera a seguinte
estrutura:
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Tabela 3 — Terceiro momento em que o semaforo fica aberto

PARA
DE ORNVRRC)
@ 0/0]o0
@ 0/0]o0
©) 0[12]0

Fonte: Elaborada pelo autor.

A matriz neste caso é:

0 0 O
M;=10 0 O
0 1/2 0

Vamos obter a matriz M somando M;, M, e M3, membro a membro.

0 1/2 1/2 0 1/2 0 0 0 O
M=M+M+M;=| 0 0 O |+(1/2 0 1/2|(+]0 0 O0]|=
1/2 0 0 o 0 O 0 1/2 0
o 1 1/2
1/2 0 1/2
1/2 1/2 0
Temos pois:
o 1 1/2
M=]1/2 0 1/2
1/2 1/2 0

Temos assim uma matriz que nos mostra o tempo que cada semaforo fica verde

liberando o transito num intervalo de 15 minuto.
A titulo de curiosidade, veja abaixo como ficard a tabela [4 que esta vinculada a
matriz M.

1
Tabela 4 — Tempo em que o semaforo fica aberto num periodo de 1§minutos

PARA

OE ®l 2| 0
D 0 1 |12
Q 1210 [1)2
©) 1212 0

Fonte: Elaborada pelo autor.
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Vejamos, por exemplo, que num intervalo de um minuto e meio, o semaforo libera
o transito de @ para D num periodo de 1/2 minuto.

Se Multiplicarmos todos os termos da matriz M por 40 vamos obter o tempo, em
minutos, que cada seméforo ficara aberto durante 1 hora. Fagamos:

0o 1 1/2 0 40 20
40.M=40.11/2 0 1/2 (=120 0 20
1/2 1/2 0 20 20 O

Nossa tabela terd a seguinte visualizagao:

Tabela 5 — Tempo em que o seméforo fica aberto num periodo de 1 hora

PARA

DE OREARNE);
D 0 |40 | 20
%) 20 0 |20
) 2020 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Vamos estimar que passe 15 carros por minuto cada vez que o semaforo fica verde.
Multiplicando 15 a matriz anterior, teremos a quantidade de veiculos que passa no
semaforo a cada 1 hora. Assim:

0 40 20 0 600 300
1540M=15.{20 0 20 (=]300 O 300
20 20 O 300 300 O

Coloquemos estes valores em tabela. vejamos abaixo:

Tabela 6 — Quantidade de veiculos que passa no semaforo a cada 1 hora

PARA

DE ©l o]0
0} 0 | 600 [ 300
Q@ 300 [ 0 |300
©) 300 [300 | 0

Fonte: Elaborada pelo autor.

Estas informac0es serdo tteis, por exemplo, a uma empresa de marketing que queira
divulgar seus produtos.

A seguir apresentamos na figura|11|as operagdes realizadas no Geogebra.
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Figura 11 — operagdes com o geogebra

E]= v Sy x=x= # 1] ®

M1 :={{0, 0.5, 0.5}, {0, 0, 0}, {0.5, 0, 0}}

>
0

= o
S M=
S M=

0

—_— N
=

M2 :={{0, 0.5, 0}, {0.5, 0, 0.5}, {0, 0, 0}}

(=]

2 gr

0

N [
S M=

00
M3 := {{0,0,
> fo

0

(=]

310, 0, 0}, {0, 0.5, 0}}

N= o S
[ )

0

=

M:=M1 + M2 + M3

>
01

I [ =

0

Ol N

1
2

=]

40%M
2 7 [0 4020
20 0 20
20 20 0
15%40%
3 7 | 0 600 300
300 0 300
300 300 0

7.3 Controle de fluxo de veiculos

A prefeitura de uma certa cidade, na tentativa de melhorar o transito no centro,
resolve diminuir o niimero de veiculos que 14 transitam, e por meio de sua autarquia
de transito, resolve cobrar um peddgio por cada veiculo de passeio que transita no
centro da cidade.

O pedégio é cobrado de acordo com o ntimero de ocupantes no veiculo. Geralmente,
os carros de passeio possuem até 5 lugares. A tabela [7] contém os valores que cabe a

cada veiculo.

Tabela 7 — Tarifa discriminada pelo ntimero de ocupantes

N°deocupantes | 1 || 2 || 3| 4] 5
Tarifa (R$) 10185715 2
Fonte: Elaborada pelo autor.
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Pagard mais o veiculo com menos passageiros.

Da tabela[/] podemos destacar a matriz linha que iremos chamar de matriz A:

A=(10 85 7 5 2)

Em um determinado dia, resolveu-se fazer um levantamento de quantos veiculos
pagaram peddgio. Isto seria feito discriminando a quantidade de veiculos por nimero
de ocupantes. Estes dados foram expressos em uma tabela(8).

Tabela 8 — Quantidade de veiculos que pagam pedagio discriminado pelo nimero de
ocupantes

N° de veiculos | 43 || 59 || 51 || 38 || 24
N°deocupantes || 1 || 2 || 3 | 4 | 5
Fonte: Elaborada pelo autor.

Outra vez temos uma matriz linha advinda agora da tabela 8|que a denominaremos
por matriz B, que conterd o nimero de veiculos.

B=(43 59 51 38 24)

Se quisermos a matriz transposta de B serd facil, pois:

43
59
B'=| 51
38
24

Imagine que se queira calcular o valor em dinheiro arrecado neste determinado
periodo. Com o uso de matrizes se torna facil pois basta calcular o produto das
matrizes A po B'. Vejamos como fica:

13
59
A-B'=(10 857 5 2)-[ 51 |=(10-43+8,5-59+7-51+5-38+2-24 )
38
24

Entao,

A-B =(152,5)



Ou seja, neste periodo, houve uma arrecadacao de R$ 1526,50.

Os precos poderdo ser ajustados de acordo com a conveniéncia. Pode-se acrescentar
na tabela [/jmais uma linha contendo pregos diferenciados para o horario de pico.

Mais uma vez é apresentado abaixo o uso do Geogebra, o que torna as operagdes
muito mais faceis. Na figura |12} temos os procedimentos bésicos de como digitar uma

matriz, determinar a matriz transposta e efetuar uma multiplicacdo entre matrizes.

Figura 12 — Aplicacdo do Geogebra

B = || v || g |l

A:={{10,8.5,7,5,2}}
> 17
(1[] ) T B2

7 B:={{43,59,51,38,24})
> (4359 51 38 24)
C:=MatrizTranspostal B
~ |43

3 59

51
38
24

4 A*C
= [ 3053
2

Fonte: Elaborada pelo autor.

7.4 Auxilio na contagem de pessoas

Vamos imaginar que se queira saber quantas pessoas se fazem presente em um
determinado evento ao longo de um dia. Sabendo a ocupag¢do média dos veiculos que

se fazem presentes no evento, é possivel se fazer uma estimativa no ntimero de pessoas

que 14 estdo.

E importante fazer a contagem de veiculos classificando-os pelo tipo (carro de

passeio, Van ou 6nibus) e pelo o perfodo em que ocorreu a visita durante o dia (manh4,

| Ny x=||x~|

]

tarde e noite). A tabela 9] expressa isso.

] &

Tabela 9 — Quantidade de veiculos durante o dia

T Modelo Carro de passeio | Van | 6nibus
urno
Manha 50 35 28
Tarde 60 33 19
Noite 47 20 8

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A partir da ocupag¢do média de cada tipo de veiculo faremos a tabela

Tabela 10 — N° médio de ocupantes em cada tipo de veiculo

Carro de passeio || 3
Van 21
Onibus 36

Fonte: Elaborada pelo autor.

Baseadas nas tabelas 9] e construiremos as matrizes A e B. Para determinar o

numero de pessoas neste evento, devemos calcular o produto entre estas matrizes.

Temos,
50 35 28 3 50-3+35-21+28-36 1893
AB=|60 33 19 |-|21 |=|60-3+33-21+19-36 |=| 1557
47 20 8 36 47 -3 +20-21+8-36 849

Assim, o nimero estimado de pessoas no evento a cada periodo do dia: pela manha
foram 1893 pessoas, de tarde foram 1557 e de noite foram 849. Para sabermos o total,
facamos 1893 + 1557 + 849 = 4299

Logo abaixo, na figura 13, apresentamos as operagdes realizadas no Geogebra.

Figura 13 — Aplicacdo do Geogebra

(=)= [ ][ % 0] |[x=|x=| ][ £ ][ ®
A:=({50,35,28},{60,33,19},{47,20,8}}
1~ [50 35 28
60 33 19
47 20 8

B:={{3}.{21}.{36}}

ofl 7 | 3
21)
36
A*B
3 7 [1893
1557)

849

Fonte: Elaborada pelo autor.

7.5 Criptografia

A Criptografia consiste em codificar informagdes, usando-se uma chave, antes que
estas sejam transmitidas, e em decodifica-las, apds a recepcdo. Esta palavra é derivada
de kripto, palavra grega que significa oculto, escondido. Sendo assim, podemos definir
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o objetivo da criptografia é esconder ou ocultar a intensdo da mensagem e ndo a
mensagem. Veremos como as matrizes podem ser tteis nesse caso.

Dependendo do grau de importancia e do nivel de seguranca a que se queira em-
preender, hd meios muito mais eficientes para se criptografar uma mensagem. Assim,

este método que apresentamos, serve muito bem para fins didéticos.

Exemplo 7.1. Vamos criar uma tabela que associe o nosso alfabeto, o simbolo # e o

ponto final a alguns ntimeros primos. Vide tabela

Tabela 11 — Relac¢do alfanumérico

E[F|IG|H|I|J|[K|[L |[M][N
1113 1719232931 | 37 | 41 | 43

S| T|IU|IVIW|X|Y]| Z # .
67 7173|179 |831|89 |97 | 101 | 103 | 107
Fonte: Elaborada pelo autor.

& Olll[| o] >
91 =|||| #~|
AlellllixiNe!
SIS e

Seja a mensagem estudando matrizes. Agora, se utilizando da tabela [I1] vamos rela-

cionar cada letra da mensagem com o seu niimero correspondente. Vejamos,

E S T UDANDO # MAT R I Z E S
11 67 71 73 7 2 43 7 47 103 41 2 71 61 23 101 11 67

Como chave, utilizaremos uma matriz qualquer de ordem 2 que possua inversa.
) 23 .
Neste caso usaremos a matriz A = 1ol Como a matriz é de ordem 2 vamos

organizar os nimeros da mensagem numa matriz B com duas linhas.

11 67 71 73 7 2 43 7 47
103 41 2 71 61 23 101 11 67

Quando efetuarmos a multiplicagdo A - B, vamos obter a matriz M.

2 11 67 71 73 7 2 43 7 47
M:A'B:[ 3” 6 3 3 }

1 2 103 41 2 71 61 23 101 11 67

331 257 148 359 197 73 389 47 295
217 149 75 215 129 48 245 29 181

A matriz M serd enviada ao receptor que, quando recebida a mensagem, ele a decodifica
multiplicando a matriz inversa de A por M, encontrando a matriz B que contem a

mensagem,
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Al M = 2 -3 | 331 257 148 359 197 73 389 47 295
-1 2 217 149 75 215 129 48 245 29 181

Ou seja,

Al-M=

11 67 71 73 7 2 43 7 47
103 41 2 71 61 23 101 11 67

Por fim, o receptor, utilizando-se da associa¢do entre as letras e nimeros, poderd obter
a mensagem original.

Logo abaixo na figura 14} segue um exemplo de como o Geogebra tornaria nossa
tarefa de multiplicagdo muito mais simples.

Figura 14 — Aplicagdo do Geogebra

[=] =|[v [ &% wn] ™ [x=|x~| # | 1 | &
A={{2,3}{1.2}}
N> 12 3
1 2
B:={{11,67,71,73,7,243,747}{103,41,2,71,61,23,101,11,67}}

q - 11 677173 7 2 43 7 47
103 41 2 71 61 23 101 11 67

C:=Matrizinversal A]
N> [2 -3
5
A*B

- 331 257 148 359 197 73 389 47 295
217 149 75 215 129 48 245 29 181

C*A*B
5 (11 67TTIT3 T 2 43 T 47
103 41 2 71 61 23 101 11 67

Fonte: Elaborada pelo autor.

7.6 Resolucdo de sistemas lineares usando escalonamento

Nao poderiamos omitir a grande contribuigdo que o estudo das matrizes tem dado
aos sistemas lineares.

Além dos processos conhecidos para resolver sistemas como o método da substitui¢ao
podemos utilizar o método de eliminagdo de Gauss, reescrevendo o sistema de forma
escalonada.

Exemplo 7.2. Vamos resolver o sistema a seguir se utilizando de escalonamento de

matrizes:



3x+5y =1
2x+z=3
S5x+y—-z=0
que na forma matricial fica assim:
35 0 x 1
20 1 y|=|3
51 -1 z 0
Sua matriz ampliada é:
35 0 1
20 1 3
51 -10
que escalonada, torna-se:
100 £
010 —5
001 ¥

100 b T
— 1
010 y|= 16
17
0 01 zZ 3
E dai temos o sistema equivalente:
_ 7
Y= 16
__1
Y="1
z=%
Asolugdgo dosistema é: x = &, y= - ez =

44

Valeressaltar que quando um sistema escalonado apresenta um ntimero de equagdes

igual ao ntiimero de incégnita, ele é possivel e determinado, isto €, ele tem uma tnica

solucdo.

O uso do GeoGebra proporcionou o escalonamento em menos de 2 segundos. Na

figura|15/segue o comando feito no programa.
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Figura 15 — Aplicagdo do Geogebra

(5] = v Sy x=x=F S

A:={{3,5,0,1},{2,0,1,3},{5,1,-1,0}}

1 73501
2.001 3
51-10

MatrizEscalonadal A ]

=
? 7
100 16

1
01016
17

001?

7.7 Resolucdo de sistemas lineares usando equag¢des matriciais

Um sistema de equacdo pode ser transformado em uma equacdo matricial, ou seja,
sua incégnita é uma matriz. Para resolver estas equa¢des matriciais, utilizamos, de
acordo com a situagdo as operag¢des de adi¢do, subtracdo e multiplicacdo de matrizes,
bem como o conceito de matriz inversa. Segue abaixo um exemplo onde algumas das

propriedades citadas acima sdo usadas.

Exemplo 7.3. Dado o sistema no exemplo iremos soluciona-lo usando equagdes

matriciais.
3x+5y=1
2x+z =3
S5x+y—-z=0
Vamos destacar suas matrizes:
35 0 X 1
A=12 0 1 [ X=|y|eB=|3
5 1 z 0

Assim teremos a equag¢do matricial
A-X=B

que possui uma tnica solucdo se A é invertivel. Vejamos se A possui inversa. Usaremos
o softwares GeoGebra. Abrindo o programa, devemos escolher a “Janela CAS”no menu
apresentado como o da figura [T|no capitulo 6]

A matriz serd digitada na guia do software assim: A := 3,5,0,2,0,1,5,1,-1. Logo
em seguida escolhe-se o comando pré definido “MatrizInversa[A]”como explicado na
figura[7]do capitulo[6l Vejamos abaixo como fica. Vide figura
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Figura 16 — Determinando a matriz inversa

B = || v || o [N 0| x=|/x=|| | [ | ®
A={{3,5,0}1,{2,0,1},{51,-1}}

1 2350

201

il W |

Matrizinversal A ]
>

1 5

15 5
9 32 32 32
7 3.3
32 32 32
1 ou s

16 16 16

Assim, podemos ver que a matriz A possui inversa a saber,

-1 5 5

32 32 32

-1 _ 7 3 3
AT = 32 32 32
1 - _3q

16 16 16

Entdo, desde que haja a matriz inversa de A, podemos fazer os procedimentos que se
seguem. Multiplicando A™! pela esquerda os membros da equagao,

A1 (A-X)=A"1-B

Da propriedade associativa da multiplicacdo, temos:

(A1 -A)-X=A"1-B
Pela defini¢do de matriz inversa, segue:
[-X=A"1-B
E da propriedade de elemento neutro da multiplicacdo de matriz teremos:

X=A"1-B

Substituindo A~! e B encontraremos a Matriz X,

_1 5 5 1 z
32 32 32 16
| =z _3 _3 [|. —| _1
X = 32 32 32 3= X 16
1 1 _5 7
16 16 161 0

Até aqui nos dariamos por satisfeito se quiséssemos a solugdo da equagdo matricial,

mas nos interessa também a solugdo do sistema, que ¢ satisfeito por x = Z, y =
z=14

_1
16 €
8
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Quando amatriz A ndo possui inversa, estaremos diante de um sistema com infinitas
solugdes ou sem solugéao.
Logo a seguir, na figura |17}, encontramos os comandos efetuados pelo Geogebra. A

inversa da matriz A, feita sem este recurso, chega a ser penoso.

Figura 17 — Aplicagdo do Geogebra

(=)= v &y x=x= £ [ @
A={{3,5,0442,0,13{5,1 -1}
M=z 350
201
51 -1
B:={1}.{3}.{0}}

> f1
3
0

Matrizlnversal A]

- 1 5 5§
TR )
7 _3 _3
32 32 32
1 1 5
16 16 16

Matrizlnversal A I*B

= a7
16

1

16

17

8

7.8 Transformag¢des Geométricas

As transformacdes geométricas do plano, chamadas também de transformagdes
em 2D - duas dimensdes, sdo muito usadas pela computacado gréfica para a construcao
de figuras e producdo de imagens. Estas imagens podem ser percebidas nos efeitos
especiais utilizados no cinema, na TV e nos sistemas multimidias em geral, além de
servir de ferramentas de auxilio em varias areas do conhecimento.

Vamos tomar como exemplo um jogo bastante conhecido, o tetris (figura[I8). Apesar
de simples na questdo visual, quando comparado com jogos eletronicos mais moder-
nos, este nos d4d uma boa ideia de como as matrizes sdo aplicadas. Neste jogo ha
diversas de figuras planas que podem ser movimentadas segundo um finito ntimero

de manipulagdes ou transformagdes a saber, que sdo: translacdo e rotagdo.
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Figura 18 — Tetris

Form1

Fonte: Elaborada pelo autor.

7.8.1 Translacao

Chamamos de transla¢do a transformagdo que desloca uma figura em qualquer
direcdo sem alterar sua forma e suas dimensoes.

Considere o octégono A representado na figura Nele foi feito uma translacdo
gerando um outro octégono A’. As coordenadas do Poligono A sdo: (1, 6), (1, 4), (3, 4),
(3,2),(5,6),5,4),(7,4) e (7,2).

Vejamos que cada ponto de A tem sua abcissa deslocada seis unidades a direita e
sua ordenada duas unidades a cima, gerando o Poligono A’ com as coordenadas (7, 8),
(7,6),09,6),(9,4), (11, 8), (11, 6), (13, 6) e (13, 4).

Figura 19 — Translacdo de um octégono

RioA 7 D00 &L N e ze SIEEOS=
®

Fonte: Elaborada pelo autor.

As matrizes relacionadas aos octégonos sdo:

A 11335577 o 77 9 9 11 11 13 13
= e =
6 4 4 2 6 4 4 2 8 6 6 4 8 6 6 4
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A regido A sofreu uma translagdo dando origem a regido octogonal A’. Esta translacdo

6
pode ser descrita usando a matriz coluna [ 5 ] somada a cada coluna da matriz A.

HMEMEH

x
De um modo geral, para transladar um ponto [
Yy

unidades na vertical, efetuamos a adi¢ao de matrizes:

Portanto

] de g unidades na horizontal e b

7.8.2 Rotacao

Por questdes de objetividade vamos considerar a rotagdo de um ponto P(x, y) em
torno da origem (0, 0) no sentido anti-hordrio. Observe a figura

Figura 20 — Rotacdo em torno da origem

RlA 74> OO& boome e 0 S5c Q=
o Oa >

Fonte: Elaborada pelo autor.

O poligono A sofreu uma rotagdo de 90° no sentido anti-horario em torno da origem
gerando o poligono A’.

As matrizes associadas a cada um dos poligonos sao:

11335577 A,_—6—4—4—2—6—4—4—2
|6 4426 442 |1 1 3 3 5 5 7 7

Obtemos a matriz associada ao poligono A’ multiplicando a matriz associada ao
0

poligono A pela matriz C = [ .

0 } Esta por sua vez é correspondente a matriz

c0s 90°  —sen 90°
sen90°  cos90° |

Vejamos o procedimento:
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0 -1 11335577 |6 -4 -4 -2 -6 -4 -4 2
1 0 6 4426442 |1 1 3 3 5 5 7 7

De uma forma geral, para se obter uma rotacdo de a no sentido anti-hordrio em
torno da origem de um sistema, de um poligono ou outra figura cuja matriz associada
a ela seja

aip Az - g
ap1 dxp - Ay

basta efetuarmos a multiplicacado:

cosax  —sena a1 a1 - A
senax  Ccosx Ay dpyp -+ Uy
Vamos agora nos deter em uma transformacao geométrica que ndo preserva neces-
sariamente a distincia e a forma. Estamos falando da Escala.

Usando-se o Geogebra como apresentado na figura 21} é possivel fazer os calculos
sem muita dificuldade.

Figura 21 — Aplicacdo do Geogebra

(5] = v Sy x=x= F S
A={{1,1,3,35,5,7,7},{6,4,4,2,6,4,4,2}}

H>lii13358577%
6 44264432

B:={{0-1}.{1.0%}
{ (3]
10
B*A

> -6 =4 240 25on=a =2
11335577

Para o leitor que queira aprofundar os conceitos sobre rotagdo aconselhamos o artigo
Geometria e publicidade do professor Antdnio Luiz Méarcio Imenes Revista do Professor
de Matemitica de ntimero 17.

7.8.3 Escala

Nesta transformacdo ocorre uma modificagdo no tamanho do objeto original. Ob-

serve como exemplo a modificagdo feita no tamanho do hexdgono A na figura

Podemos ver claramente aqui uma transformacdo que diminui o tamanho do
hexdgono A. As matrizes geradas pelos poligonos sdo:
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Figura 22 — Tornando o poligono menor

Fonte: Elaborada pelo autor.

[228810101

6 8 46 4 8

114455
342324

Cada ponto (x, y) do hexdgono é transformado no ponto (x’, ") do hexdgono A’ com
x'=0,5-xey =0,5-y. Podemos escrever tal situagdo assim:

(H I

As transformacgdes geométricas apresentadas aqui podem ser aprofundadas no es-
tudo de Algebra Linear. Para saber mais sobre este assunto vide BOLDRINI (1980) ou
KOLMAN e HILL (2013).

Usando o Geogebra como apresentado na figura 23} é possivel desenvolver a légica

dos célculos sem muito esforco.

Figura 23 — Aplicacdo do Geogebra

E‘ = || v | g5 00| Py x= | x= || || [ || @
A=({2,2,88,10,10},{6,8,4,6,4.8)}

1 >l22881010
6 84648

B:={{0.5,01,{0,0.5}}

2 |1
2 (20)
05
B*A

S > l114455
342324
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8 A PESQUISA DE CAMPO

A pesquisa de campo realizou-se em uma escola publica estadual no municipio de
Juazeiro do Norte no estado do Ceara. A pesquisa ocorreu em trés turmas de 2° ano do
Ensino Médio somando um total de 50 alunos e com sete professores de matematica da
instituicdo observada.

Para os alunos organizamos um questiondrio com o intuito de verificarmos suas
experiéncias com ferramentas tecnolégicas e/ou computacionais direcionadas ao estudo
de matematica.

Aos docentes foi aplicado um questiondrio com o objetivo de verificarmos se eles
usavam de tecnologias em suas aulas de matemaética e se conheciam o GeoGebra e sua

aplica¢do no contetido de matrizes.

8.1 Aplicacdo do questionario aos alunos

O questiondrio continha ao todo 5 questdes, 4 delas eram de multipla escolha
e 1 aberta. Os alunos responderam perguntas referente as suas experiéncias com
ferramentas tecnolégicas e/ou computacionais direcionadas ao estudo de matematica.
Este questionario se encontra no APENDICE B.

8.2 Analisando os resultados obtidos com os alunos

Através das respostas obtidas pelo questionario, podemos constatar que o nivel
de experiéncia destes alunos com a tecnologia nas aulas de mateméatica ndo eram
frequentes.

A primeira questdo era se os alunos achavam importante o uso da tecnologia no
ensino da matematica. 78% dos alunos responderam positivamente como mostra a
tigura 24l Diante deste resultado os professores daquela institui¢do ja teriam uma boa

justificativa para o uso do recursos tecnolégicos em sala de aula.

Figura 24 — Resultado da primeira pergunta

Nio
4%

Fonte: Elaborada pelo autor.
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A segunda pergunta foi referente a frequéncia com que os professores de matemaética
usavam recursos tecnolégicos nas aulas de matematica. 44% dos alunos responderam
que nunca tiveram aulas de matemadtica em que se usou recursos tecnolégicos por
professores. Veja o gréfico da figura Isto nos mostra o qudo longe da tecnologia
a sala de aula ainda se encontra. Poderiamos justificar este quadro visto que até
bem pouco tempo ndo tinhamos computadores na escola e raramente um projetor
multimidia. Acreditamos que a realidade mude daqui em diante pois ferramentas

tecnoldgicas estdo mais acessiveis até mesmo para que os alunos a tenham em casa.

Figura 25 — Resultado da segunda pergunta

Sempre
0%

As vezes
56%

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na pergunta trés, os alunos responderam sobre com que frequéncia seus professores
de matemdtica usavam programas de computador nas suas aulas. Pode-se ver um
resultado ainda mais preocupante. De acordo com 70% dos alunos, os professores
nunca usaram um programa de computador nas suas aulas de matematica. Vide figura
Até se entende este resultado tdo negativo, visto que a sala de informaética da
institui¢do em que foi realizado a pesquisa de campo estava sendo utilizada como uma
sala de aula por conta de problemas estruturais.

Figura 26 — Resultado da terceira pergunta

Sempre
0%

AS\NEZE

Fonte: Elaborada pelo autor.

Em relagdo a pergunta quatro, a qual diz o seguinte “Vocé conhece algum pro-

grama de computador que auxilia na aprendizagem de matrizes?”, 90% dos alunos
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responderam que ndo conheciam. Tal resultado esta expresso na figura 27}

Figura 27 — Resultado da quarta pergunta

Fonte: Elaborada pelo autor.

A questdo cinco era respondida somente quando a resposta da questdo quatro fosse
afirmativa. Nessa questdo o aluno era convidado a dizer que programa de computador
conhecido por ele auxiliava-o no estudo de matrizes. Dos 5 alunos que responderam
sim a pergunta quatro, apenas 2 citaram um programa, e estes dois citaram o MS excel.
O Geogebra nédo aparece como software conhecido.

Os resultados do questiondrio ndo fugiram das expectativas. Ainda estamos envol-
tos de uma educacdo tradicionalista em que se aproveita muito pouco as inovagdes no

campo tecnolégico. Acreditamos que este quadro mude para o bem da educagao.

8.3 Aplicacido do questiondrio aos professores

Foi realizado um encontro com sete professores e aplicado um questionario com-
posto por 5 questdes, das quais, 4 eram de mdltipla escolha e 1 questdo era aberta. Os
professores responderam perguntas referentes as suas experiéncias com ferramentas
tecnolégicas e/ou computacionais direcionadas ao ensino de matematica e uma per-
gunta referente ao conhecimento e uso do GeoGebra em sala de aula. O questionario
se encontra no APENDICE B.

8.4 Analisando os resultados obtidos com os professores

Nao tivemos surpresas quanto aos resultados. A primeira questdo tinha como
pergunta se o professor “acha importante o uso da tecnologia no ensino da matematica”.
Como era de se esperar, todos os professores achavam importante.

Na pergunta dois, foi questionado ao professor se ele “usa algum recurso tecnolégico
nas suas aulas de matematica”. 86% dos professores, como demonstra o grafico
assinalaram que usavam. Apesar de limitados, os recursos existem e, como podemos

ver, a maioria destes professores os usavam. E por sua vez, até uma simples calculadora
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é considerado um recurso tecnolégico e pode ser utilizado no processo de ensino
aprendizagem.

Figura 28 — Resultado da segunda pergunta

Fonte: Elaborada pelo autor.

Na terceira questdo perguntamos se “nas suas aulas sobre o contetido de matrizes
vocé j4 usou algum programa de computador que auxilie no processo de ensino apren-
dizagem da matematica”. Expomos o resultado no grafico Dentre os professores
entrevistados, apenas 2 responderam que ja usaram um software em suas aulas de
matematica.

Figura 29 — Resultado da terceira pergunta

Fonte: Elaborada pelo autor.

A pergunta quatro queria saber se o professor “Conhecia algum programa de com-
putador que auxilie o processo de ensino aprendizagem de matrizes”. O grafico[30|tras
o resultado. Podemos ver que 71% dos professores ndo possuiam nenhum conheci-
mento quanto ao assunto. Os professores que disseram conhecer algum programa que
auxilie no estudo de matrizes citou o GeoGebra, o MS Word e o MS Paint.
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Figura 30 — Resultado da quarta pergunta

Fonte: Elaborada pelo autor.

Naéo seria demais repetir que até bem pouco tempo o acesso ao computador era
restrito a uma parte da populacdo brasileira, pois se tratava de uma tecnologia de
valor elevado e, seus softwares eram todos pagos, com valores que o tornavam fora da
realidade brasileira. Seria um dos motivos que poderiam justificar os resultados obtidos
em nossa pesquisa. Esperamos que este quadro mude, visto que a tecnologia tem se
tornado cada vez mais acessivel e o poder ptublico tem aumentado o investimento em
tecnologias nas escolas publicas brasileiras. Podemos vivenciar em escolas no Brasil
salas de video, laboratério de informaética e o uso de tablets. Sdo tecnologias que
tiveram seu custo reduzido e por sua vez chegaram as maos de discentes e docentes
com mais facilidade. Acreditamos que este trabalho venha a somar com esta nova

etapa da educacdo brasileira.



9 CONSIDERACOES FINAIS

Através de uma pesquisa de campo realizado com professores e alunos de uma
escola publica de ensino fundamental e médio no municipio de Juazeiro do Norte,
buscou-se evidenciar a necessidade de inovagdo do ensino de matrizes indicando-
se uma maneira de cultivar um ambiente de ensino-aprendizagem mais prazeroso
para professores e alunos através da utilizagdo do software GeoGebra e de exemplos
aplicados.

Tendo em vista a correria dos professores de ensino fundamental e médio e as
constantes mudangas na sociedade atual conjuntamente com os avangos tecnolégicos,
percebe-se o quanto é importante um trabalho de formacao continuada, de maneira
préatica e objetiva, para professores que impliquem em estimulos a pesquisa e mudanga
de postura didatica. E preciso que alguns paradigmas sejam quebrados e que a escola
se modernize se apropriando das novas tecnologias como um recurso didético.

O uso de softs livres como GeoGebra no ensino de topicos matematicos é uma forma
barata e eficiente de melhorar a qualidade no ensino da matemadtica. Espera-se que este
trabalho motive novas pesquisas de natureza similar que contemplem outros temas

matematicos do ensino bésico.



10 APENDICE A

Segue abaixo um mine tutorial de como fazer o download e instalar o Geoebra.

Passo 1: Acesse o endereco eletronico http://www.geogebra.org/download e Esco-
lha o programa para download baseando-se no sistema operacional que vocé esteja
usando. No nosso caso que estdvamos usando o Windows 8.1 fizemos o download cor-
respondente a este sistema operacional. E possivel também como se percebe, instalar

o programa em tablets.

Figura 31 — P4gina de download

GeaGebra s pounmaes  commee  Awn (oo )

Fonte: Www.geogebfa.org/dbﬁnload.

Passo 2: Encontre o arquivo na pasta de download do Windows e execulte a
instalagdo como na figura Escolheremos a linguagem que convém e apertamos
o botdo préximo.

Figura 32 — Instalando o Geogebra

(= GeoGebra Installer = =]

Welcome to the GeoGebra 5 Setup Wizard

Before beginning the installation of GeoGebra 5, please choose a language:

Clique em Prdximo para continuar.

Language:

-

GeaGebra

GeoGebra 5.0.122.0 (May 30 2015) Préximo > ‘ Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor.

Passo 3: Logo em seguida como na figura33|leia o acordo de licenca e clique em Eu
concordo.
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Figura 33 — Instalando o Geogebra

(+]

Acordo da licenca

Par favor, revesa os termos da licenca antes de instalar o GeoGebra 5

GeoGebra Installer - oEN

Pressione Page Down para ver o resto do acordo,

LICENSE

DEVELOPERS

GeaGebra

GeoGebra 5.0.122.0 (May 30 2015)

[GeoGebra - Dynamic Mathematics for Everyone
Ihtto:/ [

You are free to copy, distribute and transmit GeoGebra free of charge
for non-commercial pLrposes {see conditions and detals below).

PROJECT DIRECTOR
*Markus Hoherwarter (Austria & USA 2001)

LEAD DEVELOPER
* Michael Borcherds (UK 2007

* Gabor Ancsin (Hungary 2009-)

* Balazs Bencze (Romania 2012
* Mathieu Blossier (France 2008-)
* Arnaud Delobelle (UK 2011-)

* Calixte Denizet (France 2010
% %ot Bl L s 20031

Se vocé aceita os termos do acordo, dique em Eu Concordo para confinuar, Vocé deve aceitar o
acordo para instalar o GeoGebra 5.

Eu Concordo ‘ Cancelar

Fonte: Elaborado pelo autor.

Passo 4: A proxima etapa se escolhe o tipo de instalagdo. Escolhi standard por ser

a mais conveniente para a maioria dos usudrios. Logo em seguida aperta-se o botdo

instalar como se vé na figura[34, A instalacdo ocorrera como na figura35num intervalo

de tempo ndo muito demorado e ficard pronto para o uso logo em seguida.

Figura 34 — Instalando o Geogebra

=] GeoGebra Installer = B

Setup Type:
Choose the setup type that best suits your needs.

Please select a sztup type.

P -
%};ﬁ All the main features will be instaled. Recommended for the majority of the users.

" Custom
=y Choose which programm festures you wantinstalled and where they i be
ilg installed. Recommended for advanced users;

GeaGebra

GeoGebra 5.0.122.0 (May 30 2015)

<Yoltar || [nstalar | ‘ | Cancelar
Fonte: Elaborada pelo autor.

Figura 35 — Instalando o Geogebra

(v} GeoGebra Installer - =

Instalando
Por favor espere enquanto o GeoGebra 5 esté sendo instalado.

Extrair: jfonebkit.dl... 70%

Mostrar detalhes

GeaGebra

GeoGebra 5.0.122.0 (May 30 2015)

< voltar Préximo > Canceler

Fonte: Elaborada pelo autor.



11 APENDICE B

Questiondrios feito com os alunos do 2° ano e professores de matematica em uma
escola publica estadual que se encontra na cidade de Juazeiro do Norte, Ceara.
Questiondrio para os alunos: 1. Vocé acha importante o uso da tecnologia no ensino
da matematica?
(a) Sim (b) Nao (c) As vezes
2. Com que frequéncia seus professores de matemadtica usaram ou usam recursos tec-
nolégicos nas suas aulas de matemaética?
(a) Sempre (b) Nem sempre (c) Raramente (d) nunca
3. Com que frequéncia seus professores de matemdtica usaram ou usam programas de
computador nas suas aulas de matematica?
(a) Sempre (b) Nem sempre (c) Raramente (d) nunca
4. Vocé Conhece algum programa de computador que auxilia na aprendizagem de
matrizes?
(a) Sim (b) Nao
5. Se Vocé respondeu SIM na questdo anterior, cite o software conhecido.

Questionario para os professores:
1. Vocé acha importante o uso da tecnologia no ensino da matematica?

(a) Sim (b) Nao (c) As vezes
2. Usa algum recurso tecnolégico nas suas aulas de matemaética?
(a) sim (b) Nao (c) As vezes

3. Nas suas aulas de matrizes vocé ja usou algum programa de computador que auxilie
no processo de ensino aprendizagem da matematica?

(a) sim (b) Nao (c) As vezes (d) nunca lecionei este contetido
4. Vocé Conhece algum programa de computador que auxilie no processo de ensino
aprendizagem de matrizes?

(a) Sim (b) Nao

5. Se Vocé respondeu “Sim”na questdo anterior, cite o software conhecido.
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