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RESUMO

O presente trabalho foi dividido em trés partes: trigonometria no triangulo retangulo,
trigonometria no ciclo trigonométrico, nimeros complexos. No triangulo retangulo fo-
ram definidos os valores do seno, cosseno, tangente, cotangente, cossecante e secante dos
angulos notaveis: 18°, 30°, 45°, 60° além das suas derivagoes. Propriedades importantes
como a relagao trigonométrica fundamental foram demostradas. No ciclo trigonométrico
além das propriedades advindas do triangulo retangulo foram apresentadas e provadas
outras como as leis do seno e do cosseno, relacoes trigonométricas de angulos maiores que
90° e da soma e diferenca de arcos, equagoes trigonométricas. Na parte de niimeros com-
plexos foi apresentado o ntimero ¢ e suas propriedades juntamente com as formas algébrica
e geométrica de um numero complexo. Neste ponto foi visto a importancia da trigono-
metria para o desenvolvimento da féormula de Moivre. No apéndice temos, provado, as
poténcias do nimero (i) e a tabela trigonométrica.

Palavras-chave: Relacoes Trigonométricas. Numeros Complexos. Férmula de Moivre.



ABSTRACT

This study was divided into three parts: the right triangle trigonometry, trigonometry in
trigonometric cycle, complex numbers. In the right triangle the sine values were defined,
cosine, tangent, cotangent, cosecant and drying of the remarkable angles: 18°, 30°, 45°,
60° beyond its derivations. Important properties as the fundamental trigonometric rela-
tionship were demostradas. Trigonometric cycle in addition to the resulting properties
of the right triangle were presented and other proven as the laws of sine and cosine, tri-
gonometric relationships of angles greater than 90° and the sum and difference of arcs,
trigonometric equations. In the complex numbers was made the number ie their proper-
ties along with the algebraic and geometric forms a complex number. At this point it has
been seen trigonometry to the importance of the development of Moivre formula. In the
appendix we have tasted the powers of the number (i) and the trigonometric table.

Keywords: Trigonometric relations. Complex numbers. Formula Moivre.
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1 INTRODUCAO

Mesmo sendo ensinado em séries diferentes, trigonometria no 2° ano e niimeros
complexos no 3° ano, sao conceitos que estao totalmente interligados. Apresentamos aos
estudantes a importancia destes conteidos para outras carreiras como engenharia, astro-
nomia, medicina entre outras. No desenvolvimento deste trabalho nosso objetivo principal
foi abordar os temas propostos e sintetiza-los de maneira que um estudante possa conhecé-
los melhor e aprofundar seus conhecimentos. Para tanto, tivemos como base principal o
livro: Trigonometria e Nimeros Complexos, do professor Manfredo Perdigao do Carmo.
Também utilizamos como apoio os livros: Tépicos de Matematica Elementar, vol. 02
do professor Antonio Caminha Muniz Neto; A Matematica do Ensino Médio, vol. 02 e
03, Medida e forma em Geometria, Meu Professor de Matemaética e outras Histérias to-
das do professor Elon Lages Lima; Geometria Euclidiana Plana, do professor Joao Lucas
Barbosa. Comegamos este trabalho tratando de trigonometria no triangulo retangulo,
definindo as relagoes trigonométricas fundamentais, demonstrando algumas propriedades
e encontrando valores trigonométricos dos angulos notaveis e seus derivados. Neste inte-
rim, abordamos o angulo de 18°, este esta intimamente ligado ao nimero dureo. Passamos
entao a adentrar no ensino médio com a trigonometria no ciclo trigonométrico. Vemos
neste ponto uma generalizacao da trigonometria, pois avaliamos angulos de todo tipo: ne-
gativo e positivo. As defini¢oes sao feitas de modo a valer a trigonometria anterior e novas
propriedades sao demonstradas. Neste caso serao apresentadas algumas propriedades que
vao ser utilizadas posteriormente no estudo dos ntmeros complexos, como as relagoes
trigonométricas das somas e subtracoes de arcos. Ainda aqui fazemos a transformacao
de angulos de graus para radianos, sendo de suma importancia pois assim podemos de-
finir as funcoes trigonométricas e as inversas com respectivos graficos finalizando com as
equacoes trigonométricas. No ultimo terco abordamos os niimeros complexos através das
propriedades fundamentais dos reais acrescentando as caracteristicas do nimero (¢). Con-
ceitualmente esta parte da matematica esta sendo deixada de lado no ensino médio devido
a nao utilizacao no ENEM - Exame Nacional do Ensino Médio, mas é preciso ressaltar sua
importancia para as ciéncias e sua atuacao como em eletricidade na fisica. Fizemos cons-
trucgoes algébricas e geométricas dos nimeros complexos com propriedades e operagoes.
Dai veio a grande ajuda da trigonometria, pois tratando um ntiimero complexo como vetor
escrevemo-os na forma polar, ou trigonométrica, e conseguimos desvendar as poténcias de
complexos através da férmula de Moivre e suas consequéncias. Para isso utilizamos em
larga escala as propriedades trigonométricas desenvolvidas no texto. Portanto, o presente

trabalho sera de excelente uso, voltado ao ensino médio.
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2 TRIGONOMETRIA NO TRIANGULO RETANGULO

Geralmente o conteido de trigonometria é apresentado aos estudantes no
ultimo ano do ensino fundamental. Nesta fase da aprendizagem, comeca-se com as de-
finicoes de seno, cosseno e tangente de angulos agudos, no triangulo retangulo. Segundo
CARMO (2005), um angulo é formado por duas semi-retas que possuem mesma origem.
Um angulo qualquer pode ser medido com o uso de um transferidor, geralmente graduado

em graus e sera dito agudo quando seu valor estiver entre 0° e 90°.

2.1 Funcgoes trigonométricas do angulo agudo

Sabe-se que em todo triangulo retangulo, o lado oposto ao angulo reto é
chamado de hipotenusa e os outros dois lados sao chamados catetos. Seja dado um
triangulo retangulo ABC, reto em A. Seja ABC = a um angulo agudo desse triangulo.

Definicao 1. Definimos seno do angulo o a divisao entre o cateto oposto a « e a hipote-

cA

nusa do triangulo ABC. Portanto, sena = 57

Figura 1 — Seno do angulo agudo a.

B

—

O

A

Exemplo 1. Uma torre vertical, construida sobre um plano horizontal tem h metros de
altura. Um cabo de aco, esticado, liga o topo da torre até o plano, formando com o mesmo,

um angulo 5. Qual € o comprimento ¢ do cabo?

A figura formada pelo pelo cabo, a torre e a distancia entre a base do cabo e
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o pé da torre é um triangulo retangulo, como mostra a figura. Seja h a altura da torre e
¢ o comprimento do cabo de ago. Logo pela definicao acima temos:
h h

senfi = — = c=
c sen 3

Exemplo 2. Método utilizado pelos gregos para calcular o raio da Terra.
De acordo com CARMO (2005, p. 12):

=y

linha do horizonte

O -

Sobe-se a uma torre de altura h e mede-se o angulo 0 que faz a reta BC
do horizonte de B com a reta vertical BO do lugar. Pela figura, vé-se

que
m = sen 97
donde Rsen + hsenf = R, isto é,
_ hsen?
~1—senf

Portanto, se tivermos as medidas de h e 6 (que sao acessiveis) e uma
tabela de senos, poderemos entao calcular o raio de Terra.

Definicao 2. Definimos cosseno do angulo o a divisao entre o cateto adjacente a o e a

AB

hipotenusa do triangulo ABC. Portanto, cosa = Zz.

Figura 2 — Cosseno do angulo agudo a.

B




18

Exemplo 3. Um barco estd a uma distancia d de uma ilha. Na margem desta ilha hd um
farol, que ilumina o caminho deste barco. Sabendo que o angulo de visao entre a reta do
barco a ilha e a linha entre o barco e o topo do farol € 0, calcule a distancia do barco ao

topo do farol.

Seja x a distancia do barco até o topo do farol. Pela definicao:

d d
cosl = — = x =
T cos

Definicao 3. Definimos tangente do angulo o a divisao entre o cateto oposto a o e o

cateto adjacente a a no triangulo ABC. Portanto, tan a = %.
Figura 3 — Tangente do angulo agudo a.

B

—

O

A

Exemplo 4. Dois observadores A e B estao a beira de um rio de margens paralelas e
consequem ver uma pedra P na outra margem. Com seus teodolitos eles medem os angulos
PAB =« ¢ PBA = B. Sabendo que AB = 120 m, tana = 2 e tan § = 3, determine a
largura do rio.

Chamemos de [ a largura do rio e de x a distancia do ponto A até a marcagao
de largura, consequentemente a distancia de B até a marcagao de largura serd 120 — x.

Assim

{
tana = —=2=—1[1=2z
T
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[

igualando temos
2 = 360 — 3x = Hx = 360 = = =72

portanto
[ = 144m

Exemplo 5. Como descobrir a largura | de um rio sem atravessd-lo e utilizando somente
o teodolito?

Suponhamos por aproximacao que as margens do rio sejam paralelas e fagcamos
uma generalizagao do exemplo anterior. Marcamos dois pontos A e B em uma das margens
do rio e definamos uma pedra ou uma arvore na margem oposta como um ponto P. Com
o teodolito medimos a angulacao PAB=ae PBA = B. Seja d a distancia entre A e B

e seja x a distancia de A até a marcacao da largura. Assim

) )
— =tanoa — z =
x tan o

Por outro lado

t
tanf = | = (d—2)tan f —> | = dtan § — I - 200
d—x tan o
t dt dt t d
(14 s :dtanﬁﬁzzﬁ:zzwizzﬁ
tan o %{jﬂﬁ tan o + tan 3 e T s
d 2
ﬁl:—'ﬁ
tana+tanﬁ

Vemos assim qiue a largura do rio é a média harmonica das tangentes multiplicado pela
metade da distancia entre os pontos A e B.
Lema 1 (Relagdes Fundamentais). Dado o um angulo do vértice B do triangulo retangulo

ABC reto em A. Entdo as sequintes relagoes sao verdadeiras:



sena+cosfa=1 e tana=

sen o
COos «

Al

V)
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Demonstracao. Para demonstrar a primeira relagao fundamental, faremos uso do Teorema

de Pitagoras: “Em todo triangulo retangulo o quadrado da medida hipotenusa ¢ igual a

soma dos quadrados das medidas dos catetos.” Seja h a medida da hipotenusa do triangulo

ABC, ¢; a medida do cateto oposto a a e ¢; a medida do cateto adjacente a «. Pelas

defini¢oes acima temos que ¢; = h X sena e ¢o = h X cos a portanto:

42 =h? = h? x (sen’ a + cos® o) = h?

Dividindo por h? em ambos os lados temos: |(sen? « + cos? a) = 1|. Por outro lado:

1 h X sen o
tana = — = tana = ————
Co h X cos o
Assim: |tan q = 229 |,
cos
Exemplo 6. Mostre que:
2 _ 1
1. cos“a = Traa
2 __ _tan?a
2. sen“ o = Than?a
Solugao:
1. )
1 1 1 1 1-cos 9
1 n2 sen? o cos? a+sen? o 1 1
+ tan® o L+ cos? cos? o cos? o
2.
t 2 sen? « sen” o sen? « sen? o . COS2 2
an- o _ cos? o _ cos? o _ cos?a _ cosla _ Sen” & — sen2 «
1 tan? o sen? o cos? a+sen? o 1 1 1
+ 1+ cos? a cos? a cos? o

Exemplo 7. Sabendo que sen 3 = 0,6 e que 0° < 8 < 90°, calcule cos 3 e tan j3.



Pela relacao fundamental temos que sen? 3 + cos? 3 = 1 logo:
0,6° +cos® B=1=>cos’ 3 =1—10,36 = 0,64
como 0° < B < 90° implica que cos 3 > 0 portanto

cos3=0,8

sen 3

cos 3

Por outro lado tan g = assim

0,6
t = =0,75
anf=55=0

Exemplo 8. Sabendo que tanf =5 e que 0° < 8 < 90°, calcule cosf e senf.

Como tan 0 = 5 temos

0
Seny 5= senf = 5cosf

cos

utilizando a relacao fundamental temos
sen?d + cos’f = 1 = 25cos? 0 + cos?’ — 1 =0

utlizando a férmula de Bhaskara temos

—14+4/12—4-25.(-1) —14+/101

9 — 0 frnd
cos 5 5% = COoS 50
assim
-1+ 101 —1—+v101
cos=——— ou cosf=———
50 50
como 0° < 6 < 90° entao
-1+ V101
cosf = —

Por outro lado

102 — 24/101 2398 + 24/101
sen” 0 cos”“ ) = sen” 6 5500 = sen” 0 5500
como 0° < 6 < 90° temos
2398 4 2+/101
senf =
50
Exemplo 9. Sabendo que senacosa = 0,4, calcule tan a.
0,4 9 0,16

— sen" o =

senacosa = 0,4 = sena = 5
cos & cos?
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Pela relacao fundamental temos

0,16
cos? o

+cos’a=1= cos'a —cos’a+0,16 =0
Fazendo uma troca de varidveis faremos x = cos? o, logo
1’ — 240,16 =0

pela férmula de Bhaskara tem-se

T

1+yT=4-1-0,16 1+,/0,36 140,6
N 2.1 N 2 2

r=0,8 ou z=0,2

assim

cos’a=0,8 ou cos’a=0,2

Fazendo cos?a = 0,8 encontramos sen?a = 0,2. Fazendo cos?a = 0,2 encontramos
sen? o = 0,8. Como o produto de sen a por cos o é positivo, entdao ou ambos sao positivos
ou ambos sao negativos. Portanto tan « é positivo. Assim no primeiro caso

0,2

tan2a:0—:0,25:>tana:0,5

0]

no segundo caso

0,8
tanzozzo’—2:4:>tana:2

Definicao 4. Dois angulos sao ditos complementares, quando a soma deles é 90°.

Figura 4 — Angulos complementares.

C

Teorema 1. Se dois angulos o e 5 sao complementares entao:

1
tan 3

sena=cosf , cosa=senf3 e tana =
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Demonstracao. Sejam « e 3 dois angulos agudos do triangulo retangulo ABC da figura.
Sabe-se da geometria euclidiana plana, que em qualquer triangulo a soma dos angulos

internos vale 180°, assim, no triangulo ABC, a + § = 90°. Logo:
c b

sena=—=cosf3 , cosa=—=senpf
a a

Também temos que:

1
tan 3

b c
tana = - e tanﬁ:5:>tanoz:
c

Proposicao 1. Se 0° < a < 45° entdo:

1. sen2a = 2sen o cos «

2. sen (%) = /1=5ma

temos a necessidade do angulo o ser entre 0° e 45° para garantirmos que ainda estamos

tratando de angulos agudos ao calcularmos sen 2q.

Figura 5 — Figura para demonstracao da proposicao 1.

0O

Y
C A B

Demonstragao. (Prova da primerira parte) Seja BOC um triangulo isésceles formado pela
juncao de dois triangulos retangulos: AOB e AOC retangulos em A como mostra a figura 5.

Seja OB = OC = 1. Da geometria euclidiana plana, sabemos que num triangulo isosceles

a altura também é bissetriz. Seja AOB = AOC =a. Neste caso, temos sena = ATB e

sen v = A—IC logo, AB = AC = sena e OA = cosa. Tracemos uma perpendicular BD ao

lado OC do triangulo BOC. Assim, BD = sen 2a. Logo:

BCXOA_OCXBD

Area do triangulo BOC = 5 5
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Portanto:

BC x OA = OC x BD = [sen 2o = 2sen avcos o |

(Prova da segunda parte) Seja v o angulo BCO e vejamos que v e « sao angulos comple-
mentares, logo pelo teorema 1, cosy = sen a. Por outro lado, BC = 2 x sena, OD + DC

= 0OC =1 e BD = cos2a, ou seja,

1— 2
1><cos2a—|—BC><cosv=1:>0052a—|—2><Sena><senoz:1:>sen2a:y

Substituindo 2a por « e o por § temos:

2 (& 1 —cosa o /1—cos
Sen (5) = T — | sen (5) = —

2.1.1 Valores de Seno, Cosseno e Tangente de alguns adngulos agudos

Os principais angulos agudos, cujos valores de seno, cosseno e tangente serao
utilizados tanto no decorrer do estudo da trigonometria, quanto no estudo de nimeros
complexos, sao os angulos de 18°, 30°, 45° e 60° e outros angulos que possuem relagoes

com eles.

2.1.1.1 Seno, cosseno e tangente de 45°.

Seja ABC um triangulo retangulo isésceles, cujos catetos AB e AC sao iguais
a 1 e angulos agudos de 45°. Pelo teorema de Pitdgoras temos que AB? + AC? = BC?.
Logo BC' = v/2. Temos também que:

Figura 6 — Seno, cosseno e tangente de 45°.

B
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1
sen 45° = cos 45° = — == |sen 45° = cos 45° = \/75
V2
Como pelo lema 1, se @ ¢ um angulo agudo temos que tan o = 2212, entao:
o V2
sen 45 v=
tan 45° = = tan45° = L = [tan45° =1
i = S =

2.1.1.2 Seno, cosseno e tangente de 30° e 60°.

Seja ABC um tridngulo equilatero de lado igual a 1. Tracemos a altura AD,
que também sera a mediana do lado BC e bissetriz do angulo BAC. Temos assim que
BD = CD = 3 e pelo teorema de Pitdgoras AD?* + BD? = AB?> =AD? + (%)2 =1=
AD = \/73 Como ACD =60° ¢ CAD =30°, temos que ambos sao complementares, logo

pelo teorema 1 e pelas defini¢oes temos:

Figura 7 — Seno, cosseno e tangente de 30° e 60°.

A

1
1 60°
2 C
sen 30° = cos60° = % e |sen60° = cos30° = \/75
Temos também que:
1
°o_ 2 o_ V3
tan 30° = Ve — |tan 30° = 3
2
N
tan 60° = % — [tan 60° = /3
2

Exemplo 10. (PUC-RS-Adaptada) De um ponto A no solo, visam-se a base B e o topo

C' de um bastao colocado verticalmente no alto de uma colina, sob angulos de 30° e 45°,
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respectivamente. Se o bastdao mede 4m de comprimento qual a altura da colina em metros?

(@)

4m

30°

Chamemos de h a altura da colina e x a distancia entre o ponto A e a base da

colina. Assim

V3 3h h3

h
—=tan30° = — =1 =—F4 =1 =
x

3 V3

temos também que
h+4

Xz

=tan4b’=1=2x=h+4
igualando os resultados

4

h+4:h\/§:>h(\/§—1):4:>h:\/§_1

— h=2(V3+1)m

utilizando /3 = 1,7 temos
h=2x27T=—= h=25,4m

Exemplo 11. Um raio luminoso monocromdtico passa de um meio A para um meio B.
O meio A € o ar, onde ny = 1. Determine o indice de refracao absoluto do meio B.
Para isso use a lei de Snell-Descartes: na X seni = ng X senr. (Onde i é o angulo de
incidéncia e T é o angulo de refragdo).

Chamamos de refracao da luz o fenomeno em que ela é transmitida de um
meio para outro diferente. Nesta mudanca de meios a frequencia da onda luminosa nao
é alterada, embora sua velocidade e o seu comprimento de onda sejam. Com a alteracao
da velocidade de propagacao ocorre um desvio da diregao original. Assim a lei de Snell-

Descartes ¢ utilizada para calcular o desvio dos raios de luz ao mudarem de um meio para
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Figura 8 — Angulos de incidéncia e refracao

60°
_l A
) B
45
outro, e é expressa por:
seni Vi
senr V.

onde V; é a velocidade de incidéncia da luz, e V, é a velocidade de refracao da luz. Por

outro lado
Vi . Ai __Np

‘/r )\r na
onde \; é o comprimento de onda de inidéncia da luz e A\, é o comprimento de onda da
refracao da luz. Portanto
sen ¢ ng

= — =—ny4 Xsent=ng X senr
senr  ny

Seja i = 60° e r = 45°. Usando a lei de Snell-Descartes temos

sen 60°
sen 45°

1 x sen60° = np x sen4b® = ng = ng =

ol el

V3 V6

:>7’LB:E:>TLB:7:>TLB:1,225
Exemplo 12. (ENEM) Um balao atmosférico, langcado em Bauru (343 quilometros a
noroeste de Sao Paulo), na noite do ultimo domingo, caiu nesta seqgunda-feira em Cuiabd
Paulista, na regidao de Presidente Prudente, assustando agricultores da regiao. O artefato
faz parte do programa Projeto Hibiscus, desenvolvido por Brasil, Franca, Argentina, In-
glaterra e Itdlia, para a medicdao do comportamento da camada de ozonio, e sua descida
se deu apos o cumprimento do tempo previsto da medicao.

Disponivel em: www.corretodobrasil.com.br, acessado em 2 de maio de
2010.

Na data do acontecido, duas pessoas avistaram o baldo. Uma estava a 1,8km da posi¢ao
vertical do balao e o avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5km da posicao

vertical do balao, alinhado com a primeira, e no mesmo sentido e o avistou sob um angulo
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de 30°. Qual a altura aprorimada em que se encontrava o balao?

Seja h a altura do balao. Utlizando a tangente de 60° temos

tan 60° = % — h=1,8V3km

9

fazendo /3 = 1,7 concluimos que
h = 3,06km = 3060m

Exemplo 13. (ENEM) Para determinar a distancia de um barco até a praia, um nave-
gante utilizou o sequinte procedimento: a partir de um ponto A, mediu o angulo visual
a fazendo mira em um ponto firo P da praia. Mantendo o barco no mesmo sentido, ele
sequiu, até o ponto B de modo que fosse possivel ver o mesmo ponto P da praia, no entanto
sob um angulo visual 2c. Suponha que o navegante tenha medido o angulo o = 30° e, ao
chegar ao ponto B, verificou que o barco havia percorrido 2000m. Com base nesses dados

e mantendo a mesma trajetoria, qual a menor distancia entre o ponto P e o barco?

A

“a 2000 Q
P B n C

Seja P o pé da perpendicular do barco até a praia e C' o barco. Sabe-se que
ACP vale 30° ¢ ABP vale 60° ¢ C'B vale 2000m. Definamos 2 como sendo a distancia de

A a P e d a distancia entre B e P. Temos assim que:

v £:>3x:2000\/§+d\/§

tan30° = — -
an 2000+d 3

tan60°:§:\/§:>x:d\/§

Substituindo os valores temos

32 = 2000V3 + 7 = 2 = 1000v/3 = d = 1000m
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Exemplo 14. (UnB/DF) Um observador, estando a L metros da base de uma torre, vé

seu topo sob um angulo de 60°. Afastando-se 100m em linha reta, passa a vé-lo sob um

1
angulo de 30°. Determine (%) > h, onde h € a altura da torre.

Utilizando os dados temos

h
tan60°=z:\/§:>h:L\/§

h V3
tan 30° = =" — 3h = LV3+ 100V3
an L+100 3 V3+100v3
assim
3h = h+ 100V/3 = h = 50V/3m
Portanto

3
G) h:?-50x/§=75m

Exemplo 15. (UEL - PR/ Adaptada) Com respeito aos pontos A, B, C, D e E, repre-
sentados na figura abairo, sabe-se que C'D = 2BC' e que a distancia de D a E é 12m.

Entao, qual a distancia de A a C' em metros?

60°

>
o |
o

Definamos BC' =z, C'D = 2z, AC' = d. Assim

2 3
cosso°:£=§:>4x=12¢§:>x=3\/§
Por outro lado

tan3oo:§:\/§:>$:d\/§:>d:3m

Exemplo 16. (Unifor-CE/Adaptada) Na figura abaizo CD//AB, CD = 12m e AB =
48m. Qual a medida do segmento AD em metros?

Definamos P o ponto de intersecao entre os segmentos AD e BC'. Seja AP = a
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30° [ ]

e PD =b. Temos que o angulo CDP = 30°, logo

48 3 96
v3 32v/3

cos30° = — = — g =—— = q =

a 2 V3

12 3 24
COSSOO:?:7:>b:%:>b:8\/§

concluimos que AD =a+ b= 40v/3m. Fazendo /3 = 1,7 entao
AD = 68m
2.1.1.3 Seno, cosseno e tangente de 18°.

Seja ABC um triangulo isésceles com BA = BC = 1, cujos angulos da base
valem 72°. Tracemos AD a bissetriz do angulo BAC. Temos entio que os triangulos CAD
e ABD sao isosceles. Seja AD = x, assim por CAD ser isésceles o segmento AC também
vale x e por ABD ser isosceles o segmento BD também vale x e por consequéncia DC vale

1 — x. Utilizando a semelhancga de triangulos em CAD e ABC temos:

AB AC 1z

E_D_Cix_l—x

Desenvolvendo esta proporcao obtemos a seguinte equacao: x? +x — 1 = 0. Utilizando a

férmula de Bhaskara paraa=1,b=1e ¢ = —1 temos:
—b+ Vb2 —4 —1+£4/12—-4-1-(-1
a .

—1+1+4 —1++5
Ty Tt T
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Figura 9 — Seno, cosseno e tangente de 18°.

B

36°
A—22 H =22

Como o valor de x é positivo entao x = #5 Logo:

—1++5

BD =AD =AC= 5

Por outro lado tracemos a altura BH em relacao ao lado AC do triangulo. Como esse

triangulo ¢ isdésceles temos que a altura também é bissetriz do angulo ABC. Assim
ABH = HBC = 18°. Logo:

— |sen 18° = V51

o AH o
sen18° = — —sen 18° = i

AB

| R

Para encontrar o o cosseno de 18° utilizaremos a primeira relagao fundamental do lema

1:
5—1)2
sen2 18° + COS2 18° =1 — COS2 18° =1 — (\/_1—6>
6 —2v5H 10 + 2+/5
cos?18° =1 — (—\/_) — cos2 18° = +—\/_
16 16
o \104+2V5
cos 18° = =
Portanto:
o \/5—1
1 —1
tan 18° = sen 18 — tan 18° = —4— — tan 18° = V5

cos 18° 10+2v5 10 + 2¢/5
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Multipliquemos o numerador e o denominador desta fracao por v/10 + 2v/5, assim temos:

VE-1  V10+2V5  VEx VI0+2V5 - V10 +2V5
10 +2v5 10+ 2v/5 10 +2v/5

V50 + 10v/5 — V10 + 2v/5
10 +2/5

Multiplica-se, agora, numerador e denominador por 10 — 21/5:

V50 +10v5 — V10 +2v5 10— 2v/5

tan 18° =

tan 18° =

tan 18° = X
10+ 25 10 — 2v/5
o 185 — 1050 + 10v/5 — 10010 + 2/5 — 2/54/50 + 105 + 25/ 10 + 2v/5
S0

Obtemos assim que

tan 18° — 12/50 + 10v/5 O —200/10 + 2\/_ tan 18° — 3\/50+10\/5265\/10+2\/5

2.1.1.3.1 Seno, cosseno e tangente de 72°, 36° e 9° e outros angulos relacionados.

Em varios dos resultados obtidos abaixo sera utilizado um método muito im-
portante para simplificar calculos mateméaticos: Método do Radical Duplo. Este método
serd enunciado no lema abaixo.

Lema 2. Toda expressio irracional da forma vV A++vB com A e B reais positivos é
denominada radical duplo. Se as afirmagoes abaixo forem satisfeitas

o A2> DB

e B nao € quadrado perfeito

o A% — B ¢ quadrado perfeito

entao poderemos escrever

S+ VB - \/A+Oi\/A—C
2 2
onde C =+/A? — B.
Demonstracao. Facamos

VA+VB=Vz+ .y

— _ A-C
e mostraremos que r = . ey = -

VAEVB =i+ = (\/Ai\/E)Q:(\/Ei\/ﬂ)2:>Ai\/§:x+y+2\/@
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ou seja, cada membro desta igualdade é formado por uma parte racional A e x + y e por
uma parte irracional +v/B e 2,/Ty que sdo conjuntos disjuntos. Portanto da igualdade

compreende-se que

A=x+y e \/Ezi%/xy

assim B
r+y=A4 e Ty =7

entao x e y sao raizes da equacao: k? — Ak + % =0.

_ 4A+V16A?—16B
N 8

B
W—Ah+Z:O:¢M?—M%+B:0:$k

_ A=A B A+ VAP B
N 8 T2

Assim, fazendo C' = v/ A? — B concluimos que

— k

_A+4C A-C
)

CL':k’l

Os angulos de 18° e 72° sao complementares logo pelo teorema 1 temos:

sen 72° = cos 18° = \/10+2\£ e |cosT2° =senl8 = */54_1

Por outro lado temos que

Yiiss g5 0E

tan 72° = =

4

B

Multiplicando o numerador e o denominador por V5 + 1 temos:

tan 72° =

10 4+ 2v/5 " V5 +1 =l tan 70 — \/5o+10\/5:\/10+2\/5
VEi-1 Vel

Pela proposicao 1 observemos que sen 36° = 2 sen 18° cos 18° logo:

V5 —1 " V10 4+ 2v/5 — |sen36° — \/50+10\/58—\/10+2\/5

36° =2
sen X~ 1

o _ V/50+10v5-1/10+2V5
cos H4° = S

Temos assim que , pois sao angulos complementares. Veja-




mos que sen? 36° + cos? 36° = 1 logo:

(V50 +10v/5 = V10 +2V5)* | 604125 - 20v/6 +2V5

2 o __ o
cos“ 36° =1 61 o1
o -1 BH3VE-5V6+2V5  1-3V5+45v6+2V5
T 16 - 16

Utilizando o método de radical duplo para /6 + 2v/5 tem-se

6+v62-20 [6-v62-20 [6+4 [6-4
\/6+2\/§=\/6+\/2_0=\/ ha 5 - \/2 Z\/;L +\/ 5

—1/6+2V5=v5+1

Assim
9ow 1-3V545V5+5 6+2V5
cos” 36° = =
16 16
6 + 245
= c0s 36° = +T\/_ = [c0os 36° = @ = [sen b4’ = _\/54+1

Com esses resultados temos

\/50+10\/5g\/10+2\/5 50+ 10V — 10+ 2v5

e 25+

tan 36° =

Multiplicando por v/5 — 1 numerador e denominador

V50 +10v5 — V10+2v5 VB —1

tan 36° = 2(\/B+1) X\/5_1
V250 4 50v5 + V10 + 2V5 — 2/50 + 10v/5
8
tan 36° = 6V10 +2V5 _82\/50 +10v5 —> | tan 36° = 3\/10“‘/5;\/50“0‘/5
Pelo teorema 1 observa-se que tan 54° = m logo:
tan 54° = 1

3110 + 2v/5 — /50 + 10v/5

Racionalizando a equacao temos

4 310 + 2v/5 + /50 + 10v/5
X
3vV10 +2v5 — /50 + 105 310 + 25 4+ /50 + 105

tan Hh4° =

34



120/10 + 2V5 + 4V50 + 105 3v/10 + 2v/5 + /50 + 10V/5
40 +8v/5 10+ 2v/5

(3+v5) (Vi0+2V5)
10+ 2v/5

Pela proposicao 1, sen9° = w/@ logo:

. /1_—\/10:N5 \/4_ 10 +2v/5 \/8—2 10 +2v/5
sen9° =\ —=*— = =
2 8 4

\/8— V40 + 85

4

tan H4° =

tan 54° = — [tan54° = 3+ /5

sen 9° =

Vamos agora utlizar o método do radical duplo:

\/8_m:\/8+2\/§—2\/5_\/8—2 S_z\/ﬁ

:\/4+\/6—2\/_—\/ —1/6-2v5
Por outro lado v/6 — 2¢/5 = v/6 — v/20. Assim

Logo \/8—\/4O+8\/5=\/3+\/_—\/5—\/5e

sen9° = Y—-— Vv - BvV5-V/5-V5 —|cos8]° = Y~V 7° 3+\/‘F’Z V5-v5

4

Para encontrar o cos 9° utilizaremos a relacao fundamental:

sen29°—1—008290:1:>00829°:1—( 1

¢3+\/_—¢5—\/5>2

0?0 — 1 <3+¢3+5—\/3—2 10+2\/5>_1 4- 10 +2V5
o 16 8

cos?9° =

4+ \/10+2\/5:>60890_\/4+\/10+2\/§_ \/8+2\/10+2\/5
8 B 8 B 4

35
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\/8+\/40+8

cos9° =

Temos assim que

ComO\/6—2\/3:\/6—\/2_:\/5—1entéo

\/8+\/40+8\/5=\/3+\/5+\/5—\/5

o _ V3+V5+y5-5 o _ V3+Vb+V5-v5
—|cos9 =)= sen 81 =0

Para encontrar a tangente basta dividirmos sen 9° por cos 9°:

VIS BB Vh—VB VB VB- V55
\/F\/_ﬂ V3t B+ VE—vB V3tvi-E- b

tan9° =

8—2V10+2vV5 4—+/10+2V5
—2+2V5 —1+45

Multiplicando numerador e denominador por—1 — V5 temos

tan9° =

(4= V10+2V5) (-1~ V5) . (+-v/10725) (14v5)
= |tan 9° =

tan9° = I 1

Vamos encontrar a tangente de 81°:

sensle VNI 545455 V3EB+VE— B
cos 81° ¢3+f\/5f ¢3+\f—¢5—f V3+vV5+V5 -5

C8+42V104+2V5  44+/10+2V5

tan 81° = =
—2+4+2v5 ~14++5

Multiplicando numerador e denominador por—1 — V5 temos

tan 81° =

(4+v/107275) (1+v5)

tan 81° = 1

Vamos agora encontrar os valores de seno, cosseno e tangente dos angulos relacionados
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com o angulo de 30° que sao os angulos de 15° e 75°. Para encontrar o sen 15° utilizaremos

o item 2 da proposicao 1.

15° 1 — cos 30° 1—‘/7?: 243
n = = =
i V7 2 2 2

Utilizando o método do radical duplo temos

S

sen 15° =

3 1
V22— \/t—\/i v6 _
5 V3 =2 2 2= 2 — |sen 15° = Y0V2 | s | o 75° = Y62

2 4 4

Encontremos o cosseno de 15°:

cos?15° =1 —sen? 15° = cos? 15° = 1 — (

M)lw_ 13
4

&

cos? 15° = = cos 15° = cos 15° =

s 1

4+\/§ 4+\/§ 842
8

Temos também que

STE V- V2 VB2V 2V1243V3 -2V 4 V3

tan 15° = 4

RV R NNV Ve $+23

CVI1243V3 - V443
B 4++/3

Multiplicando numerador e denominador por 4 — V3 tem-se

o_\/12+3\/§_\/4+\/§x4_\/§_5 T3 VI3
) 4+ V3 4-v3 13

tan 15°

tan 15

(5v3-7) (\/Wﬁ)

— |tan 15° = 13

Por dltimo vamos encontrar a tangente de 75°:

sen75°  V8+2v3  V6+v2  2V12+43V3+ 24+ V3
4

tan 75° = = X =
cos75° V6 -v2 V642
12 4 V3H1)(V4+V3
tan75°:\/ +3\/§2+\/ +\/§: tan75°:( >(2 )

Exemplo 17. Um observador em uma planicie vé ao longe uma montanha sequndo um

angulo de 15°. Apds caminhar uma distancia d em direcao a montanha, ele passa a vé-la
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sequndo um angulo de 30°. Qual € a altura da montanha?
Seja h a altura da montanha. Como nao temos o valor da distancia d, achare-
mos o valor de h em funcao de d. Faremos x a distancia entre a marcagao do angulo de

30° e a base da montanha. Utlizando as relagoes trigonométricas temos:

ﬁ:tanSOO:g:m:h\/g
x

Temos também que

B o (BVB-T(VA+V3) o (5V3—T)(V4+V3)
dr ol = 13 A3 13

—13h = 4+ V3. [d(5v/3 = 7) + h(15 — TV3)|

— 13h=d- (53 —7T) (\/m)+h-(15—7\/§) (W)

6T (Va+ V) )
13- (15-7V3) ( 4+\/§)'

= h

Utilizando v/3 = 1,7 temos

5-1,7-7) (VEFIL,7 1,5-2,4 :
13- (15-7-1,7) (VA+L,7) 13—-3,1-2,4 5,56
h = 0,65d

Exemplo 18. Em um exercicio de tiro esportivo, o alvo encontra-se em uma parede cuja
base estd a 30m do atirador. Sabendo que o atirador vé o alvo sob um angulo de 15°, qual
serd a altura do alvo em relagdo ao chao?

Chamando de h a altura do alvo entao

n 150 = - _ BVB=1)(V4+3)
30 13

(5v3 - T(V4+V3)

— h =30
13

Utilizando v/3 = 1,7 temos

5-1,7-7) (VEF L7 3,6
h=30." 1)3( ):>h:30-1—3:>h:8,3m
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3 TRIGONOMETRIA NO CICLO TRIGONOMETRICO

Sabemos que arcos de circulo que subtendem o mesmo angulo central sao
semelhantes, e que a razao entre eles é a mesma razao entre os raios.
Definigao 5. A medida de um angulo em radianos € a razao entre o comprimento do arco
determinado pelo angulo em um circulo cujo centro € o vértice do angulo e o comprimento
do rato do circulo.

Decorre da definicao que se C é o comprimento do arco determinado pelo

angulo central de a radianos em um circulo de raio R, temos:

C

a=S —[CzaxR

Fazendo R = 1, entao o comprimento do arco terd o mesmo valor do angulo «
em radianos, onde 1 radiano ~ 57°. Indentifiquemos assim, no circulo de raio 1, arcos e

angulos correspondentes.

3.1 Circulo orientado e funcgoes trigonométricas.

Um circulo ¢é dito orientado, quando percorre-se um de seus sentidos e o de-
nominamos de sentido positivo. Por convencao o sentido anti-horario é definido como
sentido positivo. Utilizemos o circulo unitario, e vamos definir medida algébrica de um
arco.

Definicao 6. A medida algébrica de um arco AB do circulo unitdrio é o comprimento
deste arco, associado a um sinal positivo se o sentido de A para B for o anti-hordrio ou

negativo se o sentido for o hordrio. Representacao desta medida: mAB

Figura 10 — Circulo orientado unitério.

B
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Até agora as fungoes trigonométricas sé estao definidas para angulos entre 0° e
90° e como estes angulos podem ser medidos em radianos, logicamente os valores de seno,
cosseno e tangente desses estao bem definidos para ntimeros reais entre 0 e . Tentaremos
agora extender as definicoes dessas funcoes a todos os nimeros reais de modo as relagoes
bésicas do lema 1 continuem sendo mantidas para todos os niimeros reais.

Seja S! a representacao do circulo unitario, orientado e com origem. Considere
E :R — S uma fungao definida onde para cada x real ele estd associado a E(x) que é
um ponto sobre o circulo S'. Se x > 0 e x > 27 entdo serd necessario dar mais uma volta
em torno do circulo S*, no sentido positivo, para chegar ao valor de E(x), o que também
é valido se z < 0. De todo jeito E(x) é um ponto bem definido do circulo unitério.

Seja P um ponto qualquer de S*, pela funcao E este ponto é imagem de todos
os numeros reais da forma x + 2kmw, com k € Z e 0 < z < 27. Podemos perceber que x e
x + 2k7 sao arcos congruos, ou seja, possuem a mesma medida.

Definicao 7. Seja dado um sistema de coordenadas cuja origem é o centro do circulo S*
com A = (1,0). Definamos:

sen x
cosx = abscissa de P ; senx = ordenada de P ; tanz = , se cosx #0
cos T
sin X P
/ A=(1,0)
o) COS X
S

Vemos que esta defini¢ao coincide com as defini¢oes de seno, cosseno e tangente
para angulos entre 0 rad e 7 rad que sao os correspondentes aos angulos de 0° e 90°. Assim,
quando P = A tem-se cos0 = 1 e sen(0 = 0. Quando AOP for reto tem-se cosy =0e
sen 7 = 1. Como todo ponto P de S é da forma (cosz,senz) e a distancia até a origem
¢ 1 entao: sen?x + cos?x = 1. Naturalmente percebe-se que qualquer que seja k € Z e
r € R temos,

sen(z + 2km) =senx ; cos(z+ 2kw) = cosx

isso ocorre porque E(zx + 2kmw) = E(z) = P. Podemos concluir que as fungoes seno

e cosseno sao periodicas, com periodo 2w, fazendo com que o comportamento delas no
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intervalo [0, 27| se repita a cada 27 rad. Agora, determinaremos os valores das fungoes tri-
gonométricas para valores que encontram-se em qualquer quadrante a partir de resultados
obtidos no primeiro quadrante.

Seja AB o arco pertencente ao segundo quadrante com mAB =z e (7—2r <z < 7r).
Passando por B tracemos uma reta t paralela ao eixo das abscissas. Esta reta intersecta
o circulo S* no ponto B’, o qual encontra-se na mesma altura que o ponto B em relacao

a0 eixo horizontal.

Seja A" o ponto diametralmente oposto ao ponto A sobre o eixo das abscissas,
temos assim que a medida do arco BA’ tem a mesma medida do arco AB’. Chamando

mAB' = mBA' = 1 — x teremos

mAB =z = |senz = sen(m — )

Por outro lado temos que
cos’r =1 —sen’z = 1 — sen?(7 — x) = cos’(7 — x) = cosx = | cos(m — )|

Como estamos no segundo quadrante os valores dos cossenos sao todos negativos entao

cosx = —cos(m — x)

Seja AB o arco pertencente ao terceiro quadrante com mAB = x e (7r <z < 37”)
Seja B’ o ponto diametralmente oposto ao ponto B e B’ pertencente ao primeiro qua-

drante. Vemos assim que o seno do arco AB é o oposto do arco AB’ logo:

2 2

r=1-—sen

senx = —sen(x — m) | = cos

r=1-sen’(z — ) = cos’(z — )

cosx = /cos?(x — m) = cosx = | cos(z — )|




Como no terceiro quadrante os valores dos cossenos sao todos negativos entao

cosx = —cos(z — )
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Seja AB o arco pertencente ao quarto quadrante, onde mAB =z e (37“ <z < 27r).

Seja s a reta paralela ao eixo das ordenadas e que passa pelo ponto B. Esta reta intersecta

o circulo S* no ponto B, definindo mAB’ = 27 — x entdo tem-se

senx = —sen(2w — x)

—

cosx = cos(2m — x)

Chegamos assim a conclusao que os valores das fungoes trigonométricas de um

arco AB qualquer estao determinados pelos valores destas fungoes no primeiro quadrante.

Para se ter uma melhor no¢ao do comportamento de tais fungoes basta tracarmos
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os seus graficos. Para a funcao seno, onde o grafico é formado pelos pontos da forma
(r,senx), e para a funcdo cosseno, onde o grafico é formado pelos pontos da forma
(x,cos ) basta tomarmos os valores que estao entre 0 e 27 rad, pois a partir disso os
valores se repetem.

Podemos perceber pelos graficos que tanto a funcao seno, como a fun¢ao cos-
seno, variam entre —1 e 1 e que para obtermos a fungao cosseno basta transladarmos o

unidades para a esquerda.

e
’ ~ s
grafico da funcao seno 5

Grafico 1 — Fungao Seno

-T2 0 2 ™ 32 on 52 3 72 o omi2 5 12
-1

Grafico 2 — Fungao Cosseno

sen
Ccos T

Pelo lema 1 a tangente ¢ definida por tanz = . Temos assim que a tangente

nao esta definida para angulos da forma x = Z+km, pois do contrario teriamos divisao por
2 )
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0. Mostraremos que a tangente é a medida algébrica de um segmento de reta tangente
ao circulo S e perpendicular ao eixo das abscissas no ponto (1,0). Em termos mais
técnicos, seja t uma reta orientada tangente ao circulo S! passando pelo ponto A(1,0) e
seja AB um arco com mAB = x. Uma reta r que passa pelo centro do circulo e o ponto
B determina mais dois pontos: B’ na intersecio com o circulo S* e T' no eixo t. Vamos

mostrar que tan x tem a medida do segmento AT.

Figura 11: Arco no primeiro e terceiro quadrante

No primeiro caso suponhamos que o arco AB pertenca ao primeiro ou terceiro
quadrante. Seja C' o pé da altura do ponto B em relacao ao eixo x e S o pé de altura do
ponto B em relagao ao eixo y. Seja C’ o pé da altura do ponto B’ em relagao ao eixo x e S’

o pé de altura do ponto B’ em relacao ao eixo y. Os seguintes triangulos sdo congruentes:
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OCB, OSB, OC'B’, OS'B’ e além disso sao semelhantes ao triangulo OAT. Logo,

‘ _Senx_C’B_AT_AT_ AT
abnx_cosx_OC’_OA_ 1 - m

sen(r +7) CB AT
an(z + ) cos(x+m) OC 1 "

No segundo caso suponhamos que o arco AB pertenca ao segundo ou quarto
quadrante. Seja C' o pé da altura do ponto B em relacao ao eixo x e S o pé de altura do
ponto B em relagao ao eixo y. Seja C’ o pé da altura do ponto B’ em relagao ao eixo x e S’
o pé de altura do ponto B’ em relacdo ao eixo y. os seguintes triangulos sdo congruentes:
OCB, OSB, OC'B’, OS'B’ e além disso sao semelhantes ao triangulo OAT. Logo,

tanxzsenx—CB—AT—A—T:mAT

cosz OC OA 1

sen(x +m) CB AT
an(z + ) cos(x +m) OC T

Vemos que em ambos os casos tan x = tan(x + ), mostrando que o periodo da

funcao tangente é w. Para montarmos o grafico da funcao tangente com pontos da forma

(7,tanw) basta tomarmos valores entre —7 rad e § rad, pois a partir disto os valores

serao repetidos.

Grafico 3 — Funcao Tangente

3.2 Fungoes trigonométricas complementares.

Vamos agora definir trés fungoes complementares ao estudo de seno, cosseno

e tangente dos angulos no ciclo trigonométrico.
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lo x como sendo o inverso do seu cosseno,

angu

A

8. Definimos a secante de um

icao

Defin

contanto que este seja diferente de 0, ou seja,

secx

COS X

b1

Grafico 4 — Funcao Secante

lo x como sendo o inverso do seu seno,

angu

9. Definimos a cossecante de um a

icao

Defin

contanto que este seja diferente de 0, ou seja,

Tr =

cossec

senx

3

Gréfico 5 — Funcao Cossecante

112

s

aniz

2

lo x como sendo o itnverso da sua

angu

A

10. Definimos a cotangente de um

icao

Defin

tangente, contanto que o seno seja diferente de 0, ou seja,

senx



47

Grafico 6 — Fungao Cotangente

Exemplo 19. Verifique que as igualdades abaivo valem para todo valor de x # 5 + 2km

rad, onde k € um inteiro qualquer.

1 cosx __ l—sencz
* l4senxz = cosz
2 . 2. _ l—tan’z
2. cos®x —sen‘x = ThanTs
Solucao:
1. Temos que mostrar que 12— = 1;55‘;”” . Pelo primeiro membro tem-se
COS T COS T 1—senz cosz(l —senz) cosz(l—senz) 1—senx
= X = = =
l+senx 1+senz 1—senx 1 —sen2zx cos? CoS T
)
2. Temos que mostrar que cos? z — sen’ x = L:Zﬁ Pelo segundo membro tem-se
1 2 1 sen? cos? z—sen? x 2 2
— tan”z " cos?z cos? x COS™ T — sen” T 2 2
= = = = cos”xr —sen“x
1+ tan2 T 1+ sen? x cos? ztsen? ¢ cos? ¢ + sen2
cos? x cos? x

Exemplo 20. Seja s o lado de um poligono reqular de n lados e R o raio do circulo
inscrito neste poligono. Mostre que s = 2Rtan *
Primeiramente dividimos o poligono regular em n triangulos equildteros de

lado s, a altura R. Assim

LA B ()
tan<n> 7 2R:>s 2R tan -

Exemplo 21. Prove a identidade trigonométrica abaizo, vdlida para todo x real e onde a

expressao do lado esquerdo estd bem definida.

senx — 2sen’ x
=tanz

2cosdx —cosx
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senz —2sen®z  senz(l—2sen’z) senz(l —sen®x — sen? )

2cos3x —cosz  cosx(2cos?x —1)  cosx(cos?x + cos?x — 1)

senx —2sen®x  senx(cos? z — sen? 1)
= =tanx

2cos?xr —cosx  cosx(cos?x — sen? )

Exemplo 22. (ITA/Adaptado) Qual o valor da expressio

2tanf
r=—
1 — tan20

quando cosf = —% etanf < 07

Como cosf < 0 e tanf < 0 entao senf > 0. Dado que cosf = _73 tem-se que

210
7

4
sen20:1—00529:sen20:1—3:senQHZ—O:senH:

49 49
assim o
2/10
== —24/10
tan&z%zﬂzan@:
= 3
logo
_Qm
_ 2tanf _2'< 3 >:> R 12V
T T tanZe v 1-2 v —— ST

3.3 Adigao e subtracao de arcos

Vamos definir os valores das funcoes trigonométricas para a soma e a diferenca
de dois arcos e para isso vamos utilizar a formula da distancia entre dois pontos no plano
cartesiano.

Defini¢ao 11. Sejam A(xy,11) e B(xs,ya) dois pontos quaisquer do plano cartesiano. A

distancia d entre estes dois pontos serd:

d= /(21— 22) + (y1 — ¥)?

Sejam P e @) dois pontos do circulo unitéario onde mAP = a e mAQ = p.
Como sabemos estes pontos sao da forma P = (cosa,sena) e @ = (cosf3,sen 3). Pela

definicao anterior temos que a distancia d entre P e () sera:

d= \/(cosoz — cos 3)? + (sen o — sen f3)?

d = +/(cos? o + sen? a) + (cos? B + sen? 3) — 2(cos v cos 3 + sen asen 3)
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Figura 13 — Seno e cosseno da subtragao de arcos

COS (v cos @

Pela relacao fundamental tem-se que

d = /2 — 2(cos acos 3 + sen asen f3)

Facamos agora uma rotagao dos eixos coordenados no sentido positivo de modo
que o ponto @ torne-se (1,0), como consequéncia o ponto P serd (cos(a— f3),sen(a — f3)).

Utilizando novamente a formula da distancia temos,

d = +/(cos(aw — B) — 1)2 + sen2(ar — ) = v/(cos2(av — 3) + sen2(ar — B) + 1 — 2 cos(a — f3)

d= /2 —2cos(a — f3)

Igualando as duas distancias encontradas tem-se,

V2 — 2cos(a — B) = /2 — 2(cos a cos f§ + sen asen 3)

Eliminando os radicais e desenvolvendo a igualdade concluimos que

cos(aw — [3) = cos acos f + sen asen 3

Pela relagao fundamental sabemos que sen?(a — 3) + cos?*(a — ) = 1 logo
sen’(a — ) = 1 —cos?(a — B) = 1 — cos’a cos® B — sen® asen® B — 2sen a cos arsen 3 cos f3
Substituindo cos? o por 1 — sen? a e sen? o por 1 — cos? o temos

sen’(a — ) = 1 —cos® B x (1 —sen® a) — sen® B x (1 — cos® @) — 2sen av cos asen 3 cos 3
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sen?(a — 8) = 1 — cos® 8 + sen” a cos? B — sen? 8 + sen? B cos® v — 2 sen av cos avsen (3 cos 3

Como 1 — cos? 8 = sen? B e percebendo que
sen® o cos? B — 2sen v cos asen (3 cos 3 + sen”  cos® a = (sen a cos B — sen 3 cos )

Concluimos que

sen(a — ) = senacos f — sen [ cos a

Agora marquemos sobre o circulo unitario um ponto )" de forma que mAQ' =

—fB. Temos assim mAQ = —mAQ’, ou seja, f = —f3, logo

cos(av — (—f3)) = cos acos(—f) + sen avsen(—[3)

Figura 14 — Seno e cosseno da soma de arcos

cos 3 A
con( )

COS (v

sin(— )

Como § e —(3 sao arcos opostos pela reta das abscissas entao seus valores do
cosseno sao iguais e os valores do seno tem sinais opostos, cos 8 = cos(—/f) e sen(—[) =

—sen (3 entao

cos(a + ) = cos awcos f — sen asen 3

Utilizando o mesmo processo para o seno temos

sen(a—(—f)) = sen a cos(—f)—sen(—f) cos« = [sen(a + ) = sen v cos B + sen [ cos a

Para calcularmos a tangente de o — (8 facamos a divisao do seu seno pelo seu

€osseno, ou seja,

sen(aw — )  senacos 3 —sen 3 cosa

tan(a — ) =

cos(a — 8)  cosacos 3+ senasen 3
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Dividindo numerador e denominador por cos [ temos

sen 3 cos «
)_sena——cosﬂ ~ sena — tan S cos
cosoH—% cos a + sen o tan 3

tan(a — 0

Dividindo numerador e denominador por cos o temos

_ cosa —tanf
tan(a - 6) 1 + sena tanﬁ

Cos «

_ tana—tanpf
= |tan(o — f) = TG s

Para encontrar a tangente de « + 3 basta lembrar que, como cos 5 = cos(—/3)

e sen(—f) = —sen 3 entao

tan(—/f) = = —tanf

sen(—f)  —senf3
&

cos(—B)  cosf

Logo

tan o — tan(—_) —
tan(a + f) = 1+ tan o tan(—9) = |tan(a + B) =

tan a+tan 8
l1—tanatan 8

Exemplo 23. Como calcular o seno, o cosseno e a tangente do angulo de 105°¢

2 1 3 2

sen 105° = sen(45° + 60°) = sen 45° cos 60° + sen 60° cos 45° = % x5+ g X g
sen 105° = @

2 1 2 3

cos 105° = cos(45° 4 60°) = cos 45° cos 60° — sen 45° sen 60° = g X g~ g X g

cos 105° = @

tan45° +tan60° 1+ /3

tan 105° = tan(45° + 60°) = |~ tan 57 tan60° 1= 3

Multiplicando numerador e denominador por 1+ /3 temos

1+v3 1+V3 142343 4+2V3
1—V3 1+v3  1-3 -2

Exemplo 24. Calcular a secante, cossecante e a cotangente do angulo de 105°.

tan 105° = — [tan 105° = —2 — /3

Como sabemos a secante de um angulo é o inverso do seu cosseno. Como
cos 105° = ﬁ;‘/é, entao

4
NN NG
26 26

—_

sec 105° =
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Multiplicando numerador e denominador por V2 + /6 temos

4 V2+V6  4(vV2+V6) V2 -6

sec 105° =

V-6 VEeve .

Por outro lado a cossecante é o inverso do seno e sen 105° = ‘/5%*/6 logo:

1 4
cossec 105° = =
V2416
VS 246

Multiplicando numerador e denominador por V2 — /6 temos

L VI-VE AE-VE) s

cossec 105° =

V2B VE-GE L

Finalmente temos que a cotangente é o inverso da tangente, como tan 105° = —2 — V3

entao
1

_2_\/§

multiplicando numerador e denominador por —2 + v/3 tem-se

1 Z2+V3_ —2+V3
—2-V3 —2+4.3 4—3

— cotan 105° = —2 + /3

cotan 105° =

cotan 105° =

Exemplo 25. Sabendo que

asecr =1+ tanx
bsecxr =1—tanx

encontre uma relacao entre a e b.

asecr =1+ tanx
bsecx =1 —tanx

dividindo a primeira pela segunda equacao temos

a 1+ tanx

—=——=a—atanxr=b+btanzr = a— b= (a+b)tanx
b 1—tanx

a—>b sen x
=tanz =
a+b CcoS T

fazendo a — b = ksenz tem-se (a — b)> = k*sen’z e fazendo a + b = kcosz tem-se

(a + b)? = k? cos? z assim

k?*sen’w + k*cos’ v = k> = (a — b)* + (a + b)* = k* = 2a® + 20> = k*
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2
— a2+ = (%ﬂ)

portanto a relagao entre os valores a e b serd: P(a,b) é o centro de uma circunferéncia C'
de raio %ﬁ
Exemplo 26. Calcular

1. y = cos36° X cos 72°

2. y =sen 10° X cos 20° x cos 40°

Solugao:

V5+1 V5—1 4

1
y = cos 36° X cos 72° = 1 X 61

2. Sabemos que

sen(a + ) = sen avcos § + sen [ cos «
sen(a — ) = senacos B — sen 3 cos «

somando ambos os membros e desenvolvendo a igualdade temos

1
senacos ff = 5 [sen(a 4+ ) 4 sen(a — ()]
assim
[¢] o o 1 [¢] [e] [¢]
y = sen 10° x cos20° x cos40° = 5 [sen 30° + sen(—10°)] - cos 40
1 [¢] o o e] 1 [¢] [¢] o o
y=75 [sen 30° - cos 40° — sen 10° - cos 40°] = 1 [sen 70° — sen 10° — sen 50° + sen 30°]
1
y=7- [sen(60° + 10°) — sen 10° — sen(60° — 10°) + sen 30°]
1 [e] [¢] o [e] [¢] o
y=17- [sen 10° cos 60° — sen 10° + sen 10° cos 60° + sen 30°]
1 o o [¢] 1 [¢] o 1
y=17 [sen 10° - (2cos60° — 1) + sen 30°] = 1 [sen10° - 0 +sen30°] = y = 3

Exemplo 27. (ITA/Adaptado) Sabendo que x ey sao angulos do primeiro quadrante tais

~ _ 2
que cosx = g e cosy = %, entio sea=x—y el = \/1 tan o 4 sen? v, a qual quadrante

1+tan? o
pertence o angulo a e qual o valor de T'?

Como z é um angulo do primeiro quadrante entao senx > 0 e cosx > 0. Logo

25 11 V11

2 2
1= 1= == S S
sen” x cos” x %6 36 —> senw 5

ao mesmo tempo o angulo y também pertence ao primeiro quadrante, logo seny > 0 e



cosy > 0 assim

16

9 3
sen?y =1 — cos? y—l————:seny—5

25 25

Como a = x — y entao

sena =sen(r —y) = Senrcosy — Sen Yy cos T = ——

4411 — 15
30

sen o =

logo sena < 0 e

logo cosa > 0, portanto o angulo « pertence ao quarto quadrante.

| ot
S

cos v = cos(r — y) = cosx cosy + senxseny =

3v/11 + 20
30

cosa =

\/ i +222 2 + sen? o, desenvolvendo o radical temos

logo

1 — tan2 « 1— senQa cos agsen «
5 + sen2 o= cosza =+ sen2 a = 2cos a .
1 +tan 1% 1 + sen“ o COs“ a+sen“ o

cos? a cos? a

= (3082 o — Sen2 o+ S€Il2 o = COS2 (%

1 —tan®a
T:\/—+Sen2a:>T:\/c082a:>T:|cosa|:cosa

1+ tan? o

portanto

3v/11 + 20

T =
30

Exemplo 28. Verifique as sequintes identidades:

1.

2
3.
4

senz + seny = 2sen (£) cos (F2)

. senz —seny = 2 cos (%5¥) sen (5Y)
cosz + cosy = 2 cos () cos (5Y)
. cosx — cosy = —2sen (3¥) sen (F)
Solucao:

Partiremos de sen(a + b) e sen(a — b):
sen(a + b) = senacosb + sen b cos a

sen(a — b) = senacosb —senbcosa

ot W

S—F

2 2 2

+ sen” «

o4

Temos que T =



somando as equacoes membro a membro temos
sen(a + b) + sen(a — b) = 2senacosb

fazendoa+b:.icea—b:yobtemosa:%ﬂeb:””—gylogo

senx + seny = 2sen (#) coS (x ; y>

. Partiremos de sen(a + b) e sen(a — b):

sen(a + b) = senacosb + sen b cos a

sen(a — b) = senacosb —senbcosa

subtraindo a segunda equacao da primeira temos:
sen(a + b) — sen(a — b) = 2senbcosa

fazendoa—l—b:xea—b:yobtemosa:xzﬂeb:“’—;ylogo

()= (3)
Ssen T — seny = 2sen 9 COS 9

. Partiremos de cos(a + b) e cos(a — b):

cos(a + b) = cosacosb — sen asen b

cos(a — b) = cosacosb+ senasenb

somando as equagoes membro a membro temos

cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb

_ _ __ x+ _ =
fazendo a +b =1z e a — b =y obtemos a = =¥ e b = ¥ logo

cosT + cosy = 2cos (IQﬂ) cos (:c ; y)

4. Partiremos de cos(a + b) e cos(a — b):

cos(a + b) = cosacosb — senasenb

cos(a — b) = cosacosb+ senasenb

95
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subtraindo a segunda equacao da primeira temos:
cos(a + b) — cos(a — b) = —2senasenb

fazendoa+b:$ea—b:yobtemosa:%ﬂeb:””—gylogo

()= ()
COST — COsy = —2sen 5 sen 5

Exemplo 29. Determine que sen 31° 4 sen 29° = sen 89°.

Pelo item (a) da questao anterior temos:

31° 4 29°

sen 31°+sen 29° = 2sen ( 5

31° — 29° o o o R
cos — = 2sen30”cos1® = cos1® = sen &9
pois 89° e 1° sao angulos complementares.

3.4 Leis do seno e do cosseno

Proposigcao 2. Seja ABC um triangulo qualquer, onde AB = ¢, AC = b, BC = a e

A= a, B= B, C =0. E vdlida as relacoes abaizo chamadas de lei do cosseno:

Figura 15 — Lei do Cosseno

A

=04+ —2bccosa| ou |b®=a®+c*—2accosB| ou ‘02:a2—|—b2—2abcos«9

Demonstracao. 1° caso
Tracemos a altura BH deste triangulo e separemos esse caso em duas partes.

Na primeira parte suponhamos que o angulo « seja agudo e definamos BH = he AH = .
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O triangulo C'BH é retangulo valendo assim o teorema de pitagoras logo

a>=h*+ (b—12)* = a® = h® + b* — 2bx + 2°

Por outro lado pode-se perceber que h? = ¢ — 22, substituindo na equacao anterior temos
=0+ -2 2+ ==+ 2z

Por definicdo, cosa = £ assim x = ¢ X cos « e utilizando este resultado concluimos que
) c

a2 =b% + ¢ — 2bccos

Na segunda parte suponhamos que o angulo « seja obtuso entao tomando mais
uma vez BH = h e AH = x temos

a?=h+0b+2)=a>=h*+b"+2x+2> = a®> =" —2° +b* + 2br + 2°

a? =b> + & + 2bx

Temos que cos(m—a) = % e cos(m—a) = cos T cos a+sen 7 sen o = cos(T—a) = — cos

logo = —c¢ X cos a, logo

‘aQ =0+ - 2bccosoz‘

2° caso
Neste caso tragaremos a altura AH do triangulo, definiremos AH = he BH =

x. Suponhamos, a primeira vista, que o angulo 3 seja agudo, assim

bV’ =h*+ (a—2)* = b* = h* + a* — 2az + 2*
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Como h? = c? — 2% e x = ¢ X cos 3 entao

bV =c -2 +a® —2ax + 22 = |b? = a® + 2 — 2accos 8

Suponhemos agora que o angulo [ seja obtuso e definamos mais uma vez

AH =he BH =x.

V=h+(a+2)?* =0 =h>+d®+ 2z + 2*

Sabendo que cos(m — 3) = — cos 3 descobre-se que z = —c x cos 3 e como h? = ¢* — 22

entao

V= — 22+ a%+ 22— 2accos f = |b? = a® + ¢ — 2accos 8
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H xr g a *C

3° caso: Suponhamos que o angulo € seja agudo. Definamos, desta vez, a

A

B a— T H T C

altura AH = h do triangulo e CH = x.
c=h+(a—z2)P=cE=d"+2>+h* -2z

Temos que 22 + h? = b? e que z = b x cos 8 logo

¢ =a?+b> —2abcos b

Por outro lado se o angulo 6 for obtuso e tracando a altura AH como na parte

anterior tem-se:
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c=h+(a+2)?=c=a>+h*+ 2>+ 2ax

Lembremos que x? + h* = b? e que x = —b x cos 0, pois cos(m — ) = — cos f portanto

‘02 =a’+ b —2abcos<9‘

Para demonstrar a lei dos senos vamos nos utilizar do lema abaixo.
Lema 3. Seja ABC' um triangulo qualquer onde AB = ¢, AC = b e BC = a e com

angulos ﬁ, B\, C. A drea (S) deste triangulo pode ser dado pelas sequintes formulas:

S:chzsenA\ ou S:axbzsena ou S:aXczsenB\

Demonstracao. Faremos a demonstracao do 1° caso ja que os outros dois casos serao
semelhantes. Separemos este caso em trés subcasos.

No primeiro subcaso se o angulo A é agudo e fazendo h = ¢ X sen A temos:

bxh:>5_b><c><seng
2 N 2

~

No segundo subcaso se o angulo A ¢ obtuso e fazendo h = ¢ X sen(m — A)

temos:

-~

b;hisszcxse;(ﬂ—fl)

)

-~

Temos que sen(m — A) = sen  cos(m — A) —sen(r — A) cos . Como cost = —1 e sen 7 = 0
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-~

entao sen(m — A) = sen A, assim

S:bxczsen;l

No terceiro subcaso se o angulo A é reto entao tem-se que sen A = 1 logo

S_b><c_b><c><1_b><c><sen2
2 2 n 2

O

Proposicao 3. Seja ABC um triangulo qualquer com lados AB = ¢, AC =b e BC = a.

As sequintes relacoes abairo sao vdlidas e conhecidas como lei do seno:

a b c

senA senB  sen(C

Demonstracao. Utilizando os resuldados do lema anterior temos

S:bXCzsenA\ | S:axbzsena 7 S:aXCzseng

Multiplicando em ambos os lados da primeira igualdade pelo comprimento a, na segunda

igualdade pelo comprimento ¢ e na terceira igualdade pelo comprimento b temos

aXS:axbxcxsen;l | c><S:c><a><b><sené | bXS:bxaxcxsen1§
2 2 2
Assim
a _axbxc b _axbxc c _axbxc
sen A 28 " senB 25 " senC 28
Portanto
a b c

senA senB senC
O

Exemplo 30. Um balao foi visto simultaneamente de trés estacoes A, B e C' sob angulos
de elevacao 45°, 45° e 60°, respectivamente. Sabendo que A estd 3 km a oeste de C' e que
B estd 4 km ao norte de C, determine a altura do balao.

Seja ABC' a base da piramide onde o balao P é o cume. Seja ) o pé da
perpendicular do ponto P a base ABC. Vamos calcular o valor do comprimento PQ).
Fazendo ABC um triangulo retangulo em C' e como AC' = 3km, BC = 4km tem-se que
AB = 5km. Temos que PAB = PBA = 45° logo o triangulo ABP é isésceles. Tracando

a altura de P em relagao a base AB encontramos o ponto O. Como esta altura divide o
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segmento AB na metade entao AO = OB = gkm. Por outro lado
5

OoP OP
402—:—:1 P:—
tan 45 10 g — 0 2k‘m
5 3 25
CRRAE Ay

0oy = (3

Pela lei dos cossenos
2 _— 5
) +32—2-—-3-COS(BAC):(OC)2:Z+9—2

5
percebe-se assim que o triangulo POC é isosceles de lados iguais PO e OC' com respectivos

angulos opostos de 60°. Concluimos assim que além isosceles este triangulo também ¢é
equilatero de lado gkm e todos os angulos iguais a 60°. Portanto a altura do balao PQ

que também ¢é altura do triangulo equilatero sera:
5
2.3 5V/3
2 V3 = PQ = T\/_k‘m

PQ =2

Exemplo 31. Para determinar a distancia entre dois pontos A e B situados além do
rio, marcou-se dois pontos C e D aquém do rio e mediu-se os angulos ACB = 35°,

BCD = 20°, ADC = 18°, ADB = 41° ¢ a distincia CD = 320m. Calcular a distancia

AB.

Definimos BC = di, AD = dy e AB = x. Como no triangulo BC'D tem-se

d 320 g 320 sen 59°
sen59°  sen 101° '™ sen 101°

BCD = 20° ¢ BDC = 5% entio CBD = 101°. Logo, pela lei dos senos temos:
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do B 320 B 320 sen 18°
sen18°  sen 107° 27 T gen 107°

pela lei dos cossenos temos

9 320%sen?59°  320%sen? 18° 5 3207 sen 18° sen 59°

. 35°
sen? 101° + sen? 107° sen 101°sen 107° o8

como sen 59° = 0, 857167, sen 101° = sen 79° = 0,981627, sen 18° = 0, 309017, sen 107° =
sen 73° = 0,956305 e cos 35° = 0,819152 entao

,  102400sen®59° 102400 sen® 18° 5 102400 sen 18° sen 59°

— . 35°
v sen? 101° + sen? 107° sen 101° sen 107° o8

z? = 78079, 64888 + 10692, 31753 — 47336, 84854 = 22 = 41435, 11787
=z = 203, 56m

Exemplo 32. Um observador O situado no topo de uma montanha vé dois outros situados
no nivel do mar. Os observadores A e B medem os angulos a e 8 que as linhas AO e BO
formam com o plano horizontal e o observador O mede o angulo AOB = r. Conhecendo
a distancia AB = d, calcule a altura da montanha.
Fagamos AO = z, BO = y e definamos a altura da montanha de h. Entao
teremos
h h h h

senq = — = 1 = e senff=—-—=—=y=
x sen av Y sen 3

pela lei dos cossenos temos que

h? h? 2h?

d> =2 +y° — 2xycosr = d° = + —
sen?a  sen?f3  senasenf3

- COST

2 asen? B temos

multiplicando ambos os membros por sen
d*(sen? acsen? B) = h?sen? 8 + h? sen” a — 2h* sen avsen 3 cos r

= d*(sen” asen” 3) = h*(sen® a + sen” B — 2sen asen 3 cos )

9 d?sen? acsen? 3
> h = 2
sen? o + sen? § — 2sen avsen 3 cos r
dsen avsen 8
:;h:

\/sen2a+sen25— 2sen asen 3 cosr

Exemplo 33. Em um triangulo ABC' o lado AB mede 4v/2 e o dngulo é, oposto ao lado
AB, mede 45°. Determine o raio da circunferéncia que circunscreve o triangulo.
Seja O o centro desta circunferéncia. Da geometria plana sabe-se que um

angulo inscrito na circunferéncia tem a metade do angulo central, logo AOB =2-ACB =
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90° e como AO = BO = r temos
(4V2)? =7 + 7% = 2% c0s90° = 2 =32 —=1? = 16 = r = 4

Exemplo 34. Uma circunferéncia de raio 14cm circunscreve um triangulo ABC. Calcule
a medida do lado AB, sabendo-se que o triangulo ABC nao € retangulo e que o angulo
ACB mede 30°.

Seja O o centro desta circunferéncia. Temos que AO = BO = CO = 14cm.
Da geometria plana sabe-se que um angulo inscrito na circunferéncia tem a metade do

angulo central, logo AOB =2- ACB = 60°. Pela lei dos cossenos temos
(AB)* = 14> + 14% — 2 - 14% - cos 60° => (AB)* = 196 + 196 — 2 - 196 - 0,5 = 196
= AB = l4em

3.5 Equacgoes Trigonométricas.

Antes de apresentarmos as equagoes trigonométricas, definiremos aqui as
funcoes inversas e posteriormente veremos a importancia dessas equagoes para mostrar
como as fungoes estarao bem definidas.

Definigao 12. Definiremos (arcsen) a fun¢ao inversa da fun¢ao seno da forma arcsen y =
x. FEsta funcao esta definida para —1 < y < 1 e equivale a dizer que senx = y para
ve[£.3).

Defini¢ao 13. Definiremos (arccos) a fun¢ao inversa da fungdo cosseno da forma arccosy =
x. Fsta funcdo esta definida para —1 < y < 1 e equivale a dizer que cosx = y para
z € [0, .

Definigao 14. Definiremos (arctan) a func¢do inversa da fungao tangente, arctan y = x.
Esta fungao esta definida para y € R e equivale a dizer que tanx =y para x € (_7”, g)
Definicao 15. Como a secante é o inverso do cosseno entao ja podemos perceber que
a secante nao estd definida para valores entre —1 e 1, pois caso isto ocorresse teriamos
-1< -

CosT

< 1= cosx < —1 ou cosxz > 1. Definiremos (arcsec) a fun¢io inversa
da fungao secante onde arcsec y = x, estd definida para y € (—oo,—1] U [1,4+00) e
equivalente a dizer que secx =y para xr € [0, %) U (’—g, ﬂ.

Definicao 16. A cossecante € o inverso do seno entao, parecido com a secante, nao estd
definida para valores entre —1 e 1. Definiremos (arccossec) a fungdo inversa da fung¢do
cossecante onde arccossec  y = x definida para y € (—oo, —1]U[1,4+00) e equivale a dizer
que COsseC T =Y para T € [_7”, 0) U (O, g] .

Definicao 17. Definiremos a fung¢ao inversa da func¢ao cotangente, arccotan y = x
definida para y € R e equivale a dizer que cotan x =y para x € (0, 7).

As equagobes trigonométricas podem ser divididas em trés grupos. O primeiro
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Gréfico 7: Fungao arco-seno Grafico 8: Fungao arco-cosseno

Gréfico 9: Fungao arco-tangente Grafico 10: Fungao arco-secante

I

Grafico 11: Funcao arco-cossecante Grafico 12: Funcao arco-cotangente

grupo sao as equacoes fundamentais que envolvem equacoes do tipo: sen x = sen a, cosx =
cosa, tanx = tana e suas derivadas secx = seca, cossec x = cossec a e cotg x =
cotg a. Estas equagoes aparecem frequentemente em geometria, também sao utlizadas
no estudo dos niimeros complexos e servem principlamente para definir as funcoes inversas.
O segundo grupo sao de equacgoes do tipo asenx + bcosx = ¢ e o terceiro grupo sao de

equacoes envolvendo as funcoes inversas.

3.5.1 Equacoes Fundamentais.

Este primeiro grupo sera dividido em casos. O 1° caso serda senx = sena.
Neste caso para que o seno dos dois arcos sejam iguais ou eles tem que coincidir ou basta
que as extremidades deles sejam simétricos em relacao ao eixo das ordenadas. Assim
senx = sena, se e somente se, r = a + 2kw ou x = 7w — a + 2km.

Vemos que a fungao (arcsen) estd bem definida, pois Yy € [—1, 1] sempre

existird x € [’T’T, g} cujo arcsen y = x. Complementando temos que dados x; e w9

pertencentes ao intervalo [_” z

22
seno serao diferentes. Isto se deve ao fato de que a funcao seno no intervalo [

} com x; # x9 seus valores no dominio da fungao arco

—T W]/

S12] €
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injetiva.
ks

5. Para que tal exemplo

Exemplo 35. Calculemos os valores de x tais que sen 4x = sen

acontega, ou 4r = 3 +2km resultando que v = {5 %”, oudr = m— 5 +2km resultando que
— 1T _kr — s — 4 kr — T _kr
r=3 5 - Portanto, para que tenhamos sen 4x = sen 3, 0UT = 15 5 0U X =g 5

O 2° caso serd cosz = cosa. Para que o cosseno dos dois arcos sejam iguais
basta que eles coincidam, ou entao eles tem que ser simétricos em relagao ao eixo das
abscisas. Assim cosx = cosa, se e somente se, v = a + 2km ou x = —a + 2km.

Vemos que a fungao (arccos) esta bem definida, pois Vy € [—1,1] sempre
existird = € [0,7] cujo arccosy = x. Temos também que dados x; e zy pertencentes
ao intervalo [0,7] com z; # x5 seus valores no dominio da fun¢do arco cosseno serao
diferentes. Isto se deve ao fato de que a funcao cosseno no intervalo anterior ¢é injetiva.

O 3° caso serd tanx = tana, com a # § + km. Para que a tangente dos
dois arcos sejam iguais basta que eles coincidam, ou entao eles tem que ser simétricos
em relacao a origem dos eixos. Assim tanx = tana, se e somente se, r = a + 2km ou
r=a+km.

Vemos que a funcao (arctan) estd bem definida, pois Yy € R sempre existird
r € (%“,% cujo arctan y = x. Temos também que dados z; e xy pertencentes ao
—T T

=, 5) com x; # o seus valores no dominio da fungao arco cosseno serado

diferentes. Isto se deve ao fato de que a funcao tangente no intervalo da imagem é

intervalo (

injetiva.
1
CcCosT

para cos x # 0 logo, sec x = sec a é equivalente a cos x = cos a assim basta que z = a+2k7

O 4° caso sera secx = seca. Como sabemos por definicao que secx =

ou x = —a + 2km, mas com a observagao que a # 5 + 2km rad e a # 37“ + 2k rad.

O 5° caso sera cossec x = cossec a. Isto é semelhante a senx = sena com a
ressalva que senx # 0. Assim é vélida a igualdade do seno, ou seja, cossec & = cossec a
quando x = a + 2km ou x = 1 — a + 2kw e a # k7 rad.

O 6° caso serd cotan x = cotan a, com a # kw rad. Para que ocorra a
igualdade basta que eles coincidam, ou entao os arcos x e a tem que ser simétricos em
relacao a origem dos eixos. Assim cotan x = cotan a, se e somente se, x = a + 2km ou
T =a+ km.

Exemplo 36. Determine o conjunto dos nimeros reais x tais que

m
2 ——):0
sen(m 3

T T T kr
2 __>: 20— — =k = — 4+ —
sen(:p 5 00— 2z 3 T— 6+2

portanto o conjunto dos valores de x que satisfazem a equagao sera

{mGR tal que x:%qL]%T,kEZ}
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3.5.2 Equacao envolvendo seno e cosseno.

A equagao da forma asenx + bcosx = ¢ pode ser resolvida de trés modos.
1° modo: Dividamos a equacao por t = va? + b?:

a n c
—senxT 4+ —cosxt = —
t t t
Desenvolvendo (%)2 + (%’)2 temos:

(0 (7) -

b
t
iguais a 1, como é mostrado abaixo. Suponhamos por absurdo que isto nao acontecesse,

Podemos perceber também que ¢ e 7 sao, cada qual, maiores ou iguais a —1 e menores ou

assim, fazendo para o valor a temos:

>1l=a>Va2+b = a*>>d’+b = b"<0 (absurdo)!

a
va?+ b2
LR [N
Vaz+ b a? + b2

= a’>a’+ V" = b> <0 (absurdo)!

>1= —a > Va?+b?

Para o valor b, as contas sao idénticas.
A partir das nossas observagoes, podemos entao garantir que 30 € R tal que

sent) = ¢ e cost = IZ’ Portanto, a equacao

a n &
—sens + - cosT = —
t t t

torna-se

c
senfsenx + cosl cosx = 7 = |cos(f —x) = ¢

2° modo: Facamos aqui, uma transformacao. Escreveremos senx e cosx em
fungao da tan 5. Comecemos pelo seno. Para isso utilizaremos as férmulas de adicao e

subtracao de arcos e a relacao fundamental.

2sen £ cos Z .

P ) sen 2
2sen Z cos cosZ T 2t
senx = 22— = .
sen2 Z + cos2 & sen? §4-cos? § 1+ sen?
2 2 cos? % cos? %
2tan §
— senx =

1+ tan®
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Agora vejamos o cosseno.

2

cos %—sen2

z
2

cos’ % —sen® L Tz 1 —tan®%
coST = = — cosr = — 2
sen? £ + cos? £ sen® 54cos’ 5 1+ tan® %

cos? z

Fazendo tan% = m entao escreveremos:

2m 1—m?
senx = e Ccosx =
1+ m? 14+ m?
Assim a equacao ficara
» 2m b 1 —m?
a =c
1+ m? 1+ m?

Desenvolvendo teremos

2ma + b —m?b = ¢+ m?c = (b+c)m?® — (2a)m + (¢ — b) =0

Logo
A =4a® — 4(b+c)(c — b) = 4a® + 4b* — 4¢® = 4(a* + b* — &?)
2a £ 2v/a% + b? — 2 atVa?+0 -2
m = — m =
2(b+¢) (b+c)

Neste caso o tunico problema é que as solucgoes do tipo x = 7w + 2k7 nao apa-
receram nas respostas, pois nao existe a tan (7—; + k:7r) e estas terao que serem verificadas
de outra forma.

32 modo: Colocar a equacao em funcao do sen x:

2

asenx +bcosr = c => beosw = c — asenx => b*cos’r = (c — asenx)? =

= b*(1 —sen’x) = ¢* +a’sen’ r —2acsen v = (a®+b?) sen’ v —2acsen v+ (> —b*) = 0

2

Fazendo sen® z = n temos

asenz +bcosx = c = (a® + b*)n* — 2acn + (¢ — b*) = 0
Desenvolvendo a equagao do segundo grau temos
A = 4a*c® — 4(a® + b*) (S — b?) = 4a*b* — 4b°c* + 4b*

2ac £+ 2|b|va? + b? — ¢? ac £ |b|va? 4+ b? — ¢?
n= =

2(a2 + b2) "= (a2 + b?)

Mais uma vez, neste caso temos que visualizar se todos os resultado encontra-

dos sao realmente solucoes da equacao, pois ao elevarmos ao quadrado ambos os membros
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podemos achar raizes estranhas, que nao serao solucoes da equacao.
Exemplo 37. Determine que valores de m para os quais a equagdo 6(m — 1)sen®z —
(m —1)senx —m = 0 possui solugao.

Para que a equacao tenha solucao é preciso que o discriminante seja maior ou

igual a zero, ou seja
(m—12—4-6(m—1)-(-m) >0=>m?—2m+ 1+ 24m?> — 24m > 0

= 25m? —26m+1>0

26 £ /576 . 26 24 . 1 1
m=-————— m = m = ou m=—
50 50 25
assim .
25m* —26m +1>0=25-(m —1) - (m—%) >0
— (m—1)(25m —1) >0
assim

m—1>0 e 25m—12>0
ou
m—1<0 e 2om—1<0

No primeiro caso

1
m—1>0 e 2om—1>0=m>1 e m22—5:>m21
No segundo caso
1 1
m—1<0 e 2om—1<0=m<1 e m§2—5:>m§%.

Portanto a solucao sera

1
< — >
{mER\m_25 ou m_l}

*l5

Exemplo 38. Em um triangulo retangulo de hipotenusa 1 a soma dos catetos é
Calcular a razao entre o menor cateto e o maior cateto.

Sejam a e b os catetos desse triangulo retangulo, e seja o o angulo oposto ao
V6

lado a. Pelos dados da questao temos que: a +b = 3, sena = a e cosa = b. Assim

S

sen o + cosa = 7
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dividindo ambos os membros por t = v/2 temos

1 se + 1 CcOS 1 \/6 \/ise + \/icos \/§
—senoa + —— o0=——+—=—senoa+ — o= —
V2 V2 2 2 2 2

V2

S

COo1mo SGH% = COS 5 entao

T T V3 <a+z>:

senacos—+sen1cosa:7:>sen 1

V3
2

assim

T T T
— = -+ 2k = — + 2k
a+4 3+ T — « 12+ i

ou

T 2 5T
— = — 4+ 2kt —= o= — + 2k
a+4 3+ T « 12+ T

como « ¢ um angulo agudo do triangulo retangulo entao a = {5 rad ou a = ?—g rad. Como
sabemos, em um triangulo retangulo o menor cateto é sempre oposto ao menor angulo

T e b= cos 15+ Assim

(5f—7)< 4+\/§)

logo utilizaremos a = sen 75

Exemplo 39. Resolva as equacoes:
1. cos3xr =cosx
2. tanTxr = tan 3z
Solucao:
1.
cos3r =cosx = 3xr =x+2knr ou 3r=-—x+2kr = x=kmr ou :c:%r

k
ta117x:1:an3x:>7x:i’>x—|—/<:7r:>4x:l€7T:>x:Z7T

Exemplo 40. (ITA/Adaptado) Qual a solugdo da equagao trigonométrica abaizo?
V3senz + cosz = V3
Utilizemos o processo das equagoes trigonométricas. Para isso dividamos toda

a equacao por t = 2.
3 1 V3

£senat:—l——cosavz —
2 2 2
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T _ 1 T _ V3 3
como sen § = 3 e cos & = %2, entdo

T n T N < 7r> V3
sen — - senx + cos — - cosT = — coslz — =) = —
6 6 2 6 2
assim
x—%z%+2k7r=>x:g+2k7r
ou

-7 —T
T 5 5 + 2k = x 3 + 2km
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4 NUMEROS COMPLEXOS

Iniciaremos o estudo dos nimeros complexos lembrando das propriedades
fundamentais dos nimeros reais. Nosso objetivo, neste caso, é mostrar a importancia do
surgimento desse conjunto de nimeros para posteriormente defini-los. Sejam dados a, b,
e c reais quaisquer entao:

1. Adicao e Multiplicacao sao comutativas, ou seja, a +b =b+ a e ab = ba.
2. Adigao e Multiplicacao sao associativas, ou seja, (a +b) + ¢ =a+ (b+¢) e (ab)c =
a(be).
3. Multiplicacao é distributiva em relagao a adigao, ou seja, a(b+ ¢) = ab+ ac
4. Existem unicos nimeros 0 e 1 que satisfazem as seguintes condigoes:
(a) a+0=a
(b) la=a
5. Qualquer que seja o nimero real a existe um unico real (—a), e se a # 0, existe um
tnico real 2. Ambos satisfazem a + (—a) =0 e a (1) =1.
Estas propriedades sao importantes para deduzirmos as operacoes aritméticas dos nimeros
reais. De todas as regras a que destacaremos serd a de que se 7 € R entao 22 > 0, qualquer
que seja o valor x.
Numa demonstracio rdpida temos que se # = 0, fica 6bvio que 22 = 0. Se
x > 0, também claramente tem-se que x2 > 0, pois é a multiplicacao de niimeros positivos.
Agora se < 0, fagamos z = —k onde k > 0. Assim 2? = x -2z = (—k) - (—k). Da
propriedade 2 temos que x? = (—1)(—1)k?. Mostraremos que x* = k* > 0.

(=1)(=1) + (=1) = (—=1)(—=1) + 1(—1) — pela propriedade 4

(=1)(=1)+ (=1) = (=1)[(—1) + 1] — pela propriedade 3
(=1)(=1) 4+ (=1) = (—=1)0 = 0 — pelas propriedades 3, 4 e 5 juntas

Finalmente por (5) temos que (—1)(—1) = 1 concluindo que z? = k? > 0. Ficamos assim
num impasse, pois nao existe real que seja raiz quadrada de nimero negativo. Portanto
os nimeros complexos sao elaborados para cobrir essa impossibilidade dos reais. Fagamos
assim a definicao formal dos niimeros complexos.
Definicao 18. Definimos C o conjunto dos nimeros complexos dotado das operacoes de
adicao e multiplicacao dos niumeros reais e com as suas mesmas propriedades, mas além
disso RC C e

1. 3i € C tal que i® = —1

2. Todo z € C ¢ escrito de maneira unica da sequinte forma: z = a + bi, com a e b

reais. O valor a serd chamado de Re(z) (parte real do complezo z) e o valor b serd

chamado de Im(z) (parte imdgindria do complexo z).
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Como consequéncia da definicao podemos fazer uma relacao entre o conjunto
dos numeros complexos e o plano cartesiano, onde z = a + bi torna-se o vetor (a,b) com

a origem na origem O do sistema de coordenadas e extremidade no ponto (a,b).

Figura 16 — Forma geométrica do nimero complexo

7

z=a+ b

Y

Relembrando as propriedades de (1) a (5) podemos perceber que dados z; =

a+bi e zo = ¢+ di as operagoes de soma e produto ficam da seguinte forma:
21+ 20=(a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

2122 = (a +bi)(c + di) = ac + (ad + be)i + bdi* = (ac — bd) + (ad + be)i

Geometricamente falando, a soma de dois nimeros complexos equivale a soma de dois
vetores no plano, cujo vetor soma é a diagonal do paralelogramo gerado pelos vetores z;

€ Z9.

Figura 17 — Soma e subtracao de niimeros complexos
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Em compensacao, a interpretacao geométrica da multiplicacao s6 pode ser
visualizada com a representacgao trigonométrica dos niimeros complexos.
Exemplo 41. Escreva na forma a + bi:
1. 2515 + 197 — 8i'°

2. (2-3)°
3. (14 2i)"
Solucao:

1. 25i% —19i7 — 810 = 25i2 — 19;% — 8i> = 25+ 19i + 8 =

2. (2-3i)° = 254524 (=34)+10-2%- (—3i)?+10-22- (—30)3+5-2- (= 3i) 4+ (—3i)® = 32—
240i+720i2 — 10804 +-810i* —243i® = 32—240i —720+1080i+810—243i =

3. (142)"=1"+7-1%-(2i)) +21-1°(2i)* + 35 - 1* - (20)3 + 35 - 13 - (20)* + 21 - 1%
(20)° + 71+ (20)° + (20)7 = 1+ 14i + 84i® + 280 + 560i* + 672i° + 448i° + 128i" =

1+ 147 — 84 — 280t + 560 + 67211 — 448 — 1287 = | 2942781

Exemplo 42. Determine a real para que 2;“?’ seja 1magindrio puro.
—17

Para que um nimero z = a + bi seja imaginario puro é preciso que tenhamos

a = 0 logo:
2+ ar 2+aixl—|—i 2+ 2i + ai + ai? 2—a+, 2+a
= = pr— Z.
1—2 1—1 1+1 1—142 2 2
assim 5
;a:0:>a:2

4.1 Modulos e conjugados de nimeros complexos.

Definicao 19. Seja z = a+bi um nimero complexo. Definiremos o conjugado zZ = a— b,
que geometricamente € simétrico ao numero z em relacao ao eixo OX.
Definicao 20. Seja z = a + bi um nimero complexo. Definiremos o mddulo do niumero
z 0 valor real ndo negativo |z| = v/ a? + b?. Geometricamente |z| mede o comprimento do
vetor que representa o numero complexo z.

As definicoes anteriores servem para encontrarmos o inverso multiplicativo de
z. Em outras palavras, queremos encontrar o valor de é tal que z% = 1. Trataremos isto
no seguinte lema.
Lema 4. Seja z = a + bi um complexo qualquer. O seu inverso mutiplicativo % serd

1 Z

R
Demonstragao. Utilizando os dados temos

z (a4 bi)a—bi) a®+abi—abi —b*%*  a® + b .
T = = ey =
| 2] a? + b2 a? + b2 a? + b?
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Figura 18 — Conjugado do nimero complexo

B e B e TR

s

Concluimos assim que i = % como queriamos demonstrar. O

Proposicao 4. Sejam 2, = a + bi e z9 = ¢+ di numeros complexos. Entao sao vdlidos
as sequintes iqualdades:
1. 21z =71 " %

2. 21+ 29 =721+ 29

Demonstragao. Para o caso 1 temos que z129 = (ac — bd) + (be + ad)i logo zZ1z3 = (ac —
bd) — (bc + ad)i. Por outro lado temos

Z1 % = (a — bi)(c — di) = ac — (bc + ad)i + bdi* = (ac — bd) — (bc + ad)i = Z12;
Para o caso 2 temos que 21+ 25 = (a+c¢)+ (b+d)i logo 21 + 23 = (a+¢) — (b+d)i. Assim
n+zm=(@+c)—(b+di=(a—bi)+(c—di)=7Z+7%

Como queriamos demonstrar. O

Corolario 2. Sejam z; e z5 complexos. Entao:
|2122] = |21]]22]

Demonstracao. Para demonstrarmos este corolario encontremos, primeiramente, a relacao

entre modulo e conjugado. Se z = a + bi entao

2Z = (a+bi)(a — bi) = a® — b** = a® + b* = |2|?
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Assim temos que Vz € C = |z2]|?* = 2z. Utilizando este resultado e as propriedades

anteriores temos que
212" = 2120 - TE = mZ 207 = |4 2] = (Ja]|2])°

Portanto |z122] = |21]]22]. O

Exemplo 43. Prove que:
1. 2+ Z € real puro.
2. A parte real de z — Z € zero.
Solugao:

1. Seja z = a + bi entao z = a — bi, logo

z2+z=a+bi+a—b =2a=2a = real puro

2. z2—Z=a+bi—a+bi=bi=0+b

Exemplo 44. Prove que Vz € C = Re(z) = &% e Im(z) = 5.

Prove que:
1. Re(z) < |z|.
2. |21 + 22| < |21| + |22|, desigualdade triangular.
3. |21+ 2| = [|21] = [22]]
Solucao:

1. Seja z = a + bi com a e b reais e diferentes de 0. Suponhamos por absurdo que

Re(z) > |z|, assim
a>Va2+b?=a>a+b = b <0

que ¢é absurdo, logo Re(z) < |z|.
2. Sabe-se que

|21+ 22 = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 22)(ZL + ) = 2171 + 215 + 271 + 0%

|21 + 2* = |21)* + 21%2 + 212 + | 2]? = |21* + 2Re(21%2) + | 2)?

utilizando o resultado anterior temos
|21+ 22” < 2] + 2|1 %] + |2 = |21 * + 20z122] + |22 = (|21] + [22])?

= |21 + 29| < |21] + |22]

3. Da desigualdade triangular temos

|21] = |21+ 22+ (—22)| < |21+ 22| + | — 22] = |21+ 22| + |22] = |21+ 22| > |21] — |22
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por outro lado
|22‘ = |ZQ+21+<—21)| S |21+ZQ|+|—21| = |Zl+22’+|21| — |21+22| Z |Z2‘ — |Zl|

portanto

|21 + 22| > [|21] — |22]]

Ztw
14+zw

Multiplicando numerador e denominador por 1 — Zw e utilizando as hipdteses

Exemplo 45. Prove que se |z| = |w| =1 e 1+ zw # 0 entdo é real.

temos

2w z4w 1-zw  z+w—|ZPUu-Zw? z-Z4w-—-w

= X
l+zw 142w 1—-Zw 1—Zw0+ zw — |zw|? 2w — ZW
do item 2 do exemplo 41 vemos que um ntimero complexo subtraido do seu conjugado é
um imagindrio puro, logo facamos z —z = ki, w — W = ki, 2w — ZW = kst com k; € R.
Portanto

ki + k
—1+2€

R

p—Z4+w—W  kyi+ ki

ZW — ZW k31 ks
4.2 Forma trigonométrica dos niimeros complexos.

Como sabemos, existe uma correpondéncia entre o conjunto dos nimeros
—
complexos e o plano. Assim podemos fazer uma representagao geométrica do vetor Oz

passando da forma algébrica para a forma trigonométrica explicado abaixo.

Figura 19 — Forma trigonométrica do nimero complexo

z = r(cosy+ isin-y)

o

Primeiramente facamos r = |z| e suponhamos |z| # 0. Designamos por 7 o
—

angulo positivo formado entre a reta OX e o vetor Oz o qual chamaremos de argumento
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do ntmero z. Desse modo teremos
a
cosy=— e seny=—
r r
Fazendo as mudancas na forma algébrica:
z=a+bi = z=rcosy+rsenyi = z=r(cosvy+isenv)

Portanto z = r(cosy + isen+y) serd denominada a forma trigonométrica do nimero com-
plexo z.

Da trigonometria sabe-se que dado qualquer angulo os valores do seu seno e do
seu cosseno serao iguais cada vez que somarmos ou subtrairmos 27 rad. Podemos assim

generalizar a forma anterior

z=r(cos(y + 2km) + isen(y + 2kw))| com k€Z

Com a forma trigonométrica elaborada podemos agora interpretar, geometri-
camente, o produto de niimeros complexos. Para principio vamos lembrarmos seguintes
dados:

s
COoS (;1: + 5) = —senx
7
sen (:U + —) =CoSZT
2
Agora seja dado um complexo wy = cosy; + ¢seny; de modulo 1. Ao multi-

plicarmos w; por ¢ ficaremos com

T s
iwy = i(cosy +iseny;) = —seny; +icosy; = cos <71 + 5) + ¢ sen (71 + 5) .

Vemos assim que quando multiplicamos um niimero complexo por i rotacionamos este
niumero em 7 rad no sentido positivo.
Tomemos entao w; = cosy; + 1senvy; € wy = coSys + isenyy dois vetores

unitarios. Vemos que
wiwg = (cos7y; + isen-yp)(cos vy + isenys)

wiwy = (COS 7y COS Yo — Sen 7y; senyy) + i (cosy; sen -y, + seny; cosyz)
wiwy = cos(1 +72) +isen(y + 72)

Portanto, geometricamente, multiplicar dois niimeros complexos, significa rotacionar, no
sentido positivo, um desses nimeros com o angulo do outro.

Por outro lado se os nimeros z; e 2, nao forem unitarios entao facamos z; =
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Figura 20 — Forma geométrica do produto de niimeros complexos

Wy € Z9 = ToWsy. Assim

21722 = MWirWe = rraiws

ou seja, o produto serd, geometricamente parecido com o dos vetores unitarios com a
diferenca que estarao sendo multiplicados pelo nimero real ry7s.

Mostremos agora que as féormulas de adigao da trigonometria também sao
validas nos nimeros complexos.

Teorema 3. Sejam dados dois reais quaisquer x e y. Sao vdlidas as sequintes relagoes:
cos(x + y) = cos T cosy — sen x sen y

sen(x + y) = senx cosy + seny cos x

Demonstracao. Para 0 < x <27 e 0 <y < 27 facamos
W] = COST +18enT € Wy = Cosy +iseny

como o produto de dois complexos significa rotacionar, no sentido positivo, um desses

nimeros com o angulo do outro entao
wiwy = cos(x + y) +isen(r 4+ y) = (cosx + isenx)(cosy + iseny)

cos(x +y) +isen(x 4+ y) = (coszcosy — senxseny) + i(senx cosy + sen y cos x).

Pela igualdade de niimeros complexos conclui-se que

cos(x + y) = cos z cosy — sen x sen y
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sen(x + y) = senx cosy + seny cos x

Para x > 27 e y > 27 existirao inteiros ki e ko, reais xg e yp tais que x =
To + 2k1m e y = yo + 2kym. Assim cosxr = coszg, senxr = senxy, coSy = COSYy €

seny = senyy. Utilizando os resultados anteriores temos
cos(z + y) = cos(xog + yo + 2(k1 + k2)m) = cos(xg + yo) = oS Ty COS Yo — Sen Ty sen o

= cos(z + y) = cosx cosy — sen x sen y
sen(z + y) = sen(zo + yo + 2(k1 + ko)) = sen(zo + yo) = sen xq cos Yo + sen yo cos g
= sen(x + y) = senx cosy + sen y cos

O

Uma consequéncia muito importante da notacao trigonométrica é a sua uti-
lizagao para calcular poténcias e raizes de niimeros complexos pela férmula de Moivre.
Proposicao 5. Seja z = r(cosx +isenx) um complexo escrito na forma trigonométrica.

A poténcia n-ésima z" de z com n inteiro serd

2" = r"*[cos(nx) + isen(nx)]

em outras palavras

(cosx + isenx)"™ = cos(nx) + isen(nx)

Demonstracao. Faremos a prova por inducao em n. Primeiro faremos para n = 0, num
segundo passo faremos para n > 0 e num terceiro passo para n < 0.

Para n = 0 temos z° = 1 por convencao. Por outro lado
(cos 0z + isen 0z) = cos0 = 1

neste caso a relacao fica valida para n = 0.

Seja n > 0. Provemos que vale para n = 1.

2t = [r(cosw +isenz)]' = r'(cosz +isenz)' = r'(cos 1z + isen 1x).

Suponhamos que a relagao seja vélida para n = k e provemos que também sera valida

paran =k + 1.

2 = 228 = r(cosa + isen z)r*(cos(kx) + isen(kzx))

ZkJrl — 7,kJrl [

cos x cos(kx) — sen x sen(kx) + i(sen x cos(kx) + sen(kx) cos x)]

= M = " cos(k + 1)z + i sen(k + 1)z]
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Seja n < 0. Facamos n = —m, com m > 0. Logo 2" = 2™ = (z71)™.
Calculando o valor de z~! temos:
71 r(cosr —isenx) CcOST —isens

1
A = — = =
z r2

r

sabendo que cosx = cos(—z) e que —senx = sen(—x) teremos que
P %(COS(—LE) + isen(—x)).
Concluindo o célculo anterior temos que
27" = r~"™(cos(—x) + isen(—x))" = r~"(cos(—mzx) + isen(—mzx))

como n = —m concluimos que z" = r"[cos(nx) 4 isen(nz)]. O que torna vélida a rela¢ao

para todo n € Z. ]

Generalizando a equagao anterior podemos escrever

z" = r"[cosn(z + 2k7) + isenn(x + 2km)]

Corolério 4. Seja z = r(cosz + isenx) um complexo escrito na forma trigonométrica.

A raiz n-ésima {/z de z com n > 2 e inteiro serd

{/z = /7 [cos (£) +isen (£)]

Demonstragao. Seja zg € C tal que zg = /r [cos (%) + 7 sen (%)] Basta mostrar que
2y = z, assim ficard demonstrado o corolario.

25 = 07 oos (£) - asen (2)]" = Jeos (£ n) - ssen (2 )]

n n n

— 2" =r(cosx +isenz) = z.

Podemos generalizar a equagao anterior:

e (2 m (22

n

Para encerrar nossos estudos sobre niimeros complexos vamos obter a lei do
cosseno utilizando-os na forma trigonométrica.
Proposicao 6. Seja ABC' um triangulo qualquer, com lados a, b, c¢. Entao a sequinte
relacao € valida:
a2 = b+ ¢ — 2bccos A
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sendo vdlida também para os lados b e c.

Demonstracao. Sejam dados z; e zo complexos quaisquer. Sem perca de generalidade

suponhamos que z; seja real, z; =11 e 2o = ro(cos A + isen \).

<2

Yy £l T <2

b 21

. , 2
Fazendo a representacao grafica deles percebemos que |z; — 25|° = a®. Por
outro lado

|21 — Z2|2 =1 —2)(51— ) =xn7+ 205k — (12 + 27)

Como z1Z3 = rira(cos A — isen\) e zpZ7 = rira(cos A + isen \) entdo z1Z3 + 29Z7 =

2r1ry cos A. Portanto
21 — 2o 2 21 2+ 29 z2_ 21y cos A\ = a® = b* + ? — e cos A
| |

Como queriamos demonstrar. O

Exemplo 46. Mostre que se z = r(cosf + isenf), entio zZ = r(cos(—0) + isen(—0)).
Sabe-se da trigonometria que: cos(—0) = cosf e sen(—6f) = —sen#, logo se

z =r(cosf + isend) entao
r(cos(—0) + isen(—6)) = r(cosf —isenf) ==

Exemplo 47. Resolva a equacao cos3x + sen 3x = cosx + sen .

Pela formula de Moivre temos:

cos3x +isen3x = (cosx +isenx)® = (cos® ¥ — 3coswsen® ) + i(3 cos® wsen x — sen® x)
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pela igualdade de ntimeros complexos temos

3 3

cos3zr =cos®r —3cosxrsen’z e sen3z = 3cos?zsenz — sen® x

assim

3 3

cos 3z + sen 3z = cos®  — 3coszsen® z + 3cos® rsenx — sen® x

?r —senx cosx +sen’ x) + 3sen x cos r(cos T — sen x)

cos 3z + sen 3z = (cos z + sen x)(cos
cos 3x + sen3x = (cosz + senz)(1l — senz cosx) + 3sen x cos z(cos r — sen x)
cos 3x + sen 3x = cosx + senx — (cosx + sen x)(sen z cos x) + 3sen x cos x(cos z — sen x)

cos 3z + sen 3x = cosx + senx + 2senx cos r(cosx — 2sen x)

portanto
cos 3z + sen 3z = cosz + senx = 2senx cos x(cosx — 2senz) = 0.

Se senz = 0 entao

a::g+2k:7r ou x:%ﬁ—i-ler

Se cosxz = 0 entao
r=m+2kr ou xz=-—7-+2%kn

Se cosz — 2senz = 0 entdo 2senx — cosz = 0. Dividiremos a equacio por t = v/5:

2 1 25 V5
—senx——cosa::O=>—senx—?COSLE:O

V5 V5 5

seja o um angulo tal que sena = ‘/?5 ecosa = %5

assim teremos
cosasenr —senacost =0 = sen(r — a) =0

assim

x:a+g+2k7r ou x:a—g—i-ler

onde « é tal que sena = \/?g e cosa = %‘?’
Exemplo 48. Resolva as equagoes:
1. 24 =—-16
2. 8472 -8=0
Solucao:
1. Seja zg = —16 4 0i. Temos que r = |zp| = 16 entao

cosy=—-1 e seny=0= v = (m+2km)rad
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assim
2o = 4(cos(m + 2km) + isen(mw + 2km))

logo se 2* = —16 entao 2* = 4(cos(w + 2k7) + i sen(w + 2k7)) portanto

z = /4(cos(m + 2km) + isen(m + 2km))

— 2 = \/§ (cos <7T —|—42k;7r> + 2sen <7T —|—42k:7r>) .

Para k = 0 temos

2 2
,z:\/ﬁ(cos%—l—isen%) :>z=\/§(\/7_+\/7_7,> :>.

Para k = 1 temos

—/2 2
z:ﬁ(cos?%jtisen?%) :>z:\/§<T\/_+§z> :>'

Para k = 2 temos
5 5 —V2 2
zzﬁ(cosf—l—isenf) :>z:\/§<—;/_—§z> :>.
Para k = 3 temos

7 7 2 2
ZZ\/ﬁ(COSZWjLisenIW) =z = 2<£—£2> :>-

a partir disto os valores de z serao repetidos, assim estes serao os unicos valores que

satisfazem z* = —16.
. Facamos z* = x entao
47 -8=0=2"+Tr-8=0
—T+\/7?—4-1-(-8) —7+/81 749
ﬁl’: = =

2-1 2 2
= x=1 ou xz=-8.

Para 2% = 1 temos:
20=1= 2z =1+ 0i = 29 = (cos(2m + 2k7) + isen(2mw + 2km))

assim
2 =1 = 2° = (cos(2m + 2k7) + isen(2m + 2km))
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(27r+2k;7r> , <27r—|—2k’7r)
— z=coS| —— | +rsen{ —— ] .

3 3
Se k£ = 0 entao
27r+_ 27r:> —1+\/§.
e _ n— = — —1.
z 0033 ise 3 z 5 2@
Se k£ =1 entdo
47T+, 47T:> -1 \/§
Z = cos — - isen — Z=—— —1.
3 3 2 2
Se k£ = 2 entao

z=cCos2m +1sen22m — z = 1.

a partir disto os valores de z serao repetidos, assim estes serao os unicos valores que
satisfazem z® = 1.

Para 2? = —8 facamos zy = —8 4 0i. Assim r = |z| = 8, entao
cosy=—1 e seny=0= v =(m+ 2knm)rad

= 29 = 8(cos(m + 2k7) + i sen(mw + 2km))

logo se 23 = —8 entao z* = 8(cos(m + 2km) + i sen(w + 2km)) portanto

z = /8(cos(m + 2km) + isen(m + 2km))

7+ 2kw ) 7+ 2kw
— 2z =2 cos T + 7 sen r— .

Para k = 0 temos

3 2 2

1 3
z:2(cosg+isenz) — z=2 (——l-\/—_i) — [z=14+/3i |.
Para k£ = 1 temos
z=2(cosm+isenm) = z =2(—1+0i) = |z=-2|.

Para k = 2 temos

1
z =2 (cos%%—isen@) — 7z = <——£i> = |z=1-V/3i|.

3

a partir disto os valores de z serao repetidos, assim estes serao os unicos valores que

satisfazem 22 = —8.
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APENDICE A — POTENCIAS DO NUMERO (i)

Fazendo i? = —1 temos que:
2 1
20:—2:—:110:1
1 —1
1 2 N2 2 1
i'==-= (') = =|i' =i

Vemos assim que as poténcias do niimero i sao repetidas a cada grupo de 4 elemantos.
Mostraremos isto no lema abaixo.

Lema 5. Seja i com n € N uma poténcia de i. As sequintes afirmagoes sao validas:

e Sen = 0(modd) entao i" = 1.

e Sen = 1(modd) entdo i" = i.

Se n = 2(mod4) entao i" = —1.

e Sen = 3(modd) entao i" = —i.

Demonstragcao. Faremos a demonstracao por inducao em n. Primeiramente, para casos
basesn =0, n =1, n =2, n =3 a prova esta feita nas observagoes anteriores. Como

hipdtese geral, suponhamos que exista k£ natural tal que Vn € N tal que para 1 <n <k



as relagoes anteriores sao validas. Provemos que para n = k 4+ 1 as relacoes também

serao verdadeiras. Suponhamos entao que k£ + 1 = 0(mod4) e mostremos que i
k+1=0(modd) =4\ (k+1)=k+1=4p
sendo p < k. Utilizando a hipétese geral temos
kL g (Z-p)4 _ 14—
Suponhamos que k + 1 = 1(mod4) e mostremos que i**! = i:

k+1=1(modd) = 4\ k = k = 4p = k = 0(mod4)

utilizando o resultado anterior temos que i* = 1 logo:

Suponhamos que k + 1 = 2(mod4) e mostremos que i**! = —1:
k+1=2(modd) = 4\ (k—1) =k —1=4p = k = 1(mod4)

utilizando o resultado anterior temos que i* = i logo:

Suponhamos que k + 1 = 3(mod4) e mostremos que i**! = —i:

k+1=3(modd) = 4\ (k —2) = k — 2 =4p = k = 2(mod4)

utilizando o resultado anterior temos que i* = —1 logo:

Como queriamos demonstrar.

k+1 __ 1:
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ANEXO A — TABELA TRIGONOMETRICA DE 1° a 24°.

Tabela 1 - TABELA TRIGONOMETRICA DE 1° a 24°.

’ Angulo (o) ‘ sen o cos & tan «
1° 0,017452 | 0,999848 | 0,017455
2° 0,034899 | 0,999391 | 0,034921
3° 0,052336 | 0,99863 | 0,052408
4° 0,069756 | 0,997564 | 0,069927
5° 0,087156 | 0,996195 | 0,087489
6° 0,104528 | 0,994522 | 0,105104
7° 0,121869 | 0,992546 | 0,122785
8° 0,139173 | 0,990268 | 0,140541
9° 0,156434 | 0,987688 | 0,158384
10° 0,173648 | 0,984808 | 0,176327
11° 0,190809 | 0,981627 | 0,19438
12° 0,207912 | 0,978148 | 0,212557
13° 0,224951 | 0,97437 | 0,230868
14° 0,241922 | 0,970296 | 0,249328
15° 0,258819 | 0,965926 | 0,267949
16° 0,275637 | 0,961262 | 0,286745
17° 0,292372 | 0,956305 | 0,305731
18° 0,309017 | 0,951057 | 0,32492
19° 0,325568 | 0,945519 | 0,344328
20° 0,34202 | 0,939693 | 0,36397
21° 0,358368 | 0,93358 | 0,383864
22° 0,374607 | 0,927184 | 0,404026
23° 0,390731 | 0,920505 | 0,424475
24° 0,406737 | 0,913545 | 0,445229




ANEXO B - TABELA TRIGONOMETRICA DE 25° a 48°.

Tabela 2 — TABELA TRIGONOMETRICA DE 25° a 48°.

’ Angulo (o) ‘ sen o cos & tan «
25° 0,422618 | 0,906308 | 0,466308
26° 0,438371 | 0,808794 | 0,487733
27° 0,45399 | 0,891007 | 0,509525
28° 0,469472 | 0,882948 | 0,531709
29° 0,48481 | 0,87462 | 0,554309
30° 0,5 0,866025 | 0,57735
31° 0,515038 | 0,857167 | 0,600861
32° 0,529919 | 0,848048 | 0,624869
33° 0,544639 | 0,838671 | 0,649408
34° 0,559193 | 0,829038 | 0,674509
35° 0,573576 | 0,819152 | 0,700208
36° 0,587785 | 0,809017 | 0,726543
37° 0,601815 | 0,798636 | 0,753554
38° 0,615661 | 0,788011 | 0,781286
39° 0,62932 | 0,777146 | 0,809784
40° 0,642788 | 0,766044 | 0,8391
41° 0,656059 | 0,75471 | 0,869287
42° 0,669131 | 0,743145 | 0,900404
43° 0,681998 | 0,731354 | 0,932515
44° 0,694658 | 0,71934 | 0,965689
45° 0,707107 | 0,707107 1
46° 0,71934 | 0,694658 | 1,03553
47° 0,731354 | 0,681998 | 1,072369
48° 0,743145 | 0,669131 | 1,110613




ANEXO C — TABELA TRIGONOMETRICA DE 49° a 72°.

Tabela 3 - TABELA TRIGONOMETRICA DE 49° a 72°.

’ Angulo (o) ‘ sen o cos & tan «
49° 0,75471 | 0,656059 | 1,150368
50° 0766044 | 0,642788 | 1,191754
o1° 0,777146 | 0,62932 | 1,234897
52° 0,788011 | 0,615661 | 1,279942
93° 0,798636 | 0,601815 | 1,327045
o4° 0,809017 | 0,587785 | 1,376382
55° 0,819152 | 0,573576 | 1,428148
56° 0,829038 | 0,559193 | 1,482561
o7° 0,838671 | 0,544639 | 1,539865
o8° 0,848048 | 0,529919 | 1,600335
99° 0,857167 | 0,515038 | 1,664279
60° 0,866025 0,5 1,732051
61° 0,87462 | 0,48481 | 1,804048
62° 0,882948 | 0,469472 | 1,880726
63° 0,891007 | 0,45399 | 1,962611
64° 0,898794 | 0,438371 | 2,050304
65° 0,906308 | 0,422618 | 2,144507
66° 0,913545 | 0,406737 | 2,246037
67° 0,920505 | 0,390731 | 2,355852
68° 0,927184 | 0,374607 | 2,475087
69° 0,93358 | 0,358368 | 2,605089
70° 0,939693 | 0,34202 | 2,747477
71° 0,945519 | 0,325568 | 2,904211
72° 0,951057 | 0,309017 | 3,077684




ANEXO D — TABELA TRIGONOMETRICA DE 73° a 90°.

Tabela 4 — TABELA TRIGONOMETRICA DE 73° a 90°.

’ Angulo (o) ‘ sen o cos & tan «
73° 0,956305 | 0,292372 | 3,270853
74° 0,961262 | 0,275637 | 3,487414
75° 0,965926 | 0,258819 | 3,732051
76° 0,970296 | 0,241922 | 4,010781
77 0,97437 | 0,224951 | 4,331476
78° 0,978148 | 0,207912 | 4,70463
79° 0,981627 | 0,190809 | 5,144554
80° 0,984808 | 0,173648 | 5,671282
81° 0,987688 | 0,156434 | 6,313752
82° 0,990268 | 0,139173 | 7,11537
83° 0,992546 | 0,121869 | 8,144346
84° 0,994522 | 0,104528 | 9,514364
85° 0,996195 | 0,087156 | 11,43005
86° 0,997564 | 0,069756 | 14,30067
87° 0,99863 | 0,052336 | 19,08114
88° 0,999391 | 0,034899 | 28,63625
89° 0,999848 | 0,017452 | 57,28996
90° 1 0 -




