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“A natureza € o unico livro que oferece um
conteudo valioso em todas as suas folhas.”

Goethe



RESUMO

Padroes de invariancia de escala, associados a leis de poténcia, sao frequentemente ob-
servados na natureza. Alguns exemplos sao: flutuagoes em precos de itens de bolsa de
valores e outros investimentos, além do espectro de energia em sistemas turbulentos. Es-
ses dois sistemas e varios outros que exibem invariancia de escala tém propriedades em
comum: compoem-se de varios elementos que interagem de forma nao linear, estao fora
do equilibrio e exibem auto-organizagao. Invariancia de escala também ¢é encontrada nas
correlagoes observadas no ponto critico de sistemas que apresentam transicoes de fase.
O conceito de criticalidade auto-organizada sugere que as propriedades de invariancia
emergem espontaneamente em sistema complexos. Véarios modelos exibem propriedades
criticamente auto-organizadas, entre eles percolacao invasiva, pilhas de areia e o modelo
de desniveis, no entanto, nao se sabe ao certo quais os ingredientes necessarios para criti-
calidade emergir. Sabe-se que essa propriedade se manifesta em alguns sistemas difusivos
nao lineares. Nesse trabalho, introduzimos um potencial confinante em um modelo de
difusao unidimensional com uma nao linearidade singular no coeficiente de difusao e ana-
lisamos a influéncia dessa mudanca no estado estacionario do sistema. Conseguimos,
entao, derivar uma equacao de difusao do modelo e obtemos uma solugao para o perfil
de densidade. Nossa solucao analitica concorda perfeitamente com os resultados numéri-
cos. Fizemos, ainda, um estudo estatistico do perfil de avalanches do modelo, e obtemos
perfis de avalanche em leis de poténcia, o que normalmente nao é observado em outros
sistemas unidimensionais. Analisamos, ainda, como esses perfis variam na medida que
se aumenta o confinamento, e usando transformacoes de escala encontramos uma curva
universal para os perfis de distribuicao de tamanhos de avalanche. Nossos resultados
demonstram que a acdo do confinamento em um sistema unidimensional pode levar ao
surgimento da invariancia de escala.

Palavras-chave: Sistemas Complexos. Invaridncia de escala. Criticalidade Auto-
organizada.



ABSTRACT

Patterns of scale invariance, associated with power laws, are often found in nature, for
instance, in the fluctuations of prices of items in stock markets and in the energy spectrum
of turbulent systems. These two systems and many others that exhibit scale invariance
present some common properties: they are comprised of several elements that interact in
a non-linear way, are not in equilibrium, and exhibit self-organization. Scale invariance
is also found in the correlations observed in the critical state of systems that present
phase transitions. The concept of self-organized criticality suggests that the properties of
invariance spontaneously arise in complex systems. Several models exhibit properties of
self-organized critically, including invasion percolation, sand-piles and the trough model,
however it is not clear what are the necessary ingredients for criticality to arise. It is
known that this property appears in some non-linear diffusive systems. In this work, we
introduce a confining potential in a one-dimensional diffusion model with a singular non-
linearity on diffusion coefficient, and analyze how this affects in the steady state of the
system. We then derive a diffusion equation and obtain a solution for stationary density
profile. Our analytical solution is in good agreement with the numerical results. We
also present a statistical study of the distribution of avalanches sizes in this model, and
obtain profiles following power laws, what is not usually observed in other one-dimensional
systems. We also investigated how these profiles vary when the confinement increases,
and using finite size scaling we found a universal curve for the distribution of avalanche
sizes. Our results show that the action of confinement in a one-dimensional system can
yield scale invariance.

Keywords: Complex systems. Scale invariance. Self-organized criticality.
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1 INTRODUCAO

Sabemos que alguns sistemas apresentam transicoes de fase, e que nesse ponto onde
ocorre a transicao de fase pode-se observar invariancia de escala em algumas de suas
propriedades. Esse ponto é conhecido como ponto critico e a obtencao desse regime se da
por meio da variacao cuidadosa de um parametro externo, que deve atingir um valor bem
especifico. Dessa forma, a ocorréncia de sistemas no ponto critico aconteceria apenas de

forma acidental na natureza [1].

Contudo, sistemas fora do equilibrio sao também muito comuns na natureza e algu-
mas vezes a dinamica deles leva & formacao de padroes de invariancia de escala. Como
explicar entao a existéncia desses padroes na natureza? A resposta dessa pergunta é que a
dinamica desses sistemas possui o ponto critico como o estado estacionéario. Dessa forma,
o sistema evolui naturalmente para um estado que apresenta invariancia de escala. Esse

comportamento é o que ficou conhecido como criticalidade auto-organizada.

Alguns modelos computacionais apresentam essa caracteristica de evoluirem dinami-
camente para um estado que apresenta propriedades que exibem invariancia de escala.
Um deles é o modelo de percolacao invasiva, que foi desenvolvido com o propoésito de
entender como um fluido desloca outro fluido dentro de um meio poroso. Nesse modelo,
a massa invadida pelo fluido no final do processo exibe invariancia de escala. Outro mo-
delo que reproduz esse aspecto da natureza ¢ o modelo BTW (Bak, Tang e Wintefeld) [2].
Esse modelo pode ser estudado como um modelo de difusao nao linear e apesar de ser um

modelo simples do ponto de vista numérico, sua abordagem analitica ¢ bastante complexa.

Outros modelos de difusao nao linear mostraram caracteristicas similares ao BTW.
Um deles é o Modelo de Desniveis apresentado por Carson et al. [3]. Nesse estudo,
faremos uma modificacao desse modelo introduzindo um potencial externo confinante e
analisaremos qual a influéncia disso na dindmica do problema. Com isso, pretendemos
ver se ¢ possivel encontrar uma situacao onde o sistema apresenta invariancia de escala no

estado estacionario, bem como outras caracteristicas interessantes que possam aparecer.
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2 FUNDAMENTOS

Nesse capitulo, abordaremos alguns conceitos fundamentais para o desenvolvimento
analitico do dltimo capitulo. Na primeira secao, discutiremos as Cadeias de Markov que
serdo utilizadas para o desenvolvimento da equacao mestra na se¢ao seguinte. Na Sec. 2.3,
mostraremos como aplicar o método da Fquacao Mestra a um problema simples conhecido
como Caminhante Aleatorio, e além disso obtemos o limite continuo desse problema com
o intuito de tornar mais claro o desenvolvimento das equacoes mestra que aparecem na
Sec. 2.5.3 e no Cap. 3. Nas Secs. 2.4 e 2.5, abordaremos os conceitos de criticalidade
e criticalidade auto-organizada, além de alguns modelos que serao importantes para as

discussoes do dltimo capitulo.

2.1 Cadeias de Markov

Quando uma variavel aleatéria depende de um parametro t ela é chamada de funcao
aleatéria ou de varidvel estocastica se t representar o tempo. A partir de agora, iremos
considerar processos estocasticos em que tanto o tempo quanto a variavel estocastica
possam ser discretizados. Nesse caso, quando a varidvel estocéastica x; assume valores
inteiros e t = 0,1,2,3,..., um processo estocéstico fica definido completamente até o

instante n pela distribuigdo de probabilidade conjunta [4]
Pn(SCO,Qil,.’L‘Q,...,CUn> (21)

de que x; tome o valor zy no instante £ = 0, o valor x; no instante ¢ = 1, o valor x5 no

instante t = 2, ..., e o valor z,, no instante t = n [4].

Agora, considere a probabilidade condicional

Pn+1(xTL+l|x07 L1, T2y an) (22)

de que a variavel estocastica x; tome o valor x,, .1 no instante ¢t = n+1, dado que ela tenha
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tomado o valor xy no instante t = 0, o valor x; no instante ¢ = 1, o valor x5 no instante

t=2,...,eo0valor z, no instante ¢ = n. Se ela for igual & probabilidade condicional

Pn+1 (xn+1|xn) (23)

de que a variavel estocastica x; tome o valor z,; no instante ¢ = n + 1, dado que ela
tenha tomado o valor z,, no instante ¢t = n, entao o processo estocastico é um processo
Markoviano. Ou seja, um processo Markoviano é aquele em que a probabilidade condici-
onal de z; tomar um determinado valor num determinado instante depende somente do

valor que ela tenha tomado no instante anterior [4].

Dessa forma, usando a defini¢do de probabilidade condicional [4], podemos obter a

seguinte formula:
Pn(mo,l'l, To, ... ,.fll'n) = Pn(mn,acn,l) e Pg(l'g, :Ul)Pl(ml, ZL'())P(](.Z'()). (24)

Assim, o processo Markoviano fica completamente definido pelas probabilidades condici-

onais e pela probabilidade inicial Py(zo).

Podemos definir agora a probabilidade P,(z,) de que a variavel x; tome o valor x,
no instante ¢ = n independentemente de quais valores ela tenha tomado nos instantes

anteriores
Pn($n> :an($o,$1,l’2,---,$n), (25)

onde o somatorio ocorre em todos os xg, 1, ..., T, 1 mas nao sobre x,, [4]. Se usarmos a

Eq. (2.4), obtemos a seguinte equacao de recorréncia:

Py(xn) = Y Pu(@n|zn—1) Pt (). (2.6)
Tn—1
Dessa forma, dado Py(zg) e Pi(x;|z;—1) com i = 1,2,... n, P,(z,) pode ser obtido em

qualquer instante [4].

A probabilidade condicional P, 1(x,41|x,) é interpretada como a probabilidade de
transicao do estado x,, para o estado x,,.1. De forma geral, ela pode depender do instante
considerado. Ou seja, a probabilidade de transicao entre dois estados poderia ser diferente
para cada instante de tempo. Contudo, considerando apenas processos Markovianos cujas

probabilidades de transicao nao variam no tempo, podemos escrever

Boa(@npalen) = T(@nia|en) (2.7)
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e entdo a Eq. (2.6) se torna
Py(xn) = Y T(@n|zn—1)Poi(ni), (2.8)
Tn—1

ou de uma forma mais simplificada [4]

P(i) = ZT(i,j>Pn_1<j>. (2.9)

A matriz T'(i, j) é conhecida como Matriz Estocdstica e a Eq. (2.9) como Cadeia de
Markov . Essa expressao sera utilizada na proxima secao para o desenvolvimento da

Equacao Mestra.

2.2 Equacao Mestra

Considere a matriz estocastica T'(i,j) de uma cadeia de Markov. Suponha que as

transicoes ocorram a cada intervalo de tempo 7 e que a matriz estocastica seja dada por

T(,5) =7W(,j), i#3J (2.10)

T(i,i) = 1 — 7). (2.11)

Nas equagoes acima, W (i, j) é interpretada como a probabilidade de transi¢ao de j
para i por unidade de tempo, ou ainda, taza de transi¢ao de j para i [4]. J& (i) representa
uma probabilidade de nao permanéncia em ¢ por unidade de tempo. Suponha ainda que
T seja pequeno de modo que a probabilidade de permanéncia no mesmo estado seja muito

proxima da unidade [4]. A probabilidade
> T(i) =1 (2.12)
J

implica
Qi) = > W(j,i). (2.13)
JF#i
Vamos examinar em seguida a evolu¢do da probabilidade P,(i) de o sistema estar no

estado 7 no n-ésimo intervalo de tempo, que escrevemos na forma

Poya(i) = > T, §)Pald) + T (i, 0) Pa(i) (2.14)
J#i
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ou ainda, usando as Egs. (2.10) e (2.11) [4],

Poa(i) =7 Wi, 5)P(j) + Pu(i) — Q1) Pa(i). (2.15)
J#i

Definindo a probabilidade de estado ¢ no instante t = nt por P(i,t) = P,(i), entao

P(i,t+ 1) ZW i j)P — Q) P(i, ). (2.16)
J#i

No limite 7 — 0, o lado esquerdo se torna a derivada temporal de P(i,t) de modo que
dP t)
(i, =S Wi, j)P(.t) — Q) P, ). (2.17)
J#i

Usando a Eq. (2.13), podemos escrever ainda:

= > AW )P t) = W, ) P(i, 1)} (2.18)
J#i
que é conhecida como Fquac¢ao Mestra. Veja que agora o tempo aparece de forma continua

na equacao, contudo a varidvel espacial ¢ permanece discreta.

2.3 Caminhante Aleat6rio Unidimensional

Na secao anterior, foi mostrada a derivacao da Fquacao Mestra. Para isso, passamos
de uma descrigao discreta do tempo para uma descrigao continua. Nessa secao, escolhemos
um problema simples conhecido como Caminhante Aleatorio Unidimensional para ilustrar

a passagem de uma descricao discreta do espago para uma descricao continua.

Suponha uma particula vinculada a se mover sobre uma reta. Inicialmente ela se
encontra na origem e entao inicia seu movimento de tal forma que ela se move uma
distancia 0 para a direita com probabilidade p e para a esquerda com probabilidade

— p [4]. Se tomarmos p = ¢ = 1/2, obtemos o caso do caminhante aleatério
unidimensional isotropico. Esse modelo é um bom exemplo, devido sua simplicidade,
para aplicarmos a equagao mestra. Vamos, entao, escrever a probabilidade de transicao
do problema W (i, j). Antes disso, podemos escrever a probabilidade de encontrar uma,

particula no sitio ¢« em um instante n como:
: 1 . 1 :
P,(i) = éPn_l(z +1)+ §Pn_1(z —1). (2.19)

Assim, a partir das Egs. (2.9) e (2.10), podemos obter



20

. 1
Wi, j) = Gy (041 +6ji-1), (2.20)

onde J, ; é definida de tal forma que:

1 se1=]
8ij = ’
0 sei#j

Dessa forma:

dP(i,t) 1 . . .
=—|P 1,t) — 2P P(ii—1 . 2.21
) P, 0) — 2P 1) + P 1,1) (221)
Substituindo x = 79, obtemos:
dP(x,t 1
El‘? ) =5 [P(x+0,t) —2P(x,t) + P(x — 0,1)], (2.22)
-

No limite 6 — 0, chegamos ao seguinte resultado

OP(z,t) D82P(x,t)

— 2.23
ot 0x? ( )
Onde
2
D= lim —.
7—0 27’
6—0

A Eq. (2.23) corresponde a equagao tradicional de difusdo em uma dimensao. Uma solugao

para essa equacgao pode ser obtida para o caso onde

P(z,t) =0 quando z — 00
P(z,t)
=0 quando x — 400
dz

e cuja condicdo inicial é P(x,t) = d(x). Onde §(z) é definido de tal forma que:

5(35)—{00 sex =20

0 sex #0
¢ oo
/ o(z)dx = 1.
Nesse caso, podemos aplicar a transformada de Fourrier em ambos os lados da Eq. (2.23)

e obter

P

dF P}k, t) di(k’t) = —DE*F{P}(k,1). (2.24)
Cuja solucgao é
1
F{P}(k,t) = ——e ¥, (2.25)



21

uma vez que F{P}(k,0) = = [* P(z,0)e " dr = —=. Aplicando a transformada

V2r J—oo Vor
inversa obtemos:
1 o0 1 2 . 1 z2 o0 ix 2
P(x,t) = —/ — e DFitgikr gl — —6_4Dt/ 6_Dt(k_2Dt) dk. 2.26
(z,1) el BN o - (2.26)
Dessa forma,
1 22

P(x,t) = ———=e D1, (2.27)

e
vVAar Dt

O desvio quadratico médio pode, entao, ser calculado diretamente por

> 1 o2
(2%) = / 2} ————¢ i0idr = 2Dt (2.28)
oo VATDt

que é um resultado familiar |5, 6|.

2.4 Criticalidade

Nessa secao, iremos analisar como fendémenos criticos aparecem na natureza e como
a fisica estatistica tenta aborda-los. Na primeira subsecao iremos fazer um breve resumo
histoérico e conceitual sobre a teoria do fenémeno critico e como exemplo de um modelo

que explica esses fenomenos abordaremos, na segunda subsecao, o modelo de percolacao.

2.4.1 A Teoria do Fendmeno Critico

A teoria do fenomeno critico tem uma longa historia [7]. Desde muito tempo, as
pessoas ja se preocupavam em classificar diferentes materiais encontrados na natureza.
Essa classificacao era feita de acordo com suas propriedades. Elas observavam que gases,
liquidos, e solidos possuiam diferentes comportamentos. Atualmente, materiais normais
e superfluidos sao identificados como estando em fases distintas, assim como ha uma

distin¢ao entre diferentes fases de materiais magnéticos, ferroelétricos entre outros [8|.

Quando aumentamos a temperatura da dgua e mantemos sua pressao constante, ela
entra em ebulicio em uma temperatura bem definida. Para cada valor de pressao existe
uma temperatura correspondente de transicdo. Assim, no diagrama temperatura-pressao
existe uma linha que representa essa transicao. Na medida que se aumenta a temperatura
e a pressao ao longo dessa linha, a diferenca entre a densidade do liquido e do vapor se
torna cada vez menor até que vai a zero em um valor bem definido de temperatura e

pressao [4]. E nesse valor de temperatura e pressao que temos o ponto critico.

Vérios outros fendémenos na natureza possuem um comportamento similar ao apresen-
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tado anteriormente. Um deles é o fluxo de um liquido ou um gas dentro de um meio poroso.
Esse fenomeno é conhecido como percolagao e um modelo geométrico para estuda-lo serd

apresentado na Sec. 2.4.2.

Historicamente, a primeira observacao de um ponto critico ocorreu no seculo XIX
quando Andrews [9] descobriu um ponto peculiar no plano temperatura-pressao do dio-
xido de carbono onde as caracteristicas do liquido e do géas eram indistinguiveis. Trinta
anos depois, Pierre Curie [10] descobriu a transi¢do ferromagnética do ferro e percebeu
a similaridade dos dois fenémenos [7]|. Essa transicao de fase pode ser observada quando
uma substancia ferromagnética é aquecida e perde sua magnetizacdo numa temperatura

bem definida. A partir dessa temperatura a substancia se torna paramagnética [4].

Para estudar os fendmenos descritos acima, é interessante trazer a nogao de pardmetro
de ordem, cuja propriedade mais importante é assumir valor nulo na fase desordenada e
valor nao nulo na fase ordenada*. No caso da transicao liquido-vapor, ele pode ser definido
como a diferenca entre as densidades do liquido e do vapor. No sistema ferromagnético,
podemos defini-lo simplesmente como a magnetizacao espontanea do sistema. Em ambos

os sistemas, o parametro de ordem se anula acima da temperatura critica [4].

Apesar da teoria classica das transicoes criticas de Landau nao ter sido quantitativa-
mente bem sucedida, ela introduziu varios conceitos importantes. Uma das consequéncias
importantes da teoria de Landau é a existéncia de um parametro de ordem para qualquer
transicdo de fase [11]. Na teoria de Landau, o sistema sofre uma quebra de simetria es-
pontanea e uma consequente transicao de fase associada a um parametro de ordem . A
transicao é induzida por um parametro de controle p tal que, acima de um valor critico p.,
o estado estacionario é desordenado (¥ = 0) e que abaixo desse valor o estado estacionario
é ordenado (¥ # 0) [4]. Em geral, nas vizinhancas da transi¢ao de fase, o pardmetro de

ordem pode ser escrito em termos do parametro de controle da seguinte forma
U~ p—pl° (2.29)
P — Dec .
Além disso, a suscetibilidade x se comporta também como uma lei de poténcia
X~ (p—p)”” (2.30)

Os expoentes e v sao denominados expoentes criticos, contudo os valores de 5 e ~,
extraidos por meio da teoria de Landau nao coincidem com os valores obtidos experimen-

talmente. Isso é explicado analisando a teoria de Landau como uma descricao aproximada

*As vezes o parametro de ordem é definido como o contrério.
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Figura 1: Valores da suscetibilidade magnética, xo, do Niquel obtidos experimentalmente
para diferentes valores de temperatura. O valor de xq foi medido em emu/g. Os resultados
mostrados na figura acima foram obtidos em uma fonte externa [12].

dos fenomenos criticos [4].

Além dos expoentes relacionados a W e y é possivel, ainda, definir outros expoentes
criticos. Um deles vem da expressao para o comprimento de correlacao espacial que se

comporta da seguinte forma
E~(p—p)", (2.31)

Experimentalmente, se observa um comportamento para a suscetibilidade magnética da

seguinte forma forma [12]:
Xo' ~(T=T.) T>T. (2.32)

ou seja, similar ao descrito anteriormente na Eq. (2.30), para T =p e T, = p.. Onde T
¢ a temperatura do ima e 7T, é a temperatura critica onde o ima perde sua imantacao.
Essa temperatura ¢ conhecida como Temperatura de Curie. A Fig. 1 expressa essa depen-
déncia observada experimentalmente para o Niquel, ja a Fig. 2 mostra a dependéncia da

magnetizacdo para o mesmo metal.

O interessante desses sistemas é que eles nao possuem uma escala caracteristica, ao
contrario de outros sistemas encontrados na natureza. Ou seja, flutuacoes de todas as
escalas de tamanho sdo importantes [14]. Essa caracteristica ¢ manifestada sob a forma

de leis de poténcia como a mostrada nas Egs. (2.29) e (2.30), que sdo “assinaturas” de
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Figura 2: Valores da magnetizacao espontanea M do Niquel obtidos experimentalmente
para diferentes valores de temperatura. O valor de M foi medido em funcao da magnetiza-
¢ao inicial My e os de temperatura em funcao da Temperatura de Curie T,. Os resultados
mostrados na figura acima foram obtidos em uma fonte externa [13|. Nesse sistema, M
desempenha o papel do parametro de ordem V.

um fenomeno critico. Outro fator interessante, é que empiricamente pode-se classificar
todos os sistemas criticos em classes de universalidades, onde seus integrantes possuem

os mesmos ezpoentes criticos [15].

2.4.2 Modelo de Percolacao

Suponha um modelo bidimensional para estudar o fluxo em um meio poroso. Para
isso, imagine um quadrado subdividido em varios quadrados menores, como o mostrado
na Fig. 3. Isso é o que chamamos de rede quadrada e cada quadrado menor é o que
chamamos de sitio. Um sitio possui dois estados distintos, ocupado ou desocupado e
dois sitios sao classificados como vizinhos quando eles compartilham um mesmo lado.
Quando observamos varios sitios vizinhos entre si dizemos que eles pertencem ao mesmo
aglomerado. O que mostramos na Fig. 3 é apenas uma representacao do modelo de
percolacaol. Na realidade, estamos interessados nas caracteristicas desse modelo quando
o tamanho da rede é grande o suficiente para desprezarmos os efeitos provocados pelos

sitios da fronteira, os chamados efeitos de borda [16] e outros efeitos de tamanho finito.

tPor questdes praticas, tratamos aqui apenas do modelo de percolacio de sitio. Para um tratamento
mais aprofundado sobre percolacdo veja [16].
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Figura 3: Esbog¢o do modelo de Percolagao. Os quadrados menores representam os sitios.
Os pretos e os vermelhos sao os ocupados e 0s brancos os desocupados. Os sitios vermelhos
representam os sitios que pertencem ao maior aglomerado da rede (i.e., o que possui mais
sitios).

LB ERA L

Figura 4: Transicao de fase do modelo de percolagao. Na figura, os sitios pretos e os ver-
melhos sao ocupados e os brancos desocupados. Os sitios vermelhos representam os sitios
que pertencem ao maior aglomerado da rede. As figuras foram geradas a partir de uma
simulacao de uma rede 200 x 200 a medida que seus sitios eram ocupados aleatoriamente.
As figuras correspondem a p = 0.4, p = 0.5, p = 0.593, p = 0.7 e p = 0.8 da esquerda
para a direita.

Esse modelo possui duas fases distintas, uma onde existem véarios aglomerados peque-
nos e uma onde existe na rede um aglomerado cujo tamanho é da ordem do tamanho do

sistema, como mostra a Fig. 4.

A transicao dessas duas fases pode ser observada se estudarmos a probabilidade de
um sitio pertencer ao maior agregado da rede, ¥, em func¢ao da fracao de sitios ocupados,

p. Isso pode ser observado na Fig. 5.

Veja que, a medida que se aumenta o tamanho da rede, o curva se torna cada vez
mais descontinua por volta de p ~ 0.593, valor o qual é conhecido como ponto criticot de

percolacao para essa rede [16].

De um modo geral, toda quantidade relacionada ao modelo de percolagao é funcao

tO ponto critico na realidade depende de caracteristicas geométricas da rede. O valor apresentado
aqui corresponde ao ponto critico de percolagao de sitios em uma rede quadrada. Para um tratamento
mais aprofundado sobre isso veja [16].
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Figura 5: Probabilidade de um sitio pertencer ao maior agregado da rede em funcao da
probabilidade de ocupacao da rede. O resultado foi obtido através de uma média de 1000,
100 e 10 amostras para N = 20, N = 200 e N = 2000, respectivamente.

de p e depende de detalhes microscopicos do sistema, por exemplo, o niimero vizinhos
do sitio. Contudo, a maioria delas obedece leis de escala, proximo ao ponto critico, que
sao insensiveis & estrutura da rede e aos detalhes microscépicos. Dessa forma, podemos

escrever as principais leis de escala da seguinte forma [17]

\Ij(p) ~ (p - pc)ﬂu (233)
g(p) ~ |p - pc|n7 (234)
X(p) ~ (p—p)’. (2.35)

¥ é o parametro de ordem, que ja foi definido anteriormente, £ é o comprimento de
correlacdo, e X que é a fragao de sitios da espinha dorsal® [17]. Apesar dos expoentes
classicos de percolacao serem diferentes dos apresentados na secao anterior, esse modelo
pode ser comparado com o problema de transicao de fase ferromagnética-paramagnética

apresentado anteriormente.

Devemos, porém, tomar alguns cuidados quando comparamos os pardmetros de ordem
nos dois casos. No caso apresentado na secao anterior, temos que para temperaturas
acima de um certa temperatura critica 7., o parametro de ordem é zero e para baixas

temperaturas ele ¢ nao nulo. O parametro de ordem para percolacao, por outro lado é

$Essa quantidade corresponde a fracdo de sitios ocupados no aglomerado infinito por onde o fluxo ou
a corrente passa efetivamente.
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Figura 6: Aglomerados de uma rede de percolagao para p = p.. Na figura aglomerados
diferentes foram representados com cores diferentes. Para desenhar essa figura foi utilizada
uma rede 200 x 200.

identificado como a probabilidade do sitio pertencer ao maior agregado da rede, que é zero
para p < p. e nao nulo para p > p.. Assim, em analogia com transi¢oes térmicas devemos
tomar cuidado com o sinal, p — p. corresponde a T, — T e nao a T — T,. Além disso, o
pardmetro de ordem no ferromagnetismo pode ter pelo menos duas dire¢oes, entretanto a

probabilidade ¥ tem uma dire¢ao unica [16].

Outro fato interessante a respeito desse modelo é que no ponto critico a rede possui

aglomerados de todos os tamanhos, como mostra a Fig. 6.

Na verdade, o nimero de aglomerados depende do tamanho do aglomerado, também,

de acordo com uma lei de poténcia [16]
N(8)pep, ~ s, (2.36)

conforme mostra a Fig. 7. Onde s é o tamanho do aglomerado e 7 é conhecido como

expoente de Fisher.
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Figura 7: Numero de aglomerados de uma rede no ponto critico em fung¢ao do tamanho
do aglomerado. A figura interior mostra o mesmo grafico em log-log. A linha tracejada é
uma lei de poténcia com expoente —2.05.

Historicamente, o modelo de percolacao foi primeiro estudado por Flory e Stockmayer
durante a segunda guerra mundial, quando eles estudavam um modelo pra descrever a
transigdo de solvente para gel [16]. Contudo, o inicio da teoria de percolagdo é normal-
mente associado as publica¢oes de Broadbent e Hammersley em 1957 [18]. Apesar mais
de cinquenta anos desde a criacao do modelo de percolacao, esse assunto ainda é alvo de

publicagdes recentes [19, 20, 21].

2.5 Criticalidade Auto-organizada

E importante ressaltar que os sistemas descritos na secdo anterior se tratam de proces-
sos no equilibrio. Contudo, processos fora do equilibrio sao bastante comuns na natureza.
Um fato interessante sobre esses sistemas é a ocorréncia comum de dois fendmenos. O pri-
meiro ¢ um efeito espaco temporal conhecido com ruido 1/f; o segundo esta relacionado

a evolugdo de estruturas com propriedades auto-similares [1].

O ruido 1/ f tem sido observado, por exemplo, na luz dos quazars [22], na intensidade
das manchas solares, na corrente através de resistores [23], no fluxo de areia de uma
ampulheta [24], no fluxo de rios como o Nilo [1] e até mesmo nos indices de prego de bolsas

de valores [25]. A Fig. 8 mostra a densidade de espectro de poténcia de um resistor.

Como vimos na Se¢. 2.4.1, a presenca de flutuacoes em lei de poténcia é observada na
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Figura 8: Densidade de espectro de poténcia, em funcao da frequéncia, da corrente de um
resistor: O gréfico superior corresponde a um resistor de filme espesso baseado em IrO,
medido a T" = 557K; o grafico inferior corresponde a um resistor baseado em rutenato,
medido a T' = 300K. Os valores de S sao medidos em VZHz! e os de f em Hz. Os
resultados foram obtidos em |26].

—_
)

criticalidade. Ou seja, o sistema que apresenta essas flutuagoes provavelmente se encontra
no ponto critico. Entao a pergunta geral sobre esses sistemas é: Porque esses sistemas
se encontram naturalmente no ponto critico? O que foi proposto por Bak, Tang e Wie-
senfeld [2| foi que existe um mecanismo natural que leva alguns sistemas dinamicamente
para o ponto critico. Esse tipo de comportamento é o que ficou conhecido como critica-
lidade auto-organizada. Para explicar esse comportamento, eles propuseram um modelo
chamado pilhas de areia, que posteriormente ficou conhecido como modelo BTW que sera
discutido na Sec. 2.5.2. Anteriormente, vamos discutir o modelo de Percolag¢ao Invasiva

por questoes cronologicas.

2.5.1 Percolacao Invasiva

Percolagao invasiva se trata de um modelo criado para estudar o deslocamento de
um fluido por outro fluido em um meio poroso. Quando foi introduzido em 1983 por
Wilkinson e Willemsen [27], esse modelo contribuiu para a compreensao do processo de
deslocamento na producao de petroleo uma vez que se trata do modelo mais simples cuja

a frente de deslocamento do fluido nao possui nem a forma nem sua dindmica triviais [28].

Tanto o modelo de percolacao tradicional quanto o modelo de percolagao invasiva
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possuem caracteristicas similares, uma delas ¢ que ambos levam a formacao de padroes
de auto-similares. No processo, existem dois fluidos, o fluido invasor que é injetado no
sistema e o fluido defensor que é extraido do sistema, de tal forma que o entendimento

da dinamica das frentes de deslocamento é essencial para a compreensao do problema.

A dindmica de um processo no qual um fluido como a agua é injetado dentro de
um meio poroso pode ser bem complicada, porém se analisarmos apenas o caso onde
o fluido ¢ injetado lentamente dentro do meio, podemos desprezar as forcas viscosas e
considerar apenas as forcas de capilaridade. Essas forcas sao maiores nos poros que
possuem canais mais estreitos, logo a dinamica do processo ¢ determinada pelo raio r do
poro. E interessante tanto do ponto de vista de um modelo tedricos simples como do ponto
de vista experimental representar os deslocamentos como uma série de avancos discretos

nos quais a cada passo de tempo a agua desloca petroleo do menor poro disponivel [28].

No modelo de Wilkinson e Willemsen [27], uma rede regular era simulada de tal
forma que os sitios e ligacoes representavam poros e canais que recebiam raios aleatorios.
Convencionalmente, os valores dos raios dos poros sao estipulados de forma aleatoria
dentro de um intervalo continuo entre 0 e 1, e os canais mais propicios & invasao sao
invadidos instantaneamente. Apos isso, identificam-se os sitios de crescimento que sao os
sitios que pertencem ao fluido defensor e fazem fronteira com o fluido invasor. A cada

passo de tempo, o sitio de crescimento de menor raio é invadido [28|.

Outro fato que deve ser levado em consideragao é o aprisionamento do fluido defensor
pelo fluido invasor. Isso ocorre quando o fluido invasor avanca e cerca completamente
o fluido defensor. Como o petroleo é incompressivel, o modelo de Wilkinson e Willem-
sen |27] possui uma regra que remove os sitios de crescimento da regido completamente
cercada por fluido invasor da lista de sitios de crescimento. Essa regra proibe a invasao
de regioes aprisionada de petroleo pela agua, esse processo ocorre também no processo
real de extracao de petroleo e da origem do que é conhecido como “petroleo residual”, um

grande problema da indistria de petroleo |28].

Na Fig. 9, encontram-se os resultados de uma simulacao de percolagao invasiva reti-
rados de [28]. Como é indicado na legenda abaixo da figura, cada cor representa sitios
adicionados em um intervalo de tempo ¢ = 2121. O ndimero de sitios do agregado final,
M (L), que pertencem a parte central L x L de uma rede L x 2L, escala com o tamanho

da rede [28] da seguinte forma:

M(L) ~ L”, D ~1.82, (2.37)
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Figura 9: Percolagao invasiva com aprisionamento em uma rede 300 x 600. O fluido
invasor (colorido) entra pelos sitios no lado esquerdo e o defensor (branco) escapa pelo
lado direito. Durante o avango, o invasor encontra o lado direito invadindo 31802 sitios.
Diferentes cores indicam sitios adicionados em intervalos de tempo ¢ = 2121 sucessivos.
Os resultados foram extraidos de 28]

onde D é a dimensao fractal de M.

Podemos comparar esses resultados como os de percolacao tradicional. Se fizermos
isso, vemos que os dois possuem algumas diferencas, a primeira é que nesse processo, nao
existe analogo para probabilidade de ocupagao e a segunda, é que percolagao invasiva
é um processo dindmico com uma sequéncia definida de sitios invadidos. Contudo, em
percolagao tradicional, quando p = p., o maior aglomerado também obedece a Eq. (2.37),
mas com uma dimensao fractal maior D = 91/48 ~ 1.895 [28]. Caso a restri¢ao da
incompressibilidade do fluido defensor seja removida, o valor de D para o processo de
percolagao invasiva adquire o mesmo valor da dimensao fractal do maior agregado no
ponto critico em Percolagao tradicional. Dessa forma, o processo de percolacao invasiva
pode ser compreendido como um processo dindmico que leva o sistema a um estado que
possui caracteristicas criticas. Essa seria, entao, a primeira aparicao de um modelo que

apresenta criticalidade auto-organizada.

2.5.2 Modelo BTW

O Modelo BTW, também conhecido como modelo de pilhas de areia, foi um modelo
criado para simular criticalidade auto-organizada proposto por Bak, Tang e Wintefeld 2]
em 1987. Para entender esse modelo vamos considerar o caso unidimensional onde h(n)

é um valor inteiro que representa a altura do n-ésimo sitio da pilha. Podemos definir um
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Figura 10: Esbog¢o do modelo de pilhas de areia em uma dimensao. No caso mostrado

acima, a pilha correspondente a n = 4 excede o limiar z. = 1 e uma unidade de areia é
deslocada para a pilha inferior.

valor z(n) = h(n) — h(n + 1) como sendo a inclinagdo local da pilha. O sistema segue,
entao, uma dindmica que modela a metade de uma pilha de areia simétrica. A variavel

z(n) evolui da seguinte forma:

z(n) — z(n) -2,

z(n+t1l) — z(nx1)+1, (2.38)

quando z(n) > z.. Isso corresponde a transferéncia de uma unidade de areia para a pilha

inferior, uma vez que

h(n) — h(n)—1,
h(n+1) — h(n+1)+ 1. (2.39)

Veja que o limiar z. corresponde ao que seria a tangente do angulo critico em uma pilha
real. Inicialmente, o sistema é colocado em uma estado onde z(n) > z. e entdo evolui de
acordo com a Eq. (2.38) até que o sistema esteja em equilibrio. Um esbogo do modelo
é mostrado na Fig. 10. O sistema tem entao sua condi¢ao de equilibrio testada e uma
série de analises é feita a respeito da resposta do sistema ao teste realizado. Segundo
Bak [1], o modelo unidimensional ¢ interessante do ponto de vista conceitual, contudo

o estado estacionario é critico apenas em um sentido restrito. Um comportamento bem

mais interessante é observado em duas dimensoes.

O modelo bidimensional de pilhas de areia é semelhante apresentado anteriormente,
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e a inclinacao local da pilha segue a seguinte dinamica:

Z(ZE,y) - Z($7y)_47
2(z+-1,y) — zl@+-1,y)+1, (2.40)

quando z(x,y) > z.. Aqui z representa a soma da diferenca entre as alturas das pilhas
nas duas direg¢oes [1|. Partindo de uma configuragao z(z,y) > z. analoga ao modelo

unidimensional com as seguintes condicoes de contorno:
2(0,y) = 2(2,0) = 2(N,y) = 2(&, N) = 0 (2.41)
e perturbando o sistema através da adicao de unidades de areia ao sistema

2x—1y) — zx—-1,y)—1,
2(x,y—1) — z(x,y—1)—1,
2(z,y) — z(z,y) +2, (2.42)

o sistema atinge uma dinamica estacionaria equivalente a partir de uma superficie reta

z = 0 perturbando o sistema através da adi¢ao de uma unidade de inclinagao ao sistema |[1]

2(x,y) = z(z,y) + 1. (2.43)

O modelo descrito pela dinamica mostrada nas Egs. (2.40) e (2.43) evolui de tal forma
que no estado de equilibrio varias leis de poténcia se manifestam. Os graficos mostrados
na Fig. 11 mostram a distribuicao de tamanhos de avalanches e a distribuicao de tempos

de vida das avalanches para esse caso.

Pode-se também analisar o espectro de poténcia do modelo, que é obtido a partir do
ruido gerado pela superposicao incoerente das dissipagoes de todas as avalanches [1]. A
densidade de espectro apresenta uma dependéncia do tipo 1/f“ que de acordo com Per
Bak et al. é consequéncia das leis de poténcia mostradas na Fig. 11. De acordo com
Bak et al. 2|, seu modelo de pilhas de areia mostra a relacdo estreita entre a emergéncia
de um ruido rosa, um outro nome para o ruido 1/f falado na Se¢. 2.5, e a formacao de

estruturas fractais. O espectro de poténcia para o modelo é mostrado na Fig. 12.

Outro fato interessante é que o modelo BTW, na realidade, pode ser visto como um
modelo de difusao nao linear. Observe que a Eq. (2.40) define como a inclinagao se difunde

ao longo da pilha de areia, e que essa difusao depende do grau de inclinacao local da pilha
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Figura 11: O grafico da esquerda representa a distribuicao de tamanho de aglomerados de
escorregamento. O resultado foi obtido fazendo uma média entre 500 redes de tamanho
50 x 50. A linha tracejada é uma linha reta com inclinacao —0.98. O grafico da direita
representa a distribuigao de tempos de vida pesados pela resposta média s/t. O resultado
foi obtido fazendo uma média entre 500 redes de tamanho 50 x 50. A linha tracejada
¢ uma linha reta com inclinacao —0.45. Para gerar esses resultados foram utilizadas
perturbagdes do tipo mostrado na Eq. (2.43).

de uma forma nao linear. Embora essa analise qualitativa seja facil, a obtencdao de uma
equacao de difusao para o modelo nao ¢ nada simples. Na secao seguinte, veremos que

existem modelos onde isso é possivel.
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Figura 12: O gréafico a esquerda corresponde ao ruido gerado pela superposi¢ao incoerente
da dissipacao das avalanches e a direita a densidade de espectro de poténcia do gréfico
da esquerda. O ruido mostrado no gréafico da esquerda é conhecido como ruido rosa ou
ruido 1/ f.

2.5.3 Modelo dos Desniveis

O Modelo dos Desniveis ¢ um modelo baseado no Modelo BTW apresentado na
Sec. 2.5.2. Nesse modelo, um desnivel é definido como qualquer sitio 7 onde a incli-
nagao é inferior a um certo limiar. Carlson et al. [29] mostraram que as avalanches sdo
aniquiladas nos desniveis, e esses acabam funcionando como paredes de dominio para o
sistema. A dinimica desses desniveis é governada por um conjunto simples de regras que

reproduzem qualitativamente caracteristicas do Modelo BTW [29].

Um caso interessante do Modelo de Desniveis foi apresentado por Carlson et al. em [3].
Esse modelo consiste em uma rede unidimensional de N, sitios, onde cada sitio possui valor
de altura h(7) inteiro nao negativo. Uma vez definido um valor positivo fixo k., o sistema
entao evolui com a seguinte dinamica: Se h(i) > h. entdo, com taxa 1, h(i) — h(i) — 1 e
h(j) — h(j) + 1, onde j é o proximo sitio j > i com h(j) < h.. O mesmo ocorre, com a

mesma taxa de transicdo, para j < i [3].

As condicoes de contorno do problemas sao impostas de tal forma que o sistema
é aberto do lado direito e fechado do lado esquerdo. Além disso, graos sao injetados
na borda direita com taxa « e instantaneamente saltam para o primeiro sitio j com
h(j) < h.. Como configuracoes com h(i) < h. — 1 ou h(i) > h. sdo transientes para
qualquer i, cada sitio pode estd em apenas dois estados: h(i) = h. e h(i) = h. — 1.
Fazendo h. = 1 obtemos um modelo de dois estados, onde s6 temos dois valores para
os sitios 1 (ocupado) e 0 (vazio) [3]. Nesse caso, a dinamica do sistema ¢é seguinte: Os

1s saltam com taxa 1 para o primeiro 0 a direita ou a esquerda. Os 1s caem na lateral
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Figura 13: Esboco do modelo de dois niveis. Os sitios com um circulo dentro representam
os sftios ocupados e os vazios representam os desocupados. As unidades de areia “saltam”
de um sitio até o proximo sitio desocupado & direita e a esquerda com taxa 1. Na figura
acima, a curva p(z) representa qualitativamente o perfil de densidade.

direita e sao bloqueados na lateral esquerda. Além disso, areia é injetada no primeiro
sftio com taxa « e é instantaneamente transmitida até o proximo sitio vazio a direita [3].

Um esboco desse modelo é mostrado na Fig. 13.

A vantagem de trabalhar com o modelo descrito acima é que um limite continuo pode
ser obtido [3]. Para isso, vamos inicialmente escrever a probabilidade de um sitio esta

ocupado que é dado por:
‘ 1 . 4 . 1 4 .
Poyi(i) = Z §Pi,j—1pn(])[1 — Po(i)] + Pu(i) — Z §7Di,j—1pn(l)[1 - P.(j)].  (2.44)
i ji
Onde P; ; esta relacionado com a probabilidade de varios sitios consecutivos estarem

ocupados e pode ser escrita da seguinte forma

(J
H P, (k) se j >,
k=i+1
J
P = H P,(k) se j <1, (2.45)
k=i—1
1 se J =1.

\

Veja que a probabilidade do sistema se encontrar em um determinado estado no
instante n + 1 s6 depende do estado do sistema no instante n. Nesse caso, estamos

lidando com um processo Markoviano. Assim, comparando as Eqs. (2.44) e (2.9) obtemos

N SPial = Pafi)] se j 1
T3 =4, _ 3 %Pm-l[l — P,(j)] se j = 1. (2.46)

J#F
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e entdo a partir da Eq. (2.10) obtemos

wiij)= "D = Lp no R i (2.47)

Considerando a densidade média de particulas p;(t) numericamente igual a probabi-
lidade P, (i) de encontrar uma particula em um sitio ¢ no instante ¢ = n7, podemos obter

equacdo mestra para o modelo através das Eqs. (2.47) e (2.18)9,

0pi 1 1
- —,PZ (1 — 5 ‘——P‘Z‘_ 1—p; i (s 2.48
T Z{% g1 = pi)p; = 5 Pji-a( p])p} (2.48)
J#i
onde P; ;_; é escrito agora em termos p em vez de P. A equacao acima pode, ainda, ser

escrita de forma mais explicita da seguinte forma

Probabilidade de uma particula

saltar para o sitio ¢
Probabilidade A~

do sitio esta vazio 0o k
2o ) | X+ 211
- _ . w o
ot 27 ‘ B L 17
k=1 j=1 k=1 j=1
Probabll]dade Probaﬁ)ﬁidade

de vir da direita de vir da esquerda

Probabilidade da particula
Probabilidade em ¢ saltar para outro sitio
do sitio esta

1 ocupado 00 k—1 0o k—1
~ =~
5 P > (L= piee) [[pisi+D (A= pie) [ [ pies | (249)
k=1 j=1 k=1 j=1
Probabilidade Probabilidade
de ir para a direita de ir para a esquerda

Os dois primeiros somatorios mostrados na equacao acima estao relacionados a pro-
babilidade de uma particula saltar de um sitio a direita e a esquerda respectivamente
para a sitio 7, ja os dois 1ultimos estao relacionados a probabilidade de uma particula
no sitio ¢ saltar para para a direita ou para a esquerda respectivamente. Veja que os
produtoérios aparecem devido a probabilidade da ocorréncia dos saltos estar relacionada
com a probabilidade de véarios sitios estarem ocupados consecutivamente, e os somatorios
devido aos diversos tamanhos de saltos possiveis. Os somatoérios da Eq. (2.49) podem
ser desenvolvidos e podemos, entao, obter a equacao de difusao para o modelo de forma
similar ao que foi feito na Sec. 2.3. A equacdo que obtemos! &

o _ 0 [<1+p) 8p}

ot T 0x [(1-p)ox (2:50)

TObserve que em [3] a forma como se obtém Eq. (2.50) ¢ diferente.
10 desenvolvimento dessa equagdo se encontra no Apéndice A.
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O limite entre o caso discreto e o continuo ¢é feito considerando o espacamento § = 1/Nj

e r = 10. Definimos também D de forma anéloga ao que foi feito na Se¢. 2.3:

2
D = lim (5—
=0 27
6—0
No caso estacionario, temos
d(1+p dp) 1+p dp
- 3 3. = = T 3. = 1-
de \(1 - p)’ dz (1—p)da
Definindo
P 14w p
1) = [ -
o (L—u)®  (p—1)
temos
dI dp dl P
dp dx ! dx ! (p—1)2 e
Assim,

(Crz 4 Ca)p* — [2(Cra + Cy) — 1p+ (Crz 4+ Cy) = 0.

Cuja solucao é dada por:

14+ /4(Ciz+ Cy) +1

plz) =1+ 2 Crw + Co) (2.51)

Para N, grande, podemos escrever as condigoes de contorno descritas anteriormente

da seguinte forma [3],

p(l) = 0 (sistema aberto),
P (0)D(p(0)) = —aN, (fluxo constante em x=0). (2.52)
Onde
14p
D(p) = :
(1=p)°

Aplicando as condicoes do contorno mostradas na Eq. (2.52) na Eq. (2.51), obtemos uma

solucao estacionaria para o problema:

1 —/4aN,(1 —x) +1
2aNs(1 — x)

pn,(x) =1+ (2.53)

Apesar da Eq. (2.50) ter sido deduzida para um sistema infinito, ela concorda muito bem

com os resultados numéricos, conforme mostra a Fig. 14.

As relagoes de escala podem ser obtidas a partir de algumas consideragoes: O espaca-

mento entre dois sitios ¢ escala como § ~ N 1. A densidade média (py,) = fol pn., (z)dz
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Figura 14: Perfil de densidade numérico (linha solida) e analitico (linha tracejada). O
resultado analitico é obtido através da Eq. (2.53) com a = 1, enquanto o resultado
numérico foi obtido através da média temporal dos h(i). Para gerar essa figura, foi
utilizado N, = 10000 e a média temporal foi feita em 1000000 passos de tempo.

converge para o ponto p = 1 uma vez que {py,) ~ 1 — 2/y/aN, no limite onde N,
muito grande. Assim, a densidade média de zeros po(Ns) = 1 — (pn,) escala como
po(Ns) ~ 2/y/aNy [3]. Dessa forma, a densidade de saltos pode ser aproximada assu-
mindo o produto medido localmente. No sistema descrito anteriormente, a probabilidade

de uma particula saltar k& < N; sitios em um evento é |3]
P(k, Ny) = [1 = po(Ne)J*~" po(No)- (2.54)

Como po(Ns) = 2/v/aN;, a distribui¢do de eventos ira escalar com o nimero de sitios.
Assim, da Eq. (2.54), obtemos:

P(k,Ny) = Ng(k/NY), (2.55)

onde
2 ~- 2.

9(z) = ﬁe

e f =v =1/2[3]. Veja que a expressao esta aproximadamente de acordo com o que é

(2.56)

encontrado numericamente [3|, conforme mostra Fig. 15.

Observe que, nesse modelo, os saltos sao como uma perturbacoes que se propagam
por todos os sitios desde o ponto de origem até o ponto de destino do salto. Dessa forma,

um salto corresponde a uma avalanche. Apesar da distribuicao de saltos nao ser uma lei
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Figura 15: Perfil de densidade de saltos numérico para diferentes valores de N;. O gréfico
interno mostra a transformacao de escala dos resultados numéricos. A transformacao de
escala utilizada corresponde a Eq. (2.55) com 8 = v = 1/2. A linha tracejada corresponde
a curva universal apresentada na Eq. (2.56).

de poténcia, Carlson et al. utiliza o fato de seu modelo apresentar invaridncia de escala
observada por meio da transformacao de escala Eq. (2.55) no estado estacionario para

concluir que seu modelo é criticamente auto-organizado.
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3 MODELO DOS DESNIVEIS
CONFINADO

Nesse capitulo, iremos discutir uma variacao do modelo mostrado na Se¢. 2.5.3 com
inclusao de um confinamento devido a um potencial externo. Posteriormente, iremos fazer

uma série de andlises sobre esse novo modelo.

3.1 Descricao do Modelo

O modelo consiste em uma rede unidimensional onde cada sitio possui valor de altura
h(i), que s6 pode assumir valores 0 ou 1, e um potencial U; que assume valores reais.
A dindmica do modelo é semelhante ao caso mostrado anteriormente. A cada passo de

tempo, as particulas se movem para a direita ou para a esquerda até o primeiro sitio vazio.

O sistema inicialmente parte de uma configuracao onde N particulas sao injetadas
aleatoriamente numa rede de tamanho Ny > N. Apos isso, a dindmica do sistema segue
conforme foi descrito anteriormente sem que nenhuma outra particula seja injetada no
sistema. A influéncia do potencial externo é introduzida nesse modelo de forma analoga
ao que ocorre no algoritimo de Metropolis. Ou seja, transicoes de um sitio ¢ para um sitio
J sao aceitas se U; > U; e quando U; < U; as transicoes sao aceitas com probabilidade

e PWUi=Ui)  conforme mostra a Fig. 16:
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Figura 16: Esboco do modelo de dois estados. Esse modelo é uma variacao do modelo de
Calrson no qual a particula vai para direita ou para a esquerda e cujos saltos sao aceitas
se U; > U, e quando U; < U; as transigdes sio aceitas com probabilidade e #Vi=Ui),

3.2 Equacao de Difusao

De forma analoga ao que foi visto na Sec. 2.5.3, vamos inicialmente escrever a proba-

bilidade de um sitio esta ocupado num tempo n 4+ 1 que é dado por:

Paa(i) = 3 SPuaPa()L — Pu(d)] min(1, e C0),
JFi
Z ~P; i 1P, (i P,(j)] min(1, e~V (3.1)
J#

Onde P;; estd relacionado com a probabilidade de varios sitios consecutivos estarem

ocupados e pode ser escrita da seguinte forma

(J
P, (k) se j >,
k=i+1
J
P = H P, (k) se j <i, (3.2)
k=i—1
1 se J =1.

\

Comparando as Egs. (3.1) e (2.9) obtemos

1
273” 1[1 = P,(i)] min(1, e A=) se J # 1,
T(i,j) = B(U;—U3) o (3.3)
1—2 —Pij-1[l — P,(j)] min(1, e~ 7% 7") se j =1i.
J#i
e entdo a partir da Eq. (2.10) obtemos
T(i,9 1
W)= L) _ Lp 0 p )] min(L, e PU0), i £, (3.4)

T 2T
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Considerando a densidade média de particulas p;(t) numericamente igual a probabi-
lidade P, (i) de encontrar uma particula em um sitio ¢ no instante ¢ = n7, podemos obter

equagdo mestra para o modelo através das Eqs. (3.4) e (2.18),

Ip; 1 . o
ot - Z{Zpi,j—l(l—pi)mm(l,e BUi U‘7)),0j
j#i
1
T

onde P; j_; € escrito agora em termos p em vez de P. A equacao acima pode, ainda, ser

escrita de forma mais explicita da seguinte forma

dPrqbaabﬂiddad.e
Probabilidade e Vit G direnta
do sitio esta vazio k
dp; 1 1 in(1. e PWUi=Ui+x)
— - J— . 7 . .
dt - 9 ( pZ) Z IIllIl( € ) H Pi+j Probablhdade
T ’
k=1 = de uma
0o k particula
BU—U;s_1) saltar para
. _ —Us i
+ E mln(l, (& v ) H Pi—j um sitio ¢
k=1 j=1
Probabilidade
de vir da esquerda )
Probabilidade )
Probabilidade de ir para a direita
do sitio esta
1 ocupado 00 k—1
= : —B(Uitx—Us)
— _ . — . +k 1 PR
5 Pi E (1 = pirx) min(1, e ' V) H Pi+j | Probabilidade
T _ i de uma
k=1 j=1 . .
particula em 4
> saltar para
+ E 1 — Pi_k min(l, e*ﬁ(UFk*M)) H Piej |- outro sitio
k=1 j=
Probabilidade
de ir para a esquerda

(3.6)
Os dois primeiros somatorios mostrados na equacao acima estao relacionados a probabi-
lidade de uma particula saltar de um sitio a direita e a esquerda respectivamente para
a sitio 7, j4 os dois tltimos estao relacionados a probabilidade de uma particula no si-
tio ¢ saltar para a direita ou para a esquerda respectivamente. Veja que os produtorios
aparecem devido a probabilidade da ocorréncia dos saltos estar relacionada com a pro-
babilidade de varios sitios estarem ocupados consecutivamente, e os somatoérios devido
aos diversos tamanhos de saltos possiveis. O termo min(1, e~#(Vetx=Ui)) multiplicando os
produtoérios representam a probabilidade do salto ser aceito. Os somatorios da Eq. (3.6)

podem ser desenvolvidos e podemos, entao, obter a equagao de difusao para o modelo de
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forma similar ao que foi feito na Sec. 2.3. A equacao que obtemos™* é

op 0 1+p Op (14+p) dU
9% _pZ 2P <.
ot ox (1 — p) ox

+ (3.7)

(102 da

onde definimos D de forma anéloga ao que foi feito nas Segs. 2.3 e 2.5.3:
2
D = lim —.

—0 27
6—0

Veja que fazendo U(z) = cte na Eq. (3.7) chegamos a Eq. (2.50) da Seg. 2.5.3, como era

de se esperar.

3.3 Solucao Estacionaria

A partir da equacao de difusao do modelo podemos escrever uma solu¢ao para o caso

estacionario. Nesse caso, % = 0 e a equacao acima pode ser escrita da seguinte forma:
d 14+p d 1+ aUu
_( P3_P+B( '0>2,o—> _ 0,
dr \ (1 — p)’dx (1—p)? dx
1+p d 1+4+p) dU
SRS Rt PG
(1—p)°dx (1—p)?" do

onde C' é uma constante a ser definida pelas condigoes de contorno do problema. Se

considerarmos que nao ha particulas nem fluxo no infinito, temos,
— =0; plr— o00)=0. (3.8)

Nesse caso, C' = 0. Dessa forma, chegamos a seguinte equac¢ao

1+p dp (14+p) dU
i o~
(1—p)3dx+6(1—p)2pda: ’
Lo
p(1—p)de dr’

Definindo

I(p) = /1; ﬁdu = In (u . 1) ; ~In (%p) , (3.9)

*O desenvolvimento dessa equacdo se encontra no Apéndice B.
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temos
ardp _ar__av
dpde — dx " dx’
In (%) = —B(U(z) + ),
1=r _ sweew
)

e entao podemos escrever
1

px) = 15 AU (3.10)

onde p é uma constante de integragao.

3.4 Resultados e Discussoes

No caso de um potencial U(z) simétrico, é de se esperar que a Eq. (3.10) seja vélida
também. Dessa forma, em um sistema onde nao ha acréscimo de particulas o valor de pu

seria determinado pelo nimero total de particulas N.

Uma forma de comparar o caso discreto com o continuo é considerar § = 1/N. Nesse
caso, i pode ser obtido pela seguinte equacao transcendental

A A 1 _

oo

Assim como na secao anterior, a solu¢ao continua corresponde a média temporal do modelo
discreto. Para uma andlise dos resultados, resolvemos considerar por hora um potencial
U(z) = Kz* e 8 =1. A Fig. 17 mostra os resultados numéricos do modelo descrito nessa

se¢do quando consideramos § = 1/N.

Na Fig. 17, o valor de K foi mantido constante. Veja que nao ha variacao muito
grande dos perfis de densidade para esse caso. A Fig. 18 mostra a concordancia entre
o resultado analitico e o numeérico para os perfis de densidade e a dependéncia p com
relacao a K. Veja que, na medida que se aumenta o confinamento K a densidade tende a
aumentar na regiao central do grafico e diminuir na regiao periférica. Esse comportamento
é esperado, contudo isso deve trazer consequéncias interessantes, uma vez que a Eq. (3.7)

possui singularidades em p = 1.

Algo notavel que se observa é a distribuigao de saltos N (s), definida como a probabi-

lidade de se ter um salto de tamanho s num passo de tempo. O comportamento de N (s)
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Figura 17: Perfis de densidade numérico para K = 20 e diferentes valores de N. Do
grafico de cima para o de baixo, mostramos a correspondéncia entre o modelo discreto e
a aproximagao do continuo, onde p(x) ~ (h;) e x ~ (i — Ng/2)/N.

é mostrado na Fig. 19.

O que se observa é uma variagao bastante drastica no comportamento de N'(s) quando
se muda a intensidade do confinamento K. Quando K é pequeno, a dindmica do processo
leva a uma distribuicao exponencial de saltos assim como no caso mostrado na Fig. 15 da
Sec. 2.5.3. Quando se aumenta o potencial, é esperada uma diminuicdao no nimero total
de saltos aceitos por unidade de tempo, uma vez que isso reduz o fator de Boltzmann,
contudo a probabilidade de se ter saltos maiores aumenta, conforme mostra a Fig. 19.
Outro fato interessante é que o perfil de densidade nao sofre uma alteracao muito grande
quando mantemos o K constante e variamos N, conforme mostra a Fig. 17, contudo N (s)

parece depender de N fortemente.

Vamos, agora, analisar o problema da seguinte forma: Se levarmos em conta apenas
a contribuicao de p na distribuicao de tamanhos de saltos, chegaremos a conclusao de
que um aumento no valor de K leva ao favorecimento de saltos maiores, uma vez que
aglomeramos as particulas. Contudo, isso nao é de todo verdade, uma vez que saltos de
tamanho intermediario sao recusados com mais facilidade, além de existir um limite para
o tamanho do salto que nao pode exceder o niimero de particulas. Agregados a esses dois
fatores, temos ainda que o nimero total de saltos aceitos por unidade de tempo, A, tem
que diminuir uma vez que aumentando K diminuimos a probabilidade de saltos serem

aceitos, conforme mostra a Fig. 20.
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Figura 18: Perfis de densidade numérico e semi-analitico do modelo descrito anterior-
mente. O resultado numérico (simbolos) foi obtido através da média temporal do modelo
de dois estados para N = 200. As setas mostram a variagao no comportamento dos grafi-
cos quando se aumenta o valor de K. O resultado semi-analitico (linha solida) foi obtido
variando p na Eq. (3.10) até que a Eq. (3.11) fosse satisfeita.

Podemos, entao, observar dois comportamentos. O primeiro ocorre quando aumentar
K corresponde a aglomerar particulas, favorecer saltos maiores e diminuir o nimero total
de saltos aceitos. O segundo corresponde a proibir os saltos de tamanhos intermediarios
e diminuir o nimero total de saltos aceitos. O primeiro comportamento é predominante
quando K é pequeno, uma vez que é mais facil aglomerar particulas. J& o segundo é
predominante quando K é grande, as particulas estao muito aglomerados e se torna dificil

aglomera-las mais ainda.

E entdo de se esperar que exista um kK, intermediario onde os dois comportamentos
aparecem e se somam de uma forma 6tima, de tal forma que os saltos que sao favorecidos
pelo primeiro comportamento sao recusados pelo segundo. Isso faz com que a taxa com
que os saltos sao recusados seja maxima em K. Podemos entao obter K, através do

grafico mostrado na Fig. 21.

Como foi visto, a distribuig¢ao de saltos nao tem um comportamento trivial com relacao
ao confinamento, de tal forma que a obtencao de uma expressao para ela ¢ uma tarefa

nao menos complicada. Podemos em primeira analise escrever a probabilidade de uma
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Figura 19: Perfis de distribuicao de saltos numérico para diferentes valores de K. O
resultado foi obtido através da média temporal do modelo de dois estados para N = 200.
As setas mostram a variacao no comportamento dos graficos quando se aumenta o valor

de K.

particula no sitio ¢ dar um salto de tamanho s como:

s—1 s—1
. 1 . B(Usr U, . (U —U
P(i,s) = P (1= piro) min(L, e "N T T py s + (1= pi_g) min(1, e VeV T i
j=1 j=1

(3.12)

e entao a distribuicao de tamanhos de saltos seria:
N(s) =) P(is), (3.13)

onde o somatério em ¢ é feito em todos os sitios. Veja que a forma como o potencial
interfere no célculo de N'(s) nao é clara. Contudo, a Fig. 19 mostra um caso onde N/ (s)
se comporta de forma similar a uma lei de poténcia para K = K,.. Ou seja, esse K. é um
valor especifico de K onde o sistema atinge o regime invariante de escala. A Fig. 22 mostra
esse mesmo caso e a concordancia entre o resultado numérico e semi-analitico obtido por

meio das Egs. (3.12) e (3.13) aplicadas nos valores de p; obtidos numericamente.

Se obtermos os valores de K. para diferentes valores de IV através do grafico mostrado
na Fig. 21, podemos observar o comportamento em lei de poténcia falado anteriormente,
para diferentes valores de N, conforme mostra a Fig. 23. Apesar do formato das distri-
buicoes de saltos serem parecidos quando K = K. os perfis de densidade sao um pouco

diferentes conforme mostra a Fig. 23. Os perfis de densidade concordam melhor quando
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Figura 20: Fracao de saltos aceitos por unidade de tempo em funcao de K. Como é de se
esperar N, diminui na medida que K aumenta, uma vez que fica mais facil saltos serem
recusados.

o valor de K é fixo, mostrado na Fig. 17 , o que nao é o caso uma vez que K. depende de
N.

O grafico da Fig. 24 mostra uma transformacao de escala que leva ao colapso das
curvas apresentadas na Fig. 23 em uma curva que se assemelha muito com uma lei de
poténcia de expoente -1. Isso nos leva a concluir que nosso modelo apresenta invariancia
de escala. Fsse modelo, contudo, nao é criticamente organizado, uma vez que o regime

invariante de escala s6 é atingido a partir do ajuste do parametro K.
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Figura 21: Derivada da fragao de saltos recusados como fun¢ao de K. Veja que a taxa
com que os saltos sao recusados possui um valor méaximo que depende de N.
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Figura 22: Perfis de distribui¢ao de saltos numérico (linha sélida) e semi-analitico (linha
tracejada). A simulac¢do corresponde a N = 200 e K = K,.. O perfil semi-analitico foi
obtido por meio das Egs. (3.12) e (3.13) aplicadas nos valores de p; obtidos numericamente.
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Figura 23: No grafico da esquerda, temos os perfis de densidade em K = K, para diferentes
valores de N. No gréafico da direita, temos os perfis de distribuicao de saltos numérico
para diferentes valores de K. O resultado foi obtido através da média temporal do modelo
de dois estados para diferentes valores de N. Os valores de K foram escolhidos como o
méaximo da derivada do nimero de saltos recusados mostrados na Fig. 21.
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Figura 24: Transformacao de escala para os perfis de distribuicao de saltos encontrados
na Fig. 23. A reta tracejada corresponde a uma lei de poténcia com expoente -1.
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4 CONCLUSAO

Nesse trabalho, estudamos como a introducao de um potencial confinante no Modelo
de Desniveis altera a dindmica do problema. A equacao de difusao que encontramos para
o nosso modelo é similar a encontrada para o Modelo de Desniveis tradicional adicionada

de um termo proporcional & forca devido ao confinamento.

A solucao estacionaria para o perfil de densidade que encontramos concorda fielmente
com as simulacoes computacionais, o que nos da indicios de que as aproximacoes que
tomamos valem para o caso estudado. Além disso, os perfis de distribui¢ao de tamanhos de
saltos mostram que existem valores de confinamento dependentes do ntimero de particulas,
os quais a distribuicao de tamanhos de saltos parecem seguir uma lei de poténcia com

expoente aproximadamente igual a -1.

Transformacoes de escala nos mostram que essas curvas podem ser colapsadas em uma
curva universal. Isso nos leva a crer que nosso modelo apresenta invariancia de escala.
Apesar de possuir caracteristicas similares ao modelo de Desniveis tradicional, o nosso

modelo necessita de um parametro externo para atingir um regime invariante de escala.

Como perspectivas desse trabalho, podemos destacar o desenvolvimento da expressao
analitica para o perfil de densidade de saltos, que pode nos dar um melhor entendimento
do porqué da emergéncia desse estado invariante de escala. Além disso, seria interessante
estendermos nosso modelo para duas dimensoes. Uma outra perspectiva seria analisar
cuidadosamente se o modelo apresentado possui transicao de fase. Caso ele apresente,

poderiamos encontrar um parametro de ordem adequado.
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APENDICE A - Desenvolvimento da Equacao
de Difusao para o Modelo de

Desniveis

Iremos agora desenvolver a equacao de difusao para o Modelo de Desniveis. Conforme

vimos na Se¢. 2.5.3, a equacao mestra do modelo é dada por

ai o k oo k
a’; = 21 1_pz [Zsz+]+ZHpZ—J]

k=1 j=1
1 k—1 0o k—1
— 5P [Z(l — pi) [ [ piss D (1 = pici) Hpi—j] : (A.1)
k=1 Jj=1 k=1 j=1

Se agruparmos os termos semelhantes,

apl = 1 [H Pit+j + le j T Pi [H Pit+j + sz ]]] ) (A.2)

Jj=1

onde o primeiro termo corresponde a probabilidade de uma particula chegar no sitio ¢ e

o segundo a probabilidade de uma particula sair do sitio 7. Para facilitar podemos definir
k
Sy =11 rs- (A.3)

Agrupando os termos na Eq. (A.2), obtemos:

0
a? = Z (St + 87 —p S, +57,]] (A4)

onde definimos D de forma analoga ao que foi feito nas Secs. 2.3 e 2.5.3:

52
D= lim —
=0 27
6—0
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Agora, podemos expandir p;1; em torno de p(x) = p;, obtendo:

0 k252 92
Pitk = p £ k5a—§ + Ta—gf; +0(6%), (A.5)

onde 0 é o espacamento entre dois sitios. Dessa forma, podemos substituir a equacao

acima em Eq. (A.3) e encontrar que*

_ k(k+1) ., k(k+1)(2k+1)6* ,
5t - pk+pk1<i< ) K+ 1) >§p>
1
+ ph? (ﬁk(k+1)(3k2—k—2)52(p’)2)+O(53). (A.6)
ondep’:ggep”:g—ig.

Substituindo a expressao acima na expressao encontrada do lado esquerdo da Eq. (A.4),

obtemos’

> B N 0 L+p Op
+ _ + — 52 7 s 3
;:1 [SE+ S, —p[Si+ S]] =0 5 ((1 L ax> +0(6%). (A7)

Substituindo, entao, a equagdo acima em Eq. (A.4), obtemos o limite continuo do

modelo,

dp 0 [(1+p) Op
5 = Do {(1_[))3%]. (A.8)

*Veja Anexo C para mais detalhes.
fO desenvolvimento dessa expressdo também se encontra no Anexo C.
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APENDICE B - Desenvolvimento da Equacio
de Difusao para o Modelo de

Desnivels Confinado

Iremos agora desenvolver a equacao de difusao para o Modelo de Desniveis Confinado.

Conforme vimos no Cap. 3 a equacao mestra do modelo é dada por

[ee) k
dp; 1 ) (T ]
& = 5(l=p) [me(l,e PO T ] o
k=1 Jj=1
e k
+ Zmin(l,e_ﬁwi_w"’“))Hpi—j]
k=1 j=1

o0

k-1
1 : —B(Ussr—U,
— op [Z(l—m%)mm(l,e OUier Ul))HPiﬂ‘

k=1

+ f:l—pl k) min(1, e~ #Ui-x=00) sz ]].

=1

Se supormos que dU/dx > 0, podemos escrever a equacdo acima da seguinte forma

dp; 1
d’; = 27_ 1_pz Z [sz+]+e =i k)sz ]]

k=1 [j=1
1 [e'e) k—1
.S [(1 prap)e it pr o Hpi_j] |
k=1 j=1
Veja que eYi=r pode ser expandido do seguinte modo
U// 2 U/ 2
ePlitk — U {1 + BU'kS + g +25 ) (k5)2] +0(8%). (B.1)
Fazendo p; = p(x) e definindo

2
D = lim 6—
T—0 2T
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obtemos,
dp D = B(Us—Us ) cre
5 = ﬁ(l _ 'O)Z [Slj + e A Uz—k)Sk:|
k=1
D < —BUir—U;) o+ -
= 5 (1= pik)e S+ (1= pik)Sia], (B.2)
k=1

com 0 — 0. Na equacao acima, S,f é definido de forma analoga ao que foi feito no
Apéndice A,

k
Hpi:tj-
j=1

Substituindo
" 2 AV
e—BU—Ui) 1—ﬁU’k5+6U +26 ) (kd)?,
. " 2 12
AU — 1 _ gy + 07 25 o) (k3)?,

obtidos a partir da Eq. B.1, na Eq. B.2, temos

00 DS sras—p (St +50)]

ot 52
k=1
DBU’ & _ _
- S k[Se =Sy —p (Sis = S¢)]
k=1

+ DﬁU Zk2 Sy = pSy +p(Si, — S)]

2 ’ 0
. DBy U ZkQ [Sy = pSi —p (Si, —SH)]. (B.3)

Os termos em S,f mostrados na equacao acima podem ser escritos da seguinte forma*:

i [S¢+ Sy —p[Simi+ S]] = 52(% <(Hp)3 gg) +0(6%), (B.4)
S Iy - ol s] = - (S

—%) +0(8%), (B.5)
i Sy = pSi +p (S —SF)] = 2 <€§1_+p’)2 p((H)p)) +00).  (B.6)

T
I

*O desenvolvimento desses termos se encontra no Anexo C.
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Substituindo Eqs. B.4, B.5 e B.6 na Eq.B.3, obtemos

2
dp Da <<1—|—,0 6,0>+D6U,p,<,0 +4p+1_2p(2p—|—1))

ot Ox )38 (p—1)* (p— 1)
y(P(L+p)  p*(1+p)
‘|‘ DﬁU ((1—0)3_ (1_p)3)
_ p 9 (1Ep O L (PP A+ — 402 —2p (14 p)
B D&’E ((1—p)38x)+D5Up< (p—1)* >+D5U 1=pp2
= 2 1+p % 1 1+3p //p(1+:0)
o Dal‘ <(1—p)38$>+DﬁUp (<—1_p)3)+DﬁU (1—,0)2.
Sabendo que
oL 43p 9 [ (1+,0) /} (1“‘0) "
by =D U'| =D U B.7
o <(1—P)3) Oz /3<1_p>2p 5(1_,0)2,0 ’ (B.7)
temos
L+p s 1P (1+p) .,
((1 )33% g0 —p)2pU)_D5(1—p)2pU
v ppyrPitr)
(1-p)?
e entao, ( |
Op 0 ( 1+p dp (1+p) dU
oV <<1 —oror 0 ) (B8)
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APENDICE C - Desenvolvimento Analitico
dos Somatorios do Modelo de
Desnivels com e sem

Confinamento

Anteriormente, poupamos por questoes praticas alguns detalhes no desenvolvimento
de alguns produtoérios e somatorios. Contudo, nesse momento iremos mostrar com mais

detalhes como podemos desenvolvé-los.

C.1 Produtério das Probabilidades Consecutivas.

Nos ApéndicesA e B definimos

k
S,;t = Hpiij (Cl)
j=1
onde 5 252 52
o 9p , k0707 3

Nesse caso, agrupando termos de mesma ordem em ¢, podemos transformar os pro-

dutoérios acima em somatorios,

k 262
Sio= P <ij5p’ + —p”)

k(k+1 k(k+1)(2k + 1) 6
(1), M4 DO DS

+ pF2 (2—14k(k +1)(3k* — k — 2)52(;)’)2) + O(6%). (C.4)
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C.2 Somatoérios da Matriz de Transicao

Os somatorios dessa secao aparecem no desenvolvimento da matriz de transicao da
equacao mestra. Antes de obtermos as expressoes para esses somatorios, é interessante

encontrar a expressao para a soma de algumas séries que serao uteis adiante. Sao eles:

o= p+2pk=p+p2pk:&2pk=%, (C.5)
k=1 k=2 k=1 k=1 P
- _ d [ & d | d [« d[ d P
o= b(Ew) P E)] -5 )
k=1 A \i5 dp | dp \i= dp I"dp \1—p
1+p
= , C.6
(1—p)? (C6)
> d [ d | d[& d [ d| d (&
k=1 dp k=1 dp dp k=1 dp dp dp k=1
d d [ d p )} } PP +4p+1
_ 4 ) a4 _ — , C.7
dp {pdp {pd/) (1 —p (1—p)* )
- d (& d - d d [
2 Nt = & 2 k+1 ) _ % 2 k) _ @ 2% k
> K (k+1)p i <ka ) i <pzkp> ” [,0 7 <ka )]
k=1 k=1 k=1 k=1
o ()| | = 5 (e b ()]
= —P P p = lp— |
dp { dp [pdp <k2:; )] dp dp |"dp \1—p
2p(2p+1)
= : C.8
(p—1)* (C8)
o o - 1_'_
DR = p) K = fi_ f))?), (C.9)
k=1 k=1 P
o o 2
pr(L+p

k=1 k=1



62

C.2.1 Somatdrio das Transicoes Difusivas

Esse somatorio acompanha o termo D /6% nas Eqs. (A.4) e (B.3) e pode ser desenvol-

vido da seguinte forma,

STISE+Sy = oS+ Sl
k=1

e k(k+1 k(k +1)(2k + 1) 62
ZVMH <+ b+ 1), b+ Dk >§p,,>

P2 (ik(k; +1)(3k* — k — 2)52(p’)2) +

P (_k;(k; +1) k(k+1)(2k + 1) 6* ,,)

50 o
5 0T 6 2 P

ph2 (214k(k +1)(3k* —k — 2)52(;/)2) +

B B k—1Dk_, (k—1Dk2k—-1)5%
o[ e (H gy B DR

2 (gt~ DGO =12 = (5= 1)~ 2%

_l’_
k2(_(1<;—21)k5p,+(k; 2k—15_ )

k—1
P+ 5P

P (i%_l)k(?)(k—l):’—(’f‘l ) B ”

62 Z [pk:—lk,Qpl/ + pk—Q(k, o 1)k2(pl)2] ,
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Il
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(o182 '>},

(Z pk1k2> pl
k=1
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C.2.2 Somatdrio das Transicoes de Arrastamento

Esse somatorio acompanha os termo DBU’/§ e D3*(U’)?/2 na Eq. (B.3). e pode ser

desenvolvido da seguinte forma,

> k[Sy = pSy —p (St = S)]
k=1

| IR

1
k k+15k1px}

mp
o252

(ﬂ“@éﬂ“ﬂ’)ﬂ

= k(k+1)_ ,_
Zk{pk_ ( 5 >5pk 1p1_pk+1

(k — 1)k

k(k+1)cp k=1 7
5 PP =P 5 0P P
E(k+1
pk+1+ ( 5 )5pkp/}’

Dk [=k0p T+ k(k + 1)op" 0]

5P/Z [—kS kil—l—kQ(k—Fl)pk} +O((52),
=1
,(p+4p+1

20(2p+ 1)

(p_n4)+ow). (C.12)
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C.2.3 Somatoério dos Termos Proporcionais a U”

Esse somatorio acompanha o termo DSU” /2 na Eq. (B.3) e pode ser desenvolvido da

seguinte forma,

o0

>[5

k=1

- pSy, +P(Sk 1_S+)]

+

Zk2{ k+ )(5pk—1p/_pk+1
k(k + k—1Dk . ,_
2 >5pkp,+pk+< SRR
k(k+1
(2 )6pkp/},
KE+1) .
Zk,Z{ k:—i—l (2 )5pk 1p
k— 1)k ,
( 5 ) 5pk—1p}’
k=1
p(l+p) p(1+p)
2<(1_p)3 a ) +00) (C.13)



