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�A natureza é o único livro que oferece um

conteúdo valioso em todas as suas folhas.�

Goethe



RESUMO

Padrões de invariância de escala, associados à leis de potência, são frequentemente ob-
servados na natureza. Alguns exemplos são: �utuações em preços de itens de bolsa de
valores e outros investimentos, além do espectro de energia em sistemas turbulentos. Es-
ses dois sistemas e vários outros que exibem invariância de escala têm propriedades em
comum: compõem-se de vários elementos que interagem de forma não linear, estão fora
do equilíbrio e exibem auto-organização. Invariância de escala também é encontrada nas
correlações observadas no ponto crítico de sistemas que apresentam transições de fase.
O conceito de criticalidade auto-organizada sugere que as propriedades de invariância
emergem espontaneamente em sistema complexos. Vários modelos exibem propriedades
criticamente auto-organizadas, entre eles percolação invasiva, pilhas de areia e o modelo
de desníveis, no entanto, não se sabe ao certo quais os ingredientes necessários para criti-
calidade emergir. Sabe-se que essa propriedade se manifesta em alguns sistemas difusivos
não lineares. Nesse trabalho, introduzimos um potencial con�nante em um modelo de
difusão unidimensional com uma não linearidade singular no coe�ciente de difusão e ana-
lisamos a in�uência dessa mudança no estado estacionário do sistema. Conseguimos,
então, derivar uma equação de difusão do modelo e obtemos uma solução para o per�l
de densidade. Nossa solução analítica concorda perfeitamente com os resultados numéri-
cos. Fizemos, ainda, um estudo estatístico do per�l de avalanches do modelo, e obtemos
per�s de avalanche em leis de potência, o que normalmente não é observado em outros
sistemas unidimensionais. Analisamos, ainda, como esses per�s variam na medida que
se aumenta o con�namento, e usando transformações de escala encontramos uma curva
universal para os per�s de distribuição de tamanhos de avalanche. Nossos resultados
demonstram que a ação do con�namento em um sistema unidimensional pode levar ao
surgimento da invariância de escala.

Palavras-chave: Sistemas Complexos. Invariância de escala. Criticalidade Auto-
organizada.



ABSTRACT

Patterns of scale invariance, associated with power laws, are often found in nature, for
instance, in the �uctuations of prices of items in stock markets and in the energy spectrum
of turbulent systems. These two systems and many others that exhibit scale invariance
present some common properties: they are comprised of several elements that interact in
a non-linear way, are not in equilibrium, and exhibit self-organization. Scale invariance
is also found in the correlations observed in the critical state of systems that present
phase transitions. The concept of self-organized criticality suggests that the properties of
invariance spontaneously arise in complex systems. Several models exhibit properties of
self-organized critically, including invasion percolation, sand-piles and the trough model,
however it is not clear what are the necessary ingredients for criticality to arise. It is
known that this property appears in some non-linear di�usive systems. In this work, we
introduce a con�ning potential in a one-dimensional di�usion model with a singular non-
linearity on di�usion coe�cient, and analyze how this a�ects in the steady state of the
system. We then derive a di�usion equation and obtain a solution for stationary density
pro�le. Our analytical solution is in good agreement with the numerical results. We
also present a statistical study of the distribution of avalanches sizes in this model, and
obtain pro�les following power laws, what is not usually observed in other one-dimensional
systems. We also investigated how these pro�les vary when the con�nement increases,
and using �nite size scaling we found a universal curve for the distribution of avalanche
sizes. Our results show that the action of con�nement in a one-dimensional system can
yield scale invariance.

Keywords: Complex systems. Scale invariance. Self-organized criticality.
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1 INTRODUÇÃO

Sabemos que alguns sistemas apresentam transições de fase, e que nesse ponto onde

ocorre a transição de fase pode-se observar invariância de escala em algumas de suas

propriedades. Esse ponto é conhecido como ponto crítico e a obtenção desse regime se dá

por meio da variação cuidadosa de um parâmetro externo, que deve atingir um valor bem

especí�co. Dessa forma, a ocorrência de sistemas no ponto crítico aconteceria apenas de

forma acidental na natureza [1].

Contudo, sistemas fora do equilíbrio são também muito comuns na natureza e algu-

mas vezes a dinâmica deles leva à formação de padrões de invariância de escala. Como

explicar então a existência desses padrões na natureza? A resposta dessa pergunta é que a

dinâmica desses sistemas possui o ponto crítico como o estado estacionário. Dessa forma,

o sistema evolui naturalmente para um estado que apresenta invariância de escala. Esse

comportamento é o que �cou conhecido como criticalidade auto-organizada.

Alguns modelos computacionais apresentam essa característica de evoluírem dinami-

camente para um estado que apresenta propriedades que exibem invariância de escala.

Um deles é o modelo de percolação invasiva, que foi desenvolvido com o propósito de

entender como um �uido desloca outro �uido dentro de um meio poroso. Nesse modelo,

a massa invadida pelo �uido no �nal do processo exibe invariância de escala. Outro mo-

delo que reproduz esse aspecto da natureza é o modelo BTW (Bak, Tang e Wintefeld) [2].

Esse modelo pode ser estudado como um modelo de difusão não linear e apesar de ser um

modelo simples do ponto de vista numérico, sua abordagem analítica é bastante complexa.

Outros modelos de difusão não linear mostraram características similares ao BTW.

Um deles é o Modelo de Desníveis apresentado por Carson et al. [3]. Nesse estudo,

faremos uma modi�cação desse modelo introduzindo um potencial externo con�nante e

analisaremos qual a in�uência disso na dinâmica do problema. Com isso, pretendemos

ver se é possível encontrar uma situação onde o sistema apresenta invariância de escala no

estado estacionário, bem como outras características interessantes que possam aparecer.
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2 FUNDAMENTOS

Nesse capítulo, abordaremos alguns conceitos fundamentais para o desenvolvimento

analítico do último capítulo. Na primeira seção, discutiremos as Cadeias de Markov que

serão utilizadas para o desenvolvimento da equação mestra na seção seguinte. Na Seç. 2.3,

mostraremos como aplicar o método da Equação Mestra a um problema simples conhecido

como Caminhante Aleatório, e além disso obtemos o limite contínuo desse problema com

o intuito de tornar mais claro o desenvolvimento das equações mestra que aparecem na

Seç. 2.5.3 e no Cap. 3. Nas Seçs. 2.4 e 2.5, abordaremos os conceitos de criticalidade

e criticalidade auto-organizada, além de alguns modelos que serão importantes para as

discussões do último capítulo.

2.1 Cadeias de Markov

Quando uma variável aleatória depende de um parâmetro t ela é chamada de função

aleatória ou de variável estocástica se t representar o tempo. A partir de agora, iremos

considerar processos estocásticos em que tanto o tempo quanto a variável estocástica

possam ser discretizados. Nesse caso, quando a variável estocástica xt assume valores

inteiros e t = 0, 1, 2, 3, . . ., um processo estocástico �ca de�nido completamente até o

instante n pela distribuição de probabilidade conjunta [4]

Pn(x0, x1, x2, . . . , xn) (2.1)

de que xt tome o valor x0 no instante t = 0, o valor x1 no instante t = 1, o valor x2 no

instante t = 2, ..., e o valor xn no instante t = n [4].

Agora, considere a probabilidade condicional

Pn+1(xn+1|x0, x1, x2, . . . , xn) (2.2)

de que a variável estocástica xt tome o valor xn+1 no instante t = n+1, dado que ela tenha
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tomado o valor x0 no instante t = 0, o valor x1 no instante t = 1, o valor x2 no instante

t = 2, . . ., e o valor xn no instante t = n. Se ela for igual à probabilidade condicional

Pn+1(xn+1|xn) (2.3)

de que a variável estocástica xt tome o valor xn+1 no instante t = n + 1, dado que ela

tenha tomado o valor xn no instante t = n, então o processo estocástico é um processo

Markoviano. Ou seja, um processo Markoviano é aquele em que a probabilidade condici-

onal de xt tomar um determinado valor num determinado instante depende somente do

valor que ela tenha tomado no instante anterior [4].

Dessa forma, usando a de�nição de probabilidade condicional [4], podemos obter a

seguinte fórmula:

Pn(x0, x1, x2, . . . , xn) = Pn(xn, xn−1) . . . P2(x2, x1)P1(x1, x0)P0(x0). (2.4)

Assim, o processo Markoviano �ca completamente de�nido pelas probabilidades condici-

onais e pela probabilidade inicial P0(x0).

Podemos de�nir agora a probabilidade Pn(xn) de que a variável xt tome o valor xn

no instante t = n independentemente de quais valores ela tenha tomado nos instantes

anteriores

Pn(xn) =
∑

Pn(x0, x1, x2, . . . , xn), (2.5)

onde o somatório ocorre em todos os x0, x1, . . . , xn−1 mas não sobre xn [4]. Se usarmos a

Eq. (2.4), obtemos a seguinte equação de recorrência:

Pn(xn) =
∑
xn−1

Pn(xn|xn−1)Pn−1(xn−1). (2.6)

Dessa forma, dado P0(x0) e Pi(xi|xi−1) com i = 1, 2, . . . , n, Pn(xn) pode ser obtido em

qualquer instante [4].

A probabilidade condicional Pn+1(xn+1|xn) é interpretada como a probabilidade de

transição do estado xn para o estado xn+1. De forma geral, ela pode depender do instante

considerado. Ou seja, a probabilidade de transição entre dois estados poderia ser diferente

para cada instante de tempo. Contudo, considerando apenas processos Markovianos cujas

probabilidades de transição não variam no tempo, podemos escrever

Pn+1(xn+1|xn) = T (xn+1|xn) (2.7)
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e então a Eq. (2.6) se torna

Pn(xn) =
∑
xn−1

T (xn|xn−1)Pn−1(xn−1), (2.8)

ou de uma forma mais simpli�cada [4]

Pn(i) =
∑
j

T (i, j)Pn−1(j). (2.9)

A matriz T (i, j) é conhecida como Matriz Estocástica e a Eq. (2.9) como Cadeia de

Markov . Essa expressão será utilizada na próxima seção para o desenvolvimento da

Equação Mestra.

2.2 Equação Mestra

Considere a matriz estocástica T (i, j) de uma cadeia de Markov. Suponha que as

transições ocorram a cada intervalo de tempo τ e que a matriz estocástica seja dada por

T (i, j) = τW (i, j), i 6= j (2.10)

e

T (i, i) = 1− τΩ(i). (2.11)

Nas equações acima, W (i, j) é interpretada como a probabilidade de transição de j

para i por unidade de tempo, ou ainda, taxa de transição de j para i [4]. Já Ω(i) representa

uma probabilidade de não permanência em i por unidade de tempo. Suponha ainda que

τ seja pequeno de modo que a probabilidade de permanência no mesmo estado seja muito

próxima da unidade [4]. A probabilidade∑
j

T (j, i) = 1 (2.12)

implica

Ω(i) =
∑
j 6=i

W (j, i). (2.13)

Vamos examinar em seguida a evolução da probabilidade Pn(i) de o sistema estar no

estado i no n-ésimo intervalo de tempo, que escrevemos na forma

Pn+1(i) =
∑
j 6=i

T (i, j)Pn(j) + T (i, i)Pn(i) (2.14)
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ou ainda, usando as Eqs. (2.10) e (2.11) [4],

Pn+1(i) = τ
∑
j 6=i

W (i, j)Pn(j) + Pn(i)− τΩ(i)Pn(i). (2.15)

De�nindo a probabilidade de estado i no instante t = nτ por P (i, t) = Pn(i), então

P (i, t+ τ)− P (i, t)

τ
=
∑
j 6=i

W (i, j)P (j, t)− Ω(i)P (i, t). (2.16)

No limite τ → 0, o lado esquerdo se torna a derivada temporal de P (i, t) de modo que

dP (i, t)

dt
=
∑
j 6=i

W (i, j)P (j, t)− Ω(i)P (i, t). (2.17)

Usando a Eq. (2.13), podemos escrever ainda:

dP (i, t)

dt
=
∑
j 6=i

{W (i, j)P (j, t)−W (j, i)P (i, t)}. (2.18)

que é conhecida como Equação Mestra. Veja que agora o tempo aparece de forma contínua

na equação, contudo a variável espacial i permanece discreta.

2.3 Caminhante Aleatório Unidimensional

Na seção anterior, foi mostrada a derivação da Equação Mestra. Para isso, passamos

de uma descrição discreta do tempo para uma descrição contínua. Nessa seção, escolhemos

um problema simples conhecido como Caminhante Aleatório Unidimensional para ilustrar

a passagem de uma descrição discreta do espaço para uma descrição contínua.

Suponha uma partícula vinculada a se mover sobre uma reta. Inicialmente ela se

encontra na origem e então inicia seu movimento de tal forma que ela se move uma

distância δ para a direita com probabilidade p e para a esquerda com probabilidade

q = 1 − p [4]. Se tomarmos p = q = 1/2, obtemos o caso do caminhante aleatório

unidimensional isotrópico. Esse modelo é um bom exemplo, devido sua simplicidade,

para aplicarmos a equação mestra. Vamos, então, escrever a probabilidade de transição

do problema W (i, j). Antes disso, podemos escrever a probabilidade de encontrar uma

partícula no sítio i em um instante n como:

Pn(i) =
1

2
Pn−1(i+ 1) +

1

2
Pn−1(i− 1). (2.19)

Assim, a partir das Eqs. (2.9) e (2.10), podemos obter
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W (i, j) =
1

2τ
(δj,i+1 + δj,i−1) , (2.20)

onde δi,j é de�nida de tal forma que:

δi,j =

{
1 se i = j

0 se i 6= j

Dessa forma:
dP (i, t)

dt
=

1

2τ
[P (i+ 1, t)− 2P (i, t) + P (i− 1, t)] . (2.21)

Substituindo x = iδ, obtemos:

dP (x, t)

dt
=

1

2τ
[P (x+ δ, t)− 2P (x, t) + P (x− δ, t)] , (2.22)

No limite δ → 0, chegamos ao seguinte resultado

∂P (x, t)

∂t
= D

∂2P (x, t)

∂x2
. (2.23)

Onde

D = lim
τ→0
δ→0

δ2

2τ
.

A Eq. (2.23) corresponde a equação tradicional de difusão em uma dimensão. Uma solução

para essa equação pode ser obtida para o caso onde

P (x, t) = 0 quando x→ ±∞
P (x, t)

dx
= 0 quando x→ ±∞

e cuja condição inicial é P (x, t) = δ(x). Onde δ(x) é de�nido de tal forma que:

δ(x) =

{
∞ se x = 0

0 se x 6= 0

e ∫ ∞
−∞
δ(x)dx = 1.

Nesse caso, podemos aplicar a transformada de Fourrier em ambos os lados da Eq. (2.23)

e obter
dF{P}(k, t)

dt
= −Dk2F{P}(k, t). (2.24)

Cuja solução é

F{P}(k, t) =
1√
2π
e−Dk

2t. (2.25)
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uma vez que F{P}(k, 0) = 1√
2π

∫∞
−∞ P (x, 0)e−ikxdx = 1√

2π
. Aplicando a transformada

inversa obtemos:

P (x, t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

1√
2π
e−Dk

2teikxdk =
1

2π
e−

x2

4Dt

∫ ∞
−∞

e−Dt(k−
ix
2Dt)

2

dk. (2.26)

Dessa forma,

P (x, t) =
1√

4πDt
e−

x2

4Dt . (2.27)

O desvio quadrático médio pode, então, ser calculado diretamente por

〈x2〉 =

∫ ∞
−∞

x2
1√

4πDt
e−

x2

4Dtdx = 2Dt (2.28)

que é um resultado familiar [5, 6].

2.4 Criticalidade

Nessa seção, iremos analisar como fenômenos críticos aparecem na natureza e como

a física estatística tenta aborda-los. Na primeira subseção iremos fazer um breve resumo

histórico e conceitual sobre a teoria do fenômeno crítico e como exemplo de um modelo

que explica esses fenômenos abordaremos, na segunda subseção, o modelo de percolação.

2.4.1 A Teoria do Fenômeno Crítico

A teoria do fenômeno crítico tem uma longa história [7]. Desde muito tempo, as

pessoas já se preocupavam em classi�car diferentes materiais encontrados na natureza.

Essa classi�cação era feita de acordo com suas propriedades. Elas observavam que gases,

líquidos, e sólidos possuíam diferentes comportamentos. Atualmente, materiais normais

e super�uidos são identi�cados como estando em fases distintas, assim como há uma

distinção entre diferentes fases de materiais magnéticos, ferroelétricos entre outros [8].

Quando aumentamos a temperatura da água e mantemos sua pressão constante, ela

entra em ebulição em uma temperatura bem de�nida. Para cada valor de pressão existe

uma temperatura correspondente de transição. Assim, no diagrama temperatura-pressão

existe uma linha que representa essa transição. Na medida que se aumenta a temperatura

e a pressão ao longo dessa linha, a diferença entre a densidade do líquido e do vapor se

torna cada vez menor até que vai a zero em um valor bem de�nido de temperatura e

pressão [4]. É nesse valor de temperatura e pressão que temos o ponto crítico.

Vários outros fenômenos na natureza possuem um comportamento similar ao apresen-
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tado anteriormente. Um deles é o �uxo de um líquido ou um gás dentro de um meio poroso.

Esse fenômeno é conhecido como percolação e um modelo geométrico para estudá-lo será

apresentado na Seç. 2.4.2.

Historicamente, a primeira observação de um ponto crítico ocorreu no seculo XIX

quando Andrews [9] descobriu um ponto peculiar no plano temperatura-pressão do dió-

xido de carbono onde as características do líquido e do gás eram indistinguíveis. Trinta

anos depois, Pierre Curie [10] descobriu a transição ferromagnética do ferro e percebeu

a similaridade dos dois fenômenos [7]. Essa transição de fase pode ser observada quando

uma substância ferromagnética é aquecida e perde sua magnetização numa temperatura

bem de�nida. A partir dessa temperatura a substância se torna paramagnética [4].

Para estudar os fenômenos descritos acima, é interessante trazer a noção de parâmetro

de ordem, cuja propriedade mais importante é assumir valor nulo na fase desordenada e

valor não nulo na fase ordenada∗. No caso da transição líquido-vapor, ele pode ser de�nido

como a diferença entre as densidades do líquido e do vapor. No sistema ferromagnético,

podemos de�ni-lo simplesmente como a magnetização espontânea do sistema. Em ambos

os sistemas, o parâmetro de ordem se anula acima da temperatura crítica [4].

Apesar da teoria clássica das transições críticas de Landau não ter sido quantitativa-

mente bem sucedida, ela introduziu vários conceitos importantes. Uma das consequências

importantes da teoria de Landau é a existência de um parâmetro de ordem para qualquer

transição de fase [11]. Na teoria de Landau, o sistema sofre uma quebra de simetria es-

pontânea e uma consequente transição de fase associada a um parâmetro de ordem Ψ. A

transição é induzida por um parâmetro de controle p tal que, acima de um valor crítico pc,

o estado estacionário é desordenado (Ψ = 0) e que abaixo desse valor o estado estacionário

é ordenado (Ψ 6= 0) [4]. Em geral, nas vizinhanças da transição de fase, o parâmetro de

ordem pode ser escrito em termos do parâmetro de controle da seguinte forma

Ψ ∼ |p− pc|β (2.29)

Além disso, a suscetibilidade χ se comporta também como uma lei de potência

χ ∼ (p− pc)−γ (2.30)

Os expoentes β e γ são denominados expoentes críticos, contudo os valores de β e γ,

extraídos por meio da teoria de Landau não coincidem com os valores obtidos experimen-

talmente. Isso é explicado analisando a teoria de Landau como uma descrição aproximada

∗As vezes o parâmetro de ordem é de�nido como o contrário.
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Figura 1: Valores da suscetibilidade magnética, χ0, do Níquel obtidos experimentalmente
para diferentes valores de temperatura. O valor de χ0 foi medido em emu/g. Os resultados
mostrados na �gura acima foram obtidos em uma fonte externa [12].

dos fenômenos críticos [4].

Além dos expoentes relacionados a Ψ e χ é possível, ainda, de�nir outros expoentes

críticos. Um deles vem da expressão para o comprimento de correlação espacial que se

comporta da seguinte forma

ξ ∼ (p− pc)−η, (2.31)

Experimentalmente, se observa um comportamento para a suscetibilidade magnética da

seguinte forma forma [12]:

χ−10 ∼ (T − Tc)γ T > Tc (2.32)

ou seja, similar ao descrito anteriormente na Eq. (2.30), para T = p e Tc = pc. Onde T

é a temperatura do ímã e Tc é a temperatura crítica onde o ímã perde sua imantação.

Essa temperatura é conhecida como Temperatura de Curie. A Fig. 1 expressa essa depen-

dência observada experimentalmente para o Níquel, já a Fig. 2 mostra a dependência da

magnetização para o mesmo metal.

O interessante desses sistemas é que eles não possuem uma escala característica, ao

contrário de outros sistemas encontrados na natureza. Ou seja, �utuações de todas as

escalas de tamanho são importantes [14]. Essa característica é manifestada sob a forma

de leis de potência como a mostrada nas Eqs. (2.29) e (2.30), que são �assinaturas� de
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Figura 2: Valores da magnetização espontânea M do Níquel obtidos experimentalmente
para diferentes valores de temperatura. O valor deM foi medido em função da magnetiza-
ção inicial M0 e os de temperatura em função da Temperatura de Curie Tc. Os resultados
mostrados na �gura acima foram obtidos em uma fonte externa [13]. Nesse sistema, M
desempenha o papel do parâmetro de ordem Ψ.

um fenômeno crítico. Outro fator interessante, é que empiricamente pode-se classi�car

todos os sistemas críticos em classes de universalidades, onde seus integrantes possuem

os mesmos expoentes críticos [15].

2.4.2 Modelo de Percolação

Suponha um modelo bidimensional para estudar o �uxo em um meio poroso. Para

isso, imagine um quadrado subdividido em vários quadrados menores, como o mostrado

na Fig. 3. Isso é o que chamamos de rede quadrada e cada quadrado menor é o que

chamamos de sítio. Um sítio possui dois estados distintos, ocupado ou desocupado e

dois sítios são classi�cados como vizinhos quando eles compartilham um mesmo lado.

Quando observamos vários sítios vizinhos entre si dizemos que eles pertencem ao mesmo

aglomerado. O que mostramos na Fig. 3 é apenas uma representação do modelo de

percolação†. Na realidade, estamos interessados nas características desse modelo quando

o tamanho da rede é grande o su�ciente para desprezarmos os efeitos provocados pelos

sítios da fronteira, os chamados efeitos de borda [16] e outros efeitos de tamanho �nito.

†Por questões praticas, tratamos aqui apenas do modelo de percolação de sítio. Para um tratamento
mais aprofundado sobre percolação veja [16].
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Figura 3: Esboço do modelo de Percolação. Os quadrados menores representam os sítios.
Os pretos e os vermelhos são os ocupados e os brancos os desocupados. Os sítios vermelhos
representam os sítios que pertencem ao maior aglomerado da rede (i.e., o que possui mais
sítios).

Figura 4: Transição de fase do modelo de percolação. Na �gura, os sítios pretos e os ver-
melhos são ocupados e os brancos desocupados. Os sítios vermelhos representam os sítios
que pertencem ao maior aglomerado da rede. As �guras foram geradas a partir de uma
simulação de uma rede 200× 200 a medida que seus sítios eram ocupados aleatoriamente.
As �guras correspondem a p = 0.4, p = 0.5, p = 0.593, p = 0.7 e p = 0.8 da esquerda
para a direita.

Esse modelo possui duas fases distintas, uma onde existem vários aglomerados peque-

nos e uma onde existe na rede um aglomerado cujo tamanho é da ordem do tamanho do

sistema, como mostra a Fig. 4.

A transição dessas duas fases pode ser observada se estudarmos a probabilidade de

um sítio pertencer ao maior agregado da rede, Ψ, em função da fração de sítios ocupados,

p. Isso pode ser observado na Fig. 5.

Veja que, a medida que se aumenta o tamanho da rede, o curva se torna cada vez

mais descontinua por volta de p ≈ 0.593, valor o qual é conhecido como ponto crítico‡ de

percolação para essa rede [16].

De um modo geral, toda quantidade relacionada ao modelo de percolação é função

‡O ponto crítico na realidade depende de características geométricas da rede. O valor apresentado
aqui corresponde ao ponto crítico de percolação de sítios em uma rede quadrada. Para um tratamento
mais aprofundado sobre isso veja [16].
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Figura 5: Probabilidade de um sítio pertencer ao maior agregado da rede em função da
probabilidade de ocupação da rede. O resultado foi obtido através de uma média de 1000,
100 e 10 amostras para N = 20, N = 200 e N = 2000, respectivamente.

de p e depende de detalhes microscópicos do sistema, por exemplo, o número vizinhos

do sítio. Contudo, a maioria delas obedece leis de escala, próximo ao ponto crítico, que

são insensíveis à estrutura da rede e aos detalhes microscópicos. Dessa forma, podemos

escrever as principais leis de escala da seguinte forma [17]

Ψ(p) ∼ (p− pc)β, (2.33)

ξ(p) ∼ |p− pc|η, (2.34)

X(p) ∼ (p− pc)βBB . (2.35)

Ψ é o parâmetro de ordem, que já foi de�nido anteriormente, ξ é o comprimento de

correlação, e X que é a fração de sítios da espinha dorsal § [17]. Apesar dos expoentes

clássicos de percolação serem diferentes dos apresentados na seção anterior, esse modelo

pode ser comparado com o problema de transição de fase ferromagnética-paramagnética

apresentado anteriormente.

Devemos, porém, tomar alguns cuidados quando comparamos os parâmetros de ordem

nos dois casos. No caso apresentado na seção anterior, temos que para temperaturas

acima de um certa temperatura crítica Tc, o parâmetro de ordem é zero e para baixas

temperaturas ele é não nulo. O parâmetro de ordem para percolação, por outro lado é

§Essa quantidade corresponde a fração de sítios ocupados no aglomerado in�nito por onde o �uxo ou
a corrente passa efetivamente.
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Figura 6: Aglomerados de uma rede de percolação para p = pc. Na �gura aglomerados
diferentes foram representados com cores diferentes. Para desenhar essa �gura foi utilizada
uma rede 200× 200.

identi�cado como a probabilidade do sítio pertencer ao maior agregado da rede, que é zero

para p < pc e não nulo para p > pc. Assim, em analogia com transições térmicas devemos

tomar cuidado com o sinal, p − pc corresponde à Tc − T e não à T − Tc. Além disso, o

parâmetro de ordem no ferromagnetismo pode ter pelo menos duas direções, entretanto a

probabilidade Ψ tem uma direção única [16].

Outro fato interessante a respeito desse modelo é que no ponto crítico a rede possui

aglomerados de todos os tamanhos, como mostra a Fig. 6.

Na verdade, o número de aglomerados depende do tamanho do aglomerado, também,

de acordo com uma lei de potência [16]

N(s)p=pc ∼ s−τ , (2.36)

conforme mostra a Fig. 7. Onde s é o tamanho do aglomerado e τ é conhecido como

expoente de Fisher.
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Figura 7: Número de aglomerados de uma rede no ponto crítico em função do tamanho
do aglomerado. A �gura interior mostra o mesmo grá�co em log-log. A linha tracejada é
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Historicamente, o modelo de percolação foi primeiro estudado por Flory e Stockmayer

durante a segunda guerra mundial, quando eles estudavam um modelo pra descrever a

transição de solvente para gel [16]. Contudo, o início da teoria de percolação é normal-

mente associado às publicações de Broadbent e Hammersley em 1957 [18]. Apesar mais

de cinquenta anos desde a criação do modelo de percolação, esse assunto ainda é alvo de

publicações recentes [19, 20, 21].

2.5 Criticalidade Auto-organizada

É importante ressaltar que os sistemas descritos na seção anterior se tratam de proces-

sos no equilíbrio. Contudo, processos fora do equilíbrio são bastante comuns na natureza.

Um fato interessante sobre esses sistemas é a ocorrência comum de dois fenômenos. O pri-

meiro é um efeito espaço temporal conhecido com ruido 1/f ; o segundo está relacionado

à evolução de estruturas com propriedades auto-similares [1].

O ruido 1/f tem sido observado, por exemplo, na luz dos quazars [22], na intensidade

das manchas solares, na corrente através de resistores [23], no �uxo de areia de uma

ampulheta [24], no �uxo de rios como o Nilo [1] e até mesmo nos índices de preço de bolsas

de valores [25]. A Fig. 8 mostra a densidade de espectro de potência de um resistor.

Como vimos na Seç. 2.4.1, a presença de �utuações em lei de potência é observada na
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criticalidade. Ou seja, o sistema que apresenta essas �utuações provavelmente se encontra

no ponto crítico. Então a pergunta geral sobre esses sistemas é: Porque esses sistemas

se encontram naturalmente no ponto crítico? O que foi proposto por Bak, Tang e Wie-

senfeld [2] foi que existe um mecanismo natural que leva alguns sistemas dinamicamente

para o ponto crítico. Esse tipo de comportamento é o que �cou conhecido como critica-

lidade auto-organizada. Para explicar esse comportamento, eles propuseram um modelo

chamado pilhas de areia, que posteriormente �cou conhecido como modelo BTW que será

discutido na Seç. 2.5.2. Anteriormente, vamos discutir o modelo de Percolação Invasiva

por questões cronológicas.

2.5.1 Percolação Invasiva

Percolação invasiva se trata de um modelo criado para estudar o deslocamento de

um �uido por outro �uido em um meio poroso. Quando foi introduzido em 1983 por

Wilkinson e Willemsen [27], esse modelo contribuiu para a compreensão do processo de

deslocamento na produção de petróleo uma vez que se trata do modelo mais simples cuja

a frente de deslocamento do �uido não possui nem a forma nem sua dinâmica triviais [28].

Tanto o modelo de percolação tradicional quanto o modelo de percolação invasiva
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possuem características similares, uma delas é que ambos levam a formação de padrões

de auto-similares. No processo, existem dois �uidos, o �uido invasor que é injetado no

sistema e o �uido defensor que é extraído do sistema, de tal forma que o entendimento

da dinâmica das frentes de deslocamento é essencial para a compreensão do problema.

A dinâmica de um processo no qual um �uido como a água é injetado dentro de

um meio poroso pode ser bem complicada, porém se analisarmos apenas o caso onde

o �uido é injetado lentamente dentro do meio, podemos desprezar as forças viscosas e

considerar apenas as forças de capilaridade. Essas forças são maiores nos poros que

possuem canais mais estreitos, logo a dinâmica do processo é determinada pelo raio r do

poro. É interessante tanto do ponto de vista de um modelo teóricos simples como do ponto

de vista experimental representar os deslocamentos como uma série de avanços discretos

nos quais a cada passo de tempo a água desloca petróleo do menor poro disponível [28].

No modelo de Wilkinson e Willemsen [27], uma rede regular era simulada de tal

forma que os sítios e ligações representavam poros e canais que recebiam raios aleatórios.

Convencionalmente, os valores dos raios dos poros são estipulados de forma aleatória

dentro de um intervalo contínuo entre 0 e 1, e os canais mais propícios à invasão são

invadidos instantaneamente. Após isso, identi�cam-se os sítios de crescimento que são os

sítios que pertencem ao �uido defensor e fazem fronteira com o �uido invasor. A cada

passo de tempo, o sítio de crescimento de menor raio é invadido [28].

Outro fato que deve ser levado em consideração é o aprisionamento do �uido defensor

pelo �uido invasor. Isso ocorre quando o �uido invasor avança e cerca completamente

o �uido defensor. Como o petróleo é incompressível, o modelo de Wilkinson e Willem-

sen [27] possui uma regra que remove os sítios de crescimento da região completamente

cercada por �uido invasor da lista de sítios de crescimento. Essa regra proíbe a invasão

de regiões aprisionada de petróleo pela água, esse processo ocorre também no processo

real de extração de petróleo e dá origem do que é conhecido como �petróleo residual�, um

grande problema da indústria de petróleo [28].

Na Fig. 9, encontram-se os resultados de uma simulação de percolação invasiva reti-

rados de [28]. Como é indicado na legenda abaixo da �gura, cada cor representa sítios

adicionados em um intervalo de tempo t = 2121. O número de sítios do agregado �nal,

M(L), que pertencem a parte central L× L de uma rede L× 2L, escala com o tamanho

da rede [28] da seguinte forma:

M(L) ∼ LD, D ≈ 1.82, (2.37)
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Figura 9: Percolação invasiva com aprisionamento em uma rede 300 × 600. O �uido
invasor (colorido) entra pelos sítios no lado esquerdo e o defensor (branco) escapa pelo
lado direito. Durante o avanço, o invasor encontra o lado direito invadindo 31802 sítios.
Diferentes cores indicam sítios adicionados em intervalos de tempo t = 2121 sucessivos.
Os resultados foram extraídos de [28]

.

onde D é a dimensão fractal de M .

Podemos comparar esses resultados como os de percolação tradicional. Se �zermos

isso, vemos que os dois possuem algumas diferenças, a primeira é que nesse processo, não

existe análogo para probabilidade de ocupação e a segunda, é que percolação invasiva

é um processo dinâmico com uma sequência de�nida de sítios invadidos. Contudo, em

percolação tradicional, quando p = pc, o maior aglomerado também obedece a Eq. (2.37),

mas com uma dimensão fractal maior D = 91/48 ≈ 1.895 [28]. Caso a restrição da

incompressibilidade do �uido defensor seja removida, o valor de D para o processo de

percolação invasiva adquire o mesmo valor da dimensão fractal do maior agregado no

ponto crítico em Percolação tradicional. Dessa forma, o processo de percolação invasiva

pode ser compreendido como um processo dinâmico que leva o sistema a um estado que

possui características críticas. Essa seria, então, a primeira aparição de um modelo que

apresenta criticalidade auto-organizada.

2.5.2 Modelo BTW

O Modelo BTW, também conhecido como modelo de pilhas de areia, foi um modelo

criado para simular criticalidade auto-organizada proposto por Bak, Tang e Wintefeld [2]

em 1987. Para entender esse modelo vamos considerar o caso unidimensional onde h(n)

é um valor inteiro que representa a altura do n-ésimo sítio da pilha. Podemos de�nir um
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Figura 10: Esboço do modelo de pilhas de areia em uma dimensão. No caso mostrado
acima, a pilha correspondente a n = 4 excede o limiar zc = 1 e uma unidade de areia é
deslocada para a pilha inferior.

valor z(n) = h(n) − h(n + 1) como sendo a inclinação local da pilha. O sistema segue,

então, uma dinâmica que modela a metade de uma pilha de areia simétrica. A variável

z(n) evolui da seguinte forma:

z(n) → z(n)− 2,

z(n± 1) → z(n± 1) + 1, (2.38)

quando z(n) > zc. Isso corresponde a transferência de uma unidade de areia para a pilha

inferior, uma vez que

h(n) → h(n)− 1,

h(n+ 1) → h(n+ 1) + 1. (2.39)

Veja que o limiar zc corresponde ao que seria a tangente do angulo crítico em uma pilha

real. Inicialmente, o sistema é colocado em uma estado onde z(n)� zc e então evolui de

acordo com a Eq. (2.38) até que o sistema esteja em equilíbrio. Um esboço do modelo

é mostrado na Fig. 10. O sistema tem então sua condição de equilíbrio testada e uma

série de análises é feita a respeito da resposta do sistema ao teste realizado. Segundo

Bak [1], o modelo unidimensional é interessante do ponto de vista conceitual, contudo

o estado estacionário é crítico apenas em um sentido restrito. Um comportamento bem

mais interessante é observado em duas dimensões.

O modelo bidimensional de pilhas de areia é semelhante apresentado anteriormente,
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e a inclinação local da pilha segue a seguinte dinâmica:

z(x, y) → z(x, y)− 4,

z(x, y +−1) → z(x, y +−1) + 1,

z(x+−1, y) → z(x+−1, y) + 1, (2.40)

quando z(x, y) > zc. Aqui z representa a soma da diferença entre as alturas das pilhas

nas duas direções [1]. Partindo de uma con�guração z(x, y) � zc análoga ao modelo

unidimensional com as seguintes condições de contorno:

z(0, y) = z(x, 0) = z(N, y) = z(x,N) = 0 (2.41)

e perturbando o sistema através da adição de unidades de areia ao sistema

z(x− 1, y) → z(x− 1, y)− 1,

z(x, y − 1) → z(x, y − 1)− 1,

z(x, y) → z(x, y) + 2, (2.42)

o sistema atinge uma dinâmica estacionária equivalente a partir de uma superfície reta

z = 0 perturbando o sistema através da adição de uma unidade de inclinação ao sistema [1]

z(x, y)→ z(x, y) + 1. (2.43)

O modelo descrito pela dinâmica mostrada nas Eqs. (2.40) e (2.43) evolui de tal forma

que no estado de equilíbrio várias leis de potência se manifestam. Os grá�cos mostrados

na Fig. 11 mostram a distribuição de tamanhos de avalanches e a distribuição de tempos

de vida das avalanches para esse caso.

Pode-se também analisar o espectro de potência do modelo, que é obtido a partir do

ruído gerado pela superposição incoerente das dissipações de todas as avalanches [1]. A

densidade de espectro apresenta uma dependência do tipo 1/fα que de acordo com Per

Bak et al. é consequência das leis de potência mostradas na Fig. 11. De acordo com

Bak et al. [2], seu modelo de pilhas de areia mostra a relação estreita entre a emergência

de um ruido rosa, um outro nome para o ruído 1/f falado na Seç. 2.5, e a formação de

estruturas fractais. O espectro de potência para o modelo é mostrado na Fig. 12.

Outro fato interessante é que o modelo BTW, na realidade, pode ser visto como um

modelo de difusão não linear. Observe que a Eq. (2.40) de�ne como a inclinação se difunde

ao longo da pilha de areia, e que essa difusão depende do grau de inclinação local da pilha
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Figura 11: O grá�co da esquerda representa a distribuição de tamanho de aglomerados de
escorregamento. O resultado foi obtido fazendo uma média entre 500 redes de tamanho
50 × 50. A linha tracejada é uma linha reta com inclinação −0.98. O grá�co da direita
representa a distribuição de tempos de vida pesados pela resposta média s/t. O resultado
foi obtido fazendo uma média entre 500 redes de tamanho 50 × 50. A linha tracejada
é uma linha reta com inclinação −0.45. Para gerar esses resultados foram utilizadas
perturbações do tipo mostrado na Eq. (2.43).

de uma forma não linear. Embora essa análise qualitativa seja fácil, a obtenção de uma

equação de difusão para o modelo não é nada simples. Na seção seguinte, veremos que

existem modelos onde isso é possível.
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Figura 12: O grá�co a esquerda corresponde ao ruído gerado pela superposição incoerente
da dissipação das avalanches e a direita a densidade de espectro de potência do grá�co
da esquerda. O ruído mostrado no grá�co da esquerda é conhecido como ruído rosa ou
ruído 1/f .

2.5.3 Modelo dos Desníveis

O Modelo dos Desníveis é um modelo baseado no Modelo BTW apresentado na

Seç. 2.5.2. Nesse modelo, um desnível é de�nido como qualquer sítio i onde a incli-

nação é inferior a um certo limiar. Carlson et al. [29] mostraram que as avalanches são

aniquiladas nos desníveis, e esses acabam funcionando como paredes de domínio para o

sistema. A dinâmica desses desníveis é governada por um conjunto simples de regras que

reproduzem qualitativamente características do Modelo BTW [29].

Um caso interessante do Modelo de Desníveis foi apresentado por Carlson et al. em [3].

Esse modelo consiste em uma rede unidimensional deNs sítios, onde cada sítio possui valor

de altura h(i) inteiro não negativo. Uma vez de�nido um valor positivo �xo hc, o sistema

então evolui com a seguinte dinâmica: Se h(i) ≥ hc então, com taxa 1, h(i)→ h(i)− 1 e

h(j) → h(j) + 1, onde j é o próximo sítio j > i com h(j) < hc. O mesmo ocorre, com a

mesma taxa de transição, para j < i [3].

As condições de contorno do problemas são impostas de tal forma que o sistema

é aberto do lado direito e fechado do lado esquerdo. Além disso, grãos são injetados

na borda direita com taxa α e instantaneamente saltam para o primeiro sítio j com

h(j) < hc. Como con�gurações com h(i) < hc − 1 ou h(i) > hc são transientes para

qualquer i, cada sítio pode está em apenas dois estados: h(i) = hc e h(i) = hc − 1.

Fazendo hc = 1 obtemos um modelo de dois estados, onde só temos dois valores para

os sítios 1 (ocupado) e 0 (vazio) [3]. Nesse caso, a dinâmica do sistema é seguinte: Os

1s saltam com taxa 1 para o primeiro 0 à direita ou à esquerda. Os 1s caem na lateral
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Figura 13: Esboço do modelo de dois níveis. Os sítios com um circulo dentro representam
os sítios ocupados e os vazios representam os desocupados. As unidades de areia �saltam�
de um sítio até o próximo sítio desocupado á direita e a esquerda com taxa 1. Na �gura
acima, a curva ρ(x) representa qualitativamente o per�l de densidade.

direita e são bloqueados na lateral esquerda. Além disso, areia é injetada no primeiro

sítio com taxa α e é instantaneamente transmitida até o próximo sítio vazio à direita [3].

Um esboço desse modelo é mostrado na Fig. 13.

A vantagem de trabalhar com o modelo descrito acima é que um limite contínuo pode

ser obtido [3]. Para isso, vamos inicialmente escrever a probabilidade de um sítio está

ocupado que é dado por:

Pn+1(i) =
∑
j 6=i

1

2
Pi,j−1Pn(j)[1− Pn(i)] + Pn(i)−

∑
j 6=i

1

2
Pi,j−1Pn(i)[1− Pn(j)]. (2.44)

Onde Pi,j está relacionado com a probabilidade de vários sítios consecutivos estarem

ocupados e pode ser escrita da seguinte forma

Pi,j =



j∏
k=i+1

Pn(k) se j > i,

j∏
k=i−1

Pn(k) se j < i,

1 se j = i.

(2.45)

Veja que a probabilidade do sistema se encontrar em um determinado estado no

instante n + 1 só depende do estado do sistema no instante n. Nesse caso, estamos

lidando com um processo Markoviano. Assim, comparando as Eqs. (2.44) e (2.9) obtemos

T (i, j) =


1

2
Pi,j−1[1− Pn(i)] se j 6= i,

1−
∑
j 6=i

1

2
Pi,j−1[1− Pn(j)] se j = i.

(2.46)
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e então a partir da Eq. (2.10) obtemos

W (i, j) =
T (i, j)

τ
=

1

2τ
Pi,j−1[1− Pn(i)], i 6= j (2.47)

Considerando a densidade média de partículas ρi(t) numericamente igual a probabi-

lidade Pn(i) de encontrar uma partícula em um sítio i no instante t = nτ , podemos obter

equação mestra para o modelo através das Eqs. (2.47) e (2.18)¶,

∂ρi
∂t

=
∑
j 6=i

{
1

2τ
Pi,j−1(1− ρi)ρj −

1

2τ
Pj,i−1(1− ρj)ρi

}
, (2.48)

onde Pi,j−1 é escrito agora em termos ρ em vez de P . A equação acima pode, ainda, ser

escrita de forma mais explicita da seguinte forma

∂ρi
∂t

=
1

2τ

Probabilidade
do sítio está vazio︷ ︸︸ ︷

(1− ρi)

Probabilidade de uma partícula
saltar para o sítio i︷ ︸︸ ︷[

∞∑
k=1

k∏
j=1

ρi+j︸ ︷︷ ︸
Probabilidade

de vir da direita

+
∞∑
k=1

k∏
j=1

ρi−j︸ ︷︷ ︸
Probabilidade

de vir da esquerda

]

− 1

2τ

Probabilidade
do sítio está
ocupado︷︸︸︷
ρi

Probabilidade da partícula
em i saltar para outro sítio︷ ︸︸ ︷[

∞∑
k=1

(1− ρi+k)
k−1∏
j=1

ρi+j︸ ︷︷ ︸
Probabilidade

de ir para a direita

+
∞∑
k=1

(1− ρi−k)
k−1∏
j=1

ρi−j︸ ︷︷ ︸
Probabilidade

de ir para a esquerda

]
. (2.49)

Os dois primeiros somatórios mostrados na equação acima estão relacionados à pro-

babilidade de uma partícula saltar de um sítio a direita e a esquerda respectivamente

para a sítio i, já os dois últimos estão relacionados à probabilidade de uma partícula

no sítio i saltar para para a direita ou para a esquerda respectivamente. Veja que os

produtórios aparecem devido a probabilidade da ocorrência dos saltos estar relacionada

com a probabilidade de vários sítios estarem ocupados consecutivamente, e os somatórios

devido aos diversos tamanhos de saltos possíveis. Os somatórios da Eq. (2.49) podem

ser desenvolvidos e podemos, então, obter a equação de difusão para o modelo de forma

similar ao que foi feito na Seç. 2.3. A equação que obtemos‖ é

∂ρ

∂t
= D

∂

∂x

[
(1 + ρ)

(1− ρ)3
∂ρ

∂x

]
. (2.50)

¶Observe que em [3] a forma como se obtém Eq. (2.50) é diferente.
‖O desenvolvimento dessa equação se encontra no Apêndice A.
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O limite entre o caso discreto e o contínuo é feito considerando o espaçamento δ = 1/Ns

e x = iδ. De�nimos também D de forma análoga ao que foi feito na Seç. 2.3:

D = lim
τ→0
δ→0

δ2

2τ
.

No caso estacionário, temos

d

dx

(
1 + ρ

(1− ρ)3
dρ

dx

)
= 0 ⇒ 1 + ρ

(1− ρ)3
dρ

dx
= C1.

De�nindo

I(ρ) =

∫ ρ

0

1 + u

(1− u)3
=

ρ

(ρ− 1)2
,

temos
dI

dρ

dρ

dx
= C1 ⇒ dI

dx
= C1 ⇒ ρ

(ρ− 1)2
= C1x+ C2.

Assim,

(C1x+ C2)ρ
2 − [2(C1x+ C2)− 1]ρ+ (C1x+ C2) = 0.

Cuja solução é dada por:

ρ(x) = 1 +
1±

√
4(C1x+ C2) + 1

2(C1x+ C2)
. (2.51)

Para Ns grande, podemos escrever as condições de contorno descritas anteriormente

da seguinte forma [3],

ρ(1) = 0 (sistema aberto),

ρ′(0)D(ρ(0)) = −αNs (�uxo constante em x=0). (2.52)

Onde

D(ρ) = D
1 + ρ

(1− ρ)3
.

Aplicando as condições do contorno mostradas na Eq. (2.52) na Eq. (2.51), obtemos uma

solução estacionária para o problema:

ρNs(x) = 1 +
1−

√
4αNs(1− x) + 1

2αNs(1− x)
. (2.53)

Apesar da Eq. (2.50) ter sido deduzida para um sistema in�nito, ela concorda muito bem

com os resultados numéricos, conforme mostra a Fig. 14.

As relações de escala podem ser obtidas a partir de algumas considerações: O espaça-

mento entre dois sítios δ escala como δ ∼ N−1s . A densidade média 〈ρNs〉 =
∫ 1

0
ρNs(x)dx
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Figura 14: Per�l de densidade numérico (linha sólida) e analítico (linha tracejada). O
resultado analítico é obtido através da Eq. (2.53) com α = 1, enquanto o resultado
numérico foi obtido através da média temporal dos h(i). Para gerar essa �gura, foi
utilizado Ns = 10000 e a média temporal foi feita em 1000000 passos de tempo.

converge para o ponto ρ = 1 uma vez que 〈ρNs〉 ∼ 1 − 2/
√
αNs no limite onde Ns

muito grande. Assim, a densidade média de zeros ρ0(Ns) = 1 − 〈ρNs〉 escala como

ρ0(Ns) ∼ 2/
√
αNs [3]. Dessa forma, a densidade de saltos pode ser aproximada assu-

mindo o produto medido localmente. No sistema descrito anteriormente, a probabilidade

de uma partícula saltar k < Ns sítios em um evento é [3]

P (k,Ns) = [1− ρ0(Ns)]
k−1ρ0(Ns). (2.54)

Como ρ0(Ns) = 2/
√
αNs, a distribuição de eventos irá escalar com o número de sítios.

Assim, da Eq. (2.54), obtemos:

P (k,Ns) = N−βs g(k/N ν
s ), (2.55)

onde

g(z) =
2√
α
e
− 2√

α
z (2.56)

e β = ν = 1/2 [3]. Veja que a expressão está aproximadamente de acordo com o que é

encontrado numericamente [3], conforme mostra Fig. 15.

Observe que, nesse modelo, os saltos são como uma perturbações que se propagam

por todos os sítios desde o ponto de origem até o ponto de destino do salto. Dessa forma,

um salto corresponde a uma avalanche. Apesar da distribuição de saltos não ser uma lei
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Figura 15: Per�l de densidade de saltos numérico para diferentes valores de Ns. O grá�co
interno mostra a transformação de escala dos resultados numéricos. A transformação de
escala utilizada corresponde a Eq. (2.55) com β = ν = 1/2. A linha tracejada corresponde
a curva universal apresentada na Eq. (2.56).

de potência, Carlson et al. utiliza o fato de seu modelo apresentar invariância de escala

observada por meio da transformação de escala Eq. (2.55) no estado estacionário para

concluir que seu modelo é criticamente auto-organizado.
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3 MODELO DOS DESNÍVEIS
CONFINADO

Nesse capítulo, iremos discutir uma variação do modelo mostrado na Seç. 2.5.3 com

inclusão de um con�namento devido a um potencial externo. Posteriormente, iremos fazer

uma série de análises sobre esse novo modelo.

3.1 Descrição do Modelo

O modelo consiste em uma rede unidimensional onde cada sítio possui valor de altura

h(i), que só pode assumir valores 0 ou 1, e um potencial Ui que assume valores reais.

A dinâmica do modelo é semelhante ao caso mostrado anteriormente. A cada passo de

tempo, as partículas se movem para a direita ou para a esquerda até o primeiro sítio vazio.

O sistema inicialmente parte de uma con�guração onde N partículas são injetadas

aleatoriamente numa rede de tamanho Ns � N . Após isso, a dinâmica do sistema segue

conforme foi descrito anteriormente sem que nenhuma outra partícula seja injetada no

sistema. A in�uência do potencial externo é introduzida nesse modelo de forma análoga

ao que ocorre no algorítimo de Metropolis. Ou seja, transições de um sítio i para um sítio

j são aceitas se Ui > Uj e quando Ui < Uj as transições são aceitas com probabilidade

e−β(Uj−Ui), conforme mostra a Fig. 16:
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Figura 16: Esboço do modelo de dois estados. Esse modelo é uma variação do modelo de
Calrson no qual a partícula vai para direita ou para a esquerda e cujos saltos são aceitas
se Ui > Uj e quando Ui < Uj as transições são aceitas com probabilidade e−β(Ui−Uj).

3.2 Equação de Difusão

De forma análoga ao que foi visto na Seç. 2.5.3, vamos inicialmente escrever a proba-

bilidade de um sítio está ocupado num tempo n+ 1 que é dado por:

Pn+1(i) =
∑
j 6=i

1

2
Pi,j−1Pn(j)[1− Pn(i)] min(1, e−β(Ui−Uj)),

+ Pn(i)−
∑
j 6=i

1

2
Pi,j−1Pn(i)[1− Pn(j)] min(1, e−β(Uj−Ui)). (3.1)

Onde Pi,j está relacionado com a probabilidade de vários sítios consecutivos estarem

ocupados e pode ser escrita da seguinte forma

Pi,j =



j∏
k=i+1

Pn(k) se j > i,

j∏
k=i−1

Pn(k) se j < i,

1 se j = i.

(3.2)

Comparando as Eqs. (3.1) e (2.9) obtemos

T (i, j) =


1

2
Pi,j−1[1− Pn(i)] min(1, e−β(Ui−Uj)) se j 6= i,

1−
∑
j 6=i

1

2
Pi,j−1[1− Pn(j)] min(1, e−β(Uj−Ui)) se j = i.

(3.3)

e então a partir da Eq. (2.10) obtemos

W (i, j) =
T (i, j)

τ
=

1

2τ
Pi,j−1[1− Pn(i)] min(1, e−β(Ui−Uj)), i 6= j. (3.4)
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Considerando a densidade média de partículas ρi(t) numericamente igual a probabi-

lidade Pn(i) de encontrar uma partícula em um sítio i no instante t = nτ , podemos obter

equação mestra para o modelo através das Eqs. (3.4) e (2.18),

∂ρi
∂t

=
∑
j 6=i

{
1

2τ
Pi,j−1(1− ρi) min(1, e−β(Ui−Uj))ρj

− 1

2τ
Pj,i−1(1− ρj) min(1, e−β(Uj−Ui))ρi

}
, (3.5)

onde Pi,j−1 é escrito agora em termos ρ em vez de P . A equação acima pode, ainda, ser

escrita de forma mais explicita da seguinte forma

dρi
dt

=
1

2τ

Probabilidade
do sítio está vazio︷ ︸︸ ︷

(1− ρi)

[ Probabilidade
de vir da direita︷ ︸︸ ︷

∞∑
k=1

min(1, e−β(Ui−Ui+k))
k∏
j=1

ρi+j

+
∞∑
k=1

min(1, e−β(Ui−Ui−k))
k∏
j=1

ρi−j︸ ︷︷ ︸
Probabilidade

de vir da esquerda

]



Probabilidade
de uma
partícula
saltar para
um sítio i

− 1

2τ

Probabilidade
do sítio está
ocupado︷︸︸︷
ρi

[ Probabilidade
de ir para a direita︷ ︸︸ ︷

∞∑
k=1

(1− ρi+k) min(1, e−β(Ui+k−Ui))
k−1∏
j=1

ρi+j

+
∞∑
k=1

(1− ρi−k) min(1, e−β(Ui−k−Ui))
k−1∏
j=1

ρi−j︸ ︷︷ ︸
Probabilidade

de ir para a esquerda

]
.



Probabilidade
de uma

partícula em i
saltar para
outro sítio

(3.6)

Os dois primeiros somatórios mostrados na equação acima estão relacionados a probabi-

lidade de uma partícula saltar de um sítio a direita e a esquerda respectivamente para

a sítio i, já os dois últimos estão relacionados a probabilidade de uma partícula no sí-

tio i saltar para a direita ou para a esquerda respectivamente. Veja que os produtórios

aparecem devido a probabilidade da ocorrência dos saltos estar relacionada com a pro-

babilidade de vários sítios estarem ocupados consecutivamente, e os somatórios devido

aos diversos tamanhos de saltos possíveis. O termo min(1, e−β(Ui+k−Ui)) multiplicando os

produtórios representam a probabilidade do salto ser aceito. Os somatórios da Eq. (3.6)

podem ser desenvolvidos e podemos, então, obter a equação de difusão para o modelo de
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forma similar ao que foi feito na Seç. 2.3. A equação que obtemos∗ é

∂ρ

∂t
= D

∂

∂x

(
1 + ρ

(1− ρ)3
∂ρ

∂x
+ β

(1 + ρ)

(1− ρ)2
ρ
dU

dx

)
. (3.7)

onde de�nimos D de forma análoga ao que foi feito nas Seçs. 2.3 e 2.5.3:

D = lim
τ→0
δ→0

δ2

2τ
.

Veja que fazendo U(x) = cte na Eq. (3.7) chegamos a Eq. (2.50) da Seç. 2.5.3, como era

de se esperar.

3.3 Solução Estacionária

A partir da equação de difusão do modelo podemos escrever uma solução para o caso

estacionário. Nesse caso, ∂ρ
∂t

= 0 e a equação acima pode ser escrita da seguinte forma:

d

dx

(
1 + ρ

(1− ρ)3
dρ

dx
+ β

(1 + ρ)

(1− ρ)2
ρ
dU

dx

)
= 0,

1 + ρ

(1− ρ)3
dρ

dx
+ β

(1 + ρ)

(1− ρ)2
ρ
dU

dx
= C,

onde C é uma constante a ser de�nida pelas condições de contorno do problema. Se

considerarmos que não há partículas nem �uxo no in�nito, temos,

∂ρ

∂x

∣∣∣∣
x→∞

= 0; ρ(x→∞) = 0. (3.8)

Nesse caso, C = 0. Dessa forma, chegamos a seguinte equação

1 + ρ

(1− ρ)3
dρ

dx
+ β

(1 + ρ)

(1− ρ)2
ρ
dU

dx
= 0,

1

ρ (1− ρ)

dρ

dx
= −βdU

dx
.

De�nindo

I(ρ) =

∫ ρ

1/2

1

u(1− u)
du = ln

(
u

u− 1

)∣∣∣∣ρ
1/2

= ln

(
ρ

1− ρ

)
, (3.9)

∗O desenvolvimento dessa equação se encontra no Apêndice B.
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temos

dI

dρ

dρ

dx
=

dI

dx
= −βdU

dx
,

I = −β(U(x) + µ),

ln

(
ρ

1− ρ

)
= −β(U(x) + µ),

1− ρ
ρ

= eβ(U(x)+µ)

e então podemos escrever

ρ(x) =
1

1 + eβ(U(x)+µ)
, (3.10)

onde µ é uma constante de integração.

3.4 Resultados e Discussões

No caso de um potencial U(x) simétrico, é de se esperar que a Eq. (3.10) seja válida

também. Dessa forma, em um sistema onde não há acréscimo de partículas o valor de µ

seria determinado pelo número total de partículas N .

Uma forma de comparar o caso discreto com o contínuo é considerar δ = 1/N . Nesse

caso, µ pode ser obtido pela seguinte equação transcendental∫ ∞
−∞

ρ(x)

δ
dx =

∫ ∞
−∞

1

δ

1

1 + eβ(U(x)+µ)
dx = N (3.11)

Assim como na seção anterior, a solução contínua corresponde a média temporal do modelo

discreto. Para uma análise dos resultados, resolvemos considerar por hora um potencial

U(x) = Kx2 e β = 1. A Fig. 17 mostra os resultados numéricos do modelo descrito nessa

seção quando consideramos δ = 1/N .

Na Fig. 17, o valor de K foi mantido constante. Veja que não há variação muito

grande dos per�s de densidade para esse caso. A Fig. 18 mostra a concordância entre

o resultado analítico e o numérico para os per�s de densidade e a dependência ρ com

relação a K. Veja que, na medida que se aumenta o con�namento K a densidade tende a

aumentar na região central do grá�co e diminuir na região periférica. Esse comportamento

é esperado, contudo isso deve trazer consequências interessantes, uma vez que a Eq. (3.7)

possui singularidades em ρ = 1.

Algo notável que se observa é a distribuição de saltos N (s), de�nida como a probabi-

lidade de se ter um salto de tamanho s num passo de tempo. O comportamento de N (s)
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Figura 17: Per�s de densidade numérico para K = 20 e diferentes valores de N . Do
grá�co de cima para o de baixo, mostramos a correspondência entre o modelo discreto e
a aproximação do contínuo, onde ρ(x) ≈ 〈hi〉 e x ≈ (i−Ns/2)/N .

é mostrado na Fig. 19.

O que se observa é uma variação bastante drástica no comportamento de N (s) quando

se muda a intensidade do con�namento K. Quando K é pequeno, a dinâmica do processo

leva a uma distribuição exponencial de saltos assim como no caso mostrado na Fig. 15 da

Seç. 2.5.3. Quando se aumenta o potencial, é esperada uma diminuição no número total

de saltos aceitos por unidade de tempo, uma vez que isso reduz o fator de Boltzmann,

contudo a probabilidade de se ter saltos maiores aumenta, conforme mostra a Fig. 19.

Outro fato interessante é que o per�l de densidade não sofre uma alteração muito grande

quando mantemos o K constante e variamos N , conforme mostra a Fig. 17, contudo N (s)

parece depender de N fortemente.

Vamos, agora, analisar o problema da seguinte forma: Se levarmos em conta apenas

a contribuição de ρ na distribuição de tamanhos de saltos, chegaremos a conclusão de

que um aumento no valor de K leva ao favorecimento de saltos maiores, uma vez que

aglomeramos as partículas. Contudo, isso não é de todo verdade, uma vez que saltos de

tamanho intermediário são recusados com mais facilidade, além de existir um limite para

o tamanho do salto que não pode exceder o número de partículas. Agregados a esses dois

fatores, temos ainda que o número total de saltos aceitos por unidade de tempo, Nτ , tem
que diminuir uma vez que aumentando K diminuímos a probabilidade de saltos serem

aceitos, conforme mostra a Fig. 20.
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Figura 18: Per�s de densidade numérico e semi-analítico do modelo descrito anterior-
mente. O resultado numérico (símbolos) foi obtido através da média temporal do modelo
de dois estados para N = 200. As setas mostram a variação no comportamento dos grá�-
cos quando se aumenta o valor de K. O resultado semi-analitico (linha sólida) foi obtido
variando µ na Eq. (3.10) até que a Eq. (3.11) fosse satisfeita.

Podemos, então, observar dois comportamentos. O primeiro ocorre quando aumentar

K corresponde a aglomerar partículas, favorecer saltos maiores e diminuir o número total

de saltos aceitos. O segundo corresponde a proibir os saltos de tamanhos intermediários

e diminuir o número total de saltos aceitos. O primeiro comportamento é predominante

quando K é pequeno, uma vez que é mais fácil aglomerar partículas. Já o segundo é

predominante quando K é grande, as partículas estão muito aglomerados e se torna difícil

aglomerá-las mais ainda.

É então de se esperar que exista um Kc intermediário onde os dois comportamentos

aparecem e se somam de uma forma ótima, de tal forma que os saltos que são favorecidos

pelo primeiro comportamento são recusados pelo segundo. Isso faz com que a taxa com

que os saltos são recusados seja máxima em Kc. Podemos então obter Kc através do

grá�co mostrado na Fig. 21.

Como foi visto, a distribuição de saltos não tem um comportamento trivial com relação

ao con�namento, de tal forma que a obtenção de uma expressão para ela é uma tarefa

não menos complicada. Podemos em primeira analise escrever a probabilidade de uma
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Figura 19: Per�s de distribuição de saltos numérico para diferentes valores de K. O
resultado foi obtido através da média temporal do modelo de dois estados para N = 200.
As setas mostram a variação no comportamento dos grá�cos quando se aumenta o valor
de K.

partícula no sítio i dar um salto de tamanho s como:

P (i, s) =
1

2
ρi

[
(1− ρi+s) min(1, e−β(Ui+s−Ui))

s−1∏
j=1

ρi+j + (1− ρi−s) min(1, e−β(Ui−s−Ui))
s−1∏
j=1

ρi−j

]
,

(3.12)

e então a distribuição de tamanhos de saltos seria:

N (s) =
∑
i

P (i, s), (3.13)

onde o somatório em i é feito em todos os sítios. Veja que a forma como o potencial

interfere no cálculo de N (s) não é clara. Contudo, a Fig. 19 mostra um caso onde N (s)

se comporta de forma similar a uma lei de potência para K = Kc. Ou seja, esse Kc é um

valor especí�co deK onde o sistema atinge o regime invariante de escala. A Fig. 22 mostra

esse mesmo caso e a concordância entre o resultado numérico e semi-analítico obtido por

meio das Eqs. (3.12) e (3.13) aplicadas nos valores de ρi obtidos numericamente.

Se obtermos os valores de Kc para diferentes valores de N através do grá�co mostrado

na Fig. 21, podemos observar o comportamento em lei de potência falado anteriormente,

para diferentes valores de N , conforme mostra a Fig. 23. Apesar do formato das distri-

buições de saltos serem parecidos quando K = Kc os per�s de densidade são um pouco

diferentes conforme mostra a Fig. 23. Os per�s de densidade concordam melhor quando
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Figura 20: Fração de saltos aceitos por unidade de tempo em função de K. Como é de se
esperar Nτ diminui na medida que K aumenta, uma vez que �ca mais fácil saltos serem
recusados.

o valor de K é �xo, mostrado na Fig. 17 , o que não é o caso uma vez que Kc depende de

N .

O grá�co da Fig. 24 mostra uma transformação de escala que leva ao colapso das

curvas apresentadas na Fig. 23 em uma curva que se assemelha muito com uma lei de

potência de expoente -1. Isso nos leva a concluir que nosso modelo apresenta invariância

de escala. Esse modelo, contudo, não é criticamente organizado, uma vez que o regime

invariante de escala só é atingido a partir do ajuste do parâmetro K.
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tracejada). A simulação corresponde a N = 200 e K = Kc. O per�l semi-analítico foi
obtido por meio das Eqs. (3.12) e (3.13) aplicadas nos valores de ρi obtidos numericamente.
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4 CONCLUSÃO

Nesse trabalho, estudamos como a introdução de um potencial con�nante no Modelo

de Desníveis altera a dinâmica do problema. A equação de difusão que encontramos para

o nosso modelo é similar a encontrada para o Modelo de Desníveis tradicional adicionada

de um termo proporcional à força devido ao con�namento.

A solução estacionária para o per�l de densidade que encontramos concorda �elmente

com as simulações computacionais, o que nos dá indícios de que as aproximações que

tomamos valem para o caso estudado. Além disso, os per�s de distribuição de tamanhos de

saltos mostram que existem valores de con�namento dependentes do número de partículas,

os quais a distribuição de tamanhos de saltos parecem seguir uma lei de potência com

expoente aproximadamente igual a -1.

Transformações de escala nos mostram que essas curvas podem ser colapsadas em uma

curva universal. Isso nos leva a crer que nosso modelo apresenta invariância de escala.

Apesar de possuir características similares ao modelo de Desníveis tradicional, o nosso

modelo necessita de um parâmetro externo para atingir um regime invariante de escala.

Como perspectivas desse trabalho, podemos destacar o desenvolvimento da expressão

analítica para o per�l de densidade de saltos, que pode nos dar um melhor entendimento

do porquê da emergência desse estado invariante de escala. Além disso, seria interessante

estendermos nosso modelo para duas dimensões. Uma outra perspectiva seria analisar

cuidadosamente se o modelo apresentado possui transição de fase. Caso ele apresente,

poderíamos encontrar um parâmetro de ordem adequado.
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APÊNDICE A -- Desenvolvimento da Equação

de Difusão para o Modelo de

Desníveis

Iremos agora desenvolver a equação de difusão para o Modelo de Desníveis. Conforme

vimos na Seç. 2.5.3, a equação mestra do modelo é dada por

∂ρi
∂t

=
1

2τ
(1− ρi)

[
∞∑
k=1

k∏
j=1

ρi+j +
∞∑
k=1

k∏
j=1

ρi−j

]

− 1

2τ
ρi

[
∞∑
k=1

(1− ρi+k)
k−1∏
j=1

ρi+j +
∞∑
k=1

(1− ρi−k)
k−1∏
j=1

ρi−j

]
. (A.1)

Se agruparmos os termos semelhantes,

∂ρi
∂t

=
1

2τ

∞∑
k=1

[
k∏
j=1

ρi+j +
k∏
j=1

ρi−j − ρi

[
k−1∏
j=1

ρi+j +
k−1∏
j=1

ρi−j

]]
, (A.2)

onde o primeiro termo corresponde a probabilidade de uma partícula chegar no sítio i e

o segundo a probabilidade de uma partícula sair do sítio i. Para facilitar podemos de�nir

S±k =
k∏
j=1

ρi±j. (A.3)

Agrupando os termos na Eq. (A.2), obtemos:

∂ρ

∂t
=
D

δ2

∞∑
k=1

[
S+
k + S−k − ρ

[
S+
k−1 + S−k−1

]]
. (A.4)

onde de�nimos D de forma análoga ao que foi feito nas Seçs. 2.3 e 2.5.3:

D = lim
τ→0
δ→0

δ2

2τ
.
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Agora, podemos expandir ρi±k em torno de ρ(x) = ρi, obtendo:

ρi±k = ρ± kδ ∂ρ
∂x

+
k2δ2

2

∂2ρ

∂x2
+O(δ3), (A.5)

onde δ é o espaçamento entre dois sítios. Dessa forma, podemos substituir a equação

acima em Eq. (A.3) e encontrar que∗

S±k = ρk + ρk−1
(
±k(k + 1)

2
δρ′ +

k(k + 1)(2k + 1)

6

δ2

2
ρ′′
)

+ ρk−2
(

1

24
k(k + 1)(3k2 − k − 2)δ2(ρ′)2

)
+O(δ3). (A.6)

onde ρ′ = ∂ρ
∂x

e ρ′′ = ∂2ρ
∂x2

.

Substituindo a expressão acima na expressão encontrada do lado esquerdo da Eq. (A.4),

obtemos†

∞∑
k=1

[
S+
k + S−k − ρ

[
S+
k−1 + S−k−1

]]
= δ2

∂

∂x

(
1 + ρ

(1− ρ)3
∂ρ

∂x

)
+O(δ3). (A.7)

Substituindo, então, a equação acima em Eq. (A.4), obtemos o limite contínuo do

modelo,
∂ρ

∂t
= D

∂

∂x

[
(1 + ρ)

(1− ρ)3
∂ρ

∂x

]
. (A.8)

∗Veja Anexo C para mais detalhes.
†O desenvolvimento dessa expressão também se encontra no Anexo C.



57

APÊNDICE B -- Desenvolvimento da Equação

de Difusão para o Modelo de

Desníveis Con�nado

Iremos agora desenvolver a equação de difusão para o Modelo de Desníveis Con�nado.

Conforme vimos no Cap. 3 a equação mestra do modelo é dada por

dρi
dt

=
1

2τ
(1− ρi)

[
∞∑
k=1

min(1, e−β(Ui−Ui+k))
k∏
j=1

ρi+j

+
∞∑
k=1

min(1, e−β(Ui−Ui−k))
k∏
j=1

ρi−j

]

− 1

2τ
ρi

[
∞∑
k=1

(1− ρi+k) min(1, e−β(Ui+k−Ui))
k−1∏
j=1

ρi+j

+
∞∑
k=1

(1− ρi−k) min(1, e−β(Ui−k−Ui))
k−1∏
j=1

ρi−j

]
.

Se supormos que dU/dx > 0, podemos escrever a equação acima da seguinte forma

dρi
dt

=
1

2τ
(1− ρi)

∞∑
k=1

[
k∏
j=1

ρi+j + e−β(Ui−Ui−k)
k∏
j=1

ρi−j

]

− 1

2τ
ρi

∞∑
k=1

[
(1− ρi+k)e−β(Ui+k−Ui)

k−1∏
j=1

ρi+j + (1− ρi−k)
k−1∏
j=1

ρi−j

]
.

Veja que eβUi±k pode ser expandido do seguinte modo

eβUi±k = eβU
[
1± βU ′kδ +

βU ′′ + β2(U ′)2

2
(kδ)2

]
+O(δ3). (B.1)

Fazendo ρi = ρ(x) e de�nindo

D = lim
τ→0
δ→0

δ2

2τ
.
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obtemos,

∂ρ

∂t
=

D

δ2
(1− ρ)

∞∑
k=1

[
S+
k + e−β(Ui−Ui−k)S−k

]
− D

δ2
ρ

∞∑
k=1

[
(1− ρi+k)e−β(Ui+k−Ui)S+

k−1 + (1− ρi−k)S−k−1
]
, (B.2)

com δ → 0. Na equação acima, S±k é de�nido de forma análoga ao que foi feito no

Apêndice A,

S±k =
k∏
j=1

ρi±j.

Substituindo

e−β(Ui−Ui−k) = 1− βU ′kδ +
βU ′′ + β2(U ′)2

2
(kδ)2,

e−β(Ui+k−Ui) = 1− βU ′kδ +
−βU ′′ + β2(U ′)2

2
(kδ)2,

obtidos a partir da Eq. B.1, na Eq. B.2, temos

∂ρ

∂t
=

D

δ2

∞∑
k=1

[
S+
k + S−k − ρ

(
S+
k−1 + S−k−1

)]
− DβU ′

δ

∞∑
k=1

k
[
S−k − ρiS

−
k − ρ

(
S+
k−1 − S

+
k

)]
+

DβU ′′

2

∞∑
k=1

k2
[
S−k − ρS

−
k + ρ(S+

k−1 − S
+
k )
]

+
Dβ2(U ′)2

2

∞∑
k=1

k2
[
S−k − ρS

−
k − ρ

(
S+
k−1 − S

+
k

)]
. (B.3)

Os termos em S±k mostrados na equação acima podem ser escritos da seguinte forma∗:

∞∑
k=1

[
S+
k + S−k − ρ

[
S+
k−1 + S−k−1

]]
= δ2

∂

∂x

(
1 + ρ

(1− ρ)3
∂ρ

∂x

)
+O(δ3), (B.4)

∞∑
k=1

k
[
S−k − ρS

−
k − ρ

(
S+
k−1 − S

+
k

)]
= −δρ′

(
ρ2 + 4ρ+ 1

(ρ− 1)4

−2ρ(2ρ+ 1)

(ρ− 1)4

)
+O(δ2), (B.5)

∞∑
k=1

[
S−k − ρS

−
k + ρ

(
S+
k−1 − S

+
k

)]
= 2

(
ρ(1 + ρ)

(1− ρ)3
− ρ2(1 + ρ)

(1− ρ)3

)
+O(δ). (B.6)

∗O desenvolvimento desses termos se encontra no Anexo C.



59

Substituindo Eqs. B.4, B.5 e B.6 na Eq.B.3, obtemos

∂ρ

∂t
= D

∂

∂x

(
1 + ρ

(1− ρ)3
∂ρ

∂x

)
+DβU ′ρ′

(
ρ2 + 4ρ+ 1

(ρ− 1)4
− 2ρ(2ρ+ 1)

(ρ− 1)4

)
+ DβU ′′

(
ρ(1 + ρ)

(1− ρ)3
− ρ2(1 + ρ)

(1− ρ)3

)
= D

∂

∂x

(
1 + ρ

(1− ρ)3
∂ρ

∂x

)
+DβU ′ρ′

(
ρ2 + 4ρ+ 1− 4ρ2 − 2ρ

(ρ− 1)4

)
+DβU ′′

ρ(1 + ρ)

(1− ρ)2
,

= D
∂

∂x

(
1 + ρ

(1− ρ)3
∂ρ

∂x

)
+DβU ′ρ′

(
1 + 3ρ

(1− ρ)3

)
+DβU ′′

ρ(1 + ρ)

(1− ρ)2
.

Sabendo que

DβU ′ρ′
(

1 + 3ρ

(1− ρ)3

)
= D

∂

∂x

[
β

(1 + ρ)

(1− ρ)2
ρU ′
]
−Dβ (1 + ρ)

(1− ρ)2
ρU ′′, (B.7)

temos

∂ρ

∂t
= D

∂

∂x

(
1 + ρ

(1− ρ)3
∂ρ

∂x
+ β

(1 + ρ)

(1− ρ)2
ρU ′
)
−Dβ (1 + ρ)

(1− ρ)2
ρU ′′

+ DβU ′′
ρ(1 + ρ)

(1− ρ)2

e então,
∂ρ

∂t
= D

∂

∂x

(
1 + ρ

(1− ρ)3
∂ρ

∂x
+ β

(1 + ρ)

(1− ρ)2
ρ
dU

dx

)
. (B.8)
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APÊNDICE C -- Desenvolvimento Analítico

dos Somatórios do Modelo de

Desníveis com e sem

Con�namento

Anteriormente, poupamos por questões práticas alguns detalhes no desenvolvimento

de alguns produtórios e somatórios. Contudo, nesse momento iremos mostrar com mais

detalhes como podemos desenvolvê-los.

C.1 Produtório das Probabilidades Consecutivas.

Nos ApêndicesA e B de�nimos

S±k =
k∏
j=1

ρi±j (C.1)

onde

ρi±k = ρ± kδ ∂ρ
∂x

+
k2δ2

2

∂2ρ

∂x2
+O(δ3), (C.2)

Nesse caso, agrupando termos de mesma ordem em δ, podemos transformar os pro-

dutórios acima em somatórios,

S±k = ρk + ρk−1
k∑
j=1

(
±jδρ′ + j2δ2

2
ρ′′
)

+ ρk−2
k∑
j=1

k∑
m=j+1

(
±jδρ′ + j2δ2

2
ρ′′
)(
±mδρ′ + m2δ2

2
ρ′′
)

+O(δ3), (C.3)

= ρk + ρk−1
(
±k(k + 1)

2
δρ′ +

k(k + 1)(2k + 1)

6

δ2

2
ρ′′
)

+ ρk−2
(

1

24
k(k + 1)(3k2 − k − 2)δ2(ρ′)2

)
+O(δ3). (C.4)
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C.2 Somatórios da Matriz de Transição

Os somatórios dessa seção aparecem no desenvolvimento da matriz de transição da

equação mestra. Antes de obtermos as expressões para esses somatórios, é interessante

encontrar a expressão para a soma de algumas séries que serão úteis adiante. São eles:

∞∑
k=1

ρk = ρ+
∞∑
k=2

ρk = ρ+ ρ
∞∑
k=1

ρk ⇒
∞∑
k=1

ρk =
ρ

1− ρ
, (C.5)

∞∑
k=1

k2ρk−1 =
d

dρ

(
∞∑
k=1

kρk

)
=

d

dρ

[
ρ
d

dρ

(
∞∑
k=1

ρk

)]
=

d

dρ

[
ρ
d

dρ

(
ρ

1− ρ

)]
=

1 + ρ

(1− ρ)3
, (C.6)

∞∑
k=1

k3ρk−1 =
d

dρ

(
∞∑
k=1

k2ρk

)
=

d

dρ

[
ρ
d

dρ

(
∞∑
k=1

kρk

)]
=

d

dρ

{
ρ
d

dρ

[
ρ
d

dρ

(
∞∑
k=1

ρk

)]}

=
d

dρ

{
ρ
d

dρ

[
ρ
d

dρ

(
ρ

1− ρ

)]}
=
ρ2 + 4ρ+ 1

(1− ρ)4
, (C.7)

∞∑
k=1

k2(k + 1)ρk =
d

dρ

(
∞∑
k=1

k2ρk+1

)
=

d

dρ

(
ρ
∞∑
k=1

k2ρk

)
=

d

dρ

[
ρ2
d

dρ

(
∞∑
k=1

kρk

)]

=
d

dρ

{
ρ2
d

dρ

[
ρ
d

dρ

(
∞∑
k=1

ρk

)]}
=

d

dρ

{
ρ2
d

dρ

[
ρ
d

dρ

(
ρ

1− ρ

)]}
=

2ρ(2ρ+ 1)

(ρ− 1)4
, (C.8)

∞∑
k=1

k2ρk = ρ
∞∑
k=1

k2ρk−1 =
ρ(1 + ρ)

(1− ρ)3
, (C.9)

∞∑
k=1

k2ρk+1 = ρ
∞∑
k=1

k2ρk =
ρ2(1 + ρ)

(1− ρ)3
. (C.10)
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C.2.1 Somatório das Transições Difusivas

Esse somatório acompanha o termo D/δ2 nas Eqs. (A.4) e (B.3) e pode ser desenvol-

vido da seguinte forma,

∞∑
k=1

[
S+
k + S−k − ρ

[
S+
k−1 + S−k−1

]]
=

∞∑
k=1

[
ρk + ρk−1

(
+
k(k + 1)

2
δρ′ +

k(k + 1)(2k + 1)

6

δ2

2
ρ′′
)

+ ρk−2
(

1

24
k(k + 1)(3k2 − k − 2)δ2(ρ′)2

)
+

+ ρk + ρk−1
(
−k(k + 1)

2
δρ′ +

k(k + 1)(2k + 1)

6

δ2

2
ρ′′
)

+ ρk−2
(

1

24
k(k + 1)(3k2 − k − 2)δ2(ρ′)2

)
+

− ρ

[
ρk−1 + ρk−2

(
+

(k − 1)k

2
δρ′ +

(k − 1)k(2k − 1)

6

δ2

2
ρ′′
)

+ ρk−3
(

1

24
(k − 1)k(3(k − 1)2 − (k − 1)− 2)δ2(ρ′)2

)
+

+ ρk−1 + ρk−2
(
−(k − 1)k

2
δρ′ +

(k − 1)k(2k − 1)

6

δ2

2
ρ′′
)

+ ρk−3
(

1

24
(k − 1)k(3(k − 1)2 − (k − 1)− 2)δ2(ρ′)2

)]]
= δ2

∞∑
k=1

[
ρk−1k2ρ′′ + ρk−2(k − 1)k2(ρ′)2

]
,

= δ2
∞∑
k=1

[
∂

∂x
(ρk−1k2ρ′)

]
,

= δ2
∂

∂x

[(
∞∑
k=1

ρk−1k2

)
ρ′

]
+O(δ3),

= δ2
∂

∂x

(
1 + ρ

(1− ρ)3
∂ρ

∂x

)
+O(δ3). (C.11)
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C.2.2 Somatório das Transições de Arrastamento

Esse somatório acompanha os termo DβU ′/δ e Dβ2(U ′)2/2 na Eq. (B.3). e pode ser

desenvolvido da seguinte forma,

∞∑
k=1

k
[
S−k − ρS

−
k − ρ

(
S+
k−1 − S

+
k

)]
=

∞∑
k=1

k

{[
ρk − k(k + 1)

2
δρk−1ρ′

]
− ρi

[
ρk − k(k + 1)

2
δρk−1ρ′

]
− ρi

[(
ρk−1 +

(k − 1)k

2
δρk−2ρ′

)
−

(
ρk +

k(k + 1)

2
δρk−1ρ′

)]}
=

∞∑
k=1

k

{
ρk − k(k + 1)

2
δρk−1ρ′ − ρk+1

+
k(k + 1)

2
δρkρ′ − ρk − (k − 1)k

2
δρk−1ρ′

+ ρk+1 +
k(k + 1)

2
δρkρ′

}
,

=
∞∑
k=1

k
[
−k2δρk−1ρ′ + k(k + 1)δρkρ′

]
,

= δρ′
∞∑
k=1

[
−k3ρk−1 + k2(k + 1)ρk

]
+O(δ2),

= −δρ′
(
ρ2 + 4ρ+ 1

(ρ− 1)4

−2ρ(2ρ+ 1)

(ρ− 1)4

)
+O(δ2). (C.12)
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C.2.3 Somatório dos Termos Proporcionais à U ′′

Esse somatório acompanha o termo DβU ′′/2 na Eq. (B.3) e pode ser desenvolvido da

seguinte forma,

∞∑
k=1

[
S−k − ρS

−
k + ρ

(
S+
k−1 − S

+
k

)]
=

∞∑
k=1

k2
{
ρk − k(k + 1)

2
δρk−1ρ′ − ρk+1

+
k(k + 1)

2
δρkρ′ + ρk +

(k − 1)k

2
δρk−1ρ′ − ρk+1

− k(k + 1)

2
δρkρ′

}
,

=
∞∑
k=1

k2
{

2ρk − 2ρk+1 − k(k + 1)

2
δρk−1ρ′

+
(k − 1)k

2
δρk−1ρ′

}
,

= 2
∞∑
k=1

k2
(
ρk − ρk+1

)
+O(δ),

= 2

(
ρ(1 + ρ)

(1− ρ)3
− ρ2(1 + ρ)

(1− ρ)3

)
+O(δ). (C.13)


