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RESUMO

Nesse trabalho é analizado a localizacao de férmions de spin 1/2 em um bulk D-
dimensional em um cenério de (D — 2)-branas. O modelo usado para tal é uma extensao
para mais dimesoes dos modelos Randall-Sundrum (RS) e de brana espessa. Ele é co-
nhecido como modelo de codimensao 1. Os resultados obtidos sao fundamentados em
uma geometria nao-fatorizavel do tipo Anti-de Siter. Durante o processo de localizagao
do modo zero, usa-se tanto a métrica de Randall-Sundrum como uma métrica com fator
de dobra suave que depende da coordenada da dimensao extra, frequentemente usada
nos modelos de brana espessa. As representacoes de spin 1/2 variam com a dimensao do
espaco-tempo, entao o processo de localizagao deve levar em conta a dimensionalidade do
bulk. Baseados nesses modelos, descobre-se que a localizagao de férmions em (D — 2)-
branas muda quando o espago-tempo é par ou impar. Eles nao sao localizados quando
a dimensionalidade do bulk é par e somente uma das quiralidades pode ser localizada
quando D é fmpar.

Palavras-chave: Férmions. Relatividade (Fisica). Teoria Quantica de Campos.



ABSTRACT

In this work we analyzed the localization of fermions of spin-1/2 in a D-dimensional bulk
in a (D-2)-branes scenario. The model used for this is a dimensional extension of models
Randall-Sundrum (RS) and thick branes. It is known as co-dimension 1 model. The
obtained results are based in no-factorizable geometry type Anti-de Siter. During the
zero mode localization process, it is uses both the Randall-Sundrum metric as a metric
with smooth warped factor that depends on the coordinate of extra dimension, frequently
used in thick brane models. As the spin-1/2 representations change with dimension of
spacetime, the localization process, somehow, must take into account the dimensionality
of bulk. Based on these models, one finds that the localization fermions in (D — 2)-branes
changes when the spacetime is par or odd. They are not located when the dimensionality
of bulk is par an only one of chiralities can be located when D is odd.

Keywords: Fermions. Relativity (Physics). Quantum Field Theory.
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1 INTRODUCAO

O nosso mundo até o presente é descrito pelo Modelo Padrao de Particulas e a Teoria
da Relatividade Geral, ambas descritas em quatro dimensoes. Entretanto para muitos
fisicos essas teorias se mostraram incompletas, o que motivou o aparecimento de uma
grande quantidade de trabalhos usando principalmente modelos de universo de dimensao

superior.

Apesar de nao existir nenhuma evidéncia experimental de que nosso universo possua
mais do que quatro dimensoes, € possivel e bastante instrutivo construir teorias em mode-
los de universo com dimensao infereior ou superior ao padrao quadrimensional. Por outro
lado, considerar a existéncia de dimensoes extras tem sido uma importante ferramenta
tedrica para a solucao de problemas em teorias em quatro dimensoes. Em Fisica de Altas
Energias, uma das motivacoes para o estudo desses topicos resulta da procura por uma

teoria capaz de unificar a gravidade com as outras forgas fundamentais [14].

O primeiro esforco no contexto de se introduzir dimensoes extras para unificar teorias
ocorreu por volta de 1920 com Theodor Kaluza e Oscar Klein na tentativa de unificagao
da gravidade com o eletromagnetismo. A idéia adotada por eles foi considerar um espaco
com cinco dimensoes, sendo quatro espaciais e uma temporal. Para explicar o fato de nao
existir nenhum efeito detectado que revele a existéncia dessas dimensoes extras, o modelo
de Kaluza-klein (KK) considera a idéia de que as dimensoes sdo completamente enrroladas,
ou seja, sao representadas por uma esfera S! de raio microscépico. Em outras palavras
essas dimensoes extras sao compactas. Embora esse modelo fosse completamente inovador
a teoria de Kaluza-Klein apresentava certos problemas. Um deles é que no processo de
redugao dimensional para quatro dimensoes surgiu um campo escalar chamado de dilaton

que entra em contradigdo com as equagoes de Maxwell [10].

Outra vertente de pesquisas considerando universos multidimensionais surgiu nos anos
60 a partir do estudo de espalhamento de hadrons. Nesse cendrio, um modelo de res-

sonancia dupla foi descrito, sendo que o espectro dos estados no modelo foi verificado
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como sendo o espectro de uma corda vibrante. A motivacao referente a dimensoes extras
é devido ao fato do modelo ser consistente com 26 dimensoes se a teoria for bosonica, ou
10 dimensoes se a teoria for supersimétrica. Conhecida atualmente como teoria de cordas,
foi inicialmente estabelecida para descrever interacoes fortes tendo uma escala hadronica
da orden de GeV definida pela tensao da corda. Nesse ponto a presenca de um modo nao
massivo de spin 2, sem particula hadronica equivalente conhecida, mostrava-se inconsis-
tente. Foi entao que se procurou relacionar tal modo com o graviton, substituindo entao,
a escala hadronica pela escala de Planck gravitacional Mp; = 107*GeV. A partir desta
substituicao, a teoria de cordas foi entao a primeira fusao da teoria gravitacional com
a mecanica quantica. As dimensoes adicionais sao regularmente microscépicas devido a
escala natural de comprimento ser da ordem da escala de Planck, em torno de 10~*3cm.
Dessa forma as massas dos estados excitados sao da ordem da escala de planck Mp;, o

que infelizmente impossibilita que a teoria seja testada experimentalmente [16].

Em outra linha de idéias, os modelos de dimensoes extras surgiram em um contexto
de quebra espontanea de simetria pelo campo de Higgs em teorias de gauge nao abelianas.
Nesse caso, a dependéncia espacial do valor esperado para o campo de Higgs demanda
por defeitos topoldgicos para modelar particulas elementares. Tal motivacao foi resultado
do surgimento de modelos em que o universo quadrimensional é descrito por um defeito
topolégico chamado parede de dominio [21], que oculta a dimensao extra para as forcas
forte, fraca e eletromagnética. O mesmo nao pode ser feito para a gravidade, o que
nesse caso, restringe qualquer dimensao extra a uma escala microscopica. Esta é a idéia
principal do que conhecemos sobre modelos de mundos em membranas ou “brane-worlds”.
Posteriomente uma parede de dominio foi considerado em teorias de supercordas, sendo

adotadas como o local onde terminam as cordas [3].

O conceito de dimensoes extras microscopicas foi usado posteriormente por Arkani-
Harmed, Dimopoulos e Dvali (ADD) para calcular o tamanho permitido para dimensoes
extras., tendo como principal propésito solucionar o problema da hierarquia. Esse pro-
blema diz respeito a grande discrepancia entre as escalas de massa gravitacional e eletro-
fraca, Mp, = 10" GeV e Mp; = 103GeV, respectivamente. A escala de Planck é definida
pela equivaléncia entre a massa e energia a partir da massa de Planck, que por sua vez é
representada pela unidade de massa no sistema natural de unidades. Mais precisamente
o valor de massa é dado por m, = \/hc/G =~ 1,2209 x 10"°CeV/c?, onde ¢ é velocidade
da luz no vacuo, G' a constante gravitacional e h é a constante de Planck reduzida. A
escala eletrofraca por sua vez é determinada por v = (G F\/i)l/ 2 onde G é a constante

de Fermi.
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Um modelo que resolve de maneira satisfatéria o problema da hierarquia foi apre-
sentado em 1999 por Lisa Randall e Raman Sundrum, conhecido como modelo Randall-
Sundrum (RS). Ele explica como uma hierarquia exponencial entre as escalas da gravidade
e eletrofraca pode ser gerada e como o padrao de gravidade em quatro dimensoes emerge

desse modelo no limite newtoniano.

No capitulo 2 introduz-se o conceito de representacao de campos de spin 1/2 no espacgo
de Minkowski D-dimensional bem como a construcao de tais representagoes de forma
iterativa baseada em uma construcao algébrica similar ao oscilador harmonico quantico.
Em seguida é apresentado os principais aspectos conceituais da Teoria da Relatividade
Geral (TRG) e as equagdes de campo de Einstein. Por fim é estabelecido a conexao entre

espinores no espaco de Minkowski e no espaco curvo na presenca de gravidade.

No capitulo 3 é apresentado os modelos RS-I e RS-II, bem como seus pricipais aspectos.
Nesse capitulo o modelo RS-1 é usado para solucionar o problema da Hierarquia de Higgs,
enquanto o modelo RS-IT é usado para localizar os modos de Kaluza-Klein do campo
gravitacional sobre uma 3-brana. Alternativamente introduz-se um modelo de brana
espessa, suavizando o fator de dobra do modelo RS modelando a brana atraves de um

campo escalar que possui a forma de um ”kink”.

No capitulo 4 usa-se os modelos RS e de brana espessa para localizar férmions em cinco
dimensoes. Em um segundo momento realiza-se a localizagao em D dimensoes fazendo

uso também das representacoes espinorias introduzidas no capitulo 2.



16

2 REPRESENTACOES DE SPIN
1/2

2.1 As Representacoes Espinoriais em D Dimensoes

2.1.1 As matrizes de Dirac

O estudo do comportamento das particulas relativisticas levaram os fisicos teéricos a
um entendimento profundo entre a teoria de grupos e as func¢oes de onda que representam
tais particulas [25]. Essas fungoes de onda interpretadas posteriormente como campos

satisfazem equacoes de onda relativisticas que fornecem a dinamica das particulas.

Em 1928, Paul A. M. Dirac formulou uma equagao de onda que serviria para re-
presentar particulas se spin 1/2, que corrigia o problema de densidade de probabilidade
negativa apresentada pela equacao de klein-Gordon e ainda previa uma nova particula
elementar chamada positron [9]. Dirac notou que a equagao da energia relativistica de
Einstein pode ser fatorada de forma que ela ficasse linearem relagao aos operadores de
momento e energia, o que deixaria a densidade de probabilidade positivo definida. No
entanto o preco a pagar por essa simples manipulacao matematica foi a introducao das

chamads matrizes de Dirac que satisfazem a algebra de Clifford.

Existe uma forma bastante instrutiva para construir representacoes de spin 1/2 em
dimensoes superiores a quatro. FEla basea-se em uma estreita relacao entre as algebras
de Clifford e do oscilador harmonico quantico que é abordado em [17]. Inicialmente

considera-se a algebra de Clifford
{D4,18} = 28 (2.1)

onde A =0,1,...,D — 1, representam indices do referencial de Lorentz (sistema de coor-
denadas plano), sendo que D representa o nimero de dimensoes do espago-tempo. Essa

algebra é satisfeita por matrizes n X n, em que n deve ser par. Para mostrar isso toma-se
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(2.1) para o caso em que A =0 e B = 1, e em seguida aplica-se o determinante em ambos
os membros.

Para construir uma base para o espaco de estados considera-se inicialmente que a
dimensao D do espago-tempo sendo par, podendo ser escrita na forma D = 2k + 2. Dessa

maneira se torna conveniente definir k 4+ 1 operadores

FO:I:

%(ﬂ“ +Th) (2.2)

Fai

1
5(FQa i) a=1,2,..., ———. (2.3)

que satisfazem

o+ 17} = 1 (2.4)
{rotre+v} = {1,131 =0 (2.5)
{ret 17} = ¢ (2.6)
{Pef T} = {1, 1"} =0 (2.7)

como também (I'*)? = (I'**)? = (. Todas essas equagoes podem ser provadas mediante
o uso de (2.1). Definindo os operadores numero similares ao oscilador harmonico na

mecanica quantica

Il
ﬂ
o
+
=
T
DO
o0

No
N = Tetres (2.9)
é facil ver que eles formam um conjunto de observaveis compativeis. Suas respectivas

equagoes de autovalor sao

Nolno,na) = nolng, na) (2.10)
N|no,na> = Nga|no, Na)- (2.11)

As relagoes de comutagao desses operadores nimero com os operadores definidos em (2.2)

e (2.3) sao da forma

[NO,F(HE] N (2.12)
[N,rai] e (2.13)

Nota-se entao que ['F e I'*T fazem o papel de k -+ 1 operadores de levantamento enquanto

que I'°~ e T~ fazem o papel de k + 1 operadores de abaixamento similares e ao oscilador
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harmonico. Os autovalores ng e n, assumem somente os valores 0 ou 1.

Como existem k + 1 operadores de criacao, e cada operador tem a possibilidade de
atuar ou nao atuar em um estado, com base nisso, conclue-se que a dimensao do espaco
de estados é 28+1 = 2P/2_ Definindo n = s + 1/2, na qual s = £1/2 formamos uma base
s = (S0, 81, .-, Sx) na qual um estado generalizado |sg, $1, ..., sx) pode ser construido por
aplicagoes sucessivas dos operadores de levantamento sobre um estado fundamental onde

todos os s assumem o valor —1/2 tal que
[T |sg = —1/2,81 = —1/2,...,8, = —1/2) =T T* (=0 (2.14)

onde ( definido como o estado fundamental. Entao um estado generalizado pode ser

escrito como

150, 814 ey §15) = (DFH)SH/2 (DL )s1+1/2(PO+)s0+1/2¢ (2.15)

Dessa forma as representacoes irredutiveis para as matrizes I' podem ser construidas
de forma indutiva. Para descrever como esse processo ocorre, considere D = 2. Nesse caso

de acordo com (2.2) existem apenas os operadores de levantamento/abaixamento 't e

'~ que atuam nos estados |sy = +1/2) = |+) e |so = —1/2) = |—) da seguinte forma
4 = |-
M=) = |4 (2.16)

'+ = 1= =0

e pode-se construir as matrizes I'’ e I'! por meio de

F:<<+rr|+> <+rr\—>> 217)
(=IT+) (=IT1-)

na qual I' e I'! ficam dadas por

. (0 1) ) (o 1)
o — R - . (2.18)
~1 0 10

Para D = 4 o espago de estados é composto por {|+,+),|+,—),|— +),|— —)} e
existirdo os operadores escada '’ T''* cuja atuacao é regida por (2.15). Entdo dessa

forma as representacoes matriciais para as matrizes I' podem ser escritas como

I' = (s1,50/Ts0,s1)
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= (51| ® (so|T[s0) @ [s1)
= (=@ (=) @) T H)IT)’-) |-) (2.19)

onde a,b,c,d = 0,1. Na equagao anterior estd implicito um produto direto de duas
matrizes 2 X 2; a primeira é dada pela combinac¢do dos indices a (linha) e b (coluna)

equanto que a segunda matriz que compoe esse produto é construida a partir dos indices

¢,d, e podemos escrever as duas primeiras matrizes de Dirac como I'* = 44 ® X onde
somente aqui, A = 0,1, v sdo as matrizes de Dirac em duas dimensdes e X é uma
matriz a ser determinada. Usando (2.19), encontra-se que
-1 0
M=v1® ., A=0,1. (2.20)
0 1
Para as matrizes ' e I'®
LY = (—| @ (=|)T)TEI U =) @ |-)
= (-] @ &FT)TEIT L) ®|-)
= L@ (=[(")TEITH)7-)
— 1, ® X3 (2.21)

(2,3

e descobrindo as matrizes X %3, obtém-se

01 0 —1
F2:12®<1 0)’ 1“3:12®<. 02> (2.22)
(3

A generalizagao para D = 2k + 2 ocorre de forma indutiva. Deve-se primeiro conhecer
a representacao das matrizes de Dirac em D — 2 dimensoes, as quais podem ser denotadas

por ¥4 e que possuem ordem 2¥, e a partir delas constroi-se as matrizes de Dirac

-1 0
r4 = 7A®< . 1) ., A=0,1,..D—-3,

01 0 —i
rP-2 — 1®<1 0) ’ FD—1:1®<. 02> (2.23)
i

Sabe-se que existe uma relagao intima entre o grupo grupo de rotagoes e o grupo
de Lorentz. Basicamente a partir dessa relacao intruduz-se a nocao de spin no contexto
relativistico, através dos geradores do grupo SO(1, D — 1)

7

NAB =
4

4,17 (2.24)
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que satisfazem a algebra de Lie
i[ZAB, ECD] — nBCEAD + nADzBC o nBDEAC . nACzBD. (225)

Dessa forma pode dizer que os geradores ¥ e ¥2¢:2¢+L comutam e podem ser diagonali-

zados simultaneamente. Definindo os operadores de spin
S, = idrox22+1 (2.26)
com j = 0,1, ...,k pode-se mostrar que
1
S; =TTV — 3 (2.27)

e portanto um estado |(%) = |sg, S1,...,Sk) ¢ um autoestado de (2.27) com autovalor

s; = £1/2. Dessa forma temos uma representacao de Dirac para o grupo SO(1,D — 1).

Por outro lado, pode-se definir a matriz

D—1
r=i*][T" =it o’ (2.28)
1=0
cujas propriedades
M?=1, {L,T"} =0, [, =0 (2:29)

sao sempre satisfeitas. Os autovalores de ' os quais serao chamados daqui para frente de
quiralidades, sao +1. E possivel escrever a matriz I' em termos dos operadores de spin
(2.27) da forma

k
= 215,88, = 22 [ ] S.. (2.30)

a=1

Antes na representacao de Dirac, como ja foi dito antes, a dimensao do espaco de
estados é 2¥*1. Agora tomando por referéncia os autovalores da matriz I', o espaco de
estados fica dividido em duas partes independentes; os 2% estados com quiralidade +1
formam uma representacao de Weyl da algebra de Lorentz, enquanto os outros 2* estados
com quiralidade —1 formam uma segunda representacao independente de Weyl. Nessa

representacao se torna conveniente definir os operadores de projegao

Pr=-(1+4T1), P,=-(1-T) (2.31)

DN | —
N | —



21

os quais satisfazem as propriedades
P]%:PR, PgZPL, PR+PL:1, PRPL:PLPR:O. (232)

Esses operadores devem ser invariantes por transformacgos de Lorentz. Atuando esses

operadores em um espinor de Dirac ¥ obtém-se novos espinores
\IJREPR\I/, \I/LEPL\I/ (233)
chamados espinores chirais ou de Weyl. Eles satisfazem vinculos covariantes de Lorentz

W=V IV, =-U,. (2.34)

Para D = 2k + 2, a relagao entre as dimensionalidades das representagoes de Dirac e

Weyl sao

2k+1 = 21;Veyl + 2%6@/[ (235)

Dirac

onde o lado esquerdo da igualdade é a dimensionalidade da representacao de Weyl. O

“linha” significa quiralidade —1.

Para o caso em que o nimero de dimensoes é impar, pode-se escrever D = 2k + 3.
Mas como construir representagoes as espinoriais do SO(1, 2k +2) nesse caso? Uma forma
bastante simples de resolver esse aparente problema consiste em acrescentar uma nova
matriz ao conjunto de matrizes I' do caso em que a dimensionalidade do espaco-tempo é
par de tal forma que a &lgebra de Clifford continue sendo satisfeita [17]. Boas candidatas
seriam as matrizes ' = I' ou I'® = —T isso por causa das duas primeiras equacoes de
(2.29). Dessa forma resolve-se o problema e nota-se que a dimensado da representacao

nesse caso ¢ a mesma do caso par.

2.1.2 As equacgoes de Dirac e Weyl

A equacao de Dirac em D dimensoes pode ser facilmente determinada por meio de
uma acao que pode ser construida baseada em alguns princicios. Ela deve possuir simetria
por transformagoes de Lorentz (covariancia) como também deve ser real. Para o caso de

férmions massivos livres em D = 4, ela pode ser

SDirac = Z/d4x(@7a aw - m”&iﬂ) (236)
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onde 1 é o espinor de Dirac. A dinamica desse espinor é forneciada pela equacao de Dirac

(700 — m)Y(z) = 0. (2.37)

Para generalizar-se a equagao de Dirac em D dimensoes, se torna conveniente tratar
primeiro o caso em que a dimensdao do espago-tempo € impar. Isso porque nesse caso nao
pode-se definir uma representacao de Weyl uma vez que a matriz I" satisfaz a algebra de
Clifford (2.1). Entao a tnica representagao possivel seria a de Dirac, e portanto a agao

para esse caso fica dada por

Dirac

S = / APz U (040, — M)W (2.38)
e a equacao de Dirac resultante é idéntica ao caso quadrimensional

(T404 — M)V = 0. (2.39)

Para o caso em que a dimensao do espaco-tempo é par, existe duas representagao
representagoes possiveis: a de Dirac (férmions de Dirac) e a de Weyl (férmions quirais).
A escolha fica dependente da situagao em questao. Na representacao de Dirac, a equacao
que fornece a dinamica do espinor permanece inalterada, o seja, a forma da equacao de
Dirac é mantida. No entanto para descrever férmions quirais deve-se inserir os espinores

de Weyl na equacao de Dirac. Ao fazer isso obtém-se duas equagos acopladas da forma

IMo,0p — MV, = 0 (2.40)
9,0, — MUz = 0. (2.41)

Quando M = 0, as quiralidades direita e esquerda nao se misturam e os espinores Uy e

U satisfazem equacoes independentes chamadas equacoes de Weyl
I40,¥, = 0. (2.42)

onde aqui foi introduzida a notagao ¢ = R, L.
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2.2 A Interagao Gravitacional com o Spin 1/2

2.2.1 A Relatividade Geral

A interacao gravitacional é de cardter universal, isto é, todos os corpos massivos estao
sujeitos a ela. Albert Einstein (1879-1955) foi o primeiro a formular uma teoria para a
gravitagao compativel com a relatividade especial e que no limite da mecanica classica a

equacao de Poisson ¢é reproduzida.

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) é uma teoria relativistica para o o campo gra-
vitacional formulada por Einstein por volta da segunda década do século XX. Essa teoria
relaciona matéria-energia com a geometria do espaco-tempo de uma forma bastante pe-
culiar. Ela permite determinar a métrica g,, de onde se obtem a informacao geométrica
(campo gravitacional) produzida por uma distribuigdo de matéria-energia. Para cons-
truir tal teoria, Einstein baseou-se em uma observagao, que posteriormente se tornou um
principio, chamado principio da equivaléncia. Basicamente esse principio diz que todas
as leis da Fisica se reduzem localmente a relatividade especial, através de uma escolha

adequada do sistema de referéncia [12].

Na TRG a geometria do espago-tempo é modificada pela existéncia de matéria-
energia gerada por campos que podem ser acoplados com a gravidade através do Tensor
Energia-Momento Métrico. Dado uma acao que representa uma certa teoria de campo

D-dimensional
Sy = /Qﬁm\/—_ngx (2.43)
o tensor energia-momento fica definido como [15]
§Sm = —% /Q Tynog™N/—gdPx (2.44)

onde g e g™V sdao o determinante da métrica e a inversa da mesma em D dimensoes.

Uma simetria essencial para a acao da matéria é a invariancia por difeomorfismo
(transformacoes gerais de coordenadas) # — 2. Considere a transformacao infinitesi-

mal
a™ = M 4 M () (2.45)

onde n™ é um parametro infinitesimal. Nas teorias fisicas a lagrageana da matéria possui

dependéncia explicita da métrica g™ e dos campos e de suas derivadas de primeira ordem
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deles, ou seja, L, = L, (gMN, ¢, 00n¢). Essa simetria implica na conservagao do tensor

energia momento,
VTN =0 (2.46)

Pode-se entao dizer que a conservacao do tensor energia-momento é uma consequéncia
direta de exigéncia de que os sistemas fisicos existam independente da escolha do sistema

de coordenadas.

Uma vez dado uma teoria que descreve a matéria, como relaciona-la com a geometria
do espaco-tempo? Nesse caso deve-se construir uma acao que possa ser acoplada com
a matéria, que seja invariante por difeomorfismos, que forneca a informacao geométrica
do espaco e através do calculo de variagoes obter a equacao que descreve a dinamica de
geometria, ou seja, a dinamica de gy n [15]. A acdo que descreve a dinamica da métrica
foi proposta por David Hilbert (1862-1943), conhecida como acao de Finstein-Hilbert. Se

o espago tempo em sua forma fundamental possuir D dimensoes, tal acao é definida como

Spy = MP2 / Ry/—gdPx (2.47)
Q

onde M fornece a escala de energia da gravitacao em D dimensoes. Para o caso qua-
drimensional a escala de energia é chamada de escala de Planck e tém-se que MP~2 =
M?, = 1/167G sendo que G é a constante da gravitagao universal de Newton. ¢ a
variedade que representa o espago-tempo, v/—gdPx é o elemento de volume invariante e

R é o escalar de Ricci que é dado por
R=¢"VRyn (2.48)
e Ry n é o tensor de Ricci, dado por [23]
Run =0T yn — ONT arr + TP un T = TV pa v (2.49)

Dessa formas as equagoes tensoriais que descreve a dinamica da geometria, sao obtidas
dada pela aplicagao do principio variacional na acao Sgg + 5,,, resultando nas equagoes

de campo de Einstein [7]

1
RMN — §gMNR = K(D)TMN (250)

onde definiu-se xP) = 1/2MP~2
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2.2.2 Os vierbeins

Uma vez introduzidas as representacoes espinoriais no espaco de Minkowski, agora
deseja-se construi-las na presenga de gravidade. Uma forma relativamente simples de
estabelecer uma conexao entre as representagoes do grupo de Lorentz (os campos presentas

na natureza) no espago de Minkowski e no espago curvo é usando o formalismo de vierbeins

[18].

Na auséncia de gravidade as Leis da fisica sao invariantes por transformagoes de Lo-
rentz globais, isso é o que afirma o principio da relatividade. Para incorporar gravidade
nesse contexto € necessario recorrer ao principio da equivaléncia de Einstein, no qual
¢ sempre possivel escolher um sistema de referéncia tal que a gravidade desapareca lo-
calmente, chamado de “referencial de queda livre”. Existe a necessidade de relacionar
quantidades que estao em um referencial inercial com outras que estao no referencial do
campo, ou em termos técnicos, como relacionar quantidades no espago “flat” com as do

espago curvo (também chamado de espago fisico)?

A resposta para esse questionamento estd na transformacdo de coordenadas. Seja
{xM } um sistema de coordenadas D dimensional curvo associada a variedade curvada
Qe {S’A} sao as coordenadas “flats” (locais) tangente a variedade. Aqui deve-se fazer
uma distingao nos indices relacionados as coordenadas locais e globais: Quando forem
L, M, N, ...,, se tratam do sistema de coordenadas curvo e quando forem A, B,C, ..., J se
tratam das coordenadas locais, e ambos variam de 0 a D—1. Quando as coordenadas forem
quadrimensionais, usa-se os correspondentes gregos, isto €, «, 3, ... para as coordenadas

locais e A, i, ... para as coordenadas globais.

Esclarecido a notagao dos indices, realiza-se uma transformacao de coordenadas {:UM } —
{ﬁA} e com isso pode-se escrever £4 = £4(z™) ou de forma equivalente,

DA

A _
d — 9aM

daz™ (2.51)

onde as derivadas sao avaliadas no ponto de interesse. Os elementos da matriz de trans-
formacao entre as coordenadas envolvidas sao chamados de vierbeins, definidos como

_ ot

= o (2.52)

e p(x)

sendo que os indices sobrescritos designam a linha e os subscritos a coluna da matriz.
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Dessa forma (2.51) se torna
det = ey (x)da™ (2.53)

e os elementos da matriz da transformacao inversa sao os vierbeins inversos,

oxM
oA

daM = ———de? = e M (x)de. (2.54)
A relagao entre esses vierbeins obtida de

de? = e ydaM = et yrepg™Mdel = e yep™ = 5§ (2.55)
também

de™ = e Mdet = e Metnda™N = exMety = ox. (2.56)

As derivadas parciais também sofrem influéncia dos vierbeins,

a M
Oa = a"’”g—AaM:eAMaM
o A
8M = axg 8,4—6 MGA (257)

A métrica do sistema de coordenadas curvo pode ser escrita em termos da métrica
“flat”, levando em conta que na transformacao {§A} — {xM } o tensor métrico pode ser

escrito na forma

gun () = ey (z)eB n(2)naB. (2.58)

E de maneira analoga, a métrica inversa ¢ escrita como gMY = e, M (x)es™ (x)n*B. Pode-
se verificar facilmente, usando (2.58) e a inversa da métrica que ¢MFgrny = 0¥. De

maneira analoga 145 pode ser escrita em termos das tetradas inversas da forma
M, N
NAB = €A" €B gMN (2.59)

e a inversa fica dada por 7% = e?eP g™V, A dlgebra de Clifford (2.1) na presenca de

gravidade se torna
{TM TN} = 2gMN (2.60)

onde se torna necessario definir a relacao entre as matrizes de Dirac no espago plano e no

espaco curvo I'M = ¢ MT4,
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2.2.3 Simetrias locais

A lagrangeana de Dirac é invariante por transformagoes de Lorentz globais [22], como
as que foram abordadas na secao 2.1. No entanto na presencga de gravidade, as trans-
formagoes de Lorentz dependem de cada posicao do espago tempo, ou seja, elas sao locais.
Isso faz com que a gravidade seja tratada como um campo de Gauge [18]. Dessa forma
deve-se substituir a derivada parcial comum na lagrangeana de Dirac por uma derivada

covariante do tipo,
DA = €AM(8M + wM) (261)

onde a introdugao do campo (1-forma) wys é o prego a pagar para que a simetria devido
as transformagoes de Lorentz seja mantida. Essa derivada covariante deve obedecer a

transformacao
DV — AAPS(2)Dp¥ (2.62)
de onde conclui-se que o campo w); satisfaz
why = =0 S(x)S™(z) + S(z)wp S~ () (2.63)

o qual pode ser escrito em termos das matrizes geradoras da representacao espinorial do

grupo de Lorentz da forma

wiP ()X ap (2.64)

wy () E%

De forma que a lagrangeana invariante por transformacoes de Lorentz locais fica escrita

como
L =1i0(z) {FAe M (aM + %w;‘fr AFB) — M] () (2.65)

onde
wﬁB = e, 006 4+ 4PN N (2.66)

é a conexao de spin. Ela desempenha um papel similar ao da conexao afim para o caso
de vetores e tensores. Aqui ela é introduzida para que a derivada de um espinor continue

sendo um espinor.
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3 MODELOS
RANDALL-SUNDRUM

3.1 O Modelo RS-1

3.1.1 A construcao do modelo

O fato de nao ser possivel (até agora) observar as dimensoes extras nao quer dizer
que elas nao existem. Pode-se pensar nelas como muito pequenas e enroladas, ou seja,
compactas. Uma forma de justificar esse pensamento reside no fato de que a escala de
compactificacao teria que ser menor do que a escala eletrofraca que governa o Modelo
Padrao de Particulas [20].

Lisa Randall e Raman Sundrum propuseram em 1999 um modelo que resolveu o
problema da hierarquia de Higgs. Esse problema diz respeito a grande discrepancia entre
as escalas de energia do Modelo Padrao, que ¢ da ordem de 103GeV e a de Planck, que

¢é a escala de energia na qual os fenomenos da gravidade quantica sao predominantes, da

ordem de 10"GeV [14].

O modelo Randall-Sundrum tipo I, que é chamado de forma abreviada de RS-I, é
construido em D = 5 onde s6 existe uma unica dimensao extra compacta representada
por uma circunferéncia parametrizada por um angulo ¢ definido no intervalo —7 < ¢ < 7
da forma r.¢, onde r. é o chamado raio de compactificacao. Exatamente em ¢ = 0 e
¢ = 7 existem duas hipersuperficies quadrimensionais chamadas 3-branas que modelam
um defeito topolégico no bulk. A dimensao extra é orientada por um grupo de simetria
Zo = {—1,1} transformando-a no que os mateméaticos chamam de orbifold S!/Z,, através
da identificagao (z#,¢) ~ (x*, —¢) como ilustrado na figura 1. Todo esse aparato fica

imerso em um espago 5-dimensional chamado de bulk.

As duas 3-branas representam dois mundos distintos, e sobre uma delas repousa o

Modelo Padrao governado pela interacao eletrofraca. As condices de contorno impostas
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sobre a métrica de fundo do Bulk sdo

G (2", ¢ = 0) = g (2"), g (2", ¢ = m) = g7 (z") (3.1)

V1S

onde g,

(x*) é a métrica especificada sobre a brana visivel (onde se encontra o modelo

padrao) e goot

(x#) é a métrica especificada sobre a outra brana, que estd “oculta”, e gy
com M, N =0,1,2,3,¢ é a métrica de fundo do bulk. Esse modelo parte da hipotese de
que todos os campos do modelo padrao se encontram confinados sobre a brana visivel, e
somente a gravidade pode se propagar nas demais dimensoes uma vez que ela ¢é intrinseca

ao espaco-tempo.

g St

{} E.f'(: U

St/ Z,

Figura 1: Orbifold S'/Z,. Adaptado de [8].

A acao classica que descreve o modelo deve conter a gravidade diluida no bulk, e a acao
dos campos em cada brana. Primeiro escreve-se a acao da gravidade em cinco dimensoes
usando (2.47) acrescida de um termo com uma constante cosmoldgica 5-dimensional da

forma
S, = M / Fan/=G(R — 20) = M? / d'z / : dé/=g(R — 2A) (3.2)

onde M ¢ a escala de fundamental de Planck e R é o escalar de Ricci, todos em cinco
dimensoes. As acoes das branas visivel e oculta s@o quadrimensionais, dadas respectiva-

mente por
Sm’s = _%is/d4xv —Guis (33)
Socu - _‘/ocu/d4x\/ —Gocu (34)
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onde guis € o, SA0 as métricas quadrimensionais induzidas sobre as branas visivel e oculta,
respectivamente. As quantidades V,;s e V,, sdo as constantes cosmoldgicas (tensoes) nas

branas. A agao do modelo RS-I é entao

S = Sy + Socu + Suis (3.5)

A principio o modelo foi construido especificamnte para a gravidade pura, dessa forma
nao acrescenta-se matéria nas branas (L,;s = Lo, = 0). A variagdo da acao gravitacional

em relacao a métrica do bulk se torna
559 = M3/d4$/ d¢\/ —g (GMN + AgMN) 5gMN (3.6)

onde Gy € o tensor de Einstein definido como [15]

1
GMN = RMN — §gMNR (37)

A acao variada das branas com relacao a mesma métrica do bulk, pode ser escrita como
1 T , 5
5817 = 5 /d4$/ dgb[v;)cu \% _gocu5<¢)glojzu + ‘/;)’is \% _gv185(¢ - W)g/zzzs](sj\j‘/[(sN (38)
que comparando com a definiao padrao de tensor energia momento
1 ) v
Tun = _—[V:qu _gocué(gb)gz;iu + Viis _gmsé(gb - W)gZZVS]CSKJCSN (39)
Vg ¥
Entao as equacoes de Einstein se tornam

~1/2
—9g i v
Gun + AgMN = _%[%cu V _gocué(qs)gzcyu + Viisv _gv185(¢ - W)gzzus]éx/l(sN (310)
Uma interpretagao fisica de cada termo em (3.10) se mostra bastante instrutiva. A
constante cosmoldgica desenvolverd um papel extremamente importante na determinacao
do tipo de geometria do bulk. Embora nao exista matéria sobre as branas, o tensor
energia-momento possui energia de vacuo constante V,., e V,;s que atuam como fonte

do campo gravitacional mesmo na auséncia de matéria [24]. As fungoes delta de Dirac

indicam as localizagoes de cada brana.

3.1.2 A métrica

Uma vez determinadas as equacgoes de campo, deve-se determinar a métrica que as re-

solve. Geralmente em gravitacao, a métrica quadrimensional g, ¢ funcao das coordenadas
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do espaco-tempo z*. Quando acrescenta-se uma dimensao extra, a métrica 5-dimensional
passa a depender dessa inclusdo, ou seja, tem-se agora gyn = gun(z,d). Entao o ele-

mento de linha 5-dimensional pode ser escrito como

ds® = gMNda:deN

= Gu(z)datda” + 294, (7, ¢)dpdr" + gye(d)ded? (3.11)

onde g,, ¢ a métrica quadrimensional independente da dimensao extra. No entanto po-
derfa-se pensar em uma métrica que fosse composta separadamente por um termo que s
dependa das quatro coordenadas do espaco-tempo usuais e outro termo que s6 dependa
somente da dimensao extra. Para isso deve-se impor que gy, (z,¢) = 0 por conta da que

a brana possui uma simetria de paridade (z* — —x*) de forma que
ds® = g (x)datdz” + geg(p)dd’. (3.12)

Isso significa que a variedade 5-dimensional do modelo pode ser escrita como um produto

direto entre a variedade do espaco-tempo quadrimensional M® e o orbifold
M® =MW @ SY7,. (3.13)

Quando isso é possivel o espaco em questao possui uma geometria fatorizdavel. Por outro
lado se nao for possivel escrever a métrica de uma variedade como (3.13), entao ela possui

uma métrica nao-fatorizdvel.

O ansatz proposto pelo modelo RS-I que resolve as equagoes de Einstein (3.10) deve
preservar a invariancia de Poincaré, ser estatica e em cima da brana visivel ela deve se
tornar a métrica de Minkowski quadrimensional. A métrica proposta foi do tipo nao-

fatorizavel da forma
ds* = e 2Dy, datda” + ride*. (3.14)

Esse ansatz proposto por Lisa Randall e Raman Sundrum possui uma aspecto interessante;
uma vez fixada a posi¢ao da brana, sua métrica ¢ conformal a métrica de Minkowski [26],
isso ocorre devido a presenca do fator exponencial e=2(%) chamado de fator de warp (do
inglés “dobra”). Dessa forma a brana se torna apta a suportar o Modelo Padrao, o que

esta de acordo com a hipdétese do modelo na se¢ao anterior.
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3.1.3 A solucao das equacoes de Einstein
Para solucionarmos as equagoes de Einstein (3.10), escreve-se a

gun(9) = e 2@y, + 125965, (3.15)

Mas a métrica inversa que é calculada mediante a relacio constitutiva gy pg?™ = 63 é

dada por
9" (¢) = O — 25 5] (3.16)

Os coeficientes da conexao I'P';n, compativel com a métrica, que sao diferentes de zero

sao
a(P) _o
I, = ¥e 22000, (3.17)
I = —d(9)d. (3.18)

onde o’(¢) representa a derivada de o(¢) em relagdo a ¢. O trabalho agora sera substituir
a métrica do modelo RS-I em (3.10). Usando as equagoes (3.17) e (3.18), as componentes

do tensor de Ricci Ry;n dado por

" 2 620(¢)
R#V = [U (¢) — 4o (¢)] T‘2 umy (319)
Ry = 4[0"(¢) — "(o)]. (3.21)
E o escalar de Ricci fica dado por
4 /1 /
R = 5[20"(8) ~ 5°(9)]. (3.22)
Os tensores de Einstein G, e Gy sao
" 2 e 20
G = 3[—d"(¢) +20"(9)] v (3.23)
Gop = 607(0). (3.24)

As métricas induzidas sobre as branas podem ser escritas como

ocu ocu __ ,—20(p)

g;u/ = gp,l/ =e 77;w- (325)
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As equagoes de Einstein do modelo sao

60%(¢) = —Ar? (3.26)
30"(6) = 5o Vaud(6) + Vaisd(6 — 7). (3.27)

Levando em conta que a solu¢ao possui a mesma simetria do orbifold, a equacao (3.26)

pode ser integrada de maneira direta, resultando em

() = kre|o]. (3.28)

onde k = /—A/6. A costante de integragao foi desprezada pois, sua funcao é apenas
reescalar as variaveis x#. Note que para que o modelo seja auto consistente, a constante

cosmolodgica deve satisfazer A < 0, ou seja, estamos lidando com uma geometria do tipo

anti-de Siter (AdSs).

A condicao de periodicidade devido as duas branas permite que seja escrito

0" () = 2k [5(d) — 6(¢p — ). (3.29)

Entao dessa maneira, comparando (3.27) com (3.29) e substituindo (3.28) em (3.26) ob-
temos Vs, Vioew € A relacionados com em termos de uma tnica escala k através de um

fine-tuning da forma,
Vew = —Viis = 12M°k e A = —6k? (3.30)
E entao a solucao final para a métrica do bulk é

ds? = e 2reldly datda” + r2de? (3.31)

3.1.4 A Fisica do Modelo

Uma vez construido o modelo, deve-se ver suas consequéncias fisicas. Antes de tudo,
deve-se tomar as constantes fundamentais GG, ¢ e h que no sistema S.I de unidades sao

dadas por
G =6,67 x 107" m?/kgs?, ¢ =3 x 10°m/s, h=1,06 x 10~**kgm?/s (3.32)

E definir um sistema de unidades na qual possamos comparar as escalas de energia ele-
trofraca com a gravitacional, chamado sistema de unidades de planck. Nele as constantes

fundamentais mencionadas anteriormente assumem o valor numérico igual a 1. Dessa
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maneira, considerando [27]

Go1tr gl el (3.33)
mpity,’ tpy tpi '

e resolvendo essas equacgoes para lp;, tp; € mp;, obtém-se
Ipp=1,61 x 107%3em, mp; = 2,17 x 107%¢, tp; = 5,4 x 10715 (3.34)

e a escala de energia equivalente & da massa de Planck é m, = 1,22 x 10"GeV. E a
partir desse valor de energia que os efeitos quanticos da gravidade sao dominantes, e
nota-se que essa escala de energia estd muito acima da escala eletrofraca, que é da ordem
de 103GeV. A falta de explicacao do porqué que essas escalas de energia sao discrepantes

ficou conhecido como o problema da hierarquia de Higgs.

Uma vez que as teorias de campo sao formuladas em quatro dimensoes, deve-se fazer
uma reducao dimensional, e formula-las em termos dos parametros 5-dimensionais M, k
e r. que foram introduzidos na secao anterior. Se quisermos saber o comportamento da
gravidade sobre a brana que vivemos, devemos identificar as flutuagoes de massa zero
(chamados de zero-modos) da agao cléssica (3.5), o que fornecer os campos gravitacioanis
em quatro dimensoes (Teoria efetiva) [20]. Para tal, fazemos uma perturbagao na métrica

da forma
Nw = Nuw + Py (2) = G (3.35)
De forma que a métrica de Randall-Sundrum se torne
gun (@, 8) = €27 i, + by (2)] + 720303 (3.36)

A teoria de campo efetiva é obtida substituindo (3.36) na acdo de Eistein-Hilbert. O

escalar de Ricci toma a forma
| _
R=RO+ R — ey oh,, (3.37)

onde R ¢ o escalar de Ricci sem o termo de perturbacdo, o qual é dado por (3.22).

Define-se

_ p 1 _
R= (0" - 40/2)77742 Py + —e_%rcl(b‘aAa(uh{}) (3.38)

[

N}

e o jacobiano pode ser escrito como

V=9 =v—¢O(1+/=7) (3.39)
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De forma que
S.p D M? / d*z/—gR / dor.e~2reldl (3.40)

Entao comparando esse termo da acao efetiva com a acao de Eistein-Hilbert quadri-
mensional, observa-se que o valor efetivo da massa de planck é

T M3
M3, = M3rc/ dpe2hrelél — 7(1 — g7 2hkrem) (3.41)

—Tr
Esse é o resultado mais importante do modelo, pois é a partir dele que é possivel relacionar

a escala de energia do modelo padrao com a escala de planck. Com todos os campos de

matéria confinados sobre a 3-brana, a acao da brana visivel contém a acao de Higgs,

Svis 2 /d4rv—9vis[gﬁiiDuHTDuH — M| H[* = v5)°] (3.42)

Onde H é o campo de Higss, vy é o valor esperado do campo no estado de vacuo, A é

uma constante de auto-acoplamento e D, é a derivada covariante comum em teorias de

Gauge, dada por D, = 8, — ieA, [5]. Substituindo a métrica induzida gl = e g
em (3.42), temos
Sypis D / d*z/—ge (e g, D, HD,H — N(|H|* — v3)?] (3.43)
Normalizando o campo de Higgs, H — €™ H, obtemos
Ser D / d*ev/=§(g,w D, H' D, H — A(|H|* — e 2™v3)?] (3.44)

E entao vemos que (3.44) contém a acao de Higgs, com um detalhe: a escala fisica de

massa fica dada pela escala de quebra espontanea de simetria definida por
v = e "y, (3.45)

Como o valor esperado v do campo de Higgs no estado de vacuo define todos os parametros
de massa do Modelo Padrao, qualquer parametro de massa mg sobre a brana visivel ira

corresponder a uma massa fisica

m=e " "my (3.46)

Olhando para (3.45), nota-se que a escala eletrofraca mediada pelo campo de Higgs,
possui um fator exponencial que é muito pequeno na brana que onde repousa o Modelo

Padrao, enquanto que a escala de Planck na brana onde se encontra o Modelo Padrao,
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dada por (3.41) permanece quase da mesma forma, devido a presenga de um termo muito
pequeno que é somado ao invés de multiplicado, ficando Mp; ~ M. Dessa forma o Modelo

RS-I resolve o problema da hierarquia de Higgs.

3.2 0O Modelo de RS-I1

3.2.1 A construcao

Fazendo uso do senso comum, as dimensoes do mundo em que vivemos nao sao com-
pactas. E mantendo a mesma hipétese do modelo RS-I, o Modelo Padrao nao ird se propa-
gar ao longo da dimensao extra. Dessa maneira, é preciso fazer uma pequena mudanca no
modelo proposto anteriormente, considerando que a quinta dimensao seja nao-compacta.

Dessa forma origina-se o modelo Randall-Sundrum tipo II (RS-1I) [19].

Esse novo modelo é bastante similar ao primeiro, exceto pelo fato de tomarmos como

dimensao extra, uma coordenada nao-compacta y. A agdo do modelo é [19]

S = M3/d4x/ dy/—g(R — 2A) — Vocu/d‘lx\/—gow — %is/d4x\/—gvis. (3.47)
0

Realizando o mesmo procedimento do primeiro modelo, exeto pelo fato de trocarmos a
posigao das branas visivel (y = 0) e oculta (y. = 7r,), as equagoes de Einstein para esse

modelo se tornam

_\—1/2
GMN + AgMN = _%[%25 V _gms§<y)g1lj; + ‘/ocu V _gocu(S(y - yc)ggcyu]dé\i/lg]y\f (348)

Considerando também uma simetria de orbifold, mas agora com y — —y, a solucao

para as equacoes de Einstein é
ds? = e~ Wy do"da” + dy®. (3.49)

De forma simples, basta substituir ¥y = 7.¢ no modelo de forma que L = 7r. seja a
distancia entre as branas. A geometria continua sendo AdSs, e as relagoes entre Vi, e

Voeuw (0 “fine tuning”) ficam invertidas,

Viis = —Voeu = 12M°k e A = —6k?. (3.50)

Nesse modelo também é possivel obter a escala de Planck efetiva quadrimensional,

resolvendo também o problema da hierarquia. No entanto esse modelo sera usado para
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determinar os modos gravitacionais.

3.2.2 A equacao tipo Schroedinger

H&4 uma necessidade de se determinar as excitagoes gravitacionais através de per-
turbacoes na métrica de fundo do Bulk por meio da linearizacao das equacgoes de Einsten
[?7]. O motivo pelo qual isso se torna importante decorre do fato conhecer o comporta-
mento de tais pertubacoes na dimensao extra e discutir a localizacao delas no contexto
do modelo. Tais pertubagoes serao feitas somente na parte quadrimensional da métrica

(afinal de contas as excitagoes gravitacionais fisicas devem estar sobre a brana), ou seja,

Gu(T,y) = e 2D, + b (2,y), |hu(z,y)] < 1 (3.51)

onde o(y) = kly| e h(z,y) é a pertubagado que recebe o nome de grdviton que serd o

responsavel pelas excitagoes gravitacionais sobre a brana. gravitacional.

Levando em conta (3.51), os coeficientes da conexao de Riemman nao nulos sao

1
M, = 5@@ + Ohy — ) (3.52)
1
M, = de¥n., — 5Ol (3.53)
174 14 1 14
F pd = —a’5ﬂ+§3yh#. (354)

O leventamento e abaixamento dos indices dos vetores e tensore foram feitos com a métrica
de fundo (=271, ou €**n) e nao com a métrica de Minkowski. As componentes R,,, e
R no Gauge 9"hy,, = hf; = 0 sao
1
0 2 2
R, = RY - 5(ay + D)y — 20Ny, (3.55)
Ry = 4(¢"—0?) =Ry (3.56)
onde O = 29,05 e
RO = (¢" — 46" e %, (3.57)

N

é o tensor de Ricci que nao contém a perturbacao. O escalar de Ricci toma a forma

R =R — ™R (3.58)
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onde
RO = (20" — 507). (3.59)
Impondo o Gauge, ele se torna
R=RO (3.60)
Entao o tensor de Einstein se torna
G =Gl — %(aj + DYy — 4(0” — 20" by, (3.61)
Também deve-se linearizar o tensor energia momento. Considerado que
Guis = Goeu = g = —€ 7 (3.62)
entao 7}, linerizado torna-se
T =T = [Vais0 (y) + Vaisd (Y — ye) o (3.63)

Substituindo essas trés ultimas equagoes nas equacoes de Einstein do modelo, levando em

conta (3.50), temos
1
—5(05 + D)y, y) + 4k[k = 0(y) + 0(y = ye) Py (2, y) = 0 (3.64)

O que nos interessa é somente a quinta dimensao, entao usando a seguinte separacao de
variaveis

how(2,Y) =y (2)0(y) (3.65)

a equacao diferencial em x resulta em
9?h, (x) = ch,,(z) (3.66)

onde 9> = 9,0% é o tradicional d’lembertiano quadrimensional e ¢ é a constante de
separacao. Comparando essa equacao com a equacao de onda relativistica de Klein-
Gordon [15], vemos que ¢ = m?. Dessa maneira a equagao diferencial em y se torna

o(y)

dgp T ARk = 00) + 0y —w)le(y) = m?e? W (y). (3.67)

Tal equacao diferencial nos possibilita determinar os modos das excitagoes gravitaci-

onais na quinta dimensao. Entretanto ela ainda nao esta na forma adequada para esse
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fim. Dessa maneira deve-se fazer uma mudanca de varidaveis para que ela tenha uma
forma similar a equagao de onda nao-relativistica de Schroedinger. De acordo com [13], o

método geral para isso reside nas mudancas de variavel

Sg(Y)  kpy
: = = (eflvl — 1) (3.68)

e M2 2). (3.69)

ply) =

Estas transformacoes fazem com que seja obtida a equacao diferencial

d? _ 5
- V)| o) =) (3.10)
onde o potencial é da forma
15k? 6(z — 2.)
_ _ _oET %) 71
V&) = vy {‘W) e 1} (3.71)

onde z. é dado por (3.68) quando y = y.. Observe que na equagao tipo Schroedinger
(3.70) m? faz o papel da energia na mecanica quantica, e entao hd uma necessidade de

determinar os autovalores de massa (energia) do graviton confinado (localizado) na brana.

Em analogia com a mecanica quantica, as condi¢oes de contorno devido a presenca

das funcoes delta de Dirac ficam escritas como

Adfi(zo) — _3k5(0) (3.72)
dp(z.) 3k
A=lr T Ragit) (3.73)

3.2.3 O espectro gravitacional

Nao ha nada de errado em estender a dimensao extra até o infinito, mediante r. —
00, pois agora existe um interesse no comportamento localizado ou nao das excitagoes
gravitacionais sobre a brana visivel. Dessa forma o quando o raio de compactificacao
tende ao infinito o potencial (3.71) se torna

15k2
V(z) =+

CEESIE 3kd(2). (3.74)

Agora o trabalho é resolver (3.70), e a partir das solugoes obtidas extrair informagoes

fisicas. Para z # 0, obtém-se a equacao diferencial

d*¢(z2) L2 15k?
dy? 4(k|z| +1)2

¢(z) = 0. (3.75)
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Realizando a mudancga de varidavel w = |z| + 1/k, a equagao diferencial anterior toma a

forma

d*p(w) 2 15
2o 4 m? — oo | @) (3.76)
O autovalor m = 0 é chamado de modo de massa zero, ou simplesmente modo zero. O
modo zero nao ¢ nada mais do que as excitagoes gravitacionais de energia mais baixa.
Dessa forma a equagao (3.76) se torna
d*p(w) 15]{:295
dy? 4w?

(w) =0 (3.77)

que facilmente pode ser resolvida usando o método de Frobenius. Impondo a finitude da

funcao de onda, obtém-se que @(z) é
p(z) = k7' (k|2 + 1)/ (3.78)

onde k~! ¢ uma constante obtida apés uma normalizacdo. Na varidvel y essa solucao se

torna
ply) = ke k2 (3.79)

e dessa forma nota-se que essa solucao é localizada sobre a brana, diluindo-se a medida

que a dimensao extra aumenta.

Para os modos massivos (m # 0) do campo gravitacional, deve-se notar que mediante

a mudanca de variavel
ezl +1/k) = vzl + 1/k o(m(|z] + 1/k)) (3.80)

transforma a equagao diferencial (3.76) em uma equagao diferencial de Bessel de ordem

2. E portanto a solugao geral para os modos massivos é
p(2) = (12 + 1/k)Plada(m(|z] + 1/k)) + bYa(m(|2] + 1/k))] (3.81)

onde Jo(m(|z] + 1/k)) e Ya(m(|z] + 1/k)) sao as fungdes de Bessel de primeiro tipo e

segundo tipo de ordem 2.

A partir da solucao obtida para os modos massivos, é possivel ver que quando existe
apenas uma brana, os autovalores de massa possuem um espectro continuo. Além disso,
nota-se também que essa solucao nao é localizada, devido a presenca de funcoes de Bessel.

No entanto a presenca das duas branas induz uma quantizagao desses modos [19]. Pode-
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se mostrar isso aplicando a solugao (3.81) nas condigbes de contorno (3.72) e (3.73). A
derivada primeira de ¢(z) pode ser calculada usando as propriedades das fungoes de Bessel

expressas em [1]. Isso resulta em

p(z) = sgn(z)m (2] + 1/k) [ai(m(|z] + 1/k)) + BYi(m(|z| + 1/k))

1/2
— ;sgn(z)m <k|z|k+ 1) laJa(m(|z] + 1/k)) + bYa(m(|z] + 1/k))] (3.82)

E quando aplica-se as condigoes de contorno

aJi(m/k)+bYi(m/k) = 0
aJi(m(z. + 1/k)) + bY1(m(z. + 1/k)) = 0.

O sistema possui solugao tnica se

Ji(m/k) Yi(m/k)

=0 (3.83)
Ji(m(ze +1/k)) Yi(m(z + 1/k))

Na aproximacao de pequenas massas (m/k < 1), temos que —Y;(m/k) < Ji(m/k), e

portanto escrevemos (3.83) como
my, = ke *mrej, (3.84)

onde os j, sdo as raizes da fungoes de Bessel de primeiro tipo, isto é, J(j,) = 0.

Como o valor da constante k é da ordem da escala de Planck e o fator exponencial
e * sobre a brana visivel tem sido mandido fixo para resolver o problema da hieraquia.
Uma vez que os autovalores de massa sao da ordem dos TeV a observarcao de ressonancias

individuais dos primeiros modos em podem ser possiveis em aceleradores no futuro [6].

3.3 A Brana como um Campo Escalar

Até agora foi introduzido a idéia de brana como uma superficie hiperfina em relacao a
dimensao extra. No entanto muito antes que o modelo Randall-Sundrum fosse concebido,
existia a proposta de que nosso universo poderia ser um defeito topoldgico tais como
paredes de dominio ferromagnéticas. Essa parede de dominio pode ser representada por
um campo escalar real que depende somente da dimensao extra, de forma que o modelo

RS possa ser reestabelecido em um limite apropriado. Para descrever esse cenario, usa-se
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um ansatz semelhante ao de randall-Sundrum
ds* = e~ Wy, datdz” + dy? (3.85)
onde A(y) é uma funcao suave de y [11]. Bem como a agao
S = M? / d'x / dyv/—gR + S (3.86)

onde S, ¢é responsdvel por formar a brana, e é dado por
1
Sy = — / 'z / /=g [éaM(b@Mgb - V(gb)} | (3.87)

O termo de interacao V(¢) introduz o defeito topoldgico tipo parede de dominio. As

equagoes de Einstein resultantes de (3.86) sao

1
2M3

CTYMN =

{3M¢3N¢ — guN BaP¢3P¢ - V(Cb)} } (3.88)

e considerando que o campo escalar s6 depende da quinta dimensao, ou seja ¢ = ¢(y)

tém-se que as equagoes de campo tornam-se

) =20%0) = i 500+ V@) (3.50)
247(y) =6L3E¢%»—ww] (3.90)

e somando essas equagoes obtém-se

Ay) =

= 0P, (3.91)

E possivel determinar a forma do fator de dobra da métrica (3.85) a partir da solucao
para o campo escalar. Na auséncia de gravidade consegue-se uma solucao tipo parede de

dominio, deve-se considerar o potencial V' (¢) como sendo da forma
V(d) = )\_2 2 2\2 9
(6) = (6"~ a?) (392
que suporta uma solugao tipo kink

¢(y) = atanh(by) (3.93)

onde b = \a?/2 com ), a sendo constantes positivas. Substituindo entao (3.93) em (3.91)
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1\ expl- [ expl-o(y)]

-A(Y)] .
\ y j |

0 0

Figura 2: Fatores de dobra suave A(y) e de Randall-Sundrum.
usando A’(0) = A(0) = 0, obtém-se
1
A(y) = B |In cosh?(by) + 5 tanh?(by) (3.94)

onde 3 = a*/18M?3. E portanto nota-se que a fungao A(y) representa um fator de dobra
localizado, e possuindo a forma do fator de dobra do modelo Randall-Sundrum para

grandes distancias da brana figura 2.
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4 LOCALIZACAO DE
FERMIONS

4.1 Localizacaoem D =5

4.1.1 No contexto do modelo Randall-Sundrum

Apesar do modelo Randall-Sundrum ser construido para resolver o problema da hie-
rarquia entre as escalas da gravidade e eletrofraca e para a localizacao de excitagoes de
spin 2, podemos usa-lo no para verificar se campos de spin 1/2 sao localizados na brana
visivel. Basicamente o que tem que ser feito é um acoplamento entre férmions e o bulk,

dado pela métrica (3.49) feito em [2].

A agdo para férmions de Dirac sem massa de spin 1/2 na presenca de gravidade em

cinco dimensoes é escrita como
Sp =i / dx/—gUTM Dy ¥ (4.1)

onde ¥ = ¥(x,y) e '™ sdo as matrizes de Dirac na variedade curva. A partir dessa acio

obtem-se a equacao de Dirac

M Dy = (I'"D, +TYD,)¥ = 0. (4.2)

Observando a métrica (3.49) em conjunto com (2.58), os vierbeis nao nulos sao
emo = e—a(y)(;Ln

M, = o) (4.3)

com isso e as equagodes (3.17), (3.18), observa-se que os unicos coeficientes da conexao de

spin diferentes de zero sao

w, " = —o'(y)e 70y (4.4)
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consequentemente as derivadas covariantes se tornam

1
D, = 0,— §Jl(y)e*"(y)f‘ufy
D, = 09, (4.5)
usando a separacao de varaveis
U(z,y) = a(y)v(z) (4.6)

onde ¥ (x) é o espinor de Dirac em quatro dimensoes, e a(y) é uma funcdo que depende

somente da dimensdo extra. Entdo a equagdo (4.2) para o modo zero (y*0,¢ = 0) se

torna
d
W) 20/ (y)aly) = 0 (47)
dy
a solugao dessa equagao diferencial é
a(y) = CeHl (4.8)

a qual ndo é localizada sobre a brana de tensao positiva (brana visivel ou de Randall-

Sundrum), pelo fato de que ao substituir (4.8) em (4.1)
+oo +o0
/ dye 3o (y) = 02/ "Wldy — 0. (4.9)
Dessa forma baseado em [4], particulas de spin 1/2 acopladas ao bulk de Randall-Sundrum
nao sao localizadas em branas de tensao positivas. No entanto de acordo com o fine-tuning
do préprio modelo, é possivel localizar essas particulas na brana de tensao negativa,

fazendo uma mudanca do tipo kK — —k, obtendo assim

+o0 +o0 202
/ dye**¥la?(y) = 02/ dye Wl = — (4.10)

o0 —00 k

Entao a solugao corretamente normalizada para o modo zero do campo espinorial em

branas de tensao negativas fica dada por

Uo(z,y) = \/ge_kmw(:c). (4.11)
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7~

+

0

Figura 3: A localizagdo do modo zero «(y) na brana de tensao negativa.
4.1.2 No contexto da brana modeladas por kinks

Campos de spin 1/2 nao sao localizados em brana de tensao positiva (brana visivel
do modelo RS). De uma certa forma isso é um problema decorrente do fato de que uma
brana de tensao negativa funciona como uma porcao de um espaco Ads com flutuagoes
de energia negativa [2]. Dessa forma uma proposta para localizar esses tipos de campos,
consiste na introdugao de um termo de interacao com a prépria brana gerada pela solucao

de kink [11]. Entao a ac¢do para férmions pode ser escrita como
Sp =i / d’x\/—gV [TY Dy — F(¢)] ¥ (4.12)

Aqui deve-se usar a métrica (3.85) de (3.49). Uma vez que a brana é gerada por um
campo escalar, a interacao mais simples entre os férmions do bulk e a prépria brana é a

de Yukawa, dada por F(¢) = f¢, onde f é uma constante de acoplamento real.

Nesse momento é conveniente examinar a localizagao do modo zero de férmions quirais
nesse novo contexto de branas geradas por kink. A equacao de Dirac gerada pela agao
(4.1) é

I'MDyV — fol = 0. (4.13)

Fazendo o mesmo processo da se¢ao anterior, tém-se que a dinamica do espinor em relagao

a dimensao extra y é regida pela equagao diferencial

' (y) = 2A"(y)n(y)] ¥ (x) — fon(y)T¥(x) =0 (4.14)

onde n(y) faz o papel de a(y) da segao anterior. No entanto diferentemente do caso
baseado no modelo Randall-Sundrum, o modo zero dependera da quiralidde tomada.

Entao dessa maneira da equagao (4.14) emergem outras duas
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nr(Y)

Figura 4: O modo zero localizado referente a quiralidade direita para valores de 45— fa/b
iguais a -1 (vemelho), -2 (verde) e -3 (preto).

ne(y) — 24" (y)ne(y) — fénr(y) =
np(y) — 24 (y)ne(y) + fone(y) =

(4.15)
(4.16)

referentes as quiralidades direita ng (I'Viyp = +vr) e esquerda ny (I'YY, = —1r). As

solugoes para as respectivas equacoes diferenciais sao

r(y) = [cosh(by)] /7 e 0n (4.17)
N (y) = [cosh(by)]*7H/o/P B tanb®(by) (4.18)

Observando as equagoes acima, nota-se que a quiralidade direita (positiva) s6 pode

ser localizada (figura 4) se a relagao
f>4pb/a (4.19)

for satisfeita. Isso é uma imposicao para que a férmions com quiralidade positiva possam

existir em 4D. Matematicamente isso exige que a solugao seja normalizavel,

+oo
/ dye AW (y) < oco. (4.20)

Observe que o acoplamento de Yukawa desenvolve um papel vital nesse cenario, pois
sem ele nao é possivel obter exito na localizagao uma vez que de acordo com as solugoes
obtidas, o expoente de cosh(by) se torna sempre positivo. Em suma respeitada a relagao

(4.20) somente férmions com quiralidade positiva podem existir em estruturas de branas
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modeladas por defeitos topoldgicos tipo parede de dominio.

4.2 Localizacao em D Dimensoes

4.2.1 Introducao

Até o presente momento foi feito a localizacdo de campos espinoriais em D = 5
baseado no modelo Randall-Sundrum, como para o caso em que a brana é gerada por um
campo escalar. Para localizar esses campos (e a gravidade) foi assumido que o mundo
quadrimensional fica confinado em uma 3-brana. Para generalizar esse raciocinio para D
dimensdes, adota-se a idéia de que o modelo padrao fica confinado em uma (D — 2)-brana,
de forma que quando resolve-se as equagoes de Einstein tanto para o modelo RS-II como
para o contexto de defeitos topologicos tipo “kink”, obtém-se as mesmas solugoes. Como
foi visto no capitulo 2 que as representacgoes espinoriais variam quando a dimensao do
espaco-tempo é par ou impar, entao ¢ interessante adotar a mesma metodologia para a

localizagao.

4.2.2 D impar

O primeiro aspecto relevante a ser mensionado é que a medida de integragao muda de
acordo com o numero de dimensoes em questao. Considerando que a métrica seja dada

por
ds® = e’““(y)nm,dx“dx” + dy? (4.21)

onde A;(y) = o(y),A2(y) = A(y) pode-se facilmente determinar o determinante da

métrica g

g = —e" (D124l (4.22)

No contexto do modelo Randall-Sundrum a equagao que fornece a dinamica da funcao

dependente da dimensao extra nas D dimensoes impares para o modo zero é

o(y)a(y) =0 (4.23)

cuja solucao ¢é dada por

a(y) = CeP~HoW)/2 (4.24)
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e quando faz-se a localizagao substituindo na acao de Dirac

S =i / APz / dy/—gUTM DU

= S [y e ewary) (4.29
e portanto
/dy e~ (P=2oW a2 (y) = CQ/dy e’ - 0. (4.26)

Dessa forma nota-se que férmions de Dirac em nunca podem ser localizados no contexto

do modelo RS em D dimensoes impares.

No entanto no cénério de branas geradas por um campo escalar o qual deixa o fator

de dobra da métrica suave, a equacao de Dirac resultante da acao D-dimensional é
D—1 / D1m D
00 () — =5 A(y)W(a,y) + T7T"0, W, y) — F(6)TPW(a,y) =0 (4.2
Considerando o mesmo tipo de acoplamento do caso D = 5, e decompondo o espinor em
parte quiral e anti-quiral, a equagado (4.27) dar origem a duas equagoes independentes

para o modo zero

D -1

Nr(y) — TA’(y)nR(y) — fonr(y) =0 (4.28)

D -1

n(y) = —5—AWnely) + fonuy) = 0. (4.29)

As solugoes dessas equacoes diferenciais pode ser escritas da forma
n(y) = [Cosh(by)](Dfl)BHFaf/bei(DZI)ﬂtanhQ(by) (4.30)

onde o sinal negativo representa a solucao referente a quiralidade direita, enquanto que
o sinal positivo representa a quiralidade esquerda. Ao substituir essa equacao na acao de

Dirac D-dimensional, conclui-se que

+00 +0o0
/ dy e P42 (y) = / dy [cosh(by)[2P7e!/bes tanl ) (4.31)

—00 [e.9]

Pode-se observar que embora a solucao para a funcao dependente da dimensao extra
dependa da dimensionalidade do espago-tempo impar, a integral de localizagao diz que

independente da dimensao sé é possivel localizar férmions com quiralidade positiva.
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4.2.3 D par

A acao de Dirac D-Dimensional para férmions sem massa é dada por

S — / dPx/—gUTM Dy, 0. (4.32)
A equacao de Dirac gerada por essa acao, tomando com base a métrica de Randall-
Sundrum é
(D — 1) / m
0,¥(2,y) = =50 (y)¥(z,y) + T*I" 0, ¥ (2, y) = 0. (4.33)

Para solucionar essa equacao diferencial nao se pode simplesmente dizer que o espinor
U(z,y) é um produto de uma fungao que depende exclusivamente de y vezes um espinor
() como foi feito para o caso em que a dimensionalidade era fmpar. Isso porque quando
deseja-se fazer uma reducao dimensional de um espinor de uma dimensao D para uma
D — 1 quando tal dimensionalidade é par a dimensao da representacao do espinor também
muda. Mas de acordo com a notacao da secao 2.1, pode-se estabelecer uma relagao
entre as dimensoes do espaco-tempo e da representacao espinorial. Foi mostrado que se
D = 2k + 2 sao o numero de dimensoes do espaco-tempo, a dimensao da representacao
espinorial seria 281, Baseado nisso, para resolver (4.33) o espinor de Dirac ¥(z,y) deve

ser escrito da forma

U(z,y) = v(z) @&(y) (4.34)

onde () é uma matriz coluna de dimensdo 2F enquanto £(y) é uma matriz coluna de

ordem 2. Portanto a equagao (4.33) para o modo zero se torna

(D_l) /

§'(y) — 5 oWy =0 (4.35)

cuja solucao ¢

E(y) = C P72, (4.36)

Substituindo na agao de Dirac (4.33), encontra-se que
+oo +oo
| aye e = [Ty e oo (4.37)
portanto férmions no contexto do modelo Randall-Sundrum nao sao localizados em branas

de tensao positiva quando a dimensionalidade do espago-tempo ¢é par.



51

Considerando agora o contexto de branas geradas pelo campo escalar ¢ deve-se intro-
duzir um termo de interagao entre os férmions do bulk representada por F'(¢) na agao de

Dirac,
Sk =1 [ 4P/ =gU Dy~ Flo))0 (438)

A equacao de Dirac se torna

(D 1)

8@/\1/(1’7?/) - 2

AV (z,y) + TT70, ¥ (2, y) — F(@)I*W(z,y) = 0. (4.39)
Usando a separacao de varidveis tal qual (4.34) da forma

V(x,y) = v(r) ©C(y) (4.40)

2

em conjunto com as relagoes ['™ = v @ (—03), [V = 1 ® 02, a equagao (4.39) para o

modo zero toma a forma

(D_l) /

Cy) = 50" (y)y) - iF(¢)o*C(y) = 0. (4.41)

Escrevendo o espinor ((y) como

G (y)
Cly) = [ (4.42)
C(y)
a equacao (4.41) d& origem a duas equagoes diferenciais acopladas
D—-1
) — o)) - Floyatn) = 0 (4.43)
D -1
aw) - LYo e + Peam =o. (4.44)
Usando a mudanca
Gily) = PV 2p;(y), =12, (4.45)
as equagoes acopladas ficam mais simples, e se transformam em
pr(y) — F(¢)p2(y) =0 (4.46)
pa(y) + F()pi(y) = 0. (4.47)
Essas duas equagoes se reduzem a equacao diferencial
F'(¢
o) = 2 )+ F(0)ol) = 0 (1.48)

F(¢)
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e quando a interacao é do tipo Yukawa, a equacao anterior pode ser convertida em uma

equagao diferencial tipo oscilador harmoénico

pi(2) +pi(z) =0 (4.49)

mediante a mudanca de variavel

z = In[cosh(by)]*//*. (4.50)

Entao a solugao para ((1,2)(y) pode ser escrita como

Gy) = poeP™DAW/2 senfin cosh™ /b (by) + 6] (4.51)
Gly) = poe(D_l)A(y)/2 cos[lncosh“f/b(by)~l—90]- (4.52)

Para determinar se o modo zero de campos de spin 1/2 sao localizados nesse contexto,
deve-se usar o procedimento padrao de localizacao, ou seja, substituir a solugao na ac¢ao

de Dirac (4.38),

+00 +0oo
/ dy e P2W () = / dy AVt (4)ply)

—00 —00

_ / " dy AV + )

o

+oo
= po/ dy eV — 0. (4.53)

Portanto pode-se constatar que férmions de Dirac nao podem ser localizados em bra-

nas geradas por kinks quando a dimensionalidade do espaco tempo ¢é par.
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5 CONCLUSAO

Durante a analise inicial do campo espinorial em D = 5 verificou-se que seu modo
zero nunca pode ser localizado com base no modelo Randall-Sundrum. Para resolver esse
problema introduziu-se uma estrutura de brana espessa a qual é modelada por um campo
escalar real que depende exclusivamente da dimensao extra . Isso exige a introducao de
um termo de interacao na agao de Dirac, que por simplicidade foi escolhida uma interacao
tipo Yukawa. Dessa maneira é possivel localizar o modo zero de uma das chiralidades (a
chiralidade direita nesse caso) para alguns valores da constante de acoplamento por meio

de uma expressao analitica para f.

Para localizar férmions em um bulk D-dimensional, houve a necessidade de construir
as representacoes espinoriais relativas a essas dimensoes. Nessa construcao observou-se
que essas representacoes podem ser subdivididas quanto a dimensionalidade do espaco-
tempo em dois conjuntos: um referente a dimensao par e outro quando ela é impar. Com
base no modelo Randall-Sundrum, férmions ndo podem ser localizados sobre (D — 2)-
branas de tensao positiva V,;; > 0 pelo fato da solugao obtida nao deixar a agao de
Dirac D-Dimensional finita. Uma alternativa para solugao desse problema foi introduzir
uma interagao de Yukawa entre os férmions do bulk e a brana por meio de um “kink”.
Quando a dimensionalidade do espago-tempo é impar, os resultados obtidos reproduzem
o caso D = 5. Entretanto quando a dimensionalidade é par, a reducao dimesional da
representacao espinorial obriga que o espinor de Dirac seja escrito por meio de um produto
direto de uma matriz coluna de ordem 2* por outra matriz coluna de ordem 2, e a solucao
da equacao de movimento relativa a dimensao extra nao torna a agao de Dirac finita.
Portanto de uma manera geral somente quando a dimensionalidade é impar, o modo zero
de fermions de chiralidade direita podem ser localizados com a insercao de um acoplamento

tipo Yukawa.
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