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RESUMO

Neste trabalho estudaremos as variedades de Einstein com curvatura isotrépica positiva.
Mais precisamente, mostraremos que toda variedade de Einstein compacta com curvatura
isotrépica positiva tem curvatura seccional constante.

Palavras-chave: variedades-geometria. curvatura isotropica. curvatura seccional. vari-
edade de Einstein. variedade compacta.



ABSTRACT

The aim of this work is to study compact Einstein manifolds with positive isotropic
curvature. More precisely, we shall prove that every compact Einstein manifold with
positive isotropic curvature has constant sectional curvature.

Keywords: manifold-geometry. isotropic curvature. sectional curvature. Einstein mani-
folds. compact manifold.
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1 INTRODUCAO

O estudo das variedades de Einstein tém grandes implicacoes em relatividade geral e
em geometria conforme. Nos iltimos anos, muita atencao tem sido dada a este assunto.
As variedades de Einstein sao as variedades Riemannianas em que o tensor de Ricci é

proporcional ao tensor métrico.

Berber claassificou todas as variedades de Einstein satisfazendo adequadas condigoes
de curvatura, veja [1] e [2]. Além disso, Tachibana [15] mostrou que se uma variedade
de Einstein compacta tem operador de curvatura positivo, entao a curvatura seccional
¢ constante. Ele ainda mostrou que se o operador de curvatura ¢ nao negativo, entao a
variedade é localmente simétrica. Gursky e LeBrum [9] obtiveram interessantes resultados
em variedades de Einstein de dimensao 4 com curvatura seccional constante. Outros

resultados nesta mesma diregao foram obtidos por Yang [16].

Uma condicao de curvatura, a curvatura isotrdpica, foi introduzida por Micallef e
Moore em [10]. Baseado nos trablhos de Micallef e Moore, Brendle e Schoen [5] mostra-
ram que a curvatura isotropica é preservada pelo fluxo de Ricci em todas as dimensoes.

Resultados neste sentido também podem ser vistos em [12].

Vale ressaltar que Seshadri [14] obteve uma classificagao parcial para variedades com
curvatura isotrépica nao negativa. Além disso, Micallef e Wang [11] mostraram que uma
variedade de Einstein de dimensao 4, com curvatura isotrépica nao negativa é localmente
simétrica. Neste mesmo trabalho, eles mostraram que se uma variedade tem curvatura
isotrépica nao negativa, a curvatura escalar, também é nao negativa. Essa condicao de
curvatura isotrépica é uma hipdétese mais fraca que a hipétese do operador de curvatura

utilizada por Tachibana.

Brendle [4] obteve um excelente resultado que generaliza o resultado de Micallef e

Wang para dimensoes arbitrarias. Mais precisamente, ele mostrou o seguinte resultado.

Teorema 1.1. Seja (M, g) uma variedade de Einstein compacta de dimensdo n > 4. Se



(M, g) tem curvature isotrdpica positiva, entao (M, g) tem curvatura seccional constante.
Além disso, se (M, g) tem curvatura isotrdpica nao negativa, entio (M,gq) € localmente

simétrica.

Apresentaremos uma prova detalhada da primeira parte dos resultados de Brendle.

Nesta demonstracao, usaremos todos os resultados aqui enunciados.
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2 PRELIMINARES

2.1 Definicoes de Curvatura

Definicao 2.1. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M™ € uma correspondéncia
que associa a cada par X, Y € X(M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) dada por

R(X,Y)Z = VyVxZ - VxVyZ + VixyZ, (2.1)

onde V € a conexao Riemanniana e X(M) € o conjunto dos campos de vetores dife-

rencidveis em M.

Se considerarmos um sistema de coordenadas {z;} em torno de p € M™, a equagao

(2.1) pode ser escrita como

o 0 0 9
R ( ) 8_ = (Va/ax]-Va/axi - V[)/amiva/ami) S
Lk

o 9
uma vez que | B a_a;j]

A curvatura R de uma variedade Riemanniana M" goza das seguintes propriedades:

e R élinear em X(M) x X(M), isto é,

R(fX14+9X5,Y) = fR(X1,Y) + gR(X3,Y),
R(X, fY1+gY2) = fR(X, Y1) + gR(X,Y3),

f,9 € D(M), onde D(M) é o conjunto das fungoes reais diferencidveis.

e O operador curvatura ¢ linear, isto é,

RIX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X,Y)W
R(X,Y)(fZ) = [R(X,Y)Z,

feDM).
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e Primeira identidade de Bianchi, isto é,

R(X,Y)Z + R(Y,2)X + R(Z, X)Y =0.

Relacionado com o operador de curvatura esté a curvatura seccional. Antes de definir

esta curvatura, definiremos o tensor de curvatura algébrico.

Definicao 2.2. Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita munido de um produto

interno. Um tensor de curvatura algébrico € uma forma multilinear R : VXV xV xV — R

dada por
R(X,Y,Z,W) =(VyVxZ —VxVyZ +Vixy)Z,W) (2.2)
satisfazendo
R(X,)Y,Z,W)=—-R(Y,X,Z,W)=R(Z W, X,Y)
e

R(X,Y,Z,W)+R(Y,Z,X,W) + R(Z,X,Y,W) =0,

para todos vetores X, Y, Z, W € V.

Na proxima secao, faremos um estudo mais detalhado deste tensor.

Proposicao 2.1. Seja o C T,M um subespago bidimensional do espago tangente T,M de
uma variedade Riemanniana M" e sejam x,y € o dois vetores linearmente independentes.

Entao o nimero

K(z,y) = & ), y)

2.3

nao depende da escolha dos vetores x,y € 0.

Demonstracao. E possivel ver que podemos passar da base {z,y} para uma base {2/, vy}

por iteracao das seguintes transformacoes;

o {z,y} = {y,x}
o {7y} — {\z,y}

o {z,y} = {z+ My, y}
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Portanto, basta entao mostrar que K (z,y) é invariante por tais transformagoes. Ob-

serve que das propriedades do tensor de curvatura R, segue que

(R(y, 2)y,z)  (R(z,y)z,y)

K(y,z) = = = K(z,y),
) ly A x| Ayl )
Rz, y)\x,y NAR(z,y)z,y
KOa,y) = (R( )2 ) _ <2( )2 >:K(x,y>
Az Ayl A |z Ay
€
R(x + Ay, y)(x + Ay, y R(z,y)z,y
K(z+\yy) — (R( )( ) _ (R(z,y) >:K($Jy)‘

(z + Ay) Ayl z A y)?
0

Definicao 2.3. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C T,M o nimero
real K(z,y) = K(0), onde {x,y} é uma base qualquer de o, é chamado curvatura seccional

de o em p ou a curvatura seccional de M em p sequndo o.

Esta é uma generalizacao da curvatura Gaussiana das superficies e é conhecida como
curvatura Riemanniana. Agora enunciamos um importante resultado cuja demonstragao

pode ser encontrada em [8].

Lema 2.1. Sejam uma wvariedade Riemanniana e p um ponto de M™. Defina uma
aplicagao trilinear R' - T,M x T,M x T,M — T,M por

(R(X, Y)W, Z) = (X, W) (Y, Z) = (Y, W) (X, Z), (2:4)

para todo X, Y, W, Z € T,M. Entao M" tem curvatura seccional constante igual a Ky se

e somente se R = KoR', onde R € a curvatura de M™.

Uma consequéncia imediata do resultado anterior é dada pelo seguinte:

Corolario 2.1. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana, p um ponto de M™ e {e1,---,e,},n =
dimM , uma base ortonormal de T,M . Escreva R = (R(ei, ej)ex, er), i, j,k,l=1,--- n.

Entao K(p,0) = Ky para todo o C T,M, se, e somente se,
Rijii = Ko(9ixgji — 9agjk)-
Demonstracao. Por (2.4), temos que

= (eien) (e er) — (ej,ex) (ei, er) (2.5)

gikgjt — YjxJit- (2.6)
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Se K(p,o0) = Ky, pelo Lema 2.1, R = KyR'. Assim,
Rijii = Ko(9ixgji — 9agjk)-
Reciprocamente, se
Rijkl = Ko(gikgjl - gz’lek)v
entao

Rijw = Ko({ei, er) (ej,er) — (e, ex) (€i,er))
= KO ijkl

e novamente pelo Lema 2.1, concluimos que K(p,0) = Ky, o que finaliza a prova do

corolario. O

Algumas combinacoes de curvaturas seccionais aparecem com muita frequéncia e re-

cebem nomes especiais.
Seja x = z, um vetor unitario em 7,,M; tomemos uma base ortonormal {zy, - -, 2,—1}
do hiperplano de T, M ortogonal a = e consideremos o seguinte:

n—1

Ricy(x R(x, z)z, ;) (2.7)

=1

n

scal(p Zchp ;) ZZ (2is 2) %, %) - (2.8)
7j=1

i
Definicao 2.4. Definimos a curvatura de Ricci e a curvatura escalar pelas expressoes

(2.7) e (2.8), respectivamente.

Para uma abordagem mais ampla veja [8] ou [13].

2.2 Tensores de Curvatura Algébricos

Nesta secao faremos um estudo dos tensores de curvaturas algébricos definidos na

secao anterior.
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Escrevendo V%QYZ =VxVyZ — Vy,yZ, obtemos

VxVyZ =ViyZ+VvwZ (2.9)

VyVxZ =VixZ+ Vo, xZ (2.10)

Subtraindo as expressoes (2.9) e (2.10), temos
VyVxZ =VxVyZ =V xZ —ViyZ —VixyZ
VyVxZ =VxVyZ +Vixy|Z =ViyxZ —ViyZ (2.11)
Substituindo (2.11) em (2.2), temos
—R(X,Y,Z,W)=(VxyZ - VixZ W)

o que implica

VivZ—VixZ=-Y R(X)Y,Ze)e;. (2.12)

i=1
Dado S(U,V,W, Z), podemos expressar V yS(U,V,W,Z) = Vi S(U,V,W, Z) em
termos do tensor de curvatura R de uma variedade (M", g), da seguinte forma,
V%(,YS(Ua ‘/a VV7 Z) - V%’,XS(Ua V> VVa Z)
= =S (ViyU—-VixUV.W,Z) = S (U ViyV = VixV, W, 2)
=S (UV,ViyW = Vix W, 2) = S (U, VW, Viy W = Vi x W)

= =8 <_ZR(X7Y7 Uyei)eia‘/aw7z> -5 (U,—ZR(X,K‘/,GZ)QZ,WZ)

i=1 i=1
-S (U, V,= ) R(X,Y,W,e;)e;, Z) -8 (U, V,W, =) R(X,Y,Z, >> .
i=1 i=1
Ordenando convenientemente os termos, temos
ViyS(U, VW, Z) = V3. S(U,V,W, Z)

= ZR(X7 Y7 U, ei)S<€i’V7VV72) + ZR(XJK‘/:@)S(U7 6i7W7 Z)
i=1

i=1

+3 R(X,Y,W,e)S(U,V,e1, Z) + Y _R(X,Y, Z,e)S(U,V,W,e;). (2.13)

i=1 i=1
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Definicao 2.5. O Laplaciano de um campo tensorial S € definido por

2
AS=>"V? .S (2.14)
k=1
onde {e1,---,e,} € um referencial ortonormal na variedade (M™,g).
Seja {ey, -+, e,} uma base ortonormal de V. Além disso, suponha que R e S sdo dois

tensores de curvatura algébricos em V. Definimos um tensor de curvatura algébrico em V'

por

B(R,S)(X,Y,Z,W) =

1 n
5 Z [R(X? Y, €ps €q)S(Z, W, €ps eq) + R(27 W, €ps eq)S<X7 Y, €ps eq}]

p,q=1
n

+ Y IR(X e, Z,e)S(Y, 65, Wieg) + R(Y, €5, W, €0)S(X, €, Z, )]

p,q=1
n

— ) [R(X ey, W,e)S(Y, €5, Z, ) + R(Y, €5, Z, ) S(X, €, Wie)]  (2.15)

p,g=1

para todos vetores X,Y, Z W € V.
Para cada tensor de curvatura algébrico, definimos Q(R) = B(R, R).

Por (2.15), temos

1 n
B(R.R) = S > [R(X)Y, ey, e R(ZW, ey e0) + R(Z,W, ey, e) R(X, Y €, €,)]

p,g=1
n

+ Z [R(X, ep, Z, ) R(Y, €, W,eg) + R(Y, €5, W, eg) R(X, €5, Z, €4)]

p,g=1
n

— Z [R(X,ep, W,e)R(Y, ey, Z,eq) + R(Y, €p, Z,e4) R(X, €, W, €)] -

p,q=1

Agrupando os termos equivalentes, obtemos

BRE) = 3 [ROX.Yiepe ) RIZ Wiepc)

p,g=1

+ 2 Z [R(X, ep, Z, eq) R(Y, €5, W, €g)]

p,g=1

- 2 z”: [R(X,e,, W,e)R(Y, e,, Z, e,)] . (2.16)

p,g=1
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Escrevendo Q(R) = R? + R*, definimos

RQ(X7 Y7 Z7 W) = Z [R(X7 Y7 6P7€Q)R(Z7 W’ €p7€q)] (217)

p,q=1

R(XY,ZW) = 2 [R(X,e, Z e)R(Y,e,, W,e,)]

p,q=1

- 2 i [R(X,e,, W,e)R(Y,e,, Z,eg)] - (2.18)

pyq=1
Proposigao 2.2. Seja X,Y,Z, W campos de vetores em M™. Entao
(Vi zRic) (Y, Z) — (Vi wRic) (Y, Z)
— (Vi 4Ric) (X, W)+ (VyyRic) (X, Z)
= (AR)(X,Y,Z,W) + Q(R)(X,Y,Z,W)

— Y Ric(X,ep)R(ex, Y, Z,W)
— Y Ric(Y,e)R(X, ex, Z,W). (2.19)

Demonstracao. Fazendo Y = e, U = ¢,V =Y W = Z,Z =W, e S = R na equagao
(2.13), obtemos

V?X,ekR(eka Y7 Za W) V2k XR(€k7 Y Z W)

ZR(X> €k, €k, ei)R(eia Y7 Z? W) + Z R(Xa €k, Y7 6i)R(€k7 €is Za W)
i=1 =1
+ Z R(X7 €k, Z7 ei)R(ek,Y, €, W) + Z R(X7 €k, W7 ei)R(eka }/a Za ei)'

i=1 i=1

Somando em k, obtemos
N Vi Ren Y, Z,W) =S V2 (R(e, Y, Z,W)
= k=1

Z R(X7 €k, €k, ei)R(eia Y7 Za W) + Z R(Xa €k, Y7 €i>R(€k, €i, Z) W)
i,k=1 i,k=1

+ Y R(X,ex, Z,ei)R(er, Y, e, W)+ > R(X, e, W,e:)Rlex, Y, Z,¢;). (2.20)

ik=1 ik=1
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Fazendo uma permutagao em X e Y, ficamos com

Z Ve Rlew, X, Z,W) = > V2 Rler, X, Z,W)

k=1

Z R(K €k7€k76i)R(eiaX7 Zv W) + Z R(Y7 etha ei>R(6/€7€i7 Z7 W)

i,k=1 i,k=1
+ > R(Y.er, Z,e)Rlex, X, e, W)+ Y R(Y, ex, W, e;)R(ex, X, Z,¢;). (2.21)
ik=1 ik=1

Subtraindo as expressoes (2.20) e (2.21), obtemos
Z Vi Rern, Y, Z,W) =Y Vi, Rlew, X, Z,W)

- Z V2 yR(en Y, ZW)+ Y V2 L Rle, X, Z,W)

k=1 k=1
= Z R(X7 €k, Ck, ei)R(eiv Ya Zv W) + Z R(Xa €k, K ei)R(ekv €i, Z7 W)
ik=1 ik=1

+ Z R(X7 €k, Z7 ei)R(€k7Y7 €, W) + Z R<X7 €k, W7 ei)R(€k7Y7 Z7 ei)

ik=1 ik=1

- Z R(Ya ek7€k7ei)R(6iuX7 Z, W) - Z R(Y7 ek, X, ei)R(€k7€iu Z, W)

ik=1 ik=1

— > R(Y,ex, Z,e)Rlex, X, e, W) = > R(Y, ex, W, e:)Rlex, X, Z, ;).

ik=1 ik=1

Arrumando convenientemente os termos e identificando o Ric, obtemos
n n
Z V. Rlew, Y, Z,W) - Z Vi, Rler, X, Z, W)

- Zve v R(ey, Y, Z,W) +Zv yR(ex, X, Z,W)

k=1 k=1
n

= Z[R(Xv ekaxei) _R(}/v 61€7Xa ei)]R<€k7€iazv W)

ik=1

+ 2 Z R(X, e, Z,e;)R(Y, ex, W, €;)

i,k=1

— 2 R(X,ex,W,e)R(Y,ex, Z, e;)

ik=1

— Y Rie(X,e))R(e;,Y,Z W)+ > _ Ric(Y,e;)R(e;, X, Z,W). (2.22)



Pela primeira identidade de Bianchi, temos que
R(X7 €k, K ei) + R(eka }/7 X7 6i) + R(Y7 X’ €k, ei) =0
R(X7 €k, }/a ei) - R(K €k, X7 6i) = R(X7 Y7 y Cks 61‘).

Substituindo (2.23) em (2.22), obtemos

va (ex,Y, Z, W) — va (ex, X, Z, W)

- Z Vi xRler, Y, Z,W) + Z V2 yR(er, X, Z,W)

k=1 k=1

= Z R(Xa Y,,Gk,@i)R(€k,€i,Z, W)
ik=1

+ 2 Z R(X> €k, Z7 €Z>R(Y7 €k, VVaez)

ik=1

- 2 Z R(X7 ek:?mei)R(Ya €k, Z7 €i>

ik=1

— > Ric(X,e)R(e;,Y,Z, W)+ > _ Ric(Y,e;)R(e;, X, Z, W)

i=1
e substituindo (2.16) em (2.24), obtemos

ZVM (e, Y, Z, W) — va (en, X, Z, W)

- ZVekXR(ek,YZ W) +kayR (ex, X, Z, W)

— Q(R)(X,Y,Z,W) — Z Ric(X,e;)R(e;, Y, Z, W)

— Y Ric(Y,e;)R(X, e;, Z,W).

Pela segunda identidade de Bianchi(Veja [8]) concluimos que

Vg(’ekR(ek, Y, Z, W) + VE(’ZR(ek, Y, W, 6k) + VE(’WR(Gk, Y, e, Z) =0

Vie Rler Y, Z,W) = =VX ;R(er, Y, W, e) — Vi wR(ex, Y, ex, Z)

v%(,ekR(eka Y7 27 W) = v§72R<€k, Y, €k, W) — V§(7WR<€k, Y7 €k, Z)

18

(2.23)

(2.24)

(2.25)



Somando em k, obtemos
Zv§(7ekR(ek7Y7 Zv W) = ZV&ﬂzR(Gk,KBk,W)
k=1 k=1

- Z V%(,WR(eka K €k, Z)

k=1

= (Vi zRic) (Y, W) — (Vi Ric) (Y, Z).

Fazendo uma permutacgao entre X e Y, deduzimos

S V3, Rlew, X, 2,W) = (V3.4 Ric) (X, W) — (V3. Ric) (X, Z).
k=1

Subtraindo as expressoes (2.26) e (2.27) temos
(V% 4 Ric) (Y, W) — (V% Ric) (Y, Z)
(V3. ,Ric) (X, W) + (V3. Ric) (X, Z)

= Y Vi, RerY.Z,W)=> Vi, Rle,X,Z,W).
k=1 k=1

Substituindo (2.28) em (2.25) temos
(Vi zRic) (Y, W) — (Vi wRic) (Y, Z)
— (Vi4Ric) (X, W)+ (Vi Ric) (X, Z)
= QR)(X,Y,Z, W)=Y Ric(X,e;)R(e;,Y, Z, W)
i=1
— > Ric(Y.e)R(X, e, Z W)+ Y V2 (Rle,Y, Z,W)
i=1 k=1

— Y VI R(en, X, ZW).
k=1

Novamente pela segunda identidade de Bianchi, obtemos

V2 xR(ew,Y,Z, W)+ V:

€k €k

V2 xR(ew,Y,Z,W)—V? yRley, X, Z,W)=V? . R(X,Y,ZW).

€K,k

R(Y, X, Z,W) + V2 yR(X, ey, Z,W) =0

19

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)



Somando em k,

S OV2 (R(en Y, Z,W) =Y V2, Riey, X, Z,W)

k=1 k=1

€k,€k

= Y VI RX)Y,ZW)
k=1

= (AR)(X,Y,Z,W).

Substituindo (2.30) em (2.29), temos

(Vi zRic) (Y, W) — (Vi wRic) (Y, Z)
— (Vi 4Ric) (X, W)+ (Vi Ric) (X, Z)
= QR)X,Y,Z,W)+ (AR)(X,Y,Z,W)

— Y Ric(X,e)R(e;, Y, Z,W) = Y Ric(Y, ;) R(X, e5, Z,W),
=1 =1

como queriamos demonstrar.

2.3 Variedades de Einstein

20

(2.30)

Nesta secao definiremos as variedades de Einstein, que sao o objeto central de estudo

deste trabalho.

Existem varios exemplos de variedades de Einstein. Vejamos alguns:

obter Ric = (n —1)g, onde g é a mdtrica de S™.

como o espaco euclidiano, tem curvatura seccional nula.

Exemplo 2.4. A equacao de campo de Einstein

G

1
R/ﬂ’ N §gWR + Aglﬂ’ - 7TW

Definicao 2.6. Uma variedade Riemanniana M™ é chamada uma variedade de Einstein

se, para todo X,Y € X(M), Ric(X,Y) =X (X,Y), onde A : M — R é uma fung¢ao real.

Exemplo 2.1. R". Neste caso temos que o tensor de curvatura R € nulo, logo Ric = 0.

Exemplo 2.2. S™. Podemos calcular o Ric tomando a métrica induzida de R™! para

Exemplo 2.3. M*(Espago-tempo de Minkowski), cujo tensor de Ricci é nulo, pois assim



21

onde R, € o tensor de Ricci, R é escalar de curvatura, A € a constante cosmoldliga, c
¢ a velocidade da luz, G € a constante gravitacional e T, € o tensor energia-momento

definido por

0L,
T = _Qéguy + G L,

onde L,, € um termo de matéria. Para o caso em que L,, € constante, estamos numa

variedade de Einstein.

O resultado seguinte é conhecido como Teorema de Schur.

Teorema 2.1. Se M™ ¢ uma variedade conexa e de Einstein, com n > 3, entdo a func¢ado

A na definicao 2.6 € uma constante em M™.

Demonstragao. Seja p € M™ e considere {e;};_, um referencial ortonormal e geodésico

em M™". Pela segunda identidade de Bianchi, temos

es(Rnijr) + €;(Rniks) + ex(Rpis;) = 0. (2.31)

Lembremos que g;x = (€;, ex) = 0. Multiplique (2.31) por d;,0; € some em ¢, j, k, [.

Para a primeira parcela, obtemos

A = Z5hj5ik€s (Rhijk)

i7k7j7h

= e Z5hj5ik3hijk>

Z'7’67‘7'7’7'

= e Z5hj (Z 5ithijk>
Y ik
= € Zéthichj> .
hj

Mas, como Ricy; = Ady;, temos

A = e, (Zahjmhj>
hj

= es(n)). (2.32)

Para a segunda parcela, obtemos

B = Z5hj5ik€j (Rhiks)

/L‘?k’j’h
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= - Z (5hj€j (Z 5ithisk>
hj ik
= — Z (5hjej (Richs)

hj

= —e,(N). (2.33)

e para a terceira parcela, deduzimos

¢ = ZfShj(Sikek (Rhisj)

i7k7j7h

= - Z 5hj5ik€k (Rihsj>

i,k,j,h
- — Z diker (Z 5thith>
ik h.g
= - Z diner (Ricss)
ik
= — Z diner (Adis)
ik

= e, (V). (2.34)

Somando as expressoes (2.32), (2.33) e (2.34) e usando 2.31, concluimos que

A+B+C = nes(A\) —es(A) —es ()
0 = (n—2)es(N).

Como s é qualquer e n > 3, temos que A é constante, o que finaliza a prova. O

Teorema 2.2. Se M? ¢ uma variedade de FEinstein conexa, entdo M3 tem curvatura

seccional constante.

Demonstracao. Pelo teorema anterior A é constante e portanto para um p € M? e sendo

3 . o
{e;};_, um referencial geodésico em p, temos

RiC(@i, ej) = )\51]

Ric(e;,e;) = Z(R(ei,ek)ejaek>

k=1
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k=1
donde
3
Aoy =Y Rigji. (2.35)
k=1
Assim para cada j = 1,2, 3, temos
3
D Rige = A, (2.36)
k=1

ou seja,

® Rigio+ Riziz = A
® RR9121 + Razos = A
® R3iz1 + R3oze = A

Resolvendo este sistema obtemos

A
Ri212 = Riz13 = Rases = bR
ou seja,

A .
Rjkjk: 5 S€ j #k’

Ainda por (2.35) temos que

3
> Riji =0sej #i.
k=1

Assim,

Rij1 + Rigjo + Rizjz = 0,
donde obtemos que
® Rig3z + Rz =0

® oz + Razi3 =0

® 3191 + R3212 =0
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Resolvendo o sistema acima concluimos que

R1232 = R1323 = R2131 = 0.

Portanto, temos R;ji, = % se j = h,i =k e R;ji, = 0 nos outros casos.

Pelo Corolério 2.1, K(p,0) = 4 para todo 0 C T,M. E como p € M? foi tomado

arbitrariamente e % é constante, temos que a curvatura seccional K(p, o) também nao

depende de p, ou seja, para todo p € M? e todo o C T,M, tem-se K(p,0) = % que é

constante. ]

Um maior estudo sobre as variedades de Einstein pode ser encontrado em [3].
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3 CURVATURA ISOTROPICA

3.1 Teoremas sobre Curvatura Isotrépica

Micallef e Moore [10] estendem o operador de curvatura para uma aplicagao linear

complexa
R : N*T,M ® C — A*T,M ® C,

onde para cada 2-plano o C T,M ® C, tem-se uma curvatura seccional complexa definida
pela férmula

(R(z Aw), z A w)

Iz Al

K(o) =

onde (R(z Aw), z Aw) = R(z,w, z,w) e {z,w} é uma base para o.

Definicao 3.1. Um elemento z € T,M ® C ¢ dito ser isotropico se (z,z) = 0. Um
subespago linear complexo V. C T,M @ C € totalmente isotrépico se z € V implicar
(2,2) =0.

Definicao 3.2. A curvatura de uma variedade Riemanniana M"™ € positiva em 2-planos
totalmente isotropicos se K(o) > 0 sempre que 0 C T,M @ C é um 2-plano totalmente

1sotropico situado em algum ponto p € M™.
Seja {z, w} uma base para o tal que
z=e1+1ey e w = e3+1ey,

onde {ey, e, e3, €4} ¢ um referencial ortonormal. Assim, observamos que

zAw = (eg +iex) A (e3+iey)

= (61/\63—62A€4)+i(€1A€4+62A63>.
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Logo, temos

(R(zAw),zAw) = (Reg Aez—eaAey),e1 Aez—ex Aey)
+ (Rex Neg+eaAes), e Aeg+ex Aes)
= (R(ex Neg),er Nes) —2(R(e; Aes),ex Aey)
+ (R(ea Neyg),ea Aeg) + (Rer ANeq),er Aey)
+ 2(R(e1 Aey),ea Aes) + (R(ea Aes),ea Aes)
= R(ey,es,e1,e3) + R(er,eq,e1,e4) + R(es, e3, e, €3)
+

(e1
R(ea, eq,€9,64) + 2R(e1, €4, €9, €3) — 2R(e€1, €3, €2, €4)
— R(e;

(

)
e1,es,e1,e3) + R(ey, eq,e1,eq) + R(es, €3, €2, €3)
)

+ R €9,€4,€2,€4) — 2R<€1,62,€3,€4).

O célculo anterior nos permite estabelecer o seguinte:

Defini¢ao 3.3. Seja (M", g) uma variedade de dimensiao n > 4. Definimos a curvatura

1sotropica de M™ por

R(@l, €3,€1, 63) + R(€17 €4, €1, 64) + R(627 €3, €2, 63) (31)

+R(627 €4, €2, 64) - 2R(€17 €2, €3, 64)7

onde R € o tensor de curvatura e {e1, ez, e3,eq} C T,M € um referencial ortonormal.

Dizemos que (M™ tem curvatura isotrépica positiva (nao negativa) se a expressao
b
em (3.1) é sempre maior (maior ou igual) que zero. Enunciamos agora um resultado cuja

demonstracao sera feita na secao 3.2.

Proposicao 3.1. Seja V um espaco vetorial de dimensdo n > 4 que € munido com um
produto interno. Seja R um tensor de curvatura algébrico em V com curvatura isotropica
nao negativa. Finalmente suponha que {e1,es, e3,e,} € um referencial ortonormal em V

satisfazendo

R(eq,es,e1,e3) + R(e1, eq,e1,eq4) + R(ea, e3, €2, €3)

+R(627 €4, €2, 64) - 2R(617 €2, €3, 64) — 0
Entao

Rﬁ(el, es, €1, e3) + Rﬁ(el, ey, €1,€y4)

+Rﬁ<627 €3, €2, 63) + Rﬁ(627 €4, €2, 64)
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+2Rﬁ(61,€37€4,62) + 2Rﬁ<61,64,62,63) 2 0. (32)

Vamos enunciar um resultado devido a Brendle e Schoen [5].

Proposicao 3.2. Seja V um espaco vetorial de dimensdo n > 4 que ¢ munido com um
produto interno. Seja R um tensor de curvatura algébrico em V com curvatura isotropica
nao negativa. Finalmente suponha que {e1,es, e3,e,} € um referencial ortonormal em V

satisfazendo

R(eq,es,e1,e3) + R(er, eq, e1,eq4) + R(ea, e3, €2, €3)

+R(627 €4, €2, 64) - 2R(€17 €2, €3, 64) - 0

Entao

Q(R)(el, €3, €1, 63) + Q(R)(el, €4, €1, 64) + Q(R)(eg, €3, €9, 63)
+Q(R)(ez, €4, €2,e4) — 2Q(R)(e1, €2, €3,€4) > 0. (3.3)

Demonstragao. Pela Proposicao 3.1, temos

Rﬁ<617 €3, €1, 63) + Rﬁ(617 €4, €1, 64)
+Rﬁ(€27 €3, €2, 63) + Ru(e% €4, €2, 64)
+2R¥(ey, e3, 4, €3) 4+ 2R (e, e4, €9, €3) > 0. (3.4)

Por (2.17), temos

R2(617 €3, €1, 63) + R2(€17 €4, €1, 64) + R2<627 €3, €2, 63)

+Rz(€2, eq, €2, €4) + 2R2(€1, es, eq, €2) + 232(617 eq, €2, €3)

n

= Z [R(ela637€p76q)R(61763a6p76q + Z 61764761)’ )R(617€476p76q)]

p,q=1 p,q=1
+ Z [R(627€37€paeq)R(627637€p76q>] + Z [R(GQa647€p7€q)R(62764a6p76q)]
pg=1 p,q=1
+2 Z [R<elae3aep7eq)R(e47€27epa +2 Z 617647€p7€q)R(€276376177611)] .
p,q=1 p,q=1

Agrupando os termos de forma conveniente, temos
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R*(ey1,e3,e1,e3) + R*(e1, ey, €1, e4) + R*(ea, €3, €9, €3)

+R2<€27 €4, €2, 64) + 2R2(617 €3, €4, 62) + 2R2<€17 €4, €2, 63)

= Z {[R(617 €3, Ep, GQ)]Z + [R(627 €4, Ep, 61])]2 -2 [R(eb €3, €p, eQ)R<627 €4, €p, 6q)]}
p,q=1
+ {[R(el, e, €p, eq)]2 + [R(e2, e3, e, eq)]2 + 2 [R(eq, eq, ey, eq) R(e2, €3, €, eq)]}

p,g=1

= [R(617637€pa6q) - R(62a647€p76q)]2
+ Z [R(e1, €4, €p, €q) + R(ea, €3, €y, ¢4)]° > 0. (3.5)

Somando (3.4) e (3.5), temos

R'(e1,es,e1,e3) + R¥(eq, eq, €1, e4) + R¥(eg, €3, €2, €3)

+R¥(ey, €4, €9, €4) + 2R (€1, €3, €4, €2) + 2R (e, €4, €2, €3)

+R*(ey, e3,e1,e3) + R(e1, eq, €1, e4) + R*(ea, €3, €, €3)

+R%(eg, €4, €2, e4) + 2R*(e1, €3, €4, €2) + 2R*(e1, €4, €2, €3)

= Q(R)(e1,e3,e1,3) + Q(R)(e1, eq, €1, €4) + Q(R) (€2, €3, €2, €3)

+Q(R)(ea, e4,€9,64) + 2Q(R) (€1, €3, €4,€3) + 2Q(R) (€1, €4,€2,€3) > 0. (3.6)

Q(R) satisfaz a primeira identidade de Bianchi, pois é um tensor de curvatura algébrico(Veja
Proposicao 5.7 de [7]). Assim,

Q(R)(@l, €3, €4, 62) + Q(R)(eg, €4,€1, 62) + Q(R)<64, €1, €3, 62) = 0

Q(R) (617 €3, €4, 62) + Q(R) (617 €9, €3, 64) - Q<R> (617 €4, €3, 62) - 0
Q(R)(e1, e3,e4,62) + Q(R)(e1, €4, €2, e3) = —Q(R)(e1, €2, €3, €4). (3.7)
Substituindo (3.7) em (3.6), obtemos

Q(R)(el, €3, €1, 63) + Q(R)(elu €4, €1, 64) + Q(R)(627 €3, €2, 63)
—|—Q(R)(€2, €4, €2, 64) - 2Q<R)<617 €2, €3, 64) > 07

como queriamos demonstrar. O



29

Na Proposigao seguinte, a métrica g(t) é uma funcao dependente de t € [0, T.

Proposicao 3.3. Assuma que (M, g(t)) tenha curvatura isotrdpica ndao negativa para
todo t € [0,T). Fize um nimero real t € (0,T). Entao o conjunto de todos os quadri-

referenciais {e1, ea, €3, €4} que sdo ortonormais com respeito a g(t) e que satisfazem

Ry (€1, es,e1,e3) + Ry (e, es, €1, e4) + Ry (e, €3, €2, €3)

+Rg(t) (627 €4, €2, 64) - 2Rg(t) (617 €92, €3, 64) — 0

¢ invariante sob transporte paralelo.

A prova desta proposigao pode ser encontrada em [6].

O préximo resultado é devido a Micallef e Wang [11].

Proposicao 3.4. Seja V' um espacgo vetorial de dimensao n > 4 que é munido com um
produto interno. Seja S um tensor de curvatura algébrico em V' com curvatura isotropica
nao negativa. Entdo a curvatura escalar de S € nao negativa. Além disso, se o tensor de

Ricci de S € igual a zero, entao S = 0.

Demonstragao. Seja {ej,---,e,} uma base ortonormal arbitraria de V. Como S tem cur-
vatura isotropica ndo negativa, temos para os quadrireferenciais {e;, e;, ex, e;} € {e;, e;, e, e},

respectivamente

S<€i7 €k, €i, ek) + S(ei7 €1, €, el) + S(€j7 €k, ej7 ek)

+ Sej, e, ej,e) —2S(e; e5,e,e) >0 (3.8)

S(ei, er, €5, e1) + S(ei, ex, ei, ex) + S(ej, e, €5, €1)
+ S(ej, ek, ej,ex) —25(ei, ej, e, e,) > 0. (3.9)

Somando as expressoes (3.8) e (3.9), obtemos

S(ei7 €k, €4, ek) + S<€i7 €, €4, el)

+ S(ej, ek, ej,er) + S(ej, e, eje) >0 (3.10)

sempre que i, 7, k, [ € {e1,- -+, e,} sdo mutualmente distintos.



Somando a expressao (3.10) em [ € {e1,---,e,} \ {4, ], k}, temos
Z S(@i, €k, €4, ek‘) + Z S(e’i7 €, €4, €l)
] ]
+ Z S(e;, ex, €5, ex) + ZS(ej, e, e, €r)
I !

n
- Z S(ei7 €, €4, el) - S(e’i7 ej7 €, ej) - S(eiy €k, €4, ek)
=1

+ Z Slej, e ej,e) —S(ej, e, ej,e;) — S(ej, ex, €5, ex)
=1
+ (n—3)S(ei, ex, e, ex) + (n—3)S(e;, ex, €5, ex)
= Ric(e;, e;) + Ric(ej, e;) — 25 (e, €5, €5, €5)
+ (n_4) [S(ei7ek7ei7€k)+S<€j7ekaej>ek)] >0
sempre que i, j, k € {e1,- -, e,} sdo mutualmente distintos.

Tomemos agora a soma em k € {ey,---,e,} \ {7,}, para obter
Z Ric(e;, e;) + Z Ric(ej, ej) — 2 Z S(es, €5, €, €5)
K k k
+ (n—4)) [S(en, exseien) + S(ej, enej,ep)]
k

= (n—2)Ric(e;, e;) + (n — 2)Ric(ej, e;) — 2(n — 2)S(e;, €5, €5, €5)
+ (n—4) Z S(ei, ex, 5, er) — S(ei, €5, €4, €5)

k=1
+ (n—4) Z S(ej, ex, e;,er) — S(ej, e, €5, €)

k=1
= (n—2)[Ric(e;, e;) + Ric(ej, ej)] —2(n —2)S(e;, €5, €, €5)
— 2(n—4)S(ei, e5,€i,€5) + (n —4) [Ric(e;, e;) + Ric(ej, e;)]
= (2n — 6) [Ric(e;, ;) + Ric(e;, ej) — 25(e;, €5, €, €;5)]
= Ric(ei, ez') + RiC((?j, €j> — 25(62‘, ej, €, €j> 2 0,

sempre que i,] € {e1, -+, e,} sao distintos.

Somemos também em j € {ey,---,e,} \ {i} para obter
Z Ric(e;, e;) + Z Ric(ej,ej) — 2 Z S(ei, e, €i,€5)
J J J

= (n — 1)RZ'C<€¢, 61') + Z Ric(eﬁ ej)

J=1

30

(3.11)
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n

— Ric(ei, 61') — 225(61‘,6]',62‘, 6]')

J=1

= (n—2)Ric(e;,e;) + Z Ric(ej, ej) — 2Ric(e;, e;)

j=1
= (n—4)Ric(e;, e;) + scal >0 (3.12)
para todo i € {ey,---,e,}. Somando essa dltima expressao em ¢ temos

(n—4) Z Ric(e;, e;) + Z scal
i=1 i=1

= n(n—4)scal > 0.

Isso implica que scal > 0.

Agora, se Ric =0, a expressao (3.11) se torna
_25<€i7 ej, €;, €j> Z O,

ou seja, a curvatura seccional é nao positiva. Portanto temos curvatura escalar nao

negativa e curvatura seccional nao positiva, o que implica S = 0. O

3.2 Prova da Proposicao 3.1

Para a presente demonstragao precisaremos de alguns lemas. Assumindo que V' é um
espago vetorial de dimensao n > 4 munido com um produto interno, que R é um tensor
de curvatura algébrico em V' com curvatura isotrépica nao negativa. Assumimos ainda

que {ey, €2, €3, €4} é um quadri-referencial ortonormal satisfazendo
Ry313 + Rig1a + Rozo3 + Roszs — 2R1234 = 0 (3.13)

onde R;jr = R(e;, e, ex, ).

Lema 3.1. Temos
Ri913 + Ri242 + R3a13 + R3aa2 = Ri214 + Ri223 + R3414 + R3403 = 0.

Demonstracao. Considere o referencial {ey, cos(s)es — sen(s)es, sen(s)es + cos(s)es,eq}.

Como R tem curvatura isotrépica nao negativa, a fungao

S 0052(3) (Ri313 + Roaos — 2Ry934) + 36712(8) (Ri212 + R334 + 2R1394)
+Ri414 + Razes + 2cos(s)sen(s) (Rio13 — Roaza — Ri224 — Riss4)



é nao negativa para todo s € R e deve se anular para s = 0. Assim,
Ri913 — R34 — Ri224 — Ri334. =0
Ri913 + Ri242 + R3n3 + Raue = 0.
Trocando {ey, es, e3,e4} por {es, —eq, €3, €4}, obtemos
—Ro123 + Ro1a1 + R3a23 — R3441 = 0

0 que equivale a

Rig14 + Rig23 + R3a14 + Raao3 = 0,

completando a demonstracao.

Lema 3.2. Temos

4
(Riprg + Ropag) (Rapsg + Raptg) = Y Raopg Raang

NE

p,q=1 p,q=1
4
= Z (R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q)
pg=1
4
+ Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q>‘
p,g=1
Demonstracao.
4 4
Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q> - Z Rl?qu34pq
pyq=1 p,g=1
4
- Z (R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q)
pg=1
4
- Z (R1p4q - R2p3q)<R4p1q - R3p2q)
pg=1

= Roin(Rzi31 + Rua) + Roia3Ranaz + RoroaR3134
+  Rizi2(R3232 + Razaz) + Ri213Ra243 + Ri214R3234
+  Rogo Razar + RizioRyzao + (Riz13 + Rasos) Razas
+  Roson Ragz1 + RigiaRsazo + (Riaia + Roana) Razs
= Rinz2Raa2 — RimisRaas — Ri214R3414 — Rioo1 Raaom
—  Ri223R3423 — Ri224R3494 — Ri1231R3431 — R1232 R332

- R1234R3434 - R1241R3441 - R1242R3442 - R1243R3443

32
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— Ry Ruor — RowanRsi1o — Rowaz(Rsiis + Rai23)

—  Rioz1 Ragor — RizsoRso1o — Riosa(Rao1a + Razoa)

—  (Rizs1 + Roza) Razor — RizzaRazoq — (Riaso + Roaso) Raano

—  RaousRauns — RiszaR3sa — Ro131R3121 + Raiza Rane

+  Roi3a(Rai1a — R3124) + Ri241 R3201 — Ri2ao Rao1o

—  Riou3(Rao13 — Rsoz3) — (Riza2 — Rozso) Rz — RizazRazis

+  RozzaRazia + (Ruaa — Roazi) Rzaz + RiaazRzao3 — Roaza R3ans-

Agrupando convenientementebos termos, temos

4 4
Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z R2pg R3apq

p,g=1 p,q=1
4

- Z (Rlqu + R2p4q)(R3p1q + R4p2q)

p,g=1
4

- Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)

pqul
= (Ri212 + R3a34)(Ri313 + Ria14 + Rogos + Ross — 2R1934)

+  2Ry934(Ri313 + Ris1a + Rosos + Rosoa + 2R1342 + 2R1423)
— (Ri213 + Ri2a2 + Rass + 1133442)2
—  (Ri214 + Ri223 + Ras1a + 33423)2~ (3.14)

Mas, pela primeira identidade de Bianchi,

Substituindo

Rizao + Risos = —Ri934. (3.15)

(3.15) em (3.14), temos

4 4
Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z R12qu34pq
pyq=1 p,q=1
4
Z (R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q)
pyq=1
4
Z (R1p4q - R2p3q>(R4p1q - R3p2q)
pyq=1

(Ri212 + Raasa + 2R1234) (Ri313 + Ria14 + Roses + Rosoa — 2R1934)
(Ri213 + Ri242 + R3az + R3442)2
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—  (Ri21a + Rizos + Raana + Rauzs)”. (3.16)
Pelo Lema 3.1 e a equacao (3.13), o lado direito de (3.16 ) é zero. Assim,

4
(Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pq R3upq

p,q=1

NE

=

2
Il
—

I
M=

(R1p3q + R2p4q)(R3plq + R4p2q)

3

2
Il
—

NE

+ <R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)7

=

2
Il
_

como queriamos demonstrar. O

Lema 3.3. Temos
Ri33g + Risaq + Razoq = Roszg + Rosag + Rza1g = 0

para g =25, ,Mn.

Demonstragao. Considere o referencial {cos(s)e; + sen(s)e,, €3, e4}. Como R tem curva-

tura isotrépica nao negativa, a funcao

s+ c0s?(8)(Riz13 + Riana) + sen?(s)(Rysgs + Ryaga) + Razos + Rooa
+2cos(s)sen(s)(Risqgs + Riaga) — 2c05(S) Ria3s — 2sen(s) Rya34

¢ nao negativa para todo s € R e se anula em s = 0. Assim
2(Ri3¢3 + Riaga) — 2Rg234 =0
Risg3q + Risaq + Razaqg = 0.
Trocando {ey, es, €3, e4} por {ea, —eq, €3, €4}, obtemos
Ras3q + Rosaqg — Raz1g = 0
Ro33q + Rosaq + R34 = 0,
0 que completa a demonstracao. O

Lema 3.4. Temos

4

4
Z(Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pg R3apq

p=1 p=1



Il
B

1

S
Il

para ¢ =05,---,n

Demonstracao.

2 2
Z(Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pg R3apq
p=1

p=1

35

4
<R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) + Z(leq - R2p3q)<R4p1q - R3p2q)'
p=1

= Roi2q(R3134 + Ra1aq) + Ri214(Ra23q + Ra24q) — Ri214R3114 — Ri122¢R3424

= Roioq(Rs13¢ + Rarag + Raazg) + Ri214(R323¢ + Rasag — Raarg)
= —Roiq(Ri33g + Riaag + Ruzag) — Ri21q(Rossq + Roaag + Rsang)

pelo Lema 3.3.

Agora observe que
4

p=3
R133q + Rosaq) Rusaq + (Riasg + Roaaq) Rsa1g
R34 — Rossg) Ras1g — (Riaaq — Raasg) Raazg

(
(
(
(

Rissq + Risag + Ruzog) Ruzaq + (Rsa1q + Roaaq + Rasgsg) Rzarg = 0,

novamente pelo Lema 3.3.
Trocando {ey, eq, e3,e4} por {es, eq,e1,e2} em (3.17) e (3.18), obtemos

4 4
Z(Rlplq + Ropag) (Rapsg + Rapag) — Z Ri2pgR34pg = 0
p=3

p=3

2

2
Z(Rlp?nz + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) + Z<R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)
p=1

p=1

Pelas equagoes (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20), temos

4 4
Z(Rlplq + R2p2q>(R3p3q + R4p4q - Z Ri2pq R3apq

p=1 p=1

=0 (317

4
Z(Rlpi’)q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q) + Z(R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)

Ris3q + Roszaq + Riaaqg — Roasq) Rusog + (Riasq + Roaaqg — Rizaq + Rossq) Raaig

(3.18)

(3.19)

—0. (3.20)

4 4
= Z(Rlp?ﬂl + R2p4q)(R3p1q + R4p2q "‘ Z R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)v
p=1

p=1
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que é o que queriamos demonstrar. O

Recordemos que o quadri-referencial ortonormal {eq, es,e3,€4} realiza o minimo da
curvatura isotropica de R. Por enquanto, s6 usamos o fato de que a primeira variacao

da curvatura isotrépica é zero. Agora vamos usar o fato de que a segunda variagao é nao

negativa.
Lema 3.5. Suponha que wi,ws, ws,wy pertenca a extensao {es,---,e,}. Entao a ex-
pressao
R<w17 €3, Wy, 63) + R(w17 €4, Wy, 64)

+ R(w27637w27e3) + R<w27647w27€4)

+ R(el, ws, €1, wg) + R(eg, w3, €9, wg)

+ R<€1;w47617w4) + R(€25w47€27w4)

_l’_

R(es,whehws R(e4,w1,e2,w3 ]

)
R(e4,w1,el, 4) R(es, wn, e, 4]
R(ey, wq, e1,w3) —

)

R(637w27€17w4 + R €4, W2, €2, Wy ]

)
( )
R(es, wo, €2, w3)]
( wy)
— 2R(wy,we, e3,6e4) — 2R(e1, €2, w3, wy)

¢ nao negativa.

Demonstragao. Para cada i € {1,2,3,4} denotemos por v;(s) a solugao da equagao dife-

rencial ordindria

vi(s) = Z ((vi(s), €5) wj — (vi(s), w;) €;)

com condi¢ao inicial v;(0) = e;. Vemos claramente que

= (wi,wy) e

j=1

Para cada s € R, os vetores {v;(s), v2(s), v3(s),v4(s)} formam um quadri-referencial

ortonormal em V. Como R tem curvatura isotrépica nao negativa, a fungao

s = R(v1(s),v3(s),v1(s),v3(s)) + R(v1(8),v4(8),v1(8), v4(5))
+  R(va(s),v3(s),v2(s),v3(s)) + R(va(s), va(s), v2(s), va(s))
— 2R(v1(s),v2(s),v3(s), v4(s))



37

¢ nao negativa para todo s € R e se anula para s = 0. Portanto, a segunda derivada desta

funcao é nao negativa em s = 0. Assim temos

onde

Ji

J

J3

Ju

0< i+ o+ s+ Jy+ Js,

d2
S [(s), vs(s), va(s), v3(s)) |s=o

2R(wy, e3, w1, e3) + 2R(e1, w3, e1, w3)

4R(eq, e3, w1, w3) + 4R(eq, w3, wy, e3)

2(Jw [* + |ws|*) R(ex, es, €1, €3)

2 (wy,wq) R(ey, es,ea,e3) — 2 (wy,wy) R(eq, es, €4, €3)

2 (w3, wa) R(ey, es, ea,e3) — 2 (ws, wy) R(eq, es,€1,€4),

T L(v(s), vals), va(s), va(s)) |s=o

2R(wy, eq4,wy, e3) + 2R(e1, wy, €1, wy)

4R(eq, eq, wy,wy) + 4R(e1, wq, wy, €4)

2(Jwi|* + [wa|*)R(er, eq, €1, €4)

2 (wy,wq) R(eq, ey, ea,e4) — 2 (wy,ws) R(ey, ey, e3,€4)

2 (wy, wo) R(eq, eq,€1,6e3) — 2 {(wy, ws) R(eq, ey, e1,€3),

d2
Sz fi(va(s), v3(s), v2(s), v3(s)) |s=o

2R(ws, €3, ws, €3) + 2R(e2, w3, €9, w3)

4R(e2, e3, wo, w3) + 4R (ea, w3, wo, €3)

2(Jwal* + |ws|*) R(ea, €5, €2, €3)

2 (wq, w1) R(eg, e3,€1,e3) — 2 (wy, wy) R(ea, e3, €4, €3)

2 (w3, wy) R(eq, e3,€2,61) — 2 (w3, wy) R(ea, e3, €2, €4),



J5

= 2R(wy,eq,ws, eq) + 2R(ea, wy, €3, wy)

+ 4R(eq, 4, wo, wy) + 4R (€2, w4, wo, €4)

— 2(|wa]?* 4 |wa|H)R(e2, e4, €2, €4)

—  2(wq,wq) R(eg, €4, 6€1,€4) — 2 (wa,w3) R(es, ey, e3,e4)

— 2 (wg,wy) R(eg, eq,€9,61) — 2 (wy, w3) R(eq, ey, e2,63)

d2
ﬁR(Ul( s),va(s),v3(s), va(s)) [s=0

AR(wy, we, e3,e4) + 4R(w1, €2, w3, €4) + 4R(w1, €9, €3, wy)
AR (ey,wa, w3, e4) + 4R (€1, we, €3, wy) + 4R (€1, €2, w3, wy)
2(Jwi|* + |wal” + |wsl* + [wal*) R(er, 2, 3, 1)

wl,w4) (64762763764

Wwu, w3> R(637 €2, €3, 64)

2 )
e1,e3,e3,€4) — 2 (W, wy) R(ey, eq,€3,€4)
2 €s)
2 )

~—~ o~

) — ) R(
e1, e, €1, eq) — 2 (w3, wa) R(ey, e2, 62,64
) — ) R(

€1,€2,€3,€1 Wy, Wo €1,€2,€3,€2).

Arrumandos e termos e dividindo a expressao por 2, obtemos

o
IN

+ + + + + + +

R(wn, e3,wq,e3) + R(wy, eq, w1, e4)
R(wq, e3,ws, €3) + R(ws, €4, wo, €4)
R(ey,ws, e, ws) + R(ez, ws, €3, w3)
R(ey,wy, e, wy) + R(e2, wy, €, wy)

2R(eq, €3, wi, w3) + 2R(e1, ws, wy, e3) — 2R(wq, ea, w3, €4)
2R(eq1, eq, wy,wy) + 2R(e1, wy, wy, e4) — 2R(w1, €9, €3, wy)
2R(eq, e3, Wy, w3) + 2R (e, w3, wo, €3) — 2R(e1, wa, w3, €4)
2R(e, eq, wa, wy) + 2R (€9, wy, wo, €4) — 2R(€1, wo, €3, Wy)
2R(wy,ws, e3,e4) — 2R(e1, €9, w3, wy)

jwi|* (Riziz + Riaia — Rizsa) — [wa]” (Rasos + Roaoa — Rizsa)
\w3]2 (Rig13 + Rasaz — Rigsa) — ]w4|2 (Ri414 + Roaoa — Ri234)
((w1, w3) — (w2, ws)) (Ri214 — Riazz + R3aza — Riaza)

((w1, wa) + (w2, w3)) (Ri213 + Riosz + R334 + Roazs)
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—  2(wy,ws) (Riz3 + Riaoa) — 2 (w3, wy) (Riz14 + Rozoa).

Trocando o referencial {ej, eq, €3, e4} por {es, —e1, ey,

—e3}, obtemos

0 < R(wy,eq,wi,eq)+ R(wy,es,wy,es)
+  R(wsq, ey, wy, e4) + R(ws, e3,ws, €3)
+  R(e2, ws, €9, w3) + R(ey, w3, €1, ws)
+  R(e2, wy, €2, wq) + R(ey, wy, €1, wy)
+ 2R(ey, €4, w1, w3) + 2R(e, w3, wy, eq) — 2R(wq, €1, ws, €3)
— 2R(eg, e3, w1, wy) — 2R(eq, wy, wy, e3) + 2R(wy, €1, €4, wy)
— 2R(ey, 4, wq, w3) — 2R(e1, w3, we, e4) + 2R(eg, we, w3, €3)
+ 2R(eq,e3,we,wy) + 2R(e1, wy, wo, e3) — 2R(eg, wa, €4, Wy)
+ 2R(wi,ws, ey, e3) + 2R (€9, €1, w3, wy)
— |wi|? (Roaoa + Rasos — Roras) — |wo|? (Riana + Ruzis — Rows)
- \w3]2 (Raaq + Ria1a — Roia3) — ’11)4|2 (Raz23 + Rizi3 — Rows)
+ (w1, ws) — (wa, wy)) (Rai23 — Ro1a1 + Raiaz — Rozaz)
+ (w1, wy) + (w2, ws)) (Roioa + Ror31 + Raoaz + Rizusz)
+ 2w, w2) (Rog1a + Roziz) + 2 (w3, wy) (Rasz + Riai3).
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Tomando a média aritimética das duas expressoes acima, lembrando do fato que

Ri313 + Ria14 + Rasos + Rogoq — 2R 1234 = 0, obtemos

< R(wy,es, wy,e3) + R(wy,eq,wq,ey)
+  R(ws,e3,wsq, e3) + R(ws, €4, woe, €4)
+ R(eq,ws,e1,ws) + R(eq, ws, e, w3)
+  R(er,ws, e1,wy) + R(ea, wy, €2, wy)
+ R(ey,es,wi,w3) + R(ey, ws, wy,e3) — R(wy, ez, ws, e4)
+ R(eq, eq,wy,ws) + R(eq, w3, wy, eq) — R(wy, e1,ws, e3)
+ R(ey,eq,wr,wy) + R(eq, wy, wy, eq) — R(wy, ez, €3, wy)
— R(eg, e3,wy,wy) — R(eg, wy, wy, e3) + R(wy, e1, €4, wy)



+ R €2, €3, W, W3 + R €2, W3, W2, €3

(
R(
R(

(
- R(e €4, Wa, W3
R(

€2, €4, Wy, Wy

+ o+

)
ws) —
wa) +
)+

R(ela €3, Wa, Wy

€2, Wy, W2, €4

) — R( )
€1, ws, Wa, 1) + R(ez, wa, ws, €3)
eq) — R( wy)
) — R( )

(617 Wy, W2, €3
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R €1, W2, W3, €4

R €1, Wz, €3, Wy

R €2, W2, €4, Wy

- 2R(U}1,w2,€3,64> - 2R(€1,€2,M3,W4).

Devido a primeira identidade de Bianchi, essa expressao se reduz a

0 < R(wy,es wi,e3)+ R(wy,eq,w,ey)
+  R(ws, e3, w2, e3) + R(ws, €4, w2, e4)
+ R(ey,ws, e1,ws) + R(eq, ws, €9, w3)
+ R(er,wy, e1,wy) + R(ea, wy, €2,wy)

— 2[R(e3,wq,e1,ws3) + R(eyq,wr, €2, ws)]
- 2[R(€4>w1,61, 4) R(€3,UJ1762, 4)]
+ 2[R(eq,ws,e1,w3) — R(es, ws, ez, w3)]
— 2[R(e3, wq,e1,ws) + R(eyq, wa, €2, wy)]
— 2R(wq,we, e3,e4) — 2R(e1, €2, w3, wy),

que é o que queriamos demonstrar.

Lema 3.6. Temos

n

Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q)

P,g=5

2 Z (R1p3q + R2p4q)(R3plq + R4p2q) +

P,q=5

Demonstragao. Seja W, a extensao {es,-- -,

A B, C, D E,F:W — W por

(Ae,, e,

(
(
<D€pa €q
(

Ee,, e,

)

)
Cep,e,) =

)

)

n
- E R12pq R34pq

P,q=5
n

Z (R1p4q - R2p3q)(R4plq - R3p2q)'

P,q=5

en}. Definiremos as transformagoes lineares

Rlplq + R2p2q7
R3p3q + Rapag,
RSplq + R4p2q7

R4p1q - R3p2qa

R12pq



Percebamos que A e B sao simétricas enquanto que E e F' sao antisimétricas.

<F6p>6q> = Rsupg

Para todos os vetores wy, wq, w3, wys € W,

pelo Lema 3.5.

v

(Bwy,w1) + (Bwg, ws) + (Aws, ws) + (Awy, wy)

=

R

=

2
2
2
2

Cw1, w3> -2 <DUJ1, w4> -2 <Dw2,w3> -2 <CU]2, w4>

wy, €3, w1, e3) + R(wy, €4, w1, €4)

2
(
R(ws, e3,ws, €3) + R(ws, €4, wo, €4
(
(

) )
e1,ws, e1,ws) + R(eq, ws, ea, w3)
e1, Wy, e1,Wy) + R(ea, wy, ez, wy)
[R(es, w1, e1,ws) + R(eq, wy, €9, w3)]
[R(eq,wy, e1,wq) — R(es, wy, €2, wy)]
[R(eq,ws, e1,w3) — R(es, wa, €2, w3)]
[R( ) wy)]
)

(

(
R(es, we, €1, wy) + R(eq, wo, €, wy

(

2R(w17w27637 64) - 2R €1, €2, W3, Wy

0

Definiremos agora

M:
¢ D A E
D -C -E A
0 0 id 0 |
0 0 0 —id
U:
—id 0 0 0
0 id 0 0

Segue de (3.21) que M é positivo semi-definido. Isso implica que

0<

»-lkIP—‘

tr(MUMU*) = tr(AB) + tr(EF) — tr(C?) — tr(D?).
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(3.21)
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Assim,

n

0 < Z (Aep, eq) (Bep, €q) — Z (Eeyp, eq) (Fep, €q)

P,q=5 p,q=5
- Z (Cep, eq) (Ceg, €p) — Z (Dey, €q) (Deg, €p)
P,q=5 P,q=5

donde substituindo as transformacoes lineares A, B,C, D, E e F', obtemos

n

Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) - Z Ri2pg R3apq

D,q=5 P,q=5
> Z (Rlqu + R2p4q)(R3plq + R4p2q) + Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)’
P,q=5 p,q=5
que é o que queriamos demonstrar. O

Agora que ja dispomos dos argumentos necessarios, vamos nos ater a demonstragao

da Proposigao 3.1.

Pela definicao de R¥, equacdo (2.18), temos

Ry + Rl + Rbsos + Rbyoy

= 2 Z RlplqR3p3q -2 Z R1p3qR3p1q

p,g=1 p,q=1

+ 2 Z RlplqR4p4q —2 Z R1p4qR4p1q
p,g=1 p,q=1

+ 2 Z R2p2qR3p3q —2 Z R2p3qR3p2q
p,q=1 p,g=1

+ 2 Z R2p2qR4p4q —2 Z R2p4qR4p2q
p,q=1 p,g=1

= 2 Z (Rip1q + Rapzq) (Rap3q + Rapag)
pg=1

- 2 Z R1p3qR3p1q -2 Z R1p4qR4p1q
p,q=1 p,q=1

- 2 Z R2p3qR3p2q —2 Z R2p4qR4p2q (3-22)
p,q=1 p,q=1

R§342 + R§423 = 2 Z RipagRapog — 2 Z Rip3qHlap2q

p,g=1 p,g=1



+ 2 Z R1p2qR4p3q —2 Z R1p2qR3p4q-

p,q=1 p,q=1

Usando a primeira identidade de Bianchi, obtemos

n n n
2 E :R1p2qR4p3q —2 § :Rlp?qR3p4q = -2 E :R1p2qR34pq
p,g=1 pg=1 P,q=1
n
= - E :R12qu34pq-
p,g=1

Substituindo (3.24) em (3.23), temos

Rﬁ1342 + R§423 = 2 Z RipagRapag — 2 Z Ripsq Rapag

p,g=1 p,g=1

n
- § R12pq R34pq .

pyg=1
Combinando (3.22) e (3.25), obtemos

32313 + R§414 + Rﬂ2323 + 35424 + 2R§342 + 2R§423

= 2 Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q)

p,g=1
n n
- 2 E :Rlp3qR3p1q -2 E :R1p4qR4p1q
p,q=1 p,q=1
n n
- 2 E R2p3qR3p2q -2 E R2p4qR4p2q
p,q=1 p,q=1
n n
+ 2 E :R1p4qR3p2q -2 E :R1p3qR4p2q
p,q=1 p,q=1

+ 2 Z R1p4qR3p2q -2 Z R1p3qR4p2q -2 Z R12qu34pq'

p,q=1 pq=1 pyq=1
Agrupando os termos de forma conveniente, temos

R§313 + R§414 + Rg323 + Rg424 + 2R§342 + 2R§423

= 2 Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q) -2 Z R12qu34pq

p,q=1 p,q=1

- 2 Z (R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q)

p,q=1
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(3.23)

(3.24)

(3.25)
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- 2 Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)- (3.26)

p,q=1

Pelos Lemas 3.2, 3.4 e 3.6, temos que

n

Z (Rlplq + R2p2q)(R3p3q + R4p4q> - Z Ry2pq R34pq

pq=1 pg=1

> Z (R1p3q + R2p4q)(R3p1q + R4p2q)
pg=1

+ Z (R1p4q - R2p3q)(R4p1q - R3p2q)- (3-27)
P,q=1

Substituindo (3.27) em (3.26), obtemos
R§313 + R§414 + Rg323 + Rg424 + 2Rti342 + 2R§423 >0,

como queriamos demonstrar.
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4 VARIEDADES DE EINSTEIN

4.1 Variedades de Einstein Compactas

Apresentemos a seguir duas Proposigoes devidas a Brendle[4].

Proposigao 4.1. Seja (M",g) uma variedade riemanniana com Ric, = pg. Entdo o

tensor de curvatura R de (M™, g) satisfaz
(AR)+ Q(R) = 2pR. (4.1)
Demonstragao. Fazendo Ric, = pg em (2.19), obtemos

(Vizp9) Y W) = (Viweg) (Y. Z) = (Vizpg) (X, W)
+ (Viwpg) (X,2) = QR)(X,Y, Z,W) + (AR)(X,Y, Z, W)

> pg(X e)R(e;, Y, Z,W) = > pg(Y,e)R(X, €5, Z,W) (4.2)
=1 =1

Mas, como

(Vzg) Y, W) = Z(g(Y,W)) =g (VzY, W) =g (Y, VW)
= g(VzY, W)+ g (Y, VW) —g(VzY, W) —g (Y, VW)
— 0,

todos os termos do lado esquerdo de (4.2) se anulam. Assim,
(AR)(X,Y, Z,W) + Q(R)(X,Y, Z, V)

=p> g(X,e)R(e,Y, Z,W) +pY _g(Y.e)R(X, e, Z, W)
=1

i=1
Portanto

(AR)(X,Y,Z,W) + Q(R)(X,Y, Z,W) = 2pR(X,Y, Z,W),
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como queriamos demonstrar. O

Proposicao 4.2. Seja (M™,g) uma variedade de Einstein compacta de dimensdo n > 4
com curvatura isotropica nao negativa. Entao o conjunto de todos os quadri-referenciais

ortonormais {ey, ea, €3, €4} satisfazendo

R(ey,es,e1,e3) + R(e1, eq,e1,eq4) + R(ea, e3, €2, €3)

+R<627 €4, €2, 64) - 2R<€1a €2, €3, 64) == 0

¢ invariante sob transporte paralelo.

Demonstragao. Desde que (M", g) é uma variedade de Einstein, temos Ric, = pg para
alguma constante p. Consequentemente as métricas (1—2pt)g formam uma solugao para o
fluxo de Ricci com curvatura isotrépica nao negativa, ou seja, uma solucao para a equagao

%g(t) = —2Ricyy). Assim pela Proposicao 3.3, segue o resultado. [

4.2 Variedades de Einstein Compactas com Curva-
tura Isotropica Positiva

Nesta secao apresentamos a idéia principal deste trabalho, ou seja, a demontragao do
primeira parte do teorema enunciado anteriormente que é é devido a Brendle[4]. Aqui

usaremos praticamente todos os conhecimentos adquiridos até agora.

Teorema 4.1. Seja (M™, g) uma variedade de Finstein compacta de dimensao n > 4. Se

M"™ tem curvatura isotropica positiva, entao M"™ tem curvatura seccional constante.

Demonstragao. Podemos assumir que Ric, = (n — 1)g, ou seja estamos tomando Ric,
positivo, pois o caso nao positivo implicaria em curvatura escalar nao positiva e como a
curvatura isotropica é positiva, isto contrariaria a Proposi¢ao 3.4. Pela proposicao 4.1,

temos

(AR) + Q(R) = 2(n — 1)R. (4.3)

Defina o tensor S pondo
Sijki = Rijin — 5(9ikgj1 — 9agik); (4.4)

onde x é uma constante positiva.
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Observe que S é um tensor de curvatura algébrico, pois

Sim = Rjim — k(9jx9a — 9j19ik)
= —Riju + k(9ikgj1 — 9adjk)

— T Mgkl

Sklz’j = Rklij - /i(gkiglj - gk:jgli)
= Riju — x(9irgjt — 9agjk)

— Sijkl7

Sijel + Sjikt + Skijt = Rijr + Rjkit + Ruiji — 6(9ikj1 — 9agjr)
- /f(gjigkl - gjlglci) - "i(gkjgiz - gklgij)
= 0.

Percebemos que aqui na defini¢do de S;j, estamos usando o fato de (M, g) ser com-
pacta e ter curvatura isotropica positiva para garantir a existéncia de x positivo. Seja
a maior constante com a propriedade de que S tenha curvatura isotropica nao negativa.
Entao existe um ponto p € M e um quadrireferencial ortonormal {ey, es, 3,4} C T,M

tal que

S(@l, €3, €1, 63) —I— 5(61, €4, €1, 64)
+ S(627e37627e3) +S(€27€4762764>

— 25(ey,e9,e3,e4) = 0. (4.5)

Assim segue da proposi¢ao 3.2 que

(S (61,63,61763) + )(61764,61,64)

Q(S) QS
-+ Q(S)(eg,eg,eg,eg) +Q(S)(62,64,62,€4)
— 2@(5)(61,62,63,64) > 0. (46)

Observemos que pela equacao (2.16), temos

B(S)ijkl = Z SijpqOkipg + 2 Z SipkqSjplq — 2 Z SiplgSjpha

p,g=1 p,g=1 p,g=1



n

= Z [Rijpg — £(9in95q — Gia9jp)] [Bring — £(9kpGiq — Gra9iv)]

pq—l

+ 2 Z ipkq — K(9ikGpq — Giadpk)] [Rjptq — K(9jt9pa — Gjadip)]

pql

- 2 Z ilg — K(9it9pq — Giq9ip)] [Ripkq — K(9jkIpq — GiaIpk)]

p,q=1
n n n
= E RiquRklpq +2 E Ripk’quplq —2 E : Riplqupkq
pg=1 pg=1 p,q=1

- kK Z Rijpq(9rpdiq — GraGip) — £ Z Riapq(9ip9iq — GiaYiv)

p,q=1 pq=1
- 2K Z Rjpig(9ikGpq — Giqpk) — 25 Z Ripkq(919pq — 9ia9tp)
pg=1 pg=1
+ 2K Z Ripiq(9ik9pa — Gjadpk) + 26 Z Riprg(9itgpg — Gia9ip)
p,g=1 p,q=1

+ K Z (9epta — Irq9ip)(9in95q — Gia9jp)
pyg=1

+ 262 ) (GikGpg — Giq9ok) (1900 — GiaGin)
p,q=1

— 267> (9ikTpa — Gia90k) (GitGpa — YiaGip)-

p,q=1
Agrupando os termos e identificando o Ric, temos
B(S)iji = B(R)iju — k (Rijii — Rijik + Ritij — Riiji)

— 2k (Ricjigi — Rk + Ricikgji — Ra;)
+ 2k (Ricygr — Rinj + Ricjrgy — Rjii)

+ K Z (IkpGia9inGia — Grp9ia9iadip — Ira9ip9india + raGipGiaTip)
p,q=1

+ 2w Z (9ik9pa9it9pq — GikIpaGiaio — Gia9pk9itdpq + GiqGpkJiqJip)
pg=1

— 257 Z (9 9paitdpq — 9ikIpaGiaGip — Gia9pkJitdpq + GjaGpkYiqdip) -
pyq=1

Identificando Q(R);jx e substituindo Ric = (n — 1)g, obtemos

B(S)ijri = B(R)iji — k (4Riju + 4Rujk + 4Rikij)



+ +

2k (Ricjigir + Ricikgy — Ricugjr — Ricjrgi)

K (Gik9j1 — 9agjk — Gugik + GixYit)

2K (ngirgji — gingjt — Gidst — NGkgit + GinGis + Giki)
Q(R)iji + 2(n — 1)r*(gingsi — gugir)

26(Ricikgj — Ricygjr — Ricjrga + Ricjigir)

Q(R)ijur + 2(n — 1)/€2(gikgjl — Gugjk)

26 [(n — Dgirgj — (n — D)gagjr — (n — 1)gjxga + (n — 1)gugir]
Q(R)iji + 2(n — 1)K (gicgjt — gugir)

2k(n — 1)(29ik95 — 29a9;k)

Q(R) i + 2(n — )k(k — 2)(gingjt — gagik)-

Pela equacao (4.7), temos

Q(S)(€1,€37€1,€3) =

Q(S)(e1, eq,e1,64) =

Q(S)(Gz, €3, €2, 63) =

Q(S>(62764762764) -

Q(S)(e1,e2,e3,€4) =

Assim,

Q(R)(e1,es,e1,e3) +2(n — 1)k(k — 2)(g11933 — g13931)
Q(R)(e1,e3,e1,e3) +2(n — 1)K(k — 2),

Q(R)(e1,eq,e1,e4) +2(n — 1)k(Kk — 2)(911944 — G14941)
Q(R)(e1,e4,€1,64) +2(n — 1)k(Kk — 2),

Q(R)(e2, €3, €3, €3) 4+ 2(n — 1)k(k — 2)(g22933 — 923932)
Q(R)(e2,e3,€2,e3) +2(n — 1)K(K — 2),

Q(R)(G% €4, €2, 64) + 2(” - 1)"0(5 - 2)(922944 - 924942)

Q(R)(e2, €4, €2,e4) +2(n — 1)K(k — 2)

Q(R)(€1, €3, €3, 64) + 2(” - 1)5(5 - 2)(913924 - 914923)
Q(R)(eb €2, €3, 64)-

Q(S)(el,eg,el,eg) +Q(S)(€1,€4,61,64)
+ Q(S)(GQ, €3, €9, 63) + Q(S)(€2, €4, €9, 64)



— 2Q(S)(e1, €2, €3,€4)
= Q(R
+ Q(R)(eq, €3, €2,e3) + Q(R)(e2, €4, €2, €4)

— 2Q(R)(e1,e2,e3,€4) +8(n — 1)k(k —2) > 0.

)
)(e1,e3,e1,e3) + Q(R)(er, eq, €1, €4)
)
devido a (4.6).
Como {ey, s, €3, e4} realiza o minimo da curvatura isotrépica de (M, g), temos
(vz,vR) <€1a €3,¢€1, 63 +

(V2
+ (V?),UR) (62763762763 + ( ) 62764762764>
- 2 (vavR) (617 €2, €3, 64) 2

) 61764761764)

para todos vetores v € T,M.

Tomando o trago sobre v € T,,M, obtemos

(Z vek €k ) 61’63’61763 (2 :vek ek ) 61764761764)
+ <: vek €L ) 62763’62)63 ( E vek ek > 627647 62764)
- (Z Vek ek ) e1, €, €3, €4)

== (AR) (617 €3,€1, 63)

AR) (617 €4, €1, 64)

+

(
) (6 63762763) + (AR) (62764762764)
>

— 2(AR) (e, e, €3,6e4) > 0.

Somando as expressoes (4.8) e (4.9), temos

Q(R)(e1,e3,€1,e3) + Q(R)(e1, eq, e1,€4)
+ Q(R)(e2, €3, €2,€3) + Q(R)(e2, €4, €2, €4)
— 2Q(R)(e1,e2,e3,e4) + (AR) (€1, e3,€1, €3)
(AR) (e1,€4,61,e4) + (AR) (€2, €3, €9, €3)
(AR) (eg,€4,6€2,e4) —2(AR) (€1, €2, €3, €4)
8(n—1)k(k —2) > 0.

+ o+
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(4.8)

(4.9)
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Devido & expressao (4.3), essa ultima se reduz a

2(n — 1)R(ey, e3,e1,e3) + 2(n — 1)R(ey, eq, €1, €4)
+ 2(n—1)R(eq,e3,62,e3) + 2(n — 1)R(ea, €4, €2, €4)
— 4(n—1)R(ey,eq,e3,e4) +8(n — 1)k(k —2) > 0,

que dividindo por 2(n — 1), obtém-se

R<€17 €3, €1, 63) + R(€17 €4, €1, 64)
+ R(€2ae3a627€3) +R(€2,€4,€2,€4)
— 2R(e, €9, €3,64) + 4r(k —2) > 0. (4.10)

Pela expressao (4.4), temos
S(er,es,er,e3) = Rler,es, el ez — k(91193 — g13ga1)

= R(€17€37 €1,€3 — R,

5(6’1, €4, €1, 64) = R(eb €4, €1, 64) - 5(911944 - 914941)

— R(617647€1764> — R,

5(62, €3, €2, 63) = R(ez, €3, €2, 63) - ’f(922g33 - 923932)

== R(€27637€2763) — K,

5(62, €4, €2, 64) = R(ez, €4, €2, 64) - 5(922944 - 924942)

= R(es, eq4,63,€4) — K

S(e1,ea,e3,e4) = Rley,eq,e3,6e4) — K(g13924 — G14G23)

= R(Gl, €9, €3, 64).

Assim,

5(617 €3,€1, 63) + S(ela €4, €1, 64)
+ 5(627 €3, €2, 63) + 5(627 €4, €2, 64)

- 25(61762763;64)
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- R<61763a61)63) + R<617647€1764)
+ R<€27e37627e3) + R(€27e47€2764)
— 2R(ey,e9,€3,64) — 4K
= 0. (4.11)
devido a (4.5).
Substituindo a expressao (4.11) em (4.10), obtemos
4k +4r(k—2) >0
4dk(k — 1) > 0,
o que implica que k > 1, pois k é positivo.
Agora, tomemos o trago em (4.4), obtendo
Sk = Rig — k(n —1)gix
= (n—1)gi — r(n —1)gi
= (n—1)(1 = K)gu. (4.12)

Tomemos o trago de (4.12), para obter
scalS =n(n—1)(1 — k). (4.13)

Como k > 1, scalS < 0. Portanto, S tem curvatura isotrépica nao negativa e curva-

tura escalar nao positiva. Assim, pela proposicao 3.4, a sua curvatura escalar é zero.

Fazendo scalS = 0 em (4.13), obtemos k = 1, que substituido em (4.12), nos d4a
Sit = 0. Assim o tensor de Ricci de S é zero e novamente pela proposicao 3.4, o tensor S

se anula.

Fazendo S = 0 em (4.4), temos
Rz’jkl = fi(gikgjl - gz‘lgjk)-

Assim, a curvatura seccional de (M", g) é constante igual a x pelo coroldrio 2.1. [



53

5 CONCLUSAO

Durante a realizacao deste trabalho, foi possivel enriquecer conhecimentos de geo-
metria riemanniana. Adquirimos conhecimentos desde a idéia de variedade a espacos de

curvatura constante.

Para demonstrar o teorema principal, tivemos que demonstrar outros conhecimentos

a respeito de tensores de curvatura e curvatura isotrépica.

Definimos e exemplificamos as variedades de Einstein como aquelas em que o tensor de
Ricci é proporcional ao tensor métrico. Demonstramos que se uma variedade de Einstein

compacta tem curvatura isotropiva positiva, entao a curvatura seccional é constante.

A curvatura é uma constante positiva, donde concluimos que toda variedade de Eins-
tein compacta de dimensao maior que trés com curvatura isotrépica positiva ¢ homeomorfa

a esfera.
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