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RESUMO

Uma das formas de resolver o Problema de Hierarquia e por consequéncia unificar as forcas
fundamentais da natureza é assumir, sob o ponto de vista tedrico, que nosso espaco quadrimen-
sional (brana) estd inserido em um espaco de dimensionalidade maior (bulk). Chamamos de
dimensdo extra toda aquela que ndo estd presente em nossa brana. A idéia de incluir dimen-
sOes extras para unificacdo de forcas fundamentais data dos anos 30 do século passado, com a
inovadora proposta de Kaluza e Klein, e vem evoluindo sua formulacido desde entdo. Assim,
outras propostas inovadoras como aquela do trabalho de Randall e Sundrum, criaram novas pos-
sibilidades para o estudo, embora seja interessante citar que nao possuimos nenhuma evidéncia
experimental até o presente momento de que tais dimensdes existam. Particulas fundamentais
fermidnicas t€m como uma de suas propriedades interessantes a existéncia dos modos quirais
direito e esquerdo, informacdo esta bastante estudada no Modelo Padrdo assim como em Super-
simetria. Nesse trabalho tratamos sobre a localizagdo dos modos quirais, sem massa € massivo,
de campos fermidnicos de spin 1/2 em uma espago de seis dimensdes do tipo Conifold Resol-
vido. Este espago possui um parametro reguldvel, o qual permite obter geometrias de outros
trabalhos da literatura como casos particulares. Além desta generalizacdo, foi possivel encon-
trar outros resultados interessantes como o espessamento da brana e suavizacdo do modelo
estudado em 6D. Observaremos também que a relagdo dos modos quirais € estritamente depen-
dente da escolha do acoplamento de campos utilizado. Para férmions livres, os modos quirais
serdo idénticos. Quanto a localizacdo de Modos Massivos, verificaremos que ao reescrever a
equacgdo de Dirac, obtida a partir de nossa acdo, em uma forma do tipo equagdo de Schrodin-
ger, encontraremos um termo de potencial. Estudaremos que ao se utilizar os fatores derivados
da sexta dimensdo como um termo de acoplamento, obteremos resultado semelhante ao de um

acoplamento Yukawa em cinco dimensdes.

Palavras-chaves: mundo de branas, localiza¢ao de férmions, conifold..



ABSTRACT

ABSTRACT. One way to solve the hierarchy problem and therefore unify the funda-
mental forces is to assume, under the theoretical point of view, that our four-dimensional space
(Brane) is housed in a space of higher dimensionality (Bulk). We call all that extra dimension
which is not present in our Brana. The idea of extra dimensions to include unification of fun-
damental forces date from the 30s of last century, with the innovative proposal of Kaluza and
Klein, and has been evolving ever since its formulation. Thus, other innovative proposals like
that of the work of Randall and Sundrum have created new possibilities for the study, although it
is curious that cite not have any experimental evidence to date that these dimensions exist. Fun-
damental fermionic particles have as one of its interesting properties the existence of left and
right chiral modes, this information widely studied in the Standard Model and Supersymmetry
in the call. In this article we treat on the location of the chiral modes, massless and massive,
the fermionic fields of spin 1/2 in a six-dimensional space of type Conifold solved. This space
has an adjustable parameter which allows to recover the geometry of other works of literature.
Beyond this generalization was possible to find other interesting results as the thickening of the
Brana and smoothing the model studied in 6D. Looking at work that the ratio of chiral modes
is strictly dependent on the choice of coupling fields used. For free fermions chiral modes are
identical. Regarding the location of Massive modes, we find that by rewriting the Dirac equa-
tion, obtained from our action, in a way kind of Schrodinger equation, we find a term potential.
We found that when using the factors derived from the sixth dimension as a term coupling, we

obtain results similar to a Yukawa coupling in five dimensions.

Keywords: braneworlds, fermion localization, conifold
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1 Introducao

O objetivo deste capitulo é motivar o uso das dimensdes extras em Fisica. Mostraremos
como esta técnica resolve o problema de hierarquia entre as massas das escalas de Planck e Ele-
trofraca, o que serd util para a unificacdo das forcas fundamentais. Descreveremos brevemente

os principais modelos que envolvem esta técnica ao longo das secdes.

1.1 Problema de hierarquia

Em Fisica Tedrica ocorre um problema de hierarquia toda vez que se trabalha com parame-
tros semelhantes que contém grande divergéncia de valores. Trataremos aqui do problema de

hierarquia associado as escalas de energias das intera¢des fundamentais.

1.1.1 Forcas elementares

Quando estudamos o Modelo Padrdo [1], verificamos existir quatro tipos de forgas (ou
interacdes) fundamentais. Iremos citd-las partindo de sua atuagdo do microscopico a0 macros-

copico.

Forca Nuclear Forte: Estudada pela Cromodindmica Quantica (QCD). Responsavel pela
consisténcia do nucleo, atua tanto ligando prétons e néutrons, como ligando quarks dentro dos
prétons. Suas particulas mediadoras sdo os glions. Sua intensidade € cresce proporcionalmente
com a distancia, isto €, quao mais distante mais forte € a interacao, o que € um caso unico dentre
as quatro interagdes fundamentais. Este fato também estd associado ao de ndo ser possivel

encontrar quarks isolados na natureza [1].

Forca Nuclear Fraca: Estudada pela Teoria Eletrofraca. Responsavel pelas interacdes fer-

midnicas, decaimento radioativo 3 e fusao nuclear, mediada pelos Bésons W e Z.

Forca Eletromagnética: Descrita pela Eletrodinamica Quantica (QED). Tem o Féton como
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particula mediadora.

For¢ca Gravitacional: Estudada pela Relatividade Geral. Hipoteticamente mediada pelo

Graviton, sendo a mais fraca das interagdes.

A tabela (1.1) resume o texto acima comparando as forcas segundo as escalas de magnitude
(tomando a forga gravitacional como referéncia), seus mediadores, as teorias que as descrevem,

e de que forma decaem com a distancia

Forca Mediador Teoria ~T Magnitude
Forte Gldons QCD 1 1038
Eletromagnética phétons QED 1/r? 1036
Fraca Bésons W e Z | Teoria Eletrofraca | e=™" /r 10%
Gravitacional "Graviton" | Relatividade Geral | 1/r? 1

Tabela 1.1: InteracOes fundamentais. A constante m; representa a massa do béson W ou Z [1,

2].

Apresentaremos a seguir uma escala que nos seré util para melhor compreensao do regime

de atuagdo dessas forgas.

1.1.2 Escala de Planck

Foi adotada pela primeira vez em 1899, com objetivo de suprimir as principais constantes

utilizadas em Fisica ( ¢ - velocidade da Luz, & - constate reduzida de Planck, GG - constante

1

Ire; - COnstante de Coulomb e K, - constante de Boltzmann ) Podemos

gravitacional, K, =
entdo criar um novo Sistema de unidades naturais ([M]-massa, [L]-comprimento, [T]-tempo,

[Q]-carga e [O]-temperatura) em funcdo dessas constantes assumindo que [2]

c=h=G=K.,=K,=1, (1.1)

definiremos a seguir as unidades de Planck e correlacionando com suas respectivas no Sistema

Internacional de Unidades (S.)[3]:

e Massa de Planck [M]

My =1\ — ~ 2,176 x 10 %kg, (1.2)
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e Comprimento de Planck [L]

Ly = = ~ 1,616 x 10~%m, (1.3)
e Tempo de Planck [T]
Gh
Ty = = ~ 5,391 x 10~ s, (1.4)
e Carga de Planck [Q]
Qp = \/4mhceg ~ 1,875 x 10718¢, (1.5)
e Temperatura de Planck [O]
o he> 1,417 x 102K (1.6)
l pr— —_— Y 9 9 .
» GK}?

as unidades de comprimento, massa € cargas sao extremamente pequenas se comparadas ao S.1,

ou seja, a escala de Planck € ideal para analisar fendmenos quanticos.

Com base nas unidades fundamentais podemos escrever a unidade de Energia ([E] =

[M][LP[T]7%)
e Energia de Planck

Ey=1/— ~ 1,956 x 10°J. (1.7)

Com base nessa escala e nas massas das particulas mediadoras previstas pelo modelo pa-
drdo, verificamos o problema de hierarquia entre as Massas de Planck e a "Massa Eletrofraca"[2,

3]. Observe a figura(1.1).

A Massa Eletrofraca (M,,,), tem ordem de grandeza de aproximadamente 103Gev, en-

quanto a Massa de Planck (Mpl) de 10"Gewv, ou seja, a razdo entre elas é da ordem de 10-16
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Energia Comprimento
107 Gev
~Escala de Planck >+ 102 cm
10" GeV T
110¥cm
10" GeV T
1107 cm
1076V NADA
T10*cm
10°GeV T
T10%¢cm
10°GeV T
< LHC~10 Tev->T10"*cm
10° GeV -

- Escala Fraca —»

fle¥h 110" cm
GeV + <«Massa do Préton—»

T10"2¢cm
103 GeV T Massa do Elétron >
(MeV) 110%cm
108 GeVt+ Y
(keV)

Figura 1.1: Problema de hierarquia. Vazio de 10'®Gev entre as Escala Eletrofraca e de Planck.

Mew

~ 1071, (1.8)
pl
Uma das maneiras de explicar tal divergéncia nas escalas é adotar o conceito de Mundo de

Branas[4-7].

1.2 Mundo de Branas (Braneworlds)

Tratar nosso universo conhecido de trés dimensdes espacias € uma temporal, (3+1)dimen-
sdes, como uma hipersuperficie quadridimensional contida em um espago maior apresentou ser
uma boa visdo tedrica para justificar o problema de hierarquia e unificar for¢as fundamentais.
Embora ndo tenhamos ainda nenhuma comprovagdo experimental que tais dimensdes extras
existam [4-7]. Conceitualmente, definimos o nosso espaco relativistico habitual de quatro di-
mensdes com o termo "Brana"”, qualquer outra dimensao que seja inserida além destas quatro,

daremos o nome de "dimensdo extra"', e por fim o espago por completo que engloba "Brana'e

'Verificaremo que estas podem ser compactificadas ou niio, dependendo do modelo estudado.



1.2 Mundo de Branas (Braneworlds) 13

"dimensoes extras"de "Bulk"[5].

Dimensao do Bulk :(4+n)D.
A

Dimensdo Extra n.

Figura 1.2: Representacdo do "Mundo de Branas".

Utilizaremos de agora em diante a notacdo de indices gregos (u,v = 1,2,3,4) para nos
referir a termos que "correm dentro"da Brana, em contraste com indices latinos em maitsculo

(M,N =1,2,3,4,5,6..., D) para termos que percorrem todas as dimensdes do Bulk.

Explicado o conceito, iremos expor o primeiro modelo a tratar de dimensdes extras como

tentativa de unificar Gravidade com as outras forcas fundamentais [8, 9].

1.2.1 Modelo de Kaluza-Klein (KK)

Com o objetivo primordial de unificar Gravidade e Eletromagnetismo, Theodor Kaluza
e Oskar Klein [9] introduziram pela primeira vez, na década de 1920, uma dimensdo extra
para desenvolver seu modelo, esta quinta dimensdo possui forma periddica (compatificagdo

toroidal)[8]
z° ~ 2° 4+ 27 R, (1.9)

o espago total, Bulk, tem assim a forma cilindrica, com a Brana sendo o espago chato (Min-

kowski) no eixo e a quinta dimensdo um circulo de raio R envolvendo-a (M* ® S*).
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+y
<
¢
0 R 0 R
~ 27R ~-7R
4
-y
L
® ° >y
0 R

Figura 1.3: Compactificagdo. Orbifold S*/Z, [8].

No Modelo KK se introduz um campo escalar ndo massivo, ¢(z*, x°), que permeia o Bulk.
O campo serd responsavel pela constru¢do de estados quantizados de momento na dimensao

periddica[8].
PP = — (1.10)

onde n € inteiro. O campo foi escolhido da seguinte forma

olat,2%) = Y ¢"(at)en/E, (1.11)

n=—oo

A equagdo de movimento serd entdo

(9,0 + 850°)¢ = 0, (1.12)
n\ 2
0,0"¢" (z+) = (}_%) & (2. (1.13)

Devido a eq.(1.17), existird uma série infinita de valores de m? = (n/R)?, ou seja, as massas

serdo quantizadas em valores dependentes do raio da dimensio extra”.

Para que haja unificagdo é esperado que o valor deste raio seja da ordem de R ~ 10~ %*m,
algo realmente pequeno e inacessivel, o que explicaria o fato de ndo verificarmos a existéncia

de outras dimensdes além das quatro conhecidas.

Na proxima subse¢do mostraremos de forma resumida, um modelo mais abrangente do

modelo KK.

2 A esta série damos o nome de "Torre de massas de Kaluza-Klein"[8, 9].
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1.2.2 Modelo de Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali (ADD)

O Modelo ADD [10], elaborado em 1998, busca resolver o Problema de Hierarquia in-
cluindo ndo apenas uma, mas ao menos duas dimensdes extras compactificadas. Neste modelo
as dimensoes fora da Brana passam a permitir ordem de milimetros [3, 8, 10]. Outro detalhe é
a restricdo de que apenas o campo Gravitacional tem a capacidade de existir em todo espaco
(Bulk). Os outros campos, de escala eletrofraca, estdo aprisionadas na Brana [8]. Dessa forma

0 que amenizaria a intensidade gravitacional seria sua dispersdo em outras dimensdes.

O trabalho [10] pretende localizar gravidade com uma métrica n-dimensional, fatorizavel,

dada por

ds? = ds3 — ds?_,. (1.14)

Uma maneira de entender como a adi¢do de dimensdes altera o comportamento da Gravi-
dade ¢ utilizar a Lei de Gauss para a Gravitagdo. Para um espaco (4 + n) dimensional (bulk)
devemos analisar os casos da lei para escalas onde as distdncias sd30 muito menores ou muito

maiores que o raio destas dimensdes extras, R. [3]

mime 1
V(’I‘) = _W—+Q)m’ (7’ << R), (1.15)
pl(4n+1)

e para o caso onde a as massas sdo separadas por uma distdncia muito maior que o raio da

dimensao extra

1
Vir)= ——T:sz (r >> R). (1.16)
Mpl(4n+1 Rer

O segundo caso deve coincidir com a expressao cldssica da energia potencial gravitacional.

mime 1 1
Vi(r) = -2 - ). (1.17)
M2 v < )

Assim criamos uma diferenca entre massa que estd contida na Brana (M) e a massa que
estd inserida em todo Bulk (M;l:;‘i )), unificaremos entdo as escalas igualando seus valores de
n

massa

M,I> = M2 R"= M!"™R". (1.18)

pl(44+n)

podemos verificar que paran = 1 — R ~ 10'"m, o valor ndo concorda com experimentos

feitos nessas medidas, sendo assim descartado [3, 8]. Paran = 2 — R ~ 10~3m, o resultado
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revela que se realmente existirem dimensdes extras haveria reformulacdo das Leis de Newton

para escalas milimétricas.

Por fim, resumiremos os modelos de Randall-Sundrum I e II, mostraremos quais as dife-

rencas que estes modelos possuem quando comparado ao ADD e KK.

1.2.3 Modelos de Randall-Sundrum I e IT (RS-I e RS-II)

Observe que o tamanho dos raios das dimensdes extras vem crescendo de acordo com o
modelo estudado. O Modelo RS supde uma métrica inovadora em cinco dimensdes, onde ha
dependéncia dos termos de dimensao extra e brana, uma métrica nao fatorizdvel chamada de

"warped" [8, 10, 11]
ds? = gyndaMda™ = AWy, datda” + dy?, (1.19)

onde 7, = diag(—1,1,1,1) é nossa métrica de Minkowski; A(y) é o chamado fator de warp
(fator de "entrocamento/ urdidura", responsdvel por mesclar termos da dimensao extra com os
termos inerentes a Brana) e y € a dimensdo extra ndo compacta, uma exclusividade do modelo

RS.

A idéia Modelo RS-I propde um Bulk com duas Branas. Iremos notar mais a frente que
uma delas representard a Escala Eletrofraca e a outra a Escala de Planck. Entre as Branas existe

"3

a dimensdo extra "estendida que ligara as escalas, como visto na figura (1.4).

Consideramos a seguinte acdo em cinco dimensdes (S € a acdo de Einstein-Hilbert e Sy,

a acdo de matéria)

y=L
S =Sy+Sy= /d‘*x/ V—g9(M?R — A)dy, (1.20)
y=0

onde g € o determinante da métrica, M € a massa fundamental em 5D, R o escalar de curvatura

de Ricci e A a constante cosmoldgica.

Obteremos a forma do Fator de Warp, A(y), através da equacdo de Einstein

1
Gun = Run — §QMNR = k2 Tun, (L.21)

onde k5 = ﬁ ¢ a constante gravitacional de Newton para 5D e T}, € o tensor que tem a

3Large extra dimension
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Figura 1.4: Representa¢do do modelo de RS-I. Duas branas separadas pela dimensio extra [8].

forma

2 65,
T == =5 5

(1.22)

Deixando detalhes sobre a forma dos tensores para os préximos capitulos, encontraremos a

relag@o entre o fator de warp e os termos da acao

A

6AW)* =~ 57

(1.23)

com esse resultado notamos que A(y) sé terd valor real se a constante cosmoldgica assumir
valor negativo, isso indica que o espago entre as branas deve ser do tipo Anti-de Sitter (AdSs)
[11]. Dando continuidade aos célculos, escreveremos o fator de warp como a constante

A12 — A

900 = E,—  Ay) = £kly|, (1.24)

veja que o valor obtido em (1.24) serd inserido na métrica (1.19). Assim, apenas o valor negativo

serd eleito para que a exponencial seja finita em todo y
ds: = gun = e_%‘y'nwdx“da:” + dy?. (1.25)
No processo acima, obtivemos qual a forma que a métrica deve possuir para concordar com

a acdo do campo tomado. Faremos agora uma demonstragdo de como a técnica desenvolvida

pelo modelo RS-I resolve o problema de Hierarquia de Escalas Fraca e de Planck.
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Foi tomado que a Brana-2 situada em y = L confinaria os campos materiais. Considere o

campo escalar de Higgs com a acao
Stiges = / V=92(94"D,H'D,H — \(H'H — ¢*)*d*z =
/ e (e D, H'D,H — N\(H'H — v*)*)d"z, (1.26)
onde \ = 12kM3 é a tensdo na Brana (2)*. Redefinindo H = e*L H
Stiggs = / (7D, H'D,H — NH'H — (e *?)?)]d"x, (1.27)

o valor obtido na expressdao acima difere do valor convencional da acdo do campo escalar de

Higgs apenas pelo fator e *Lv, o qual chamaremos de v, f f [8, 11].

O fator encontrado € responsdvel por ajustar as escalas de Planck e Eletrofraca. Tomemos
a Brana-1, situada em y = 0, como a que estd sob dominio da escala de Planck e a Brana-2,
situada em y = L, como a que contém a escala de TeV (Eletrofraca), ver figura(1.5). Teremos

que o fator de decaimento dever4 ser

I
I TeV

: Eletrofraca

i

Escondida
Planck

¢|\———-——-—-—-

Figura 1.5: Representagdo do modelo de RS-1. Brana-1(Escala de Planck) e Brana-2(Escala Eletro-
fraca)[8].

Mew
M,

pl

—e 107 5 kL ~In10' ~ 35, (1.28)

onde k pode ser interpretado como um parametro de ajuste fino [8].

4As tensdes nas Branas possuem mesmos médulos, porém sinais contrarios[8].
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Obteremos a acdo em 5D considerando a métrica de (1.19) como um termo de perturbagdo

na agdo (1.20).

y=L
S = /d%/ e_2k|y‘\/—gOR4D(hLOJ)dy
y=0

g (1—e 2 4 4D /7 (0
= M3, () [ da /=P R (), (1.29)
assim obtemos a massa de Planck efetiva como
1 — e—ZkL
M2 = <T> M3, (1.30)

ou seja, como esperado, a massa de Planck decaird exponencialmente conforme a distancia

entre as Branas, L.

No Modelo de Randall-Sundrum II existe apenas a Brana de Planck que decai para a escala

Eletrofraca quando fizermos o comprimento da dimensao extra tender ao infinito [8, 12].

Finalizamos aqui nosso capitulo introdutério que se destinou a apresentar o Problema de
Hierarquia de Massas e sua resolugdo via técnica de dimensao extra, seguiremos agora com a

dissertacdo fazendo uma prévia de cada capitulo.

Trataremos no Capitulo 2 da equacdo de Dirac, suas matrizes e propriedades. Apresen-
taremos um histérico de como Dirac resolveu os problemas conceituais da equagdo de Klein-
Gordon e obteve sucesso ao unir Quantica e Relatividade. Verificaremos as relacdes relativisti-

cas das matrizes de Dirac e exporemos suas formas em mais dimensoes.

No Capitulo 3, resumiremos o método de deforma¢do de membrana que suaviza o modelo
de Randall-Sundrum. Este método servird de base para entender como a escolha da geometria

favorece a localizacao de campos.

O capitulo 4 inicia a parte principal da presente dissertacdo. Escolheremos um métrica
de seis dimensdes diagonal que descreva os fatores de warp dependente apenas da coordenada
de dimensio radial. Encontraremos as fun¢des localizadoras do campo fermidnico em termos
desta métrica. Verificaremos a validade dos resultados encontrados ao reproduzir trabalhos

conhecidos da literatura.

A parte central da dissertacdo se dard no capitulo 5. Nele apresentaremos a geometria
Conifold e suas variacdes, logo apds, aplicaremos as técnicas do capitulo 4 para localizar fér-

mions. Observaremos o comportamento dos modos sem massa e concluiremos que a geometria
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estudada suaviza defeitos do Tipo Corda. Para o modo Massivo encontraremos um potencial
semelhante ao gerado por um acoplamento Yukawa em cinco dimensdes ao assumir a sexta

dimensao do Conifold Resolvido como um termo de acoplamento geométrico.
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2 Equacao de Dirac e Férmions

O objetivo deste capitulo € servir de fundamento para os elementos que envolvam espi-
nores, matrizes de Dirac e suas propriedades. Exporemos também conceitos como quiralidade

que serdo tteis no tratamento de localiza¢do de campo fermidnico nos capitulos posteriores.

2.1 Equacao de Dirac

E uma equacio de onda quantica relativistica desenvolvida por Paul Dirac, elaborada em

1928, com intuito de corrigir as falhas presentes na equagao de Klein-Gordon [13, 14].

Iremos expor os problemas encontrados na formulagdo de Klein-Gordon e mostrar como
Dirac os resolveu nas secgdes seguintes. Acompanharemos a referéncia [13] para desenvolver

os calculos.

2.1.1 Equacao de Klein-Gordon e seus problemas

A equacdo de Klein-Gordon foi elaborada em 1926 e buscava descrever um elétron rela-
tivistico, geralmente ela nos é apresentada quando iniciamos o estudo de Teoria de Campos.

Antes de mostrarmos sua expressao faremos um breve histérico de como foi concebida.

Apresentaremos a seguir as diferencas fundamentais entre a Mecanica Quantica e a Meca-

nica Relativistica.

Em Mecanica Quantica podemos representamos os estados de nosso sistema como vetores
normalizados |1) no espago de Hilbert (H : |{¢]w)|?)[15]. Escrevemos em termos da matriz
densidade p = > p;|1);) (1], onde a probabilidade do sistema se encontrar em um estado ¢ é
dada por (¢|p|¢)). Os Observaveis Fisicos sdo dados em termos de operadores auto adjuntos

(A = AT") do espaco H e calculamos o valor esperado desses operadores através da integral

(Y] Al).

Uma das formas de representar a evolug¢do temporal de um sistema quantico € dada pela
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representacio de Schrodinger, onde as fungdes de onda dos estados sdo dependentes do tempo

L) =1v(1))
.0
tho [0 (1)) = H|y(t), 2.1)

realizando a mudanca [i(t2)) = U(t1,t2)]1(t1)), sendo U (ty, t2) unitario:

., 0
Zh-U(tl, tz) = H(tg)U(tl, tQ) (22)
Oty
Transformacgdes de estados em Qudntica utilizam operadores unitdrios (ou anti-unitarios),

0s quais representam simetrias no espaco Hilbert>. Essa caracteristica preserva o médulo do

produto escalar e a propriedade comutante com o operador H.

J4 em Relatividade os estados que regem a natureza sdo independentes do referencial ado-
tado. Denotamos um ponto no espago-tempo através das coordenadas (x;,t;), e postulamos
que a velocidade da luz, ¢, é absoluta (invariante segundo transformagdes de referenciais). Es-
crevemos a expressao de Causalidade da Relatividade como a diferencga entre pontos no espago

tempo.
Aty —t9)® — (z1 — 20)* > 0 t1 —to =0, (2.3)

e modificamos os referenciais relativisticos através de transformacdes do grupo de Poincaré

(translagdes no espaco-tempo), rotagdes e Transformacgdes de Lorentz (Boost).

Assim ao relacionar as duas Mecénicas encontramos alguns problemas conceituais, como
por exemplo a defini¢do de ponto em cada uma delas [13]. Em Relatividade tomamos 0 mo-
mento de uma particula de massa m, como p = mc e a idéia de ponto ndo difere da proposta
em Matemdtica, porém em Qudntica, o principio da incerteza (Ax.Ap > h/2) limita nossa
precisdo. Verificaremos a seguir a problematica gerada pela primeira tentativa de unificagdo

dos conceitos.

Em 1926, Oskar Klein e Walter Gordon partiram da equagdo de Schrédinger livre de po-

tencial [15] para desenvolver sua prépria formulagao.

P2
%qﬁ(r, t) = Eo¢(r,t), 2.4)

'Uma representacdo alternativa é a de Heisenberg, onde os operadores que evoluem no tempo. A = A(t).
2Teorema de Wigner[13].
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as representagdes dos operadores Momento e Energia sdo

p— —thV e FE — —ih%, (2.5)
entao,
h 2 _ a¢(r7t)
—%V (r,t) =i TR (2.6)

A solucdo obtida para a equacao de Schrodinger € uma onda plana
o(r.1) = eFTot, 2.7)
onde w € a frequéncia angular da onda e k é o ndmero de onda.
Introduzimos conceitos relativisticos em (2.4) ao supor que a energia serd escrita da forma
E? = (pc)? — (mc?)?, (2.8)

aplicando as formas dos operadores p e E, encontraremos

1 02

S =V = (5)]e(r.n) = 0. (2.9)

Assumindo que nosso espago € do tipo Minkowski, diag(—c?,1,1, 1), faremos nosso ¢ (7, t)

¢(z) e encontraremos a chamada equagdo de Klein-Gordon, definida por

{a%a% ~ ()] o) = [0 ~ (me/mlote) =0, (2.10)

que, semelhantemente a equacdo de Schrodinger, também possui solug@o do tipo onda plana
o(z) = e’ 2.11)
onde k,, sdo os nimeros de onda e ko = c*w, sendo w a frequéncia angular da onda.

Aparentemente o objetivo de descrever uma particula sob dominios quénticos e relativisti-
cos estaria completo, porém hé dois problemas essenciais em (2.10), o de ndo possuir corrente

de probabilidade nem energias positivamente definidas[13, 14].
Analisemos o que ocorre com a corrente de probabilidade.
As ondas que obedecem a equagdo de Schrodinger devem respeitar a seguinte relagdo de

continuidade[14]

dp

5+ Vi =0, (2.12)
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sendo: p e 7 a densidade e a corrente de probabilidade, respectivamente. A densidade de

probabilidade € calculada como

p =) = ¢"0, (2.13)
e a corrente de probabilidade:
) h
j= TV(qb*ng — ¢V¢") (2.14)
mi
assim, utilizando (2.14) em (2.12), teremos:
h ho, N
V=5 =(V(#'Vo—oVe')) = 2 (V26— 6V76"), 2.15)

dessa forma a equagdo da continuidade, (2.12) com (2.13) e (2.14), serd expressa como

o(¢'0)  h

*\72 1 2 % —
T TA AR
(0] h —, 0¢p* h —, )
Sl (e - *) = 2.16
¢ (81& 2mz’v ¢) +¢( ot 2mz’v ¢ 0 2.16)
¢ a partir de (2.16) que redefinimos densidade de probabilidade da equacdo de Kein-Gordon
do ¢
2.17
<¢ 5~ ar) 17
também encontramos uma nova forma para a corrente de probabilidade
ih &
Ju = (p7 ) = _¢ (607 )¢ = E¢ 8M¢, (218)
<~

aqui, denotamos o operador 0" como
o 1
AD*B = <A(9“B - ((9“A)B), (2.19)
por fim, encontraremos a nova equacdo de continuidade da forma®:

h
03" = 5-(¢"06 - 606") = 0. (2.20)

Alertemos para o erro em (2.17). A probabilidade nao proibe valores negativos. Acompa-
nhe que (2.13) é descrita por um médulo quadrado da funcao de onda que garante apenas valores
positivos, enquanto a nova formulagdo nio possui restricdo semelhante. Outro problema esta
na expressio (2.8), verifique que parap = 0 — E = +mc?, logo assim como a probabilidade,
as energias também ndo sdo positivamente definidas. Assumir valores negativos para a energia,

seria admitir que um elétron poderia decair infinitamente [14].

A partir desses dois problemas Dirac resolveu reformular a equacdo de Klein-Gordon e

criou sua prépria equacio ao adicionar elementos matriciais.

30bserve que ao se incluir Relatividade 2 equacio de Schrodinger, a densidade de probabilidadee se torna uma

componente da corrente de probabilidade.
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2.1.2 A modificacao de Dirac

Dirac verificou o problema na formulacao de Klein-Gordon e resolveu substituir os seguin-
tes termos [16]
oV < a.V

is = (= + Bm>qf = HU, 2.21)

onde « e 3 sdo matrizes 4 x 4 hermitianas, anti-comutantes e de quadrado unitdrio *. A nova

fun¢do de onda assume cardter de espinor (4 x 1)

d
U= , (2.22)

X 4x1

verificaremos nas proximas secdes que o biespinor ®,,; representard a quiralidade positiva,

enquanto Y a quiralidade negativa.

Como dito, o e § obedecem as propriedades:

{CYj, Ckk}j7,gk =0 (223)
{a;, 8} =0 (2.24)
a?=p2 =1, (2.25)

J

sendo I, a matriz identidade. As matrizes o’ sdo escritas em funcio das matrizes de Pauli, 0.

. 0 ol
ol = ' , (2.26)
gl 0
4x4
0 1 0 — 1 0
ol = , o e od = ) (2.27)
10 0 0 -1
A matriz (3 é definida a seguir
10 0 O
I, 0 01 0 O
B = — (2.28)
0 —1I 00 -1 0
00 0 -1

4Um resumo das propriedades mais importantes das matrizes de Dirac serd feito ao final do capitulo.
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Observe que recuperamos uma equacdo semelhante a de Klein-Gordon ao se operar duas

vezes a equacao de Dirac

_88%1/ _ (ai.v +5m> <ai.v +Bm)qj _

_ (_ V2 4 m2>\IJ(x,t). (2:29)

As matrizes o e 3 formam o grupo no qual sdo escritas as Matrizes de Dirac, v, que

definiremos com suas propriedades a seguir [16]

=8 (2.30)
i = Bai 2.31)
{7 = =20 (2.32)

Utilizando a notac@o "Slash"de Feynmann, ¢ = a, " [13], escreveremos:
V0, — @, (2.33)
sendo assim, podemos reescrever a equagdo de Dirac na forma relativistica (¥(z,t) — ¢(z))
(iv"0, — m)¥(z) = (i@ — m)¥(x) =0, (2.34)
ou seja, o espinor sugerido por Dirac satisfaz a equacao de Klein-Gordon.

Verifiquemos agora como essas modificacdes corrigem a corrente de probabilidade. Apli-

quemos o complexo conjugado na expressao (2.34)
~ i@ +m) =0, (2.35)

onde denotamos que aL € o operador derivada atuando a esquerda em um espinor conjugado.

A forma conjugada do espinor serd representada como
U =0y, (2.36)
combinando (2.34) e (2.35) teremos

(@ + @)V =0 9,(Ty"T) =0, (2.37)
o que denota que a corrente de probabilidade assumira a forma

G = Uy, (2.38)
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Devido a esta nova formulagdo, diferentemente do que ocorre com a equagdo de Klein-Gordon,

a densidade de probabilidade serd positivamente definida, observe a prova abaixo:

Nossa densidade de probabilidade ¢ tratada como o termo temporal, 7°, da nova corrente

de probabilidade j# , e tem sua forma:

p=3°=T7"0 =TT = &id 4 Ty >0 (2.39)

j =7 = Uyl = dloid + xloly, (2.40)
onde o indice ¢ = 1, 2, 3, representa a parte espacial da corrente.

Veja que da forma que Dirac propds suas matrizes, obtemos como resultando uma densi-
dade de probabilidade escrita como a soma dos mdédulos quadrados de cada biespinor (2.39),

ou seja, ela é sempre positiva.

A resposta para solucionar os estados de energias negativas foi assumir o chamado "Mar de

Dirac”, preditor das antiparticulas[14].

Foi proposto que o vacuo seria formado por infinitos "buracos" que contém um par matéria-
antimatéria, cada buraco seria responsavel por aprisionar o elétron, evitando sua detec¢do. Ao se
perturbar o vacuo, excitariamos o elétron e poderiamos remové-lo do poco, ou seja, criariamos
matéria a partir de um suposto vazio. Ao nivel energético abandonado pelo elétron se deu o

nome de pdsitron que possui mesma massa e spin, porém carga elétrica oposta, e™.

Corrigidos os problemas de probabilidade e energia, finalizaremos a se¢do com outra rela-
¢do curiosa da equacgdo de Dirac, obtida ao separar seu espinor em cada biespinor na forma a

seguir [13]

2 =md+10.Vy (2.41)

W —
W = —my + LoV, (2.42)

o resultado (2.41) e (2.42) s@o semelhantes a duas equagdes de Maxwell

(Vx B)+2B 2B _ 1 y(E)
(VxB)—2E 0B _15y(;B),

T ot

onde (S°) ik = Eij k ¢ uma matriz que representa particulas de spin-1 (Bésons) dada pelas

1

matrizes de Gell-Mann. Para o caso de Dirac, a matrizes de spin % (Férmions) séo as de Pauli e

os Campos E, 1B sdo substituidos pelos espinores @, x [13].
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Figura 2.1: Mar de Dirac: Estados de energia negativa completamente preenchidos a esquerda e surgi-
mento de um elétron no nivel positivo de energia com o pdsitron no nivel negativo de energia a direita.

A energia é separada em intervalos de %w

2.2 Matrizes de Dirac em dimensoes maiores que quatro

O objetivo deste topico é expor, de forma sucinta, as outras matrizes necessarias para a
localizag@o em seis dimensdes. Nao nos aprofundaremos em detalhes quanto a formalismos de

grupo dessas matrizes, recomendamos as referéncias [17, 18] para estes detalhes.

Observe que existem justamente quatro matrizes de Dirac em nosso espaco quadridimen-
sional. Associamos cada matriz a uma dimensdo, ou seja, ao se adicionar novas dimensdes

deveremos buscar a forma de novas matrizes para descrever o novo espago.

Livros de Teoria Quantica de Campos [13, 14, 17] costumam mostrar uma quinta matriz
de Dirac, mesmo sem acrescentar nenhuma dimensao extra, isso ocorre devido a propriedades

interessantes da atuacdo dessa matriz no espinor. A quinta matriz € apresentada como o produto

0 010
3
. 0 0 01 0 I
75 = ZH#}/J — Z’ryofylf}/zﬂyg — = . (243)
i=0 1 0 00 I 0
01 00
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. . . . ~ oD

A ordem dimensional das matrizes varia de acordo com a expressao 22 [18], onde D re-
presenta a dimensdo do espaco trabalhado, para dimensdes impares escolhemos o menor valor
menor inteiro da divisdo. Por exemplo, para D = 4 as matrizes serdo 4 x 4 assim como também

0 sdo para D = 5, j4 para um espaco de seis dimensdes eles terdo dimensao 8 x 8.

E interessante também deixar claro que a forma das novas matrizes variam segundo a base
em que estdo escritas. Utilizaremos aqui a representacdo de Dirac, outras representagdes fre-

quentes sao as de Weyl e Majorana.

Observe que a nova matriz obtida em (2.43) ainda preserva o anticomutador da equacado

2.32), {v*, "} =0e{y*,7°} =2L.

Como o objetivo deste trabalho € Localizar Campos Fermidnicos em variedades de até
seis dimensdes, a sexta matriz também deve ser explicitada, diferentemente da quinta, ela é
rarissimamente encontrada em artigos e livros que nao contenham variedade com mais de quatro
dimensoes. O artigo da referéncia [19] generaliza a forma dos espinores e das matrizes para n

dimensdes, dela poderemos encontrar a forma de % como

0 —i
6 = S (2.44)

lax4 0

a qual também atende as caracteristicas do anticomutacdo com as outras matrizes. Verificaremos

que todas essas matrizes também obedecem a chamada dlgebra de Clifford para espagcos maiores

(M AN} = —opM¥, (2.45)

2.3 Quiralidade

A informacdo importante quanto a quinta matriz de Dirac serd exposta aqui, mas primeiro

deveremos tratar do que € quiralidade.

A palavra deriva do grego e estd relacionada a "assimetria da mao", isto € quanto dizemos
que alguém € destro ou canhoto estamos fazendo uma distingdo quanto a mao dominante, isto
pode parecer fora de contexto aqui, mas lembremos que quando estudamos produtos vetoriais e
suas rotacoes definimos a orientacdo do vetor resultante do produto pela "Regra da mao direita"”,

quando a rotagdo acompanha o mesmo movimento da mao direita dizemos que a orientacdao do
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vetor € positiva e negativa do contrdrio. Ver figura (2.2). Da mesma forma associamos um giro

para direita como Positivo e para Esquerda como negativo.

Figura 2.2: Regra da mao direita.

Simetrias quirais sdo encontradas em vdrias dreas da ciéncia. Em Quimica é apresentada
como uma forma de diferenciar isdmeros (compostos com mesma férmula molecular, porém
com estrutura e arranjo diferentes), especificamente com isOmeros Opticos ou enantiomeros ,
mesmo com estrutura parecidas entre si, que lhes dariam praticamente as mesmas propriedades
fisico-quimicas, ainda assim s@o encontradas diferencas entre os compostos quando aplicamos
luz. Aos compostos que respondem desviando a luz para direita chamados de dextrégiros e aos

que desviam a luz para a esquerda de levogiros.
A figura (2.3) mostra a diferenca estrutural de moléculas que possuem essa propriedade.

Em Farmacologia a diferenca de quiralidade entre aminodcidos pode levar a resultados bas-
tante diferentes. Este foi o caso tragico do medicamento Talidomida [20], que possui seu
isdmero direito com efeito sedativo, mas seu isdmero esquerdo proporcionava efeito ndo pre-
visto em gestantes. O ocorrido proveu um grande incentivo no estudo de enantidmeros para

prevenir outros casos semelhantes.

Iremos fazer uma introdugdo do conceito de quiralidade em Fisica seguindo a referéncia

[21].

Sob o ponto de vista da Mecanica Quantica, todas as particulas materiais possuem momento

angular intrinseco (spin) que assume valores semi inteiros positivos ou negativos.

Quando uma particula material se move em uma dire¢do ela desenvolve um momento li-
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. Estrutura plana
CHJCHOHCOMH —— 4 iralidade ndo indicada

Centro quiral
OH go-H o OH  Acido (R)-(-)-l4ctico
H-T_O" He——=OH «wOH  ou (D)-{-)-lctico
H HsC
CHa CHs H
OH ¢O.H s fcido (S)+)actico
HO_T,H HO=——=H ¢ /SI\"OH ou (L)-(+)-ldctico
; OzH
CHs CHy H

Estruturas de Fischer Estruturas tridimensionais

Figura 2.3: Acido Litico, férmula C3HgOs, exemplo de enantidmero encontrado na forma Direita

(naturalmente produzido pelo corpo humano) e na forma Esquerda( artificial)[27].

near nesta, entdo considerando o movimento total devemos incluir momentos lineares e spin.
Definiremos Helicidade como a forma que o movimento da particula estd orientado com seu
spin, caso o spin aponte para a mesma direcao de propagacdo diremos que a particula apresenta

helicidade positva, quando oposto helicidade negativa.

Direita (+) Esquerda (-)

99 90

Figura 2.4: Helicidade, seta cinza representa 0 momento linear, seta contornando em preto o spin.

Particulas de massa zero sdo capazes de se mover com velocidade da luz e ndo podemos
colocé-las em um referencial de repouso (pois a velocidade da luz é absoluta). Ja particulas
materiais permitem redefinir o referencial e assim alterar os médulos e dire¢cdo dos momentos
lineares de acordo com esta mudanca, porém inalterando seu spin. A Massa é o parametro que
define se helicidade € algo intrinseco de uma particula. Para particulas nao massivas helicidade

e spin representam, entdo, a mesma grandeza.

A quiralidade esta associada a rotacdes do Grupo de Lorentz [17]. Trabalhando na base de

Weyl, temos a seguinte propriedade das componentes de seu espinor
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1 -5 145 0
7 Ve R (2.46)

2 0 2 Vn

Verificamos que a quinta matriz, 7° atua no espinor, ¥, separando seus modos direito ,z,
e esquerdo, ¢;,. Observe também que o modo esquerdo é obtido a partir de uma subtragdo,

enquanto o modo direito de um soma.

Exporemos nos capitulos de localizacdo mais detalhes de como a quinta matriz atuam em

férmions massivos.

i

Direita f

-1

N

1

Figura 2.5: Rotagdo do spin em um plano complexo.

2.4 Lista de propriedades das matrizes de Dirac

Com o intuito de facilitar a consulta iremos resumir as propriedades mais importantes
abaixo

e Assinatura da métrica de Minkowski utilizada

™Y = diag(—1,+1,+1, ..., +1) (2.47)

e Algebra de Clifford

{AM AN} = AMAN 4 ANAM = oM (2.48)

e Transicdo para uma base contravariante

YMm = 77MN7N = {_707 +717 +727 ey +7n} (249)
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e Propriedade do trago das matrizes

O Trago, tr(M) de uma matriz é definido como a soma dos elementos de sua diagonal

principal, em qualquer matriz o traco tem as seguintes identidades

tr(A+ B) =tr(A) + tr(B), (2.50)
tr(rA) = rtr(A), (2.51)
tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA). (2.52)

Seguem algumas propriedades do trago nas matrizes de Dirac
tr(y*) =0, (2.53)

assim como o traco de todo produto que envolva um nimero impar de matrizes também

sera.

tr(y"y") = 4nt, (2.54)

tr(y'" 7)) = A"’ — 0t 4 o), (2.55)
tr(v°) =tr(v#4"7°) =0, (2.56)

tr(v°) =0, (2.57)

tr(Y*y"P7y°) = — i, (2.58)

onde ¢ € o simbolo de Levi-Civita, que gera sinal positivo para permutacdes pares, nega-

tivo para impares e nulo se houverem indices repetidos.

e Produtos interessantes

Yy, =41 (2.59)

Yy, = =297 (2.60)
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e Na base de Dirac temos a colecdo de matrizes em cinco dimensodes

) I 0 0 o’
V' =Pl = , :
0 -1 —d! 0
10 0 O 0O 0 10
0 01 0 O ) 0 0 01
Y= S
00 -1 0 -1 0 00
00 0 -1 0 -1 0 0
0 0 0 — 0O 0 1 0
0 0 ¢ O 0 0 0 -1
’}/2 = ) ’73 =
0 ¢« 0 O 10 0 O
— 0 0 0 0 -1 0 0

0010
4
. 0 I 0001
5 — 4 J — _
Y =1 y= =
g I 0 1 000
01 00

2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

e Para seis dimensdes as matrizes sdo construidas de forma semelhante como escritas em

cinco, porém utilizamos as matrizes obtidas em quatro dimensdes no lugar das matrizes

de Pauli, assim elas possuirdo ordem 8 x 8.

I 0 0 Vi
O _I _Vix4 O

8x8 8x8

v = Bal =

Y

e A forma da sexta matriz pode ser verificada na referéncia [19]

(2.65)

(2.66)
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3 Localizacao em SD

Estudaremos nesse capitulo uma técnica para suavizar o modelo proposto por Randall-
Sundrum [22-24]. Acompanharemos a descri¢do da técnica segundo a referéncia [22], onde foi
utilizado um campo escalar para gerar a quinta dimensdo. A proposta do capitulo é demonstrar
o mecanismo de localizacdo do campo fermionico em cinco dimensdes e como este depende da
geometria (métrica). Verificaremos que a escolha da métrica serd fundamental para a obtengdo

de novos resultados.

3.1 Campo Escalar gerador da Membrana

Durante o capitulo de introdug@o, mostramos na secdo (1.2.3) como o modelo de Randall-
Sundrum resolveu o problema de hierarquia entre as escalas de Planck e Eletrofraca ao supor
uma dimensao extra ndo compacta. Relembre que a seguinte métrica foi utilizada para a reso-

lucdo, onde x representa os termos da brana e y a dimensao extra

gundr™Mdzy = dSE = e_%‘wnw,dx“dx” + dy?, (3.1)

Iremos propor uma modifica¢cdo no modelo partindo de uma métrica semelhante
gMNd:EMdmN = dS? = eA(y)anx“dx” + dyQ, (3.2)

onde A(y) é o novo fator de warp, o qual serd obtido a partir da equag@o de Einstein segundo

uma a¢do que acoplard gravidade com um campo escalar
1 1 2
sendo g o determinante da métrica (3.2).

Foi escolhido um campo escalar ¢(y) que depende apenas da dimensdo extra, y, ou seja, 0

campo escalar atua como um gerador da quinta dimensao.

Aplicaremos agora a métrica (3.2) e a acdo (3.3) na equacao de Einstein

1 8m
Rty = 59unR + gawh = — 2Ty, (3:4)
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onde Ry € o tensor de Ricci, R o escalar de curvatura, A a constante cosmoldgica, Ty, y 0

tensor energia-momento. Lembremos que os indices M e N correm em todo o Bulk (1 até 5).

Seguiremos mostrando as formas dos tensores para continuacdo dos cdlculos. Iniciaremos

com o termo a direita da equagao.

O tensor energia-momento € obtido a partir de uma relacdo com o lagrangiano de matéria

(Lnat)> que obedece a equagdo de Euler Lagrange ,

oL oL
ol =—=————=—)=0 3.5
M <@(3M¢) 8¢> ’ (3-5)
arelacdo € a seguinte
Tyn = 2% + gunLmat (3.6)

= O PONG — gun (39p00T ¢ + V(9)),

obtemos também

ov

Op[V=99"" On0) = V=975 (3.7)

Tomaremos o valor da constante cosmoldgica como zero. Substituindo os valores encon-

trados pelo tensor energia-momento (3.6) na equagao de Einstein (3.4) teremos

1 1
Ryun — gunR+ gun = 2[00 ¢On¢ — gMN(§(9P¢3P¢ +V(9)]. (3.8)

2
A curvatura escalar € calculada a partir da contragdo com o tensor de Ricci
R=¢"VRunw. (3.9)

Por sua vez o tensor de Ricci € dado pela contrag@o do tensor de Riemman

Run = RY oy (3.10)

= 0oliy — aNFJ\PM? + FJ\R/[NFSR - FﬁQFENu
onde os I' sdo os chamados simbolos de Christoffel denotados por
1
FJ\PQN = §9PQ (8M9QN + Ongom + anMN). (3.11)

observe que todos os elementos encontrados até aqui sdo dependentes exclusivamente da mé-

trica. Exporemos nossa métrica em forma matricial



3.1 Campo Escalar gerador da Membrana 37

—e2Al) 0 00
0 24w 0 0 0
JMN = ) (3.12)
0 0 e 0 0
0 0 0 0 1

concluimos que g = *4®),

Observe que haveriam n® simbolos Christoffel a serem calculados . Contudo a forma di-
agonal de nossa métrica e sua dependéncia exclusiva de (y) elimina a maioria desses termos,

restando apenas os oito listados a seguir

IY, =12, =T% =15, = 0,A(y) = A'(y); (3.13)
I3, =I5 =04, = -7 = —e*WA(y), (3.14)

e com isso, Ry serd apenas

RQQ == R33 = R44 = —RH = —62A(y) [4A’(y)2 + A”(y)] (315)
Rss = —A[BA'(y)* + A"(y)]- (3.16)

e a curvatura escalar

R = —4pA' (y)* + 24" (y)]. (3.17)

Encontrados todos os termos nas expressoes (3.12-3.17), encontraremos os seguintes siste-
mas por (3.6) e (3.7)

Para a dimensdo extra, M=N=5

6A% = ¢ — 2V (). (3.18)

Para os termos relativos a Brana, M=N=1,2,3 4.

—3A" —6A"” =2V (¢) + ¢”. (3.19)

Somando as relagdes (3.18) com (3.19) encontraremos

A" = —§¢’2, (3.20)
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e a Euler-Lagrange (3.5) tomara a forma

ov

4A//2_ n_ -7
¢ a(b?

(3.21)

A equacdo (3.20) relaciona as derivadas em y do fator de warp com o campos escalar,
enquanto a equacgdo (3.21) relaciona essas derivadas com a derivada do potencial desse campo.
Teremos vdrias solugdes para as equagdes acima. Verificaremos que adotando uma solugdo
do tipo Kink' para o campo escalar, obteremos uma interessante variacdo do Modelo RS que

demonstraremos a seguir

¢(y) = tanh(y). (3.22)

O gréfico da solugdo (3.22) € exposto na figura (3.1).
Tanh(y)

10k

-05+

Figura 3.1: Solugéo do tipo Kink.

Com a forma sugerida, obteremos pela equacao (3.20)

A'(y) = —% [sech?(y)],

integrando em y
2
Ally) = =3 [2 + Sech2(y)tanh(y)},

integrando novamente encontraremos a forma final de nosso fator de warp como
[4in[cosh(y)] + tanh*(y)]

9 .
IKinks possuem perfil na forma de tangente hiperbélica e sdo famosos no estudo de ondas solitdrias e sélitons

[25]

Aly) = - (3.23)
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Obtido o novo fator de warp, verificaremos seu comportamento pelo grifico das figuras

(3.2)e(3.3)

-10 -5 4 [ 5 10 J

Sl — Eq(3.23)

/ i \ ——  -alyl

Figura 3.2: Comparac@o entre Fatores de Warp para pequenos valores de y.

Aly)
~100 -50 i 50 100 ¥
10+
I —  Eq(3.23
-20 -
I =r= —alyl
-30
-40 -
4 {l Y

Figura 3.3: Comparagdo entre Fatores de Warp para grandes valores de y.

Verifique que o fator de warp obtido se assemelha muito ao do modelo de Randall-Sundrum.
Observe pela figura (3.2) que para as regides proximas a brana (y ~ 0) o fator de warp encon-
trado toca o eixo y suavemente, diferente da forma de médulo proposta por RS. Pela figura
(3.3), para regides afastadas da brana (y — oc) ndo verificamos diferencas entre os Modelos.

Sendo assim, podemos concluir que
e2AW ~ emalvl, Yy — 00, (3.24)

como pode ser verificado na figura (3.4).
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A

Figura 3.4: Comparacao entre as exponenciais dos Fatores de Warp.

R(A(Y))

S— A(y)=Eq.(3.23)

! !
-10 -5 t 5 10 y

Figura 3.5: Escalar de curvatura, observe que rapidamente atinge valor constante e negativo.

Observe que o pico da curva proposta pelo Modelo RS é bem mais acentuado que no obtido
em (3.25). O escalar de curvatura, figura (3.5), tem suas singularidades removidas e concorda
com o modelo RS longe da origem de y. Ele adquire valor constante e negativo, caracteristica

do espaco anti-De Sitter (Adss)[11].

Seguindo ainda a referéncia [22], iremos apresentar uma técnica que fard a brana possuir

uma espessura varidvel.
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3.1.1 Super Potencial e Deformacao da Membrana

Definiremos um potencial auxiliar ao campo escalar, denominado de superpotencial, W (¢),
[26, 27]

oW (9)

e a partir daf relacionamos W (¢) com o potencial escalar, V' (¢), por

V() = %(Wg—ff)f W () (3.26)

Deformar a membrana é fazer a seguinte modificacdo no superpotencial, transformando o

W (¢) em um W,(¢), como sugerido em [28]

Wp(9) _ 4(551) _ y(3) _
26 ¢ ¢ = 0y (3.27)
Esta modifica a solu¢@o do tipo Kink na forma ¢(y) — (b% (y), ou seja
Pp(y) = tanh? (%) (3.28)

onde p sdo inteiros impares e positivos.

A deformacao do kink € mostrada na figura (3.6). Observe que para p = 1 mantemos a
forma de nossa solu¢io padrdo. Para valores maiores de p ha a divisao do kink inicial em dois
outros novos, um positivo e outro negativo (defeito tipo "Two-Kink"[22]). Veja também que

quanto maior o valor de p maior € a espessura da regido que separa os dois defeitos.

A nova forma do campo escalar, ¢,(y), modifica o fator de warp, A(y) — A,(y), em

Ap(y) = =4 (58 ) tann® (1) = (525 — 525 x (3.29)
X [cosh(%) — :i:i %tcmhzn (%)] .

Apesar da expressado (3.29) se tornar bem mais complexa do que a original (3.23) , ela ainda

preserva sua caracteristica suave. O perfil modular de (3.29) € exibido na figura (3.7).

O grifico de e>4»(%) serd mostrado a seguir. Como previsto, o parimetro p amplia a espes-

sura da regiao que denominamos de brana.

Por fim plotaremos o grafico da curvatura escalar, verificaremos que ela tenderd a um valor

negativo e constante para y — oo, concordando com o modelo RS.
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Pp(y)

10| S

Ap(y)
! ! L S . ! !
-100 =50~ Z=T T N TSIt 50 100 y
T -5 Tl
— S =1
-10+- P
I . o3
L _ p=5
_15,
_o0-

Figura 3.7: Forma de A,(y), fator de warp gerado pela deformagdo da membrana.

3.2 Localizacao do modo zero de um campo escalar

Utilizaremos a estrutura estudada na se¢ao anterior como um cendrio de nosso modelo em

cinco dimensdes. Localizaremos o campo escalar como exemplo.

Partiremos da acao

1

§=3 / (x/_—ggMN(?M(I)(?N@)d‘l:cdy, (3.30)

realizando procedimento semelhante ao da se¢@o anterior, encontraremos a equagdo de movi-
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@2 Ap(y) —_— p=1
— p:3
B p=5
) -40 40 B y

Figura 3.8: Forma de e”»(%), espessura do pico aumenta com p.

R(y)

Figura 3.9: A curvatura escalar se mantém negativa para valores de y distantes da origem. Parap = 1 o
resultado é o mesmo da Figura(3.5). Quanto maior p menor € o médulo de R e mais larga serd a distancia

entre os picos.

mento
s [\/_—ggMNaN] ® =0, 3.31)

Dessa forma, separando os componentes de dimensdo extra,y, dos componentes de brana,z,
obteremos

7" 9,0, + eQAp(y)ay [62Ap(y)ayq)] —0. (3.32)

Faremos a seguinte suposi¢ao na forma de ¢ para observar o comportamento isolado da
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componente do campo escalar na dimensdo extra

P(z,y) = x(2)¥(y), (3.33)
substituindo (3.33) em (3.31)
, (AP PN o
4Ap(d—y) + (d_y2) — —m2e W)y (3.34)

Para o modo de massa zero escolheremos a solucio de ¥ como uma constante [22].

Y(y) =c (3.35)

Aplicando o resultado na acdo (3.1) encontraremos a integral

= 3 TS A (y)e o Wdy [T 9,x 0, xd

_ %f—i-oo 262Ap(y)dy+fj';° nuuauxayx(#x. (336)

C
—00

Numericamente ndo podemos tratar de valores infinitos, entdo analisaremos a convergéncia

da integral para valores suficientemente grandes.

Fazendo o valor do campo como @) = 1, obteremos o gréfico da figura (3.10).

fez Al’a’y
600 <y < 600
1200
1000
-400 <y < 400
800 S e s s i i e
il
//
600 / 200 <y < 200
400 /et
200
p
100 200 300 400

Figura 3.10: Integral da fungio e~r(¥),

Verificamos haver convergéncia em todos os intervalos tomados, embora atinjam valores
distintos para cada bloco de y tomado. A convergéncia € a garantia da localizacdo de um modo
ao longo da dimensao y. Concluimos que para p — oo a exponencial terd largura infinita, esse

fendmeno € conhecido como "Splitting "[22] e no caso delocaliza o modo zero.
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3.3 Localizacao de férmions em 5D

Nesta secdo utilizaremos um acoplamento tipo Yukawa para tratar a localizagcdo de férmions

de spin % em dimensdes extras.

Tomaremos a seguinte acdo em cinco dimensdes para férmions de spin % acoplados com

gravidade e com um campo escalar
S = / V=g[¥TY Dy ¥ — fU¢¥]d°z, (3.37)

onde f é o termo de acoplamento Yukawa, ¢ nosso campo escalar gerador da membrana, ['M
o conjunto de matrizes de Dirac em um espacgo curvo (mostraremos detalhes a seguir), D), a

derivada covariante e W, W o espinores de Dirac e seu conjugado.

O espinor de Dirac é decomposto em duas partes

v V7 . (3.38)

(o3

4x1
A métrica utilizada serd a mesma proposta na se¢do inicial do capitulo
ds? = 62[Ap(y)}nuyd3:“da:" + dy?. (3.39)
Iniciaremos o processo de localizag¢do ao resolver a equacdo de Dirac presente na agao (3.37)
DY Das + fp] () = 0, (3.40)
separando suas componentes em termos de brana e dimensdo extra encontraremos
[P Dy, +T°Ds + fop|¥(z,y) = 0, (3.41)

onde as derivadas covariantes sao dadas por

Dy =0y + Zwﬁ%mﬁ, (3.42)

a conexao de spin, UJW definida pela forma [29, 30]
Wit = NN (0MEN + EET ), (3.43)

onde os &)1 sdo as chamadas vielbeins [29], responsaveis por relacionar métricas planas (17577)

com métricas em espacgos curvos (g y)-
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Correlacionando nossa métrica curva (3.38) com uma métrica plana (Minkowski)
_ ¢M¢N M _ oM
gun =&y — & = (9un) 2037,
obteremos os seguintes valores para nossas vielbeins

_ A T —Ap(y) ST
& = etrWoh — g = e MW, (3.44)

g=g=1 (3.45)

Encontradas as relacdes em (3.44) e (3.45), escreveremos as matrizes no espago curvo como
M M, M
I = 6M7 )
logo

1—‘# _ epr(y),yu - F — eAP(y)'Yiu' (3.46)

[°=T5=1"=. (3.47)

Verificando a forma da métrica, encontraremos as tinicas conexdes de spin [22]
wf?“ = 2A(y) 575 (3.48)
Construimos a derivada covariante a seguir
1 /
D, =0,+ §Ap(y)v5’yﬁ e Ds=0s. (3.49)
Devemos agora aplicar as matrizes de Dirac nas conexdo de spin encontradas
I'*D, =T*"0, + %A;(y)r/"yg’yﬁ =T1"0, + 2A1’0(y)1“5, e IPDs;=T1%05. (3.50)
Nossa equacao de Dirac sera

[TY Dy + fo(y)] ¥ (z,y) =
00, + (05 + 245(y) )T + fo(y) | ¥z, y) = 0. (3.51)

Como feito para o modo niao massivo do campo escalar, separaremos as variaveis de ¥(z, y)

na forma

U(z,y) = Y(x)aly), (3.52)

A forma como as matrizes I'* e I'> atuam no espinor para o modo sem massa é a seguinte

M“Dab(r) =0 e TP =41 (3.53)
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Calculando primeiramente o modo zero direito faremos I'°¥ = +W, que torna a equagio

(3.51) em
240a(y) + ' (y) + fopaly) = 0. (3.54)

Assim, verificamos que a soluc¢do para o Modo zero direito na forma exponencial dada por

aly) = e~ 24 W~I forw)iy, (3.55)

Para que o modo seja localizado € necessdrio que a expressdao encontrada em (3.55) seja

finita.

Relembre que o fator A,(y),(3.29), sempre assume valores menores que zero, mas devido
ao sinal negativo serd sempre positivo. A exponencial em questdo, serd convergente quando
os valores gerado pela integral, [ [f¢,(y)]dy superarem em médulo os valores de 24, (y). Foi
verificado em [22] que somente haverd localiza¢cdo do modo zero direito quando se verificar a

relagdo.

sendo p inteiro e impar. O valor minimo para que o modo direito seja localizado serd f > % ~

0.228. Para outro valores de p, veja o grafico da figura (3.11)

f (minimo)

m——— - —
60 80 100 p

Figura 3.11: relacdo minima entre os fatores de Yukawa e de deformagdo da membrana.

Dando continuidade a localiza¢dao dos modos zero. Encontraremos a equagao para quirali-

dade Esquerda, IV = —W, como

2A,a(y) + o' (y) — fopaly) =0, (3.57)
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1.2 Lll‘\
|\
o\ o =L

0 50 100 150 200 250 300

Figura 3.12: Localizagido do Modo Zero Direito.

a qual possui solugdo

aly) = e 24 W)+ fop(y)dy. (3.58)
Como teremos apenas fatores positivos no argumento da exponencial, «(y), crescerd inde-
finidamente e o modo zero esquerdo ndo serd localizado. Veja a figura (3.13).

Como feito na se¢do final da localizacdo do campos escalar, secdo (3.2), iremos verificar a
normalizagdo das nossas solugdes. A separacdo de varidvel tomada permitird escrever a acao

como

[d'% [T dy\/qU(x,y)TM Dy V(2 y) =
[ d'zd () 0,0 () [T dy (24 W]a(y)?). (3.59)

Como verificado, o termo [ dy(e*4»®|a(y)[?) é finito apenas para o modo de quirali-

dade positiva desde que seja observada a relacdo (3.56).

Apresentaremos a localizacao do modo massivo durante o desenvolvimento do capitulo 4.
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Figura 3.13: Localizagdo do Modo Zero Esquerdo. A fungdo cresce indefinidamente, impossibilitando

a localizagao.



50

4 Localizacao de Férmions em 6D

Os Capitulos 4 e 5 sdo os capitulos centrais dessa dissertagdo. Neste capitulo iremos
tratar da equacdo de Dirac para um cendrio geral de seis dimensdes. Obtidas as expressoes
generalizadas poderemos encontrar os mesmos resultados presentes em [22, 23, 31 e 32] como
casos particulares. No capitulo 5 iremos tratar de uma geometria ainda inédita sob o ponto de

vista de localizacao de férmions, o Conifold.

4.1 Equacoes de Einstein em 6D

A equacdo de Einstein em seis dimensdes € dada por

R
Ryn — EQMN = Agun + K§TMN, 4.1)

onde g)/ny € a métrica de nosso espaco, Ry,n o tensor de Ricci, R o escalar de curvatura,
A a constante cosmoldgica, K2 a constante gravitacional em seis dimensdes € Ty 0 tensor

energia-momento. Os indices M, N variam tomando valores 1,2, 3,4,5 e 6.

Escolheremos uma métrica diagonal para seis dimensdes, com fatores generalizados

gundzMdz™ = dsi = F(r)n,de"de” + G(r)dr? + H(r)d6?, 4.2)
“F(r) 0 0 0 0 0
O FF) 0 0 0 0
0 0 F(r) 0 0 0
guN = (4.3)
o 0 0 Fr) 0 0
o 0 0 0 G o0
0 o 0 0 0 HwnJ

N3do entraremos em detalhes de como a métrica estara relacionada com a constate cosmo-
légica e o tensor energia-momento. Verificamos durante a localizacdo de férmions da se¢ao

(3.3), que necessitaremos dos simbolos de Christofell para calcular as conexdes de spin. Nos
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limitaremos a expor os simbolos de Christofell obtidos para a métrica (4.3); sdo eles:

T} =T =T =T = 5535 (4.4)
T3, =T =T% = —T% = —5d; (4.5)
TS5 = soe3 (4.6)

T = —tmis; 4.7)

T8 = 3r09- 4.8)

Guardando o resultado acima, poderemos seguir com nosso objetivo de analisar a localiza-

¢do de férmions em um cendrio de seis dimensdes.

4.2 Localizacao do campo Fermionico em 6D

Utilizando como referéncias os trabalhos em cinco dimensdes [22], [23] e [24] e os dois

trabalhos em seis dimensdes [31] e [32] ao longo de toda a se¢do.

A motivagdo para trabalharmos com seis dimensdes € de que o modelo de Randall-Sundrum
nao consegue localizar o campo vetorial (spin 1) em cinco dimensdes. Dessa forma, se intro-
duziu uma outra dimensao extra (compactificada) para permitir a localizacdo desse campo. A

geometria de seis dimensodes estudada em [31] e [32] é o chamado Defeito Tipo Corda.

4.2.1 Modos Quirais

Tomaremos a seguinte acdo para férmions de spin % em seis dimensoes [31], [32]

S = / V=gV [iTY Dys 4+ Qpu(r)]Vdz, 4.9)

onde D, é a derivada covariante, '™ sdo as matrizes de Dirac no sistema curvo, ¥, ¥ sio os

espinores de Dirac € Qg.¢(7) o termo relacionado ao acoplamento de campos externos!.

Deveremos entdo resolver a equagdo de Dirac em seis dimensoes

YDy 4+ Qpee(r)]V(z,7,0) =0, (4.10)

! Assumird o valor do acoplamento Yukawa (Q = f¢)para reproduzir os resultados de [22-24] em cinco dimen-

soes.
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separando as componentes em termos de brana e dimensdes extras
[T#D,, + I°Ds + I°Dg + Qg (1) ¥ (2,7, 0) = 0, (4.11)
Relacionando as matrizes de Dirac no espago curvo com as do espaco plano
M = (M) M (4.12)
onde os indices com barra percorrem o espago plano e os sem barra o espago curvo. Temos que
gun = Tararén (4.13)
devido a forma diagonal de nossa métrica
& = (gun) 2037, (4.14)

assim os valores nao nulos das vielbeins serao

n— Fa(r)ok — = Fa(r)or; (4.15)
5= G2 (r) — & = G2 (r); (4.16)
S=H"3(r) —~ € =Hz(r). (4.17)

D =F(r) ey, = T=F)ay (4.18)
I° = G(T)_%VE), — I's = G(T)%’%, 4.19)
6 = H(fr)_%’yG, — I'g = G(T’)%’yﬁ (4.20)

Definiremos a derivada covariante da forma

1 J—
D = O + Jen1” Yo 7w + Qs (4.21)

otermo Qp,, (z, 7, §) representa um termo de acoplamento interno observado na referéncia [32]?

b

e o termo wy” € a chamada conexdo de Spin dada por [29, 30]

MN M NN PNTN
W = €N (Oue™ + €T, ), (422)
que poderemos escrever de uma forma mais compacta, uma vez que

Sax _ o TCex

T Se»

2Nela o acoplamento interno assume valor ()7 = —ie Ay, sendo Ay um campo de calibre.
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teremos ¢V = nNﬁfg e ¢PN = npﬁfg. Assim
N = el (Ol + 5T ). (423)

A forma diagonal de nossa métrica e sua dependéncia exclusiva da coordenada radial, r

nos indicam que somente os candidatos listados sdo possivelmente nao nulos
WO, w2, w30 e w8, (4.24)
Calcularemos cada um deles a seguir

W = TS (05200 + €510, ),

como g e ft correm de 1-4, os valores dos primeiros termos dentro do parénteses € nulo

B ol (-t —F
= GG, = 0 ) (55
dai
Wi = —%G%F%F’(Sg. (4.25)

Para o proximo termo
= 1763 (0n20% + 535

- G% ((85G—a) eSS (ﬁ))

= GH((0:G71) + 367 ie),

observe que pela regra da cadeia, (&:,G_% = —%G_%G’> , ou seja

ws® = 0. (4.26)
Seguindo.
W = 65 (062 + €T3
= G§§§F %
56 Lo 1
Wy ——§G 2H2H. (4.27)
Por fim

W = €S (0565 + €21

HE ((05H ) + §H’%H’) =0, (4.28)
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Verificamos que os tnicos termos ndo nulos foram

o 1
Wi = —3GEFTEFS; e wi'=—3GrH H (4.29)

w

Assim as derivadas covariantes (4.21) serdo calculadas a seguir

Para termos que variam de 1 a 4, brana, teremos

]. 1 1
D,=0,—- gGﬁF?iFlag’VS’YHJF Q1,

1 F
=0, + @FFg,FM + QIM (4.30)
Para a dimensao radial
Ds = 05 + Q. (4.31)

Para a dimenséo angular

1 1. 1
D6 = 86 — §G_2H QH/’Yg’Yg‘i‘Q[G

1 H
=0 + @ﬁF5F6 + Qrq» (4.32)

nas equacdes (4.31) e (4.33) colocamos todas as matrizes em sua representagcao no espago curvo.

Encontramos assim a equagdo de Dirac separada em suas varidveis
4Dy = (|19, + 55 D Tuls + T4Qy, | +
+ (%05 + T°Qp, | -+ [T905 + 5L TTeTs + Qs |), (4.33)

onde verificamos o valor dos produtos® T*I'sI", = —20kT® e I°T';T'g = —2I'°. Teremos por

fim

DDy = {[D4(Qs, +9,)] +T° (@1 + )5 (FF + )] + [T(Qu + )| }.4.34
Substituindo esse resultado em nossa equacgdo de Dirac obteremos

(T Das + Qpae (1)} (2,7, 0) = { [w(@]u + au)} +
4T [(@15 +05) + 5 (A 4 %’)] + [FG(QIG + 06)] + Qm(r)}\y(x, r0) = 0. (4.35)

Simplificando a notagdo faremos duas redefini¢des. Primeiramente agruparemos todos os

termos que envolvem acoplamento definindo um (),; como

— 1M
Qu(w,r,0) =T Qr,, (r) + Qpat(r), (4.30)
3A referéncia [31] trabalha com uma "p — brana", ou seja uma brana com dimenséo p. Para quatro dimensdes

p=(01+83+3+64) =4
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dessa forma

{TM Dy + Qpu(r) YV (z,7r,0) =
{0, +1° (05 + 5 (45 + &) | +T0%) + Qu W (x,7.0) =0, (4.37)

tomaremos também o termo que foi gerado a partir das conexdes de spin como um W (r)

1 s4F"  H’
Wi = =(F+7F) (4.38)
As mudangas reduzem a expressao (4.36) da seguinte forma
{(wau +T5(05 + W (r)] + rﬁaﬁ) + Quila,r, 9)}@(35, r.0) = 0. (4.39)

Até o presente momento ndo dissertamos sobre como as matrizes de Dirac atuam no espinor.

Assumiremos que ele pode ser decomposto em suas varidveis isoladamente [23, 24]

U(z,r0) =1v(x)a(r)O0)
= [Yr(@)ar(r) +dr()ar(r)] > e, (4.40)

l

Mostraremos agora como as matrizes atuam nesse espinor [22, 23, 24, 31, 32]

0, r(x) = mir(z) e 0,1 (z) = myg(z), (4.41)

assim para m = 0 (modo zero)

"0, ¢gr(z) = T"0,3 = 0. (4.42)
Para a quinta matriz
VUr(r) = +yr(e) e YY) = —yr(2), (4.43)
Para a sexta matriz
VUr(r) = +ive(z) e 3 UL(z) = (o). (4.44)

Posto isto. Aplicando o espinor em cada operacdo da equacgdo (4.40), encontraremos

{F“@u\lf(x, r,0) + T5[05 + W(r)|¥(x,r,0) + 0¥ (z,7,0) + Qur(x, T, 9)}‘1’(:1:, r,0)



4.2 Localiza¢ido do campo Fermionico em 6D 56
- {(r0,0n(@) ) an(r) + (T"Ouir () )as (r) +
+(T*n(2) ) 105 + W (D)an(r) + (Toww(x) )65 + W (n)]ar(r) +
+(T0n(@) Jan(r)ds + (T0e(x) )as(r)ds + Qulva(@)an(r) + vi(@)ar(r)] } 5 e

l

= {m¢L(x)aR(r) + mig(z)ap(r) +
+[05 + W(r)|¢r(z)ar(r) — [05 + W (r)]vr(z)ar(r) +
(— 1+ Qu)[Wr(x)ar(r) + wL(iﬂ)OéL(T)]} ; e’ =0, (4.45)

isolando os termo de quiralidade 1y de 11, encontraremos as relacdes para cada modo quiral

Para o Modo Direito, ¢g(x)

{maL(r) + 05+ W(r) + Qur — l]aR(r)}¢R(x) Y=o, (4.46)
l
definiremos
Pr(r) =W (r) + Qu(z,7,0) — 1, 4.47)
assim 0 Modo Direito serd expresso como
{mas(r) + 05 + Prlan(r) fon(z) 3 e =0 (4.48)
z

semelhantemente, isolando os espinores esquerdos na equacio (4.46)

Para o Modo Esquerdo, ¢ (z)

{man(r) = 105 + W(r)as(r) + (Qu — Das(r) n(@) 3 e =0, (4.49)
l
neste caso chamaremos
PL(T) = W(’I") - QM(xa T, 0) + 1, (4.50)

que torna a expressao final do Modo Esquerdo como

{mozL(r) — s+ PL]aR(T)}wR(x) Y el — 0. 4.51)

Veja que nas relagdes encontradas acima hé cruzamento de termos da componente radial,

agr(r) e ap(r), como esperado pela forma da equagdo (4.42).

A seguir localizaremos os modo quirais para massa zero.
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4.2.2 Modo Zero

Continuando a se¢do anterior, iremos particularizar as equagdes de modo Direito e Es-

querdo, (4.49) e (4.52) param = 0.

O Modo Zero Direito, toma a forma
{[(95 + PR]aR(r)}¢R(x) Y et =, (4.52)
1

ou seja, para que a nulidade seja obedecida, devemos resolver a equacao diferencial de primeira

ordem em a(r)
a'p(r) + Prag(r) = 0. (4.53)
Verificamos possuir solucdo exponencial, como mostrado abaixo
Ry, (1) = Croe™ I PRI (4.54)

sendo C'ro uma constante. Modificamos a notagdo, o, , para indicar que estamos localizando

o modo zero direito.
De forma similar, encontraremos o Modo Zero Esquerdo a partir de
—{a/z(r) + Prag(r)} =0, (4.55)
dai
ap,,,,(r) = Croe” /200, (4.56)
onde C'o € uma constante.

Poderemos utilizar as relacdes para encontrar a distribuicdo de férmions ndo massivos ao
longo da dimensao radial bastando informar os fatores de warp do cenério e os acoplamentos

de campos.

Observe que a diferenca quando a localizacdo dos modos direito e esquerdo estd definida
apenas por uma mudanca de sinal no termo de acoplamento (observando as defini¢des de Pr
e P em (4.48) e (4.51)). Logo para casos livres de acoplamento os modos direito e esquerdo

sdo semelhantes, podendo diferir apenas pelo valor de suas constantes.

Retornaremos ao processo de localiza¢cdo assumindo que a massa pode ser diferente de zero.
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4.2.3 Modos Massivos

O intuito desda secao € encontrar para os modos massivos uma expressao semelhante a uma

equacao de Schrodinger

[ =2+ V(2)]f(2) = m®f(2). 4.57)

Como sugerido nas referéncias [22, 23 e 24], devemos supor que seja necessdrio efetuar
uma mudanca quanto a forma da varidvel radial para que a métrica se torne conforme. Assumi-

remos que esta seja representada na forma

dz

— =Z(2), (4.58)
dr

assim nossa antiga varidvel r serd expressa em termos de z e nossas equagao para localizacdes

de modos (4.47) e (4.52) serdo reescritas como

{maL(z) 0.+ PR]aR(z)}wR(as) > ¢t — 0, (4.59)

{mozR(z) — [0, + PL]OéL(Z)}l/JL(l‘) Sell? = 0. (4.60)

l

Trabalhando apenas com os termos de dimensao radial (dentro das chaves), verificaremos
que podemos isolar (4.61) na forma (ar(z) = —=[0. + Pglag(z)), e substituir seu valor em
(4.60) para obter o Modo Massivo Direito. Analogamente ao isolar na (4.60) em (a r(z) =
(0. + Prlog(z)) e aplicar em (4.61) encontrando o resultado que contém somente o Modo

Massivo Esquerdo. Efetuando as substitui¢des encontraremos
[0, + P[0, + Prlag(z) = —m?*ag(z) (4.61)

[0. + PR|[0. + Prlar(z) = —m?ar(2). (4.62)

Note que a tnica diferengas das equagdes (4.62) e (4.63)estd na ordem que iremos multiplicar

08 Pr/p, de acordo com a quiralidade.

Calculando primeiramente o Modo Massivo Direito

[0: + PL][0. + Prlagr(z) = [0: + Prllo/p(2) + Prog(z)]
= [a/h(2) + (Pr + Pr)a/z(2) + (P + P Pr)ag(z)] = —m*ag(z), (4.63)
recordando dos valores de P, = W (r) — Qun + 1l e Pp = W(r) + Qu — l. Faremos uma

particularizacdo que € exposta e [31] e [32] a chamada solugdo tipo Onda-S ("s-wave") para

fazermos [ = 0.
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Expressaremos (4.64) como
o + 2W)a + (W' + Q) + W? = Q3y)ag] = —m*ag, (4.64)

com o intuito de escrevermos uma equacao semelhante a de Schrodinger (4.58), modificaremos

ar(z) na forma

ar(z) = K(z)ag(z). (4.65)

Assim suas derivadas serdo
ap(z) = K'ag + Kdly, (4.66)
ah(z) = K"ag + 2K'al, + Ka, (4.67)

Substituindo a forma de ag(z) escolhida em (4.66) na equagdo (4.65) e agrupando em termos

de derivadas do ag(z) encontraremos
K&+ 2(K' + WEK))ag + [K" 4+ 2WK' + KW' + QY + W? — Q3))]ar = —m* Kaf4.68)

Ora, desejamos que a expressao acima, (4.69), ndo possua derivada primeira em 2 (ver equacao

(4.58)). Assim, devemos anular o termo
2(K'+WK)]=0 — K(z2)=e /W& (4.69)

com a mudanga em K (z), é possivel ajustar a expressdo dos modos massivos na forma desejada

em (4.58). Calculando as derivadas de K (z) encontraremos

K(z) = e JWidz, (4.70)
K'(z) = -W(2)K(z) 4.71)
K"(z) = (W?(z) - W’(z))K(z). (4.72)

A equagdo (4.69) serd modificada como

Kdf+ K[Q)y — Q3 ]lar = —m*Kag

(92 + [@ — Q4] )an = —mian, (4.73)

com isto concluimos nosso objetivo de escrever uma expressio para o modo massivo direito na

forma de uma equacgdo tipo Schriodinger, onde o potencial é representado por

Vi(z) = —Qy(2) + Q34 (2), (4.74)
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para o modo esquerdo, como visto a Unica mudanca nos célculos serd a ordem de P atuar

primeiro na fun¢do localizadora o, isto alterard a (4.64), deixando-a na forma

[a}(2) + (Pp + Pr)az(2) + (P + PrPp)ar(2)] = —m*ar(2) (4.75)

[a} + (2W)ay, + (W' — Q) + W? — Q3y)ar] = —mPay, (4.76)

ou seja, o potencial do modo massivo esquerdo, trocaré o sinal da derivada primeira do termo

de acoplamento, sendo assim
Vi(z) = Qy(2) + Qi (2). (4.77)
Observe que os potencias descritos em (4.75) e (4.78) sdo estritamente dependentes do
termo de acoplamento de campos.

O objetivo de analisar a localizagdo dos modos massivos para uma geometria genérica em
seis dimensdes foi alcancado. Iremos averiguar sua validade ao substituirmos métricas ja co-

nhecidos na literatura a seguir.

4.3 Verificacao dos Resultados Obtidos

Verificaremos agora a validade das relacdes obtidas durante a seccdo (4.2) ao aplicar as

métricas e acoplamentos das referéncias [22], [23], [31] e [32].

Para cinco dimensdes temos as referéncias [22] e [23] (tratadas no Capitulo 3) que utilizam

a métrica
dsi = eZ[AP(y)]nw,dx“dx” + dy?, (4.78)
onde Ap(y) é expressa no capitulo 3, equagdo(3.29)

Temos a seguinte agdo

S = / V=G[UTY Dy + fU¢¥]|d . (4.79)

Aplicando a técnica descrita neste capitulo escreveremos nossos paraimetros como

F(ry=erWl Gy =1, Q(r)= fo, (4.80)



4.3 Verificacdo dos Resultados Obtidos 61

como estamos tratando de cinco dimensdes o termo da sexta dimensdo, H(r), é desprezado

assim como seus indices /.

Pela equacdo (4.39)

P (Al /
W= —r =" = 24,0). (4.81)

O termo para o modo direito dado em (4.48) serd
Pg(r) =W(r) + Qu = 24,(y) + f¢. (4.82)
Para o modo ndo massivo direito, segundo (4.55), encontraremos

ARoore = = J Pr(r)dr _ —2Ap(y)—/ f¢dy’ (4.83)

Resultado idéntico ao expresso na equacdo (3.55).
Analogamente, para o modo esquerdo
O sepe = €24t fody (4.84)

Mesmo resultado obtido em (3.58).

Acompanhando diretamente pelas referéncias [22] e [23]. Verificamos para o0 modo massivo

a mudancga de varidvel que deve ser feita € dada por

j—z = Z(2) = e 243 (4.85)

assim os potenciais enunciados em (4.75) e (4.78) tomardo forma na nova varidvel z como

Vi(z) = f¢/(2)e™®) + fFAL(2)p(2)e? ) + f27(2)e* ), (4.86)

Vi(2) = —f¢/(2)e™® — fA (2)p(2)e?r®) + 207 (2)e? M), (4.87)

Os resultados encontrados aqui concordam com os obtidos nas equacdes(19) e (20) do

trabalho [23].

Para seis dimensdes temos dois trabalhos que localizam modo zero fermidnico, sdo eles

[31] e [32]. Ambos utilizam a mesma métrica (de um defeito tipo corda)

dsi = e " drtda” + dr® + Rie ", (4.88)

F(r)y=e", G(r)=1, H(r)= Rie“", (4.89)
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onde R? € uma constante de ajuste de unidades. Aqui adotamos a solugdo tipo "Onda-S", onde
[ = O(mais detalhes nas proprias referéncias). Tracamos o grifico das exponenciais e~ “" na

figura (4.1).
Também € utilizada a mesma a¢ao para férmions livres

S = / V-G[UI" Dy vdz. (4.90)

A forma de W (r) é comum aos dois trabalhos

1 (4F  H
( —):—c “a 4.91)

W(T):E F+H VR

A diferenca entre os trabalhos acontece por [31] ndo utilizar qualquer tipo de acoplamento,

assim )5y = 0. Logo
Pr(r) = Pp(r) = —c— —, (4.92)

para que haja distingdo de modos quirais deve existir algum tipo de acoplamento, seja ele interno
ou externo, isto pode ser verificado nesse trabalho. Os Modos zero Direito e Esquerdo tem

mesma expressao dada por
erg = Coe™ I PO = Gpem (77, (4.93)

que pode ser checado ao se observar a (53) de [31] ao se substituir os valores dados segundo a
notacdo do proprio trabalho (p =4,P=¢e",Q = ec“") e Cy sendo uma constante na variavel

r.

Verificamos também que a fun¢do localizadora deve assumir valores negativos para a cons-
tante ¢ para que seja convergente. Observe que da forma que a métrica (4.89) € definida, de-
vemos tomar valores positivos de c. Impor valores negativos para a constante ¢ assumir que a

tensdo da brana é negativa[22][31] que difere da localizag¢do de gravidade, onde ¢ > 0.
Para [32]. Existe um termo de acoplamento minimo inserido na derivada covariante, € ele
Qr, = —igAy  —  Qu = —igI" Ay (4.94)
onde Ay = A, (x) + A (r) + Ay(r), € um Campo de Calibre.
Assim seu modo zero direito terd a forma

QR = @_f W (r)+Qns (z,r)]dr
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— [cr+61T+Q( fiAr(T)_Rge%TAG(T)dT)] (495)

Y

que concorda com o resultado da referéncia [32] em sua equacao (3.13). Nele foi verificado que

apenas o modo direito seria localizado com a restri¢ao para a forma do campo de calibre

Ag(r) = Ae™ 77, (4.96)

cRg

onde € requerido o valor minimo A\ > 1, Para que haja localizacdo do Modo Direito.

Verificado que nossos célculos reproduzem com sucesso trabalhos anteriores, iremos seguir
com o Capitulo 5. Aplicaremos os resultados aqui obtidos em uma variedade inédita sob o

ponto de vista de localizacdo de férmions.

F(r,c)
10 - - - C:l
081\
s =2
0.6/
i -—- c=3
0.4
02!
T il e
3 4 5 |

Figura 4.1: F(c,r), fator relativo a Brana, quanto maior ¢ mais estreito serd o pico. O grifico de
H(r, c1), relativo a componente angular tem forma semelhante, uma vez que basta multiplicar R3F (c, r)

e trocarmos ¢ por ¢j.
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5 Resultados

Neste capitulo apresentaremos detalhes da geometria Conifold resolvido em um es-
paco de seis dimensdes. Observaremos que esta geometria suaviza um defeito tipo corda [31],
[32] semelhante ao que Modelo de Branas deformadas (Capitulo 3) proporciona ao modelo de

Randall-Sundrum em cinco dimensoes.

Utilizaremos uma se¢ao bidimensional do Conifold resolvido para construir nosso bulk. Es-
creveremos nossa métrica em fungao dos fatores de Warp e aplicaremos as relacdes encontradas

no Capitulo 4 para a localizacdo de modos fermidnicos nesta variedade.

5.1 O Conifold

Utilizaremos para a definicdo do Conifold as referéncias [33, 34 e 35] e deixaremos as
referéncias finais [36-41] como curiosidade de trabalhos realizados nessa geometria. Nas re-
feréncias finais verificamos que a geometria também € bastante utilizada em correspondéncia

AdS-CFT e Principio Hologrdfico.

Variedades do tipo Conifold sdo estudadas em Teoria de Cordas, pela forma que se asse-
melham a uma variedade tridimensional de Calabi-Yau singular e ndo compacta [33]. Ela é

definida pela quédrica [33-35]
24+ +2=0, (5.1)

a equacgao define um cone sobre uma variedade em cinco dimensdes. Utilizaremos uma dimen-

sdo radial extra, r, para descrever nossa métrica sobre este espaco compacto X° como
dsg = dr* + r*ds*(XP), (5.2)

observe que a métrica possui uma "singularidade nua"[34] para » = 0. Se quisermos tratar
nosso espaco como uma variedade de Einstein, deveremos fazer a seguinte compactificacao do

espaco X° [33, 34]

X®=SU(2) x SU(2)/U(1) = T (5.3)
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O que transforma a métrica em

2
dsi = dr® + (dw + cosbhdp, + 60892d¢2) 5 — (db7 + sin6,d¢7 + db3 + sin®62dip3)(5.4)
Um caso suave da métrica mostrada em (5.4) é o Chamado Conifold Resolvido que utiliza

o fator (:ﬁi—ggi) como um parametro de suavizagao [33, 34]

r249a2 r249a?

(222802 ) (65 + sin*6rdu3). (5.5)

dst = (5285 )dr® 4 5 (5452 ) (d + costhdey + costaden)” + % (d63 + sin01dg?)

Observe que o pardmetro remove a singularidade

r? + 6a®

lim <r2 - 9a2> #oo. e limds? = a(d6 + sin*6ady3), (5.6)

topologicamente o resultado significa a substituicdo da ponta de nosso cone por uma esfera de

raio a, chamado de parametro de resolucao (Figura (5.1)).

Figura 5.1: Substitui¢do da ponta do cone por uma esfera de raio a (parAmetro de resolugéo).

Fixando os termos angulares 1, ¢1, 05, ¢o na métrica (5.5), teremos um se¢ao bidimensional

em r e #, do Conifold Resolvido, dada por

2 2 2 2
s (7" +6a 9 r* + 6a 9
dsy = (G )dr* + (5 )46, (5.7)

Observemos que o resultado se assemelha ao exposto pela mudanga dos fatoes de warp
proposto no Capitulo 3. Assim, utilizaremos a se¢do mostrada na equacao (5.7)como base para

nossas dimensoes radial e angular do Bulk hexadimensional deste trabalho.

5.1.1 Variacoes do Conifold Resolvido

A métrica utilizada para Localizar os modos de campo fermidnicos serd do tipo
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r2+6a2>d ) <r2+6a2

6 __ 4 2 _—cr 2
dSQ—dSQ—l—dSQ—e dX* + <m G

Jererae?, (5.8)
onde chamamos dX? = ), dz"dz".

Observe que nossa métrica se assemelha a de um defeito tipo Corda [31, 32]. Compare seus
fatores

7% + 6a®

ﬂ) —~1, H(r)= (T)e‘c’" — R2e™“"(5.9)

Firy=e“ —e“, G(r)= (7"2 02

Perceba que nossa parte radial recai em um defeito tipo corda ao tomarmos a = 0. A parte

angular ganha dependéncia quadrdtica na varidvel radial ao invés da constante, 122.

Verifique também que para r — oo todos os fatores vao a zero, ou seja, toda modificacdo
exposta no presente trabalho alterard apenas o comportamento da localizagdo nas proximidade

da Brana.

O Grifico do fator referente a brana, F'(r, ¢), por coincidir com o do defeito tipo corda, é
idéntico ao mostrado na figura (4.1). O fator radial, G(r, a), estd presente na figura (5.2) e o
fator angular, H(r, c, a), nas figuras (5.3) e (5.4).

G(r,a)

100t
o.95§
o.90§
O.85§
O.80§
o.75§

0.70

Figura 5.2: Quanto maior o valor de @, mais lentamente se chegard ao valor assintdtico G(r,a) = 1.

Por conveniéncia podemos fazer a seguinte mudanca de varidvel na coordenada radial de

forma a omitir o termo de resoluc@o no fator G(r, a)

B r? + 6a®

= ———dr. 5.10
2+ 9a2 (5.10)

dp
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H(r, a 1)

10} — a=0

0.8\
[ | E— a=0.6

Figura 5.3: Fixando o valor de ¢ = 1, quanto maior a mais rapidamente a forma exponencial é

recuperada.
H(r, 0, ¢)

f — =1
0.08

I — c=2
0.06 -

i ---  ¢=3
0.04+
0.02f

AR N
. S R T a—
2 4 6 8 r

Figura 5.4: Fixando o valor de a = 0, quanto maior ¢ menor e mais préximo da origem € o pico.

Com essa mudanga a métrica serd reescrita em termo de p = p(r, a) na forma

ds§ = e~n,, datdx” + dp® + B(r, a)e”Pdb?, (5.11)
onde, definimos
2 6 2
B(r,a) = HT“. (5.12)

A mudanga favorece a comparagdes com os trabalhos [31, 32], pois com G(r,a) = 1, as
regularizacdes quanto ao pardmetro a serdo modificadas apenas no termo (7, a) que é exclusivo
da componente angular. Chamaremos a métrica demonstrada em (5.11) de Conifold Resolvido

Tipo I (C.R-I).
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Uma complicagdo gerada a partir da redefini¢do feita em (5.11), é que se quisermos calcular
o valor origindrio de r deveriamos integrar p e encontrariamos uma expressdo dada em termos

de uma expressao Eliptica, porém, verifique pela figura (5.5) a correlacdo é biunivoca.

3
p(r,a) = —ivV6a?EllipticE (arcsm[ —&] , 5) (5.13)
a
pr,a
8:— =
6} /////
[ ///// — a=1
4,
r e a=3
2 ——- a5
2 4 6 g 0

Figura 5.5: Gréfico comparativo de p(r,a) X r.

De forma semelhante a tratada na capitulo 3, introduziremos um termo do tipo Kink dentro

dos argumento exponenciais da métrica (5.11).
Definiremos o Conifold Resolvido do Tipo II (C.R-1I) como
ds§ = e—eprtanh(er) g x2 4 dp? 4 B(r, a)ecrttanhler) gp2. (5.14)
onde 3(r, a) permanecerd com a mesma forma de (5.12).

As novas formas de F'(p, c) e H(p, a, c) para a suavizagdo obtida pelo C.R — I sdo mos-

tradas nas figuras (5.6) e (5.7) respectivamente.

Expostas as métricas dos Conifolds Resolvidos I e II, poderemos localizar os modos fermi-

Onicos nessas variedades.



5.2 Localizacdo de férmions no Conifold Resolvido 69

F(p,C)

1.0

08/
06/
04l

0.2

Figura 5.6: F(p,c) para C.R — II, quanto maior ¢ mais estreito o pico. As curvas atingem suavemente

oeixode p = 0.

H(p, a1)
. — a=0
14
L — a=1
12}
1-03 - a=2
0.8
E———=_ a=3
06j \\\
0.4 S~
02¢ —
| | | | \\\ ] p
1 2 3 4 5 6 7

Figura 5.7: H(p,a,c = 1) para C.R — II, quanto maior a maior o pico. As derivada da funcéo se

anula ao tocar o eixo p = 0.

5.2 Localizacao de férmions no Conifold Resolvido

Localizaremos os Modos zero e massivo relativos as métricas mostradas nas equagdes

(5.11) e (5.14).
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5.2.1 Localizacdo no C.R-I

Dada a métrica

gun = e~PdX? + dp® + %e‘cpdﬁ (5.15)
Teremos
/ / —5cp)— a2
W) = 36 (5 +) = St (.16

Para os casos sem acoplamento os modos zero direito e esquerdo coincidem. Observaremos

sua expressdo pela integral

5cp

alp,c,a) = e JWir = m. (5.17)

Verifique que para p = a = 0 a expressdo (5.17) tem valor indeterminado. Veja também
que para ¢ > ( a expressao terd valor ndo normalizdvel (divergindo no infinito), assim para
que possamos encontrar um modo zero localizavel devemos inverter a tensdo da brana fazendo
¢ < 0, para que a exponencial tenda assintoticamente para zero quando p — oco. O recurso de
se fazer ¢ < ( também € verificado nos trabalhos [22, 23, 24, 31 e 32] durante a localiza¢ao do

campo fermionico.

Escolhidas as condi¢des para que a equacio em (5.17) seja normalizdvel, isto € que admita
modo zero localizavel. Construiremos o grafico da funcao localizadora do modo zero na figura

(5.8) observando como o seu perfil varia para diferentes valores do parametro de resolucdo a.

a(p! _11 a)

— a=0.5

Figura 5.8: Modo zero para o C.R.L.

Conseguimos com sucesso localizar modos fermionicos no C.R.-I e verificamos que o re-

sultado se semelhante aos encontrados em um defeito tipo corda [31, 32], as unicas diferencas
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encontradas sdo o comportamento singular do campo na origem de nossa brana e o parametro
introduzido que regula a amplitude do perfil da funcdo localizadora, diferencas essas que estdao

ligadas diretamente as modificacdes adotadas em nossa métrica.

Terminado o trabalho com modo zero, faremos um analise resumida de como sera a forma
do potenciais gerado nos modos massivos a partir das métricas adotadas. O estudo mais apro-

fundado sobre férmions massivos serdo perspectivas de trabalhos futuros.

Para o modo massivo utilizaremos as equacdes (4.75) e (4.78). Verifique que os potenciais
sdo construidos a partir dos termos de acoplamento, (), ou seja, ele é zero para os casos nao
acoplados. Tomaremos o fator relativo a sexta dimensao, H(p, ¢, a) em W (p) como um termo
de acoplamento( sabemos que diferentemente de um acoplamento fisico, o termo ndo sofre

influéncia da quiralidade). Verificaremos o que ocorre quando tal suposi¢ao € tomada.

De (4.75) teremos para o modo direito

V(z) = Q%(2) - Q'(2)

Adotando o acoplamento

Q2) = = - : (5.18)

Obteremos

1/, 12042 12 — dep
( -1 ) (5.19)

6a + p?)?  6a? + p?

O potencial encontrado possui regido de valor atrativo nas proximidades da brana quando a
€ pequeno. Conforme a cresce, o potencial assume valor repulsivo e constante. Notamos como
resultado preliminar que hd semelhangas dos perfis encontrados na figura (5.9) ao observarmos
os perfis encontrados na localiza¢do de férmions em cinco dimensdes com um acoplamento
Yukawa da referéncia [23], ou seja, encontramos um métrica em seis dimensoes com férmions
livres que reproduz resultados semelhantes aos de férmions acoplados por um potencial Yukawa

em cinco dimensoes.

Encerrada a localizacao do modo zero e potencial do modo massivo do Conifold Resolvido

do tipo I, iremos verificar os mesmo célculos para o tipo II.
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V(p! _1’ a)

02l

o1f

—0af —_ a1
— a=2
—02f — a3

a=10

Figura 5.9: Potencial do Modo Massivo direito do C.R-1.

5.2.2 Localizacdo no C.R-II

Tomando a métrica como

2 2
gMN = e—cpttanh(cp) 2 +dp2 + P "ZGQ e—cp+tanh(cp)d@?7 (5.20)
Teremos
/ / 2—5¢, 50¢(p2+6a2)sech?(cp)—30a3c
Wi(p) = é(% + %) = o2 Sep) el S )aechep) Sl (5.21)

O modo zero serd calculado pela integral da exponencial de W

_ efdep _ e% <50p—log[6a2+p2}—5tangh(cp)> . (522)

a(p)
A expressao (5.22) deve assumir valores negativos de ¢ para que admita modo zero locali-

zéavel. Seu gréfico € mostrado pela figura (5.10) para diferentes valores do parametro a.

Verificamos existir modos zero localizdveis na geometria C.R-II. Observando a figura (5.10)
verificamos que o termo tanh(cp) suaviza o perfil da funcdo localizadora e permite uma es-
pessura para a brana, esse resultado estd diretamente relacionado a forma com que o mesmo
parametro de resolucdo atua na métrica (discutido na sec¢do 5.1). O resultado encontrado € se-

melhante ao estudado no capitulo 3 com o método de deformacdo de membrana. Em outras
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CV(P, _l! a)

a=0.5
a=1
a=2

a=10

Figura 5.10: Modo zero para o C.R.IL

palavras, em seis dimensdes o parametro de resolucdo desempenha o mesmo carater de suavi-
zacdo que o do campo escalar introduzido em cinco dimensdes. O resultado obtido em (5.22) é
similar ao de um defeito do tipo corda [31, 32], com a novidade dos modos serem suavizados

pelo parametro a.

Para o modo massivo, estudaremos qual forma tera o potencial ao se adotar o acoplamento

H'(p,c,a)  esech?(cp)(p* + 6a*) + p(2 — ¢p) — 6a*c

Q(z) = 4H (p,c,a) - 4(p? + 6a?)

(5.23)

Obteremos substituindo (5.23) em (4.75) o potencial relativo a0 modo massivo direito

V(z) = |36a*c® + p?(12 + cp(—4 + cp)) + 12a*(—4 + cp(—=2 + ¢p)) +
+c(6a? + p*)sech?|cp](—2(6a*c + p(—2 + cp)) +

+c(6a® + p*)(sech?[cp] + 8tanh[cp]))|/(16(6a* + p*)?)), (5.24)
cujo o gréfico estd presente na figura (5.11).

O potencial nas proximidades da brana € atrativo para valores pequenos de a e repulsivo
para valores grandes. Afastando se da brana atinge um valor maximo ( que € tdo maior quanto
maior for o valor de a) em um determinado p e assintoticamente tende a um valor constante
e positivo independentemente da escolha feita sobre a. Como também observado nos modos
massivos de C.R-I, o formato do potencial encontrado para o C.R-II € similar aos obtidos pela
referéncia [23]. Um acoplamento geométrico em seis dimensdes que simularia um acoplamento

fisico em cinco dimensdes seria um perspectiva para novos trabalhos.
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Figura 5.11: Poténcial do Modo Massivo direito do C.R-1IL.
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6 Conclusoes e Perspectivas

Como visto no decorrer do Capitulo 4, conseguimos descrever com sucesso um método
que localizou campos fermidnicos de spin 1/2 em um espago modelo hexadimensional. Para
isto, partimos de uma a¢do de férmions em seis dimensdes, a qual permitia a inclusdo de um
termo de acoplamento externo (inserido diretamente na equagao de Dirac) e um acoplamento
interno em sua derivada covariante. Encontramos a forma final dos modos localizados em
func¢do dos termos da métrica e dos acoplamentos supostos. Verificamos a validade do método
durante a secc¢ao final do capitulo ao reproduzir resultados publicados na literatura. Concluimos
que férmions livres possuem seus modos direito e esquerdo expressos sem distin¢cdo e somente
ue somente hd localizacdo para tensOes negativas da brana (ou seja, os fatores de warp invertem
seu sinal na exponencial) . Demonstramos que a diferenga de modos quirais € gerada pelo
tipo de acoplamento utilizado e que ele é o responsavel por aprisionar os modos fermidnicos.
No estudo dos modos massivos observamos que devemos realizar uma série de mudangas de
varidveis para encontrar uma equacao semelhante a de Schrodinger. Observamos também que

o potencial encontrado € escrito em funcdo somente do termo de acoplamento.

No capitulo 5 aplicamos o método encontrado a uma variedade do tipo Conifold Resolvido,
que possui um parametro de resolucao varidvel. Utilizamos um sec¢do bidimensional desta va-
riedade para construir nosso espaco de seis dimensdes. Observamos que ao adicionar de um
termo de Kink no fator de warp deste espaco, obtemos a suavizacdo da forma do campo fermi-
onico e espessamento da brana. O resultado é andlogo ao obtido pelo método de deformagao
da membrana exposto no capitulo 3. Encontramos o potencial dos modos massivos ao adotar o

termo de dimensdo angular como um acoplamento geométrico.

Como perspectivas poderemos aplicar acoplamentos (Yukawa, campo de calibre, etc) ao
modelo do Conifold e verificar como os modos quirais seriam afetados. Poderiamos também
estudar novas geometrias que descrevam resultados interessantes, uma vez que a técnica auto-
matiza a localizac@o para variedades de seis dimensdes. Uma outra perspectiva seria ampliar o
método incluindo uma dependéncia angular nos fatores de warp para reproducio de outras va-
riedades bem mais complexas. Aprimorar o método para dimensdes maiores que seis também

seria muito interessante, pois como verificado durante o capitulo 4, os calculos em seis dimen-
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soes também concordam com trabalhos realizados em dimensdes menores. Podemos também

analisar a ressonincia dos modos massivos com o potencial encontrado.
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