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Resumo

Nesse trabalho, investigamos o comportamento dos portadores de carga em uma folha
de grafeno quando a mesma encontra-se sujeita à influência de um potencial eletrostático
unidimensional U(x). Primeiramente, consideramos dois poços de potencial acoplados por
uma barreira central. Para essa estrutura, calculamos o espectro de energia dos estados
confinados bem como o comportamento da densidade de probabilidade para alguns estados
espećıficos. Apresentamos também, alguns resultados para o coeficiente de transmissão
eletrônico através dessas estruturas.

Em seguida, consideramos uma super-rede formada por múltiplas barreiras de po-
tencial e introduzimos uma desordem correlacionada na largura das barreiras. Para esse
sistema, resultados para a transmissão dos portadores através dessa estrutura bem como
a condutância para vários valores de desordem são apresentados. Finalmente uma super-
rede quase-periódica que segue a série de Fibonacci foi considerada e resultados para a
transmissão através dessa estrutura também foram apresentados.



Abstract

In this work we investigate the behavior of charge carriers in a graphene sheet sub-
jected to a one-dimensional electrostatic potential U(x). At first we consider two coupled
quantum wells potential. For this structure we calculate the energy spectrum for the
bound states, as well as the probability density behavior for some particular states. Some
results for the electronic transmission coefficient through these structures are also pre-
sented.

Next, we consider the electrostatic potential as a mutibarrier structure and then a
correlated disorder was introduced in the barrier width. For this system, the transmission
of these carriers through this potential as well as the conductance are investigated for dif-
ferent disorder strengths. Finally a quasiperiodic supperlattice that follows the Fibonacci
serie was taken into account and the results for transmission were also presented for this
structure.



Sumário

Lista de Figuras p. ix

1 Introdução p. 13

1.1 Fabricação de folhas de grafeno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 15

1.2 Por que estudar grafeno? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 17

1.3 Sumário . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 21

2 Modelo Teórico p. 22
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3 Poços Duplos em Grafeno p. 31
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são L1 =L3 = 50 nm, L2 = 20 nm U1 = −100 meV, U2 = 0, U3 = −50

meV. (inserção) Amplificação da região demarcada no gráfico principal.
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na estrutura com E = 83 meV e valores de desordem δ = 0, 0.05, 0.1 e

0.2. Em todos os casos χ = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . p. 45



Lista de Figuras xii
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1 Introdução

O elemento Carbono é responsável pela existência de uma enorme variedade de ma-

teriais. Dentre estes, pode-se citar todos os compostos orgânicos e varias estruturas de

sólidos cristalinos. As diversas estruturas de carbono possuem dimensionalidade que pode

variar de 0D a 3D. A capacidade de formar materiais com formas estruturais, dimensional-

idades e, conseqüentemente, propriedades tão variadas deve-se às diferentes possibilidades

de ligação qúımica entre átomos de carbono, que por sua vez, provém de hibridizações

distintas dos orbitais atômicos.

Em linhas gerais, pode-se dizer que hibridização é uma sobreposição dos orbitais

atômicos (combinação das funções de onda atômica que possuem mesmo número quântico

principal). No átomo de carbono (C : 1s22s22p2) os elétrons do orbital 1s são fortemente

ligados, conhecidos como elétrons do caroço. Os quatro elétrons restantes, chamados

elétrons de valência, ocupam os orbitais 2s 2px 2py 2pz e são responsáveis pela formação

de orbitais h́ıbridos spn (n= 1, 2, 3) parcialmente preenchidos que participam das ligações

qúımicas. Três tipos de hibridizações são posśıveis no carbono, uma para cada valor de n.

O tipo de hibridização do átomo de carbono tem caráter fundamental na dimensionalidade

dos materiais por ele formado. No caso de uma hibridização spn existe a formação de n+1

orbitais h́ıbridos e, portanto, n + 1 ligações σ responsáveis pela forma estrutural de um

composto n-dimensional, enquanto 4− (n+1) orbitais p puros, parcialmente preenchidos,

dão origem a ligações essencialmente mais fracas e delocalizadas chamadas ligações π.

Para n = 1, duas ligações σ dão origem a um cadeia unidimensional; para n = 2, três

ligações σ formam um estrutura trigonal plana e para n = 3, quatro ligações σ definem

um tetraedro regular que forma a estrutura tridimensional do diamante [1][2][3].

Dentre os cristais de carbono mais conhecidos estão o diamante e o grafite, ambos

encontrados na natureza e com propriedades bem conhecidas e estudadas. Nos últimos

vinte e cinco anos, um grande interesse pelo estudo de materiais carbonosos ressurgiu

com a descoberta do fulereno C60 em 1985 por H. W. Kroto et al. [4]. Essa estrutura é

composta por um arranjo de 60 átomos de carbono, um em cada vértice da junção de 20
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hexágonos e 12 pentágonos dispostos de uma forma semelhante a uma bola de futebol.

Em 1996 H. W. Kroto, R. F. Curl e R. E. Smalley dividiram o premio Nobel de qúımica

por esse trabalho.

A B C

Figura 1: Três formas alotrópicas do carbono:(A) diamante, (B) grafite, (C) fulereno C60.

Pouco tempo depois, em 1991, foi realizada a primeira observação experimental de

um novo tipo de estrutura, os chamados nanotubos de carbono de paredes múltiplas

[5], seguida, em 1993, pela a produção dos primeiros nanotubos de parede simples, cujos

diâmetros variavam de 0, 7 nm a 1, 6 nm [6]. Estruturalmente, um nanotubo pode ser visto

como uma folha de grafite enrolada na forma de um cilindro. A forma como essa folha é

enrolada torna posśıvel a distinção entre diferentes nanontubos. Formalmente diz-se que

um nanotubo é inteiramente determinado pelo vetor quiral ~Ch = n~a1 + m~a2 = (n,m),

onde n e m são quaisquer inteiros, com 0 ≤| m |≤ n, enquanto a1 e a2 definem a célula

unitária de uma única camada do grafite. Um nanotubo pode ser igualmente caracterizado

pelo seu diâmetro d =| ~Ch | /π e o ângulo quiral θ = cos−1(~Ch · ~a1/ | ~Ch || ~a1 |) =

cos−1((2n + m)/2
√

n2 + m2 + nm), responsáveis por determinar o módulo e a orientação

do vetor quiral. Baseado nesses parâmetros, pode-se dividir os nanotubos de carbono em

três tipos: armchair, quando m = n e θ = 30◦; zigzag, quando m = 0 e θ = 0◦ e quiral,

quando 0 <| m |< n e 0◦ < θ < 30◦. Observou-se que o diâmetro e o ângulo quiral são

determinantes nas propriedades eletrônicas dos nanotubos [7]. Nanotubos metálicos são

obtidos sempre que (2n + m) ou, equivalentemente, (n − m) é um múltiplo de 3. Em

particular, nanotubos armchair (n, n) são sempre metálicos, enquanto nanotubos zigzag

(n, 0) são metálicos quando n é um múltiplo de 3 e semicondutores caso contrário.

Mais recentemente, no ano de 2004, uma nova classe de materiais surge com a obtenção

de um cristal de carbono puramente bidimensional. Pesquisadores da universidade de

Manchester, ao realizar trabalhos com filmes finos de grafite, conseguiram isolar uma

única folha de grafite (também conhecido como grafeno) de alta qualidade e estável a
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A

B

C

D

Figura 2: Os três tipos diferentes de nanotubos:(A) armchair, (B) zigzag, (C) quiral. Em
(d) está mostrado esquematicamente a estrutura de um nanotubo desenrolado.

condições ambientes [8]. Desde então uma grande atenção foi voltada para esse material

que mostrou propriedades peculiares, sinalizando seu grande potencial para aplicações

tecnológicas. Muitos estudos teóricos sobre esse material já tinham sido feitos, no entanto,

sempre tomando o grafeno como uma primeira aproximação para o estudo do grafite. O

primeiro desses trabalhos foi realizado em 1947 por Wallace como tentativa de calcular a

estrutura de bandas do grafite [9].

Levando-se em conta a estrutura do grafite, pode-se descrever o grafeno como um

cristal bidimensional constitúıdo de átomos de carbono dispostos em uma rede hexago-

nal. Cada átomo está ligado a três primeiros vizinhos por meio de ligações σ fortes que

formam ângulos de 120◦ entre si. Cada ligação σ é resultado da hibridização sp2 entre

os três orbitais 2s, 2px e 2py para três dos elétrons de valência. O orbital pz correspon-

dente ao quarto elétron de valência fica perpendicular ao plano definido pelas ligações σ.

Dessa forma, cada átomo de carbono possui um orbital parcialmente preenchido que se

superpõem a orbitais de átomos vizinhos dando origem a ligações π fracas. Esses elétrons

quase livres, chamados elétrons π são os principais responsáveis pelas propriedades de

transporte no grafeno [3].

1.1 Fabricação de folhas de grafeno

Grande parte da pesquisa experimental acadêmica feita sobre grafeno utiliza amostras

obtidas por meio de clivagem micromecânica do cristal de grafite, a mesma técnica uti-
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lizada para isolar a primeira folha de grafeno [8]. Esse método é extremamente simples

e consiste basicamente em usar uma fita adesiva para separar as camadas de um cristal

de grafite (no experimento original foram usadas plaquetas de HOPG, sigla em inglês

para o grafite piroĺıtico altamente orientado, de 1mm de espessura) e, então, friccionar a

amostra sobre um substrato de óxido de siĺıcio SiO2. O segredo da técnica consiste em

encontrar uma monocamada de grafeno entre as demais camadas. Filmes de grafite com

espessuras inferiores a 50 nm são transparentes ao microscópico ótico, no entanto, devido

a uma adição de caminho ótico, camadas de diferentes espessuras produzem diferentes

padrões de interferência sobre o substrato de SiO2. Isso define a região onde a mono-

camada deve ser procurada, utilizando microscopia de força atômica. Verificou-se que

filmes com espessura inferiores a ≈ 1, 5nm não são viśıveis nem via desvio de padrão de

interferência, o que separa os filmes em duas classes: FLG (sigla em inglês para grafeno de

poucas camadas) e MLG (sigla em inglês para grafeno de muitas camadas). A partir de

amostras contendo FLG, a monocamada pode ser então ser procurada usando microscopia

eletrônica de varredura [10].

Figura 3: Filmes finos de grafite. (A) Fotografia de MLG de ≈ 3 nm de espessura.
(B) Imagem obtida por microscopia de força atômica de uma área de 4µm2 desse filme
próximo a sua borda. O marrom escuro indica a superf́ıcie do SiO2 e a cor laranja é
de uma região 3 nm acima da superf́ıcie do SiO2. (C) imagem de uma monocamada de
grafeno obtida por microscopia de força atômica. (D) Imagem obtido com microscopia
eletrônica de varredura de dispositivo experimental de FLG. (E) Visão esquemática do
dispositivo em (D). [8]

Apesar de ser uma técnica simples, o que viabiliza o estudo experimental desse ma-
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terial em muitos grupos de pesquisa, esse tipo de clivagem a partir do cristal de grafite é

inviável para uma produção industrial em larga escala de dispositivos eletrônicos baseados

em grafeno. Por essa razão, surgiu um grande interesse em novas formas de fabricação.

Uma das mais estudadas é o crescimento epitaxial de camadas de grafeno sobre outros

cristais, esse crescimento no topo de outros cristais evita as instabilidades responsáveis

por romper ou modificar as ligações do cristal bidimensional. Depois de obter a estrutura

desejada, o aparato é resfriado e o cristal constitúıdo de algumas camadas de grafeno

(1-12 camadas) [11][12] pode, então, ser removido do substrato.

1.2 Por que estudar grafeno?

Embora muitos estudos teóricos sobre grafeno tenham sido realizados nos últimos 60

anos [9][13][14], a descoberta desse material é bastante recente, pouco mais de cinco anos

se passaram desde a produção da primeira folha de grafeno. Essa demora deve-se, em

parte, à crença de que tais cristais estritamente bidimensionais fossem termodinamica-

mente instáveis e, portanto, não deveriam existir na sua forma livre, mas apenas como

parte componente de outras estruturas [17]. Acreditava-se que flutuações térmicas em

cristais bidimensionais causariam deslocamentos dos átomos que atingiriam valores com-

paráveis às distâncias interatômicas, tendendo a deformar o cristal em estruturas curvas

[15][16]. Além de pertencer a uma nova e inesperada classe de materiais, o grafeno pos-

sui propriedades singulares que atráıram um grande interesse por parte da comunidade

acadêmica.

Uma única folha de grafeno exibe excelentes propriedades eletrônicas. Medidas nesse

material revelaram uma alta mobilidade µ, podendo esta superar 15.000 cm2/Vs mesmo

sob condições ambiente [8]. Além disso, observou-se que µ praticamente independe da

temperatura. Isso revela que o valor de µ a 300 K, por exemplo, ainda é limitado por

processos de espalhamento devido a impurezas ou defeitos, podendo, assim, ser melhorado

e alcançar valores próximos a 100.000 cm2/Vs. Embora alguns semicondutores, como o

antimoneto de indio (InSb), possuam valores de µ próximos a 77.000 cm2/Vs a temper-

atura ambiente, esses valores são obtidos para semicondutores sem nenhuma dopagem.,

enquanto, no grafeno, a mobilidade permanece alta mesmo em amostras eletricamente ou

quimicamente dopadas [17].

Talvez a mais notável caracteŕıstica do grafeno seja o fato de seus portadores de

carga serem governados pela equação de Dirac, equação esta reponsável pela descrição
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de part́ıculas de spin 1/2 na eletrodinâmica quântica. Elétrons no grafeno, a baixas

energias (E < 1 eV) [17], comportam-se como part́ıculas relativ́ısticas de massa nula e

velocidade da luz efetiva da ordem de 106 m/s, exibindo um espectro de baixas energias

cônico com gap zero [18]. Alguns efeitos que decorrem desse fato são: efeito de campo

elétrico ambipolar, mı́nimo de condutividade, efeito Hall quântico anômalo e tunelamento

de Klein.

Por efeito de campo elétrico ambipolar entende-se que os portadores de carga podem

ser continuamente trocados de elétrons para buracos alterando a direção do campo elétrico

aplicado. A Fig.4 mostra o efeito de campo elétrico no grafeno. A condutividade cresce

linearmente com a voltagem de porta Vg para ambas as polaridades, com mudança de

sinal na vizinhança de Vg = 0. Esse comportamento mostra que voltagem de porta

positiva induz concentração de elétrons enquanto voltagem negativa induz concentração

de buracos. Isso se deve à adição ou retirada de elétrons do substrato.

Figura 4: Efeito ambipolar de campo elétrico [18].

Sabe-se que efeito Hall quântico (EHQ) descreve a quantização da condutividade

Hall σxy, condutividade medida perpendicular à corrente, em platôs de valores inteiros

de 4e2/h. No entanto, no grafeno o EHQ observado diferencia-se do efeito conven-

cional. Nesse material, os platôs são deslocados de 1/2 do valor esperado, já que σxy =

±4e2/h(N +1/2) onde N é o ńıvel de Landau [18]. Esse comportamento é explicado pela

presença de um ńıvel de Landau em N = 0 no espectro de energia E = ±vF

√
2e~BN do

grafeno em um campo magnético B, onde ± indicam elétrons e buracos. A Fig. 5 mostra

a condutividade Hall σxy e a condutividade longitudinal ρxx como função da concentração
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dos portadores de carga para uma folha de grafeno sujeita a um campo magnético B = 14

T e temperatura de 4 K.

Figura 5: Efeito Hall quântico anômalo no grafeno a temperatura de 4 K e campo
magnético de 14 T como função da concentração dos portadores de carga. (inserção)
σxy para um bicamada de grafeno, onde a quantização é usual e ocorre em valores inteiros
de 4e2/h. Essa figura foi adaptada de [18].

Uma outra indicação experimental que revela a singular qualidade eletrônica desse

material é a possibilidade de observação do EHQ a temperatura ambiente [19], fato que

somente era observado em outros sistemas a baixas temperaturas, normalmente inferiores

ao ponto de ebulição do hélio ĺıquido [20]. Apesar do progresso obtido com a possibilidade

de observação do EHQ a temperatura ambiente, ainda existe a necessidade de campos

magnéticos extremamente altos. A Fig.6 [19] mostra as condutividades Hall σxy e longitu-

dinal ρxx a temperatura de 300 K e campo magnético de 29 T. No entanto, Y. Zhang et al.

afirmam em [21] que platôs Hall têm sido observados em B < 20T a 300 K e espera-se que

com a melhora da qualidade das amostras e, conseqüentemente, aumento da mobilidade

µ o EHQ poderá ser observado a temperatura ambiente fazendo uso de magnetos comuns.

Mais uma caracteŕıstica singular dos portadores de carga do grafeno surge quando esses

são submetidos a potenciais eletrostáticos, tais como barreiras de potencial. Elétrons no

grafeno são capazes de tunelar qualquer barreira de potencial com probabilidade 1 desde

que sua incidência seja normal. Isso ocorre devido a uma transição da banda de condução

para a banda de valência, ou seja, na região da barreira o portador se propaga através

de um estado de buraco. Esse comportamento é normalmente citado como paradoxo de

Klein no grafeno, em analogia ao paradoxo de Klein na eletrodinâmica quântica, onde

part́ıculas começam a penetrar uma barreira de potencial quando sua altura excede duas
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Figura 6: Efeito Hall quântico anômalo no grafeno a temperatura ambiente. Condutivi-
dade Hall σxy (vermelho) e resistividade longitudinal ρxx (azul) como função da voltagem
de porta. (inserção) A seqüencia de ńıveis de Landau para elétrons no grafeno. Essa
figura foi adaptada de [19].

Figura 7: (a) Os três diagramas ilustram o espectro de part́ıculas em uma folha de grafeno
e os ńıveis de energia de Fermi através de uma barreira de potencial de largura D e altura
V0. O espectro é linear para baixas energias. O pseudospin σ é paralelo (anti-paralelo)
a direção do movimento dos elétrons (buracos) e possui direção fixa ao longo dos ramos
vermelho e amarelo do espectro. (b) O ńıvel de fermi (linha pontilhada) fica na banda de
condução fora da barreira e na banda de valência na região da barreira [22].

vezes a sua energia de repouso mc2. A partir desse ponto, a transmissão praticamente

independe da altura da barreira e aproxima-se da transmissão perfeita para barreiras de

potencial muito altas.
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Devido às propriedades aqui descritas e muitas outras não citadas, existe, atualmente,

um grande ânimo em viabilizar aplicações tecnológicas do grafeno, tais como transis-

tores totalmente feitos de átomos de carbono. Isso eliminaria a necessidade de junções

metálicas, tornando posśıvel a construção de dispositivos ainda menores que os atuais.

Outra posśıvel aplicação é usar o grafeno como um sensor de gás [23]. Quando uma

molécula é adsorvida na superf́ıcie de uma folha de grafeno ocorre uma mudança local

da resistividade elétrica, possibilitando, assim, sua detecção. Embora esse efeito também

ocorre em outros materias, no grafeno, devido à sua alta condutividade elétrica, a mudança

da resistividade torna-se detectável mesmo quando uma única molécula é adsorvida.

1.3 Sumário

No caṕıtulo subseqüente será mostrado o porquê da analogia entre o comportamento

dos portadores de carga no grafeno e férmions de massa nula na eletrodinâmica quântica.

Para isso, vamos partir do Hamiltoniano tight-binding escrito na forma de segunda quan-

tização e obter um Hamiltoniano análogo ao de Dirac para férmions relativ́ısticos. Ainda

nesse caṕıtulo, será apresentado o método de matrizes de transferência, método esse uti-

lizado na obtenção de todos os resultados numéricos apresentados nesse trabalho.

No caṕıtulo 3, mostrar-se-á como obter o espectro de estados confinados em poços

duplos de grafeno, bem como o coeficiente de transmissão para os estados propagantes a

partir de um dado elemento da matriz de transferência. Os resultados para esse sistema

são, então, expostos sempre ressaltando as peculiaridades devidas ao material considerado.

No caṕıtulo 4, o sistema considerado será uma super-rede finita constitúıda de uma

seqüência de barreiras de potencial. Primeiramente, vamos considerar que as larguras

das barreiras são escolhidas aleatoriamente, variando dentro de um dado intervalo que é

determinado por um fator que controla a força da desordem. Serão apresentados resul-

tados para o coeficiente de transmissão e condutância para vários valores de desordem,

de forma a investigar qual a influência da desordem do potencial sobre o comportamento

das part́ıculas. Em seguida, vamos considerar uma super-rede que segue a série de Fi-

bonacci e apresentar resultados para a transmissão e condutância de elétrons incidentes

nessa estrutura.

Finalmente, no último caṕıtulo serão apresentadas as conclusões desse trabalho, bem

como algumas perspectivas para trabalhos futuros.
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2 Modelo Teórico

Neste caṕıtulo vamos partir de uma descrição microscópica do grafeno para obter um

modelo cont́ınuo da dinâmica de portadores no limite de baixas energias. Nessa descrição,

desprezaremos as bordas do cristal, considerando-o infinito e também não levaremos em

conta as interações elétron-elétron ou spin-órbita. Para isso, usaremos a aproximação de

ligação forte (tight-binding). Nesse modelo, considera-se que cada elétron π associado

a um átomo de carbono, possui uma probabilidade diferente de zero de ser encontrado

apenas nas vizinhas desse átomo, ou seja, nos seus vizinhos mais próximos. Dessa forma,

cada elétron pode migrar de vizinho em vizinho ao longo da rede. Apesar de ser umas das

abordagens microscópicas mais simples, o modelo tight-binding funciona extremamente

bem para o cálculo da estrutura de bandas do grafeno [24].

2.1 Modelo Tight-binding

Grafeno é constituido por uma camada de átomos de carbono organizados em uma

rede hexagonal. Essa estrutura cristalina não é uma rede de Bravais, no entanto ela pode

ser vista como duas redes triangulares interpenetradas A e B, ou tratada como uma rede

triangular com dois átomos por célula unitária [9]. Os vetores de rede são escritos como:

Figura 8: Estrutura de rede do grafeno, formada por duas redes triangulares interpen-
etradas A e B. a1 e a2 são os vetores unitários da rede e Ri, i = 1, 2, 3 localizam os
primeiros vizinhos.[25]
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~a1 =
3a

2
x̂ +

√
3a

2
ŷ, ~a2 =

3a

2
x̂−

√
3a

2
ŷ, (2.1)

onde a é a distância entre dois átomos de carbono e x̂ e ŷ são vetores unitários. Os vetores

que definem a rede rećıproca são:

~b1 =
2π

3a
x̂ +

2
√

3π

3a
ŷ, ~b2 =

2π

3a
x̂− 2

√
3π

3a
ŷ, (2.2)

O Hamiltoniano tight-binding para elétrons no grafeno escrito no formalismo de se-

gunda quantização, incluindo apenas o termo de hopping entre os primeiros vizinhos, é

escrito como:

H = −
∑
i,j

t(a†ibj + b†jai), (2.3)

onde t ≈ 2, 8eV é o parâmetro associado à transição de elétrons entre os śıtios mais

próximos. Os operadores a†i e ai são responsáveis pela criação e destruição, respectiva-

mente, de elétrons no śıtio i da subrede A, enquanto b†j e bj têm a mesma função para

um śıtio j na subrede B. Os termos
∑
j

εa†jaj e
∑
j

εb†jbj que fornecem as energias on-site

foram omitidos, já que seu único efeito é deslocar o ńıvel de energia de Fermi do sistema.

Quando uma folha de grafeno está sob a ação de um potencial de porta, a energia on-site

é igual ao a voltagem de porta, caso contrário, a energia on-site é nula.

Considerando a rede infinita, pode-se fazer uma transformada de Fourier no Hamil-

toniano. Para isso escrevemos

ai =
1√
N

∑

k

ei~k·~riak, a†i =
1√
N

∑

k

e−i~k·~ria†k (2.4)

bj =
1√
N

∑

k′
ei~k

′ ·~rjbk′ , b†j =
1√
N

∑

k′
e−i~k

′ ·~rjb†
k′

. (2.5)

Substituindo (2.4) e (2.5) em (2.3) o Hamiltoniano fica

H = −
∑
i,j

t

N


∑

k,k
′
e−i~k·~riei~k

′ ·~rja†kbk
′ +

∑

k,k
′
e−i~k

′ ·~rjei~k·~rib†
k
′ak


 , (2.6)

que pode ser reescrito como:

H = − t

N

∑
i,j

∑

k,k
′
[e−i(~k−~k

′
)·~riei~k

′ ·(~rj−~ri)a†kbk
′ + e−i(~k

′−~k)·~rie−i~k
′ ·(~rj−~ri)b†

k
′ak]. (2.7)
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Cada átomo possui três primeiros vizinhos, então, fixando a origem em um śıtio i qual-

quer e fazendo j variar sobre os primeiros vizinhos, localizados por ~R1 = (−a, 0), ~R2 =(
a/2, a

√
3/2

)
, ~R3 =

(
a/2,−a

√
3/2

)
, obtemos:

H = − t

N

∑
i

∑

k,k
′
[e−i(~k−~k

′
)·~ria†kbk

′ (e−ik
′
xa + eik

′
xa/2eik

′
y

√
3a/2 + eik

′
xa/2e−ik

′
y

√
3a/2)

+e−i(~k
′−~k)·~rib†

k′
ak(e

ik
′
xa + e−ik

′
xa/2e−ik

′
y

√
3a/2 + e−ik

′
xa/2eik

′
y

√
3a/2)] (2.8)

H = −t
∑

k

[g(~k)a†kbk + g∗(~k)b†kak], (2.9)

onde

g(~k) = eik
′
xa + 2 cos(k

′
y

√
3a/2)e−ik

′
xa/2 (2.10)

é o fator de estrutura da rede cristalina.

Note que Hamiltoniano na Eq.(2.9) acima pode ser escrito como

H =
∑

k

〈Ψk|Hk|Ψk〉 (2.11)

onde |Ψk〉 = (ak bk)
T e Hk representam, respectivamente, o estado eletrônico e o Hamil-

toniano para um dado ~k. Escreve-se Hk como

Hk =

(
0 −tg(~k)

−tg∗(~k) 0

)
. (2.12)

Pode-se obter facilmente os autovalores de Hk como sendo

E±k = ± t|g(~k)| = ± t

√
3 + f(~k), (2.13)

com f(~k) = 4 cos(3kxa/2) cos(
√

3kya/2) + 2 cos(
√

3kya) [25].

O gráfico da Eq.(2.13), mostrado na Fig. 9, representa a estrutura de bandas de uma

única folha de grafite. A banda de valência (E < 0) toca a banda de condução (E > 0) em

seis pontos localizados nos vétices da primeira zona de Brillouin. Esses pontos, conhecidos

como pontos de Dirac, são de particular importâcia no estudo do grafeno, uma vez que

nesses pontos observa-se ausência de gap e uma dispersão eletrônica cônica incomum para

pequenos valores de |E|. Os vértices de três desses cones estão conectados pelos vetores

da rede rećıproca, por isso eles são equivalentes. Da mesma forma, os outros três cones
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Figura 9: Relação de dispersão eletrônica do grafeno. Direita: zoom nas bandas de energia
na região próxima ao ponto de Dirac [26].

também são equivalentes entre si. Cada vértice contribui com 1/3 de cone, por essa razão,

é comumente dito que dois desses seis cones não são equivalentes. Suas posições no espaço

rećıproco são dadas pelos vetores ~K e ~K ′ como segue:

~K =

(
2π

3a
,

2π

3
√

3a

)
, ~K ′ =

(
2π

3a
,
−2π

3
√

3a

)
. (2.14)

2.2 Modelo Cont́ınuo

O Hamiltoniano da Eq.(2.12) provém de uma abordagem microscópica e seus elemen-

tos dependem explicitamente do parâmetro de rede a. Como não estamos interessados em

nenhum efeito de borda e consideramos um arranjo infinito de átomos, podemos reduzir

o Hamiltoniano da Eq.(2.12) ao modelo cont́ınuo se considerarmos apenas a vizinhança

dos pontos K e K
′
. Os termos não nulos da matriz que representa o Hamiltoniano são

dados em termos de g(~k). Então , para obter uma forma aproximada desse operador na

vizinhança dos vales K e K
′

basta fazer uma expansão em série de Taylor de g(~k) em

torno desses pontos. Dessa forma, considerando apenas termos de primeira ordem, g(~k)

em torno de ~K ′ pode ser aproximado na forma:

g(δ~k) ≈ g( ~K ′) +
∂g

∂kx

∣∣∣
~k= ~K′ (kx −K

′
x) +

∂g

∂ky

∣∣∣
~k= ~K′ (ky −K

′
y) + O(δk2), (2.15)
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onde δ~k = ~k− ~K ′ . Depois de avaliar g(~k) e suas derivadas de primeira ordem no referido

ponto, obtém-se as seguinte expressões:

g(δ~k) ≈ 3a

2

(
−√3

2
+ i

1

2

)
k
′
x −

3a

2

(
−√3

2
+ i

1

2

)
ik

′
y, (2.16)

g(δ~k) ≈ 3a

2
(k

′
x − ik

′
y)e

i5π/6. (2.17)

A fase que aparece no lado direito da Eq.(2.17), representada pelo termo exponencial,

pode ser inclúıda no ket de estado sem nenhuma mudança na f́ısica do sistema, uma vez

que o quadrado da norma desse termo é um. Assim, o Hamiltoniano final que descreve

estados com vetor de onda no vale centrado em ~K ′ é dado por

Hk =

(
0 ~vF (k

′
x − ik

′
y)

~vF (k
′
x + ik

′
y) 0

)
, (2.18)

com ~vF = 3at/2. Esse é exatamente o Hamiltoniano de Dirac bidimensional para

férmions relativ́ısticos com termo de massa nulo e a velocidade da luz c substiúıda pela

velocidade de Fermi vF ≈ 1 × 106 m/s. Por esse motivo, é dito freqüentemente que os

elétrons no grafeno comportam-se como férmions relativ́ısticos sem massa. A Hamiltoni-

ano acima pode então ser escrito de uma forma mais concisa como

Hk = vF σ · p, (2.19)

onde as componentes σ = (σx, σy, σz) dadas pelas matrizes de Pauli. O grau de liberdade

de spin, descrito pelas matrizes de Pauli σi, é chamado de pseudospin para distingui-lo do

spin real do elétron que não está sendo considerado nessa abordagem. Se considerássemos

o outro vale centrado em ~K, encontraŕıamos o mesmo Hamiltoniano com ky → −ky.

Assim, a equação que descreve um elétron no grafeno, considerando a contribuição dos

dois vales, assume a seguinte forma:

(
vF σ · p 0

0 vF σ† · p

)
|Ψ〉 = E|Ψ〉, (2.20)

onde E = ±~vF k fornece o espectro de energias e |Ψ〉 = (ψK′ , ψK) = (ψ
′
A, ψ

′
B, ψB, ψA)T é

um espinor cujas as componentes ψA, ψ
′
A e ψB, ψ

′
B estão relacionadas, respectivamente,

com as amplitudes de probabilidade das subredes A e B. Na ausência de espalhamento

inter-vales os estados correspondentes aos vales ~K e ~K ′ são degenerados, de modo que

vamos trabalhar apenas com o Hamiltoniano bidimensional da Eq.(2.19).
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Uma quantidade importante a ser definida é helicidade ou quiralidade. O operador

associado a essa grandeza é definido como a projeção do operador momento ao longo do

pseudospin:

h =
1

2
σ · p

| p | . (2.21)

Fica claro da definição acima que [H,h] = 0, logo h é uma constante do movimento.

Decorre desse fato a razão pela qual dizemos que os portadores de carga no grafeno tem

uma natureza quiral, ou seja, a direção do movimento está intimamente relacionada com

a direção do pseudospin. Além disso, autoestados ψK′ e ψK também são autoestados de

h com autovalores ±1/2 para o vale K
′
e ∓1/2 para o vale K. Isso nos diz que elétrons

possuem quiralidade positiva (negativa) e buracos possuem quiralidade negativa (positiva)

no vale K
′
(K).

2.3 Método da Matriz de Transferência

Nosso objetivo nesta seção é desenvolver um método para resolver a Eq.(2.20). Vamos

considerar o grafeno com uma estrutura cristalina perfeita, sem nenhuma impureza ou

defeito. Então, de maneira a resolver o problema de uma forma mais geral, incluiremos

dois termos ao Hamiltoniano (2.19), de forma que a equação a ser resolvida assume a

forma:

(vF σ · p + mv2
F σz + U)|Ψ〉 = E|Ψ〉. (2.22)

O segundo termo da equação é um termo de massa, responsável pela introdução de um gap

no espectro de energia, que pode surgir devido a uma interação com o substrato [28] ou

acoplamento spin-orbita [25], enquanto o terceiro, representa um potencial eletrostático.

Seu único efeito é o deslocamento do ńıvel de energia de Fermi do sistema.

A equação (2.22) pode ser reescrita da seguinte forma

~ vF

( ∂

∂x
− i

∂

∂y

)
ψB = i(E − U −mv2

F )ψA, (2.23)

~ vF

( ∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
ψA = i(E − U + mv2

F )ψB. (2.24)

Para prosseguirmos precisamos de alguma informação sobre o potencial. Então, a partir

de agora consideraremos um potencial unidimensional U = U(x). Dessa forma, como
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Figura 10: Ilustração de como um potencial unidimensional pode ser aproximado por uma
seqüência de barreiras.

[H,py] = 0, podemos assumir ψA (B)(x, y) = eikyyφA (B)(x). Assim, o par equações difer-

enciais parciais acima torna-se o seguinte par de equações ordinárias acopladas:

dφB

dx
+ kyφB = i(ε− u(x)−∆)φA, (2.25)

dφA

dx
− kyφA = i(ε− u(x)−∆)φB, (2.26)

onde ε ≡ E/~ vF , u(x) ≡ U(x)/~ vF , ∆ ≡ mvF /~ . As equações acima podem ser

facilmente desacopladas. Fazendo isso para φA obtém-se que

d2φA

dx2
+

u
′

(ε− u + ∆)

dφA

dx
−

[
k2

y +
u
′
ky

(ε− u + ∆)
− (ε− u)2 + ∆2

]
φA = 0. (2.27)

A idéia desse método é aproximar um potencial unidimensional suave qualquer por uma

seqüência de barreiras de potencial constante [29][30][31]. Quão menor a largura dessas

barreiras e, portanto, maior o número de barreiras, melhor será a aproximação e, con-

seqüentemente, os resultados. A Fig. 10 ilustra o que foi dito acima. A região na qual

o método é aplicado é delimitada pelos pontos x1 e xn−1, onde n é o número de regiões

de potencial constante. Assume-se que para x ε [xj−1, xj] o potencial é uma constante

dada por U = Uj. Assim sendo, em uma determinada região j, u
′
j = 0, logo a Eq.(2.26)

reduz-se a
d2φj

A

dx2
+ α2

jφ
j
A = 0, (2.28)

com α2
j ≡

[
(ε − uj)

2 − k2
y −∆2

]
. A solução da Eq.(2.27) é bastante simples e assume a

forma

φj
A(x) = Aje

iαjx + Bje
−iαjx. (2.29)
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Encontrado φj
A, temos de (2.25) que

φj
B(x) = igj

−Aje
iαjx + igj

+Bje
−iαjx, (2.30)

onde gj
± = (ky ± iαj)/(ε− uj + ∆). Dessa forma, |Ψ〉 fica completamente determinado e

pode ser escrito na forma matricial como segue:

|Ψ〉 = eikyyGjMj

(
Aj

Bj

)
, (2.31)

onde

Gj =

(
1 1

igj
− igj

+

)
, Mj =

(
eiαjx 0

0 e−iαjx

)
. (2.32)

Aplicando a condição de continuidade da função de onda na interface x = xj entre as

regiões j e j + 1 obtém-se uma equação que relaciona os coeficientes dessas duas regiões

da seguinte forma:

(
Aj+1

Bj+1

)
= Nj+1(xj)

(
Aj

Bj

)
, (2.33)

com

Nj+1(xj) = M−1
j+1(xj)G

−1
j+1GjMj(xj) (2.34)

Nj+1(xj) =
i(uj+1 − ε−∆)

2αj+1

(
(gj+1

+ − gj
−)ei(αj−αj+1)xj (gj+1

+ − gj
+)e−i(αj+αj+1)xj

(gj
− − gj+1

− )ei(αj+αj+1)xj (gj
+ − gj+1

− )e−i(αj−αj+1)xj

)
.(2.35)

É importante notar que, ao contrário do caso da equação de Schrödinger, não podemos

assumir a continuidade da derivada espacial da função de onda. De fato, as derivadas de

ϕA e ϕB serão geralmente descont́ınuas.

Note que para uma incidência normal (ky = 0) de elétrons na interface entre as regiões

j e j + 1 de um potencial eletrostático no grafeno (∆ = 0), a matriz Nj+1(xj) reduz-se a

Nj+1(xj) =

(
0 e−i(|ε−uj |+|ε−uj+1|)xj

ei(|ε−uj |+|ε−uj+1|)xj 0

)
, (2.36)

indicando que o elétron se propaga com 100% de probabilidade de uma região para outra

(tunelamento de Klein), tendo sua função de onda alterada apenas por um fator de fase.
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Considerando que o potencial original foi aproximado por n regiões de potencial con-

stante, então aplica-se a condição de continuidade (n− 1) vezes nos pontos x1, · · · , xn−1

para obter a relação entre os coeficientes da primeira e última região como segue:

(
An

Bn

)
= N

(
A1

B1

)
, (2.37)

onde N = NnNn−1 · · ·N2 é a matriz de transferência. Feito isso, o problema fica reduzido

ao cálculo de um produtório de matrizes. Mostrar-se-á, nos caṕıtulos subseqüentes, que a

partir dos elementos da matriz de tranferência pode-se facilmente encontrar o espectro de

energia de estados confinados, bem com como a probabilidade de transmissão eletrônica.
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3 Poços Duplos em Grafeno

Estudaremos, nesse caṕıtulo, um sistema constitúıdo de dois poços quânticos acopla-

dos por meio de uma barreira de potencial. Apesar do tunelamento Klein tornar potenciais

eletrostáticos estruturas transparentes aos portadores no grafeno, existe a possibilidade

de confinar elétrons (buracos) em poços (barreiras) de potencial, desde que estes possuam

a componente ky 6= 0. Estamos interessados em investigar o comportamento de estados

confinados nesses poços bem como a forma do espectro de energia por eles formado. Na

verdade, pode-se dizer que tratamos com estados quase-confinados, já que os portadores

só estão confinados em uma direção. Além disso, calcularemos o coeficiente de transmissão

de elétrons incidentes nessa estrutura.

A Fig.11 ilustra como produzir experimentalmente barreiras de potencial em grafeno.

O perfil de potencial mostrado em b) deve-se basicamente às voltagens de porta inferior Vb

e superior Vt aplicadas a folha de grafeno. A voltagem Vb devida a camada de substrato

n + + Si define a densidade n1 de portadores na região 1, enquanto a votagem de porta

Vt define outra densidade n2 na região 2.

Figura 11: (a) Visão da seção transversal do dispositivo. (b) Perfil do potencial de elétrons
no grafeno produzido pelo dispositivo mostrado em (a). [32]
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3.1 Estados Confinados em Fios Quânticos

O comportamento da função de onda de portadores de carga no grafeno ao atravessar

uma região de potencial depende fortemente da sua direção de propagação. De acordo

com a Eq.(2.28), quando ∆ = 0, dois tipos de soluções são posśıveis dependendo do

sinal de (ε − uj)
2 − k2

y. Quando (ε − uj)
2 − k2

y > 0 nós temos estados propagantes, que

descrevem elétrons e buracos livres. No entanto, sempre que (ε − uj)
2 − k2

y < 0, nós

teremos a possibilidade de confinar elétrons para valores finitos de ky.

No caṕıtulo anterior foi mostrado que os coeficientes da função de onda da última

região do potencial An e Bn relacionam-se com os coeficientes da primeira região A1 e B1

através de uma matriz de transferência, de forma que

An = N11A1 + N12B1, (3.1)

Bn = N21A1 + N22B1. (3.2)

Como estamos interessados em estados ligados, precisamos, então, garantir que a função

de onda tenha um decaimento exponencial nas primeira e última regiões de potencial.

Tendo em mente as Eqs. (2.27) e (2.28), observa-se que essa condição é satisfeita quando

α1 e αn são números imaginários puros e A1 = Bn = 0. Olhando a Eq.(2.2) vemos que as

condições impostas acima implicam que

N22 = 0. (3.3)

Dessa forma, encontrar um estados confinados resume-se a encontrar os zeros da Eq.(2.3).

3.2 Transmissão

Tendo em vista a importância das propriedades de transporte de dispositivos eletrônicos

e que tais propriedades, como corrente e condutância, podem ser obtidas a partir do co-

eficiente de transmissão eletrônico, nosso objetivo, agora, é calcular a transmissão de

elétrons (E > ky) através da estrutura mostrada na Fig.12. Lembrando das Eqs. (2.27)

e (2.28), para que tenhamos estados propagantes vindos da esquerda para direita, pre-

cisamos que Bn = 0. Isso implica que B1/A1 = −N21/N22. O coeficiente de transmissão



3.3 Poço simples 33

é, por definição, T =| An/A1 |2. Então, de acordo com as Eqs. (3.1) e (3.2), temos que

T =

∣∣∣∣N11 + N12
B1

A1

∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣
detN

N22

∣∣∣∣
2

. (3.4)

Sempre que o potencial da primeira e última regiões forem iguais, como nesse caso, detN =

1 e, portanto,

T =

∣∣∣∣
1

N22

∣∣∣∣
2

. (3.5)

3.3 Poço simples

Vamos considerar, inicialmente, o caso de um poço simples simétrico de largura L0 e

profundidade U0, como mostrado na Fig. 12.

-100 -50 0 50 100

U(x)

x

L
0

U
0

i

ii

iii

Figura 12: Perfil de um poço simples simétrico de potencial de largura L0 e profundidade
U0.

A Fig. 13 mostra as energias correspondentes aos estados eletrônicos confinados em

um poço simétrico de potencial no grafeno como função da componente ky do vetor de

onda. As linhas pontilhadas delimitam o limite entre estados propagantes (elétrons para
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Figura 13: Espectro dos estados confinados em um poço simétrico de potencial de largura
L0 = 200 nm e profundidade U0 = −50 meV. (inserção superior) Amplitudes de proba-
bilidade correspondentes as subredes A e B para o estado destacado no gráfico principal.
(inserção inferior) Densidade de probabilidade do estado destacado no gráfico principal.

E> ~vF e buracos para E< −~vF ) e estados ligados de elétrons. Pode-se observar que,

para um dado par de parâmetros (U0,L0), o número de ramos, bem como o espaçamento

entre eles, depende do valor de ky. Para pequenos valores existe um cut-off (região I) que

surge devido a conversão de elétrons confinados na região do poço em buracos livres na

região da barreira. Para valores grandes de ky os ramos são aproximados por

E = ~vF

[(nπ

L

)2

+ k2
y

]1/2

, (3.6)

onde n é um número inteiro. Para um dado valor de ky a precisão dessa aproximação

melhora a medida que L cresce [33]. A diferença mais evidente do caso não-relativ́ıstico é

a própria dependência na componente y do momento. Além disso, nota-se uma tendência

dos ramos em interceptar a linha que separa os estados confinados da região cont́ınua,

revelando a possibilidade da conversão de estados de elétrons e buracos livres em estados

eletrônicos confinados por um pequeno aumento no valor de ky. A inserção superior da

Fig. 13 mostra as amplitudes de probabilidade associadas com as subredes A e B do
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estado com coordenadas ky = 0, 03 nm−1 e E= 0, 15 meV, enquanto a inserção inferior

mostra o comportamento da densidade de probabilidade desse mesmo estado. Pode-se

notar uma descontinuidade nas derivadas das amplitudes de probabilidade associadas às

subredes A e B em x = 100 nm e x = −100 nm, respectivamente. Além disso, existe

um diferença de fase entre ϕA e ϕB que induz uma espécie de ”polarização de subrede”na

região de potencial não-nulo.
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Figura 14: (a)Gráfico de contorno do coeficiente de transmissão para elétrons com energia
E> 0 incidentes em um poço de potencial com largura L0 = 200 nm e profundidade
U0 = −50 meV. (b) Transmissão para valores fixos de ky. A curva verde corresponde a
ky = 0, 15 nm−1 e a curva preta para ky = 0.

A Fig.14(a) mostra o gráfico de contorno para o coeficiente de transmissão de um

elétron com energia E> 0 como função de kx =
√

(ε− u0)2 − k2
y e ky. Esse resultado

revela uma dependência na direção com que o elétron incide na região do poço, exibindo

transmissão perfeita para uma grande variedade de direções, inclusive para o caso de

incidência normal ky = 0, comportamento que o distingui do caso não-relativ́ıstico. Para

pequenos valores de kx observa-se uma seqüência de picos de transmissão perfeita. Na

Fig.14(b) temos as curvas da transmissão em função de kx para ky = 0, 15 nm−1 e ky = 0,

correspondentes ao gráfico em (a).

3.4 Poço duplo

Devido à simetria entre elétrons e buracos no grafeno em torno de E= 0, uma estrutura

que funciona como uma barreira de potencial para elétrons será um poço de potencial para

buracos. Por isso, consideraremos agora o sistema formado por poços duplos simétricos.
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Como mostrado na Fig. 15, o primeiro poço tem largura L1 e profundidade U1, enquanto

o segundo poço tem largura L3 e profundidade U3 e está separado do primeiro por uma

barreira de largura L2 e altura U2.

Figura 15: Perfil do potencial. Dois poços com potencial U1 e U3, larguras L1 e L3

separados por uma barreira com potencial U2 e largura L2.

A Fig. 16 mostra o espectro de estados confinados em poços duplos simétricos de

largura 50 nm e profundidade 100 meV separados por uma barreira de altura 100 meV.

Verifica-se, para U2 > 0, o aparecimento de novos ramos associados a estados de buracos

confinados na região da barreira, já que ∂E/∂ky < 0. Na região II do gráfico, entre ky = 0

e ky = (U2 − min[U1, U3])/2~vF ≈ 0, 185 nm−1, observa-se vários anti-cruzamentos de

ramos, devido a uma superposição de estados de elétrons e buracos, o que torna esses

ramos quase horizontais, indicando uma velocidade de grupo aproximadamente nula. No

lado direito da Fig.16 é mostrado o comportamento da densidade de probabilidade do

estados destacados no espectro de energia. O número de picos nas regiões de poços e

barreira indicam quais os ramos que contribuem para a formação desses novos estados.

A altura desses picos depende da posição na qual esses estados encontram-se no espectro

de energia. Para estados cujas energias encontram-se na porção do ramo em ∂E/∂ky < 0,

temos picos mais elevados na região da barreira, enquanto que nas porções do ramo em

que ∂E/∂ky > 0 a densidade de probabilidade apresenta picos mais elevados no interior

dos poços. Nota-se que ∂E/∂ky ≈ 0 para valores muito pequenos de ky de forma que a

altura dos picos tende a ser uniforme.

Na Fig.17 temos as energias de estados confinados em função da altura U2 da bar-

reira central para um valor fixo de ky = 0, 13 nm−1. Pode-se notar a presença de dois

tipos de estados: estados eletrônicos, pertencentes aos ramos quase horizontais que sofrem
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pouqúıssima influência com o acréscimo de U0 e estados de buracos que começam a apare-

cer para valores de U0 > 25 meV e são fortemente dependentes da altura da barreira.
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Figura 16: Estados confinados em poços duplos simétricos de potencial acoplados por
uma barreira. Os parâmetros são L1 =L2 =L3 = 50 nm, U1 =U3 = −100 meV e U2 = 100
meV. (Direita) Densidade de probabilidade dos estados destacados no gráfico principal.

A Fig. 18 mostra o espectro para o caso em que U2 = 0 e a separação entre os poços é

de apenas 20 nm, o que causa uma quebra de degenerescência dos estados para pequenos

valores de ky, já que para pequenos valores de vetor de onda a função de onda decai mais

lentamente na região das barreiras, causando a superposição entres estados dos dois poços.

As inserções nessa figura mostram a o comportamento da densidade de probabilidade dos

estados destacados no espectro de energia, revelando que cada um dos dois estados, com

mesmo vetor de onda e provenientes do mesmo ramo, está levemente mais localizado em

um dos poços.

Finalmente, na Fig. 19, temos o espectro de poços assimétricos, o primeiro com

profundidade 100 meV e o segundo com, 50 meV. Observa-se uma superposição de estados

na região entre E= ~vF ky e E= ~vF ky + min[U1, U3], ocasionando uma repulsão entre os
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ramos nessa região, como é mostrado na inserção feita nesse gráfico. Caso considerássemos

a distância entre os poços consideravelmente grande, os ramos correspondentes a cada um

dos poços iriam apenas se sobrepor, sem causar nenhuma influência um sobre o outro.

O lado direito da Fig. 19 mostra o comportamento da densidade de probabilidade dos

estados assinalados. Em laranja, está mostrado o comportamento de um estado do terceiro

ramo do primeiro poço. A medida que se caminha nesse ramo na direção negativa de ky

ocorre uma interferência desse ramo com o primeiro ramo do segundo poço, como indica

o gráfico de cor verde. Para valores ainda menores de ky, nota-se uma transferência do

estado do segundo poço para o primeiro posso, indicado por um pico na densidade de

probabilidade em roxo.
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Figura 17: Energia de estados confinados em poços duplos simétricos de potencial em
função da altura da barreira cental. Os parâmetros são L1 =L2 =L3 = 50 nm, U1 =U3 =
−100 meV e ky = 0.13 nm−1.
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Figura 18: Estados confinados em poços duplos simétricos de potencial. Os parâmetros
são L1 =L3 = 50 nm, L2 = 20 nm U1 =U3 = −100 meV e U2 = 0. (inserções) Densidades
de probabilidade dos estados destacados no gráfico principal.

As Figs. 20, 21 e 22 mostram o gráfico de contorno do coeficiente de transmissão

de elétrons com E> 0, bem como curvas de transmissão para valores fixos de ky. Os

parâmetros do potencial correspondentes a esses gráficos são os mesmos das Figs. 16, 18

e 19, respectivamente. Assim como no caso de barreiras simples [22] e duplas [34], os

resultados apresentam uma forte dependência direcional. Nota-se que o gráfico da Fig.17

claramente distingui-se dos dois últimos devido a presença de um vale na transmissão

para quase todos os valores de ky, com exceção do caso de incidência normal, enquanto

as Figs.18 e 19 exibem transmissão perfeita para um muitas direções de incidência.
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Figura 19: Estados confinados em poços duplos assimétricos de potencial. Os parâmetros
são L1 =L3 = 50 nm, L2 = 20 nm U1 = −100 meV, U2 = 0, U3 = −50 meV. (inserção)
Amplificação da região demarcada no gráfico principal. (Direita) Comportamento da
densidade de probabilidade dos estados destacados no gráfico principal.
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Figura 20: (Esquerda) Gráfico de contorno do coeficiente de transmissão para elétrons
com energia E> 0 incidentes em poços duplos de grafeno com U1 =U3 = −100 meV,
U2 = 100 meV e L1 =L2 =L3 = 50 nm. (Direita) Transmissão para valores fixos de ky.
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(a) (b)

Figura 21: O mesmo da Fig. 17, mas com U1 =U3 = −100 meV, U2 = 0 meV, L1 =L3 =
50 nm, L2 = 20 nm.

(a)
(b)

Figura 22: O mesmo da Fig. 17, mas com U1 = −100 meV, U2 = 0 meV, U3 = −50 meV,
L1 =L3 = 50 nm, L2 = 20 nm.
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4 Super-redes finitas em grafeno

Em 1969, Esaki e Tsu propuseram o primeiro estudo sobre estruturas quânticas con-

sistindo de múltiplas barreiras formadas por heterojunções de materiais semicondutores

[37][38][39], as chamadas super-redes. Posteriormente, o advento de técnicas de cresci-

mento de cristais, como crescimento epitaxial por feixe molecular (MBE) na década de

1970, possibilitou a fabricação de heteroestruturas semicondutoras de alta qualidade e,

conseqüentemente, levou a uma grande quantidade de estudos nessa área.

Assim como no caso de barreiras simples e duplas, uma super-rede pode ser produzida

em grafeno através da deposição de eletrodos sobre a folha de grafeno ou, alternativamente,

utilizado-se substratos estruturados. O método experimental pode ser baseado numa

extensão da técnica utilizada em [32]. Tais estruturas foram objeto de estudo recente

em [40], onde são apresentados resultados da dispersão para uma super-rede periódica

unidimensional em grafeno, bem como a transmissão para um número finito de barreiras.

Neste caṕıtulo estudaremos super-redes em grafeno, consistindo de um seqüência de Nc

barreiras de potencial. Na primeira seção, será considerada uma super-rede desordenada,

onde a largura das barreiras varia aleatoriamente em torno de um valor médio. A desordem

é controlada por uma parâmetro δ que quando feito igual a zero retorna ao caso periódico.

Na segunda seção, vamos considerar um potencial que não é periódico, mas também não

é desordenado. Especificamente, vamos utilizar um potencial descrito por uma seqüência

de Fibonacci. Em ambos os casos calcularemos o coeficiente de transmissão bem como a

condutância do sistema em função de alguns parâmetros do potencial.

4.1 Super-redes desordenadas

Um aspecto relevante das super-redes nesse caso, é o fato de que as técnicas utilizadas

para sua obtenção podem levar a uma pequena incerteza na largura das regiões onde os

gates são depositados, dando origem a uma espécie desordem na estrutura das super-
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redes. Por esse motivo, neste caṕıtulo vamos considerar uma super-rede desordenada

representada por uma sequência de Nc barreiras de potencial. Por desordenado queremos

dizer que o perfil de potencial produzido por essa estrutura possui algum parâmetro que

varia aleatoriamente entre os śıtios. No modelo considerado, a direção de crescimento da

super-rede é designada pelo eixo x e, de forma que possamos desprezar os efeitos de borda,

assume-se que as larguras das folhas de grafeno são muito maiores que dB. As barreiras

possuem altura U0, largura dB e estão separadas por poços de largura dW , como mostrado

na Fig. 21. O parâmetro escolhido para introduzir desordem no sistema foi a largura dB

da barreira. A largura da i-ésima barreira é definida como dBi
= dBmédio

(1 + δξi), onde

−1 ≤ ξi ≤ 1 é um número aleatório e δ é o parâmetro que determina a força da desordem,

ou seja, fornece o intervalo no qual a largura da barreira pode variar em torno de seu

valor médio.

Figura 23: Perfil do potencial gerado pela super-rede. U0 define a altura das barreiras,
dW a largura dos poços e dB a largura das barreiras.

Para melhor analisarmos o efeito causado pela introdução da desordem no sistema,

vamos definir o conjunto de números ξi não como uma seqüência completamente aleatória

de números, mas sim como uma seqüência de números correlacionados por um parâmetro

χ, chamado coeficiente de correlação. Os números ξi são gerados como segue:

ξi = 2
√

χξ2
0 + (1− χ)ξ2 − 1, (4.1)



4.1 Super-redes desordenadas 44

onde −1 ≤ ξ0 ≤ 1 é um número aleatório sorteado a cada realização e −1 ≤ ξ ≤ 1 é um

novo número aleatório sorteado na definição da largura de cada barreira. Dessa forma,

quando χ = 0 temos uma super-rede totalmente aleatória , enquanto para χ = 1 temos

uma super-rede periódica com dBi
= dBmédio

(1 + δξ0) = cte.

Sempre que não especificado, todos os resultados numéricos apresentados nessa seção

correspondem a médias feitas sobre 1000 realizações. Os valores numéricos escolhidos

para os parâmetros dW , dBmédio
, U0 e Nc são, respectivamente, 10 nm, 50 nm, 200 meV e

100. Além disso, assumimos que a energia dos elétrons incidentes é igual a 83 meV.

A Fig. 24 mostra um gráfico do incremento na largura de cada barreira para vários

valores do coeficiente de correlação. Nota-se que a medida que essa correlação aumenta

existe uma tendência das larguras das barreiras assumirem alguns valores ”preferidos”.

Isso implica na diminuição do caráter aleatório do potencial.

0 20 40 60 80 100
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

0 20 40 60 80 100
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

0 20 40 60 80 100
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

0 20 40 60 80 100
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5i

 = 0

B

i

 = 0.2

In
cr

em
en

to
 n

a 
la

rg
ur

a 
da

s 
ba

rr
ei

ra
s 

i

= 0.5

B

i

 = 0.8

Figura 24: Média do incremento na largura de cada barreira para um valor de δ = 0, 9
para diferentes valores do coeficiente de correlação χ.
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Estamos interessados em observar o efeito de um potencial aleatório no coeficiente de

transmissão e na condutância de elétrons incidindo nessa estrutura. Os cálculos numéricos

para a transmissão são realizados usando o método de matrizes de transferência já apre-

sentado anteriormente. Uma vez calculado o coeficiente de transmissão, a condutividade

do sistema pode ser calculado usando a fórmula de Buttiker [41]

G = G0

∫ π/2

−π/2

T (E, ϕ) cos ϕdϕ, (4.2)

onde G0 = ε
π

(
e2

h

)
e ϕ = arctan ky

E
.

A Fig. 25 mostra a dependência angular do coeficiente de transmissão para vários

valores de desordem δ. A curva em preto representa o caso em que δ = 0, ou seja, temos

uma super-rede periódica. Podemos ver que o efeito da desordem é destruir as bandas

de transmissão em torno de ϕ = −π/4 e ϕ = π/4, de forma que somente elétrons com

incidência próxima da normal são transmitidos. Note, no entanto, que o aumento de δ,

nesse caso, tende alargar as curvas de transmissão, de forma a aumentar o números de

ângulos em que pode ocorrer transmissão.
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Figura 25: Coeficiente de transmissão em função do ângulo de elétrons incidentes na
estrutura com E = 83 meV e valores de desordem δ = 0, 0.05, 0.1 e 0.2. Em todos os
casos χ = 0.
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Para averiguar de fato como o aumento de δ afeta a transmissão de elétrons na Fig.23,

vamos introduzir uma medida da contribuição do coeficiente de transmissão para cada

direção de incidência de portadores, a qual atribuiremos o nome de razão de participação,

em analogia com trabalhos anteriores que investigaram a distribuição de modos de vi-

bração em [44] e em estudo de localização de Anderson [45]. Essa função é definida como

α =
1

Nϕ

(
Nϕ∑
i=1

|T (ϕi)|
)2

Nϕ∑
i=1

|T (ϕi)|2
, (4.3)

onde T (ϕi) é o coeficiente de transmissão para um dado ângulo ϕi e Nϕ = 2001 é número

de ângulos considerados, ou seja, o número de pontos em uma dada curva do coeficiente

de transmissão. A grandeza 1/Nϕ ≤ α ≤ 1 nos dá uma indicação do número de ângulos

que participa na transmissão eletrônica. Como um simples exemplo, imagine que todos

os ângulos contribuam da mesma forma, ou seja, T (ϕi) = T = cte, então α = 1. No caso

oposto, quando somente um ângulo contribue para a transmissão, temos que α = 1/Nϕ.

A Fig. 26 apresenta o gráfico da razão de participação α em função grau de desordem

δ para E = 83 meV e U0 = 200 meV. Nota-se que α decresce rapidamente no intervalo

entre δ = 0 e δ = 0.05, onde atinge seu valor mı́nimo. Esse comportamento nos diz

que o aumento da desordem nesse intervalo diminui o número de ângulos em que pode

haver transmissão, ratificando que a introdução da desordem, por menor que seja, tende a

destruir as bandas de transmissão laterais. A partir desse ponto, observa-se que α tem um

comportamento oscilatório amortecido a medida que δ aumenta. Esse resultado mostra

que o efeito do aumento da desordem no sistema depende do intervalo no qual variamos

essa desordem. Dessa forma, também é posśıvel aumentar a transmissão de elétrons com

o aumento de δ, ao contrário do que foi sugerido em [43].

Na Fig. 27 temos o coeficiente de transmissão para elétrons incidentes com energia

E = 10 meV. A altura das barreiras, nesse caso, é U0 = 100 meV. Assim como na Fig.

25 a introdução de uma aleatoriedade no potencial tende a remover todos os picos de
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Figura 26: gráfico da razão de participação em função do grau de desordem δ para E = 83
meV e U0 = 200 meV.

transmissão unitária, exceto o pico em torno de ϕ = 0. No entanto, para essa combinação

entre a energia do elétron e a altura das barreiras existe probabilidade de transmissão para

todos os ângulos de incidência e, diferentemente do caso anterior, a partir de δ = 0, 01

o aumento de δ tende a estreitar a curva de transmissão, diminuindo a probabilidade de

transmissão para todas as direções de incidência com exceção de incidências com ϕ em

torno de 0.

A Fig. 28 mostra o gráfico da razão de participação α em função grau de desordem

δ para E = 10 meV e U0 = 100 meV. Diferentemente da Fig. 26, a razão de participação

nesse caso apresenta um leve crescimento para valores muito pequenos de δ. Esse com-

portamento pode ser explicado com o aux́ılio do gráfico anterior. Note que a introdução

de uma desordem muito pequena, nesse caso δ = 0.01, diminui consideravelmente a altura

dos picos de transmissão laterais, em contrapartida a altura dos mı́nimos aumenta e, em

adição, para |ϕ| > 75, 5◦ a probabilidade de transmissão é superior ao caso periódico, pro-

duzindo assim um leve crescimento da razão de participação α. Para δ > 0.01 observa-se

que α decresce até atingir seu valor mı́nimo em δ = 0.27. A partir desse ponto a razão de

participação exibe um comportamento oscilatório semelhante ao encontrado na Fig. 26.
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Figura 27: O mesmo da Fig.25 para E = 10 meV e U0 = 100 meV.

Até agora não consideramos nenhum caso em que existe uma correlação entre a largura

das barreiras. Para observar o efeito da introdução da correlação no sistema vamos fixar

uma valor de δ e calcular a transmissão para diferentes valores de χ. O gráfico da Fig. 29

mostra curvas da dependência angular do coeficiente de transmissão para uma desordem

fixa δ = 0, 2 e coeficiente de correlação χ = 0; 0, 2; 0, 5; 0, 8. A energia dos elétrons é

E = 83 meV e a altura das barreiras é U0 = 200 meV. Observa-se que nesse caso que

a introdução da correlação só causa efeitos significativos para χ = 0.8, produzindo um

significativo aumento na transmissão para 10◦ < |ϕ| < 30◦.

De forma análoga ao que fizemos anteriormente, vamos calcular agora a razão de

participação em função do coeficiente de correlação para δ = 0, 2. O gráfico da Fig. 30

mostra o caso em que E = 83 meV e U0 = 200 eV. Nota-se que, para esses parâmetros, o

aumento da correlação até χ = 0, 5 pouco influência o número de ângulos que participam

da transmissão. No entanto, a partir desse valor observa-se um rápido crescimento de α,

indicando um alargamento na curva da transmissão.
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Figura 28: gráfico da razão de participação em função do grau de desordem δ para E = 10
meV e U0 = 100 meV.

Na Fig. 31 apresentamos o mesmo tipo de resultado da figura anterior, mas agora

a energia é E = 10 meV e a altura das barreiras é U0 = 100 meV. Para essa energia o

efeito da introdução de correlação é bem mais significativo do que no caso anterior. O

introdução e o aumento do coeficiente χ eleva a probabilidade de transmissão para todos

os ângulos de incidência.

No gráfico da Fig. 32 temos α em função de χ para E = 10 meV e U0 = 100 meV.

Diferentemente do caso anterior, a introdução e o aumento cont́ınuo da correlação alteram

de forma significativa o intervalo de ângulos que participam na transmissão.

Agora estamos interessados em saber como a condutância é afetada pela introdução

da desordem no potencial. Calculamos então a condutância em função da altura das

barreiras de potencial para vários valores de desordem. A Fig. 33 mostra o caso em que

E = 83 meV, enquanto na Fig. 34, E = 10 meV. Em ambos os casos o aumento de δ

diminui a condutância de uma forma geral. No entanto, para alguns valores espećıficos

de U0 é posśıvel que um sistema desordenado apresente condutância superior ao caso

periódico.
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Figura 29: Coeficiente de transmissão em função do ângulo para um desordem fixa δ =
0, 2. A energia dos elétrons incidentes na estrutura é E = 83 meV e os valores do
coeficiente de correlação são χ = 0; 0, 2; 0, 5 e 0, 8.

4.2 Estruturas Quase-periódicas

A descoberta de uma nova classe de materiais, os chamados quase-cristais, no ano de

1984 [46][47] causou grande surpresa no meio acadêmico. Até então apenas duas classes

de estruturas sólidas eram conhecidos: sólidos cristalinos, estruturas altamente ordenadas

que exibem simetrias translacional e orientacional caracterizadas pela repetição periódica

de células unitárias idênticas; e sólidos amorfos, que não apresentam ordem estrutural. Os

quase-cristais seriam então uma fase intermediária entre sólidos amorfos e cristalinos, uma

vez que apresentam uma ordem orientacional, mas não são invariantes sob translação.

4.2.1 Super-rede quase-periódica de Fibonacci

Vimos como elétrons são transmitidos através de estruturas periódicas e desorde-

nadas. Nessa seção vamos investigar como se dá o transporte através de estruturas quase-

periódicas [48]. Para isso vamos considerar uma super-rede de Fibonacci, que pode ser

vista como um protótipo de um quase-cristal unidimensional.
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Figura 30: gráfico da razão de participação em função do coeficiente de correlação χ para
δ = 0, 2, E = 83 meV e U0 = 200 meV.

A Fig. 35 representa a super-rede em questão. A região rotulada com A indica

uma região U0 = 0 e o rótulo B representa a junção de três regiões, formando uma

barreira de potencial com U0 > 0. A estrutura é então constrúıda da seguinte maneira: a

primeira região é definida como sendo tipo A, o que chamaremos de série S0, enquanto a

segunda região é definida como B, o que chamaremos de S1, a partir desse ponto as séries

subseqüentes serão definidas por Sm = Sm−1Sm−2.

As figuras 36 e 37 mostram o comportamento da dependência angular do coeficiente

de transmissão para estruturas de Fibonacci que vão, respectivamente, da série de número

5 até a série 12. Os valores numéricos considerados são: energia dos elétrons E = 50 meV,

altura das barreiras U0 = 100 meV, largura das barreiras db = 50 nm e largura dos poços

dw = 10 nm. Percebe-se o desdobramento dos picos laterais em torno de ϕ = ±50◦ devido

aos efeitos de ressonância a medida que aumentamos a geração, bem como o estreitamento

do pico central, a partir da geração S8, com o aparecimento de novos picos em torno de

ϕ = ±25◦.

Na Fig. 38 temos o coeficiente de transmissão versus a energia dos portadores. Em

(a), (b), (c), (d), (e) e (f) temos resultados para as gerações S5, S8, S11, S6, S9 e S12,
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Figura 31: O mesmo da Fig. 29 para E = 10 meV e U0 = 100 meV.

respectivamente. Note a mudança de escala entre as gerações. A medida que aumentamos

a geração a escala na energia é reduzida de forma que o aspecto visual da transmissão é

inalterada. Isso nos permite visualizar o caráter auto-similar da transmissão, mostrando

que as gerações S5, S8 e S11 apresentam auto-similaridade, assim como as gerações S6, S9

e S12.
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Figura 32: gráfico da razão de participação em função do coeficiente de correlação χ para
δ = 0, 2, E = 10 meV e U0 = 100 meV.
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Figura 33: O mesmo da Fig. 31 para E = 10 meV.
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Figura 34: Condutância de elétrons com E = 83 meV em função da altura das barreiras
de potencial U0 para vários valores de desordem. Em todas as curvas χ = 0.
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Figura 35: Esquema de formação para uma super-rede quase-periódica de Fibonacci.
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Figura 36: Dependência angular da transmissão eletrônica através de uma super-rede de
Fibonacci para as gerações: (a)S5, (b)S6, (c)S7 e (d)S8.
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Figura 37: Dependência angular da transmissão eletrônica através de uma super-rede de
Fibonacci para as gerações: (a)S9, (b)S10, (c)S11 e (d)S12.
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Figura 38: Coeficiente de transmissão em função da energia dos portadores para um
ky = 0.01 nm−1 fixo. (a)S5, (b)S8, (c) S11, (d)S6(e)S9, (f)S12.



58

5 Conclusões e perspectivas

Apresentou-se, nesse trabalho, alguma das propriedades fundamentais do grafeno,

assim como resultados para o comportamento de seus portadores de carga quando sub-

metidos a potenciais unidimensionais.

No caṕıtulo 2, foi mostrado o motivo pelo qual é habitual dizer que elétrons no grafeno

comportam-se como férmions relativ́ısticos de massa zero, justificando assim o tratamento

feito a partir da equação de Dirac. Ainda no segundo caṕıtulo foi apresentado o método

da matriz de transferência utilizado na obtenção dos resultados numéricos desse trabalho.

Pôde-se verificar facilmente a partir da forma da matriz de transferência que elétrons inci-

dentes de forma normal em uma barreira de potencial são transmitidos com probabilidade

um (paradoxo de Klein) e adquirem apenas um fator de fase na suas respectivas funções

de onda.

No caṕıtulo 3, mostrou-se que a despeito do paradoxo de Klein pode-se obter esta-

dos quase confinados em poços quânticos em grafeno. A relação de dispersão eletrônica

para esses estados possui uma dependência na componente do vetor de onda paralela a

barreira e apresenta ramos aproximadamente hiperbólicos, o que torna posśıvel, no caso

de poços duplos assimétricos, a existência de cruzamentos e anti-cruzamentos entre os

ramos. Observou-se, para U2 6= 0, o aparecimento de estados confinados de buracos, bem

como uma região onde estados de elétrons e buracos estão superpostos, indicando uma

velocidade de grupo aproximadamente nula. No final desse mesmo caṕıtulo foram apre-

sentados resultados para a transmissão eletrônica através dos poços duplos considerados

na seção anterior, onde pôde-se observar uma transmissão perfeita para incidências em

torno da normal.

O caṕıtulo 4 foi dedicado ao estudo de transporte eletrônico através de super-redes

desordenadas e quase-periódicas. No primeiro caso, verificou-se que a introdução da des-

ordem por menor que seja tende a destruir os picos de transmissão laterais caracteŕısticos

no caso da super-rede periódica. Além disso, foram apresentados resultados para a razão
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de participação α do coeficiente de transmissão em função do grau de desordem δ, rev-

elando um decaimento inicial rápido e um comportamento oscilatório posterior. Ainda

no caso de super-redes desordenadas, calculou-se a condutância do sistema em função da

altura das barreiras de potencial para vários valores de desordem. De uma forma geral,

a desordem tende a diminuir a condução eletrônica, exceto para valores espećıficos de

potencial. Finalmente, para o caso de super-redes quase-periódicas de Fibonacci, foram

apresentados resultados para a dependência angular da transmissão eletrônica através das

gerações 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11 e 12. Observou-se, nos gráficos de transmissão versus energia

dos portadores, que as gerações 5, 8 e 11 bem como as gerações 6, 9 e 12 apresentam um

comportamento auto-similar.

Como perspectivas para trabalhos futuros, pretendemos estudar como as propriedades

de transporte aqui apresentadas são alteradas pela introdução de um campo magnético

[49]. Além disso, gostaŕıamos de estudar outros tipos de desordem, tais como desordens

estruturais causadas pela introdução de impurezas na amostra de grafeno. Nesse caso,

torna-se necessária a utilização de um modelo microscópico, como o tight-binding, para

se descrever corretamente o efeito das interações de curto alcance das impurezas.
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