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“The world ain’t all sunshine and rainbows.

It’s a very mean and nasty place and I don’t care how tough you are

it will beat you to your knees and keep you there permanently if you let it.

You, me, or nobody is gonna hit as hard as life. But it ain’t about how hard you hit.
It’s about how hard you can get hit and keep moving forward.

How much you can take and keep moving forward. That’s how winning is done!
Now if you know what you’re worth then go out and get what you’re worth.

But you gotta be willing to take the hits, and not pointing fingers saying

you ain’t where you wanna be because of him, or her, or anybody!

Cowards do that and that ain’t you! You're better than that!”

Rocky Balboa



Resumo

Nesse trabalho calculamos o espectro préximo dos pontos K e K’ da primeira zona de
Brillouin em uma bicamada de grafeno para um tipo particular de confinamento, conhecido
como confinamento topoldgico, o qual € obtido aplicando-se um potencial eletrostatico sobre
a bicamada de forma que este muda de sinal na regido de confinamento (potencial kink). Para
isso, partimos do modelo tight-binding e deduzimos a “equagdo de Dirac” que descreve os
portadores de carga préximo dos pontos K e K'.

Finalmente resolvemos a “equacdo de Dirac” para sistemas nos quais a mudanga de sinal
se da na direcdo radial. Primeiramente tratamos com um sistema em que o potencial apenas
muda uma unica vez de sinal dando origem a um anel quantico. Em seguida tratamos com
outro sistema no qual o potencial muda de sinal duas vezes o que gera dois anéis quanticos
concéntricos. Mostramos que para potenciais com kink abrupto a equacdo de Dirac pode ser
resolvida analiticamente e mostramos como o espectro de energia comportam-se em fun¢do dos
parametros que definem o potencial. Incluimos efeitos de um kink gradual utilizando cdalculos
numéricos e mostramos os efeitos adicionados pelo mesmo. Nossos resultados mostram ser
possivel o confinamento espacial dos portadores de carga em tais sistemas e sdo coerente com
resultados da literatura.



Abstract

In this work we calculated the energy levels around the K and the K’ points of the first
Brillouin zone in a bilayer graphene when a electrostatic bias is applied between the layers,
such that the sign of the confining potential changes across a channel. Such potencial is known
as topological confinement. Starting of tight-binding description of graphene, we derived the
“Dirac equation” which governs the behavior of charge carriers around the K and K’ points.

We solved the “Dirac equation” with the potential bias applied changing along the radial
direction. Firstly, we considered that the potential bias changes its sign once. That forms a
quantum ring. Secondly, we considered that the potential bias changes its sign twice. That
forms two quantum rings concentric. We show that for potential step kink the Dirac equation
can be solved analytically. For each potential we show how the energy levels depend of the
potential parameters. We include the effect of a smooth kink using numerical methods and we
show how the energy levels change. Our results show that it’s possible to confine the charge
carriers in such potentials and are in agreement with the literature ones.
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1 Introducado

E um fato bem conhecido que o carbono é uma das matérias-prima para a vida e é base para
toda a quimica organica — o seu pequeno raio atobmico permite-lhe formar grandes cadeias com
a complexidade necessdria para gerar a vida como a conhecemos. Porém, nos ultimos vinte
e cinco anos uma nova promessa surgiu a partir da descoberta de novas formas alotrépicas do
carbono. Além da grafite e do diamante observou-se inumeras estruturas baseadas em carbono
que exibem propriedades fisicas singulares possibilitando um vasto nimero de aplicagdes tec-
noldgicas, algumas ja no mercado. Essas propriedades fisicas sdo, em grande parte, devido a
dimensionalidade efetiva dessas estruturas as quais podem ser caracterizadas como estruturas
desde 0D, até 3D. Tal diversidade, por sua vez, decorre da flexibilidade das ligacdes quimicas

em sistemas baseados em carbono [1].

Figura 1.1: Formas alotrépicas do carbono. No canto superior esquerdo, uma folha de grafeno;
no sentido hordrio grafite (multiplas folhas de grafeno), fulereno e nanotubo de carbono.

O interesse no estudo das formas alotrépicas do carbono recebeu um grande impulso a par-
tir da década de 1980, quando os fulerenos foram descobertos e fabricados [2]. O componente

mais famoso dessa familia € o Cg, uma molécula formada por 60 atomos de carbono em uma
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estrutura semelhante a de uma bola de futebol (ver Figura 1.1). Do ponto de vista fisico, os
fulerenos podem ser descritos como estruturas efetivamente 0-dimensionais (0D) e portanto
possuem estados com niveis de energia discretos. A quimica dos fulerenos continua uma area
bastante ativa, por exemplo, possiveis aplicagdes em nanotecnologia e nanotribologia! tém sido
consideradas [3]. Em 1996 H. W. Kroto, R. E. Curl e R. E. Smalley foram agraciados com
Prémio Nobel de Quimica pela descoberta dos fulerenos. Na década 1990, observou-se a ex-
isténcia de estruturas tubulares constituidas apenas de carbono, chamadas de nanotubos de car-
bono [4]. Nanotubos de carbonos, estruturas efetivamente unidimensionais (1D), sdo dotados
de propriedades excepcionais, por exemplo, dependendo da disposicao dos dtomos de carbono,
podem ser metais ou semicondutores. Suas propriedades eletronicas, mecanicas e de transporte
de calor tém atraido a aten¢do dos pesquisadores para possiveis aplicagdes em microeletronica
e em engenharia [5]. Finalmente em 2004 produziu-se a que talvez seja a mais promissora das
estruturas aqui citadas: o grafeno [6]. O grafeno € constituido por d&tomos de carbono dispostos
em uma rede planar - portanto uma estrutura efetivamente 2D, do tipo favo-de-mel formada
por hexdgonos justapostos, onde cada atomo ocupa um vértice do hexdgono. Andre Geim e
Konstantin Novoselov em colaboracdo com pesquisadores da Universidade de Manchester e
do Institute for Microelectronics Technology em Chernogolovka, Russia, foram os primeiros a
sintetizar o grafeno em laboratério e foram agraciados com o Prémio Nobel de Fisica de 2010

por “experiéncias inovadoras quanto ao material bidimensional grafeno”.

1.1 Grafeno

Através do grafeno podemos entender as propriedades eletronicas de outras formas alotrépicas
do carbono, por isso o grafeno ja vém sido estudado teoricamente desde 1946. A grafite - uma
estrutura 3D - nada mais € do que varias folhas de grafeno ligadas entre si por fracas ligacdes
de Van-der-Waals (dai sua propriedade de lubrificador), portanto quando escrevemos com um
lapis em uma folha de papel, deixamos um grande nimero de camadas de grafeno depositadas
na folha e ao retirar algumas camadas (passando uma borracha por exemplo) é possivel que
exista uma regido com uma unica camada. O nanotubo de carbono € tratado teoricamente como
uma folha de grafeno enrolada e os fulerenos podem ser obtidos adicionando-se pentagonos
a estrutura do grafeno gerando uma curvatura positiva na estrutura. Foi P. R. Wallace quem
primeiro escreveu a estrutura de banda do grafeno como um ponto de partida para um estudo da

grafite [7], um importante material para reatores nucleares na era p6s Segunda Guerra Mundial.

Embora o grafeno seja estudado teoricamente hd mais de 60 anos e possivelmente produzido

'Ramo da tribologia que estuda fendmenos de friccio em escala nanométrica.
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desde 1564 (ano da invengao do l4pis), apenas em 2004 € que ele foi sintetizado em laboratério!
Isso ocorreu em primeiro lugar porque varios fisicos, incluindo nomes famosos, como o do
soviético Lev Landau (1908-1968), ndo acreditavam ser possivel obter um cristal bidimensional
estavel. Em segundo lugar, ndo existiam ferramentas experimentais para se procurar um cristal
da espessura de um dtomo dentre os detritos de grafite cobrindo areas macroscépicas. O grafeno

apenas pode ser observado através do fendmeno de interferéncia da luz visivel (ver secdo 1.3).

O carbono possui quatro elétrons de valéncia os quais sdo responsaveis pelas ligagcdes inter-
atomos. No grafeno, trés desses elétrons participam de ligacdes ¢ no plano do grafeno com
outros trés carbonos (os primeiros vizinhos) os quais se ligam formando um angulo de 120°
entre si (por isso a rede hexagonal). Essas ligacdes sdo relativamente fortes, o que garante a
estabilidade do grafeno. O quarto elétron ocupa um orbital perpendicular ao plano das ligacdes
o e dao origem a ligacdes & fracas. Esses elétrons quase livres (um por dtomo), chamados
de elétrons &, podem ser tratados como independentes dos outros elétrons de valéncia[4]. Os

elétrons 7 sdo os principais responsaveis pelas propriedades de transporte no grafeno [8].

A estrutura de banda do grafeno obtido através do Hamiltoniano tight-binding considerando

apenas transi¢des entre primeiros vizinhos, é dado por [7]:

E(k) = %t \/ 3 +2cos(V/3kya) +4cos(v/3kya/2) cos(3kea/2),

onde k = (ky,k,) é o vetor posi¢do no espago reciproco, a o parametro da rede e ¢ é parametro

tight-binding de correlagdo entre os primeiros vizinhos.

Figura 1.2: A esquerda, dispersdo do grafeno. A direita, dispersdo aproximadamente linear
préximo do ponto de Dirac.

Dos pontos em que E = 0 (ver Figura 1.2) apenas dois ndo sao equivalentes, chamados de
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pontos de Dirac. Suas posi¢des no espago reciproco sao

K:(z_n’ 27 ) eK,:<2_7r,_ 27 )
3a’ 3/3a 3a’ 3\/3a

Para valores de energia proximo de zero, isto é, para valores de k préximos de K ou K’, a

dispersdo € aproximadamente linear semelhante a dispersdo obtida para um fermion de massa
zero a partir da equacdo de Dirac. De fato, os portadores de carga préximo dos pontos de
Dirac comportam-se como fermions de Dirac sem massa, exceto pelo fato que eles se movem
com velocidade vf trezentas vezes menor que a da luz [1]. No grafeno neutro o nivel de
Fermi cruza exatamente os pontos de Dirac, o que significa que para energias proximas ao
nivel de Fermi os portadores exibem tal comportamento pseudo-relativistico. A priori isso
possibilita que experimentos relativistico sejam feitos em uma escala de energia bem menor,
porém a aplicabilidade do grafeno vai muito além disso. Fermions de Dirac comportam-se
completamente diferente quando comparados a elétrons ordindrios conduzindo assim a novos

fenOmenos fisicos.

Quando sujeitos a campos magnéticos, fermions de Dirac exibem um efeito Hall quéntico
(EHQ) andomalo, sendo este qualitativamente diferente do EHQ observado em dispositivos
a base de semicondutores. Medidas experimentais comprovam tal efeito, o que confirma o
comportamento relativisticos dos portadores de carga no grafeno. O efeito EHQ descreve a
quantiza¢do da condutividade Hall o,y, condutividade medida perpendicular a corrente, em
platds de valores inteiros de 4e?/h. No entanto, no grafeno, os platds sio deslocados de 1/2
do valor esperado, ja que oy, = +4¢*/h(N +1/2) onde N é o nivel de Landau [9]. Esse com-
portamento € explicado pela presenca de um nivel de Landau em N = 0 no espectro de energia
E = 4++/2ehBN do grafeno em um campo magnético B, onde E é positivo para elétrons e nega-
tivo para buracos. A Figura 1.3 mostra a condutividade Hall oy, e a condutividade longitudinal
Pxx como funcdo da concentragdo dos portadores de carga para uma folha de grafeno sujeita a
um campo magnético B = 14 T e temperatura de 4 K. Por causa da grande energia de ciclotron
exibidas por elétrons “relativisticos”, o EHQ no grafeno pode ser observado em temperatura

ambiente, mesmo que sendo necessario campos magnéticos elevados.

Outra caracteristica dos fermions de Dirac € sua insensibilidade a potenciais eletrostaticos
externos. Isso € devido ao chamado paradoxo de Klein: fermions de Dirac podem ser trans-
mitidos com probabilidade unitdria através de uma regido classicamente proibida. No grafeno
potenciais eletrostiticos podem ser facilmente gerados devido a desordens como ondulacdes
na superficie, presenca de impurezas ionizadas no substrato ou mesmo addtomos ou moléculas

adsorvidos. Isso significa que os portadores de carga no grafeno sdo praticamente insensiveis
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Figura 1.3: Efeito Hall quantico andmalo no grafeno a temperatura de 4 K e campo magnético
de 14 T como fun¢do da concentracdo dos portadores de carga. (inser¢do) o, para uma
bicamada de grafeno, onde a usual quantiza¢io ocorre em valores inteiros de 4¢? /h. Figura
adaptada de [9].

a desordem e sdo, sob certas circunstancias, imunes a efeitos de localizagdo observados em
elétrons ordinarios [1]. Medidas nesse material revelam uma alta mobilidade mesmo em tem-
peratura ambiente. Materiais de largo emprego na industria de semicondutores, como silicio
(S1) e o arseneto de galio (GaAs), t€ém mobilidade a temperatura ambiente aproximadamente
130 e 25 vezes menores, respectivamente, que a do grafeno. Isso torna o grafeno um material

muito promissor para a construcio de dispositivos eletronicos.

O leque das propriedades e das aplicacdoes do grafeno € extenso e aqui apenas citamos
superficialmente algumas (para mais detalhes ver [1]). Devido a isso existe hoje um grande

animo no estudo desse material.

1.2 Bicamada de Grafeno

Nao s6 a monocamada de grafeno apresenta extraordindrias caracteristicas, multicamadas
de grafeno, que consistem de poucas camadas de grafenos acopladas por ligagdes de Van-der-
Waals, apresentam novas e interessantes propriedades ndo observadas em monocamadas. Em
particular, a bicamada de grafeno (BG) exibe um espectro aproximadamente parabdlico, ainda
que sem gap, nos pontos K e K’. Isso € uma conseqiiéncia da interacdo inter-camadas e das

simetrias do sistema.

Estudos recentes mostraram que o espectro da BG ¢é fortemente modificado por dopagem

quimica ou pela aplicacao de um campo elétrico externo de forma que o espectro adquire um
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gap devido a quebra de simetria de inversao das camadas. Tal gap pode ser controlado através
do nivel de dopagem ou da intensidade do campo elétrico aplicado [10]. Em uma monocamada
também se observar o aparecimento de um gap, porém este surge devido a efeitos da bordas
em nanofitas de carbono (grafeno com uma das dimensdes do plano de 4tomos muito menor
do que a outra). Porém tal gap depende fortemente do tipo da borda da nanofita, podendo ser
armchair ou zigzag. A dificuldade no controle das desordens nas bordas de nanofitas torna
dificil o controle de tal gap, fato que nao € observado em BG devido a origem do gap. Além
disso, também foi mostrado que € possivel confinamento eletrostatico dos portadores de cargas
em dispositivos quanticos como pontos [11, 12] e anéis [13, 14]. Em uma monocamada tal
confinamento mostra-se impossivel devido ao tunelamento Klein. Recentemente foi mostrado
que, em uma BG, além do confinamento convencional ha a possibilidade de um confinamento
topoldgico, no qual o potencial de confinamento muda de sinal na regido de confinamento [15,
16, 17, 18]. Os estados provenientes do confinamento topoldgico possuem similaridades com
estados superficiais de isolantes topoldgicos [19, 20]. Tais resultados mostram a possibilidade

da fabricacao de nanoestruturas eletrostaticas controldveis a base de bicamadas de grafeno.

=, s

Figura 1.4: A) Dispersao linear sem gap do grafeno para energias préximas do nivel de Fermi.
B) Dispersao aproximadamente parabdlica sem gap para uma bicamada para energias
proximas do nivel de Fermi. C) Surgimento de em gap A na dispersdao da BG ao se aplicar um
campo elétrostatico perpendicular as camadas.

1.3 Fabricacao de folhas de grafeno

Grande parte da pesquisa experimental académica feita sobre grafeno utiliza amostras obti-
das por meio de clivagem micromecanica do cristal de grafite, a mesma técnica utilizada para
isolar a primeira folha de grafeno observada em laboratdrio [6]. Esse método é semelhante a
escrever com o lapis em uma folha. Ressalva: ndo se utiliza um lapis, mas, sim, grafite de alta
qualidade, da qual se extrai planos de grafeno com uma fita adesiva. Posteriormente, passa-
se a friccionar a amostra de grafeno no substrato de 6xido de silicio. No substrato de silicio
os filmes de grafite ficam depositado em diferentes nimeros de camadas de grafeno (ou seja,

em diferentes espessuras) em uma macroregido. Filmes de grafite com espessura menor que
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50nm sdo transparentes a luz visivel, porém sobre a superficie de silicio eles sdo facilmente
observados devido a um fendmeno de interferéncia semelhante ao que acontece em uma bolha
de sabdo. O substrato de SiO3 com uma espessura de 300 nm possui uma coloracdo violeta
quando observado pelo microscépio 6tico. Com o acréscimo da espessura proveniente dos
filmes de grafite observa-se uma mudanga na colorac@o para azul na regido onde esses filmes
se localizam. Quanto mais finos sdo os filmes mais ténue é a mudanga na coloragdo, até que
filmes com espessuras menores que 1,5 nm ndo sdo mais observados por esse método. Através
da microscopia eletronica de varredura de alta resolugdo esses filmes podem ser claramente
identificados. Entdo, nas regides em que os filmes de grafite possuem espessura menor que 1,5
nm aplica-se microscopia eletronica de varredura para localizar uma camada de grafeno isolada
[21].

Figura 1.5: Foto de filmes de grafite (azul) com vérias espessuras, d, depositados em um
substrato de SiO3 (violeta). Os valores indicados das espessuras foram medidos através de
microscopia de forca atdbmica. Observe que a drea em que d ~ 2nm no canto superior esquerdo
a mudancga na coloracao é extremamente ténue. Figura adaptada de [21].

Apesar de simples e de ser largamente utilizado, o processo de fabricacdo de grafeno através
da clivagem micromecanica € ineficiente e portanto inadequado para a produ¢do em larga es-
cala. Por essa razdo, surgiu um grande interesse em novas formas de fabrica¢dao. Outra maneira
de produzir grafeno — no caso, utilizando carbeto de silicio (SiC) — foi realizada pelo grupo do
fisico Walter de Heer, do Instituto de Tecnologia da Geérgia (Estados Unidos). A equipe partiu
de um cristal de SiC, esquentando-o a altas temperaturas. Nesse processo, dtomos de silicio sao
removidos do cristal e, na superficie deste ultimo sdo criadas camadas de grafeno. Esse proced-
imento abre a perspectiva de produgdo do grafeno em maior escala, fundamental para avangos
tecnoldgicos e aplicacdes. Existem atualmente um grande esfor¢o para o desenvolvimento de
métodos de producdo de grafeno em grandes quantidades e espera-se que esses métodos levem

a producdo de forma barata e em escala industrial nos proximos anos.
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1.4 Sumario

No capitulo subsequente desenvolveremos o modelo matematico que descreve o compor-
tamento dos portadores de carga no grafeno e na BG através do Hamiltoniano tight-binding
considerando apenas transi¢des entre primeiros vizinhos. Aplicaremos tal modelo ao caso em
que apenas existe a BG pura, mostrando o comportamento aproximadamente parabdlico nos
pontos K e K’, assim como aplicaremos ao caso em que existe um campo elétrico uniforme

externo perpendicular 2 BG, mostrando o aparecimento de um gap controldvel.

No capitulo 3, aplicaremos o modelo desenvolvido no capitulo 2 aos sistemas de interesses
deste trabalho, resolvendo analiticamente a equacdo de autovalor do Hamiltoniano. Demon-
stramos a existéncia de estados ligados dos portadores de carga para um potencial kink de
forma circular (anel) em uma bicamada de grafeno. Semelhantemente também demonstramos
a existéncia de tais estados para um potencial consistindo de dois anéis concéntricos, ao qual
denominamos por anel duplo. Incluimos ainda através do cdlculo numérico efeitos de uma

interface gradual entre os kink’s

No capitulo 4 apresentaremos e discutiremos os resultados obtidos com o espectro de ener-
gia como func¢do dos parametros geométricos dos potenciais eletrostiticos ou da amplitude do

potencial degrau.

E finalmente no dltimo capitulo serdo apresentadas as conclusdes deste trabalho, bem como

algumas perspectivas para trabalhos futuros.
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2 Modelo Teorico

Neste capitulo desenvolveremos uma teoria capaz de calcular a estrutura de bandas ou as
sub-bandas em um cristal de grafeno e uma bicamada de grafeno para energias proximas do
nivel de fermi. Para fazer isso trataremos os cristais usando o modelo tight-binding. Nesse mod-
elo considera-se que o espectro de energia do dtomo € apenas alterado devido a superposicao

entre as funcdes de onda atdmicas mais energéticas do 4tomo e seus primeiros vizinhos.

Esse aproximagdo € mais utilizada para descrever as bandas de energias de cristais dos
metais de transicdo ou para descrever a estrutura eletronica de isolantes. De fato o modelo
tight-binding possui um precisdo inferior a modelos que utilizam primeiros principios como
o DFT [22]. Porém para o grafeno o modelo tight-binding exibe uma favordvel descri¢ao da
estrutura de banda para certos pontos relevantes da zona de Brillouin em que estamos mais
interessados [23]. Observe na Figura 2.1, onde o modelo tight-binding e um modelo AB initio

sdao comparados, proximo ao ponto de Dirac K os modelos exibem uma excelente concordancia.

2.1 Modelo Tight-Binding no Grafeno

No grafeno, se tomarmos a base da rede como sendo apenas um dtomo de carbono, obtemos
uma rede planar hexagonal. Essa rede ndo é uma rede de Bravais. Porém podemos obter uma
rede de Bravais triangular tomando a base sendo formada por dois dtomos de carbono. Os

vetores primitivos dessa rede sdo dados por,
= 4(a8) =5 (03).

onde a ~ 1,42 A ¢é a distancia entre dois d4tomos de carbono. Na base constituida por dois
atomos, um ocupa um ponto da rede e o outro atomo € deslocado do primeiro pelo vetor —03 =
a(1,0). A rede reciproca é formada pelos vetores,
2 2
b, = == (1,\/5) eby = % (1,—\/3).
3a 3a

Os atomos que ocupam os pontos da rede triangular dizemos que sdo dtomos pertencentes
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Figura 2.1: Dispersao do grafeno obtida através dos modelos tight-binding e AB initio. a) A
dispersdo obtida através de calculos AB initio € mostrada em linhas cheias, e a obtida pelo
tight-binding é mostrado em linhas pontilhadas. A dispersao do tight-binding € calculada para
os melhores valores dos parametros do tight-binding que interpolam a dispersao do AB initio .
b) Diferenca entre as dispersoes. Figura adaptada de [23].

a subrede A, pois eles constituem a mesma rede triangular com a base possuindo apenas um
atomo. Os demais dtomos também constituem uma rede triangular, com um 4atomo por base,

deslocada da primeira pelo vetor —&3. Dizemos que tais 4tomos pertencem a subrede B.

Consideraremos que apenas os elétrons 7 sdo responsaveis pelas propriedades eletronicas
do grafeno e ndo levaremos em conta interagdes elétron-elétron ou spin-6rbita. O Hamiltoniano
tight-binding para um elétron w no grafeno escrito no formalismo de segunda quantizacdo,

incluindo apenas o termo de hopping entre os primeiros vizinhos, € escrito como [24]:

H=-Y t(alb;+b]ay), 2.1)

(i.j)
onde i percorre todos os pontos da rede e j apenas os primeiros vizinhos do ponto i; t (= 2,8
eV) € o parametro de hopping entre os primeiros vizinhos; o operador a; (aZ.L) destréi (cria) um
elétron no estado 2p, (estado dos elétrons &) no ponto i da subrede A (uma andloga definicdao
para os operadores b; € b:f € usada para a subrede B). Excluimos do Hamiltoniano termos como
Y, SAal-Tai ou); SBbei, pois para o grafeno €4 = &g, portanto apenas contribuem deslocando o

espectro como um todo para energias mais altas [8].

No modelo tight-binding, supomos que os autoestados da energia sdo combinacdes lineares
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Figura 2.2: Rede hexagonal do grafeno. Esquerda: a rede do grafeno representada como duas
redes triangulares cujos os vetores primitivos sdo a; e a;. Os vetores 0y, 0, € 03 localizam os
primeiros vizinhos para os &tomos que pertencem a subrede B. Para os atomos que pertencem
a subrede A os primeiros vizinhos estdo nas posi¢des —0;, —0, € —03. Direita: zona de
Brillouin. Figura adaptada de [1].

dos estados orbitais,

CIDZ)(?H

onde a soma é feita sobre todos os vetores da rede R e x (¥) s@o os estados 2p, do carbono.

Porém sabemos que um autoestado do Hamiltoniano deve satisfazer o teorema de Bloch, isto &,

Satisfazendo o teorema de Bloch e a condi¢do de normalizacdo [25], obtemos que,
\/_ Z ik 13 “R).
No caso do grafeno trataremos com a fun¢ao tentativa [5],
¥ = A(k)D4 + B(k) D3, (2.2)

onde,

onde a soma ¢é feita sobre todos os vetores R; que pertencem a subrede i( = A, B). No formalismo
de segunda quantizagao, os estados orbitais sdo tratados como estados de Fock, isto €, para cada

atomo da rede cristalina associamos um espaco de Fock,

lx(F—R4)) =10,0,...,1,...,0)4®0,0,...,0),
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ondeoket| )4 (| )p)éoestadode Fock associado a subrede A (B) o qual é obtido fazendo
o produto vetorial entre todos os estados de Fock de cada sitio da subrede A (B) e EA é um vetor

arbitrario da subrede A associado a posi¢dao em que estd o 1 no ket.

Substituindo o estado (2.2) no Hamiltoniano, multiplicando por ®; e integrando, obtemos

_ [ Saa San ] [A(?f) ] ’ 2.3)
Spa Sga B(k)

que,
[ Hsp Hpp

A(k)
Hps Hpp k

B(k)

onde,

Hij= (Pi|H|®j) e S;;= (PiP;).

Para calcularmos os elementos H; ; e §; ;, devemos calcular as integrais de superposi¢do

(X(F—R)|x(F— R )). Na aproximacao tight-binding diremos que,
. - - S 1 se R=R
(=R~ R) = [ 2~ Rz (F - R)dx = 4
0 qualquer outro caso,

onde R e R’ sdo quaisquer vetores das subredes. A condi¢do (2.4) estabelece que a superposicao

entre dois estados 2p, entre dois carbonos diferentes quaisquer do cristal sempre € nula. Ape-

sar dessa condicdo ser demasiadamente restritiva, verifica-se que o método ainda € aplicavel

com satisfatoriedade pois as funcdes de onda do estado 2p, decrescem rapidamente quando

distanciamos do nucleo. Através de (2.4) acha-se que,

Sij= 0ij-

Agora calcularemos os elementos H; ;. Em primeiro lugar, por simetria devemos ter que
Hps = Hpp, pois os resultados ndo podem depender de qual subrede chamamos de A ou B.
Observe ainda que como o Hamiltoniano € hermitiano, entdo Hyp = Hg,'. Isto é, apenas pre-

cisamos calcular os elementos Hs4 € Hap:

-

—t 7B L = kR - D
Hu = < ¥ [ Le ™ xRl | (afb;+bla;) | R Falz(F—R))
ARV R,

_t _iﬂ‘_' iﬂ._‘/ SN — - — R — N —
= T L Y e MR ((r(F - Ra)lafblx (F— R) + ((F~ Ra)bjaj (P~ R))))
<i7j>EA,RB

observe que o primeiro termo do paréntese anula-se pois,

bjlx(F—Ra)) =0,

17 é o complexo conjugado de z.
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qualquer que seja j ou o vetor R, da subrede A. O segundo termo do paréntese também se
anulard, pois o operador b;a,- “destruird” o elétron nos estado da subrede A e criard nos estados
da subrede B, entdo obteremos um somatério de integrais de superposicao entre estados de
subredes distintas que sdo, devido a condi¢ado (2.4), todos nulos. Logo,

Hys = Hpg =0.

Do mesmo modo temos que,

—

—t _ik-B - B ik-R - D
Hyp = WZ Y e TR (F—Ra) (“;‘Tbﬂrbjaj) Y ey (F—Rp)) | |
<lv.]> RA RB

o segundo termo da somatdrio anula-se pois,

aj|%(?_EB)> =0,

entao,

—t _l'_‘.ﬂ 5 — l._‘-ﬂ - —
i — LY | (Lo Rl | dby | L || @9
( Rp

—

i,J) Ry

Para os 4tomos que pertencem a subrede A os primeiros vizinhos sdo localizados pelos vetores,

~8 =-2(1,V3) —52:—3(1,—\@) —& =a(1,0).

a
2
Explicitando o somatério em j na equagdo (2.5), obtemos,

—t g . - = - .
Hap = WZ Ze_‘k'RA (x(F—Ra)] aj (e_’k'81 + o k0 +e_’k'53) e’k'R‘|0> ,

—

1 RA

onde |0) = |0,0,...,0)4 ®|0,0,...,0)5 é o estado de vacuo. Observe que,

ai|0) = x (7~ Ry),

logo,
HAB — _ﬁt Z [e_i%'ﬁiei%'ﬁi (e—ikxa/ze—iky\/ga/Z + e_ikxa/zeiky\ﬁa/z + eikx(l> <x (?_ Ril) |X(?_ I_él)>
i
—t
= —VYg(k),
v Xi‘,g( )
onde

g(k) = @ 4-2¢7%/2 cos(k, /30 /2). (2.6)
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Finalmente achamos que,
Hpp = —1g(k).

Entdo, substituindo H; ; na equagdo (2.3) obtemos o sistema,

0 —rglk) || Ak Ak
el 0 _g| A® 27
—1g"(k) 0 B(k) B(k)
Para obtermos solugdes nio triviais (A (k) = B(k) = 0) a condi¢io
det(H —E) =0, (2.8)

deve ser satisfeita. A condicao (2.8) € conhecida como equacao secular e através dela obtemos

o espectro mostrado no primeiro capitulo,

E(k) = +1|g(k)| = j:t\/3 +2c0s(V3kya) +4cos(v3kya/2) cos(3ka/2).

2.1.1 Modelo Continuo

A abordagem que nos conduziu a equacao secular (2.8) mostra-se demasiadamente compli-
cada quando incluimos potenciais eletrostiticos externos. Entdo podemos simplificar o modelo
se considerarmos apenas a vizinhanca dos pontos K ou K'. A aproximacdo é conhecida como

modelo continuo. Para isso, expandiremos a fun¢ao g(z) em torno do ponto K:

. d )
B =a®)+ G =K+ ZE (k= K)+0(R)
Y k=K

Calculando as derivadas de g(k) e lembrando que g(K) = 0, obtemos,

g(k) ~ —%"(k’ ik})e™/S, (2.9)

onde k' = k — K. Substituindo (2.9) em (2.7) obtemos que,
+K)

0 1op (K, — ik, ] [ e M2A(K +K) .10
+K) |

hvg (k)/C + ik;,) 0

(K'+
K

e*iﬂ!/lZA
elﬂ'/lZB(

onde vp = 3at /2. Definiremos uma transformada de Fourier inversa bidimensional como,

N e | /“ zkr TN\ 3271
F7) =F[F#)] = M/ (#)dK .
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Pode-se mostrar que essa transformada possui a seguinte propriedade [26],
i 2 p () = F k0]
8x,- !
Aplicando a transformada inversa as equagdes derivadas de (2.10), obtemos que,

0 op [(—ing) —i(-ing )] [ v (x,)

or [ (-ing;) i (~ings ) 0 e

Wa(x,) ]

W(x,y)
2.11)

onde
WA(?> _ F_l [e—iﬂ:/IZA(iC’/_i_l_{’)] e WB(?) _ IF—I [ein/12B(7€’/+I_<’)].

O modelo continuo consiste em resolvermos o sistema de equagdes diferenciais definidos

por (2.11) ao invés de resolvermos a equacao secular (2.8).

Observe que podemos escrever a equagao (2.11) como,

H[¥Y|=E[¥Y],
onde,
) — [ ya) ]
W)

onde |yu) (Jyp)) é o ket associado a funcdo yyu (7) (yp(7)), e,

0
Px+ ipy

H = vr

px_ipy — 0GP
O b

onde 6 = (0O, 0y) sdo as matrizes de Pauli. Observe que o formalismo é o mesmo de um férmion
relativistico com massa nula, em duas dimensdes e com a velocidade da luz ¢ substituida pela
velocidade de fermi vy ~ 10° m/s. Por esse motivo é dito frequentemente que que os elétrons
no grafeno comportam-se como férmions ultrarelativisticos sem massa. O grau de liberdade de
spin, descrito pelas matrizes de Pauli, o;, € chamado de pseudospin para distingui-lo do spin
real do elétron que ndo estd sendo considerado nessa abordagem e o estado [P], é chamada
de pseudospinor. Para aproximarmos em torno de K’ ou invés do ponto K, basta substituir

ky — —ky.

2.1.2 Inclusao de Potenciais Externo

Nos ultimos calculos desconsideramos potenciais eletrostaticos externos e tratamos apenas

com Hamiltoniano do cristal. A inclusdo de potenciais eletrostaticos externos exige calculos
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bem mais sofisticados e portanto nos limitaremos em apresentar o resultado. O Hamiltoniano
do grafeno sujeito a um potencial eletrostatico, considerando apenas interagdes entre primeiros

vizinhos e sobre 0 modelo continuo nas proximidades do ponto K é dado por [27],

U nf
T U

H — (2.12)

b

onde U = U(x,y) é o potencial externo sobre a folha de grafeno, e o operador 7 é dado por,

T = VF(px+ipy),

o qual na representagdo das posi¢des fica,

T = —ivph i+i
R 0% l&y '

O Hamiltoniano opera sobre um pseudospinor que, na representacao das posi¢oes, € dado

por,

P(x,y) = (2.13)

YA (X, y) ]
VB (X Y )
onde yu (x,y) (yg(x,y)) é a func¢do envelope das amplitudes de probabilidade associadas a sub-

rede A (B). As autoenergias do sistema sdo encontradas pela equacao de autovalor:

HY =EY.

2.2 Modelo Tight-Binding para a Bicamada de Grafeno

Uma bicamada de grafeno (BG) é formada por duas folhas de grafeno acopladas por ligacoes
de Van-der-Waals. Assim como no grafeno dividimos a rede do cristal em subredes. No caso
da bicamada de grafeno, dividimos em quatro subredes: duas subredes triangulares para cada
folha de grafeno que chamaremos de subredes A e B para uma das folhas e subredes A’ e B’
para a outra. As duas folhas de grafeno podem ser empilhadas de varias formas, sendo duas
mais importantes: AA e AB (também conhecido como empilhamento de Bernal). No empil-
hamento AA a subrede A’ da folha superior se encontra exatamente sobre a subrede A da folha
inferior. No caso do empilhamento AB a subrede B’ da rede superior se encontra exatamente
sobre a rede A da folha inferior. Entretanto, obtém-se uma boa concordancia ao se comparar
dados experimentais em bicamadas de grafeno produzidas por clivagem micromecanica com 0s
dados tedéricos com empilhamento AB [28]. Por isso aqui trataremos com o empilhamento de

Bernal.
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Figura 2.3: Bicamada de grafeno com empilhamento AB vista de cima. Os carbonos em
vermelho formam a subrede triangular B da camada inferior. Os carbonos em azul formam a
subrede A’ da camada superior. Os carbonos em preto sdo as subredes B’ e A que coincidem

pois a coordenada z € ignorada pela perspectiva.

O Hamiltoniano tight-binding para um elétron 7= na BG escrito no formalismo de segunda
quatizagao, incluindo apenas o termo de hopping entre os primeiros vizinhos, € escrito como
[1]:

H=—Y Y (a},bnj+bham;)—nY (@] bri+blar), (2.14)

(i,j),m i
onde i percorre todos os pontos da rede e j apenas os primeiros vizinhos do ponto i; m representa
os planos (1 para um plano e 2 para o outro); Yy =t € o parametro de hopping entre os primeiros
vizinhos do mesmo plano e ¥ =1, (= 0,4 eV) é o parametro de hopping entre os primeiros

vizinhos entre planos diferentes; a,, ; (b,,,;) destréi (cria) um elétron no estado 2p, (estado dos

elétrons ) no ponto i da subrede A (B) do plano m.

Figura 2.4: a)Rede cristalina de uma BG. Os dtomos em verde formam, na folha inferior, a

subrede A e na folha superior a subrede B’. Os parametros de hopping entre os respectivos

pontos sao mostrados. No presente modelo consideramos y3 = 74 = 0. b)Primeira zona de
Brillouin. Figura adaptada de [1].
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Seguindo um processo inteiramente andlogo ao que foi feito para o grafeno podemos obter o
Hamiltoniano para a bicamada considerando apenas interacao entre primeiros vizinhos e sobre

o modelo continuo nas proximidades do ponto K. O Hamiltoniano € dado por [14]:

[ Uu n t, 0 ]
t U 0 0
H = s (2.15)
t, 0 U, =
0 0 T U,

onde U (x,y) e U(x,y) sdo os potenciais externos sobre as duas camadas de grafeno. O oper-
ador 7 € dado por,

7= Vr(px+ipy),

o qual na representagdo das posi¢des fica,

T [Vph J +i J
= —i —+i=— .
2\ ox dy
Observe ainda que,
nn' =n'n=—(hop)*V>

O Hamiltoniano opera sobre um pseudospinor que, na representacao das posi¢oes, € dado

por,

P(x,y) = , (2.16)

onde Wy (x,y) e wp(x,y) (War(x,y) e wp(x,y)) sdo, respectivamente, as fun¢des envelope das
amplitudes de probabilidade associadas as subredes A e B (A’ e B’) da camada que estd sub-
metida ao potencial Uy (U;). As autoenergias do sistema sdo encontradas pela equacao de

autovalor:
HY = EVY. 2.17)

Recentes experimentos mostram que esse Hamiltoniano fornece uma boa descricao de um BG

[29].

2.2.1 Diferenca de Potencial Homogénea e Gap controlavel

Suponha que a BG € colocada entre um capacitor de placas paralelas submetidos a uma

diferencga de potencial (ddp) constante igual 2V (ver Figura 2.5). Um campo elétrico uniforme
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atravessas perpendicularmente as camadas e portanto os potenciais sdo das por, Uj(F) =V e
U(F) = —V.

2V - .

Figura 2.5: Esquema de uma bicamada de grafeno submetida a um campo elétrico uniforme
induzido através de um capacitor. As camadas foram esbocadas em linhas coloridas e o
capacitor em cinza.

A equacdo (2.17) nos conduz ao sistema de equagdes diferenciais,

g+ (U —E)ya+t iy = 0 (2.18)

iy + (U —E)yg = 0 (2.19)

Ty +(Us—E)yg+tiyy = 0 (2.20)

7EIVB/+(U2—E)IVA/ =0 (2.21)

desacoplando tal sistema para U;(F) = —U,(¥) = V constantes, obtemos a seguinte equagio
diferencial,

VAV +2(V2H BV + (V2= B2+ 2 (V2 = E?)ya = 0, (2.22)

onde cometemos um abuso de notago expressando as grandezas E /hvg e V /hvp simplesmente
por E e V respectivamente (tal notacdo serd adotada no resto do capitulo) e r =, /Avp. A
equagdo (2.22) apesar de valida apenas para potenciais constantes, veremos que ela serd de

grande utilidade no préximo capitulo. As solugdes sdo do tipo,
ya =7, (2.23)

onde k = |/k? -|—k§ € real. Substituindo (4.1) na equagdo diferencial (2.22) obtemos quatro

bandas de energias:

12 14
E= j:\/V2+k2—|—§j:\/(4V2—|—t2)k2—|—Z.

Das quatro bandas obtidas estudaremos detalhadamente as que fornecem os menores valores
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absolutos das energias. Estas sdo,

12 4
E= i\/V2+k2+3— \/(4V2—|—t2)k2—|—z.

Na Figura (2.6) tragamos a dispersdo obtida para t = 400 meV e V = /2. Observa-se o surg-
imento de um gap A. Tracamos ainda na Figura (2.7) a mesma dispersdo para V = 0 onde o
gap torna-se nulo. O gap é exatamente igual duas vezes o valor minimo da energia da banda
superior, isto €,

A= 2L, (2.24)
onde vemos que o gap pode ser controlado, controlando a ddp aplicada sobre a bicamada, 2V'.
Na Figura (2.8) tragcamos o gréfico do gap como fun¢do da metade do potencial aplicado entre

as camadas, V. Observa-se o surgimento de um gap para V £ 0.

800 B

600 =

400 V= t/2

200 -

—
>

0

-200 | o

E (meV)
—

-400 -
-600 | o

-800 —
1 . L . L . 1

2 -1 0 1
k (u.a.)

N

Figura 2.6: Dispersdo para uma bicamada de grafeno submetida a uma ddp constante 2V =t
para t = 400 meV. Em preto sdo as energias da banda de valéncias e em vermelho as energias
da banda de condu¢do. Observe um aparecimento de um gap A.
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Figura 2.7: Dispersdo na auséncia de campo elétrico para uma bicamada de grafeno. Em preto
sao as energias da banda de valéncias e em vermelho as energias da banda de conducao.
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Figura 2.8: Dependéncia do gap A em fun¢do da metade da ddp entre as camadas V.
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3  Confinamento topologico em
bicamada de grafeno

Nos ultimos anos, dispositivos e estruturas quanticas, tais como po¢os, fios e pontos quanticos,
veém sido extensivamente estudadas tanto teoricamente quanto experimentalmente pela comu-
nidade cientifica [30, 31]. Tais estudos sdo estimulados pela vasta demanda por dispositivos
eletronicos mais eficientes, rdpidos e miniaturizados. Dentre estes, os anéis quanticos con-
stituem uma importante classe de dispositivos. Eles permitem a observacao de efeitos de
coeréncia de fase quantica no transporte de carga, tais como o efeito Aharonov-Bohm e Aharonov-
Casher [13]. Muitos estudos foram feitos em anéis quanticos constituido por semicondutores e

espera-se sua aplicacdo em futuros dispositivos eletronicos quanticos.

Aplicando uma diferenca de potencial (ddp) inomogénea em uma bicamada de grafeno,
pode-se confinar espacialmente os portadores de carga para energias proximas do nivel de Fermi
[12, 13, 14]. No entanto, além de um confinamento convencional, hd a possibilidade de um con-
finamento fopologico, no qual a ddp aplicada sobre a bicamada muda de sinal na regido de con-
finamento [15, 16, 17, 18] gerando um potencial sobre as camadas que denominamos potencial
kink. Um exemplo de tal potencial foi estudado por I. Martin et al.: foi estudado uma ddp gerada
por um campo elétrico o qual era uniforme, perpendicular a BG em um semiplano e no semi-
plano complementar o campo era oposto ao primeiro (ver Figura 3.1). Martin tratou com varios
potenciais gerados por tal configuracao: primeiramente, analiticamente com um potencial kink
que mudava abruptamente de sinal (potencial kink abrupto) e em seguida, numericamente com
potenciais em que a mudanca de sinal acontecia suavemente (potencial kink suave). Em seus
resultados, os autores estudaram um novo tipo de estados quirais unidimensionais com energia
nula (1D chiral zero modes) que sdo criados por tal configuragao. O espectro préximo do ponto

K obtido € mostrado na Figura 3.2.

Os gréficos (a) e (c) da Figura 3.2 mostram o espectro para um potencial kink abrupto
(linha pontilhada) e um potencial kink suave (linha sélida). No grafico (c) a mudanga do sinal

do kink suave se da de forma mais lenta do que no gréfico (a), por isso, em (a), as curvas
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VT — I 4

Figura 3.1: Esquema de um potencial kink induzido em uma BG através de dois capacitores.
As camadas foram esbogadas em linhas coloridas e os capacitores em cinza. Em linha
pontilhada mostra um esbog¢o dos estados confinado na dire¢do perpendicular a direcao em que
ha a troca de sinal. Figura adaptada de [15].

do kink abrupto e suave se assemelham mais do que as curvas em (c). Em (c) observa-se
ainda o surgimento de novas subbandas no espectro do kink suave. O gréafico (b) mostra o
espectro para um potencial kink e um antikink, o qual é o simétrico aditivo do potencial kink.
Observe que, para os confinamentos topologicos, graficos (a),(b) e (¢), o espectro € impar, isto €,
E(py) = —E(—py) e possuem dois 1D chiral zero modes, ambos com velocidade de propagacdo
negativa. Tais estados surgem devido a natureza topoldgica do confinamento. Em (d) é mostrado
o espectro de um confinamento convencional (ndo topolégico) onde nao se observa tais estados.
Para se obter o espectro préximo do ponto K’ basta substituir py, por —p,. Nos graficos da Figura
3.2 tal substitui¢@o € equivalente a refletir as curvas em relagdo ao eixo das ordenadas, portanto,
do gréfico (b), vemos que o espectro nas proximidades ponto K’ ¢ igual ao espectro do potencial
antikink nas proximidades do ponto K. Isso mostra que tal sistema possui dois 1D chiral zero
modes por vale (pontos K e K') que se propagando na mesma direcdo e sentido, porém, estados
de vales diferentes se propagam em sentidos contrérios. Esses estados possuem implicagdes na
vallleytronics' [32]: como esses estados possuem direcio de propagacio determinadas pelo vale
que se encontram, entao um “filtro de vale” pode ser feito aplicando uma diferenca de potencial
ao longo do kink, apenas elétrons de um dos vales vao se propagar, os elétrons do outro vale

serdao “filtrados”.

Em nossos trabalho tratamos com potenciais de confinamento topolégico que possuem
simetria polar, isto €, a mudanca de sinal no potencial se da na direcdo radial e ndo na direcao

axial como nos trabalhos do I. Martin. Esse potenciais ddao origem a anéis quanticos na BG.

Proposta de utilizacdo dos graus de liberdade dos vales para funcionalidades eletronicas
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Figura 3.2: Espectro de energia como fun¢do do momento na dire¢do y. O estado é confinado
espacialmente na direcdo x. (a) O espectro obtido para um potencial kink abrupto (linha
pontilhada) o obtido com um potencial kink suave proporcional a V tanh(x/l) paral = 0,5. (b)
O espectro para um potencial kink abrupto e um antikink, o qual é o simétrico aditivo do
potencial kink. (c) Mesmo que em (a) para [ = 4, o qual torna a troca de sinal mais lenta. (d) E
apresentado o espectro de um confinamento convencional (ndo topoldgico). Figura adaptada
de [15].

3.1 Diferenca de Potencial Homogénea em Coordenadas Po-
lares

Na Secdo 2.2.1 resolvemos a equacgdo de autovalor do Hamiltoniano para potenciais da-
dos por U; (7) = —U,(7) =V constantes (ddp homogénea) em coordenadas cartesianas. Nesta
secdo faremos 0 mesmo, porém, como os sistemas fisicos que estudaremos em seguida possuem
simetria polar, resolveremos a mesma equagao de autovalor em coordenadas polares. O Hamil-
toniano proximo do ponto K da primeira zona de Brillouin considerando apenas transi¢do entre

primeiros vizinhos pode ser escrito como:

Uu n 1
o U, 0
H= _ __ , (3.1
t 0 U, 7'(:7L
0 v ﬁz

onde Uj(x,y) e Uy(x,y) sdo os potenciais externos sobre as duas camadas de grafeno. Uti-
lizamos as grandezas com um til em cima para diferenciar das grandezas mais convenientes

que serdo definidas a seguir. Em coordenadas polares os operadores 7 ¢ " podem ser escritos
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como: 5 .
ihay i e

T = —ihvpe (8p+p86’)
S . 0 i o

F_ —i6 _- 2

' = —ihvpe <8p p89>'

Demonstra-se que

2 2
arn’ =n'w = —(hop)*V? = —(horp)? < J 10 1 0 ) .

a0 Tpap T proe?

A equacdo de autovalor da Hamiltoniana, HY = EVY, conduz ao seguinte sistema de equacoes

diferenciais acopladas:

nys+ (Ui —E)ya+iyp = 0 (32)

v+ (U —E)yp = 0 (3.3)

t'yy+ (U —E)yp+iyy = 0 (3.4)

vy + (U —E)yy = 0 (3.5)

desacoplando tal sistema supondo i/“l(?) = —U;(?) — V constantes obtém-se a seguinte equaco
diferencial,

VAV +2(V2+ EDV2 gy + (V2= E?)? +2(V2 — E?)|yy = 0. (3.6)

onde utilizamos as grandezas V =V /hvp, E = E /hvp e t =1 /hvp. A equacio (3.6) pode ser

facilmente resolvida através da equacao de autovalor do laplaciano: sabemos que
V2En(ap)eim9 _ :l:OCsz(OCp>€im6,

onde F,, denota, para o autovalor —a?, as fungdes de Bessel do primeiro e segundo tipo, J,, e
Y,u, €, para o autovalor o2, as fungdes de Bessel modificada do primeiro e segundo tipo, I, e K,
[33, 34]. Substituindo esses autovetores na equagao (3.6) obtemos uma equagao polinomial do

quarto grau para o,
ot £2(VE+EN o+ (VP —E*)? +2 (VP —E*) =0, (3.7)

onde o sinal menos € usado para as fungdes de Bessel e o sinal mais, para as funcdes de Bessel
modificadas. Os autovetores do laplaciano serdo solugao da equagdo (3.6), se e somente se,
o for solucdo da equacdo (3.7). Dado um o solucdo da equacdo (3.7) com o sinal negativo,
entdo io sera solucdo dessa equacdo com o sinal positivo, isto €, para cada raiz da equagdo

polinomial (3.7) com o sinal negativo temos quatro solu¢des (ndo necessariamente linearmente
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independentes) da equacio diferencial (3.6), a saber, J,,(ap)e™®, Y, (ap)e™®, I,(iap)e™® e
K, (iap)e™®. Entio apenas analisaremos as solugdes da equacio (3.7) com o sinal negativo.

As solugdes sao dadas por:

o= :l:\/Vz FE24\[4VIE? (V2 E2),

Observa-se que se 4V2E? —>(V? — E?) < 0 entdo o é um nimero complexo completo isto &,

possui parte real e imaginaria diferentes de zero. Isso apenas ocorre se, e somente se,

Ve
VAv2 42

Esse é exatamente o intervalo de gap obtido na equacdo (2.24), ou seja, esse € o intervalo entre

E| < (3.8)

as bandas de valéncia e condugdo e portanto, fora dele, as energias sao continuas. Limitaremos
o estudo a esse intervalo, pois estamos apenas interessados em estudar as subbandas que surgem

entre as bandas de valéncia e condugao.

Suporemos que Y, pode ser escrito como
Va = 0a(p)T(0).
Comparando com as solugdes que sao autovetores do laplaciano, vemos que,
Ya = ga(p)e™”. (3.9)

onde ¢4(p) é uma combinagdo linear de quatro funcdes (devido a ordem da equacéo difer-
encial) linearmente independentes (LI). A funcdo Yy (assim como as outras componentes do
pseudospinor) deve ser periddica com periodo 27 na coordenada angular. Entao concluimos

que m apenas pode assumir valores inteiros:
m=0,+1,%+2,...

Através de uma andlise conclui-se que as solucdes LI da parte radial podem ser escolhidas como

sendo (ver Apéndice A):
¢A(p) = CIER[Jm(O‘p)] +G3 [Jm(ap)] +C39{[Km(iap)] +C43 [Km(iap)]’ (3.10)

onde o € dado por

oc:\/V2+E2—\/4V2E2—IZ(V2—E2). 3.11)

Na equacdo (3.11), o deve possuir parte imagindria negativa para garantir a independéncia

linear das solu¢des escolhidas.
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Dentro do intervalo de energias que estamos estudando, as fungdes R[J,,(ap)]| e S [T, (op)],
para todo m, sdo finitas na origem, porém divergem quando p cresce indefinidamente. Por outro
lado, a func¢ao R[K,,(iop)], para todo m, diverge para p = 0 e converge para zero quando
p cresce indefinidamente. A funcdo 3[K,(iap)] tem o mesmo comportamento de funcdo
R[Kn(iop)] para m # 0, porém para m = 0 ela € finita na origem e converge para zero quando

p cresce indefinidamente (ver Apéndice A).

Dado yy pelas equagdes (3.9) e (3.10) pode-se obter as demais componentes do pseu-
dospinor através das equacoes do sistema de equacdes diferenciais acopladas: a componente

yp pode ser obtida da componente Yy a partir da equacao (3.3):

T
U2
= 3.12
VB 7or (Uy — E) (3.12)
Para efetuar esse calculo devemos saber como o operador ' age sobre as solucdes LI,
. J, .
ﬂTm[Jm(ap)]e""e = —ihvpR {a (%ﬁp) +Jrln(ap)>:| eilm=1)6
= —ihvpR[o,_ (ap))em e, (3.13)

onde usamos uma das relacdes de recorréncia da funcdo de Bessel [35]. A mesma equacdo
também ¢ vélida se a parte real for substituida pela parte imaginaria. Pode-se verificar ainda
que

T R[Kn(iap)e™® = invopR lia (_%;;XP) —K,;(iap)ﬂ elm=1)9
l

= ihvpR[iak,_ (iap)]e™ 1P, (3.14)

Naturalmente, a mesma equacao € valida para a parte imaginaria. Usando as equagdes (3.12),

(3.13) e (3.14) acha-se que:

Vi = o (-Gl (ap)) - oSl (P}

+CR[iaK,, 1 (iap)] + CiS[icK,, 1 (iop)]} DO, (3.15)

onde U foi substituido por V.

A componente Yy é obtida a partir das equagdes (3.2) e (3.3), as quais fornecem

—1
hl)F)zt(Ul —E)

vy = ( —nr’ + (hop)2 (U, —E)z] Wa. (3.16)

Verifica-se que
1 Ru(ap)]e™ = —(hop)*R[—oJ, (ap))e™, (3.17)
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1 RKn(iop)]e™® = —(hvp)*R[—a’K(iap)]e™. (3.18)
As mesmas equagOes sdo vdlidas para a parte imagindria de cada fun¢do. Usando as equagdes
(3.16), (3.17) e (3.18) obtemos a componente Yg/,

Ve = g (Clehu(op)]+ S ehuap))+

+C3R[tKm(i0p)] + C4S K, (iap)] } €™, (3.19)
onde T = —a’+ (V —E)?.
Por dltimo, pode-se obter y,/ partindo das equagdes (3.2), (3.3) e (3.5):

_ —an’ + (hop)X (U — E)?
e (hor)3t (U, —E)(UZ—E)m”A' (3.20)

Verifica-se que

AR (ap)le™ = invopR [a (M _J’/"(am)] ci(m+1)8

op
= inpR[a e (ap)]e DO, (3.21)

n%[l{m(iap)]eime = hopR |:iOC (%ﬁ)&p) —K,/n(lOCp)):| ei(m—i—l)@
= invpR[iaK, (iap)]e" e, (3.22)
a2 AR (ap)]e™® = —i(hop)’ R[— o T (ap)]e TP, (3.23)
2 AR [Kn(i0p)]e™® = —i(hvp ) R][—io K i (ictp)]e! DO (3.24)

As mesmas equagOes sdo vdlidas para a parte imagindria de cada fun¢do. Usando as equagdes
(3.20), (3.21), (3.22), (3.23) e (3.24), obtemos a ultima componente,

o _M {CR[0T]y1 (00p)] + CoS [T i1 (ap)]+

+CR[i0TK s 1 (i00p)] + C4S[itTK oy 1 (ictp)]} /DO (3.25)

3.2 Anel Quantico

Suponha que a BG — a qual trataremos infinita — é colocada entre placas paralelas circulares
com raio R de um capacitor?> submetido 4 uma ddp igual a 2V. Suponha ainda que existe outro

capacitor de placas paralelas vazadas, submetido a uma ddp inversa ao do primeiro capacitor,

20 modelo limite de uma BG infinita é aplicdvel a um sistema em que as dimensdes das camadas sdo muito
maiores que o raio do capacitor, R.
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de forma que a regido da BG que nao estd entre as placas do primeiro capacitor, estara entre as
placas vazadas do segundo capacitor® (ver Figura 3.3). Entdo os potenciais induzido sobre as

camadas s@o dados por (ver Figura 3.4),

I\

Figura 3.3: Esquema de um anel quantico eletrostitico em um BG. Na regido do disco, devido
a um capacitor, atravessa um campo elétrico uniforme e perpendicular as camadas, o qual
induz um potencial de +V (azul) no disco da camada superior e —V (vermelho) no disco da
camada inferior. Na regido fora do disco, devido a um segundo capacitor, um campo elétrico
oposto ao primeiro induz um potencial de —V (vermelho) na regido complementar do disco da
camada superior e +V (azul) na respectiva regidao da camada inferior.

Ui(p) = V, se 0<p<R
! -V, se R<p,

-V, se 0<p<R
V, se R<p.
Chamamos tal sistema de anel quantico, pois a regidao de confinamento (a regiao onde os poten-

ciais mudam de sinal) possui uma forma anelar.

Podemos sem perda de generalidade supor que as componentes do pseudospinor podem ser

escritas como
v (p,0), se 0<p<R

v (p,0), se R<p

onde i denota A, B, B’ ¢ A’ e devemos impor a condi¢do de continuidade das componentes para

%(pve) :{

todo p. A equacdo de autovalor para 0 < p < R € dada por:

Yy + (hopU; — hopE)yy + hoptyy = 0,
n*war(huFUl—hva)q/; = 0,

3A parte vazada deve ser em forma de disco das placas do primeiro capacitor para que os eles possam ser
encaixados.
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Figura 3.4: Gréfico do potencial U; (em preto) e U, (em vermelho) como funcdo da
coordenada radial, para um anel quantico em uma bicamada de grafeno.

m 5+ (hopUs — hopE)wy +hoptyy = 0,
Yy + (hopUs —hopE)yy = 0.

Neste caso, temos que U; = —U, =V, isso significa que quando desacoplarmos os sistema
obteremos a mesma equacao (3.6), ou seja, as solugdes nessa regido serao da forma daquelas
achadas na Se¢do 3.1. Porém como foi dito, as func¢oes R[K,,(iap)] e S[Ky(iop)] — esta
apenas quando m # 0 — divergem na origem, como as componentes do pseudospinor devem
ser continuas e finitas em todo ponto, entdo deve-se impor que as constantes que multiplicam
tais fun¢des sejam iguais a zero*. Conclui-se entio que as componentes do pseudospinor para

0 < p < R sdo dadas por:

Vi = {CfEK[Jm(ap)]+C2<3[Jm(ap)]}eime
= 05 (p)e™,

i .
v = V_E{Cfcﬁ[OCJm—l(Olp)]+C2<S[ajm_1(ap)]}ez(m )6

= i (p)e' P,

1 .
Vp = —m{CF%[TJm(O‘P)]+Cz<5[ffm(ap)]}€lm6
= 5 (p)e™,
Vi = _M{Cfgt[affmﬂ(ap)]+C§S[om]m+1(ap)]}e“mﬂ)e

A constante que multiplica 3 [Ky(icep)], para m = 0, ainda deve ser anulada pois, apesar de que 3 [Ky(ictp)]
ndo divergir na origem, essa mesma constante multiplica S[K; (iop)] e S[K_;(iap)] em outras duas componentes
e tais funcdes divergem na origem.
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= l¢A’( ) m+1)0,
onde, T = —a? + (V —E)>.

Para a regido R < p, o problema é equivalente. Nesta regido, temos que U = —U; = —V,
isto €, as solucgdes serdo da forma daquelas achadas na sec¢do anterior exceto que deve-se substi-
tuir V por —V. As fungdes R[J,,(ap)] e 3|/ (ap)] divergem quando p cresce indefinidamente,
entdo para que o pseudospinor seja finito em todos os pontos (inclusive no ponto no infinito)
deve-se anular as constantes que multiplicam tais fungdes. Entdo, para essa regido, a solucao

sera dada como:

Vi = {CIRIKn(iap)]+C7 S[Knlip)]} ™

= ¢ (p)e™®,
Vi = V+E{c3>9< 0Ky 1 (i0p)] +Cf (iK1 (icep)] } /=10
1
Vi = g (G RITKnliap)] + IS K (iap)]} e
_ ¢B/(p) zm(-),
Vi = (vz—Ez {C3 Rliat Ky (iap)] +C5 S[iat Ky (iap)] } " 1°

_ l¢A’() m+1)6
onde 7' = —a? + (V +E)>.

Devemos aplicar a condi¢do de que ¥ deve ser continuo em p = R, isto &,

ShSh
x X
=S

N
~ o~ o~
N =X
— ~— ~— ~—
I
=
/N N /N
)

S
I
)

Essas tltimas equagdes nos conduzem a um sistema homogéneo nas constantes C;-, C5, C5 e

C; . Para que esse sistema admita soluc¢do ndo trivial, entdo, pela regra de Cramer, o determi-
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nante da matriz formadas pelos coeficientes deve ser nulo:

R[Jm(aR)] S[Jm(aR)]
R0ty 1 (aR)] Slasm—1(aR)]
—-F —F
T(E)= %[r‘;m(aR)] S[T‘J/m(aR)]
V—E —
Rlatluri(aR)] I[otlyt1(0R)]

—R[Kn(ioR)] —S[Kn(ioR)]
_ RliaK,_1(iaR)] _ SliaK,y_1(iaR)]
V+E VIE
R[7' K (iR)] 3[t'Kn(iaR)]
V+E V+E
—R[ioT' K11 (ioR)] —S[iat' K1 (iaR)]

ou seja, para se achar os niveis de energia deve-se achar os zeros da fung¢@o 7'(E). Tal condicéo
nos conduz a niveis de energias discretos, pois apenas para certos valores de energia ela é

satisfeita.

Foi analisado o comportamento dos niveis de energia em relacdo ao raio do anel, R, e em
relacdo a intensidade do potencial eletrostético, V. Os resultados sao mostrados e discutidos no

préximo capitulo.

3.3 Anel Quantico Duplo

Outro sistema proposto ao estudo é o denominado de anel duplo, o qual trata-se de dois
anéis como estudados na secdo anterior concéntricos. Tal sistema nos fornecera informacoes de
como os anéis irdo interagir um com o outro, podendo através disso analisar o quao localizados
€ os estados desses anéis. Os potenciais eletrostatico aplicado sobre as camadas sdo dados por

(ver Figura 3.5),

[ U
+V|— e e e e e e
ol
[ U.
I 74 R I R
0 R

Figura 3.5: Gréfico dos potenciais U; (em preto) e U, (em vermelho) como fun¢do da
coordenada radial, para um anel quantico duplo em uma bicamada de grafeno.

V, se 0<p <R
Ui(p)=3 -V, se Ri<p<R,
V, se Ry <Dp,
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-V, se 0<p <R
Ua(p) = V, se Ri<p<R
=V, se Ry <p.

A solucdo da equagdo de autovalor do Hamiltoniano desse sistema € achada de forma

andloga ao anel quantico: divide-se o pseudospinor nas trés regides,

v (p,6), se 0<p<R
vi(p,0) =< v (p,0), se R <p<Ry
ll’i>(p79)7 S€ RZSP
onde i denota A, B, B' e A’.

Para 0 < p < Ry, tem-se que U; = —U, =V que € equivalente a regidao 0 < p < R no anel

simples, portanto as solu¢des sdo dadas por:

vi = {CFRUn(ap)]+C5Sm(ap)]}e™
= 0 (P)elme,
Vg = V%E{Cf%[afm1(Ocp)]+C2<S[och1(ap)]}ei(m_1)9

= iy (p)e "0,

1 .
Vg = —m{Cfi)i[r]m(ap)]+C2<S[1Jm(ap)]}e’m9
= 5 (p)e™,
Vi = —M{Cfm[affmﬂ(ap)]+C2<5[ochm+1(ap)]}e"('"“)e

= i (p)en e,
onde T = —a’+ (V —E)?.

Para R| < p < R, tem-se que U; = —U, = —V, entdo as solugdes serdo como as achadas
na primeira secao, porém substituindo V por —V. Nesta regido, como ndo contém a origem e é
limitada, entdo nenhuma das funcdes de Bessel divergem no intervalo, ou seja, todas as quatro

funcgdes estdo presentes na parte radial:

Vi = {CrRUn(ap)]+CrSlm(ap)]+C5 RKy(iop)] +Cy S [Kn(iop)]} ™
= ¢x(p)e™,
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Vg = V+E{ Cr Rlon-1(ap)] = G 3|1 (ap)]+

+C5 RliaK,-1(i0p)] + Cy S iK1 (iaxp)] "~ 1°
= iz (p)e'" 1P,

Vi = g (TR + CE S ap)
+C5 R[T Kn(iap)] +C5 S[T'Kn(iap)] } e™®
— 95 (p)e®,
Vi = e (T Rar s (ep)] +C SlavUy (ap)+

+CT R[0T Kyn 1 (i00p)] + Cy S[it' Koy (itp)] } 1O
_ i¢A=,(p)ei(m+l)9’
onde 7' = —a?+ (V+E)>.

Para R, < p, tem-se novamente que U; = —U, =V, entdo a solucdo serd como aquela
achada na primeira se¢do. Como as fungdes R[J,(p)] e 3[J(ctp)] divergem quando p cresce
indefinidamente, entdo deve-se anular as constantes que multiplicam tais fungdes. As solugdes

serdo dadas por,

vi = {CiR[Kn(iop)]+Cy3[Knliop)]}e im@

= 97 (p)e™,
v; = Vi R(iaK, 1 (i0p)] + C; Sk, (iap)] } 18
= iy (p)e "0,
v, = (Vl £ {C3R[tKn(iop)] +C7 S[tKnliap)]} e™®
= ¢BI(P)8”"9,
v = —W+{C§%[iaﬂ(m+1(iap)] 7 Slia Tk (iap)] ) et 1O

_ l¢ ( ) m+1)9
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Devemos aplicar a condi¢do de continuidade parap =R e p = R»,

$a(R1) = 95 (R),
95 (R1) = ¢5(R),
Op(R1) = o5 (R1),
o0 (R1) = ¢u(R1),
¢4 (R2) = 95 (Ra),
95 (R2) = ¢5(R2),
Ou(R2) = 04(Ra),
Op(R2) = 0g(Ra).

Essas tltimas equagdes nos conduzem a um sistema homogéneo nas constantes C;-, C5, C,
G, Gy eCy, C3> eC 4> . Para que esse sistema admita solu¢do ndo trivial, entdo o determinante
da matriz formadas pelos coeficientes deve ser nulo. Os elementos da matriz dos coeficientes

sdo dados no Apéndice B.

Foi analisado o comportamento dos niveis de energia em relacdo ao raio médio do anel
duplo, R = (R; + R3)/2, em relagdo a largura, L = R, — R}, e em relagdo a intensidade do

potencial eletrostatico, V. Os resultados sao mostrados e discutidos no préximo capitulo.

3.4 Interfaces Graduais

Até agora apenas consideramos potenciais kink que mudavam abruptamente de sinal. Em
experimentos reais € impossivel se obter uma mudanca abrupta como as estudadas. Devido a
iss0, nesta secdo estamos interessados em estudar os efeitos causados por uma mudanga gradual

do sinal dos potenciais (ver Figura 3.6). Trataremos com os seguintes potencial eletrostatico:

Vo, se 0<p<R—w/2
U(p)=4 V(p), se R—w/2<p<R+w/2,
—Vo, se R+w/2<p,

Ua(p) = =Ui(p), Vp,

onde R € o raio médio, w a espessura da interface gradual e V(p) é uma fung¢do continua tal que
V(R—w/2)=Vye V(R+w/2) = —Vp. Devido a complexidade do problema resolveremos a

equacgdo de autovalor por um método numérico que serd desenvolvido.



3.4 Interfaces Graduais

52

Figura 3.6: Gréfico dos potenciais U; (em preto) e U, (em vermelho) como fungdo da
coordenada radial, para um anel quantico em uma bicamada de grafeno com interfaces
graduais.

Primeiramente € conveniente separarmos as varidveis no sistema de equacoes diferenciais

proveniente da equagdo de autovalor do Hamiltoniano. Podemos separar as varidveis escol-

hendo:

Ya =
Y =
Yp =
Yo =

entdo obtemos o seguinte sistema:

dég m—1

dpp

Aoy m

ap Tp™
d(pA/ + m—l— 1
dp P

()5

(0%

¢Aeim9
I¢Bel(m—l)9’

¢B/eim0 ,

i¢A/ei(m+1)6

b

= (E—U1>¢A—t¢3/
= —(E-U1)¢s
— (- U)oy 104

= —(E—-U2)¢q.

(3.26)
(3.27)
(3.28)
(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

Esse ltimo sistema € valido sempre que os potenciais dependerem apenas da coordenada radial.

Observe que nos intervalos 0 < p <R—w/2e p > R+w/2 podemos escrever a solugio analitica

para esse potencial. De fato nesses intervalos os potenciais satisfazem a condi¢do U (p) =

—U,(p) = £V constante, entdo a solugdo nesses intervalos sao dados pelas equacdes (3.9),

(3.15), (3.19) e (4.11): para0 < p < R—w/2,

0r = CrRn(ap)]+CrSn(ap)]
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1

¢B< = VTE{CF [aJm—l(ap)]+C2<S[ajm—l(ap)]}
0 =~ CTRIehn(ap)] +C5 Slen(ep)]}
Oy = —ﬁ{Cf%[aerH(ap)]+C§S[arfm+1(ap>]},

onde T=—a?+ (V—E)% eparap > R+w/2

05 = CyR[Kn(iap)]+Ci3[Kn(iop)]

1

05 = ViE {CyR[iaK,—1(iop)]+C; S[iotKy—1 (iap)] }
1 . .
¢y = ;67123{ngquﬁOaPﬂ‘¥CTSPﬂKmOQPH}
1 . : : :
0 ::._RVT:Eﬁj{C§%haf%@+10apﬂ—%CjShaﬂK@+loapﬂ},
onde 7 = —a? + (V + E)? e eliminamos as solug¢des que divergem por anulando as respectivas

constantes multiplicativas. Para a regido R —w/2 < p < R+w/2 ndo temos a solugdo analitica,
ao invés disso vamos discretizar o intervalo em N pontos p; tal que

pi:R—quiAp,

onde
w

Ap = NiT
e vamos calcular numericamente as componentes do pseudospinor em cada ponto p;. De um
ponto de vista algébrico, desejamos achar o valor de 4N + 4 varidveis: 4N provenientes dos N
pontos p;, duas provenientes da solugdo analitica do intervalo 0 < p < R —w/2 e duas prove-
nientes da soluc@o analitica do intervalo p > R+ w/2. Para determinarmos essas varidveis
devemos achar 4N + 4 equagdes. Através da série de Taylor, podemos dizer que:
= 9" (p)

0j(p+Ap) =) ———Ap" para j=AB B A (3.34)
n=0 :

onde (I)J(") (p) € a n-ésima derivada de ¢;(p) (convencionamos que ¢J(O) (p) = ¢j(p)). Substi-
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tuindo Ap por —Ap obtemos a série:

. (0
o)(p—p) = ¥ (—1y PP

n=0

Ap™. (3.35)

n!

Subtraindo a equacdo (3.34) pela equagdo (3.35), obtemos que:

= 9" (p)
0j(P+Ap)=9i(p—Ap) = 2 ), —“——Ap"
n=impar :
= 28p9Y(p) +0(2p). (3.36)

Aplicando a equacdo (3.36) aos pontos Py, P1, ..., Pn € desprezando termos de ordem superior
obtemos 4N + 4 equacdes relacionando as 4N + 4 varidveis. Substituindo (])}1) (p) obtemos as

equacoes:

aPir)) = oalpiit) 280 {—gwi)—<E—U1<pi>>¢3<pi>} (3.37)

" gu(pi) + (B~ Us(p)on(p) —r¢3/<pi>} (3.38)

i

o(Piv1) = ‘PB(Pi—l)—l—ZAp[

Op(piv1) = op(pi-1)+24Ap {g%'(Pi) —(E _UZ(pi))(PA’(pi)} (3.39)
m+1

i

Par(piv1) = Ga(pi-1)+24p {— Par(pi) + (E — Ua(pi))9p (Pi) —ﬂPA(Pi)} (3.40)

para i = 0,1,...,N. Assim obtemos um sistema homogéneo de 4N + 4 variaveis e 4N + 4
equagoes. Para que esse sistema possua solug¢do ndo trivial o determinante da matriz dos co-
eficientes deve se anular. Dessa forma obtemos os autovalores do Hamiltoniano: apenas para

certos valores de energia o determinante da matriz dos coeficientes se anula.

Na prética o método exige um custo computacional alto pois deve-se calcular vérias vezes o
determinante de uma matriz de ordem 4N + 4 (usamos N = 1000). Para viabilizar o método, ao
invés de calcularmos o determinante da matriz dos coeficientes de ordem 4N +4, simplificamos
o0 sistema para um quatro por quatro através do método da substituicdo: se temos o valor das
componentes no ponto p;_; € no ponto p; podemos calcular, usando as equacdes (3.37), (3.38),
(3.39) e (3.40), o valor das componentes no ponto seguinte, p;; 1. Através da solucdo analitica
do intervalo 0 < p < R—w/2, as componentes nos pontos p_; ¢ pp podem ser calculadas em
fungdo de C;° e C5 . Entdo podemos calcular as componentes no ponto p; como fungéo de C;
e C5. Agora temos as componentes nos pontos pg e pi em fungdo de C;~ e C5, entdo também
podemos obter as componentes no ponto p, em fungdo de C; e C5. Assim podemos calcular
progressivamente as componentes nos pontos ps,p4,...,Py em fungdo de C; e C5. Como

as componentes para py4i podem ser calculadas em funcdo de C5 e C; através da solugdo
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analitica do intervalo R+ w/2 < p, obtemos um sistema homogéneo de quatro equagdes e
apenas quatro varidveis, a saber, C;-, C5°, C5 e C; ao usarmos as equagdes (3.37), (3.38), (3.39)
e (3.40) para py. Por ultimo, achamos os autovalores do Hamiltoniano impondo a condi¢ao de

que o determinante da matriz dos coeficientes desse sistema 4x4 fosse nulo.

No préximo capitulo apresentamos como os niveis de energia se alteram devido a introdugao

de interfaces graduais, bem como apresentamos quais as interfaces graduais foram utilizadas.
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4 Resultados

Neste capitulo apresentaremos o espectro de energia como fun¢ao dos parametros que de-
finem os potenciais estudados. Para o anel simples, foi analisado o comportamento dos niveis
de energia em relacdo ao raio do anel, R, e em relacdo a intensidade do potencial eletrostatico,
V, e comparamos com o sistema estudados por I. Martin ef al. o qual nds referiremos como
potencial kink axial. Para o anel duplo, foi analisado o comportamento dos niveis de energia em
relagdo ao raio médio do anel duplo, R = (R; +R;)/2, em relagdo a largura, L = Ry — R}, e em
relacdo a intensidade do potencial eletrostatico, V. Finalmente apresentamos como os niveis de
energia se alteram devido a introducao de interfaces graduais, bem como apresentamos quais as

interfaces graduais foram utilizadas. Em todos os potenciais estudados verificou-se relacao:
E(m)=—E(—m). 4.1)

a qual € equivalente a relagdo E(p,) = —E(—p,) como ¢ achado no potencial kink axial [15].
Observe que no gréafico (d) da Figura 3.2 ndo se observa tal comportamento, portanto esse

resultado deve ter origem na natureza topoldgica do confinamento.

Podemos deduzir através das equacgdes (3.30), (3.31), (3.32) e (3.33) uma outra interessante
relacdo entre as energias dos estados com indices m e —m para potenciais que dependem apenas
da coordenada radial: em todos os sistemas que estudamos era valido que U;(p) = —Ua(p),

por isso vamos substituir U; (p) = —U(p) = U(p) nas equagdes (3.30), (3.31), (3.32) e (3.33),

T n = (E-U)oa— 16
oo = —(E-U)es
%‘#m;lm/ = (E+U)op —16s
o = —(E+ V).

Analisaremos como se comporta o espectro de energia para um potencial o qual é o simétrico

aditivo do potencial U(p). Substituindo o potencial kink U(p) por um potencial —U (p) nessas
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ultimas equagdes, obtemos o seguinte sistema de equacoes,

Cfiqf)f+(_n2+l¢3 = (E(m) +U)ga 10y
%_(_p—m) w = —(Es(m)+U)gp
W g~ (- U1y -
%*ﬁ)—m)%’ = —(Es(m) = U)¢u,

e introduzimos o subscrito s para enfatizamos que € a energia do potencial —U. Agora vamos

substituir m por —m’ e vamos reorganizar as equacoes,

dd%'—”“'glm/ — (E(—m) = U)gp — 104
W gy = —(E() U)o
%+”’/;1¢B = (E(—m')+U)gs —top
%_%’% = —(Ey(—m)+U)gs.

Observe que o sistema para o potencial —U com indice —m = m’ € igual ao sistema para o
potencial U com indice m, porém trocando A por B, B por A’ e vice-versa. Como as autoener-
gias, Eg(m’), independem de como rotulamos as componentes, elas serdo iguais as energias do

sistema de potencial U com indice m, E(m), isto é,
Es(—m) = E(m). 4.2)

Por defini¢cdo o potencial antikink é o simétrico aditivo do potencial kink, portanto combinando

as equagoes (4.1) e (4.2), obtemos que,
Eg(m) = —E(m), (4.3)

onde E,; € a energia do potencial antikink e Ej, do kink.

A equacdo (4.3) é bastante util para calcularmos o espectro de energia nas proximidades
do ponto K'. O Hamiltoniano nas proximidades do ponto K’, H’, sujeito aos potenciais ra-

diais Uj(p) = —Ux(p) = U(p) ¢ obtido do Hamiltoniano nas proximidades do ponto K por
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substituindo py por —p,, ou seja, trocando 7 por 7' e vice-versa, isto &,

ot
, T U O
H = , 4.4)
t 0 =U =«
0 0 =« —U
As energias sdo obtidas pela equacdo de autovalores, H'Y = E'P,
Uarx t 0 Va Va
T U 0 0 VB _ g VB
t 0 U T Yy Yp ’
0 0 ﬂ'T -U Yy Yy
a qual pode ser escrita como,
U T t 0 Yp Yp
T
T -U 0 O / /
Ya _F Va ’ (45)
t 0 U xf Va VA
0 0 T U Yp VB

que é igual ao Hamiltoniano nas proximidades do ponto K sujeito ao potencial simétrico —U (p),
porém trocando A por B, B por A’ e vice-versa. Como os autovalores da equacio (4.5) indepen-
dem de como rotulamos as componentes, entao eles serdo iguais aos autovelores do Hamiltoni-

ano nas proximidades do ponto K sujeito ao potencial simétrico —U (p), isto &,

onde a linha indica que € a energia nas proximidades do ponto K'. Usando a equagio (4.3),

obtemos que,
E(m) = —Eg(m).

Através dessa tltima equacdo pode-se obter o espectro préximo do ponto K’ conhecendo o

espectro proximo do ponto K.

4.1 Anel Simples

Tracamos o espectro de energia como func¢ao do raio, R, do anel (Figura 4.1) e como funcao
da raiz da amplitude do potencial kink, vi/z (Figura 4.2). Nos graficos apenas tracamos as en-

ergias para valores positivos de m, porém pela equacao (4.1) as energias para valores negativos
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de m sdo obtidas refletindo o espectro em relagdo ao eixo das abscissas. As linhas sélidas sdo

0s pontos em que,
Ve

El=——,
o VAV2 12

portanto, energias com o médulo maior que esse valor pertencem a um continuo de energias.

Nos graficos das Figuras 4.1 e 4.2 os estados para m = 0 ndo sdo os estados com o0 menor
valor absoluto de energia. Isto significa que para energias préximas do nivel de Fermi os estados
nao possuirdo o momento angular nulo. Em semicondutores, tal fendmeno € apenas observado

na presenca de um campo magnético o qual origina o efeito Aharonov-Bohm.

20- ﬁ% -
15 |- -
—— Continuo

o m=0

° m=1

& m=2

v m=3

°© m=4

m=>35

> m=6

° m=7
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L | L | 1 | L | 1 | 1 | L 1
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Figura 4.1: Espectro proximo do ponto K como fung¢do do raio do anel param =0,1,...,7 e
para o valor de V indicado no grafico. O espectro param = —1,—2,...,—7 pode ser obtido
apenas refletindo em relacao ao eixos das abscissas o espectro mostrado. Para energias acima
da linha sé6lida superior temos um continuo de energias. Da mesma forma para energias abaixo
da linha sdlida inferior.

Observe, no gréfico das energias como funcao do raio que todas as subbandas possuem um
comportamento assintético para grandes valores de R. De fato todas as subbandas tendem para
os valores de energia para o potencial kink linear onde py, = 0 [7]. Isso ocorre pelo fato de que
quanto maior o raio do anel, menor serd a curvatura e no limite em que o raio torna-se infinito,

o anel torna-se uma linha e o kink passa ser axial ao invés da radial. Podemos demonstrar esse
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Figura 4.2: Espectro proximo do ponto K como funcio da amplitude do potencial para
m=0,1,...,7 e para valor de R indicado no gréfico. O espectro param = —1,—2,..., —7 pode
ser obtido apenas refletindo em relacdo ao eixos das abscissas o espectro mostrado. Para
energias acima da linha sélida superior temos um continuo de energias. Da mesma forma para
energias abaixo da linha sélida inferior.

resultado introduzindo a coordenada x definida por:
¥ =p—R, (4.6)

entdo em termos de x’ temos que:

V, se —R<x' <0

Up)=
() -V, se 0<x <oo

e sistema de equagdes separadas adquirem a forma:

d(PB m—1

b A - (E— ~ tOw
I x’+R¢B (E—=U)ps—19p
d(PA m

“vA - _(E—

dx’' +x’+R¢A ( U)os
d‘pA/ m—l—l .
W+x’+R¢A' = (E+U)dp —1¢a
dog m

49z o = —(E+U)Pa.

dx’ _x'+R
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Passando o limite quando R tende para o infinito, obtemos que,

V, se —oo<x' <0

Uo(x') =
—V, se 0<x' <o
e
dPpe
o = (Bo—Usx)Pte—19pes
dPpco
o = (e Us)fse
dPureo
dx’ - (E°°+U°°)¢B’OO_I¢A°°
dPpe
dx/ — _(Eoo+Uoo)¢A’<xn
onde usamos a notagio,
F.= lim F.
R—oo

Essas equagdes sdo exatamente as mesma que obtemos quando se calcula a energia E (py) para
py = 0 em um kink linear. Observe ainda que E., independe de m, o que mostra que o valor

assintdtico independe de m.

80 I Ll I L I L I L I
| —— Continuo
60F = m=0 o
| °© m=1 <
40} ¢ m=2 b
| v m — 3 Q
20 |
> of i
g R e
~ B 2 SOOI X
W o0
A0F o m=8 m
B * m= 9 o m=
B m=10
_80 | 1 | 1
2 4 6 8 10

ik (meV"z)

Figura 4.3: Espectro proximo do ponto K como fun¢do da amplitude do potencial para
m=0,1,...,12 e para R = 50 nm. Observa-se um maior nimero de estados com energia nula
do que o mesmo espectro para R = 20 nm.
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Devido a equacao (4.1) os estados de energia nula sempre possuirdo uma dupla degenerescéncia
como a achada no caso de um potencial kink axial. Porém diferentemente do caso linear os es-
tados que possuem energia nula, no anel, apenas existem para certos valores de R e V, isso
ocorre devido a quantizacdo do momento angular m. A Figura 4.3 evidencia isso onde tracamos
o espectro como func¢do de V para um valor maior do raio onde se observa o aparecimento mais
freqiiente dos estados com energia nula. No limite quando o raio tende para o infinito esperamos
que para todos os valores de V' existam estados com energia nula como no caso axial. Para o
potencial kink axial acha-se que os zeros ocorrem quando[7]

0. hvtv

Py = "3/x

4.7)

Podemos através de argumentos heuristicos achar uma relacdo equivalente para o anel: vimos
que para grandes valores de R a coordenada x” definida pela equagdo (4.6) aproxima a coordena
x, da mesma forma podemos aproximar a coordenada y usando a coordenada 6. Definiremos

uma coordenada y’ como a altura definida por (ver Figura 4.4):

y' = Rtan(0). (4.8)

A
Y

R

Figura 4.4: Visdo geométrica da coordenada y'.

Observe que podemos escrever 6 como:

/
60 = arctan <Z>
R
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desprezando termos de ordem 1/ R? ou superior, obtemos que

~ =, 4.
0 R 4.9)

No caso radial, yy é proporcional a ¢™® substituindo o 8 da equagdo (4.9), obtemos que,
YA ~ ()R (4.10)

Ja no caso linear, como o confinamento apenas acontece na direcdo do eixo Ox, entdo a de-
pendéncia em y € ainda uma onda plana como no caso de uma ddp homogénea, equacao , isto
€,

Y = 0 (x)e™ = 9 (x)e 7 .11y

Comparando as exponenciais e das equagdes (4.10) e (4.11) podemos relacionar o momento

angular m com o momento linear p, = fik, como segue,

m

~ D
R i’

onde essa relacdo € tanto melhor quanto maior for o valor de R. Entdo usando a equagao (4.7)

achamos a condicdo para que tenhamos estados de energia zero,

Q

=JE
[

ou seja,

R

Apenas para valores de R e V que satisfazem a equacgdo (4.12) para m = 0,=£1,.. existirdo

m \tV

A >34 (4.12)
estados de energia nula. Observe que para m = 0 nio podem existir tais estados' o que concorda
com os espectros apresentados. Para V = (20 meV)/hvg , temos que p(y) /h~0.1 nm~!, entdo

obtemos os estados de energia nulaem R~ 10 nm param = +1,em R~ 20 nm param = +2 ¢

assim por diante, os quais podem ser observados no grafico da Figura 4.1.

A equagdo (4.7) foi deduzida apenas para V <t [15], portanto a equagdo (4.12) também
possuem essa limitagdo. Por exemplo, se V = (100 meV)/hvE, a equagdo (4.12) prevé que
0s zeros aconteceram para R =~ m(5 nm), porém o grafico da Figura 4.5 mostra que os zeros

acontecem antes dos valores previstos.

Exceto para o caso trivial em que V = 0.
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Figura 4.5: Espectro proximo do ponto K como fung¢do do raio do anel param =0,1,...,7 e
para o valor de V indicado no grafico. O espectro param = —1,—2,...,—7 pode ser obtido
apenas refletindo em relacdo ao eixos das abscissas o espectro mostrado. Observe que devido
ao alto valor de V, os zeros acontecem antes dos valores previstos.

4.2 Anel Duplo

Nesta se¢do mostramos o espectro de energia como fun¢do da distancia entre os anéis L =
R> — Ry, do raio médio R = (R + R;) /2, e da amplitude do potencial, V. Nas Figuras 4.6 e 4.7
podemos verificar que o espectro se assemelha com a superposi¢do das subbandas de dois anéis
que constituem o anel duplo. Porém enquanto que para p = R (primeiro anel) o potencial U
troca de sinal de +V para —V, para p = R, (segundo anel) esse potencial troca de sinal de —V
para +V. Portanto o primeiro anel é formado por um potencial kink, enquanto que o segundo €
formado pelo potencial antikink. Na Figura 4.8 comparamos o espectro do anel duplo com os
espectros dos dois anéis que constituem o anel duplo. Comparamos as subbandas m = 3 de cada
anel e vemos uma boa concordancia quando a diferenca entre as energias dos anéis simples é

alta (para o anel com o maior raio comparamos com a subbanda m = —3, pois, como vimos
Eak(m) = Ek(—m)).

Quando as energias dos anéis simples tornam-se comparaveis nota-se o aparecimento de um

gap entre as bandas do anel duplo. Tal cruzamento é denominado anticrossing. O gap € aberto
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Figura 4.6: Espectro de um anel duplo préximo do ponto K como fun¢do do raio médio para
m=0,1,...,7 e para valores de V e L indicados no grafico. O espectro param = —1,—2,...,—7
pode ser obtido apenas refletindo em relagdo ao eixos das abscissas o espectro mostrado. Para

energias acima da linha sélida superior temos um continuo de energias. Da mesma forma para
energias abaixo da linha sélida inferior.

tanto nos graficos do espectro em fun¢do do raio, R, como em funcdo da amplitude V, como
podemos ver claramente nas Figuras 4.10 e 4.12. Tal gap € semelhante ao gap aberto no cruza-
mento dos niveis de energia nos estados polar e homopolar das moléculas [36] e de fato podemos
fazer um tratamento semelhante. Seja @1 = (w14 Wiz Vig Via]! e @2 = [Waa Wap Vo Wour]”
as solucdes, respectivamente, do anel simples interno e externo que constituem um anel duplo.

Seja H o Hamiltoniano do anel duplo, o qual pode ser escrito como,
H=H +W, =H,+ W,

onde H; (H,) é o Hamiltoniano do anel interno (externo). Os operadores W, e W, sdo dados

por: i i
w;, 0 0
0 w; O 0
Wi = ; (4.13)
0O 0 —w; O
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Figura 4.7: Espectro de um anel duplo préximo do ponto K como fun¢do da amplitude do
potencial param = 0,1,...,7 e valores de R e L indicados no grafico. O espectro para
m=—1,—-2,...,—7 pode ser obtido apenas refletindo em relacdo ao eixos das abscissas o
espectro mostrado. Para energias acima da linha sélida superior temos um continuo de
energias. Da mesma forma para energias abaixo da linha sélida inferior.

onde,
2V, se 0<p <R

0, se p>R

0, se O0<p<Ry
2V, se p>R,.

Observe que,

(P1[H|DP)) = &+ (P1[W2|Py)
(P2 H|Dy) = &(Po|Py) + (Pr|Ws|Py), (4.14)

onde H|®P| = g1P;. O operador W, apenas € diferente de zero para valores de p maiores que
o raio do anel externo, R,, porém as componentes do pseudospinor ® apenas assume valores

aprecidveis na proximidades de R, portanto podemos dizer que,

(®)|H|®)) ~ €. (4.15)
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Figura 4.8: Comparacao entre as energias do anel duplo e as energias dos anéis simples que
formam o anel duplo. Em preto as energias com indice m = 3 de um anel simples com um raio
igual ao raio menor do anel duplo Ry = 15 nm. Em vermelho as energias com indice m = 3 do
anel duplo. Em azul as energias com indice m = —3 de um anel simples com raio igual ao raio

maior do anel duplo R, = 25nm. Utilizamos o indice m = —3, pois no raio R, temos um
potencial antikink.

O elemento (P, |W,|P;) pode ser calculado explicitamente e é dado por,
€1p = (D2 Wa| D) = 2V (2| Dy), (4.16)

onde,

b

y Ir, Vi, Wiada® + Jr, Y3 Yisdx® — Jr, Vip Vi dx® — Jr, Yy Viadx’
2 p—
[, DD dx?

€ um nimero menor que um que depende de R,. Pelas equagdes (4.14) e (4.15), podemos dizer

que,
H®|, ~ & +¢€,P,,

onde devemos desprezar termos (®,|®;)? ou superiores. Da mesmo forma, podemos mostrar
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que,

H®;, ~ &9+ 6P,,

onde Hy®, = &,P,, e,

&1 = (P |W1|Dy) =2V 7y (P|Py) 4.17)
Il wadx® + [ pwapdx® — [y wngd® — [yl e ada?
= — ) . (4.18)
[ P Podx
Através da equacgdo (4.14) e da equagdo equivalente para &, obtemos que,
&1 — &1 = <¢2|CI)1>(81 — 82). (4.19)

Seja W e W,, autovetores do Hamiltoniano do anel duplo com energias E; e E, respectiva-
mente, de tal forma que E; (E,) é a subbanda superior (inferior) do cruzamento dos niveis €| e

& dos anéis simples (Figura 4.9). Vamos supor que a solu¢des podem ser escritas como,

Y = 1P +CadP2
Yy ~ (P +Cndy,

substituindo na equagdo de autovalor, obtermos que,

Ci Ci
E, =€ +—6&1 =&+ —¢€. 4.20
i =€+ c & )+ C. 12 (4.20)

E1) =

EM)

Figura 4.9: Esbog¢o do cruzamento de dois niveis de energia.

Tanto E; e E> quanto os epsilons sdo fungdes da amplitude do potencial V e, de fato, até

mesmo os pseudospinores dependem de V. Seja Vp o valor da amplitude do potencial V' onde



4.2 Anel Duplo 69

ocorre o cruzamento dos niveis de energia. Vemos que,

82(V), se VL&V
81(V), se V>V,

g((V), se V&V
Sz(V), se V>V,

Se V < Wy, entdo E| = &, logo,

Ci
e~ 0 “.21)
Ci2
C
—12821 ~ & —€&. (4.22)
Cn

combinando essas ultimas equacdes com a equacgao (4.19) obtemos que,

Cu

~ 0,
Ci2

ou,
Cu
Ciz

Em ambos os casos podemos dizer que |Cy2| > |C;

(D2|®y).

, portanto,
lPI ~ CI)Z.

De forma semelhante pode-se mostrar que quando as energias E; e E, tendem para umas das en-
ergias € ou &, a solucdo tenderd para a solu¢do do anel simples respectivo a energia. Portanto,
variando a amplitude do potencial, podemos fazer o elétron tunelar de um anel para o outro.
O teorema adiabatico garante-nos que se a amplitude do potencial for variada lentamente, o
elétron ird tunnelar de um anel para outro, porém se a mudanca for rapida, o elétron saltara de

nivel e permanecera no mesmo anel.

Agora analisaremos o intervalo em que V =~ V). Nesse intervalo temos que & ~ & e pela

equagdo (4.19) obtemos que €1, ~ &) ~ €. Das equagdes (4.20), obtemos que |Cj1| = |Cia|, e
entao,

E, = g+ |£|

E, = g —l¢|,

Finalmente achamos que o gap aberto AE = E| — E; é dado por,

AE =2|e| = 4|V y(®,|®1)]. (4.23)
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Portanto o gap é proporcional ao produto (®,|®;) que chamaremos de overlap dos pseu-
dospinores. Imediatamente vemos que se 0s pseudospinores tiverem valores diferentes de m,
o overlap é nulo e ndo existe gap, isto €, apenas existe anticrossing nas subbandas que pos-
suem o mesmo momento angular m#. Isso pode ser observado em todos os graficos desta secao.
Naturalmente quanto maior for a distancia entre os anéis, L, menor serd o overlap entre os pseu-
dospinores, portanto, o gap serd cada vez menor o que pode ser visto comparando os grafico
das Figuras 4.7 e 4.11 ou, das Figuras 4.12 e 4.13, onde mostramos o grafico do espectro em
funcdo de V para mesmo valor de R, porém, para dois valores de L diferentes. Ao aumentarmos
o raio R, o gap entre as bandas também aumenta. Podemos ver isso comparando os grifico das
Figuras 4.7 e 4.12 ou, das Figuras 4.11 e 4.13, onde mostramos o grafico do espectro em funcao
de V para mesmo valor de L, porém, para dois valores de R diferentes. Isso significa que o over-
lap dos peseudospinores aumenta, portanto, podemos dizer que o coeficiente de decaimento?
dos estados dos anéis simples aumenta proporcional ao raio do respectivo anel. Esse compor-
tamento torna-se cada vez mais ténue com o aumento do raio, pois, o espectro em funcao de
R possui um carater assintdtico. Na Figura 4.12 o gap foi grande o suficiente para retirar os
estados com energia nula para os valores de V apresentados, porém para valores V mais altos

esses estados tornam a aparecem para valores de m mais elevados.

Na Figura 4.14 tracamos o espectro como fun¢do da distancia L dos anéis, mantendo o raio
médio, R, constante. No limite em que L = 0, o potencial aplicado tende simplesmente para
o caso de uma ddp homogénea, portanto as subbandas deixam de existir sobrando apenas o
gap entre as bandas de valéncia (regidao abaixo da linha sélida inferior) e a banda de conducao
(regido acima da linha sélida superior). No limite em que L = 2R (ndo faz sentido falar nesse
parametro além desse limite) o raio do anel interno anula-se, ou seja, o anel interno deixa
de existir sobrando apenas o anel mais externo. a Figura 4.14 podemos ver as subbandas do
anel interno “imergindo” no continuo na medida em que aumentamos L sobrando apenas as

subbandas do anel externo.

4.3 Interfaces Graduais

Tratamos com duas interfaces graduais diferentes. Em ambas tracamos o espectro como

fun¢do da amplitude do potencial V e como fun¢do da espessura da interface gradual w.

2Coeficiente que mede o quio rapido a fungio de onda decai.
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Figura 4.10: Espectro de um anel duplo préximo do ponto K como fun¢do do raio médio para
m=0,1,...,7 e para valores de V e L que realcam o gap entre as energias com o mesmo indice

m.

4.3.1 Interface Linear

Nesse caso tratamos com uma mudanga linear, ou seja,

(R—w/2—p)

V(ip) =WV w2

+ Vo,

o qual é esbocado na Figura 4.15.

O grafico do espectro em funcdo da amplitude do potencial V € mostrado na Figura 4.16,

onde vemos que o comportamento qualitativo dos niveis de energias € muito semelhante ao

caso abrupto, porém quantitativamente diferente. Para V1/2 ~ 14 o nivel de energia param = 0

com interface gradual é aproximadamente 65 meV, enquanto que para a interface abrupta é

aproximadamente 100 meV. Na Figura 4.17 tracamos o grafico do espectro como fun¢ao da

espessura da interface onde podemos ver o surgimento de novas subbandas ‘“emergindo” do

continuo para valores mais elevados da espessura w. Tal resultado € consistente com os obtidos

para para o kink axial [15].
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Figura 4.11: Espectro de um anel duplo préximo do ponto K como fun¢do da amplitude do
potencial param = 0,1,...,7 e valores de R e L indicados no gréfico.

4.3.2 Interface Nao-Linear

Nesse caso tratamos com uma mudanc¢a nao linear, fizemos,

B (p—R+w/2)m
V(p) = Vycos " )

o qual é esbocado na Figura 4.18.

O gréfico do espectro em fungdo da amplitude do potencial V é mostrado na Figura 4.19.
Tal espectro apresenta um comportamento ainda mais semelhante ao caso abrupto tanto qual-
itativamente quanto quantitativamente. Na Figura 4.20 tracamos o grifico do espectro como
funcao da espessura da interface no qual a tunica diferenca observada para o mesmo espectro da
interface linear € que neste as energias sdo “antecipadas” em relacdo ao primeiro, 0 que sugere

que houve algo semelhante a uma mudanca de escala.
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Figura 4.12: Espectro de um anel duplo préximo do ponto K como fun¢ao da amplitude do
potencial param =0, 1,...,7 e valores de R e L indicados no gréfico.
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Figura 4.13: Espectro de um anel duplo préximo do ponto K como fun¢ao da amplitude do
potencial param = 0,1,...,7 e valores de R e L indicados no gréfico.
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Figura 4.14: Espectro de energia como func¢do da distancia L entre os anéis simples para
m=0,1,...,7 e valores de R e V indicados no gréfico. O espectro param = —1,—2,..., =7
pode ser obtido apenas refletindo em relacdo ao eixos das abscissas o espectro mostrado. Para
energias acima da linha sélida superior temos um continuo de energias. Da mesma forma para
energias abaixo da linha sélida inferior.
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Figura 4.15: Grafico do potencial U (em preto) e —U (em vermelho) como fun¢ao da
coordenada radial, para um anel com interfaces graduais lineares.
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Figura 4.16: Espectro de um anel com interfaces graduais lineares préximo do ponto K como
funcao da amplitude do potencial param = 0,1, ...,7 e valores de R e w indicados no grafico. O
espectro param = —1,—2,...,—7 pode ser obtido apenas refletindo em relagdo ao eixos das
abscissas o espectro mostrado. Para energias acima da linha sélida superior temos um continuo

de energias. Da mesma forma para energias abaixo da linha sélida inferior.
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Figura 4.17: Espectro de um anel com interfaces graduais lineares préximo do ponto K como

funcdo da espessura, w da interface param =0, 1,...,7 e valores de V e R indicados no grafico.

O espectro param = —1,—2,...,—7 pode ser obtido apenas refletindo em relagcdo ao eixos das

abscissas o espectro mostrado. Para energias acima da linha sélida superior temos um continuo
de energias. Da mesma forma para energias abaixo da linha sélida inferior.
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Figura 4.18: Gréfico do potencial U (em preto) e —U (em vermelho) como func¢do da
coordenada radial, para um anel com interfaces graduais ndo lineares.
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Figura 4.19: Espectro de um anel com interfaces graduais nao lineares proximo do ponto K
como func¢do da amplitude do potencial param = 0,1, ...,7 e valores de R e w indicados no

grafico.
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Conclusoes

Nos tdltimos trinta anos foram descobertas novas formas alotrépicas do carbono que demon-
straram possuir algumas propriedades passiveis de aplicacdes em vdrias areas da ciéncia. Ap-
resentamos tais formas alotrépicas concentrando principalmente nossas aten¢des no grafeno,
onde discutimos superficialmente um pouco da evolucdo de sua descoberta e de sua sintetizacao.
Também foram discutidas algumas propriedades singulares do grafeno e da bicamada de grafeno,

tais como, o tunelamento Klein, um efeito Hall Quantico anomalo e um gap controlavel.

Utilizamos o formalismo tight-binding para descrever os portadores de carga no grafeno. A
partir desse formalismo € possivel desenvolver a equacdo de Dirac para o grafeno justificando
o motivo pelo qual se é habitual dizer que elétrons no grafeno comportam-se como férmions
relativisticos de massa nula em duas dimensdes. Tal descricao foi estendida a uma bicamada
de grafeno e mostramos que quando submetida a uma diferenca de potencial constante apre-
senta um gap no espectro, o qual pode ser controlado variando a diferenca de potencial entre
as camadas. Quando a diferenca de potencial € nula o espectro ndo exibi gap restando apenas
bandas parabdlicas. Mostramos ainda como tal gap se comporta em funcao da diferenca de po-
tencial aplicada, exibindo um comportamento aproximadamente linear, para pequenos valores

da diferenca de potencial.

Os principais resultados deste trabalho relaciona-se a um tipo particular de confinamento,
conhecido como confinamento topolégico, no qual a diferenca de potencial aplicada sobre a
bicamada de grafeno muda de sinal na regido de confinamento. Aplicamos o formalismo de-
senvolvido aos sistemas que consistiam de potenciais que mudavam de sinal abruptamente na
direcdo radial (potencial kink radial) dando origem a estados semelhantes aos estados em anéis
quanticos semicondutores e calculamos analiticamente o espectro de energia. Incluimos, através

de cdlculos numéricos, efeitos de uma mudanca gradual do sinal dos potenciais.

Mostramos como o espectro de energia proximo do ponto K se comporta em relagdo
aos parametros que definem os potenciais estudados, e mostramos como calcular o espectro
préximo do ponto K’ partindo do espectro préximo do ponto K. Nos potenciais estudados
mostramos ser possivel o confinamento espacial dos portadores de carga o que em uma mono-

camada mostra-se impossivel devido ao tunelamento Klein. Para um anel simples (uma dnica
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mudancga de sinal na dire¢ao radial) os resultados sdo semelhantes aos resultados obtidos por
um potencial em que a mudanca de sinal ocorre na direcdo axial (potencial kink axial). As-
sim como no problema axial [15], também achamos estados com energia nula, porém como o
momento angular é quantizado, apenas para certos valores do raio do anel e da intensidade da
diferenca de potencial que se obtém tais estados. Os niveis de menor energia possuem momento
angular diferente de zero, fendmeno que € apenas observado em semicondutores sujeitos a cam-
pos magnéticos. O espectro em fungdo do raio do anel exibe um comportamento assintotico,

tendendo para o espectro do potencial axial quando o raio cresce indefinidamente.

No estudo do anel duplo o qual consiste de dois anéis quanticos concéntricos, obtemos
anticrossing semelhantes aos achados no cruzamento dos niveis de energia nos estados polar e
homopolar das moléculas. Mostramos que o gap que € aberto € proporcional ao overlap dos
estados dos anéis simples o que justifica o fato que os anticrossing apenas acontecem em niveis
de energia com o mesmo valor de momento angular m#Ai. Mostramos que quando um nivel
de energia do anel duplo tende para um nivel de energia de um dos anéis simples, o estado é
aproximadamente o estado do anel simples. Portanto podemos fazer um elétron confinado em
um dos anéis simples tunelar para o outro, apenas controlando o potencial aplicado. O teorema
adiabdtico garante-nos que se a amplitude do potencial for variada lentamente, o elétron ira
tunnelar de um anel para outro, porém se a mudanca for rapida, o elétron saltara de nivel e

permanecera no mesmo anel.

Ao acréscimo de interfaces graduais o espectro de um anel muda quantitativamente, apesar
de nao mudar qualitativamente. Em conforme com o potencial kink axial achamos que ao

aumentarmos a espessura da interface gradual surgem novas subbandas.

Como perspectivas futuras, pretendemos incluir nos calculos efeitos de segundos vizinhos
que foram negligenciados neste trabalho. Estudar o comportamento do espectro sub a influéncia
de um campo magnético e incluir interacdo elétron-elétron estudando dois eletrons em tais

sistemas.
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Apéndice A — Solugoes linearmente

independentes

No Capitulo 3 afirmamos que as fungdes

fi(p) = Rm(ap)], (A1)
f2(p) = 3lJm(ap)]; (A2)
f3(p) = R[Kn(iap)], (A.3)
fa(p) =S [Kn(iap)], (A.4)
onde  é dado por
o= \/V2 +E2— \/4V2E2 —12(V2—E?),
sdo solugdes da equacao radial ao separarmos as variaveis da equagdo (3.6):
VIV2yu +-2(V2 4+ E2)V2yyu + (V2 —E?)? +12(V2 —E?) ]y, = 0. (3.6)

A equagio radial pode ser obtido substituindo y; = ¢4(p)e™® na equacio (3.6), porém pode-
mos mostrar que as funcdes (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4) sdo solugdes linearmente independentes
(LI) da equagdo radial sem saber a forma exata desta. Para isso, primeiramente, vamos mostrar
que, se F,(op)e™®, onde F,, denota as funcdes de Bessel, é solucdo da equacio (3.6), ento
R[Fn(iop)]e™ e S[F,(iap)]e™® também o sio. PROVA: Fy,(ap)e™® é solugio da equagio

(3.6), se e somente se, ¢ € solucao da equacao (3.7),
at £2(VZ+EX)a? + (V2 —E?)? +13(V2 —E?) = 0. (3.7)

Porém, € bem conhecido que se & € solu¢do de uma equagdo polinomial com coeficientes reais,
entdo & (o complexo conjugado de o) também € solucdo da mesma equagdo. Isso significa que

Fu(ap)e™® = F,,(ap)e™® também é solugio da equagio (3.6). Porém é vélido que [35]:
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para qualquer uma das funcdes de Bessel. Entdo Fm(ocp)ei’"e também ¢ solucdo da equacdo

(3.6). Finalmente concluimos que

Fu(op) +Fu(0p) e

R[Fn(ap)le™ = 5 e
e
imo __ Fm(ap) —I—Fm(OCp) im0
S[Fn(ap)le™ = 57 e

sdo solucdes da equagio (3.6). Ora, se G(p)e™? é solucio da equacio (3.6), entio G(p) serd
solucdo da equacdo radial separada, logo, (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4) sdo solucdes da equacao

radial.

Agora resta-nos mostrar que as funcoes (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4) s@o LI. Para isso calcu-
laremos o Wronskiano, W[fi.f2, f3, fa](p), delas. Pode-se mostrar que se fi(p), f2(p). f3(p)
e f4(p) sao solugdes de uma equacdo diferencial ordindria de quarta ordem em um intervalo
aberto I, entdo ou W|[f}.f2, f3, f4](p) serd zero em todo I (se elas foram linearmente depen-
dentes) ou W|[f1.f2, f3, fa](p) serd diferente de zero em todo I (se elas foram linearmente in-
dependentes) [37]. Portanto, basta calcularmos o Wronskiano para algum valor de p e mostrar
que ele é diferente de zero. A expressdo analitica do Wronskiano é demasiadamente extensa,
complexa e ndo fornece muita informacao, por isso, julgamos melhor apenas mostrar o grafico
do Wronskiano. A Figura A.1 mostra o grafico do Wronskiano para p = 10 nm como funcao
da energia (Wronskiano depende de a que, por sua vez, depende da energia). Mostramos os
gréficos para V =1t /2 (azul), V =t /4 (vermelho) e V = ¢ /8 (amarelo). O Wronskiano mostrou-
se ser independente de m, algo que € comum com as funcdes de Bessel [34], e, para p = 10 nm

(portanto, para qualquer valor de p), € diferente de zero para energias dentro do intervalo (3.8),

Ve
El < —F——. 3.8
£ 4V2 12 G:5)
O Wronskiano zera para |E| = \/‘%, e permanece nulo fora do intervalo (3.8). Isso mostra

que as solucdes (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4) sdo LI no intervalo de energias que estamos estu-
dando.

Nas figuras seguintes, mostramos os graficos das funcdes (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4), para
V =1t/2 e E=V/2. Dentro do intervalo de energias que estamos estudando, as func¢des
filp) =R[In(ap)] e fo(p) = S[Jm(ap)], para todo m, sdo finitas na origem, porém divergem
quando p cresce indefinidamente. Por outro lado, a fungdo f3(p) = R[K,,(iap)], para todo
m, diverge para p = 0 e converge para zero quando p cresce indefinidamente. A fungdo
fa(p) = 3[Kn(iap)] tem 0 mesmo comportamento de funcdo R[K,,(icep )] para m # 0, porém

para m = 0 ela € finita na origem e converge para zero quando p cresce indefinidamente.
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Figura A.1: Wronskiano das fungdes f1(p), f2(p). f3(p) € fa(p), WIfi-f2, f3, fal(p), como

fun¢do da energia, E, para p = 10 nm e trés valores de V: V =t /2 (azul), V = t /4 (vermelho)
N4

e V =1/8 (amarelo). O Wronskiano é nulo para |E| >

VAVZ412"

Figura A.2: Griéfico da funcdo fi(p) = R[J,(op)| paraV =1/2, E =V /2 e trés valores de m
diferentes: m = 0 (azul), m = 1 (vermelho) e m = 2 (amarelo).
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Figura A.3: Gréfico da funcdo f2(p) = S[Jm(ap)] paraV =1/2, E =V /2 e trés valores de m
diferentes: m = 0 (azul), m = 1 (vermelho) e m = 2 (amarelo).
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t3(p)

0.2 m=20

25

Figura A.4: Gréfico da funcdo f3(p) = R[K,(iap)| paraV =1/2, E =V /2 e trés valores de m
diferentes: m = 0 (azul), m = 1 (vermelho) e m = 2 (amarelo).
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Figura A.5: Griéfico da fungdo fa(p) = S[Kn(iop)] paraV =1/2, E =V /2 e trés valores de m
diferentes: m = 0 (azul), m = 1 (vermelho) e m = 2 (amarelo).
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Apéndice B — Matriz dos elementos

Os elementos da matriz dos coeficientes do sistema homogéneo para o anel quantico duplo

Sa0:

T11 = SK[Jm(OCRl)],
T, = S[Jm(aRl)],

Ti; = —SR[Jm((XRI)],
T14 = —3[Jm((XR1)],
Tis = —R[Ku(iaR))],
Tie = —S[Kn(iaRy)],
T;7 = 0,
Tig = 0,
o - R[ay—1(0Ry)]
21 - )
V-F
. S[adm—1(Ry)]
22 - )
V—-FE
. Rlay—1(0Ry)]
23 =
V+E
o Sl m—1(aRy)]
24 - 9
V+E
Cﬁ[l‘OCKm,IO'(XRl)]
Is = —
V+E
3[iOCKm_1(iOCR1)]
T26 - - V 9
+F
57 = 0,
Ty = 0,
Rt (Ry)]
I35 = — ,
V-FE
S[Tfm(OCRl)]
Ip = ————1—,
V-F
R[t'Jn(0tRy)]
I3 = ————,
V+E
ST (aRy)]
Ty = —————7,
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I35

T36
T37
T3g
Iy
Iy,
Ty
Tys
1ys
Tu6
Iy
T
TIs
Isy
Ts3
Ts4
Tss
Ts6
Ts7
Tsg
Te:
3
T63

Te4
Tés
Te6
Te7

Tes
17

R[T'Kn(iaRy)]

9

V+E
_ S[U'Kn(iaRy)]
V+E
0,
0,

Rlatdyt1(aRy)],
S[atdyi1(aRy)],
—Rlat' S (aRy)],
—Slat' S (aRy)],
~Rliot' K1 (i0Ry)),
—3liot' K1 (iaRy)],

- -

-

oS o o O

R[ay—1(0R;)]
V+E ’
S0 m—1(aRy)]
V+E ’
R[ioKy—1(ioRy)]
V+E
S[iOCKm_l(iOCRz)]
V+E
SR[iOCKm_l (iOCRz)]
V—E
S[i(XKm_1 (iOCRz)]
V—-E

9

b

9

b

0,



Apéndice B — Matriz dos elementos

88

7
T3

174

T7s

176

177

I8
Ty
Tgr
Tg3
T34
Iss
Ts6
Tg7
Tss

0,

R[t' T (0R?)]
V+E
St T (Ry)]
V+E
R[T'Kn(iotRy)]
V+E
S[T'Kn(iatRy)]
V+E
R[tKn(iaR;)]
V-FE
S[tKnu(iaR,)]
V-F

b

b

b

b

b

2

0,

=)

b

~Rlat S (aRy)],
~Slat' S (aRy)],
~R[iaT' K1 (iaRy)],
—Sliat’ K1 (ioRy)],
RlitK .1 (iaRy)],
S[iotK i1 (iRy)].
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Apéndice C — Artigos publicados

relacionados a tese

e XAVIER, L. J. P.; PEREIRA JR., J. M.; CHAVES, A.; FARIAS, G. A.; PEETERS, F.

M. Topological confinement in graphene bilayer quantum rings. Appl. Phys. Lett., 96,
212108 (2010).
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