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Resumo

Nesse trabalho apresentamos as solugoes classicas e quanticas de duas classes de os-
ciladores harmonicos dependentes de tempo, a saber: (a) o oscilador log-periédico e (b) o
oscilador tipo Caldirola-Kanai. Para a classe (a) estudamos os seguintes osciladores: (I)

m(t) = mo, (II) m(t) = mg e (II) m(t) = mo (%)2 Nesses trés casos w(t) = wol.
Para a classe (b) estudamos o oscilador (IV) de Caldirola-Kanai onde w(t) = wy e
m(t) = moExp (7t) e osciladores com w(t) = wy e m(t) = myq (1 + %)a, para (V) a=2e
(VD) a = 4.

Para obter as solugoes classicas de cada oscilador resolvemos suas respectivas equagoes
de movimento e analisamos o comportamento de ¢(t), p(t) assim como do diagrama de
fase q(t) vs p(t). Para obter as solugbes quanticas usamos uma transformacao unitaria
e o método dos invariantes quanticos de Lewis e Riesenfeld. A funcao de onda obtida é
escrita em termos de uma fungao p, que é solucao da equagao de Milne-Pinney. Ainda,
para cada sistema resolvemos a respectiva equacao de Milne-Pinney e discutimos como o
produto da incerteza evolui no tempo.



Abstract

In this work we present the classical and quantum solutions of two classes of time-
dependent harmonic oscillators, namely: (a) the log-periodic and (b) the Caldirola-Kanai-
type oscillators. For class (a) we study the following oscillators: (I) m(t) = mO%, (II)
to
t
study the Caldirola-Kanai oscillator (IV)where w(t) = wy and m(t) = moexp (yt) and the
oscillator with w(t) = wp and m(t) = my (1 + %) ,fora=2 (V) and a =4 (VI).

2
m(t) = mo and (III) m(t) = mo (%) . In all three cases w(t) = wo=. For class (b) we

To obtain the classical solution for each oscillator we solve the respective equation of
motion and analyze the behavior of ¢(t), p(t) as well as the phase diagram ¢(t) vs p(t).
To obtain the quantum solutions we use a unitary transformation and the Lewis and
Riesenfeld quantum invariant method. The wave functions obtained are written in terms
of a function (p) which is solution of the Milne-Pinney equation. Futhermore, for each
system we solve the respective Milne-Pinney equation and discuss how the uncertainty
product evolves with time.
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INTRODUCAO

O estudo de oscilagoes é encontrado em intimeros trabalhos publicados na literatura
cientifica. Uma razao para isso ¢ a frequéncia com que este fenomeno ocorre na natureza.
Seja no pendulo de um relégio do século XVII ou no movimento dos astros celestes, o
movimento oscilatorio é bastante comum em sistemas fisicos. As oscilacoes cdsmicas, na
recente Teoria Cosmologica de estado quasi-estaciondrio [1], o movimento dos planetas,
as oscilagoes das moléculas de silicio no relégio de pulso, os modos de vibragoes dos
atomos em redes cristalinas, as variagoes dos precos de agoes no mercado financeiro, ou
o crescimento populacional das espécies de seres vivos sao exemplos de fendomenos que
envolvem oscilagoes. O oscilador harmonico simples é o mais estudado dentre os sistemas
caracterizado por um periodo de repeticao de movimento. Isso é devido ao fato de que
todo sistema oscilatério pode ser aproximado por um oscilador harmoénico simples, quando

considera-se pequenas amplitudes de oscilagao.

Nas ultimas décadas, o nimero de trabalhos envolvendo sistemas quanticos descritos
por Hamiltonianas dependentes do tempo (sistemas nao-conservativos) tem crescido bas-
tante. Existem varias razoes para isso. Uma destas razoes estd no fato de que tais
sistemas fazem parte de uma gama de problemas ainda nao completamente resolvidos. A
variedade dos métodos de solucao desses sistemas, o estudo da correspondéncia entre as
descricoes classica e quantica, o interesse académico e a sua relevancia fisica sao também
enumerados como motivagoes para o estudo e andlise de sistemas nao conservativos, com

Hamiltonianas dependentes do tempo.

Dentre as classes de sistemas dependentes do tempo, o oscilador harmoénico com massa
e frequéncia dependentes de tempo ¢é o sistema ao qual se dd mais atencao. O motivo
deve-se ao fato de se tratar de um problema com solucao exata e de possuir conexoes com
vérias outras dreas da fisica, tais como, ética quantica [2, 3|, teoria de campos|4] e a teoria
quantica da dissipagao[5, 6]. Alguns dos métodos conhecidos para se resolver problemas
quanticos envolvendo Hamiltonianas dependentes do tempo sao: a teoria da perturbacgao
dependente do tempo, representacao de interacao, série de Dyson e o método da aprox-
imagao adiabdtica [7], que s@o formas aproximadas de se obter a solucdo da equacao de

Schrodinger. Varios autores obtiveram a funcao de onda de osciladores dependentes do
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tempo por usarem métodos como integrais de Feynman, transformagoes canonicas e/ou
unitarias, dlgebra de Lie[8] e o método dos invariantes quanticos [9, 10]. Dentre esses, o
que fornece uma solugao exata para a equagao de Schrodinger é o método dos invariantes
quanticos, também conhecido como método de Lewis-Riesenfeld (LR), que relaciona as
autofungoes de um operador, chamado de invariante(constante de movimento), com a
solucao da equacao de Schrodinger. Lewis e Riesenfeld desenvolveram e aplicaram esse
método ao oscilador harmonico com freqiiencia dependente do tempo e a uma particula

carregada submetida a um campo eletromagnético dependente do tempo[10].

Varios outros tipos de osciladores dependentes do tempo foram estudados nos tltimos
anos. Como exemplo temos, o oscilador pseudo-harmonico [11]; o oscilador paramétrico

[12] e o oscilador harmonico invertido [13].

Recentemente, Ozeren[14] estudou uma classe de osciladores dependentes do tempo
chamados de osciladores log-periédicos. Usando a dlgebra de Lie, Ozeren construiu os
estados coerentes do sistema e avaliou sua evolucao temporal. Estes osciladores sao assim
chamados devido a dependéncia temporal da funcao horaria da posicao, que é solucao da
segunda lei de Newton. Esta funcao apresenta comportamento senoidal, cujo argumento

das fungoes seno e cosseno é o logaritimo do tempo, como veremos no Capitulo 2.

Oscilagoes log-periddicas sao também observadas em outros sistemas fisicos e em
areas afins, como exemplo, no comportamento do mercado financeiro. Nos trabalhos
de Sornette[15] relativos ao comportamento do mercado financeiro, é observado que a
funcao que melhor simula a quebra no mercado de agoes é uma fungao log-peridédica. In-
clusive o mercado financeiro do Brasil foi usado como exemplo, para validar a predigao do
modelo de Sornette[16]. Em sistemas quasi-periddicos, cujo espectro de energia apresenta
uma forma multifractal, o comportamento do calor especifico a baixa temperatura pode
ser simulado por uma fungao log-periédica [17]. Em materiais heterogéneos como fibras
compostas, rochas, concreto sob compressao e materiais com tensao residual amplamente
distribuida, a ruptura (ou quebra) é um ponto critico caracteristico de tais sistemas. O
que pode causar rupturas em tais materiais seria uma emissao actstica. Uma das formas
de simular tal sistema é o uso de uma funcao log-periédica, que dependerd do compri-
mento de onda da emissao actstica[l8, 15]. O que estes sistemas possuem em comum € a
quebra/ruptura caracteristica. Em outras palavras, dada uma grandeza de importancia
desses sistemas, como o preco de acoes do mercado, valores criticos de temperatura de
uma rede cristalina ou a frequéncia de ressonancia de hetero-estruturas, a fungao que car-

acterizara o sistema ou sera usada para modelar predigdes no seu comportamento, podera



13

apresentar uma dependeéncia log-periddica na grandeza em importancia. Essa conclusao
foi obtida por Sornette[20] e estd presente em varios trabalhos de sua autoria (ver Refs.

[15, 19, 20] e referéncias contidas nesses trabalhos).

Uma outra classe de osciladores também estudada nesse trabalho é a dos osciladores
tipo Caldirola-Kanai(CK), que foi introduzido na literatura como protétipo para se des-
crever dissipagao em mecanica quantica[25]. Ainda que haja controvérsias sobre o modelo
de CK descrever sistemas dissipativos ou com massa variavel, varios osciladores tipo CK
tém sido estudados. Por exemplo, Pedrosa, Serra e Guedes[21] obtiveram a fungao de
onda para o oscilador CK com e sem um potencial inverso-quadratico. O oscilador CK
invertido e for¢ado sdo estudados nas referéncias [22, 23] e [24, 13] respectivamente. Os op-
eradores de aniquilacao e criagao para o oscilador CK com coeficiente de atrito complexo

sdo apresentados na Ref.[26]

Nas Refs. [?, 27], Ozeren estudou a evolucio temporal dos estados coerentes de trés
osciladores, a saber: o oscilador de Caldirola-Kanai(CK), cuja massa varia exponencial-
mente com o tempo, e outros dois osciladores tipo CK, derivados a partir da expressao
da massa do oscilador de CK no caso nao-extensivo, ou seja, quando a massa varia no
tempo de acordo com a fungao g-exponencial. Nestes osciladores a frequéncia angular é

constante.

E importante ressaltar que em nenhum dos trabalhos de Ozeren envolvendo os os-
ciladores log-periédicos ou tipo CK foram obtidas as fungoes de onda desses sistemas.
Neste trabalho usamos a representagao de Schrédinger e a técnica de LR para obter as
fungoes de onda e avaliar as médias de algumas quantidades dos osciladores tipo log-

periddico e CK.

Este trabalho envolve o estudo de osciladores harmonico dependentes do tempo, com
massa e/ou frequéncia dependentes do tempo. Pedrosa et al [21] obtiveram a fungao
de onda do oscilador harmonico dependente do tempo através do uso da técnica de LR
junto com uma transformacao unitaria*. A funcao de onda obtida é escrita em termos
da massa, da frequéncia e da chamada funcao auxiliar. Esta funcao ¢ solucao de uma
equacao nao-linear, a equacao de Milne-Pinney'. Assim, com respeito ao estudo do ponto

de vista quantico dos osciladores log-periddicos e tipo CK, o que nos resta € resolver tal

*Nas Refs. [28, 29, 30] Hartley e Ray desenvolveram uma técnica que transforma a equacdo de
autovalor do operador invariante numa equacao de Schrodinger independente do tempo. Essa mesma
transformacao, junto com a técnica de LR, é usada por Pedrosa nas Refs. [21, 31, 32]

TEsta equacdo é resultado da técnica dos invariantes aplicados ao oscilador harménico dependente do
tempo. Esta funcao determina inteiramente o operador invariante, e a ela serda dada mais atencao nos
capitulos subsequentes.
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equacao auxiliar para cada dependéncia temporal das fungoes massa e frequéncia de cada
oscilador, para assim determinar a funcao de onda e entao obter a médias das grandezas

de interesse.

Este trabalho encontra-se organizado da seguinte forma. O Capitulo 1 é destinado a
uma breve introducao da técnica de Lewis-Riesenfeld, a determinacao da funcao de onda
e de médias das grandezas de interesse. Nos Capitulos 2 e 3 apresentamos os resultados
para os osciladores log-periddicos e tipo CK, respetivamente. E no final desse trabalho

apresentamos a conclusao e consideragoes finais.
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1 O METODO DE
LEWIS-RIESENFELD

1.1 Intorducao

Neste Capitulo faremos uma breve introdugao da técnica dos invariantes quanticos
para solucao de problemas dependentes do tempo. A Hamiltoniana de tais sistemas
depende explicitamente do tempo, de forma que, por métodos analiticos convencionais,
como por exemplo a teoria da pertubagao dependente do tempo ou o método variacional|7],
a funcao de onda é uma aproximagao da solucao da solugao da equagao de Schrodinger.
A técnica dos invariantes quanticos, inicialmente estudada e desenvolvida por Lewis e
Riesenfeld[10] fornece uma forma elegante e facil de obter a funcao de onda exata desses

sistemas.

Considere a equacao de Schrodinger de um sistema descrito pela Hamiltoniana H(t)

dependente explicitamente do tempo

H0(a, 1) = ih (g, 1) (L)

Onde ¢ ¢é a representa a coordenada do sistema. A técnica de Lewis-Riesenfeld supoe a
existéncia de um operador hermitiano I, o qual é um invariante no sentido de que ele

satisfaz a seguinte igualdade

dl oI 1
= =5 7Ll =0, (1.2)

onde H é o Hamiltoniano do sistema. As autofuncgoes (¢,) do operador invariante sao
relacionadas com a solucdo da equacdo de Schrodinger (i),) através da equagao[10, 13,
33, 32, 34]

P(g,t) = e®Mg(q,t), (1.3)
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onde 0(t) é um fator de fase dado por[10, 21, 32]

T = (.o (ingy - ) ota.0) (14

Uma breve demostragao dos célculos que levam a relacao dada pela Eq. (1.3) pode

ser encontrada no Apéndice A.

Assim, vemos que a teoria dos invariantes quanticos fornece uma alternativa bastante
pratica para se obter a funcao de onda de sistemas nao-conservativos. Em outras palavras,
a técnica de LR aplicada ao estudo de sistemas dependentes do tempo baseia-se em con-
struir um operador invariante (I) apropriado, determinar sua autofungao (¢, ), encontrar
o fator de fase (6,) e assim obter a fungao de onda (1),,). Esse processo de obten¢ao da
funcao de onda, dependendo da forma do invariante de nossa escolha e do problema em
questao, é composto por cdlculos bem menos complexos do que os métodos de solucao da
equagao de Schrodinger mencionados no inicio deste capitulo. Entretanto, este trabalho
lida apenas com sistemas do tipo oscilador harmonico. A seguir aplicaremos essa teoria a

Hamiltoniana quadratica em ¢ e p e dependente explicitamente do tempo.

1.2 Oscilador Harmonico com massa e frequéncia de-
pendentes de tempo

Consideremos agora um sistema descrito pela Hamiltoniana

P’ 1 2y 2
= g + OO, (15)

H{(t)

cuja equacao de Schrédinger na representacao de posicao pode ser expressa por

h2 621/}(q, t) 1 2 2 o @¢(q7t)

onde m(t) é a massa e w(t) a frequéncia do oscilador, que sao fungoes dependentes do

(1.6)

tempo. Das equacoes de Hamilton obtemos a seguinte equacao de movimento

i+ () +w(t)g=0. (1.7)
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Lewis e Riesenfeld[10] deduziram um operador invariante para a Hamiltoniana ex-
pressa pela Eq. (1.5), com massa constante. Mais recentemente, Pedrosa et al[21] usou
o mesmo operador invariante para obter a funcao de onda do oscilador harmonico com
massa e frequéncia dependentes do tempo com e sem uma perturbagao singular. Aqui
faremos uso do mesmo invariante para estudar os sistemas contidos nos Capitulos 2 e 3

desse trabalho. Tal invariante pode ser escrito sob a forma

=1 [(g) +{an— mqu} , (1.8)

onde p(t) é a chamada fungao auxiliar[10, 32] que satisfaz a equacao geral de Milne-
Pinney[36, 37]

1

T (1.9)

p+(t)p+ P (t)p =

onde (t) = % A demostragao dos cdlculos para a obtencao do invariante na forma (1.8)
e da equagao auxiliar (Eq. (1.9)) pode ser encontrada no Apéndice B. As Egs. (1.7),
(1.9) e o invariante (1.8) constituem o chamado sistema de Ermakov [28, 30, 32| para a

Hamiltoniana (1.5).

Considere a equacao de autovalores para o invariante

I¢n(q>t) = )‘nqbn((bt)' (1-10)

Ao obtermos a autofungao de I a partir desta equagao, substituimos ¢, (g,t) na Eq. (1.3)
para assim obtermos a funcao de onda do sistema. Por fim o que nos resta ¢é resolver a
equagao auxiliar (1.9) e determinar o fator de fase (Eq. (1.4)), que relaciona as autofungoes

de I(t) com a funcao de onda.

Hartley e Ray[21, 10, 28, 30], assim como Pedrosa, Serra e Guedes [32, 33, 21], uti-
lizaram a técnica dos invariantes para resolver a equagao de Schrodinger para a Hamilto-
niana (1.5) juntamente com uma transformacao unitaria aplicada a equacao de autovalor
para I(t), que a transforma numa equagao semelhante a equacao de Schrédinger para o
oscilador harménico independente do tempo. A fungao obtida como solugao da Eq. (1.10)

para o oscilador harmonico da Hamiltoniana (1.5) é escrita como(ver Apéndice C)

s~ () oo [0 5z} e (1)) o
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Usando a relagao (1.3), podemos escrever a solugao da equagao de Srchodinger como

' 1 1/2
— 10, (1)

w5 G |(R) 7w

onde a fase 6,,(t) é dada por[21, 32]

0,(t) = — (n+ %) /t:#tp;(t,), (1.13)

e H, sao os polinomios de Hermite.

Uma vez obtida a funcao de onda, podemos calcular as médias das grandezas de
interesse. Aqui, usaremos a notacao de Dirac, pois esta fornece um calculo mais direto
das médias. Para isso, definimos dois operadores, b(t) e b(t), dependentes do tempo, que

sao os operadores de abaixamento e levantamento, respectivamente, e sao dados por

b= (%)/ (1) +itop—mp|. (1.140)
b = (%)/ () - itop—msa). (1.14b)

Os operadores b e b satisfazem a relacio de comutacao

[b,0'] = 1, (1.15)
e as Egs. (1.14a) e (1.14b) fornecem
A\ /2
q= (5) p(b+0"), (1.16a)

e I o D

Dessa forma, podemos reescrever o operador invariante em termos de b e bf, como

I(t)="h (b*b - %) : (1.17)
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Aqui, introduzimos o operador hermitiano N = b'b, similar ao operador ntimero para

o oscilador harmonico independente do tempo, cuja equacao de autovalores é dada por
N|n,t) = n|n,t) m=0,1283...) (1.18)

e assim escrevemos [ (t) na forma

I(t)=h (N + %) . (1.19)

Como I(t) e N comutam, os autoestados normalizados |\, ¢) de I(t) sdo os mesmo au-
toestados normalizados de N. Dessa forma, escrevemos o espectro de autovalores de I(t)

como sendo

I|n,t) = A\p|n,t), (1.20a)
1

onde as seguintes relacoes sao satisfeitas

bin,t) = n'?n —1,t), (1.21)
bin,t) = (n+1)"?|n +1,1), (1.22)
(n' tln,t) = durn. (1.23)

Neste ponto, observamos que os operadores b, b’ e N obedecem a mesma algebra dos
operadores de abaixamento, levantamento e ntimero que sao utilizados para diagonalizar
o operador Hamiltoniano do oscilador harmonico independente do tempo. Assim, temos

que a solugao da equagao de Schrodinger pode ser escrito como
[, ), = 8", £, (1.24)
ou de maneira geral geral como

(1) =) ene”Oln,t), (1.25)

onde ¢, sdo constantes e 6, (t) sdo os fatores de fase dados pela Eq. (1.13).
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1.3 Meédias e Principio da Incerteza

Usamos as Eqs. (1.14a) e (1.14b) para obtermos ¢ e p em termos de b e bl (Egs.
(1.16a) e (1.16b)). Entao usamos as propriedades (1.21), (1.22) e (1.23), para obtermos

<q>1/1n = <n>t |q| n, t> = 07 (1'26)
<p>1/1n = <n>t |p| n, t> = 07 (1'27)
Assim como
(@), =0 (n + %) h (1.28)
(p*)y, = % (1+m?p*p?) (n + %) . (1.29)

Dessa forma, o produto da incerteza (AgAp = /(p?) — (p)/{¢%) — (g)) no estado |¢,,) é
dado por

1
@adp),, = (i) (s 1) (1.30

Observamos que o produto da incerteza para o oscilador harmonico dependente do tempo
serd minimo no estado fundamental (n = 0) para p = c(constante). Entao, dada uma
forma temporal para massa e frequéncia tal que seja gerada uma equagao auxiliar cuja
solucao particular seja uma constante, observaremos o minimo de incerteza para o es-
tado fundamental de tal sistema. Por exemplo, se aplicarmos a técnica dos invariantes
para o oscilador harmonico independente do tempo, veremos que p = (mowo)l/ 2, e assim
(Aqu)d}n = (n + %) h, que concorda como os resultados contidos nos livros textos de

mecanica quantica[35].

Nos préximos capitulos utilizaremos a técnica de LR para obtermos as funcoes para

os osciladores investigados.
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2 OSCILADORES
LOG-PERIODICOS

2.1 Introducao

Recentemente, Ozeren[14] investigou a evolucio temporal dos estados coerentes de os-
ciladores chamados de log-periddicos. Foram cinco conjunto de osciladores, dos quais, qua-
tro apresentam carater log-periédico, no sentido de que a funcao horaria da posigao apre-
senta como dependéncia temporal uma fungao senoidal cujo argumento € o logaritimo do
tempo. Neste capitulo estudaremos tres dos cinco osciladores considerados por Ozeren[lél],

os quais s@o representados pelas seguintes dependéncias temporais de massa (m(t)) e con-

stante eldstica (k(t)) (ou frequéncia (w(t) = %)) (I) m(t) = m()% e k(t) = k:o%‘); (IT)
2

m(t) = mg e k(t) = ko (%‘))2; (I11) m(t) = myo (%) e k(t) = ko. Observe que em todos os

trés casos temos w(t) = woe.

2.2 Solucoes classicas
Nesta se¢@o obteremos as solugoes cléssicas para os casos (I), (II) e (III).

2.2.1 Oscilador (I): m(t) = mo%

Temos que a equagao de movimento é dada por:

L1 Wi
q+?q+—§20q20. (2'1)

Fazendo a seguinte mudanca de variavel ¢ — tpe”, obtemos

d?q(r)

— 5 +wiotye(r) =0, (2.2)
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que € a equacao de movimento para o oscilador harmonico simples. Dessa forma, a solucao

da Eq. (2.1) é escrita como

t t
q(t) = Acos (woto In t_) + Bsen (woto In t_)’ (2.3)

0 0
onde A e B sao constantes a serem determinadas pelas condicoes iniciais. A velocidade

da particula escreve-se

0 0

u(t) = wo%o lB cos (woto In ti) — Asen (towo In ti)] (2.4)

e o momento canonico (p(t) = m(t)v(t))

p(t) = mowp lB cos (woto In ti) — Asen (towo In ti)] . (2.5)

0 0

A Fig. 1 apresenta o comportamento dessas fun¢ées. Observamos que, tanto a posi¢ao
q(t) (Fig. 1(a)) e o momento p(t)(Fig. 1(c)) oscilam com amplitude constante, mas com
periodo de oscilagao crescente. Em todas as figuras, consideramos q(tp = 1) = 1, v(1) = 0,

mo =1 e wy = 10.
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v(t)
=3

q(t)
= S ° ° =
=] U1 o 19,1 [}
7 %
< -

p(t)
=)

5 10 15 20 25 30
t

Figura 1: Gréfico mostrando o comportamento das fungoes (a) ¢(t), (b) v(¢) e (¢) p(t) para o
oscilador (I) com condigoes iniciais g(tg = 1) = 1 e v(tg = 1) = 0 e constantes wy = 10 e my = 1.

Tal comportamento é um tanto quanto impressionante, visto que este sistema trata-
se de um sistema dependente do tempo (nado-conservativo), pois vemos aqui a particula
oscilando sob os mesmos pontos de retorno, o que é caracteristico do oscilador harmonico
independente do tempo. Entretanto, a velocidade se reduz com o tempo, o que representa

0 0 amortecimento do sistema.

10j
5
-5
-10
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
q®

p®
=

Figura 2: Grafico mostrando o espaco de fase (q(t) vs p(t)) para o oscilador (I) com condigdes
iniciais q(tp = 1) = 1 e v(typ = 1) = 0 e constantes wg = 10 e mg = 1.

Outro fato bastante impressionante que podemos observar esta na Fig. 2, que mostra
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o espaco de fase para este sistema. Observamos aqui que ele é similar ao do oscilador
harmonico independente do tempo, cujo espaco de fase é representado por uma elipse.
Uma forma clara de se entender o que ocorre é observar que a energia mecanica desse
sistema (E o o) diminui & mesma taxa que a energia potencial (V (g, t) = sm(t)w?(t)¢*
%), de forma que a curvatura do potencial parabdlico diminui, ou seja, a concavidade do

potencial quadratico varia a mesma taxa que a energia diminui.

2.2.2  Oscilador (II): m(t) = my
Para este oscilador a equagao de movimento é dada por:

2

i} t
G+ wgt—gq = 0. (2.6)

Fazendo a substituicdo ¢(t) — t'/2x(t), obtemos a equacio

..+1.+4w§t3—1
Ty 442

que ¢é similar a Eq. (2.1). Assim, a solugao da Eq. (2.6) escreve-se

#=10, (2.7)

q(t) = %

4212 — 1)V/? 40242 — 1)V?
A cos Mlni + Bsen Mlni (2.8)
2 % 2 %o

onde A e B sao constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais.

A velocidade e o momento sao, respectivamente, dados por

1 2,2 1/2
v(t) = 2\/%{[(4%%—1) / B+A} COS<%IH%

4wt — 1
— [(4@031% —1) YAt B} sen <% In %) } (2.9)

_ Mo 2,2 1)1/2 ( 12
p(t) = NG { [(4w0t0 1) B+ A} cos< 5 In P

2,2 1\1/2
- [(4w§t3 -1) Y244 B} sen <M In i) } . (2.10)

A Fig. 3 apresenta o comportamento dessas fungoes. Diferentemente do oscilador (I),
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aqui observamos que, enquanto a posi¢ao q(t) (Fig. 3(a)) oscila com amplitude crescente,
o momento p(t)(Fig. 3(c)) oscila com amplitude decrescente. Em ambos os casos o periodo

de oscilagao também é crescente.

q(®)
=)

(b)

w(t)
(=)

p(®
(=]

5 10 15 20 25 30
t
Figura 3: Gréfico mostrando o comportamento das fungoes (a)q(t),
oscilador (IT) com condigbes iniciais q(tg = 1) = 1 e v(tp = 1) = 0
moy = 1.

(b)o(t) e (c)p(t) para o

constantes wg = 10 e

A velocidade (Fig. 3(b)), devido & massa ser constante, apresenta a mesma forma
funcional do momento, ou seja, diminui com ¢, o que representa o o amortecimento do
sistema. Fig. 4 mostra o espaco de fase para este sistema. Diferentemente do oscilador
(I), evidenciamos mais claramente o efeito dissipativo desse sistema, pois o espago de fase

se trata de uma curva nao fechada, o que é caracteristico de sistemas nao-conservativos.
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Figura 4: Grafico mostrando o espago de fase (q(t) vs p(t)) para o oscilador (II) com condigbes
iniciais q(tp = 1) =1 e v(tg = 1) = 0 e constantes wy = 10 e mg = 1.

Todavia, este oscilador apresenta um comportamento um tanto estranho, em se tratando
da fungao ¢(t), pois esta oscila sob valores de amplitude crescentes, ou seja, a particula
oscila entre pontos de retorno cada vez mais distantes um do outro. O que permite
isso ocorrer é, que diferente do oscilador (I), a diminui¢do da frequéncia w(t) nao é mais
compensada pelo aumento da massa, o que faz com que a particula sujeita ao potencial

%mow(t)q2 se torna cada vez menos confinada ao mesmo.

2
. . . t
2.2.3  Oscilador (III): m(t) = my (to)
Neste caso a equagao de movimento é dada por:

2

L2, t
q+?q+w§t—gq: 0. (2.11)

Mediante a substituicdo q(t) — t~'/2x(t) obtermos

..+1.+4w§t3—1
P sd 4 —
t 4¢?

que ¢é identica a Eq. (2.7). Assim, a solugao da Eq. (2.11) é dada por

=0, (2.12)

q(t) = %0

40242 — 1)V? 4242 — 1)V?
Acos Mlni + Bsen Mlni (2.13)
2 t() 2 tO

onde A e B sao constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais.

A velocidade e o momento sao dados por
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1 [t a2 - 1)t
v(t) = > 70 {[(4w§t3 - 1)1/2B + A} Ccos <% In —

to
422 - 1)Vt
— [(4@031% —1) YAt B} sen <% In - (2.14)
0
e
mov/To o N1/2 (422 — 1)V ¢
p(t) = [(4w0t0 —1)"" B+ A} cos| ————1In—
2 2 to
TR
— [(4w§t3 -1) YAt B} sen (% In — (2.15)
0
respectivamente.
1.0
0.5
€ o9
-0.5)
(a)
-1.0
10
5
g J\/\/\_/\—/—
-5
(b)
-10]
40
20|
€ o
-20|
0 (c)
5 10 15 20 25 30

t
Figura 5: Gréfico mostrando o comportamento das fungoes (a)q(t ) (b)u(t) e (¢)p(t) para o

oscilador (III) com condicoes iniciais ¢(tp = 1) = 1 e v(tp = 1)
mo = 1.

e constantes wg = 10 e

A Fig. 5 apresenta o comportamento dessas fungdes. O comportamento observado
aqui é exatamente o oposto ao do oscilador (II), em se tratando das funcoes ¢(t) e p(t).
Aqui observamos que, enquanto a posicao ¢(t) (Fig. 5(a)) oscila com amplitude de-
crescente, o momento p(t)(Fig. 5(c)) oscila com amplitude crescente. E mais uma vez

observamos que em ambos os casos o periodo de oscilacao é crescente. Todavia, a veloci-
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dade (Fig. 5(b)) oscila sob decrescente amplitude, o que representa o amortecimento do

sistema, que ocorre de forma mais rapida que nos casos anteriores.

40r

20r

p®
o

-20r

-40r

Figura 6: Gréfico mostrando o espago de fase (q(t) vs p(t)) para o oscilador (IIT) com condigdes
iniciais q(tp = 1) =1 e v(tg = 1) = 0 e constantes wy = 10 e mg = 1.

A Fig. 6 mostra o espaco de fase para este sistema, que também ¢ caracteristico de sis-
temas nao-conservativos, visto que se trata de uma curva nao fechada. Nessa caso, temos
0 que geralmente ocorre em sistemas oscilatérios nao-conservativo, visto que a posicao da
particula oscila sob pontos de retorno cada vez mais proximos um do outro. O gréafico
de ¢q(t) (Fig. 5(a)) é similar ao do oscilador independente do tempo com amortecimento

subcritico, pois apresenta o mesmo padrao de amortecimento.

Vemos que os trés casos até aqui estudados tém em comum o efeito de amortecimento
evidenciado na diminuicao da velocidade. Entretanto, por mais que os trés osciladores
apresentem o amortecimento, diferentes comportamentos sao apresentados com respeito
a fungao horaria da posi¢ao ¢(t). Enquanto que para o oscilador (I), ¢(¢) oscila com
amplitude constante, para os casos (II) e (III) a amplitude varia: aumenta para (II) e
diminui para (III). O oposto ocorre com a quantidade de movimento p(t), cuja amplitude
diminui para (II) e aumenta para (III), enquanto que para (I) a amplitude de p(t) se
mantém constante. Assim, concluimos o estudo do comportamento classico dos osciladores

log-periddicos aqui apresentados.

2.3 Solucoes quanticas

Como vimos no Capitulo 1, para obter a funcao de onda do oscilador harmoénico

dependente do tempo, devemos a resolver a equacao de Milne-Pinney (Eq. (1.9))

p+y(t)p+w?(t)p = 205
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Uma vez obtida a funcao auxiliar p, podemos obter a funcao de onda, e assim toda
as informacoes relacionadas as propriedades quanticas do sistema. O tnico problema
estd no fato de a equacao auxiliar se trata de uma equacao nao-linear. Assim, achar
uma solugao que satisfaga a condicao que tenhamos o operador I como hermitiano pode
ser algo complicado de se realizar. Para resolver a Eq. (1.9) para os vérios osciladores

estudados neste trabalho, seguimos o procedimento utilizado nas referéncias [36], [37] e
[38].

Primeiramente, facamos a substituicdo p — ((¢)y na Eq. (1.9) para obtermos

1 1
m2(t) 3y

Observe que se escolhermos uma dessas fungoes, ((t) ou y(t), a outra serd solugao da

G+ (28 +20¢) 9+ (E+ 210 +u2®) y = (2.16)

equagao diferencial resultante. Dessa forma, fazemos uma escolha, seja em ((t), tal que a
equagao resultante seja independente de derivadas primeiras. Assim, nossa escolha é da

forma 2¢ 4 7(t)¢ = 0. E entfio, obtemos

onde ((t) é dado por

C(t) = G2 1O, (2.18)
A a Eq. (2.16) é denominada de equagao auxiliar transformada.

O préximo passo, de acordo com a Ref. [36], é considerar uma regra de superposicao
como forma de obter a solugao da equagao de Milne-Pinney. O método usado consiste em
aplicar o teorema de Noether, que relaciona quantidades conservadas de um sistema La-
grangiano aos grupos de simetria que tornam a integral da agao* invariante. Na obtencao
do invariante através do teorema de Noether, é possivel demonstrar que podemos rela-
cionar as solugbes da equagao nao-linear (2.17) com as solugoes da equagao homogénea

associada

fio + <w2(t) — @ — @) fi2 =0, (2.19)

*Integral dada por [ L(q, ¢,t)dt, onde L(q, q,t) é a Lagrangiana do sistema.
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onde, f12 sdo duas solugoes independentes dessa equagao. Segundo as Refs. [36, 37, 38|

esta relagao é dada por

_ V2 2 2 1 2 e

Y= W\/Ilfl + Ify &+ (411]2 — WW ) f1f2, (2.20)
onde W = fifs — fifo é 0 Wronskiano da solucdes fi.2, € I e Iy sao constantes positivas
tais que 41115 > #&4

O restante desta secao ¢ destinada a obtencao da funcao auxiliar para os osciladores
log-periédicos, a andlise da funcao de onda, o estudo da média dos operadores ¢, p, ¢° e

p? e do produto da incerteza na solucao da equacao de Schrodinger.

2.3.1 Oscilador (I): m(t) = mo%

Para este oscilador a equacao auxiliar e a equacao auxiliar transformada sao dadas,

respectivamente, por

Lol witd 21
popp o, 2 2.21
PPt S T Ly (2.21)
J+— (dwitt —1)y = 214 - (2.22)
4t mgloYy
Neste caso, a funcao ((t) escreve-se
lo
(1) = Gy 2 (223
Considere a equagao homogeénea associada a Eq. (2.22)
; 1 243
fi2 + — (4wits — 1) fr2 =0, (2.24)

4¢2

a qual, é similar & Eq. (2.6). Desse forma, as duas solugoes para a Eq. (2.24) podem ser

fi(t) = \/%cos (woto In %) (2.25)

escritas como
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fa(t) = \/%sm (woto In %) . (2.26)

O Wronskiano destas solucoes é dado por W = wy.

Usando a Eq. (2.20), que relaciona a solugao da equagao Milne-Pinney transformada

com as solugoes da equagao homogénea associada, obtemos, para I; = I, = %%
0

11 7
y(t) = 5@\/;- (2.27)

Assim, a solugao da equagao auxiliar o oscilador (I) é
(2.28)

que ¢é constante.

Substituindo a Eq. (2.28) na Eq. (1.12) obtemos a seguinte funcao de onda

1/4 2 2 2, 2\ 1/2
—iln+LwotoIn (L Mow, maw, maw,
wn =6 ( +2) oto (tO) {W} eXp (—%q2) X Hn (%) q 5 (229)

que é similar aquela para o oscilador harmonico independente do tempo. A tnica diferenca

estd na fase, que nesse caso possui o expoente logaritmico.

O produto da incerteza no estado |¢,) é dado por

(AgAp),, = (n + %) h, (2.30)

que é minimo para n = 0, visto que p =constante.

Devido a similaridade entre a &lgebra envolvida na obtencao dos autoestados de [
com o caso do oscilador harmoénico independente do tempo, podemos diretamente obter

os estados coerentes’ para o oscilador harmonico dependente do tempo:

—1B|2 - 571 i
18,t) = eV /2ZW€ 60|, 1), (2.31)

n=0

TEstados coerentes sdo estados de minima incerteza, que sio gerados a partir do estado fundamental
através de um operador unitério (operador deslocamento). Estes estados formam um conjunto completo
e normalizado, mas nao ortogonais. Eles foram primeiramente estudados por Schrédinger[39] com o
objetivo de se obter uma combinacao linear de estados do oscilador harmonico para os quais a energia
quantica do oscilador mais se aproximasse do valor correspondente da energia classica. E foi a partir da
década de 1960 que so tornaram populares por serem tuteis na descricdo do campo da radiagao[40]
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onde 6, é dado pela Eq. (1.13) e o ntimero complexo §(t) satisfaz a equagao de autovalores

b(t)|8,t) = B(t)|B,1), (2.32)
B(t) = B(to)e* ™™, (2.33)

‘ 1 /[t dt’
Bo(t) — _5/to g (2.34)

Nos estados coerentes, as variancias de g (Aq) e de p (Ap) e o produto da incerteza

sao dados, respectivamente, por

Ags = /{(¢*)s — (07 = \/gp, (2.35)
Apg =/ (0*)s — (D)} = \/é% (1+m?p*p?)"* (2.36)

(ApAg), = = (1+m?32p?) 2. (2.37)

N | St

Se m(t)pp # 0, (ApAq); nao serd minimo, indicando que os estados |3,t) nao sao
estados de minima incerteza (estados coerentes). Na verdade, estes estados sdo chamados

estados comprimidos (ver Refs. [28, 29, 33]).

Para p = (mowo)_1/2, p=0e (ApAq); = %, indicando que os estados |f3,t) sdo

(13

relmente estados coerentes “puros.”

Para n = 0, temos também que (Aqu)wn = % Nesse estado a fungao de onda é dada

por

Th 2h

que corresponde a representagao no espago de coordenada do estado coerente |3, t).

—izW n(-t 1/4 swi
o =¢€ swotol (to) [mowo} exp (—mowo (]2)7 (238)
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2.3.2  Oscilador (II): m(t) = my
A equacao auxiliar para este oscilador é dada por

242
wotp 1
Pt 27 mipd

(2.39)

Como nao ha termos de primeira ordem na derivada nessa equagao, nao ha necessidade
de se aplicar a substitui¢ao de varidvel. Dessa forma, considere a equacao homogénea

associada

2t2

fl,z + f1 9 = (2.40)

que ¢é ideéntica a Eq. (2.6). Assim, as duas solugoes independentes dessa equacao sao

1/2
fi(t) = \/%cos [M In %] (2.41)

1/2
fi(t) = \/%sen [M In %] . (2.42)

22 1)/?
O Wronskiano destas solugoes é dado por W = %

Usando a Eq. (2.20), que relaciona a solugao da equagao Milne-Pinney com as solugoes
22 1)/?
da equagao homogénea associada a esta, obtemos, para 1 = I, = %%%

p= 2 (2.43)

mo (42t — 1)
A funcao de onda e o produto da incerteza sao dados, respectivamente, por

2.2 )1/2

1/4
() [mo@udd -] 1
272713 72

p{wi_;[ @wt_—w/] qa}H (2 (w1 2] o

2wot 1
(AqAp),, = @wt—ool)lm (n + 5) h. (2.45)
olo —

Para p o< v/, temos que p # 0 e (ApAg)s > , indicando que os estados |3, t), para
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este oscilador, correspondem aos estados comprimidos.

No estado (g, t), que corresponde a n = 0, o produto da incerteza é maior que %
Dessa forma, a funcao de onda nesse estado, dada por
(1) (£ | mo (4wdt? — 1)1/2 v
H=¢e 2 tw o X —
tolg,t) = e 27rht3 11/4
1/2
mot | . (dwdtd —1) )
Xexpy — [ — ——— , 2.46
p { r [ - q (2.46)
representa o estado comprimido do sistema na representacao de posigao.
o t 2
2.3.3  Oscilador (III): m(t) = my (%)
A equagao auxiliar para este oscilador é dada por
C 2, Wit g 1
G4+ 54 00, 0 _— ZAT
PP P (2.47)
e a equacao auxiliar transformada por
242
. woth 1
4 =20y = . (2.48)
2 miy?
Aqui, a fungao ((t) é expressa por
lo
(1) = 2. (2.9

Considere a equagao homogénea associada a Eq. (2.48) que é idéntica a Eq. (2.6). Assim,

as duas solugoes independentes dessa equagao sao

2,2 1/2
filt) = \/%cos [M In %] (2.50)

242 1/2
fi(t) = \/%sen [M In %] : (2.51)

(4wg3—1)""

O Wronskiano destas solugoes é dado por W = 2%
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Usando a Eq. (2.20), que relaciona a solu¢do da equagao Milne-Pinney transfor-

mada com as solugoes da equagao homogenea associada a esta, obtemos, para I; = I, =

1 (4wgtg—1)l/2
P t 1
p= | ————— (2.52)
Mo (4u2t2 — 1)Vt

moC3 2t
Com isso obtemos a funcao de onda e o produto da incerteza

1
2

Thto(n!)222n 1

/2 1/2
mot | (4witZ —1)' ) mo 9,9 1/4
— H, || — dwity — 1 t
’ exp{ 1h [Z fo T oh ) (wits = 1) Vig

— 2,92 1/2 1/4
DA (k) [mo (dwits — 1) ] o 4172

2w0t0 1
(AqAp), = ——— (n -+ —) h, (2.54)

Novamente, para p o< %, temos que p # 0 e (ApAq)B > %, indicando que os estados
|8, t), para este oscilador, também correspondem aos estados comprimidos. Para n = 0

temos (AqAp),, > 1. Portanto o estado

27Tht0
Ao2t2 — 1 1/2
Xexp{m—ot [i—w q* px (2.55)

_1t071n(i) mo (4wit? — 1)1/2 v
Wolg,t) =e * o o — x /1

to

corresponde a representacao de coordenada do estado comprimido do sistema.
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Figura 7: Gréfico de (AgAp),, para os osciladores I (normal), II e IIT (pontilhados) para os
valores das constantes wg =1, mg=1ety=1

A Fig. 7 mostra o gréfico do produto da incerteza no estado fundamental (n = 0) em
funcao do tempo. A linha mais inferior representa (Aqu)wO para o oscilador I, que de
acordo com Eq. (2.30) é minimo. Para os osciladores II e III temos as curvas tracejada.

Nesses dois casos, (AgAp),, € o mesmo (ver Egs. (2.45) e (2.54)).
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3 OSCILADORES DO TIPO
CALDIROLA-KANAI

3.1 Introducao

Para o oscilador de Caldirola-Kanai (CK), a massa é dada por m(t) = mye™, onde
~ é um numero real positivo, e a frequéncia de oscilagdo dada por w = wy (constante).

Dessa forma, a Hamiltoniana deste sistema é escrita como

2
Hi) e 1 e 3.1
(t)=¢e 2m+2m0w06 , (3.1)
0

que fornece uma equacao de movimento do tipo

G+ +wpg =0, (3.2)
que ¢ idéntica a equagao de movimento do oscilador harmoénico com amortecimento.

Na Ref. [27], Ozeren estudou um oscilador cuja massa depende do tempo sob a forma

m(t) = t*, e cuja Hamiltoniana é expressa por

2 «
p ",
H=— 4+ —uwjiq. 3.3
e + 5 “oq (3.3)
Ele chamou esse oscilador de “Lane-Emden-type Kanai-Caldirola oscillator.”’ Aqui traduz-

imos apenas como oscilador tipo Caldirola-Kanai, devido a sua equacao de movimento,

L«
q+ ?dotq + wgq =, (3.4)

ser similar a de um oscilador harmoénico com amortecimento dependente do tempo. Ozeren

considerou os casos @ = 2 ¢ a = 4.

Afim de considerarmos o valor de tempo inicial ¢ = 0 e assim podermos comparar com

o oscilador de CK (oscilador IV), escrevemos a massa dos osciladores tipo CK na forma
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m(t) = mg (1 + %)a e estudamos os casos o = 2 (oscilador V) e a = 4 (oscilador VI).

3.2 Solucoes classicas
3.2.1 Oscilador (IV): m(t) = meye"

Neste caso temos que a equacao de movimento ¢ dada por

G+7q+wig=0 (3.5)

Observe que esta equacao é idéntica ao oscilador amortecido independente do tempo, de

forma que sua solucao sera
qt) = e 2' [Aemot - Be‘mot} . (3.6)

2 . e
onde Q2 = w2 — 4, e A e B sao constantes que dependem das condicoes iniciais. Dessa
forma, ¢(t) dependerd da escolha dos valores para wy e 7, de forma que teremos trés
classes de osciladores amortecidos, a saber: (i) wy > /2, ou amortecimento subcritico;

(il)wp = /2, ou amortecimento critico; (iii) wy < /2, ou amortecimento supercritico.

Como veremos, ao utilizarmos a teoria de LR devemos obter apenas solucoes com
wo > /2. Este caso corresponde ao oscilador com amortecimento subcritico. Assim, a

posigao ¢q(t), a velocidade v(t) e o momento p(t) sdo dados, respectivamente, por

q(t) = e /% (AcosQot + BsenQgt) (3.7)

v(t) = e 2 [(BQO — A%) cos{t — (AQO + B%) senQot} (3.8)

p(t) = moe'/? [(BQO — A%) cosQot — (AQO + B%) senQot} (3.9)
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Figura 8: Gréfico mostrando o comportamento das fungoes (a)q(t), (b)v(t) e (¢)p(t) para o
oscilador (IV) com condigdes iniciais ¢(0) = 1 e v(0) = 0 e constantes wg = 1, 7y = 0.5 e mg = 1.

A Fig. 8 apresenta o comportamento das fungoes ¢(t), v(t) e p(t). Em todas as
figuras consideramos ¢(0) = 1, v(0) = 0, mg = 1, wp = 1 e v = 0.5. O comportamento
observado aqui é o mesmo de um oscilador independente do tempo com amortecimento
subcritico, exceto pelo momento p(t) = mye?q (Fig. 8(c)), que para o oscilador IV oscila

sob crescente amplitude.

40

20]

J

20]

40

1.0 0.5 0.0 0.5 1.0
q(®)

Figura 9: Gréfico mostrando o espago de fase (¢(t) vs p(t)) para o oscilador (IV) com condigdes
iniciais ¢(0) =1 e v(0) = 0 e constantes wy = 1, v = 0.5 e mg = 1.
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A Fig. 9 mostra o espago de fase. Assim como para os osciladores log-periédicos, o
grafico q(t) vs p(t) do oscilador IV se trata de uma curva nao fechada, o que caracteriza

o sistema com sendo nao conservativo.

3.2.2  Oscilador (V): m(t) = m, (1 + t—o)z

A equacao de movimento nesse caso € escrita como

j+wiqg=0, (3.10)

LN

que ¢ similar a do oscilador anterior, mas agora com o fator de amortecimento dependente

do tempo (y = ﬁ) A solugao da Eq. (3.10) é dada por

o) = Aser;[ow(ot(i;;o)] " Bcoju[:(ot(i;i())]’ (3.11)

onde A e B sao constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais. A velocidade e

o momento sao dados, respectivamente, por

ot) = —— (t1+ - {((t fto) + woB> sen [wo (¢ + to)]
+(@fmy”@00wwum¢m} (3.12)

p(t) = —%03 (t + to) K(H—Ato) + wOB) sen [wo (t + to)]

+~(fféé%j__w”4)Coshm(t*‘%)@- (3.13)
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Figura 10: Gréfico mostrando o comportamento das fungoes (a)q(t), (b)v(t) e (¢)p(t) para o
oscilador (V) com condigoes iniciais ¢(0) =1 e v(0) = 0 e constantes wg = 1, tg = 27 € mg = 1.

As Figs. 10(a) e 10(c) mostram o comportamento das fungoes q(t) e p(t), respectiva-
mente. Observamos aqui a semelhanga com o caso do oscilador (I11), no qual a amplitude
de movimento diminui enquanto que a amplitude o momento aumenta. Razao para este
comportamento deve-se a dependéncia temporal da massa, a qual nos dois casos é pro-
porcional a poténcia quadrada do tempo. A diferenca estd no periodo de movimento,
que é variavel no caso (III), mas aqui é constante durante todo movimento. Isso devido
a frequéncia angular w(t) ser constante no caso (V), enquanto que para os osciladores
log-periédicos, ela varia com o inverso do tempo. Fig. 10(b) mostra o comportamento da
velocidade, a qual oscila sob amplitude cada vez menor, caracterizando o efeito dissipativo

do sistema.



42

p®)
=)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
q(®)

Figura 11: Grafico mostrando o espaco de fase (g(t) vs p(t)) para o oscilador (V) com condigdes
iniciais ¢(0) = 1 e v(0) = 0 e constantes wy = 1, tg = 2w e my = 1.

Para o espaco de fase, temos seu comportamento mostrado na Fig. 11. Observamos
que o grafico é uma curva aberta, como é observada em sistemas nao-conservativos. Aqui,
vemos 0 mesmo comportamento observado nas Figs. 10(a) e 10(c): enquanto a posigao

diminui sua amplitude, o momento aumenta.

3.2.3  Oscilador (VI): m(t) = m, (1 + t_0)2

A equacao de movimento nesse caso € escrita como

4 2
j+——¢+wyq =0 3.14
G+ T+ wod (3.14)
que é similar a do oscilador anterior com o fator de amortecimento dado por (y = ﬁ)

A solugao da Eq. (3.14) escreve-se

B 1 sen [wo (t + to)]
alt) = wo (t + to)” {A l wo (t + to)

 cos (¢ 1))

+B lsen lwo (£ + to)] + Coi[:’(ot(i;?)q } , (3.15)

onde A e B sao constantes a serem determinadas pelas condigoes iniciais. A velocidade e

o momento canonico sao dados, respectivamente, por

1 3A 3B
0= aThy { (woA T+t wolt+ to)) sen [wo (¢ + o)
3B 3A
+ (wOB = WAL + o to)) cos [wo (t + to)]} (3.16)



43

3A 3B
wo (t + to)2 wo (t + to)

>%m%@+mn

+(WB— 3B 34 Qaﬁm@+M@. (3.17)

1.0f (a)

0.0
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0.0F

v(t)
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20F
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Figura 12: Gréfico mostrando o comportamento das fungoes (a)q(t), (b)v(t) e (¢)p(t) para o
oscilador (VI) com condigoes iniciais ¢(0) = 1 e v(0) = 0 e constantes wy = 1, tg = 27 e my = 1.

As Figs. 12(a) e 12(c) mostram o comportamento das fungoes ¢(t) e p(t), respecti-
vamente, para o oscilador (VI). Observamos aqui a semelhanga com o caso do oscilador
(V), no qual a amplitude de movimento diminui enquanto que a amplitude o momento
aumenta. A diferenga estd no grau de amortecimento, que é maior no caso (VI). Isso dev-
ido & massa aumentar com uma poténcia no tempo maior que no caso (V)(veja Eqgs. 3.10
e 3.14). Fig. 12(b) mostra o comportamento da velocidade, a qual oscila sob amplitude

cada vez menor, caracterizando o comportamento amortecido do sistema.
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Figura 13: Grafico mostrando o espaco de fase (¢(t) vs p(t)) para o oscilador (V) com condigdes
iniciais ¢(0) = 1 e v(0) = 0 e constantes wy = 1, tg = 27 e my = 1.

Para o espaco de fase, temos seu comportamento mostrado na Fig. 13. Observamos
que o grafico também se trata de uma curva aberta, como é observada no caso anterior.
Aqui, também vemos o mesmo comportamento observado nas Figs. 10(a) e 10(c), que

enquanto a posicao diminui sua amplitude, o momento aumenta.

3.3 Solucoes quanticas
3.3.1 Oscilador (IV): m(t) = mge*
A equagao auxiliar para o oscilador (IV) é dada por

, e
5ty ¢ 3.18
bt wir = (3.18)

Na Ref. [32] Pedrosa, Serra e Guedes usaram a seguinte funcao auxiliar, como solugao

da equagao de Milne-Pinney para o oscilador de Caldirola-Kanai

-
ezt

p= '
V m(]QO

2 . . . . . .
onde Q2 = wi — 4. Visto que p deve ser real para que o invariante seja hermitiano, o

(3.19)

/7 . 7z as /7 2 . . .
tinico caso de possivel andlise é para o qual w3 > L~ Com isso eles obtiveram a seguinte



45

funcao de onda para o oscilador CK

1/4
Un(q,t) = l#&;%} exp E — i (n+ %)]t

X exp [—@ (QO + 21) e”tqﬂ H,

2h 4 h

1/2
(mOQO) qe’yt/2] (320)

Da Eq. (1.30) o produto da incerteza pode ser expresso por

’72 1/2 1
(Aqu)wn = (1 -+ @) (n + 5) h (3.21)
0

Assim como para os osciladores (II) e (III), os estados |3, t) para o oscilador de CK

h

representam os estados comprimidos do sistema, pois p # 0, o que indica (ApAq), > 3.

Para n = 0, o estado

X €xXp [—;n—ig (Qo + 2%) eytqﬂ (3.22)

corresponde a representacao de posicao dos estados comprimidos.
. 2

3.3.2  Oscilador (V): m(t) = m, (1 + 2)
A equacao de auxiliar para este oscilador é dada por

S+ 2t fo ! (3.23)
— Wop = —5————— :
P t"—t(]p oP mg (t+t0)4p3

Com o objetivo de simplificar os célculos subsequentes, fazemos a substituicao 7 —

t + tg e obtemos

) 2. ) too1
p(T) + ;P(T) + wyp(T) = m2 () (3.24)
A equagao auxiliar transformada é dada por
. 9 1 1
(1) + woy(T) = (3.25)

mCo Y3
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Aqui, a fungao ((t) obtida foi
t
¢(r) =G (3.26)

Considere a equagao homogénea associada a (3.25)
fratwifia=0. (3.27)

Observe que esta equacao é idéntica aquela para o oscilador harmonico independente do

tempo. Dessa forma, suas duas solugoes independentes sao

f1 =sen (wor) (3.28)
e
fa = cos (woT) (3.29)
cujo Wronskiano é dado por W = —w,. Assim escolhendo I1 = I, = 2—7:(‘?, obtemos
0
1 1
Y (3.30)

~ J@omo Go.

Portando, para este caso, a funcao auxiliar obtida sera

to 1

p= -
VMow (t + to)

(3.31)

Substituindo a fungao auxiliar encontrada na expressao para a fun¢ao de onda (1.3),

encontramos

57 1/4
mowp (t + o)
Th(n222 2

: 1/2
m i Mow
X eXp{__%;O (& + tg)° l—(t+t0) *l-wo] qz}Hn [(_};20) (t+10)q
0

O produto da incerteza neste estado ¢ dado por

(AqAp),, = (1 + ;)2)1/2 (n + %) k. (3.33)

Observe que este é o primeiro dentre os osciladores que estudamos neste trabalho para o

(3.32)

qual o produto da incerteza depende do tempo. Veja que para um tempo suficientemente

grande, temos que o produto da incerteza tende para o valor minimo de incerteza. Em

h

outras palavras, no limite t — oo, (AgAp), — 3.
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Novamente temos que os estados |3,t) representam os estados comprimidos do sis-

tema, pois (ApAq)B > % Considere n = 0. Neste estado, temos que

(t +to)? v
_—ng | MoWo 0
¢0(q7 t) =€ [ Whtg
mo 9 1 9
—_ t —_— 3.34
Xexp{ 2ht0(t+ 0) {(t_{_to)—l-wo]}q ( )

representa os estados comprimidos na representacao de coordenadas.

3.3.3 Oscilador (VI): m(t) = m, (1 4 %0)2

A equacao auxiliar para este oscilador é dada por

S pt I (3.35)
w = —_— .

Novamente, a fim de simplificar os calculos subsequentes, fazemos a substituicao 7 —

t + tg e obtemos

B1
mg8p%(7)

B(r)+ () + wiolr) = (3.36)

A equagao auxiliar transformada é dada por

50+ (= 5 ) 00r) = = (337)

= )0~
Aqui, a fungao ((t) obtida foi
t2
(7)) = Go—5 (3.38)
T

Considere a equagao homogénea associada a (3.37)

fro+ (w§ - %) J12=0. (3.39)

Observe que esta equacao é idéntica aquela para o oscilador harmonico independente do

tempo. Dessa forma, suas duas solugoes independentes sao

fr= 28T e (o) (3.40)
WoT
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e
fo= sen (wor) _ cos (woT) , (3.41)
woT
cujo Wronskiano é dado por W = —w,. Assim escolhendo I1 = I, = ﬁ?, obtemos
0
11 1 1z
= — 14+ - . 3.42
Y Vwomo Go l wi (¢ +to)2] (342)
Portando, para este caso, a funcao auxiliar obtida sera
1 2 | 1 ]1/ 2
= l4 —— . 3.43
p £/ MoWo (t+t0)2 wg (t+t0)2 ( )

Substituindo a fungao auxiliar encontrada na expressao para a fun¢ao de onda (1.3),

encontramos

1/4

tglwg (T4t arctg(wnt 4 —92
(g, £) e (th [ smemsiiginlly sl | [mowo (t +to) (1+ 1 )) ]

mh(n!)2227¢} wa (t+to
4 2 2
t+1 2 t+1 3
xExp < —i m04 s 0)2 wo [t +t)” + — i (t +#p)° | 4
2htg w2 (t+t)? + 1

(t + to)
<H, [(m%wo)l/z - tgtO)Q (14 7 <t1+t0>2)_1/2 q] | (3.44)

O produto da incerteza é dado por

1/2

2
22 (t +t9)° +3 ( 1)
AgA = |1+ 0 n+—=|h. 3.45
(BB, < wd (t+to)° 2 (3.45)

Assim como para o oscilador (V), o produto da incerteza deste oscilador é dependente do
tempo, que tende para o valor minimo de incerteza a medida em que ¢ se torna muito

grande.

Novamente temos que os estados |, t) representam os estados comprimidos do sistema

h

para intervalos de tempo t # oo, pois (ApAg)s; > 5. Considere n = 0. Neste estado,

temos que
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o7 1/4
Yo(q, 1) :e_l%wo[t—arCtg[wo(t+to)]+ar0tg(woto)] i i+ t0)4 (1 bl 1 ) |
’ wd (t + to)

nht§
£ 20
xExp { —1 m04 (t+ 0)2
205 w3 (t + t0)° + 1

23 (t+1t0)°+3
(t + to)

iws (¢ + to)ﬂ q2} (3.46)

representa os estados comprimidos na representacao de coordenadas.

0.53
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Figura 14: Gréfico de (AgAp),,, para os osciladores IV (normal), V (tracejado) e VI (ponti-
lhado) para os valores das constantes wg =1, 7y = 0.5, mg =1 e typ = 27

A Fig. 14 mostra o grafico do produto da incerteza no estado fundamental (n = 0)
em fungao do tempo. A linha horizontal representa (AgAp),, para o oscilador IV, que
de acordo com Eq. (3.21) é independente do tempo. Para os osciladores V e VI temos
as curvas tracejada e pontilhada, respectivamente. Nesses dois casos, (AgAp) b, € uma
fungao monotonicamente decrescente do tempo, indo para um valor assintético igual a %,

que ¢ o valor de minima incerteza.
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CONCLUSAO

Estudamos seis diferentes osciladores com massa e/ou frequéncia dependentes do
tempo, que foram classificados em duas classes: (a) osciladores log-periédicos e (b) os-
ciladores tipo Caldirola-Kanai (tipo CK). Para todos os casos, obtivemos a solu¢ao da
equacao de movimento e analisamos o comportamento de cada oscilador a partir do
gréfico das fungoes ¢(t) (posigao), v(t) (velocidade) e p(t) (momento linear), assim como
do grafico do espaco de fase (¢(t) vs p(t)). Também resolvemos a equagao de Schrédinger,
obtendo a funcdo de onda através da técnica de Lewis-Riesenfeld (ou método dos invari-
antes quanticos). Calculamos as médias dos operadores g, p, ¢* e p?, assim como o produto

de incerteza, para os seis osciladores considerados neste trabalho.

Para a primeira classe de osciladores estudada (os osciladores log-periédicos) consid-
eramos os seguintes casos: (I) m(t) = mO%, (IT) m(t) = mo e (III) m(t) = mo (%)2
Em todos os casos w(t) = wo'e. As solugdes cléssicas para estes osciladores mostram o
comportamento amortecido refletido na velocidade v(t), que em todos os casos oscilam
sob decrescente amplitude. Para o oscilador (I), o grafico do espago de fase trata-se de
uma curva fechada, idéntica ao espago de fase do oscilador harmoénico independente do
tempo. Este resultado, a principio, parece um tanto surpreendente, pois é esperado que
em sistemas nao-conservativos (como é o caso dos osciladores estudados neste trabalho),
o espaco de fase seja uma curva aberta. Entretanto, se fizermos a analise do espago de
fase através da equagao da elipse,

2 2 1
(2m€t/t0) * 2ttg/qm0wg BT

onde E ¢é a anergia do sistema (proporcional ao inverso do tempo), veremos que a equagao

independerd de t, justificando a curva do espago de fase para esse oscilador se tratar de
uma curva fechada, ainda que se trate de um sistema nao-conservativo. O espaco de
fase dos osciladores (II) e (III) é uma curva aberta, como é de se esperar para sistemas
nao-conservativos. Se usarmos, mais uma vez, a equacao da elipse nesses dois casos,
observaremos que seriam os eixos da elipse sao dependentes de t. Isto explica o fato de que,

no caso (II), a curva comprime-se em relagao ao eixo p(t) enquanto alonga-se em relagao
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ao eixo ¢(t). Para o caso (III), o comportamento é oposto em relagao ao oscilador (II)
quanto a forma da elipse: a curva alonga-se em relagao ao eixo p(t) enquanto comprime-se

em relacao ao eixoq(t).

Para a classe (b) estudamos o osciladore de Caldirola-Kanai (IV), no qual w(t) =
wo € m(t) = moexp (7t) e os osciladores com w(t) = wy e m(t) = my (1 + %)a, para
a = 2(V) e a = 4(VI). Estes trés casos apresentam comportamentos similares ao de
um oscilador harmonico independente do tempo com amortecimento: tanto a posicao
quanto a velocidade oscilam com amplitude decrescente. Apenas o momento linear oscila
com amplitude crescente, isso devido a taxa de aumento da massa ser maior do que
a diminuicao da amplitude da velocidade. Quanto ao espago de fase, o grafico para
os trés osciladores é uma curva nao fechada, no qual, fazendo a analise da equacao da
elipse, observamos o “alongamento”do eixo p(t) e o “achatamento”do eixo ¢(t). Esta
“conversao”na forma da curva do espago de fase ocorre de forma abrupta para o oscilador

de Caldirola-Kanai (oscilador IV), e de forma suave para os osciladores (V) e (VI).

Como ja mencionamos, resolvemos a equagao de Schrodinger dos seis sistemas através
do método dos invariantes quanticos. O processo para a obtencao da funcao de onda, neste
trabalho, se resumiu em obter a solucao de uma equacao diferencial nao-linear, a equagao
de Milne-Pinney, que foi resolvida através do método proposto nas Refs. [36, 37, 38].
Tendo obtido as fungoes de onda, calculamos o produto da incerteza para os seis casos,

0s quais organizamos na tabela abaixo.

(Dm(t) = mog AgAp = (n+ Yk
Osciladores log-periédicos (I)m(t) = mq AgAp = <1 + ( 2w9t9)1/2> (n+ %)h
40.;825(2) 1
2
1 — t _ 2uwoton 1
wi) o« ¢ (Mm(t) = m () | Sadp (H (1213 1)“2> (n 4 2)h
2\ 1/2
Wm(t) = me | Aqap=(1+35)" n+ hn
Osciladores tipo Caldirola-Kanai 2 172
sciladores tipo Caldirola-Kanai | ;) 4y — g (1 i %)4 AgAp = (1 N wg(tito)Z) 5”2"‘ L
wlt) = o mit) = mo (1) | Aadp=(1+25EE2) " o+

E observado que, para o estado fundamental (n = 0), apenas o produto da incerteza
do oscilador (I) é minimo (AgAp = h/2), resultado idéntico ao oscilador harmonico
independente do tempo. Além disso, apenas nos casos (V) e (VI) o produto da incerteza
¢ dependente do tempo, o qual, para o estado fundamental, tende ao minimo a medida
que t aumenta. Entretanto esta afirmacao deve ser tratada com cuidado, pois a massa
m(t) aumenta com ¢, de forma que é necessario observar as dimensoes do sistemas e de
seus parametros, a fim de verificar a validade do regime quantico para a partir de certos

valores de t.
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Posteriormente a conclusao deste trabalho, observamos que é possivel calcular a prob-
abilidade de transicao entre dois estados, do estado n no instante tg para outro estado
m em um instante posterior t. Esta probabilidade é dada pelo médulo quadrado da

amplitude de transicao, que pode ser escrita como

Pum(t) = / AgU(q, to)m (4, ).

0

O célculo das probabilidade de transicoes destes osciladores, assim como para outras
classes de osciladores ou Hamiltonianas com dependéncia temporal explicita, pode ser

listado com perspectiva deste trabalho.
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APENDICE A - Autoestados do operador
Invariante e as Solucoes da

Equacao de Schrodinger

Considere um sistema quantico descrito pela Hamiltoniana H(t). A equacao que

descreve sua evolucao no tempo ¢ a equacao de Schrodinger, dada por

.0
ths [U(t))s = H(E)|Y(t))s, (A.1)

onde o ifndice s indica que o estado do sistema evolui de acordo com a equacao de
Schrodinger.  Considere agora um operador hermitiano I(¢)(I = I') com dependéncia
temporal explicita, que é invariante obedecendo a Eq. (1.2). Ao aplicarmos a Eq. (1.2)

no estado [1(t))s e usando a Eq. (A.1), obtemos

i (I = HE) (T1(0)s). (A2)

Dessa forma, vemos que a agdo do operador invariante no estado [1(t)), que é solugao
do sistema, gera uma nova solugao da equagao de Schrodinger I|y(t))s. Esse resultado
¢ vélido para qualquer invariante, mas se supormos que (¢) ndo possua operadores com
derivadas temporais, poderemos deduzir uma regra simples para escolhermos as fases dos
seus autoestados de modo que estes se tornem solucao da equagao de Schrodinger. Daqui

por diante, procederemos com os célculo com essa suposicao.

Admitimos também que o invariante pertence a um conjunto completo de observaveis
comutéveis, a fim de garantirmos a existéncia de um conjunto completo de autoestados

de I(t). Dessa forma, consideremos a equagao de autovalores para o operador invariante
I|IA ks t) = AA ks ), (A.3)

onde A\ é o autovalor de I e k representa o conjunto de nimeros quanticos necessarios

para se definir um estado do sistema. Devido a hermiticidade do invariante, temos que
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seus autovalores sao reais. A relacao de completeza para os autoestados de I é dada por

(N KN s ) = Onadwn. (A4)

Além de os autovalores de I serem reais, eles também sao independentes do tempo,
o que é observado ao derivarmos equagao de autovalores de I(t) (Eq. (A.3)) com relagao

ao tempo
%IA, ki t) + I\ ks t) = |)\ ks t) +)\ I\ ki), (A.5)

Ao aplicarmos a Eq. (1.2), obtemos
oI
zha|)\,k;t>+1H|)\,kJ;t>—)\H|)\,k’;t> = 0. (A.6)
Agora, multiplicando escalarmente esta equagao por |\, k’;t), obtemos
I
ih(N, /{:’;t|%|)\, kit) + (N = X) (N K t|HIM K t) = 0. (A.7)
Para ' =\, a Eq. (A.7) torna-se
O\ K t| |>\ kit) = (A.8)

A Eq. (A.5), multiplicada por |\, k;t) resulta em

O\
A,
= (Akt| |)\kt> (A.9)
Assim, das eqs. (A.8) e (A.9), i
2. Al
a7 =0 (A.10)

Iremos agora investigar a conexao entre os autoestados de I(t) e as solugoes da equagao
de Schrodinger. Para isso, procedemos da seguinte maneira. Sabendo que A é indepen-

dente de tempo, a Eq. (A.5) se torna
0 oI
A=1)=|\E;t) = —|\ k;t). A1l
(= 1) A K1) = oI K ) (A1)
Multiplicando escalarmente esta equacao por |\, k’;t) e usado a Eq. (A.7), obtemos

ih(A = X) (XKt |)\ kit) = (0= N) (N, K[ H| A ks t) . (A.12)
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Para A # ), a Eq. acima reduz-se a
ih(N K t|%|)\, kit) = (N, K t|H| )\ E;t). (A.13)

A Eq. (A.12) nao é vélida para N = )\, caso contrdrio, poderfamos afirmar que os
autoestados de I satisfazem a equagao de Schrodinger. No entanto, ainda nao fixamos
a fase do estado |\, k;t), de forma que estamos livres para multiplica-lo por um fator de
fase dependente de tempo. Dessa forma, definimos um novo conjunto de autoestados do

operador invariante, os quais se relacionam com o antigo por uma transformacao de gauge
A ks t)s = O\ kg, (A.14)

onde 0y (t) sao fungoes reais dependentes de tempo. Os estados |\, k;t)s sdo autoesta-
dos do operador invariante desde que, como assumimos anteriormente, o operador I(t)
nao contenha derivadas temporais. Sendo assim, estes estados obedecem a equacao de

autovalores

IIN ks t)s = A, K3 t)s. (A.15)

Como haviamos observado, a equagao (A.13) é véalida para X' # A, e essa afirmagao
ainda permanece para este novo conjunto de autovalores. Agora, resta encontrarmos as
fases desses autoestados de forma que os mesmos satisfacam a equacao de Schrédinger, ou
seja, de forma que a Eq. (A.13) permanega valida para X' = . Assim, usando os novos

autoestados na Eq. (A.11), obtemos

dOxr . 0 il B ,

Agora, multiplicando a equagao acima por |\, k’;t) e ultilizando a Eq. (A.3), obtemos

A equacao acima, para N = )\, reduz-se a
A , 0
ph—— = ; ——H it). Al

Para que a Eq. (A.18) seja satisfeita, os estados |\, k; t) devem ser escolhidos de forma o
lado direito da (A.18) anule-se para k’ # k, e esta diagonalizacao é sempre possivel devido

ao fato de que o operador ih% — H ¢ hermitiano. Portanto, para que o estado |\, k;t)s
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satisfaga a equacao de Schrodinger, as fases devem satisfazer a equagao

dOxi .0 .

Assim, escrevemos a solucao geral da equagao de Schrodinger na seguinte forma

[(®)s = Y e O\ ki), (A.20)

Mk

onde os coeficientes da expansao sao independentes do tempo.
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APENDICE B - Operador Invariante para o

Oscilador Harmonico com
massa e frequéncia

dependentes de tempo

Para estudar o oscilador harmonico dependente do tempo, Lewis e Reisenfeld [10]

construiram um operador invariante dado por

1

I(t) = 5 [a(t)g® + B()p* + u(t) {q. p}] (B.1)

onde a, § e p sao fungoes reais dependentes do tempo e ¢, p é o anti-comutador de ¢ e p.
Derivando a equacao acima com relacao ao tempo, obtemos

a1 o o . o .
= =3 [aq2 + 2044 + Bp* + 2Bpp + 1 {q, p} + 1 (4p + qp + Pq + pq)| - (B.2)

Os valores de ¢ e p podem ser retirados das equacoes de Heisenberg

0= loH = oo (5.3
§= = Ip, H] = —m(t)e (g (B4

pois [gq, p| = ih. Essas equagoes quando combinadas, geram a equagao de movimento
G+~ (t)g+w*(t)g = 0. (B.5)

Onde y(t) = Lin [M(t)].Dessa forma, a eq. (B.2) se torna

dar 1 .. y o 1(; 2 2
= [0 — 2m(t)w’ (t) ] ¢ + 5 (6 + —m(t)u) p

5 i o = m(O03] (0.0} (B.6)
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Usando o fato de que o operador I é um invariante (eq. (1.2)), obtemos o sistema de

equacoes

& — 2m(t)w*(t)u = 0, (B.7a)
b4+ 2 (B.7h)
m(t)

Essas equagoes podem ser organizadas de forma a serem reduzidas a uma unica
equacao diferencial, chamada de equacao auxiliar do invariante do sistema. Para tal,

primeiramente fazemos a substituicao
B(t) = o*(t) (B.8)
Na equagao (B.7b) para obtermos
= —moao, (B.9)
que substituida, na eq. (B.7c), resulta em
a =m?6* +mPos + mPwie® + minod. (B.10)
E por fim, substituindo a equacao acima na (B.7a), obtemos a seguinte equagao diferencial

— [m?*6* + m*06 + m*w?o® + mimos| = —2m*w’os, (B.11)

dt

que apos algumas substitui¢oes de varidveis, se torna

df

c—+3f =0, (B.12)
do

onde f = % (a —m?6?). A solucao dessa equacao resulta na mencionada equacao auxiliar.

Integrando a eq. (B.12), e obtemos

£ =5, (B.13)
5+ ()6 + () = —o (B.14)

m2(t)o3’
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onde v(t) = L1In[m(t)] e C é uma constante de integragio da equacdo (B.12) que
estd elevada ao expoente 2 apenas para lembra que ele precisa ser positiva a fim de que
tenhamos apenas solugoes reais da eq. (B.14) e assim garantindo que o operador invariante
é hermitiano. Apds fazermos a mudanca de escala o(t) = C'/?p(t), obtemos

1

W, (B.15)

p+y(t)p+wi(t)p =

que ¢ a equacao auxiliar do invariante de sistema. Ela determina inteiramente o invariante

(Eq. (B.1)), de forma que obtemos

[(2)2 + (op — m,éq)2] : (B.16)
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autovalores do operador

I(t) para o oscilador
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harmonico dependente do

tempo

Considere a equacao de autovalores para o invariante I(t) (Eq. (A.15)) na repre-

sentacao de posicao, que pode ser ¢é escrita como

(C.1)

Consideremos agora a seguinte transformacao unitdria[21, 28, 29, 30], definida pelas

equacoes

Gn(q,t) = Udn(g; 1)

im(t)p e
2hp ’

a qual transforma a equagao de autovalores do invariante em

U = exp {—

com
I'=UIU".
Essa transformacao fornece o operador invariante modificado na seguinte forma

B2 .82 142
Pl g
2" O0q 2p

(C.2)

(C.3)
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cuja equagao de autovalor, ao fazermos a mudancga de varidvel £ = ¢/p, é expressa na

forma

[_%5_52 + %} ©n(&) = Anpn(§), (C.7)
I'ou(§) = Augpn(8), (C.8)

onde . g
Pla,t) = m%(é’) = W%(q/ﬁ)- (C.9)

O fator de normalizacao 1/p? é introduzido para que a condicao

/ 67(0,)6a(g, )dg = / € pn(€)dE = 1 (C.10)

seja satisfeita. A equagao (C.7) representa uma equagao de Schréodinger unidimensional

e independente do tempo, cuja solucao é bem conhecida,

1/2 2 1/2
en(§) = (W) exp (_g_h)Hn [(%) §] ; (C.11)

(o) e

e H, sdo os polinomios de Hermite de ordem n. E assim, usando as equagoes (C.2),

(C.3), (C.9) e (C.11), encontramos que
1 1/2 ZM(t) p i ) 1 1/2 q
et = () o[ (3 ) o) | (5) 5 9

Agora, resta-nos calcular as fases dos autoestados de I(t) (Eq. (C.13)) para determi-

onde

narmos as solugoes da equacgao de Schrodinger. Usando a Hamiltoniana na representacao

de posicao e a Eq. (C.3) na (1.4), apds alguns calculos, obtemos

0, (t)
dt

0 .p 0 1ho I
= (¢ il + inlg—+ 22— o). (C.14)

h
p 9q  2p m(t)p

Entao substituindo a Eq. (C.9) na (C.14), encontramos

d6,(t) r
57 = <¢n|—m|¢n>- (C.15)



62
E assim, usando a Eq. (C.8) e a condi¢ao de normalizagao dos estados ¢, encontramos

0,(t) = — (n+ %) /t:#tp;(t,). (C.16)

Portanto, usando as eqs. (C.13) e (C.16), encontramos as solugoes exatas da equagao de

Schrodinger,
1 1/2
i (1) -
¢n(q7 t) =€ (7T1/2h1/2n!2"p)

S (0

Onde as fases sao dadas pela Eq. (C.16) e a fungao acima representa a fungao de onda

para o sistema

Encerramos este apéndice com certas observacoes concernentes a funcao de onda
(C.17). Esta funcao coincide com a obtida por J. Y. Ji et al[41], com p?(t) = g_(t)/wr
através do método de LR e a representagao de Heisenberg. Por outro lado, quando
a massa ¢ constante, m(t) = myp, a funcdo de onda se reduz aquelas obtidas nas re-
feréncias[9, 10, 28, 30]. Observamos também que quando a massa e a frequéncia sao

constantes, ou seja, m(t) = mg e w(t) = wo, o que significa que p(t) = (1/mowo)*/?,

a
funcao de onda (C.17) reduz-se a funcao de onda do oscilador harmonico independente

do tempo, tal qual encontramos na literatura.

Portanto, qualquer solugao particular da Eq. (B.15) determina o operador invariante
(B.16). E importante comentar que o par de equacoes (B.5) e (B.15) compdem o chamado
sistema de Emarkov-Lewis[10, 21, 32] para a Hamiltoniana (1.5). O Invariante escrito na
forma da equagao (B.16) foi introduzido por Emarkov([42] e Lewis[9, 10], e hoje em dia
ele é conhecido como o invariante de Emarkov-Lewis. A redescoberta deste invariante
por Lewis[9] e Reisenfeld[10] tem propiciado um grande desenvolvimento ao estudo de

sistemas quanticos dependentes do tempo.
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