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RESUMO

Neste trabalho, abordamos quatro linhas de estudo, onde iniciamos com o estudo de
hipersuperficies isometricamente imersas sobre uma horobola. Em seguida estudamos
Teoremas tipo Liouville para uma variedade Riemanniana completa em operadores mais
gerais que o Laplaciano. Além disso, estudamos hipersuperficies f-minimas fechadas em
uma variedade com densidade e, por fim, estudamos hipersuperficies minimas com bordo
livre, propriamente imersas em uma variedade Riemanniana compacta n-dimensional.
Primeiramente, assumindo um principio do maximo fraco e que a imersao estd contida
em uma horobola, i.e., um conjunto em que a funcao de Busemann é limitada superior-
mente, obtemos uma estimativa para o supremo do quociente das r-ésimas curvaturas.
Além disso, sob certas condicoes sobre as curvaturas seccionais e assumindo que a imersao
esta contida em uma horobola, forcamos a validade do principio do maximo fraco e ob-
temos as mesmas estimativas. Prosseguindo, obtemos, para um operador mais geral que
o e-Laplaciano, um teorema tipo-Liouville para uma variedade Riemanniana completa.
Como aplicacao provamos um teorema de classificacao para graficos de Killing de uma
folheagao. Em seguida, estabelecemos uma estimativa tipo Choi e Wang para o primeiro
autovalor do f-Laplaciano em espacos com densidade, no sentido de responder parcial-
mente a conjectura de Yau para o primeiro autovalor do Laplaciano; além disso, obtemos
uma desigualdade tipo Poincaré para esse operador. Com a estimativa obtida, pudemos
estabelecer uma estimativa de volume para uma superficie fechada mergulhada em um
espaco com densidade. Ainda seguindo o estudo de espagos com densidade, obtemos uma
desigualdade tipo Heintze-Karcher para uma variedade compacta com bordo e verificamos
que, se vale a igualdade, entao a variedade é isométrica a uma bola Euclidiana. Como
consequéncia, obtemos que, nas mesmas condigoes, e se a f-curvatura média satisfizer
uma certa limitagao inferior, entao a variedade ainda é isométrica a uma bola Euclidiana.
Finalmente, obtemos uma estimativa para o primeiro autovalor de Steklov, dando uma
resposta parcial a uma conjectura devida a Fraser e Li. Além disso, como consequéncia,
estabelecemos uma estimativa para o comprimento do bordo de uma superficie minima,
compacta e propriamente megulhada com bordo livre em termos de sua topologia; assim,
provamos o mesmo resultado quando a superficie estd mergulhada em uma bola Euclidia

na 3-dimensional.

Palavras-chave: Curvatura de ordem superior. Teoremas tipo Liouville. Hipersu-

perficies f-minimas. Superficies minimas propriamente imersas com bordo livre.



ABSTRACT

In this work we approach four research lines, where we began with the study of isometri-
cally immersed hypersurfaces in a horoball. Next we studied Liouville type theorems in
a complete Riemannian manifold for general operators. After we studied hypersurfaces
f-minimal closed on a manifold with density, and finally we studied properly embedded
minimal hypersurfaces with free boundary in a n-dimensional compact Riemannian ma-
nifold. Continuing, we obtain under a more general class operator than ¢-Laplacian, a
Liouville type theorem for a complete Riemannian manifold, so that, prove a classification
theorem for Killing graph of a foliation. Firstly, we are going to assume a weak maximum
principle and that immersion is contained in a horoball, i.e., the set of bounded above
Bussemann functions . We obtain an estimate for the highest quotient of r-curvatures.
Moreover, under certain conditions on sectional curvature and assuming that the immer-
sion is contained in a horoball, we forced the validity of the weak maximum principle
and obtain the same estimates. Next, we establish a Choi-Wang type estimate for the
first eigenvalue of the weighter Laplacian on spaces with density in responding partially
to Yau’s conjecture for the first eigenvalue weighter Laplacian for spaces with density,
and moreover, we obtain an inequality Poincaré type. With the estimates obtained, we
establish an estimate of volume for a closed surface immersed in a space with density. Still
following the study of spaces with density, we obtain a type Hientze-Karcher inequality
for a compact manifold with nonempty boundary , so that, we obtain that if holds the
equality than the manifold is isometric to a Euclidian ball. As consequence, we obtain
under same conditions that if the f-mean curvature satisfy a bounded below than the
manifold is isometric to a Euclidian ball. Finally, we obtain an estimate for the nonzero
first Steklov eigenvalue, where we are giving a answer partial to a conjecture by Fraser
and Li. Moreover, as a consequence we establish an estimate for the total length of the
boundary of the properly embedded minimal surfaces with free boundary in terms of its
topology, thus, we proved the same when the surface is embedded in the Euclidean ball

3-dimensional.

Keywords: Higher order mean curvature. Liouville type theorems. f-Minimal hyper-

surfaces. Properly embedded minimal hypersurface with free boundary.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho esta dividido em quatro capitulos, sendo que o principal ob-
jeto de estudo sao as hipersuperficies isometricamente imersas em variedades de Cartan-
Hadamard, teoremas tipo LP-Liouville, hipersuperficies f-minimas e hipersuperficies minimas
propriamente imersas com bordo livre. O estudo de operadores mais gerais que o Lapla-
ciano é um dos objetos de estudo em Geometria Diferencial que tem despertado grande
interesse em pesquisas atuais. Nesse sentido, iremos abordar alguns desses operadores e
procurar respostas para alguns resultados em aberto. Cada capitulo contém as devidas
nocoes preliminares para o bom entendimento dos problemas abordados.

No Capitulo[2 estudamos os operadores diferenciais lineares tipo trago da forma
L.(u) = tr(Phessu) = div(P, gradu) — (tr(VP,), grad u).

Estaremos em busca de estimar o supremo do quociente das curvaturas médias de ordem
superior H, e, assim, obter resultados de nao existéncia de imersoes sobre uma horobola.
A ferramenta principal consiste em buscar condigoes para a validade de um principio do
maximo fraco mais geral que o ja existente para o Laplaciano. Historicamente, H. Omori
(1967) provou que em uma variedade Riemanniana aberta M com curvatura seccional
K limitada inferiormente, K > C' > —oo, e para qualquer fungao v € C?*(M) com

u* = sup,,; u < 00, existe uma sequéncia (zy)r>1 em M satisfazendo
i.) u(zg) >u* —1/k, i) |gradu(zg)| < 1/k, i) Au(xg) < 1/k.

Seguindo neste estudo, o resultado de Omori foi estendido a variedades Rie-
mannianas com curvatura de Ricci limitada inferiormente, Ricy; > C' > —o0, nos traba-
lhos de Cheng e Yau (1977, 1975). Com isto, esses resultados ficaram conhecidos como
principio do mdximo de Omori-Yau. Recentemente, o principio do méximo de Omori-
Yau foi estudado por Pigola, Rigoli e Setti (2005), por meio de uma abordagem diferente;
assim, eles estenderam o principio do maximo de Omori e Yau para uma classe maior
de variedades e operadores. Dentre outros resultados, eles mostraram que se M é uma
variedade aberta entao a existéncia de uma funcio prépria v € C?(M), satifazendo certas
propriedades implica a validade do principio do maximo de Omori-Yau em M. Uma vez
existindo aplicagoes geométricas em que a condicao |grad u|(xy) < 1/k ndo é necessdria,
Pigola, Rigoli e Setti (2005]) introduziram o conceito de principio do méximo fraco, i.e.,
para qualquer funcao de classe C? em M e limitada superiormente, existe uma sequéncia

(xr)k>1 em M satisfazendo:

i) u(zy) > u* —1/k, it.) Au(xy) < 1/k.
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Com o objetivo de estimar as curvaturas médias de ordem superior, Alias,
Dajczer e Rigoli (2013)) introduziram uma versdo mais geral do principio do maximo
fraco para o operador L,. Considerando numa variedade Riemanniana M, um operador
linear semi-eliptico L,(u) = tr(Phessu), onde u € C*(M), e ¢ € C°(M) uma fungao
nao-negativa tal que ¢ > 0 fora de um compacto os autores estabeleceram o principio
do méximo ¢-fraco no infinito vale em M se, para qualquer fungao u € C?*(M) com

u* 1= sup,, u < 0o, existe uma sequéncia (zg)r>1 em M tal que
i.) u(zg) > u* —1/k, di.) q(zg) - Lyu(zy) < 1/k.

Eles entao provaram que, se uma hipersuperficie ¢ : M™ — Nt est4 contida em uma bola
geodésica By (R) de N, entao, sob condigbes apropriadas sobre as curvaturas seccionais

Ky e Ky, vale a estimativa

J

4 H;
ap > (52) s i, 15
M M

eles provaram também que, se valer a igualdade, entao p(M) = 0Bn(R) (veja Teorema
1 de 2013). Em seguida, Albanese, Alias e Rigoli (2013) provaram que, sob as mesmas

condicoes, se a hipersuperficie estiver contida em um cone nao-degenerado de R"*!, entao

, H; 63 a?
Y/ Hiyy > It > : >0, V1< < 1
Sﬁp Jj+1 = S]l\bp ( H ) - 25\/5 dist('UJ', QD(M)) ) S)xT, ( )

J

onde dist(vt, o(M)) é a distancia entre (M) e o hiperplano v+ C R"*! ortogonal a v
passando pela origem (veja Teorema 4.3 de 2013)).

Mediante o estudo da estimativa acima, propomos uma vertente que seja um
pouco mais geral do que abordado em (Albanese, Alias, Rigoli, 2013). Assim, considera-

mos hipersuperficies contidas em uma horobola de N, i.e., o conjunto definido por
BO’,R = {p € Nybo<p) S R}7

onde b, é uma funcao de Busemann em N. A principio, estabelecemos o seguinte resul-
tado.

Teorema 1.1 Seja ¢: M — N wuma imersao isométrica two-sided de uma variedade
Riemanniana aberta n-dimensional M em uma variedade de Cartan-Hadamard N, com
curvatura seccional —B < Ky < —A, para certas constantes B > A > 0. Suponha que
H,i1 # 0 em M, para algum 2 < r < n — 1, que (M) tem um ponto eliptico e que

©(M) C B, r. Se o principio do mdzximo q-fraco vale em M, para ¢ = 1/trP,, entao a
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r-curvatura H, e a (r + 1)-curvatura H,+1 de ¢ satisfazem as desigualdades

H,
sup "W/ H,.1 > sup ( HH) > VA.
M M

T

Em seguida, usamos as condigoes 1.) e 2.) no teorema abaixo para implicar a validade do
principio do maximo ¢-fraco e, assim, usando o teorema acima, provar o teorema principal
a seguir. Provamos o seguinte.

Teorema 1.2 Seja p: M™ — N™"! uma imersao isométrica two-sided de uma variedade
Riemanniana aberta n-dimensional M em uma variedade de Cartan-Hadamard N, com
curvatura seccional —B < Ky < —A, para certas constantes B > A > 0. Suponha
que H.. 1 # 0 em M, para algum 2 < r < n — 1, que (M) tem um ponto eliptico e
©(M) C B, g. Se uma das sequintes condigoes for satisfeita,

1.) as curvaturas seccionais de M satisfazem
Ku(x) > —F(pu(2)), pu(z) = distas (o, 7)

1
onde F € C*([0,00)), F(0)=1, F" >0 ¢ I ¢ L'(+00), ou
2.) aimersao ¢: M — N € prdpria e vale a sequinte limitagcdo para a curvatura radial

ao longo das geodésicas partindo de yy € N,
K3(y) = —F(pn(y))

~ ~ 1
onde pN(y) = diStN(y07y); F<O) =1, P’ >0, e F € Ll(—I—OO),
entao, para q = 1/trP,, o principio do mdzximo q-fraco vale em M. Em particular, a

r-curvatura média H, e a (r + 1)-curvatura média H,., de ¢ satisfazem

H,
sup "N/ H,41 > sup ( HH) > VA,
M M

T

No Capitulo [3] estudamos propriedades tipo Liouville para um operador dife-
rencial que é uma extensao natural do p-Laplaciano em uma variedade Riemanniana M.

Essencialmente, estudamos o seguinte operador
Lu = e?div(e™®|Vu| o(x, [Vul)h(Vu, -)?),

onde ¥ : T*M — TM ¢é o isomorfismo musical. Recentemente, Lira, Rigoli e Alfas (2015)
propuseram o estudo do operador acima em uma variedade Riemanniana completa M e
conseguiram propriedades interessantes com graficos de Killing, além de um principio do
méximo fraco. Nosso objetivo foi estudar o trabalho de Rigoli e Setti (2001) e procurar
extensoes naturais de resultados tipo-Liouville obtidos por eles, além de buscar aplicagoes

geométricas para graficos de Killing. Neste sentido, nosso ambiente de trabalho foi uma
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variedade Riemanniana completa. Como primeiro resultado importante, obtivemos para
o operador £ o seguinte teorema tipo LP-Liouville para fungoes L-subharmoénicas em
(M, (,))-

Teorema 1.3 Seja (M, (,)) uma variedade Riemanniana completa e seja u € C' uma
fun¢ao L-subharménica nao-negativa. Suponha que p(z,0) = 0, @(x,t) > 0 para todo

t>0 e que p(z,t) < A()t, parat >0, algum & > 0 e A(x) > 0. Além disso, assuma

1

cye

que para algumas fungoes h_ e hy tem-se 0 < h_ < h < h,. Se infy, Z—;W =

para algum Cy > 0 e
—1/s
([ mwes) g rioo) 2
0B,

para algum p > 0, entdo u é constante.

Uma primeira consequéncia do Teoremal[l.3|foi o seguinte corolario, que sob uma condi¢ao
de crescimento polinomial da integral de h, sobre a esfera dB;, obtemos um teorema tipo-
Liouville. Essenciamente, provamos o seguinte.

Corolario 1.1 Assuma o sequinte crescimento polinomial da integral abaizo
| e <o, g
OB,

para algum € > 0,C > 0 e r suficientimente grande. Seja u € CY(M) uma fungdo nao-
negativa L-subharmoénica em (M, (,)). Se para algumas fungoes continuas h_ e h, tem-se

0<h_<h<hyeexistemp>d, Cy >0 tais que
u? < C1r° = (logr)°, (4)

para r > 1, entao u € constante.

Uma segunda consequéncia do Teorema [1.3] é um resultado geométrico que
classifica um grafico de Killing como uma folha da folheagao de Killing. Essencialmente,
provamos o seguinte
Teorema 1.4 Seja M uma variedade Riemanniana completa munida com um campo de
Killing completo Y e seja M uma folha integral da folheagao de Killing. Seja u uma

fung¢ao C* nao-negativa tal que

uP|Y|? € LY(M,dM), para p> 1. (5)
Seja Py (x) = V(z,u(z)), x € M, um grdfico de Killing em M tal que

\Vu| =0 (%) quando z — oo. (6)

Se o vetor curvatura média aponta na mesma direcdo de'Y , entao u € constante e o grafico

¢ uma folha da folheacao.
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No Capitulo 4] estudamos hipersuperficies em espacos com densidade, isto é,
espagos do tipo M; = (M,q,7i), onde fi = e /dv e f é uma fungao suave em M. A origem
do estudo acompanha a busca para resolver a conjectura de Yau para o primeiro autovalor
do Laplaciano, i.e., A\;(A) = n para uma hipersuperficie minima fechada na esfera S**1.
Em meados de 1983, Choi e Wang (1983)) deram uma resposta parcial mostrando que
se ¢ : X" — M"™ é uma hipersuperficie minima compacta mergulhada numa variedade
Riemanniana compacta com Ricy > k > 0, entdao A\(3) > k/2. Anos depois, Barros e
Bessa (1999) melhoraram a estimativa de Choi e Wang. Eles provaram que se ¢ : X" —
S"*1 é uma hipersuperficie minima compacta mergulhada, entao A () > n/2(1 + p(¥))
para uma constante positiva p(p) € (0, 1] dependendo da imersao.

Recentemente, estudando hipersuperficies f-minimas sobre espacos com den-
sidade, Li e Wei (2015) mostraram que se ¢ : X" — M"*! ¢ uma hipersuperficie f-
minima fechada mergulhada sobre uma variedade com densidade (n + 1)-dimensional M
com Ric; > k > 0, entdo o primeiro autovalor do f-Laplaciano satisfaz A (Z) > k/2.

Entende-se por Rics o tensor definido por
Ricy = Ric + Hess f,
chamado de Bakry-Emery tensor de Ricci, e f-Laplaciano por
Aju = Au — (grad f, grad u).

Seguindo o que foi provado por Li e Wei (2015)), propomos melhorar a estima-
tiva dada por eles e assim, obter uma estimativa tao 6tima quanto a estimativa de Barros

e Bessa 1999, Para isto, consideramos um problema auxiliar de Dirichlet do tipo

{wa = 0, em () (7)

w = & mnod =pX),

onde £ é a primeira autofuncao para o problema de autovalores fechado
A+ M (2)g =0

e €y serd definido a posteriore. Assim, conseguimos um resultado que melhora a estimativa,
de Li e Wei 2015 e, além disso, obtemos uma desigualdade tipo-Poincaré em espagos com
densidade, onde podemos observar que se vale a igualdade, entao a conjectura de Yau
vale em espacos com densidade. Mais precisamente, provamos o seguinte resultado.

Teorema 1.5 Seja ¢ : X" — M"™™ uma hipersuperficie f-minima, fechada e mergu-
lhada em uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional (M, g, e~/ dv) fechada e com

densidade, tal que Ricy > k > 0. Seja w : Q — R a solugao do problema (@ Entao
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H gradw”%?(g)l)

1—,|1—-% >

||w”L?(Q1)

Como uma consequéncia, mostramos uma estimativa de f-volume de uma superficie f-
minima fechada X2 em uma variedade M? com densidade, tal que Ric; > K > 0 em
termos da topologia de ¥2. Provamos o seguinte.

Corolério 1.2 Seja X? uma superficie f-minima fechada de género v mergulhada em uma
variedade Riemanniana 3-dimensional My compacta com densidade, tal que Ricy > k > 0.
Entao

167
dit < ——" (1 4 )P
.é D TR () ACRN

Ainda no Capitulo |4, propomos estudar em espacos com densidade uma desigualdade
tipo Hientze-Karcher, onde impomos uma condicao geométrica na curvatura do bordo
da variedade. Em meados de 1987, Ros (1987) mostrou que se M ¢é uma variedade
Riemanniana (n + 1)-dimensional compacta com bordo, com Ric > 0 e se a curvatura

média do bordo OM satisfaz H > 0 em toda parte, entao

AM%QNn+UWMM%

ocorrendo a igualdade se, e somente se, M ¢ isométrica a bola Euclidiana. Uma con-
sequéncia importante que Ros (1987) obteve foi o renomado Teorema de Alexandrov
(1958) para curvaturas de ordem superior. Ele mostrou que se ¢ : M — R™"! é uma hi-
persuperficie compacta mergulhada no espago Euclidiano com H, constante, entao ¢(M)
é a esfera.

Nossa contribui¢ao neste trabalho foi obter a desigualdade de Ros (1987) em
espacos com densidade. A dificuldade encontrada foi impor a condicao no tensor de
Ricci-Bakry-Emery. Obtemos o seguinte resultado.

Teorema 1.6 Seja Q""" uma variedade Riemanniana compacta com densidade e com
bordo suave 9Q = M tal que Ric; > K2, onde K = maxg |gradf|. Seja Hy a f-curvatura

média do bordo M. Se Hy € positiva em toda parte, entao

1 n+2 _
—efdM > 1,(Q).
[ e = vl @) )

Se a igualdade ocorre, entao () é isométrica a bola Fuclidiana.
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Como consequéncia, obtemos um resultado tipo-Reilly (1980), ou seja, mostramos o se-
guinte.
Corolario 1.3 Seja M™™ uma variedade Riemanniana compacta com densidade, com
bordo OM # 0 e Ric; > K2, onde K é como no Teorema . Se a f-curvatura média do
bordo satisfaz
(n+1)Ay

P2 2y
, entao M ¢ isométrica a uma bola Euclidiana.

No Capitulo [5| estudamos hipersuperficies ¥ < M minimas, compactas e
propriamente mergulhadas, com bordo livre, i.e., a curvatura média é nula e ¥ toca o
bordo OM ortogonalmente ao longo do bordo 0. Essencialmente, obordaremos o estudo
do primeiro autovalor de Steklov com a intensao de melhorar uma estimativa dada por
Fraser e Li (2014)) e responder a um questionamento deixado em (Fraser, Li, 2014) para
o primeiro autovalor de Steklov. A conjectura diz o seguinte.

“Seja X uma hipersuperficie minima, compacta e propriamente mergulhada na bola
unitaria Euclidiana B™, com bordo livre em OB". Entao o1(X) =17
Neste trabalho, Frazer e Li (2014) propuseram-se a responder este questionamento e
conseguiram uma resposta parcial. Eles mostraram que dada uma variedade Riemanniana
M™ compacta, orientavel, com bordo nao-vazio, e suponha que M tem curvatura de
Ricci nao-negativa e que o bordo M ¢é estritamente convexo com respeito ao normal
interior. Seja k > 0, uma constante tal que a segunda forma fundamental do bordo satisfaz
A%M(y,v) > k > 0 para qualquer vetor unitario v € M. Se ¥ é uma hipersuperficie
minima compacta propriamente mergulhada em M com bordo livre no M e, ou X é
orientavel ou o primeiro grupo fundamental de M é finito, entao o primeiro autovalor
de Steklov satisfaz o1(X) > k/2. Com isto, um questionamento natural é a tentativa de
melhorar a estimativa de Frazer e Li (2014)da mesma forma como Barros e Bessa (1999)
estenderam a estimativa de Choi e Wang ((1983)). A resposta foi afirmativa, e agora temos

uma resposta parcial proxima da conjectura citada acima. Provamos o seguinte resultado.

Teorema 1.7 Seja M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta, orientdvel
e com bordo OM # 0. Suponha que M tem curvatura de Ricci ndo-negativa e que o bordo
OM ¢ estritamente convexo com respeito ao normal unitdario interior. Seja k > 0 uma
constante tal que A% (v,v) >k > 0 para qualquer vetor unitdrio v em OM.

Seja p: X — M uma hipersuperficie minima, compacta e propriamente mer-
gulhada em M, com bordo livre em OM. Se ¥ € orientdvel ou m (M) € finito, entdo vale

a desigualdade estrita

k
O'1<E) > E,
onde 01(X) € primeiro autovalor nao-nulo de Steklov da aplica¢io de Dirichlet-Neumann

em 2.
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A busca de dar uma limitacao para o primeiro autovalor de Steklov oy teve inicio com
Weinstock (1954), onde ele mostra que se ¥ é um dominio simplesmente conexo e com-
pacto, entdo o1 L(0%) < 27. Isto foi estendido por Frazer e Shoen (2011)) para superficies
Riemanniana arbitrarias com bordo, onde eles mostram que se ¥ é uma superficie com-

pacta de género g com y componentes de bordo, entao
o1 L(0%) < 27(g+ 7).

Neste sentido, obtemos como consequéncias do Teorema os seguintes corolarios.

Corolério 1.4 Seja M3 uma variedade Riemanniana 3-dimensional compacta, orientdvel
e com bordo nao-vazio OM. Suponha que M tem curvatura de Ricci nao-negativa e o
bordo OM ¢€ estritamente convexo com respeito ao mormal interior unitdrio. Seja k > 0
uma constante tal que A% (v,v) > k > 0 para qualquer vetor unitdrio v em OM. Seja
0: X% — M3 uma superficie minima propriamente mergulhada, compacta de género g
com ~y componentes de bordo com comprimento total L(0X) e bordo livre em OM. Entao

47

L(O%) < 5=(g+7). (9)
Corolario 1.5 Seja X uma superficie minima, compacta e propriamente mergulhada na
bola unitdria B3, com bordo livre em OB®. Entio L(0X) < 4m(g + 7).

Corolario 1.6 Seja > uma hipersuperficie minima, compacta e propriamente merqulhada

na bola unitdria B™, com bordo livre em 0B™. Entdo o1 > %
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2 ESTIMATIVA DE CURVATURA DE ORDEM SUPERIOR

Neste capitulo estudamos o operador tipo traco L,, e estendemos um resultado
de Albanese, Alias e Rigoli (2013) para hipersuperficies isometricamente imersas em uma
horobola (veja (Cunha, Medeiros, [2015)). A ferramenta bésica para tal extensao é um
principio do méximo fraco de Omori-Yau mais geral, estabelecido em ( Albanese, Alias,
Rigoli, 2013). A intengao do estudo foi motivada por um trabalho devido a (Alias, Dajczer,
Rigoli, [2013), onde foi provado uma estimativa de curvatura de ordem superior para

hipersuperficies isometricamente imersas em uma bola geodésica.

2.1 O ¢-Omori-Yau fraco para o operador L,

Iniciamos esta se¢ao com algumas defini¢coes necessarias a compreensao do conteido
deste capitulo. Para tanto, seja ¢ : M™ — N™! uma imersao isométrica two-sided de
uma variedade Riemanniana completa M™ em uma variedade Riemanniana N"™!. Uma
vez que a imersao ¢ two-sided, podemos tomar um campo de vetores normal unitario n
globalmente definido ao longo de . Seja A,(X) = —Vxn, X € TM, a segunda forma
fundamental da imersio com respeito a 7, onde V é a conexao de Levi-Civita de N. Sa-
bemos que os autovalores k1, ..., k, de A sdo as curvaturas principais da hipersuperficie
@(M). Com isto, podemos definir as fungoes simétricas elementares S, das curvaturas

principais por Sg = 1 e para 1 < r < n por

ST == Z Ry = Ry, (10)

1 <<

Desta forma, a r-ésima curvatura média de ordem superior tem a seguinte definicao.

Definicao 2.1 A r-ésima funcdo curvatura média de ordem superior H, € definida por

(n) H =8,
.

Podemos observar que Hy =1 e H; = %Sl = %tr(A) = H, a funcado curvatura média de
Q.

Uma outra ferramenta de interesse em nosso estudo sao os tensores de Newton
P, : TM — TM, definidos por Py = I e indutivamente por

Pr:Sr[_Apr—la

de forma que P.(z) : T,M — T,M é um operador linear auto-adjunto com os mesmos
autovetores de A. Fixando um ponto x € M, seja ey, ..., e, uma base ortonormal diago-

col 1 -
1e; —ej e Sp(A)) a k-ésima

nalizando A(zx), com autovalores A;. Seja A;(x) = A(x)|.

fungao simétrica associada a A;, onde k <n — 1.
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O lema a seguir retrata trés propriedades bem conhecidas na literatura (1997)
e que serdo tteis na demonstra¢ao do Teorema [2.4]
Lema 2.1 As sequinte identidades sao vdlidas para cadar=1,...,n— 1.
(a) P.(e;) = Sr(Aj)ej, para j=1,...,n;

(0) tr(Py) =271 Si(Aj) = (n—1)S, = ¢, H,;

(€) tr(AP,) = Y1 ASu(A}) = (r + 1)Sys1 = ¢ Hop,

crz(n—r)(Z) :<T+1)(r11>'

Dada uma fungao u € C*(M) e um campo X € TM, definimos o operador

onde

simétrico hessu : TTM — T M por
hess u(X) = Vx grad u, (11)

onde V é a conexao de Levi-Civita de M. Assim, fica bem definido a forma bilinear
simétrica Hessu: TM x TM — C*(M), dada por

Hessu(X,Y) = (hess u(X),Y). (12)
Definicao 2.2 Associado a cada tensor de Newton P, temos o operador diferencial linear
de sequnda ordem auto-adjunto L,: C*°(M) — C*(M), definido por
L.(u) = tr(Phess u) = div(P,. gradu) — (tr(VP,), grad u). (13)
Uma vez que a divergéncia do tensor P, é dada por
(divP)(Y) = tr(X — (VP)(X.Y)),
podemos ver o operador como sendo
L.(u) = tr(Phess u) = div(P, grad u) — (divP,, grad u). (14)

E importante observar que os operadores L, s@o elipticos (semi-elipticos) se, e
somente se, os operadores P, sao positivo definidos (semi-definidos).

Para nossos propositos, necessitaremos de uma versao do principio do maximo
fraco de Omori-Yau para o operador L,. Voltando brevemente ao histérico do principio
do méaximo, em (Omori, |[1967)), verificou-se que em uma variedade Riemanniana aberta M

com curvatura seccional limitada inferiormente, K > C' > —oo, e para qualquer funcao
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u € C%*(M) com u* = sup,, u < 0o, existe uma sequéncia (x;,)r>; em M satisfazendo
i) w(zg) >u* —1/k, di.) |gradu|(zg) < 1/k, dii.) Au(x,) < 1/k. (15)

Em seguida, o resultado acima foi estendido a variedades Riemannianas com curvatura
de Ricci limitada inferiormente, Ricy; > C' > —oo, no trabalho de Yau (1975). Com isto,
esses resultados ficaram conhecidos como o principio do mdximo de Omori- Yau.

Mais recentemente, o principio do maximo de Omori-Yau foi estudado por
Pigola, Rigoli e Setti (2005) com uma abordagem diferente e, assim, eles o estenderam
a classes maiores de variedades e operadores (2005, Observagao 1.2 e Exemplos 1.13,
1.14). Eles mostraram que, se existe uma fungao suave e prépria v € C?(M) satisfazendo
certas propriedades, onde M é uma variedade aberta, entao vale o principio do maximo
de Omori-Yau em M (2005, Teorema 1.9).

Em muitas aplicagoes geométricas, a condigao #i.) no principio do maximo de
Omori-Yau ndo é necessaria ( veja [2005, Teorema 1.15). Isto motivou Pigola, Rigoli e
Setti (2003}, 2005)) a introduzir o conceito de principio do mdzimo fraco, com na proxima
definicao.

Definicao 2.3 O principio do mdzrimo fraco vale em uma variedade Riemanniana M
se, para qualquer fun¢iao u € C*(M) com u* < oo, existe uma sequéncia (zy)g>1 em M

satisfazendo as condigcoes
i) u(zg) >u* —1/k, it.) Au(xy) < 1/k.

Neste sentido, Alias, Dajczer e Rigoli (2013) introduziram uma versao mais geral do
principio do maximo fraco para o operador L,. Mais precisamente, dada uma variedade
Riemanniana M e um operador linear semi-eliptico L,(u) = tr(P,hessu), onde u € C*(M),
seja ¢ € C°(M) uma fungao nao-negativa tal que ¢ > 0 fora de um compacto.

Definicao 2.4 O principio do mdximo q-fraco no infinito vale em M se, para qualquer

fungdo u € C*(M) com u* := supy,; u < oo, existe uma sequéncia (zy)g>1 em M tal que
i.) u(xg) >u* —1/k, i.) q(zx) - Lyu(zy) < 1/k. (16)

Observacao 2.1 A funcao u necessita ser suave apenas em vizinhancas dos pontos xy.
Isto foi observado em (Pigola, Rigoli, Setti, |2005, Observacao 1.11).

Tendo definido o principio do maximo g¢-fraco, Alias, Dajczer e Rigoli (2013)
estenderam estimativas de curvatura média de Jorge e Xavier (1981) e estimativas de
curvatura média de ordem superior de Ranjbar-Motlagh (2001). Mais precisamente, eles
provaram o seguinte teorema.

Teorema 2.1 (Alias-Dajczer-Rigoli, 2013) Seja p: M™ — N™" uma hipersuperficie

completa, isometricamente imersa em uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional
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N. Suponha que:
i.) As curvaturas seccionais de N sao limitadas superiormente, Ky < b.
it.) p(M) C By(R), onde By(R) é uma bola geodésica de N com centro em p e raio
R < min{injy(p),7/(2vD)}. Aqui injy(p) € o raio de injetividade de N em p e
7/(2Vb) ¢ substituido por 400, caso b < 0.

iti.) As curvaturas seccionais de M sao limitadas inferiormente como seque:
Ky(z) > =F*(pu(x)), pur(w) = distar(wo, v),

1
onde F € C1([0,0)), F(0)=1, F' >0 ¢ ya ¢ L'(+00).
iw.) Hyp1 #0 em M, para algum 2 <r <n — 1.
Se (M) tem um ponto eliptico, entdo

. H:
sup "R/ Hj1 > sup ( J“) > Cy(R), 1<j<r. (17)
M M Hj
Aqui,
Vb ot Vi, se b>0
Cy(t) =< 1/t, se b=0

v —bcothv/—bt, se b<D0.

Hj
H

Além disso, se existe py € M, tal que p(po) € OBN(R) e sup,, ( ) = Cy(R), para

algum 1 < j <r, entdo p(M) = 0Bn(R).

A hipétese de p(M) ter um ponto eliptico significa que existe um ponto py € M tal que
a segunda forma fundamental de ¢ em pg, com respeito a orientagao apontando para o
interior é positiva definida.

Uma versao do Teorema foi obtido por Albanese, Alias e Rigoli (2013)) para
hipersuperficies contidas em cones nao-degenerados de R"*!. Eles provaram o seguinte
resultado.

Teorema 2.2 (Albanese-Alias-Rigoli, 2013)) Seja p: M"™ — R™"! uma hipersuperficie
completa, isometricamente imersa em R" L. Suponha que

i.) p(M) estd contida em um cone nao-degenerado, i.e.
(M) C Cru1(0,v,a) = {tw: t >0, w e R™, |w| =1, (v, w) >a€(0,1)}.
ii.) As curvaturas seccionais de M sdo limitadas inferiormente como seque:
EKn(z) > =F*(pu()), par(a) = distar(zo, 2),

1
onde F € C*([0,0)), F(0)=1, F' >0 ¢ a ¢ L' (4+00).
iti.) Hyyq1 #0 em M, para algum 2 <r <n — 1.
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Se (M) tem um ponto eliptico, entdo

2

. Hi 6v/3 a .
sup N/ H; 1 > su It ) > — >0, 1<j<r. 18
Mp Jj+1 = Mp ( Hj - 25\/5 dlSt(’UL,QO(M>> 7> ( )

Aqui dist(vt, (M) € a distancia entre (M) e o hiperplano vt C R ortogonal a v e
passando pela origem.
A distancia de ¢(M) ao hiperplano v+ descrita no teorema acima é definida por

dist(vh, (M) = inf (p(z0),v).

ToEM

2.2 Imersoes em horobolas

Esta secao contém o teorema principal deste capitulo e aborda essencialmente o
estudo de hipersuperficies contidas em uma horobola. Como visto na Secao Alias,
Dajczer e Rigoli (2013)) estudaram hipersuperficies contidas em uma bola geodésica By
de uma variedade Riemanniana N™*!, e com isto, conseguiram provar o Teorema .
Prosseguindo, Albanese, Alias e Rigoli (2013) estudaram hipersuperficies isometricamente
imersas em cones nao-degenerados de R"*! e, assim, estenderam o Teorema . Nosso
objetivo sera estudar hipersuperficies contidas em horobolas, e com isto, obter estimativas
semelhantes as citadas acima.

Necessitaremos de algumas defini¢coes basicas para compreender a relevancia
de um resultado para outro e assim, estabelecer os critérios necessarios para a prova do
nosso teorema. Para isto, seja IV uma variedade de Cartan-Hadamard, i.e., uma variedade
Riemanniana completa, simplesmente conexa e de curvatura seccional nao-positiva.
Defini¢ao 2.5 Uma geodésica o : [0,+00) — N, parametrizada pelo comprimento de

arco, € chamada um raio se, para ty,ty € (—00,00),
d(o(ty),0(t2)) = [t — tof.

E importante observar que, se N é completa e nao-compacta, entao para todo o € N
existe um raio o tal que o(0) = o (veja 2008, Exercicio, Cap. 07).
Definigao 2.6 Seja o: [0,+00) — N um raio geodésico partindo de o(0) = 0. A fung¢do

de Busemann de N com respeito a o € a funcao b,: N — R definida por

bo(x) = lim by (),

t—+o00

onde, para t > 0,
bo(t)(T) = Po()(T) = Po(ty(0) = pory () — 1,

e pp(z) = d(p,x) denota a fungdo distancia de N, a partir de um ponto p.

O campo gradiente de uma funcao de Busemann tem uma propriedade interessante, se-
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melhante com o campo gradiente de uma funcao distancia. O proximo lema explicita tal
propriedade.

Lema 2.2 A func¢ao de Busemann b, é conveza e seu campo gradiente satisfaz |Vb,| = 1.
Para uma prova veja (1992, Lema 4.12).

Uma vez que t — by()(7) é mondtona decrescente e limitada por |byu(x)| <
po(z), temos que o limite b,(z) existe e é finito. Além disso, uma vez que N é de Cartan-
Hadamard, foi provado em (Eberlein, [1977) que b, é de classe C%. Para mais detalhes
sobre fungoes de Busemann recomendamos ao leitor as referéncias (2015} 1992).

Necessitamos do seguinte lema de comparacao do Hessiano de b,, devido a
Bessa, Lira, Pigola, e Setti (2015)).

Lema 2.3 Assuma que a curvatura seccional Ky de N satisfaz
—B < Ky < —A,
para contantes B > A > 0. Entao,
VA(gy — db, ® db,) < Hess by, < VB(gn — db, @ db,),

no sentido de formas quadrdticas.
A fim de enunciarmos nosso resultado precisamos, ainda, da seguinte definicao.

Definigao 2.7 Uma horobola em N € a regiao definida por
BJ,R = {ba S R}a

onde R >0 e b, € a fungcao de Busemann com respeito ao raio o.
Observacao 2.2 Observemos que as func¢oes de Busemann, no caso do espaco Fuclidiano
R™, sao as funcoes afim e as horobolas sao os semi-espacos. Além disso, temos também
que os cones nao-degenerados de uma variedade de Cartan-Hadamard N estao contidos
em horobolas de N .

De posse dos conceitos anteriores, agora podemos enunciar e provar o resultado
principal deste capitulo (veja 2015).
Teorema 2.3 Seja ¢: M™ — Nt uma imersdao isométrica two-sided de uma variedade
Riemanniana aberta n-dimensional M em uma variedade de Cartan-Hadamard (n + 1)-
dimensional N, com curvatura seccional —B < Ky < —A, para certas contantes B >
A > 0. Suponha que H, 1 # 0 em M, para algum 2 <r <n—1, e que (M) tem um
ponto eliptico. Se a imersdo estiver contida em uma horobola, i.e., (M) C By g, € uma
das sequintes condicoes for satisfeita,

1.) as curvaturas seccionais de M satisfazem

Kn(x) > =F*(pu(x)), pu(e) = distar(wo, ),
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1
onde F € C1([0,0)), F(0)=1, F' >0 ¢ a ¢ L'(+00), ou
2.) a imersao ¢: M — N ¢é propria e vale a sequinte limitagdo para a curvatura radial

ao longo das geodésicas partindo de yo € N,

KR(y) > —F%(pn(y)), (19)

- - 1
onde pn(y) = disty(yo,y), F'(0) =1, F" >0, e = ¢ L'(+00),

entdo a r-curvatura média H, e a (r + 1)-curvatura média H,,, de ¢ satisfazem

H,
sup "/H,1 > sup [ = ) > VA (20)
M M \ H.

Lembre-se de que uma imersao ser two-sided significa que existe um campo normal unitario
globalmente definido.

Para provar o Teorema [2.3, primeiramente provaremos um resultado mais ge-
ral, onde assumimos a validade do principio do méaximo g-fraco em M em vez de assumir
as condigoes 1.) e 2.) acima. Entao, mostramos que as condigoes 1.) e 2.) implicam a
validade do principio do maximo g-fraco em M, para uma funcao g adequada. Provamos
o seguinte.

Teorema 2.4 Seja ¢: M™ — N uma imersdao isométrica two-sided de uma variedade
Riemanniana aberta n-dimensional M em uma variedade de Cartan-Hadamard N, com
curvatura seccional —B < Ky < —A, para certas constantes B > A > 0. Suponha que
H,1 # 0 em M, para algum 2 < r < n — 1, que o(M) tem um ponto eliptico e que
©(M) C B, r. Se o principio do mdzimo q-fraco vale em M, para ¢ = 1/trP,, entdo a

r-curvatura H, e a (r + 1)-curvatura H,,1 de ¢ satisfazem

H,
sup "/ H, 1 > sup ) > VA, (21)
M M H.

T

Demonstragao:Consideremos as fungdes h(t) = eVAt o palt) = fot ha(s)ds. Observe
que ¢/4(t) — VA¢,(t) = 0. Defina a funcdo f: B,z € N — R por

f(y) = daobs(y),

onde b, é uma funcao de Busemann em N.

Defina u: M — R por u(z) = f o ¢(z). Veja que u € C*(M) (veja |1977) e
u* = sup,,; u < 0o, pois a imersao estd contida em uma horobola e ¢4(t) é crescente.

Por hipétese, o principio do maximo g¢-fraco vale em M, logo existe uma
sequéncia (zx)r>1 em M, tal que u(zg) — u* e q(zg) - Lyu(zg) < 1/k. Seja (eq, ..., en)
uma base ortonormal de T, M, tal que P,(e;) = ue;, p; > 0.

Como a imersao é isométrica, temos que grad f = gradu + (grad f,n)n. Com
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isto, a equacao de Gauss implica a seguinte expressao

Hess,, u(e;, P(e;)) = Hess, f(e;, P(e;)) + (grad f,n)(I1(e;), P (e;)). (22)

Aqui, I1 significa a segunda forma fundamental da imersao. Além disso, a Hessiana de f

é dada por

Hess, f(e;,e;) = Hess,(¢a0by)(e;,e;) = (Ve grad(¢da o b,),e;)
= Ou(bs)(Ve, grad by, e5) + (ei(¢4(bs)) grad b, €;)
= ¢',(by) Hess, b, (e;, e;) + e;(d4(by)){grad by, €;) (23)
= (grad(¢’4(b,)), €:){grad by, €;) + ¢'4(b,) Hess, b, (e, €;)
o)

= ¢')(b,)(grad by, ;) + ¢4 (b, ) Hess, b, (e;, €;).

Combinando as expressoes , e a definicao de L,, obtemos

L.(u) = tr(Phess,u)

n

= Z(PThesgwu(ei), e;)
i=1

— Z(hes§ju(ei),Pr(ei)>v

=1

ou seja,

L.(u) = ZHessM u(e;, Pr(e;))
= Z [Hess, f(ei, Pr(e:)) + (grad f,n)(I1(e;), Pr(e;))]

- 2 i Hess, f(ev.c) + (arad ) (11(e). Po(c) 24
= Z 1 |04 (b)) (grad by, €;)* + ¢4 (by) Hess, by (e;, €7)]
+ Z 9a (b ) (grad by, m) (11 (e:), P (es).
Uma vez que —B < Ky < —A, o Teorema de Comparagao do Hessiano de b, (Lema

implica

Hess, b, (e, e;) > \/Z{<€m€z‘> — (grad by, e;)* } .

Assim, usando o fato que ¢’y(t) — v/A¢/,(t) = 0, obtemos da expressio que
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L,(u) = Z 1 (¢4 (b)) (grad by, €;)* + ¢4 (b)) Hess, by(e;, €;)]

+Z¢'A<bo><grad by, 1) (I1(cs), P (e:)

v

Z pi [ 604 (b) (grad by, )2 + 613 (bo) (VA {{es,€5) = (grad by, e)?} )|
+ Z 4 (bs) (grad by, ) (T1(es), Pr(e;))

= 3 (050) ~ VA ) e+ D)V

+ Z O/a(bo){grad by, n) (T1(e:), Pr(ei))

n

bs) \/ZZ“Z + (grad by, n) Z(ei,HPr(ei))

%

— ¢\(by) [\/Ztr(PT) + (grad by, n}tr(IIPT)]
Cb;l(ba) “Cp - [\/ZHT - Hr+1] )

v

onde, na ultima passagem, usamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz, o Lema e o

Lema Como q = 1/c¢,.H,, segue que

(o) Lo (ute) 2 (el - |VA - T ot

Aplicando a expressao acima em z, (para k suficientemente grande) e usando o fato de que
q(zy) Lyu(xy) < 1/k, obtemos

b2 el VA

(25)

V

-

b

=

N

| — |
N
|
0]

o
g
=

_

onde by é uma cota inferior para b,. Fazendo k — oo, obtemos que

H,
sup H+1 > \/Z

M



26
Por fim, a desigualdade de Garding (1959, |2004) implica que
1 1
H’I‘T Z Hrr—ti7
ou seja

1 1 P 1 —1 1
_ r+1 r+1 _ r+1 -1 _ r41 -1
7 S ﬁ =H. =H = HGH G = Ve H
- _1
HT“>
r+1

Logo,

H_é“l‘l S T+1/.H'r+1;

Isto prova a desigualdade e finaliza a prova do Teorema .

De posse do Teorema [2.4] para provar o Teorema [2.3| precisamos do seguinte
critério de suficiéncia devido a Albanese, Alias e Rigoli, no espirito de (2005, Teorema.
1.9), para a validade do principio do méximo g¢-fraco.

Teorema 2.5 (Albanese-Alias-Rigoli, 2013) Seja M uma variedade Riemanniana aberta
e seja P: TM — TM um tensor simétrico positivo (semi)-definido. Considere o ope-
rador linear (semi)-eliptico L = tr(Pess). Seja ¢ € C°(M) uma funcgao continua e
nao-negativa, com q > 0 fora de um conjunto compacto. Uma condi¢ao suficiente para a
validade do principio do mdzimo q-fraco para L € a existéncia de uma funcio v € C*(M)

satisfazendo as sequinte propriedades:
i.)v(x) = 400 quando z — oo em M i) |Vy| < B- F(vy) iii.)qL(y) < C- F(7),

onde ii.) e iii.) wvalem no complemento de wum  conjunto  compacto,

B,C > 0 sao constantes positivas e F' é uma fun¢ao suave em [0,00), satisfazendo
F(0)>0, F'>0, 1/F ¢ L'(+o0). (26)

Usando o Teorema 2.5 mostraremos que as hipdteses do Teorema[2.3]implicam
a validade do principio do méximo ¢-fraco para L, e, assim, pelo Teorema [2.4] teremos a
estimativa . Vejamos, a seguir, a prova do Teorema .
Prova do Teorema [2.3} Podemos assumir que M é nao-compacta, pois, do contrario,
o principio do méximo ¢-fraco seria trivialmente satisfeito.

Assumiremos primeiro que vale a condigao 1.). Neste caso,
Kyd(z) > —C?* - F*(py(z)), onde F é uma fungao em [0, 00) satisfazendo (26). Que-
remos uma fungao v € C?*(M), satisfazendo i.), ii.) e 74i.) do Teorema Portanto,
considere a fungao v = pyy, onde py(z) = disty(zo,z). Fazendo F?*(py) = G(pum) e
Ktd(z) > —C%G(pun), o Teorema de Comparacao do Hessiano (1979, 2005, Exemplo
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1.14) implica que existe C’ > 0 tal que

Hess (p3r) < C'ponGloan) () = C'pu F(par)(, )-

Por outro lado, sendo (ey, ..., e,) a base ortonormal cosiderada anteriormente, temos

Hessar(phy) (e ei) = (Ve grad piy, ei) = 2(Ve,pur grad pur, €;)

2{pas - Hessas pas(es, ;) + (grad pyr, e;)?}

> 2par - Hessar par(es, €).

Portanto, existe C’ > 0 tal que

Hess pp(, ) < C"- Fpm)(; ),

fora de um compacto. Logo, exigindo, ademais que (e, ..., e,) diagonalize P, em x, com

P.e; = p;e;, segue do fato de P, ser nao negativo que, em =,

L.(y) = tr(Phessyy)

n

— Z<PrheSSM7<€i>7 e;)

3
n

= Z<heSSM’Y(€i>7 P (ei))

i

= Z w; Hess pa(e;, e;)
i=1

S Cl : F(,OM)tTPT

Uma vez que ¢(x) = 1/trP,(z), temos que y(z) — +oo quando z — oo, |grady| =1 e
q(z)Lyy(x) < C - F(x), onde C' = C' se F # constante e C' = C'/F se F' = constante.
Assim, as condigoes i.), ii.) e #ii.) do Teorema sao satisfeitas.

Assumindo a condigao 2.), temos que, nesse caso, a imersiao ¢ é prépria e as

curvaturas radiais satisfazem

KR2(y) > —F2(pn(y)),

- - 1
onde FF(0) =1, F" >0, e = ¢ L'(+00). Considere a funcio

<<t>:/ot%,
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e defina
Y(z) = (Copn)op: M —R.
1
A condigao = ¢ L'(+00) implica

xT

lim ——ds = +o0.
T—+00 0 F(S)

Assim, sendo ¢ prépria, obtemos «y(z) — 400 quando x — oo em M, e a condigao i.) é

satisfeita. Agora, observe que

|grady(z)| = |grad({(pn o ¥))]
= |¢"(pn o @) grad(pn o @)
1

— | | grad(pn((x)))|;
Fom (@) | grad(pn (¢(x)))]

assim, temos
1
radv(z)| = =——.
S ]

A condi¢ao F” > 0 implica que F' é nio-decrescente, logo, F(pn(¢)) = F(0). Substituindo

isto na expressao acima, obtemos

1
|grady(z)] < =— <A,
F(0)
para uma constante adequada A > 0 e = fora de um compacto. Portanto, a condicao ii.)
é satisfeita. Para mostrar que a condigao #ii.) é satisfeita, precisamos calcular L,.(y) em
x € M e para py(x) > 1. Para isto, seja (ey,...,e,) uma base ortonormal de T, M, tal
que P.(e;) = pie; em z, com p1; > 0. Usando a condigio K%4(y) > —F2(px(y)), vimos,

pelo Teorema de Comparacao do Hessiano que existe C’ > 0 tal que
Hessy py (e, e) < C' F(py)
fora de um compacto. Como ¢'(py) = 1/F(py), obtemos

('(pn) Hessy pn(ei, ;) < C". (27)

Observe ainda que, sendo jad > 0, temos
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Portanto, em z,

L.(y) = tr(Phessy7y)

n

_ Z(PrhessM’y(ei), e;)

7
n

_ Z<heSSM7(ei); Pr(e))

7
n

= Z [Hessw (¢ o pn) (e, Pr(€)) + (grad(¢ o p),m(11(e:), Pr(ei))]
= ) ui[Hessn (¢ o p) (e, e)] + (grad(C o pn),m) > _(ei, TTP(e)).

% %

Agora, usando (28), (27) e o fato de que |grad px| < 1, obtemos
L,(v) < Z pi [¢"(pn){grad py, €:)* + ¢'(pn) Hess py(ei, e4)] + tr(ITP,)

< Z ,U’z ;ON Hess pN(eza el)] + CrHrJrl

S C CTH’I‘ + CTHT+17

para alguma constante positiva C".

Sem perda de generalidade podemos assumir que

su Hr+1
Mp Hr

(x) < 4o00;
portanto, sendo ;1( r) < C"em M, segue de 0 < ¢ < - que
q(z)Lyy(z) < O,

onde C" = max{C’,C"}. Logo, a condicao iii.) ¢ satisfeita, e assim terminamos a prova
do Teorema 2.3]
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3 TEOREMAS TIPO-LIOUVILLE PARA FUNCOES
L-SUBHARMONICAS

Neste capitulo, estudamos propriedades tipo-Liouville em uma variedade Rieman-
niana completa para um operador diferencial mais geral, estudado por Lira, Rigoli e Alias
(2015). A idéia original é baseada no trabalho de Rigoli e Setti (2001)), e estenderemos
alguns resultados para tal operador (veja (Cunha, Medeiros, [2014])).

3.1 O operador L-Laplaciano

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa. Fixando uma origem o, denote
por r := r(z) = dist(o,z) a fungado distancia ao ponto o. Sejam B,.(p) e dB,(p) a bola
geodésica e a esfera geodésica em (M, g), de raio r > 0 e centradas em p € M. Definimos

os volumes por

vol(B,(p)) = / dv e vol(0B.(p)) = / ds,
Br(p) 9Br(p)
onde dS é a medida de Hausdorff em 0B, (p).
Para nossos propésitos, considere uma fungao ¢ : M x [0, 4+00) — [0, +00) tal
que p(-,t) € CY(M) para todo t € [0,+00) e p(x,-) € CH((0,400)) N C°([0,+00)) para

todo x € M, satisfazendo, ademais, as seguintes condigoes
i)(z,0) =0, ii)p(x,t) > 0, para todo ¢t > 0, iii)p(x,t) < A(x)t°, parat >0, (29)

para algum 6 > 0 e A(z) € C°(M), A(z) > 0. Assim, dada uma funcio u € C*(M)

consideremos em M o operador (i, h)-Laplaciano
Lu = Lo, pu = divy (|Vu| " o(z, [Vu|)h(Vy, )ﬁ) : (30)

onde ¥ : T*M — TM denota o isomorfismo musical, logo, h(Vu,-)* é o campo em M
definido por
(h(Vu, )" Y) = h(Vu,Y), VY € T, M,

¢ € C(M) e h é um 2-tensor covariante simétrico e positivo definido em M. Lembre-se
de que na defini¢ao de £, temos que divyX = e?div(e ?X).

Observe que, se h é o tensor métrico de M, p(z,t) = @(t) e ¢ é constante,
entao o operador L torna-se o ¢-Laplaciano estudado por Rigoli, Salvatore e Vignati
(2000). Um dos interesses relevantes para o estudo do operador é o fato de podermos
relaciona-lo ao operador da curvatura média para graficos. Vejamos o seguinte exemplo.
Exemplo 3.1 (Operador da curvatura média para graficos) Seja L o operador de-

finido em (30)). Tome h para ser o tensor métrico de M. Assim, temos o operador curvatura
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média para graficos em produtos warped da forma M x X R, dado por
vy

1
Lu = div (%) ~ o (Vv,Vu), (31)
onde .
r,t)=— , ¢o=1lo
e
Wy = /v + [Vul%.
Observando ainda que o campo coordenado X = % na direcao da linha real é um campo

de Killing, temos que a funcao v: M — R é dada por

1

TTRE

O gréfico ¥(u) C M x 1 R de uma fungao u € C*(M) tem curvatura média prescrita
Y
H : M — R se, e somente se, u satisfaz a equacao

Lu=nH.

Para mais detalhes sugerimos o leitor consultar a referéncia (Lira, Alias, Rigoli 2015)).
Outro exemplo que podemos levar em consideragao é o operador ¢-Laplaciano em M,
dado por

Ayu = Au — (Vo,Vu),

obtido quando h é o tensor métrico de M e ¢(x,t) = t.
Finalizando esta se¢ao, assumiremos ainda que, para certas fungoes continuas

h_ e h, definidas em [0, +00), o tensor h satisfaz a condi¢ao adicional
0<h_(r) <A(Y,Y) < hy(r) (32)

para todo Y € T, M tal que|Y| =1 e todo x € 9B,; além disso, assumimos que

o h(r@) 11
ljr\l4f h+(7“($)) A(x)1/5 - Cé/é’ (33)

para algum Cj > 0.

O operador £ pode ser visto como a generalizacao intrinseca natural, para
variedades Riemannianas, dos operadores elipticos singulares, totalmente quasi-lineares,
considerados por Pucci, Serrin e Zou (2000, 2004/ e [1999)).
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3.2 Um teorema tipo-Liouville

Nesta secao provaremos um teorema tipo LP-Liouville para uma variedade Ri-
emanniana completa em relagao ao operador L, e daremos algumas consequéncias do

crescimento polinomial da expressao

(fore)

Além disso, obtemos na subsegao uma belissima aplicagao para graficos de Killing. Com
isto, ganhamos extensoes naturais de alguns resultados tipo-Liouville devidos a Rigoli e
Setti (2001) e damos uma nogao geométrica quando impomos condigoes no vetor curvatura
média do grafico. Para tomar fim em nossos propésitos precisamos fixar algumas definigoes
em relacao ao operador L.
Definigao 3.1 Uma fungao uw € C*(M) é dita ser L-subharmoénica se Lu > 0 em M.
Se a desiqualdade for trocada por <, ou =, a funcao u € dita L-superhamonica ou L-
harmonica, respectivamente em M .
Analogamente a definicao de parabolicidade para o Laplaciano, também podemos definir
para o operador L.
Definigao 3.2 A variedade M € dita ser L-parabdlica se as tinicas fun¢oes u € CH(M),
L-subharmonicas tal que u* = sup,; u < 400, $ao as fungoes constantes.

Seguindo esta terminologia, Lira, Rigoli e Alias (2015 provaram um critério

de parabolicidade para uma variedade Riemanniana completa (M, (,)). Eles provaram

que sob as condicoes , e , se vale

( / i h+(r>e‘¢) g Do),

entdo (M, (,)) é L-parabdlica. A prova segue de uma belissima aplicagdo do seguinte
teorema. Por questao de completude e a fim de usarmos argumentos analogos para provar
o Lema faremos a prova.

Teorema 3.1 (Alias-Lira-Rigoli, (2015)) Seja £ o operador definido em (30) com h
e ¢ satisfazendo as condigoes , e . Seja ¢ € C°(R) e seja u uma solugdo
nao-constante C* em M da desigualdade diferencial

Lu > |Vu| to(z, |Vul)h(Vu, Vu)é(u). (34)

Assuma que existam fungoes o € CH(I) e B € C°(I) definidas em um intervalo I D u(M)

tal que
a(u) >0, (35)

o (u) + §(u)a(u) = B(u) > 0. (36)
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Entao existem Ry dependendo apenas de u e uma constante C' > 0 independente de o e

B, tais que, para todo r > R > Ry,

starpte i) 2 [ nmert @
(/. ) zelf, (L, o)

Demonstragao: Consideremos o campo de vetores continuo

W = a(u)e™?|Vul ™ o(z, [Vul)W(Vu, ).

Usando a definicao de divergéncia no sentido das distribuicoes em M e a hipdtese ,

temos

div(W) = a(u)div (e?|Vu| oz, |[Vul)h(Vu, -)?)
+e7?|Vu|ro(z, |Vul)d! (u)h(Vu, Vu)
> eVl (e, [Vul (s, Vo) [of (1) + E(u)a(u).

Assim, usando e temos que
div(W) > B(u)|Vulp(z, |Vul)h_(r)e?.
Integrando sobre B; e aplicando o Teorema da Divergéncia, obtemos
| wen = [ pwValets, Va)h-(r)e .
OB By
Por outro lado, a desigualdade de Cauchy-Schwarz e implicam

/(W,Vr} = / a(u)|Vu| Yoz, |Vu|) (h(Vu, -)f, Vir)e?
OBy 0Bt

= / &(u)|Vu\_lgo(x,]Vu])h(Vu,Vr)e“b
OBy

IN

/BB au)|Vulro(z, |Vu| ) hy (1) (Vu, Vir)e™

IN

/8 alwe.[Vuhs (e~

Assim,
/BB a(u)p(z, [Vul)hy(r)e™ > ; B(w)|[Vulp(z, [Vu)h_(r)e™?.

Observe que multiplicando a condicao i) de por ¢(z,t), temos

to(x,t) > A(x)_1/5g0(x, t)lﬂ/é. (38)
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< Ay et [Vulgte [Vl st )7t

Assim, aplicando a desigualdade de Holder com p=1+4§ e ¢ =1+ 1/§, obtemos

/ W.Vr) < / a(w)p(z, |Vul) by (r)e?
OB OBy

o ([ AR (] s o)

Seja
A(R) = ; B(w)|Vulp(z, [Vul)h-(r)e?. (39)

Uma vez que u é nao-constante, existe Ry > 0 suficientemente grande tal que, para

qualquer R > Ry, temos A(R) > 0. Pela férmula da co-area, obtemos

5 a(u)*0 hy(r)?
AR < N(R) (/a Ay 20 ()

. B(u) I (r)6h+(r)e—¢) ; 7 (40)

para R > Ry. Podemos ainda reescrever (40 como

h_,_(’l“)é a/(u>1+6 B _% A/(R
(/aBR A(x) h_(r)5h+(r) ) e ¢) < A(R—)H%, (41)

em [Ry,+00). Portanto, usando , obtemos

s a(u)1+5 - -1/8 N(R
C (/aB Bu)? A7) ) SA(R)H%'

Prosseguindo como no Lema 1.1 em (Rigoli, Setti, |2001)), concluimos a prova com C =
(5600)71.
O principal resultado desta subsecao é o seguinte teorema tipo LP-Liouville.

Teorema 3.2 Seja (M, (,)) uma variedade Riemanniana completa e sejam ¢ e & como
em . Seja u € Ct uma fungdo L-subharmonica nao-negativa. Se valem , e

( /8 ) h+(r)upe¢> I 1oo) (42)

para algum p > 0, entdo u é constante.

A prova do Teorema [3.2] seguird do seguinte lema, que nos da uma desigualdade integral

idéntica a (37) no Teorema
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Lema 3.1 Seja L o operador definido em com h e ¢ satisfazendo as condigoes ,
e . Seja & € C°(R) e seja u uma solugdo nao-constante C* em M da desigualdade

diferencial

ulu > |Vu| oz, |[Vul)h(Vu, Vu)é(u). (43)

Assuma que existam fungoes o € CH(I) e B € C°(I) definidas em um intervalo I D u(M)
tal que

a(u) >0, (44)

ud (u) + [1 + &(u)]a(u) > B(u) > 0. (45)

Entao existem Ry dependendo apenas de u e uma constante C' > 0 independente de o e

B, tais que, para todo r > R > Ry,

< - Blu)p(z, IVUI)\Vu|h_(r)e—¢)_l S0 (/RT (/8& h+(r)€_¢%> 1/6>5'
(46)

Demonstracao: Considere o seguinte campo de vetores
W = ua(u)e™?|Vu| oz, [Vu|)h(Vu, )P,
Calculando a divergéncia distribucional de W, temos

div(W) = wua(u)div (e~ Vu| oz, |Vul)h(Vu, -)F)
e Tl o, [Vul) (T (wa(w)), h(Tu, )
= e %e?ua(u)div (e ?|Vu| (2, |Vu|)h(Vu, )
+e %a(u)|Vu| Yo(z, |[Vu ) (Vu, h(Vu, -)F)
+e %ud (u)|[Vul| oz, | Vu|) (Vu, h(Vu, -)F)
= e ?a(u)ulu + e ?a(u)|Vu| to(z, |Vu)h(Vu, Vu)
+e~ud (u)|Vul| o (o, [Vul)h(Vu, Vu).

Usando e , obtemos

div(W) > e a(u)|Vu| " oz, |Vu)h(Vu, Vu)é(u)
+e ?a(u)|Vu| oz, |Vu|)h(Vu, Vu)
+e~%ud (u)|Vul| " o(z, |Vu|)h(Vu, Vi)
= ¢ %p(, [Vu)ho(r)[ua’ (u) + (1 + &(u))a(u)].

Agora usando , teremos

div(W) > e=?Bu)p(z, [Vul)h-(r).
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Integrando sobre B; e usando o Teorema da Divergéncia, temos

/8 RUAZE / e~ B(u)p(z, |Vul)h_(r).

By

Por outro lado, usando e desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos
[owwn) = [ wala) Vel el [Vl (Vo T
oB,
= / uo(w)|Vu| oz, |Vu)h(Vu, Vr)e™

< / ua(uw)|Vu| oz, |Vul )y (r)(Vu, Vr)e ™

IN

/BB ua(u)p(x, |Vul)hy(r)e™?.

Prosseguindo como no Teorema (3.1}, concluimos a prova.
O proximo teorema é uma consequéncia do Lema anterior, do qual seguird a
prova do Teorema [3.2]

Teorema 3.3 Seja u € CY(M) uma solugao da desigualdade diferencial
ulu > |Vul " o(z, [Vul ) (Vu, Vu)é(u),

onde £ € C°(R) € tal que

inf & (u) > —1. (47)
Seja p € R tal que
p>0— i]r\14f£(u). (48)

Se
( / i h+<r>|uv’e—¢) g oo, (49)

entao u € constante.

Demonstragao: Suponhamos, por contradi¢ao, que a funcao u é nao-constante. Consi-

1\ (—d-1)/2
Qn(t) = (t2 + _) )

n

dere a funcao
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para qualquer inteiro n > 1. Veja que

tm@ww1+aMw@>—-ﬂ@—é—w(#+%)pbhl

- (t2 - %) - [14&()]

— <t2 + %) o [t*(p—0—1)
G0

= <t2 + %) A [#(p — 6 + (1))
£+ (1)

> Guj)w14ww—&ﬂgam
P+ inf )]

Pelas as hipdteses e temos que vale a seguinte estimativa por baixo

20 : l ; 2 l
W(p— b+ inf€() + (1 +infe(w) > € (v 4T )
onde C' = min{p — § + infy; {(u), 1 + infp, (u)}. Portanto,

ugy (u) + [1+ &(w)lon(u) 2 Bn(u) > 0,

com
p—6—1

Bu(u) = C <u2 4 %) 2

Assim, todas as condigoes do Lema estao satisfeitas, e dai, existem Ry, C; > 0 inde-

pendentes de n e r tais que, para qualquer r > R; temos



38

( ; Bn(U)90($>IVUI)IVUIh—(T)e_d’)

o (/Rr </<93 h+(7’)€¢u1+é%>w>é
O (/R </aB B ()l (w? + 1/n>*“;16¢)”5>5

Uma aplicacao dos teoremas da convergéncia dominada e monétona implica

uoe s e ([ (fome) )

o que contradiz a hipotese . Isto conclui a prova.
A demonstragao do Teorema [3.2]segue diretamente do Teorema[3.3]com & = 0.

Além do critério LP-Liouville dado no Teorema/(3.2| o Teoremal3.3lainda fornece

v

aplicagoes interessantes no crescimento polinomial da expressao

( /a N h+(r)e—¢) : (50)

Corolario 3.1 Assuma que tenha o sequinte crescimento polinomial
| e <o, (51)
OB,

para algum ¢ > 0,C > 0 e r suficientimente grande. Seja u € C*(M) uma fungao
nao-negativa L-subharménica em (M, (,)). Se vale e existem p > &, Cy > 0 tais que

uP < Oy~ (logr)?, (52)

para r > 1, entao u € constante.
Demonstragao: Usando as hipdteses e temos que

/ hy(r)|uffe™® < C’l/ hy (r)r = (logr)’e?
8Bt 8Bt

= Clt6_€+1(logt)5/ hy(r)e™®
OBy

< C(tlogt)°.

+00 . -1/ . too
A R I A

Dali,
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logo,

( /a . h+(r)upe—¢) o ¢ L'(+00).

Portanto, pelo Teorema [3.3| a prova esta concluida.
Apresentaremos agora alguns resultados tipo L*-Liouville. Vale ressaltar que

o Teorema [3.1] e o Lema |3.1| garantem estimativas por cima para a integral
Blu)ep(@, [Vul)[Vulh-(r)e™.
Br

Nosso interesse daqui em diante é estimar a integral acima por baixo e, com isto, combi-

nando ambas as estimativas obteremos novos resultados. Iniciamos com o seguinte lema.

Lema 3.2 Seja & € C°(R), e sejau € C'(M) uma solugdo nao-constante da desigualdade

deferencial
ulu > |Vu| oz, |Vu))h(Vu, Vu)é(u), em M. (53)
Suponha que existam fungoes p € CH(I) e f € C°(I) definidas em um intervalo I D u(M)
tais que
B) >0, puy>o0, Wy (54)
B(u)
up'(u) +[1 4§ (u)]p(u) >0, (55)

em M. Entao existem Ry > 0 e uma constante C' > 0 tais que, para todo r > R > Ry,

r

~1/s
/BT\BR Buw)p(z, |Vu|)|Vulh_(r)e=? > C/ ( 8Bt5(u)h+(r)e d>> gt (56)

R

Demonstragao: Consideremos o seguinte campo vetorial
W = up(u)e?|Vul " o(z, [Vul)A(Vu, ),

e seja
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Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e as hipoteses e , obtemos

¢(t) = /63 (up(w)|Vu| " oz, [Vul)W(Vu, -)F, Vr)e™
= /83 up(u)|Vu| oz, |Vu)h(Vu, Vr)e™
< [ IVl o, 9 (1)l 9]
0B;

< A - Bw)e(x, [Vul )y (r)e™?. (57)

Agora, calculando a divergéncia distribucional de W,

div(W) = up(u)div(e™?|Vu| " o(z, [Vu|)h(Vu, -)?)
+e 7 [Vul "o (x, |Vul)(V(up(u), h(Vu, )
= e ?p(u)ulu + e ?|Vul Loz, |Vul) {p(u) Vu + up (u)Vu, h(Vu, -)).

Uma vez que p > 0, obtemos

div(W) > e Pup(u)|Vu| " oz, |Vu|)h(Vu, Vu)é(u)
+e~?p(u)|Vu| oz, | Vu| ) h(Vu, Vu)
+e~up (u)|Vul| oz, [Vul)h(Vu, Vu)
= ¢ ?IVul " p(x, [Vu)h(Vu, Vu)lup'(u) + (1 +&(u))p(u)]
> [up(u) + (1 +&§(u)p(w)le(z, [Vul)[Vulh_(r)e™.

Assim, pelo Teorema da Divergéncia, temos
¢(t) = /83 [up (u) + (1 + E(u) p(w)]o(z, [Vul) [Vulh(r)e™. (58)

Uma vez que u é nao-constante e vale , um argumento analogo como em (Rigoli, Setti,

2001, Lema 3.1) implica que existem Ry > 0 e C; > 0 tais que
((t) > Cy, para todo t> Ry.
Por outro lado, observe que a condicao estrutural ¢(z,t) < A(x)t® implica

to(x,t) > A(x) (e, 1) 1/°,
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Dai, sendo > 0, e usando temos

. Bu)e(z, |Vul)|[Vulh_(r)e=® > . Blu)A(z)Vp(a, |Vul) T/ h_(r)e?
o 141 h,(r) 1 -
= 8Btﬁ(u)90(fl?>lvu|) /6mwh+(7")e ’
> # [ Bt V) ) (59)

Agora, pela desigualdade de Holder com expoentes conjugados 14§ e 1+ 1/§, obtemos
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Logo,

Blu)p(x, [Vul)Hh (r)e?
0B

> B B (r)e)

=

14+1/6
(aB B(U)w($7|VU|)h+(T)6‘¢) )

Substituindo em e usando , temos que

. Bu)e(x, [Vul)|Vulh-(r)e™

et ([ pm.e)

=

( - B(u)p(r, |Vu|)h+(r)€_¢) 141/5

Y

G ([ ptmane) i)

1
5

o e )

Sl

v

v

onde C' = C’al/a (%)Hl/(S. Integrando sobre [R,7], Ry < R < r, usando a férmula da
co-area obtemos . Isto conclui a prova.

Lema 3.3 Seja & € C°(R), e sejau € CY(M) uma solugdo nao-constante da desigualdade
diferencial . Assuma que existam funcoes B € C°(I) e a, p € CY(I) definidas em um
intervalo I D u(M) tais que

Alu) >0, afu),pu) =0, (61)
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uc! (u) + (1 +&§(uw)a(u) = B(u), (62)
up'(u) + (1 + &(u)p(u) > 0, (63)
% < A < too, (64)
em M. Entao existem Rg > 0 e uma constante C' > 0 tais que, para todo r > R > Ry,
r o (v)
/R ( . B(u)h+(r)e‘¢) dt < C'sup “;‘(u) . (65)

Demonstracgao: As hipdteses dos Lema |3.1| e Lema [3.2] sao satisfeitas, logo, basta pro-
ceder como em (Rigoli, Setti, 2001, Lema 3.2).
Uma primeira consequéncia do Lema [3.3| é o seguinte teorema.

Teorema 3.4 Seja u € CY(M) uma solugdao da desigualdade diferencial
ulu >0, (66)

em M. Se

lim inf “UPB, [

r—+-00 r —1/5 -
Jollue)
R 0By

para algum R > 0 suficientemente grande, entdo u € constante.

Demonstragao: Assumindo por contradicao que u é nao-constante, apliquemos o Lema
coma=08=h,=1=0ep(t) = (1+1*)"Y2 e daf podemos concluir que existem
Ry > 0 e uma constante C' > 0 tais que, para todo r > R > Ry,

1 r -1/
o[ (L) s
Suppg, lu| Jr 9B

supg, |u| 1

>_7
- C

ou seja,

0 = lim inf

r—-+00 r -1/8
Jol) e
R 0B

contradicao. Isto conclui a prova.
O préximo coroldrio mostra que o Teorema 3.4 é “sharp”, i.e., 6timo.
b b

Corolario 3.2 Assuma que vale o sequinte crescimento polinomial,
/ hy(r)e™® < Cre! (68)
OB,

para algum ¢ > 0, C > 0 e r suficientemente grande. Seja v € CY(M) uma fungao
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nao-negativa L-subharmonica em M. Se
u’ = o(r’~t), se §>e—1, (69)

u=o(logr), se 6 =€—1, (70)

quando r — 400, entao u € constante.
Observe no corolario acima que, se h = 1 e ¢ = 0, temos um crescimento polinomial de
volume da esfera geodésica 0B, implicando a fun¢ao u ser constante.
Outra consequéncia do Lema ¢ dada pelo seguinte.
Teorema 3.5 Seja & € COR) e u € CY(M) uma solugio da desigualdade diferencial
(53) em M satisfazendo
u >0, 1AI}[f§(u) > —0

para algum o > 0. Se

140/
lim inf (supBr v) =0, (71)

r——+o00 T _1/5
/ (/ hy (r)e¢’> dt
R BBt

para algum R > 0 suficientemente grande, entao u é constante.

Demonstragao: Suponha, por contradicao, que a funcao v nao é constante. Seja
= inf .
A=o+ inf E(u) >0
Escolhamos as funcoes «, (3, p definidas por
alt) =17, B(t) =M\, e p(t) =t""".

Um pequeno calculo mostra que as fungoes definidas acima satisfazem as condigoes do
Lema Logo, existem Ry > 0 e C' > 0 tais que, para todo r > R > Ry, temos

)\1—1/6 T —1/5
/ (/ u"h+(7‘)6_¢) dt < C.
Supp, U JRr dBy

Isto contradiz ([71)). Portanto, a func¢do u & constante.

Se assumirmos que u é nao-positiva, o resultado acima tem ainda a seguinte
Versao.
Teorema 3.6 Seja & € CO(R) e u € C'(M) uma solugio da desigualdade diferencial
(53) em M satisfazendo
inf —1.
ind E(u) >
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Se

1+1/8
lim inf <SupB’“ ) =0, (72)

r—-+00 T —1/8
/ (/ hy (r)e_¢> dt
R 8Bt

para algum R > 0 suficientemente grande, entdo u € constante.

Demonstracao: Assuma, por contradi¢ao, que u é nao-constante. Defina as funcoes

1/2
an(t) = (t?ﬁ)  Bult) =Tom, e pult) = p(t) =1,

onde I' = 1 +infy; £(u) > 0. Seguindo célculos anédlogos a (Rigoli, Setti, 2001, Teorema
3.6) e usando o Lema obtemos que, para todo r > R > Ry, existe C' > 0 tal que

1 r —1/5
—/ (/ |uyh+(r)e—¢> it < C.
Supp, lul Jr OB

Isto contradiz . Portanto, u é constante.

3.3 Uma aplicagao do teorema tipo-Liouville

Nesta subsecao consideremos o operador ¢-Laplaciano intrinseco definido em um
grafico de Killing. Aplicaremos o Teorema diretamente para tal grafico com a métrica
Riemanniana induzida do espago ambiente.

Lembre que o operador ¢-Laplaciano dado por
Agu = Au— (Vu, Vo),

obtido do operador com h = (,) e p(x,t) = t. Aqui, escolhemos ¢ = log~y, onde
v =1/|Y]? e Y é um campo de Killing sob uma variedade Riemanniana completa M.

Assim, temos o seguinte operador
Ajogrt = Au— (Vu, Viogy) = e‘ﬁdiv(e"z’Vu). (73)

Nosso foco aqui é o estudo de hipersuperficies descritas como graficos em produtos warped.
Essencialmente, dada uma variedade Riemanniana completa (M, o) e uma fungao positiva
f € C*(M), consideremos o produto warped M = M x ¢ R, i.e., a variedade produto

M xR ={(z,t);x € M,t € R} munida com a métrica Riemanniana

g =0+ f(z)dt*.

Assim, o campo coordenado % ¢ um campo de Killing ndo-singular em M. Dada uma

funcao suave u definida num dominio aberto 2 C M, o grafico de u é uma hipersuperficie
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dada por
Y(u) = {(z,u(x));z € Q} C M x R.

Mais geralmente, assuma que M é uma variedade Riemanniana munida com um campo

de Killing nao-singular Y com linhas de fluxo completas tal que a distribuicao ortogonal
p€ M D,={veT,M;{Y(p),v)=0} CT,M

é integravel. Assim , temos que as folhas integrais de D sao hipersuperficies totalmente
geodésicas em M. Seja M uma folha integral fixada. O fluxo ¥ : M x R — M gerado
por Y leva isometricamente M = My na folha M; = W,(M) para qualquer ¢ € R, onde
U, = ¥(-,t). Denotaremos por V a conexao Riemanniana em M com a métrica induzida
pela sua inclusdo em M.

Consideremos um dominio aberto, relativamente compacto €2 em M com bordo

suave e suponha que a imersao ¢ : 2 — M é da forma

() = tu(r) = V(z,u(r)), ©eQ, (74)

para alguma funcao suave u : 2 — R. Neste caso, a hipersuperficie

S(u) = 9(Q)
é o grafico de Killing da funcao u.
Para fixar notagoes, atribuimos coordenadas locais yo = t,y1 = x1,...,yp = T,
para um ponto y = V(z,t), se x1,...,x,, sao coordenadas do ponto x € ). Associemos

coordenadas locais %o, . . . , Yn, Co, - - - , (n para pontos (y, () € TM pondo

0
C - Caa_ya|y'

Em termos destas coordenadas, a métrica em M é escrita como
ga,@dyocdyﬁv 0 S «, 6 S n,

onde

gij =0y, 1<i4,7<n,

sdo as componentes da métrica o induzida em (Q pela inclusdo Q C M. Além disso,
goo=1Y?, Gu=0, 1<i<n.

Como 2 é um dominio relativamente compacto em M com bordo suave, um pequeno
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célculo ( veja Apéndice de (2015)) garante que vale a seguinte expressao

1
Vdet gij = —+/7 + |Vu|2\/det oy (75)
J \/,7 \/ J

A seguinte proposicao nos dd uma condicao de integrabilidade e serd 1util na
demonstracao do resultado principal desta secao.
Proposigao 3.1 Seja (M, (,)) uma variedade Riemanniana completa, e seja & € C°(M)

nao-negativa. Seja

i.e.,

It = | ¢

0By

Fize R > 0, e sejar > R. Entdo, para qualquer § > 0,

"/t~ R\Y? Tdt
z " < "
/R(ﬁ(t)) d’f—c/R Py

para alguma constante C' > 0 independente de r. Em particular, se

(55) " g D oo) (76)

entao

@éﬁﬁgL%+m) (77)

Para uma prova veja Proposigao 1.3 de (Rigoli, Setti, 2001).

Agora estamos prontos de enunciar e provar o teorema principal de subsecao.
Teorema 3.7 Seja M uma variedade Riemanniana completa munida com um campo de
Killing completo Y e seja M uma folha integral da folheagdo de Killing. Seja u uma

funcao C*° nao-negativa tal que
uP|Y|?* € LY(M,dM), para p> 1. (78)

Seja Y, (x) = V(z,u(x)), x € M, um grdfico de Killing em M tal que

1

|Vu| =0 (—
Y]

) quando x — 00. (79)
Se o vetor curvatura média aponta na mesma dire¢ao de 'Y, entao u € constante e o grdfico
¢ uma folha da folheagao.

Demonstracao: A prova segue na linha de (Lira, Rigoli, Alias, [2015, Teorema 11). Seja

¥ = (M) C M e denotemos por V> e Ay, o gradiente e o Laplaciano em ¥ com respeito
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a métrica induzida. Entao
Viu = (Vt)T =Y, (80)

onde " denota a projecio tangencial sobre . Seja {ey, ..., e,} um referencial ortonormal

local com respeito a métrica em ¥. Calculando o Laplaciano de u e usando (80)), temos

n n

Ayu = Z(VivYT,ei>:Z(veﬁYT,ei>

i=1 1=1

= ’yZ(V Y e+ (v T Zel

Uma vez que Y =Y T + (Y, N)N, obtemos da expressdo acima que

AEU =7 Z<?eiyv 6i> -7 Z(ﬁei <Y7 N>N’ €i> + <_’ 7YT>
=1

i=1
Como a curvatura média é H = %TTA , entao

>
Asu = nHy{Y,N) + (V*u, v

)
pois Y sendo campo de Killing implica (V.Y e;) = 0. Portanto, de (73]), obtemos
As jogyt = nHy (Y, N), (81)

onde a divergéncia é tomada em Y com respeito a métrica induzida.
Queremos aplicar o Teorema ao operador £ = Ay jog, em (X, (,)y), onde
tomamos (z,t) =t,0 =1eh = {(,)s, com hy = 1. Primeiramente, veja que para termos

a condigao (42]), precisamos provar que

( /a ) up|Y|2dE) g L (ho0) (82)

onde B, é a bola geodésica de raio s com respeito a alguma origem fixada na variedade

completa (X, (,)x). Para isto, observe que
s =+ |Y)Pdu @ du.

Logo, por , temos que

= 1+ [VuP[Y2dM.
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Por outro lado, por temos que
IVul?lY?<C em M,

para alguma constante C' > 0. Portanto,

ds < V1 + CdM,

e assim, por obtemos
uP|Y]? € LN, dY). (83)

Como u é nao-negativa, a condigao juntamente com a Proposigao implicam a
validade de . Por fim, a hipotese do vetor curvatura média garante que o Laplaciano
(81) é nao-negativo, i.e., u é L-subharmonica. Portanto, pelo Teorema , u é constante

e isto conclui a demonstracao.
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4 ESTIMATIVA DE PRIMEIRO AUTOVALOR DE HIPERSUPERFICIES
f-MINIMAS

Neste capitulo, estudamos o primeiro autovalor do f-Laplaciano numa variedade
com densidade (Cunha, Batista,|[2014]). Nosso foco é melhorar uma estimativa de primeiro
autovalor tipo Choi e Wang devida a (Li, Wei, 2015) para hipersuperficies f-minimas

fechadas de uma variedade com densidade.

4.1 Variedades com densidade

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana conexa (n+ 1)-dimensional, com medida
de volume dv. Seja fi a medida definida por 7i = e~/dv, onde f : M — R é uma funcio
suave.

Definigao 4.1 Uma variedade com densidade € uma tripla My = (M, g, ).

A divergéncia associada a M; é definida por
div X = e/div(e ' X),
e o operador Laplaciano associado é dado por
Aju = Au — (grad u, grad f),

o qual é um operador eliptico simétrico e auto-adjunto com respeito ao espaco
L*(M,e~/dp). O tensor de Ricci-Bakry-Emery em M; é definido por

Ricy = Ric + Hessf,

onde Ric e Hessf denotam o tensor de Ricci e a Hessiana em M com respeito a g,
respectivamente. Mais geralmente, definimos o m—Bakry—Emery tensor de Ricci para
oo >m >n+1 por

Ric}" = Ricy — ﬁdf ® df,
onde entendemos que, quando m = oo, entao Ric}" = Ricy.

Seja ¢ : ¥ — M; uma imersao isométrica de uma n-variedade Riemanniana
completa e orientada na (n+1)-variedade com densidade M. Seja dv a medida de volume
de ¥ na métrica induzida pela imersdo ¢ e seja p = (e7/ o @)dv, tal que ¥; = (3,9 =
©*g, 1) é também uma variedade com densidade.

Analogamente, temos div;X = (ef o p)div[(e™/ 0 ) X] e A; = div;(grad).

Para nossos propositos, seja ¢ : % < M uma hipersuperficie fechada, orientada
e mergulhada de M, e i o vetor unitario normal a p(X). A segunda forma fundamental

de o(¥) € M é dada por A(X,Y) = (Vxn,Y), para quaisquer dois campos de vetores X
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e Y tangentes a ¥ e H = tr(A) é a curvatura média.

Definigao 4.2 A curvatura média com densidade em rela¢do a n é dada por
Hy = H — (grad f,m).

A hipersuperficie p(X) é dita f-minima se Hy = 0. Alguns exemplos classicos de f-
minimas sao:
Exemplo 4.1 1. Se f for constante, entao as hipersuperficies f-minimas sao minimas;

2. Se f(x) = %, entao o self-shrinker imerso em (R"™!, g.q,, f) é uma hipersuperficie
f-minima.

3. Se M = H""(-1), r = dist(-,p) com p € M fixo e f(z) = nar®(z), onde a > 0 é
uma constante, entdo a esfera geodésica de raio r centrada em p no espago H"1(—1)
¢ f-minima se satisfaz 2ar = cothr.

O primeiro autovalor A (2) do f-Laplaciano no problema de autovalores fe-

chado é o menor nimero real nao-nulo satifazendo a equacao
Agu+ M (Z)u =0, (84)

O primeiro autovalor nao-nulo tem a caracterizagao variacional dada por

—f
fren oo [ Jsleradul?(e! o )dv _f B
A (D) = 1nf{ e T Js u(e™ op)dr =0, u#0;. (85)

Um trabalho devido a (Ma, Du, 2010) e (Zhou, [2014)) nos d& uma versao da
formula de Reilly para espacos com densidade. Isto é traduzido na seguinte proposicao.

Proposigao 4.1 Seja (Q,9,e /dv) uma variedade Riemanniana compacta, com bordo
O e com densidade. Se u € C*(R), entdo

/Q(qu)Qefdﬂ = /Q|HessQu|26fdﬁ—i—/QRicf(gradu,gradu)efdﬁ

w2 [ St [ Atgad wgmnd e i (s6)

o OV
+/ (g‘:) Hye ! dp,

onde v é o vetor unitdrio exterior normal ao 02, A € a sequnda forma fundamental
do 0X) com respeito ao normal v, R_icf denota a curvatura de Rz’cci-Bakry-E’mery em
(Q,9), Ay e Hy denota o f-Laplaciano em 092 e a curvatura média com densidade do OS2,
respectivamente.

Podemos reformular a férmula de Reilly acima em termo do m—Bakry—Emery

tensor de Ricci. De fato, se m > n+ 1, seja a = . Usando que para qualquer a > 1
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vale a seguinte desigualdade (z + y)* > = — ay—_Ql, temos a seguinte desigualdade
|Hessul* > ! (Au)? = ! (Aju+ (gradf, gradu))? (87)
~ n+1 n+1 ’
1 1, — -

> —— [ =B - i gradu)’|

L (B - (gradf. gradu)’
= —(Aju)* — — (gra radu)”.

m o m—n_1% ) 8

Substituindo (87)) na féormula de Reilly (Proposigao obtemos

_1 o
mol [ (Rpupet > /

<Ricf (gradu, gradu) — (gradf, gradu>2> e’

m  Jq Q m—-—n—1
+2/ g—uAf(u)e_f +/ A(grad u, grad u)e™’
aq oV a0
+/ <8u>2H r
— e ’.
90 81/ f
Portanto, vale a seguinte desigualdade,
m — ]. - 2 *f —m 7f au 7]0
— [ (Aju)e™ > Ricy (gradu, gradu)e™ +2 [ —Ag(u)e (88)
m-Jo Q a0 OV

ou\ 2
+/ A(grad u, grad u e_f+/ — ) He /.
59 ( ) 59 (81/) f

O leitor interessado em aprofundar-se na teoria de variedades Riemannianas

com densidade pode pesquisar o livro de Grigor’yan (2012) e o paper de Morgan (2005)).

4.2 Estimativa tipo Choi e Wang em espacos com densidade

Esta secao contém essecialmente os resultados principais deste capitulo e um breve
historico do problema abordado. Seja M uma variedade Riemanniana compacta, conexa
e orientada. Se M = (), o problema de autovalores fechado para M é a determinacao de

existéncia ou nao de solugdes nao-triviais u € C*°(M) para a EDP
Au+u=0

em M. De forma andloga, se OM # (), o problema de autovalores de Dirichlet para M é
a determinagao da existéncia ou nao de solugoes nao-triviais u € C(M) N C°(M) para
a EDP acima, com ujgys = 0. O estudo do primeiro autovalor do Laplaciano despertou
grande interesse com a famosa conjectura de Yau.
“Se ¢ : 3 — S"! ¢ uma hipersuperficie minima, compacta e mergulhada, entdo
AM(X)=n.”
Em 1983, Choi e Wang (1983) deram uma resposta parcial, obtendo o seguinte resultado

que deu indicios a validade da conjectura acima.
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Teorema 4.1 (Choi-Wang, (1983)) Se ¢ : 3 — M"*! é uma hipersuperficie minima,
compacta e mergulhada onde M é uma variedade Riemanniana compacta com Ricy, >

k > 0, entao
k

M(E) = 3
Observando a belissima ideia de Choi e Wang, em 1999 Barros e Bessa (1999)
conseguiram melhorar a estimativa em termos da solucao do seguinte problema de bordo

de Dirichlet o
{Aw = 0 em

w = ¢ no 0 = (%),

onde €2; é uma componente conexa de M e & é a primeira autofuncao para o problema de
autovalores fechado em ¢ (X0)

A&+ A (D)€ = 0.

Eles provaram o seguinte.
Teorema 4.2 (Barros-Bessa, [1999)) Se ¢ : ¥ — S"™! ¢ uma hipersuperficie minima,

compacta e mergulhada, entdo

M(B) > S (14 p(p)),

|3

para uma constante positiva p(p) € (0,1] dependendo da imersdo.
Assim, temos um forte indicio da validade da conjectura de Yau.

Seguindo em linhas mais gerais, estas vertentes foram elevadas para operadores
mais gerais que o Laplaciano, no caso, o f-Laplaciano ja definido na secao anterior. Neste
sentido, vamos em busca de uma resposta para a conjectura de Yau em espagos com
densidade.

Seja (M", g,e /dv) uma variedade Riemanniana fechada com densidade e com

tensor de Ricci—Bakry—Emery positivo. Em um importante trabalho publicado no J. Dif-
ferential Geometry em 2009, Wei e Wylie (2009, Teorema 7.4) provaram um lema tipo
Frankel, qual seja: quaisquer duas hipersuperficies f-minimas fechadas ¥; e X5 em M
satisfazem Y; N Yy # (). Seguindo na mesma linha, Li e Wei (2015) deram uma prova
alternativa usando a férmula de Reilly . Eles provaram o seguinte:
Lema 4.1 Seja (M",g,e ' dv) uma variedade Riemanniana fechada com densidade e com
Ricy positivo. Entao, quaisquer duas hipersuperficies f-minimas fechadas e mergulhadas
Y1 e Xy em M satisfazem X1 N Yy # (). Assim, qualquer hipersuperficie f-minima fechada
e mergulhada em M € conexa.

Recordemos o Teorema de Separagao de Jordan-Brower (1997, Teorema 7.10):
se ¥ C R™™! ¢ uma hipersuperficie conexa e fechada, entao R"™! \ ¥ tem exatamente
duas componentes conexas, uma das quais é limitada e ambas abertas e tendo > como

bordo. Em 1970 (Lawson; 1970) provou que dada uma hipersuperficie minima, fechada
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e mergulhada > numa variedade fechada M com curvatura de Ricci positiva, se ambas
Y e M sao orientaveis, entao M \ 3 consiste de duas componentes €y e Q5. O préximo
lema, provado em (Li, Wei 2015, Lema 6) é uma generalizacao do resultado de Lawson
para o caso f-minimal, que é basicamente uma versao do Teorema de Jordan-Brower em
espacos com densidade e serd de grande importancia na demonstracao do nosso teorema
principal. Por completude faremos a prova do mesmo.

Lema 4.2 Seja (M™, g,e~/dv) uma variedade fechada, com densidade e com Ricy posi-
tivo, e seja ¥ uma hipersuperficie f-minima, fechada e mergulhada em M. Se ambas X
e M sdo orientdveis, entao M \ ¥ consiste de duas componentes 0y e §a.
Demonstragao: Primeiramente, observemos que se (£, g,e~/dv) é uma varidedade com
densidade, compacta, conexa, com bordo 9 # ), Ricy > 0 e f-curvatura média do bordo
nao-negativa, entdo 9 é conexo. De fato, argumentando como na prova do Lema [£.]
suponha por contradi¢gao que 02 nao é conexo. Seja ¥ uma de suas componentes. Escolha
uma fungao f-harmoénica w (i.e., wa =0em ) tal que w =0 em ¥ e tal que w =1
em 02\ ¥ (observemos que a existéncia de w é devida a resultados classicos de EDPs
elipticas como na prova do Lema . Assim, pela féormula de Reilly temos que

0> / Ric(gradw, gradw)e ™/,
Q

e sendo Ricy > 0, obtemos w = const, contradicao.

A prova do Lema segue um argumento andlogo em (Lawson, (1970). Con-
sidere Q = M \ X. Para qualquer ponto p € ¥ temos uma vizinhanga U e coordenadas
locais {x1, ..., z,} em U tal que X NU corresponde ao hiperplano z; = 0. Assim, obtemos
um sistema de coordenadas locais para os pontos de bordo de Q* = Q U Q) considerando
primeiro x; > 0 e depois z; < 0. Observemos que @* tem Ricy > 0 e que sendo ¥ f-
minima temos que H faQ* > 0. Desta forma, se Q* fosse conexo entao pelo que vimos no
inicio da prova o bordo dQ* seria conexo. Entretanto, desde que ¥ é orientavel e conexa
pelo Lema [4.1] temos que dQ tem duas componentes. Logo, @ tem duas componentes
@+ e Q_ e que o Q" é uniao disjunta de Cj+ e CNQ_. Isto conclui a demonstragao.

Usando a férmula de Reilly , Ma e Du (2010), Teorema 3) provaram que dada
uma hipersuperficie f-minima, fechada e mergulhada ¥ numa variedade Riemanniana
com densidade, fechada e orientdvel (M™, g,e~/dv) com Ric; > k > 0, se ¥ divide M em
duas componentes, entao o primeiro autovalor nao-nulo do f-Laplaciano em 3 satisfaz
A1 > k/2, o qual generalizou o Teorema (veja [1983). Recentemente, em (Li, Wei,
2015) usou-se argumentos de recobrimento universal e o Lema para mostrar que o
teorema de Ma e Du (2010) vale sob uma hipdtese mais fraca. Eles provaram o seguinte
resultdo.

Teorema 4.3 (Li-Wei, [2015)) Seja (M, g, e~/ dv) uma variedade Riemanniana (n+1)-
dimensional fechada e com densidade, tal que Ric; > k > 0. Se ¢ : ¥ — M" € uma
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hipersuperficie f-minima, fechada e mergulhada em (M, g,e~/dv), entdo

A(®) >

o |

Usando o teorema acima, Li e Wei (2015)) ainda conseguiram uma estimativa
de volume, provando que: se X2 é uma superficie f-minima, fechada, de género ~ e
mergulhada numa variedade com densidade fechada (M?,g,e~/dv), tal que Ric F=>k>0

entao

/Edﬁﬁ (1), (39)

onde dji = e~/dy é a forma volume em Y com respeito a métrica induzida de (M, g).

Antes de enunciar nosso principal resultado precisamos fazer as seguinte con-
sideracoes: seja ¢: ¥ < My uma hipersuperficie f-minima, compacta e mergulhada em
uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional compacta My e com densidade, tal que
Ricy > k > 0. Usando os argumentos na prova de (Li, Wei, |2015, Teorema. 7) podemos
assumir, sem perda de generalidade, que ¥ e My sao orientadas. Assim, pelo Lema [4.2]
©(3) divide M em duas componentes conexas, €2y e {25 de tal forma que M\ p(X) = Q;UQ,
e p(X) = 99, i = 1,2. Considere o seguinte problema de bordo de Dirichlet em €;.

{wa = 0, em () (90)

w = & mnoddy =pX),

onde £ é a primeira autofungao para o problema de autovalores fechado em ()
A+ M (2)E=0.

O teorema a seguir estende o resultado de Li e Wei (2015, Teorema e
além disso garante uma desigualdade de Poincaré em espacgos com densidade, dando uma
resposta parcialmente afirmativa a conjectura de Yau para hipersuperficies f-minimas.
Teorema 4.4 Seja ¢ : X" — M"™ uma hipersuperficie f-minima, fechada e mergu-
lhada em uma variedade Riemanniana (n + 1)-dimensional (M, g, e~/ dv) fechada e com

densidade, tal que Ricy > k > 0. Seja w : 1 — R a solugao do problema (@) Entao

i)

| gradw”%?(gl)

[> y

||w||L?(Q1)
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Demostragao: Desde que Ricy > k > 0, dado € € (0, k) podemos escolher m = m(e) >
n + 1 suficientemente grande tal que ﬁ;ﬂ > (k —¢€) > 0. Para cada t # 0, considere os

seguintes problemas de Dirichlet:

{Zf(w) = 0 em )y, {Zf(u) = w em{, (91)

w = & no 08. u = t& no 08y,

onde £: ¥ — R é uma autofuncao associada ao primeiro autovalor nao-nulo de ¥, i.e.
A?S —I—)\{ (3)¢ = 0. Aplicando a férmula de Green em waw, quw e usando as condicoes
dadas nos problemas obtemos

lgradw|?e™ = —/ wszef—l—/wa—wef (92)
Q Q y Ov
G
» al/
e
ow ow ow
t|é—et = [té—el=[u—e/ 93
/2581/6 /Egﬁue E“aue (93)
= / (gradu,gradw}e_f+/ ul jwe™!
Ql Q1
= / (gradu, gradw)e™.
951
Assim,
/ (gradu, gradw)e ™/ = t/ |gradw|?e~7. (94)
Ql Ql
Novamente usando a féormula de Green em wau obtemos
ou ou — E—
—ed = —e = Aue™! d dw)e™! 95
/Zfaye Zwaye /Qlw Fue +/Ql(gra u, gradw)e (95)

— /w2e_f—|— / (gradu, gradw)e™.
Ql Q1

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz em temos que

|t] lgradw|’e™/ < |(gradw, gradu)|e™ < |gradw||gradu|e™’
Q4 (951 951
1/2 1/2
< < |gradu|26_f> ( \gradw\Qe_f) :
Ql Q1
Portanto,
lgradul’e™ > ¢* | |gradw|’e7. (96)

Ql Q1
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Por outro lado, de e temos que
/f el =+ |gradw|26_f —I—t/ we . (97)
91

Substituindo e na férmula de Reilly aplicada na fun¢ao u e assumindo, sem
perda de generalidade, que f a0, A(grad u, grad u)e=/ > 0, obtemos que

m=1 w?e™ > (k—¢) [ |gradul?e™’ +2/ guAf(zf)
2

m Q1 Q1

> (k—e)t? |gradw|’e ™ — 2)\1/t58—56_f (98)
2

Q1

= (k—e)t* | |gradw|?e™ —2)\, {/ (t*|gradw|* + tw?)e 1|
Ql Q1

onde denotamos A\; = M (X). A desigualdade (98) vale para todo ¢ # 0. Observe que a
mesma ainda vale para ¢ = 0. Assim, obtemos um polinémio nao-negativo p,,(t) > 0,

onde
2 2 2 m—1 2
pm(t) = [2M — (k — )] - ||gradw”L§(Ql) T4 2X Hw”Lff(Ql) it o ||w||L;(Ql) > 0.
Fazendo € — 0 juntamente com m — oo obtemos que para todo t € R
p(t) = [2\ — K] - ||gradw||%?(ﬂl) 742 - ||w||%?(91) a ||w||%?(91) > 0.

Desde que 2A\; —k > 0 (veja Teorema |4.3)), a primeira consequéncia é que o discriminante

do polindomio acima é nao-positivo, i.e,
1 wliZz @) < 200 = K - [leradw]| 72 q,)- (99)

Observe que existe pelo menos um \; satisfazendo a desigualdade (99)). Portanto, da

desigualdade acima obtemos a seguinte desigualdade de Poincaré
gl 0, > - 0l 0,

Isto prova o item (i).

Agora seja t, o unico numero real tal que p'(¢,) =0, i.e.,

Ml o,

(2)‘1 - )ngadeL?(Q )

o



57

Uma vez que

Allwllze o,

(2)‘1 - ) ||gradw”L§(Q)

0<p(t,) = (2\ — k)|[gradw|®

)\1||w||L2(Ql)

—2)\[Jw? + [l
(@A — B)faradw By o)
v, Mol
(2A\ — )ngadeLz,(Q ) (2)\1 — l{)||gradw||L?(Q )
)‘2”w”L2 (1) )
= oy Pieadur, 1l
L & L3(90)
implica
2
A HwHL2(Q )
2\ — k)ngadeL?(Q ) ’
temos que
||wHL2 @A 2“gradeL2(Ql)>‘1 + ngfadeLz )y < 0. (100)
Da expressao ({100 obtemos
N e 0T
L > S A S
Mgy Tl ereduly
_ E B E N ”gradw”[,‘z(g ) ngadeL?(Ql) B ||w||%§(ﬂl)
2 2 ||w||L2 (1) ||w||L2 () ngadeQL?(Ql)
B E n E 2 ngadeL? (1) k HwHL? (1) g ngadwnii(gl) B ”w”%;(g)l)
202 |k e,k HwHL?ml) b lwlzs @) lgradewlfZ,
k
> —.
2

Isto conclui o item ii.), e a prova do teorema.

A proposi¢ao a seguir ¢ um resultado cldssico de Yang e Yau (1994} [1980) que
enunciaremos sem demonstragao por questao de contexto e objetivo.
Proposicao 4.2 Seja X% uma superficie Riemanniana fechada e orientdvel com género

v. Entao o primeiro autovalor A (A) do Laplaciano A em ¥ satisfaz
MArea(X) < 8m(1+ 7).

De posse da Proposicao obtemos a seguinte estimativa de volume como

uma aplicacao do Teorema e que melhora a estimativa de volume .
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Corolario 4.1 Seja ¥ uma superficie f-minima fechada de género v e mergulhada em
uma variedade Riemanniana 3-dimensional My compacta e com densidade, tal que Ricy >
k> 0. Entao,

167
dp < ——————(1 +7)esPm/, 101
/E ) (101)

Demonstracgao: Seja ¢: > — M uma superficie f-minima compacta de género v mer-
gulhada numa 3-variedade compacta com densidade My = (M,7g, e~/dv) e com Ricy >
k > 0. Adcionando uma constante se necessario, podemos assumir que f é nao-negativa.
Seja g a métrica induzida em ¥ por ¢ e g, = (e 0 p)g uma nova métrica em ¥. Denote
por V,, A, o gradiente e o Laplaciano em ¥ com respeito & métrica g,. Seja A% (2) o

primeiro autovalor do Laplaciano A, em (X, ¢,), que, por definigao, satisfaz

/ 2, dp,
A (2) = inf

fz udpo=0,u7#0 / 2duo
2
Uma vez que V,u = (e/ o 9)Vu e g, = (e7/ 0 ¢)g temos que
Voul* = go(Vou, Vou) = (e 0 0)g(Vou, Vou) = (e 0 9)(e* 0 0)|Vul* = (¢ 0 )| Vu*.

Assim,

/ (' 0 9)|VuP (e o p)dp
A (X) = inf Z
S ule=F 0p)dp=0,u£0 / w2(e~! o )
>
[ e 19! o g
> inf 2

Js u(efop)dpu=0,u70 / U2(€_f o go)d,u
b

= M(D)emin S >\ (D),

desde que f é ndo-negativa. Pelo Teorema [4.4] temos a estimativa

k k
A% (2)>2+ =d(¢p), (102)
onde
oy = |2 E e ) kol o vl [T
0)= |7 — k="
F ol Rl kTl faradul, o
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Pela Proposicao [4.2] temos

Nu(D) < 8r(y + 1) (/E duo) o

Logo, por ((102) obtemos

ser e 1) ([aw) 2 5avoten,

ie.,

167
/dﬂo < m(l +7).

Por outro lado,

ot [ s [ = /M_Mﬁzww+w

Isto termina a demonstracao.

4.3 Desigualdade de Heintze-Karcher em espagos com densidade

O celebrado Teorema de Alexandrov (1958) afirma que se ¢ : M™ — R™*! ¢ uma
hipersuperficie fechada mergulhada em R"*! com curvatura média constante H, entao
@(M) é uma esfera de raio 1/|H|. A prova original dar-se usando o principio da tangéncia
(ou principio de Alexandrov). No entanto, Alias (2006 deu uma prova alternativa usando
as clssicas férmulas de Minkowski em R"*! e o seguinte teorema devido a Heintze e
Karcher (1987).

Teorema 4.5 Seja ¢ : M™ — R uma hipersuperficie conexa, fechada e mergulhada, e
Q um dominio compacto de R"*! tal que 0Q = M. Consideramos sobre M a orientacao
dada pelo campo normal unitario n interior a ), e denotamos por H a curvatura média

correspondente. Se H # 0 sobre M, entdo

Vol (2 (103)

ocorrendo a igualdade se, e somente se, p(M) for uma esfera.
Para uma prova detalhada sugiro ao leitor pesquisar em (Caminha, [2010)).

Seguindo as idéias de (Reilly, |1977), em 1987 Ros (1987) estendeu o Teorema
de Alexandrov para curvatura média de ordem superior H,, i.e., ele provou que se @ :
M™ — R""! é uma hipersuperficie compacta mergulhada no espaco Euclidiano com H,
constante para algum r = 1,...,n, entdo p(M) é a esfera. A ferramenta principal usada
na prova por A. Ros foi o seguinte teorema tipo Hientze e Karcher:

Teorema 4.6 Seja Q"' uma variedade Riemanniana compacta com bordo suave OS2 =
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M e curvatura de Ricci nao-negativa. Seja H a curvatura média do bordo M. Se H €

positiva em toda parte, entdao
1
/ —dM > (n+ 1)Vol(Q), (104)
v H

ocorrendo a igualdade se, e somente se, £ € isometrica a bola Fuclidiana.

O préximo lema bem conhecido na literatura relaciona o gradiente de uma
funcao suave numa variedade M compacta com a funcao distancia a um ponto de M. Por
completude, faremos a prova.

Lema 4.3 Seja M uma variedade Riemanniana compacta e f : M — R uma func¢ao

suave tal que Hess f = a(,), onde o € R. Se xg é um ponto de minimo de f, entio

0

rad f = ap—,
grad f = ap 9p
onde p € a funcdo distancia ao ponto x.
Demonstracao: Seja v : (—¢,¢) — M uma curva suave tal que v(0) = zo e 7/(0) = a%’
ie, v(t) = xo + ta%. Desde que zg é ponto de minimo temos que xy é critico. Pela

Proposigao 1.27 em (Caminha, 2010) segue que

(Hess f)a, (8,07 ap) =(fo V)II(t)\tzo-

Pela hipotese na Hessiana de f e o Lema de Gauss obtemos

(f o) (t)j=0 = (9,,0,) = a.

Integrando de zy a t, temos que

(f o) (=0 — (f 07) (o) ji=0 = alzo — t| = ap.

Uma vez que z é ponto critico, temos (f o 7)'(xo)}=0 = 0, logo, obtemos

(f o) (t)ji=0 = ap.

Assim, pela Proposigao 1.5 em (Caminha, [2010]) temos que

(grad f,9,) = (f 0 7)(t)ji=0 = ap.

Pela definicao de gradiente, temos

0,(f) = (grad f,0,) = ap.
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Assim, obtemos

0,(f)0, = ard,.

Portanto, a definicao de gradiente em coordenadas permite concluirmos que
0
grad f = ap—.
dp

Isto conclui a demonstracao.

De posse do lema acima, podemos enunciar e provar o resultado principal desta
secao. Vale ressaltar que o teorema abaixo garante uma versao da desigualdade (104) em
variedades Riemannianas com densidade. Provamos o seguinte.

Teorema 4.7 Seja Q""" uma variedade Riemanniana compacta com densidade e com
bordo suave O = M tal que Ricy > K2, onde K = maxg |gradf|. Seja Hy a f-curvatura

média do bordo M. Se Hy é positiva em toda parte, entao

1 n—+2 _
—eTaM > 1,(Q). 1
/Mer dM > Vol (@) (105)

Se a igualdade ocorre, entdo ) € isométrica a bola Euclidiana.

Demonstragao: Seja u € C*°(€2) a soluc¢do do problema de Dirichlet

{qu:l em €,

upr =0 mno M.

Pelo Teorema da divergéncia temos que

_ — 0
V(@) = / el dV = / Apuedv = [ e TdA. (106)
Q Q M Ov
Observemos que
, y?
> .
(x +vy) 2 — =7 Va > 1
Assim, escolhendo o = Z—ﬁ e usando as desigualdades de Newton e de Schwarz, obtemos
|Hessu|?> > ! (Au)? = ! (Aju + (gradf, gradu))?
~ n+1 n+17 ’
S 1 n+1 (—df —ad >2
— ra radu
T ol ny2 w2 EROLS
= (aradf, gradu)’
= grad f, gradu
> — K?|gradul?, (107)

n+2
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onde a ultima desigualdade segue da hipétese |grad f| < K. Substituindo (107) na férmula
de Reilly e usando a hipotese de curvatura temos que

— 1
> 2 2 —f 2 2
Vi(2) > n—|—2 - K /|Vu| + K /|Vu\
ou
/M<01/> Hye™,
ie.,
n+1_, — ou
> .

n+2vf(9)_/M(ay) Hye™! (108)

Vi@ = ( Mge‘fdAY: (/ (%H”?)H;l/?e—fdA)Q

/ (g;‘) er‘fdA/ Hi'eldA
M

n+1 ﬁ/—e_fdA

IN

Isto prova ({105]).

Se vale a igualdade, pela desigualdade de Newton temos que Hessu é propor-

cional a métrica em toda parte. Além disso, temos que K = |gradf|, e pela desigualdade

de Cauchy-Schwarz existe § > 0 tal que

gradf = fgradu,

ie.,
— K
gradu| = —.
| | 3
Assim, de ((107)) temos que
H 2= ——(Au)? 109
Hessuf? = — —(3u) (109)
e
— 1 K*
2 _
|Hessu‘ = m — F
Dai, temos
Au 1 K*

_ S (110)

vn+1 n+2 3%

Da igualdade (109 temos

(+)- (111)
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Substituindo (110 em (111]) obtemos

1 1 K4
vn+1\ln+2 (32

Hessu =

(,)- (112)
Lembremos da identidade de Ricci
R(X,Y)gradu = Dx(Hessu)(Y') — Dy (Hessu)(X),

para quaisquer campos de vetores X, Y tangentes a (). Assim, derivando covariantemente

(112) concluimos que
R(X,Y)gradu = 0, (113)

onde R é a curvatura de ().

Do principio do méaximo temos que u atinge seu minimo em algum ponto zg

no interior de Q. Pelo Lema e igualdade ((112)) temos

1 1 K9
JntiVn+2 Blay

gradu =

onde p é a fungao distancia ao ponto xy. Substituindo a igualdade acima em ((113)),
obtemos R(X,Y')d, = 0, logo, Q tem curvatura seccional K = 0. Assim, pelo Teorema de

Cartan temos que Q é uma bola Euclidiana cujo centro é zy. Além disso,

—19 —1

u(z) = 2\/n+1< b K4> (Jz — zo|* — a?),

n+2 B2

em M, onde a ¢ o raio da bola. Isto termina a demonstracao.

No relevante trabalho (Reilly, |1980), Reilly provou que se M é uma variedade
Riemanniana compacta, com bordo convexo, curvatura de Ricci nao-nagativa e curvatura
média do bordo satisfazendo H > ﬁ, entao M é isométrica a uma bola Euclidiana.
Em seguida, em 1987, Ros (1987) retirou a condi¢ao de bordo convexo e obteve o mesmo
resultado de rigidez de Reilly (1980)). Definindo a érea do bordo de M por Af(M) =
f oM e~7dA, obtemos uma aplicacdo para o Teorema , o qual estende parcialmente o
teorema de Ros (1987) em espagos com densidade. Provamos o seguinte.

Corolério 4.2 Seja M™™ uma variedade Riemanniana compacta com densidade, com

bordo OM # 0 e tal que Ric; > K?, onde K é como no Teorema . Se a f-curvatura

média do bordo satisfaz
(n + 1)Af
(n + 2)Vf

, entao M € isométrica a uma bola Fuclidiana.

Hy >
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Demonstragao: A hipdtese na curvatura implica

1 2 M 2
/ R Py / VM) oy _nt Vi(M).
on Hy n+1 Joy Ar(M) n+1

Pela desigualdade ((105]) temos que

1 2 1
/ — et < nt Vi(M) < / —e 7,
om Hy n+1 o Hy

i.e., vale a igualdade em ([105). Portanto, pelo Teorema , temos que M isométrica é a

uma bola Euclidiana.
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5 HIPERSUPERFICIES MINIMAS COM BORDO LIVRE PROPRIAMENTE
MERGULHADAS

Neste capitulo faremos um estudo do primeiro autovalor nao-nulo do problema de
Steklov, onde estendemos em (Cunha, Batista, 2015) uma estimativa dada em (Fraser, Li,
2014) para hipersuperficies minimas, compactas e propriamente mergulhadas com bordo
livre sobre uma variedade Riemanniana compacta, com curvatura de Ricci nao-negativa
e bordo convexo. A intencao deste estudo foi buscar uma resposta parcial para uma

conjectura tipo Yau deixada por Fraser e Li (2014) para o primeiro autovalor de Steklov .

5.1 Hipersuperficies minimas com bordo livre e o problema de Steklov

Nesta secao contemplamos os ingredientes necessarios para a Secao [5.2] Faremos
as definicoes e exemplos pertinentes na literatura para uma melhor compreensao do leitor.
Seja M uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta, com bordo OM #

0 e Laplaciano A. Dada uma fun¢ao u € C*(0M), seja u a extensdo harmonica de u:

Au = 0, em M
u = u, nodM.

Definicao 5.1 A aplicacdao de Dirichlet-Neumann € definida por
L: CC(OM) — C*(OM)

tal que
_om
o

onde v € o co-normal exterior unitdrio ao longo do OM.

Lu

Os autovalores para este problema foram primeiramente estudados em 1902 por Steklov
e por isto sao chamados autovalores de Steklov.
Definicao 5.2 Se M € uma variedade Riemanniana compacta com bordo OM , o problema

de autovalores de Steklov é dado por:

Au = M
{ U 0, em (114)

% = ou, nodM,
v

onde v € o vetor normal unitdrio exterior ao OM, o € R, e u € C®(M).
Definicao 5.3 Os autovalores de Steklov sdo os autovalores da aplicacao de Dirichlet-
Neumann, o qual leva uma dada funcdao suave no bordo a derivada normal de sua extensdao

harmonica ao interior.
A aplicagao de Dirichlet-Neumann £ : C*°(9M) — C*°(9M) é um operador
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nao-negativo, auto-adjunto com spectro discreto satisfazendo
0p=0<01 <0< <o < =00

Usando a fémula de Green no problema ({114]) temos

O:/ uAu:—/ |gradu|2+/ ua—u,
M M om OV
0
/ | grad u? :/ uZt :a/ u?,
M om OV oM

Assim, podemos caracterizar o primeiro autovalor nao-nulo de Steklov de maneira varia-

/ | grad u|*dvol
o, = inf { 24 : / udvol =0, u#0 p . (115)
/ u*dvol oM
oM

ie.,

cional por

Para o que segue, seja M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional com-
pacta, com bordo OM # (. Seja (,) a métrica em M e V a conexdo Riemanniana em M.
A segunda forma fundamental do bordo M com respeito ao normal unitario interior p é
definida por
AP (u,v) = (Vyo, ),

onde u,v sdo tangente ao bordo M. A curvatura média H’™ do bordo OM é assim

definida como o traco de A%M ie.,
n—1
HOM =" A% (e;, ¢)),
j=1

onde ey, ..., e,_1 é qualquer base ortonormal para TOM.

Definigao 5.4 Seja p: ¥ — M uma hipersuperficie compacta (possivelmente com bordo).
Dizemos que ¥ estd propriamente imersa em M se p(0%) = ¢p(X) NOM.

Se ¢ é um mergulho, entao podemos pensar ¥ C M como uma subvariedade de M e
tomamos ¢ como sendo a aplicagao inclusao OM — M.

Definicao 5.5 ¥ € dita uma hipersuperficie minima com bordo livre se ¥ € minima
(i.e. a curvatura média é identicamente nula) e ¥ toca o bordo OM ortogonalmente ao
longo do bordo 0.

Observagao 5.1 No caso em que n = 3, Li (2011, Teorema 1.1.8) provou que qualquer
3-variedade Riemanniana compacta M com bordo OM # () admite uma superficie minima
compacta mergulhada nao-trivial X com bordo livre 0% contido no OM. Em outras pala-

vras, Y toca OM ortogonalmente ao longo de 0X.
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Existem alguns exemplos de subvariedades com bordo livre na bola unitaria B™. Abor-
demos alguns, mas desde ja, sugiro ao leitor pesquisar o trabalho de Fraser e Schoen
(2012).
Exemplo 5.1 k-planos equatorial D¥ C B™ sdo os exemplos mais simples de subvariedade
minima com bordo livre.
Exemplo 5.2 Catendide critico. Considere o catendide parametrizado em R x S* dado
por

¥(t,0) = (coshtcosf,coshtsinb,t).

Para uma tnica escolha de Ty, a restricao de v a [—Ty, Tp] x ST define um mergulho minimo
sobre uma bola tocando o bordo da bola ortogonalmente. Podemos entao redimensionar

o raio da bola para 1 e assim obter o catendide critico.

5.2 Estimativa de primeiro autovalor para o problema de Steklov

Um trabalho devido a Fraser e Schoen (2011) mostra que em uma subvariedade
minima Y propriamente imersa na bola unitaria By no espago Euclidiano R™ com bordo
livre na esfera unitaria 0B, as funcoes coordenadas de ¥ sao autofuncoes de Steklov com
autovalor igual a 1. Assim, uma questao pertinente para hipersuperficies é o caso quando
é mergulhada com codimensao 1: este é o primeiro autovalor de Steklov?(veja 2014} Segao
3 ). Assim, eles conjcturaram o seguinte.

“Seja X uma hipersuperficie minima, compacta e propriamente mergulhada na bola
unitaria Euclidiana B", com bordo livre em OB™. Entdo o1(X) =127
No sentido de responder a questao acima, Fraser e Li (2014) deram uma resposta parcial
da mesma forma como Choi e Wang (1983) responderam parcialmente a conjectura de
Yau (1980). Eles provaram o seguinte:
Teorema 5.1 (Fraser-Li, 2014|)Seja M™ uma variedade Riemanniana n-dimensional com-
pacta, orientdvel e com bordo OM # (). Suponha que M tem curvatura de Ricci nao-
negativa e que o bordo OM € estritamente convexo com respeito ao normal unitdrio inte-
rior. Seja k > 0 uma constante tal que A°M (v,v) >k > 0 para qualquer vetor unitdrio v
no OM.
Suponha que ¥ € uma hipersuperficie minima, compacta e propriamente mer-

gulhada em M, com bordo livre no OM. Se um dos sequintes itens valer,

(1) X € orientdvel; ou

(13) m (M) é finito;
entao temos a sequinte estimativa

0'1(2) Z

9

|

onde o1 € o primeiro autovalor de Steklov da aplicagao de Dirichlet-Neumann em 3.
Em 1997 Escobar (1997) provou que se M™ é uma variedade Riemanniana

compacta com bordo e dimensao n > 3 tal que Ricy; > 0 e a segunda forma fundamental
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A satisfaz A > kol em M, ko > 0, entdo o1 > ko/2. Nossa contribui¢do neste capitulo
( veja 2015) foi melhorar a estimativa de Fraser e Li (Teorema para o1 > k/2 e dar
uma resposta parcial a conjectura acima.

Para nossos propdsitos necessitamos de algumas consideragoes a seguir. Seja
@: X — M uma hipersuperficie minima propriamente mergulhada satisfazendo a condigao
de bordo livre numa variedade compacta e orientdvel M, com bordo OM # () estritamente
convexo e curvatura de Ricci nao-negativa. O proximo lema devido a (Fraser, Li, 2014)
garante, sob as hipéteses de curvatura em M e OM, um resultado de conexidade.
Lema 5.1 Seja M™ uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta e com bordo
OM # 0. Suponha que M tem curvatura de Ricci ndo-negativa e que o bordo OM ¢
estritamente convexo com respeito ao mnormal unitario interior. FEntao, quaisquer duas
hipersuperficies minimas propriamente mergulhadas Y1 e Yo em M com bordo livre em
OM devem si intersectar, i.e., X1 N Xy # (). Além disto, qualquer hipersuperficie minima
propriamente mergulhada em M com bordo livre deve ser conexa.
Para uma prova veja (2014, Lema 2.4).

A ferramenta principal usada na prova do Lema foi a seguinte férmula de
Reilly dada em (Fraser, Li, [2014)).
Proposicao 5.1 Seja ) uma variedade n-dimensional compacta e com bordo suave por
partes 0 = U Zle Y. Suponha que f € uma fungao continua em S onde f € C*(Q\S),
S =UXF 0%, e que exista alguma constante C' > 0 tal que [ fllesy < C para todo
Q' ccn \ S. Entao, vale a formula de Reilly:

0 = [ RDLDS) - (A% + | Hesso |
Q

- | DfN\ 0 ) o
+;/21 {( — AEzf—FHZZa_?J;)a—i + (V> f, VEza_j;) RS (T, Vzlf)}lm)

Aqui, Ric® € o tensor de Ricci de Q; A?, Hessq e D sio o operadore Laplaciano, Hessiano
e gradiente em Q respectivamente; A¥ e V> sdo os operadores Laplaciano e gradiente em
cada ¥;; m; € a normal unitdria interior de X;; H* e h¥ sdo a curvatura média e sequnda
forma fundamental de 3; em €2 com respeito a normal unitdria interior respectivamente.
Para uma prova veja (2014, Lema 2.6).

No mesmo trabalho, eles provaram um resultado tipo Jordan-Brower: nas
hipéteses do Lema [5.1 se ambas ¥ e M forem orientdveis, entdao M \ ¢(X) consiste
de duas componentes ) e 2y (veja 2014, Corolario 2.10). Tomemos = §; . Seja
00 =Y UTl onde I' C OM . Assim, 9% = 0I'. Notemos que I' ndo é necessariamente
conexo, porém cada componente de I' deve intersectar Y ao longo de alguma componente
de 9X. Do contrario, OM teria mais de uma componente, o qual contradiz a Proposicao
2.8 em (Fraser, Li, 2014)).
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Consideremos o seguinte problema de autovalores de Steklov:

AE = 0, em 3

¢ = ¢ nood¥ (117)
8‘37—52 = 01§, nod¥

onde 01 = 0(X) é o primeiro autovalor nado-nulo de Steklov e £ é uma primeira autofungao
da aplicagdo de Dirichlet-Neumann em ¥. Seja w € C*(I') a extensdo harmonica de

£ e C>®(0%) ao I
Aw = 0, em
(118)

w = & mnodl,
desde que OI' = 0%.

Seguindo as ideias de Barros e Bessa (1999) e (Fraser, Li, 2014), provamos o
seguinte teorema que melhora a estimativa de Fraser e Li (Teorema .
Teorema 5.2 Seja M"™ uma variedade Riemanniana n-dimensional compacta, orientdvel
e com bordo OM # 0. Suponha que M tem curvatura de Ricci ndo-negativa e que o bordo
OM ¢ estritamente convexo com respeito ao normal unitdario interior. Seja k > 0 uma
constante tal que A% (v,v) >k > 0 para qualquer vetor unitdrio v em OM.

Seja p: X — M uma hipersuperficie minima, compacta e propriamente mer-
gulhada em M, com bordo livre em OM. Seja w: ' — R a solucdo de . Se Y €

orientdvel ou w (M) € finito, entdo temos a desigualdade estrita

k
o1(X) > 5
onde 01(X) € primeiro autovalor nao-nulo de Steklov da aplica¢do de Dirichlet-Neumann
em ..
Demonstracao: Primeiramente suponha que Y é orientavel. Uma vez que M ¢é ori-
entavel, temos que X é conexa e M \ p(X) consiste de duas componentes € e Qy (2014,
Corolério 2.5 e Coroléario 2.10). Seja 2 = Q; e 02 = X U, onde I' C M, logo temos
que 0% = OT.

Para cada t # 0, consideremos os seguintes problemas de Dirichlet :

Alw = 0, emT, Ay = w, emT,
e (119)
w

= ¢, nodl, u = t& mno Jl,
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onde £ € C*°(0%) é uma primeira autofungao associada a aplicagao de Dirichlet-Neumann
em X, ie., existe £ € C(X) tal que

Azg = 0, em X

& = ¢ no 0% (120)
88752 = 01§, nodx,

onde vy, é o vetor co-normal exterior de 0¥ com respeito a X, e o1 = 01(2).
Aplicando as férmulas de Green em wA w, uATw, wAru e usando os dados
dos problemas ([119)) temos

/|g1r8udw|2 = éa—w e /(gradu, gradw) =t §a—w.
r or  Ovr r or  Ovr

Logo, temos

/(gradu, grad w) = t/ | grad w|?. (121)
r r
Além disso, obtemos
9 ou
w’+ [ (gradw,gradu) = [ &—. (122)
r r or  Ovr

Da equagao ([121)) e desigualdade de Cauchy-Schwarz temos que

1/2 1/2
</|gradu|2> (/|gradw|2> > |t|/|gradw|2. (123)
r r r

Portanto
/ | grad u|? > t2/ | grad wl|?. (124)
r r
Por outro lado, das equagoes (121)) e (122]) obtemos
0
f—u :t2/|gradw|2+t/w2. (125)
or  Ovr r r

No que segue, consideremos o problema de bordo de Dirichlet na variedade

n-dimensional compacta €2, com bordo suave por partes 02 =X UT":

Agyp = 0, em
Y = t§, emX (126)
(0

u, eml.

Notemos que os dados de bordo de Dirichlet sao continuos. Assim, resultados padroes em
problemas de bordo elipticos (1959, 1980 e [1981) implicam que existe 1) solugao classica
para o problema ((126]) tal que ¢ € Ch*(Q2) N C*>(Q \ %), para todo a € (0,1). Ob-
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servemos que em Y temos Ayt = tAgg = (0. Assumindo, sem perda de generalidade,
que [y A®(grad® v, grad® ¢)) > 0 ( pois do contrario, escolhemos = €, ), obtemos pela
férmula de Reilly (116 aplicada a fungao

(91/,
87IF Ar

o
T / (erady b, grady O0) 1k / | srady o,
T a77F r

0
0> / (grady, ¢, grady, a¢> Y

onde 7y, e nr sao os normais unitarios interior de Y e I'; respectivamente, com respeito a

Q2. Integrando por partes, sabemos que

Y O oy o [ W I
rad rad —A =
[terads v gty 52y = - [ Paspy [ SHZE [ SE L
e que
oY oY 81/} 8¢
d d —A
/(gra r ¥, gradp ) F> - o ry + - Gl/p anr
Logo,
o oY o O / 2 oY
0> + ——+k d -2 | —A
- o 61/2 6772 ar 8VF a’f]r | gradr 77Z)| 8 nr Fl/}
onde s, e v sdo os vetores co-normais exterior de 0¥ = OI' com respeito a X e I,

respectivamente. A hipétese de X ter bordo livre, i.e., ¥ toca I' ortogonalmente ao longo
de 0¥ = OI', implica que vs = —nr e ny = —vr ao longo do bordo comum 0¥. Como

P € CH(Q), temos que o gradiente gradg, ¢ é continuo em €, logo

WO [ o [ o
oan al/g 87]2 on 8%; al/r ar al/r 87’]{‘
Portanto,
oY O 2 o
> - _
0> 2/{9F o +k/|gradrz/)| 2 [ S5 A, (127)
Observemos que
8¢ (9@/) B %%_ 85 8u_ 85 ou
o0 al/r anr ar @I/F aﬁr or 877{‘ al/r ar 6np aVF

o€ Ou
= | =——=- — 12
t/ar v, dvr 0/ tgaVr (128)
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onde na pentltima igualdade usamos que nr = —vy, e denotamos o = 04 (X). Substituindo
(119), (120)), (124), (125) e (128) na desigualdade ((127]), obtemos

0> —20/ t§%+kt2/|gradrw| -2 Ou
or  Ovr “one

> 20/(t2|gradrw|2+tw +kt2/|gradrw\2—2/ E
nr

Da desigualdade de Cauchy com € = 1/2, temos

i ou . / + (8u>
w— w*+ —
r o T Inr
= /w +/ gradp u, nr)?
/w2+/|gradru|2.
r r

(20—k)t2/]gradrw\2+20t/w2+/w2—|—/|gradru|2 > 0. (129)
r r r r

Observemos que para todo t € R, vale

IN

Assim,

p(t) = 20 — k] - [| grad w|[ 7oy - £ + 20 - w|Z2(py - £ + @(u, w) > 0.

onde ®(u, w) = |[wl|7z + || grad ul|72 (. Mas, isto implica que o discriminante de p(t) é

nao-positivo. Logo,
[w||72my0” — 2| grad w720y @ (u, w)o + k|| grad w|| 720y (u, w) < 0.

Da equagao acima segue que

o Iadula @) el ®en) [ el
HwH}lﬁ(r) HwH%%r) ngade%Q(F)(I)(u,w)'

Argumentando como na prova do Teorema do Capitulo 4| concluimos que o > g
Assim, provamos o caso em que X é orientavel.

Suponhamos que (M) é finito, mas ¥ é nao orientavel. Seja M o recobri-
mento universal de M. Temos que M herda as mesmas hipdteses de curvatura de M.
Como 71(M) é finito, temos que M é compacta e 7 : M — M é um recobrimento finito.
Seja > o levantamento de >, ou se€ja, S = 771(¥). Uma vez que M é simplesmente
conexa e 3. é propriamente mergulhada, temos que ambas M e ¥ sdo orientdveis. Logo,

pelo provado acima, concluimos que al(i) > k/2. Como o pullback por 7 da primeira
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autofuncao de Steklov de ¥ em 3 6 ainda uma autofuncao de f], concluimos que

Isto conclui o prova do teorema.
Observagao 5.2 A desigualdade ((130]) ainda implica a seguinte desigualdade

IV w]| 72y @(u, w) < Elwl]|72r- (131)
Portanto, a conjectura ¢ valida desde que
||er||%2(r)(l>(u,w) = k”“’”%(r)-

O primeiro resultado no sentido de dar uma limitacao para o; foi dado por
Weinstock (1954)), onde ele prova que se ¥ é um dominio plano, simplesmente conexo e
compacto, entao

o1 L(0Y) < 2,

com a igualdade ocorrendo se, e somente se, >3 é um disco.
A estimativa de Weinstock foi estendida por Fraser e Schoen (2011]) para su-
perficies Riemanniana arbitrarias com bordo. Eles provaram que se ¥ é uma superficie

compacta de género g com v componentes de bordo, entao
o1 L(0%) < 2m(g + 7). (132)

Observe que se g = 0 e v = 1 entao tem-se a estimativa de Weinstock.

A primeira aplicacao do Teoremaé um resultado tipo Yang e Yau (19941980)),
onde obtemos a seguinte estimativa no comprimento do bordo de uma superficie minima
com bordo livre em termos de sua topologia.

Corolério 5.1 Seja M3 uma variedade Riemanniana 3-dimensional compacta, orientdvel
e com bordo OM # (). Suponha que M tem curvatura de Ricci ndao-negativa e o bordo OM é
estritamente convexo com respeito ao normal interior unitario. Seja k > 0 uma constante
tal que A%M(v,v) > k > 0 para qualquer vetor unitdrio v em OM. Seja ¢: %2 — M? uma
superficie minima, compacta e propriamente mergulhada de género g com vy componentes

de bordo com comprimento total L(OX) e bordo livre em OM. Entdo,

47

L(0%) < ’

(g +7)- (133)
Demonstragao: Primeiramente, temos pelo Teorema 2.11 em (Fraser, Li, [2014) que M?
¢ difeomorfa a bola unitéria B2. Como B?® é simplesmente conexa, temos que qualquer

superficie propriamente mergulhada em M é automaticamente orientavel. Além disso,
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desde que X é compacta, temos a validade da desigualdade . Uma vez que X é
orientdvel, temos pelo Teoremals.2]que o1 (X) > k/2. Combinando isto com a desigualdade
obtemos . Isto conclui o corolario.

Uma consequéncia direta do Corolario |5.1| na bola unitaria é a seguinte:
Corolério 5.2 Seja X2 uma superficie minima, compacta e propriamente mergulhada na
bola unitdria B3, com bordo livre em OB®. Entio L(0X) < 4m(g+ 7).

Novamente, lembrando que a bola unitaria B™ é simplesmente conexa, i.e.,
m1(B™) < 0o, obtemos uma outra aplicacdo do Teorema dando uma resposta parcial
a conjectura de Fraser e Li (2014) para o primeiro autovalor de Steklov.

Corolario 5.3 Seja X uma hipersuperficie minima, compacta e propriamente merqulhada

na bola unitdria B™, com bordo livre em O0B™. Entdo o1 > %



75

6 CONCLUSAO

Nesta trabalho de tese, abordamos o estudo de hipersuperficies minimas,
estimativas de curvatura de ordem superior e de resultados tipo-Liouville. Primeiramente,
obtemos uma estimativa de curvatura de ordem superior, supondo que a imersao esta
contida em uma horobola. Aqui, ainda fica a questdao:“ Em que condigbes a mesma
estimativa é obtida se considerarmos a imersao contida em um wedge(i.e., uma variedade
produto N x L, onde a imersao estd de um cone de N)?”

Em seguida, provamos um teorema tipo-Liouville, obtendo uma bela aplicacao
para folheacao de graficos de Killing, mostrando que um gréafico é uma folha da folheacao
de Killing. Aqui, fica a questao: “Se o vetor curvatura média aponta na direcao oposta ao
campo de Killing Y, ainda vale o teorema?”

Prosseguindo, provamos uma estimativa de primeiro autovalor para hipersu-
perficies f-minimas no sentido dar uma resposta parcial a conjectura de Yau para o caso de
hipersuperficies f-minimas. Além disso, provamos uma estimativa tipo Heintzer-Karcher
para uma variedade compacta e com densidade. Aqui, fica a questao: “O teorema tipo
Heintzer-Karcher ainda ¢ vélido se assumirmos Ricy > 077

Finalmente, mostramos uma estimativa de primeiro autovalor para o problema
de Steklov e, com isto, obtivemos um avango em responder a conjectura de Fraser e Li.
Aqui, ainda fica a questao: “Seja > uma hipersuperficie minima, compacta e propriamente

mergulhada na bola unitéria Euclidiana B™, com bordo livre em 0B". Entao o,(X) = 17"
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