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"Et toute science, quand nous l’entendons
non comme un instrument de pouvoir et de
domination, mais comme aventure de con-
naissance de notre espece a travers les ages,
n’est autre chose que cette harmonie, plus
ou moins vaste et plus ou moins riche d'une
époque a 'autre, qui se déploie au cours des
générations et des siecles, par le délicat con-
trepoint de tous les themes apparus tour a
tour, comme appelés du néant.”

Alexander Grothendieck.



RESUMO

O objetivo deste trabalho é mostrar que se uma curva é nao-trigonal, podemos obter
através do teorema de Petri um conjunto minimo de geradores para o seu ideal canonico
e também conseguir um critério de nao-trigonalidade. Para demonstrar esses fatos, o
trabalho possui dois momentos. Primeiro desenvolve alguns resultados de semigrupos
numéricos e a sua relacdo com a teoria classica de curvas algébricas, para em seguida
obter uma base monomial para o espaco de diferenciais regulares de ordem arbitraria. O
trabalho serd norteado pelo artigo de titulo: ”Weierstrass Semigroups and the canonical

ideal of non-trigonal curves” do autor Gilvan Oliveira.

Palavras-chave: Semigrupos de Weierstrass. Curvas Nao-Trigonais. Ideal Canonico.



RESUME

Le but de ce travaill est de montrer que si une courbe est non trigonale, nous pouvouns
obtenir a travers du théoreme de Petri un ensemble minimal de générateurs pour son idéal
canonique et aussi obtenir un critere de non trigonalité. Pour démontrer ces faits, le tra-
vail contient deux parties. Premierement, il développe certains résultats de semigroupes
numériques et leur relation avec la théorie classique des courbes algébriques. Ensuite il
obtient une base monomial pour I'espace des différentielles réguliers de ordre arbitraire.
Le travail sera guidé par l'article: ”Weierstrass Semigroups and the canonical ideal of

non-trigonal curves” de l'auteur Gilvan Oliveira.

Mots-clés: Demi-groupe. Weierstrass. courbes non trigonales. idéal canonique.
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1 INTRODUCAO

Uma caracteristica da Geometria Algébrica consiste em utilizar de ferramentas
algébricas para resolver problemas geométricos. No segundo capitulo desenvolveremos
primeiramente a parte algébrica do trabalho que serd um importante instrumento nos
resultados que seguirao. Estudaremos nesse capitulo os chamados semigrupos numéricos
provando alguns teoremas que serao uteis nos capitulos subsequentes.

No terceiro capitulo desenvolveremos a teoria classica de curvas algébricas
e mostraremos que semigrupos de Weierstrass sao de fato numéricos para assim poder
usar toda a teoria de semigrupos numéricos desenvolvidas no capitulo dois. Foi feito um
grande esforco para que esse capitulo esteja auto-contido e procuramos resistir sempre que
possivel a tentacao de usar ferramentas mais potentes para demonstrar alguns teoremas
que exigiam um pouco mais de trabalho.

A partir do quarto capitulo, identificaremos a curva C' com sua imagem pelo
mergulho canoénico (wy : ... :w,) : C' — P97 Assim, consideraremos C como uma curva
projetiva nao-singular de género g > 4 e grau 2g — 2. Estudaremos a partir dai o divisor
de intersegao da curva C' com o espago osculador de dimensao g — 3. Nés assumiremos
que este divisor intersecta a curva em apenas um ponto para obtermos a partir disso o
teorema classico de Max Noether. Nao somente isso, conseguiremos ainda explicitar uma
base monomial para o espaco das diferenciais regulares de ordem n.

No ultimo capitulo usaremos o teorema de Petri simultaneamente com alguns
resultados de semigrupos numeéricos para obter um critério de nao-trigonalidade. Além
disso se a curva C' nao é trigonal, iremos construir uma conjunto minimal de geradores

para o seu ideal canonico.
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2 SEMIGRUPOS NUMERICOS

Nesta se¢ao introduziremos o conceito de semigrupo numérico e estudaremos
algumas de suas propriedades. Para maiores detalhes consulte ROSALES 2009. Como de
costume, o conjunto dos niimeros naturais sera denotado por N. Além disso, consideramos
0 € N. Dados m,n € N, com m < n, vamos usar a notagao de intervalo [m,n| para
representar o conjunto {x € N;ym < z < n}. A cardinalidade de um conjunto finito
X sera denotada por |X|. Se A e B sao dois subconjuntos de N, definimos A + B :=
{a+bj/a € A;b e B}.

Lembramos que um conjunto munido de uma operagao binaria associativa
recebe o nome de semigrupo. Por exemplo, o conjunto N munido da operacao de adi¢ao
usual é um semigrupo comutativo com elemento neutro, 0 € N. Um subconjunto H C N
fechado para a adicao certamente também é um semigrupo. Nesse caso, se 0 € H, diremos
que H ¢é um monoide e com a notacao H* fazemos referéncia ao conjunto H \ {0}. O
menor elemento de H* é chamado de multiplicidade do monoide H.

Se S C N é um subconjunto qualquer, entao ¢ facil ver que
(S) :={c1s1 + s+ ...+ cpsn/cr,02, . s cnyn €ENe sy, s9,...,8, €S}

¢ um monoide.

Um subconjunto S, de um monoide H, serd dito um conjunto de geradores
para H se todo elemento de H se escrever como combinagao N-linear (coeficientes em N)
de elementos de S, isto é, H = (S). Um conjunto de geradores S C H sera dito minimal,
se nenhum de seus subconjuntos proprios ainda gerar H.

Vamos mostrar que todo monoide possui conjunto minimal de geradores tinico
e finito. Comecamos com o seguinte resultado, que garante a existéncia e a unicidade do
conjunto gerador minimal.
Proposigao 2.1. Se H C N é um monoide, entao S = H*\ (H* + H*) é um conjunto
de geradores para H. Além disso, qualquer conjunto de geradores de H mecessariamente

contém S.

Prova. Seja h um elemento de H* com h ¢ S. Desse modo, existe x,y € H* tal que
h = x + y. Repetindo esse procedimento em um numero finito de vezes para x e v,
encontramos si,...,s, € S tal que h = s; + ...+ s,. Isto prova que S é um conjunto de
geradores de H.

Para a provar a segunda afirmacao. Seja A um sistema de geradores de H.
Vamos mostrar que S C A. Se s € S, entao existem ay,...,a,, € A tal que s =
diay + ...+ dpay,, onde dy,...,d,, € N. Como s ¢ H*+ H*, entdo s = a; para algum
i€ {l,...,m} eportanto s € A, donde S C A. ]
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2.1 O conjunto de Apéry

Se H C N éum monoide e n € H é um elemento nao-nulo, definimos o conjunto

de Apéry de n em H como sendo:
Ap(n,H):={h € H/h—n ¢ H}.

Note que 0 € Ap(n, H), e mais que isso, qualquer elemento m € H com m < n
é tal que m € Ap(n, H), pois nesse caso m —n < 0. Por outro lado, se m > n escrevemos
m =mng+r, com 0 <r <n. Dai, se m & Ap(n, H) segue que (¢ — 1)n +r € H. Assim,
concluimos que m € Ap(n, H) se e somente se ¢ = [ | é o menor inteiro tal que ng+r € H.
Em outras palavras, o conjunto de Apéry contém no maximo um representante de cada

classe de congruéncia 7 € Z, = {0,1,2,...,n — 1}. Isso nos permite concluir que
|Ap(n, H)| < n.

Proposicao 2.2. O conjunto {n} U Ap(n, H)* é um conjunto de geradores para H.

Prova. Dado m € H, escrevemos m = ng +r, com 0 < r < n. Dai, se w, € H é o menor
elemento de H tal que w, = r(modn), temos que w, € Ap(n, H) e w, = tn+r, com t < q.
Portanto, m =gqn+r=(¢—t)n+tn+r= (¢ —t)n+w, € ({n} U Ap(n, H)*). O

Observacao 2.3. Se tomarmos ny como sendo a multiplicidade de H, isto €, o menor

elemento nao nulo de H, a proposicao 2.1 nos permite concluir que
[H™\ (H* + H")| < [{na} U Ap(ny, H)"| < ny.

Portanto, como haviamos antecipado, todo monoide possui conjunto de geradores minimal

finito e unico.

2.2 Semigrupos numeéricos

Como vimos na se¢ao anterior, dado um monoide H C N e um elemento nao
nulo n € H, o conjunto de Apéry de n em H é tal que |Ap(n, H)| < n. Analisemos entao
o que deve ocorrer para que tenhamos |Ap(n, H)| = n. Voltando a se¢@o anterior, vemos
que tal igualdade equivale ao fato que H contenha um representante de cada classe de
congruéncia 7 € Z, = {0,1,2,...,n — 1}.

Nesse caso, sendo w, o menor elemento de H tal que w, = r(modn), com

0 <r < n, e escrevendo w, = ¢,n + r segue que nq +r € H < q > q,. Portanto, sendo
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L :=N\ H, temos
L={tin+1/0 <t; < q1}U{tan+2/0 <ty < go}U...U{t,_in+(n—1)/0 <t, 1 < Gn_1}-

Assim, N\ H é um conjunto finito. Reciprocamente, se N\ H ¢ finito,
entao tomando ¢ € N suficientemente grande, temos que qn + r € H para todo r €
{0,1,2,...,n — 1}. Dessa forma, H contém representantes de todas as classes de con-
gruéncia médulo n e portanto, |Ap(n, H)| = n. Em particular, vemos que se a igualdade
|Ap(n, H)| = n ocorre para um determinado elemento n € H*, entdo também ocorrera
para qualquer outro elemento. Essa discussao motiva a seguinte definicao.

Definicao 2.4. Um monoide H C N € dito um semigrupo numérico quando L := N — H
€ finito.

O conjunto L é chamado de conjunto de lacunas de H e sua cardinalidade |L|
é chamada de genero do semigrupo H. Usamos a notagao g(H) para denotar o genero.

Note que com a notagoes introduzidas acima, temos

n—1 n—1

n—1 .
) =Y g=> =S
1=1

i=1 i=1

Notacao: Quando trabalhamos com um semigrupo numérico de género g, escrevemos
o seu conjunto de lacunas na forma L = {l;,ly,...,l;}, com l; <l < ... < l;. Do
mesmo modo, escrevemos H = {ng = 0,n1,nq,...}, com os elementos escritos em ordem
crescente. Observe que n; é a multiplicidade de H. Claramente, n; = 1 implica H = N
e portanto, L = (). Por conta disso, doravante vamos considerar apenas semigrupos
numeéricos de multiplicidade maior que 1.

Temos uma outra caracterizacao dos semigrupos numéricos que diz respeito ao maximo
divisor comum de seus elementos.

Proposicao 2.5. Seja H = (A) C N um monoide gerado por um subconjunto A C N.

Temos que H € um semigrupo numérico se e somente se mdc(A) = 1.

Prova. Suponha que (A) seja um semigrupo numérico e d = mdc(A). Provaremos que
d = 1. Primeiramente note que se a € (A), entdo existem ay,...a, € A tal que a =
ca; + ...+ cpa, com ¢y, ..., ¢, € N. Desse modo, como d|a; para i € {1,...,n}, entdo
d|la. Como estamos supondo (A) é semigrupo numérico, temos que N\ (A) ¢é finito e
portanto existe n € N tal que n e n+ 1 estao em (A). Logo, d|n e d|(n+ 1) o que implica
que d = 1.

Vamos mostrar agora que se mdc(A) = 1, entao (A) é um semigrupo numérico.
Como 0 € (A), basta provar que N\ (A) é finito. J& que mdc(A) = 1, existem ¢;,...,¢, € Z
eay,...,a, € A tais que cia; + ...+ c,a, = 1. Pondo os termos com os ¢; negativos no
segundo membro, existem iy, ..., i, j1,...,5 € {1,...,n} tais que ¢, a;, + ...+ ¢ a; =

1 —c¢jaj, —...—cja;. Desse modo, pondo s = —cj,a;, —...—cj;a;, temos s,s+1 € (A).
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Vamos mostrar que se n > (s — 1)s + (s — 1), entdo n € (A). Pelo algoritmo da divisao,
existem inteiros ¢ e r tais que n = ¢s +r com 0 < r < s. Como estamos supondo
n>(s—1)s+ (s —1), temos que ¢ > s — 1 > r. Portanto, n = (rs+7r)+ (¢ —r)s =
r(s+1)+(¢—r)s € (A). Dai segue que os elementos de N\ (A) sdo estritamente menores
que (s —1)s + (s — 1), donde N\ (A) é finito.

[

Observacao 2.6. Note que H € um semigrupo numérico, entao l, é o maior inteiro que
nao pertence a H. Portanto, tomando um conjunto finito de geradores A = {ay,aq,...a;}
com mdc(A) = 1. Temos que b = 1, é o maior inteiro tal que a equacdo diofantina
a1 T1+asxa+. .. +aix; = b, com x; € N nao possui solucao. O problema de determinar um
tal inteiro nas condigoes acima € conhecido como problema de Frobenius e por conta disso,
dizemos que l, € o numero de Frobenius de H. Nestes termos, revendo a demonstragao
acima seque que se s € N é o menor inteiro tal que s,s +1 € H, entao l, < s* — s — 1,

que € o numero de Frobenius do par s,s + 1.

2.3 Cotas para [,

A férmula para o género de um semigrupo numeérico juntamente com a ob-
servagao que l;, + n; é o maior elemento de Ap(ny, H) nos permite deduzir uma cota

inferior para [,. Com efeito, fazendo g = g(H) e n =n; > 1, temos:

:lz L I
Note primeiramente que como ja temos [, > g, a desigualdade acima s6 ¢

interessante se —“5g—5 > g, ou seja, se g > ( ) Observe agora que "< g— 7 ¢ decrescente
como fungao de n. Em particular, seu valor maximo é obtido quando n; = 2 (lembre que
estamos trabalhando apenas com semigrupos para os quais n; > 1). Esse valor méximo
¢ ninguém menos que 2g — 1, que como veremos a seguir ¢ exatamente a melhor cota
superior para [,. Para estabelecer esse fato, destacamos a seguinte observacao.
Observagao 2.7. Se [ é uma lacuna de H, isto é, [ € L, entao para todo m € H N[0, ]
temos que [ —m é lacuna, isto segue diretamente do fato que a operacao em H é fechada.
Por outro lado, Se I € L e m € LNJ0,l], em geral, nada podemos dizer sobre | — m
A proposicao a seguir caracteriza os casos para os quais podemos garantir que [ —m €
H,¥Ym e LNJ[0,1].
Proposicao 2.8. Para todo semigrupo numérico H, temos que l; < 25 — 1, para todo
j=1,...9. Além disso, os sequintes fatos sao equivalentes

a) l; =25 — 1.

b) 1H N[0, = LN [0,4]]
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C) mGLﬂ[O,ZJ](:)l]—mEHﬂ[O,l]]

Prova. Para cada j € {1,2,..., ¢} considere a funcdo ¢; : [0,{;] — [0,[;] definida por
@;j(m) = l; —m. Observe que ¢; é uma bijegao tal que go;l = ;. Além disso, como
jé observamos, se m € H, entdao l[; —m € L. Dessa forma, ¢;(H N[0,l;]) C LN|0,1].

Portanto, segue que
i+ 1=3=[HO0,L]] = le;(HNO[0,L])] <[LN0, 4] = J.

Assim temos [; < 25 — 1. Ademais, vale a igualdade se e somente se ¢,;(H N
[0,1;]) = LN[0,;], ou equivalentemente, | HN[0,;]] = [LN(0,1;]]. Por fim, como ¢ = ¢;,
aigualdade ,;(HN[0,1;]) = LN[0, ;] equivale a ¢;(LN[0,{;]) = HNI0,;]. Essas igualdades
garantem que m € LN [0,l;] & [; —m € H. Reciprocamente,a propriedade descrita no
item “c” garante que ¢;(LN|0,1;]) C HN[0,[;], o que implica em |LNI0, ;]| = |H N[0, ]|,
pois p; € injetiva e ja sabemos que |[H N [0,{;]] < [LN[0,1;]|. O

Portanto, para todo semigrupo numérico vale que [, < 2¢g — 1, e esta ¢ a cota
que procuravamos. Dessa forma, temos que o nimero de Frobenius [, de um semigrupo

de género g e multiplicidade n satisfaz a seguinte condicao

n

n_lg—gﬁlgézc]—l.

Note que para n = 2 a cota inferior coincide com a cota superior. Assim, temos
necessariamente [, = 2g — 1. Mais geralmente, os semigrupo para os quais [, atinge esse
valor sao denominados conforme a seguinte definicao.

Definicao 2.9. Dizemos que um semigrupo numérico € simétrico se l, atinge a cota
mdzima, isto é, l; = 2g — 1.

Observacao 2.10. A proposicao 2.8 nos diz que se [; = 2j — 1, entao os elementos de
HN[0,;] = {no,n1,...,n;_1} sdo dados por ny = l; — lj_j, com k = 0,1,2,...,j — L
Em particular, se o semigrupo for simétrico, I, = 2g — 1, temos n; = l; — l;_i, Vk =
0,1,2,...,9 — 1. Equivalentemente, temos l; =, — n,_; para todo j =1,2,...,g.

Para o caso em que temos [; < 25 — 1, revendo a demonstracao da referida proposigao,
concluimos que para cada j € [1, g, existem lacunas Ay, Ao, ..., Ay, onde ¢ = (25 —1) — 1,

enumeradas em ordem crescente, tais que
L0, ;] = o, (HO0, ;1)UL Ay - A} = {lj—no, L—na, -, L=, FU{A, Ay - Mg
Logo, para todo inteiro [ & {A1, Ao, ..., \;} vale que

leLN0,] 1 —1eHN0,1.

Além disso, como \; € L e N\ € ¢;(H N[0,l;]), lembrando que go? = Id, segue que
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©;i(Ai) € {1, A2, ..., A }. Como ¢; é decrescente obtemos que ¢;(\;) = A\j+1—;. Assim,
>\z‘ + )‘q—l—l—i = lj,Vi S [1, q]

Em particular conclufmos que o inteiro |2 | = L#J indica o total de formas

de escrever a lacuna [; como soma de duas outras lacunas, distintas ou nao. Note que se

~ P i, ’

l; for par entao, ¢ ¢ impar e )\% = 5 ¢ ponto fixo de ;. Em todo caso, o ntimero de
2j—1-1;

=]

Em particular, no caso em que l; = 2j — 2 temos |H N[0,;]] =1;+1—j =j— 1. Dal,

decomposicoes em parcelas distintas é dado por [1] = |

HNI0,l] ={no,n1,...,nj_2} e assim,
Lﬁ[O,lJ] = {lj—Tlo,lj—nl,...,lj—nj,Q}U{)\l :j—l}

Observe que se jy ¢ a posicao de A\; na sequeéncia de lacunas, temos que A\; = [,

(S assim, |Hﬂ[0, le” = lj0+1—j0 = j—jo Dessa forma, HN [O, ljo] = {’n,(), ny,... ,nj_jo_l}

e HN [ljo + 1, lj} = {nj,jo,nj,joﬂ, c ,nj,g}. Portanto,
li = lj — MNj—j—1, S€ 1< jg e lz = lj —Nj—4, S€ 1> jo.

Resumidamente, destacamos
Proposigao 2.11. Sel; =2j —2. Entdo, j—1 ¢ H e para cada inteiro | # j— 1, temos:
l € L seesomente sel; —1¢c H.

Como vimos, os semigrupos de multiplicidade n; = 2 sao simétricos. Esse
semigrupos também recebem um nome especial, conforme a definigao abaixo.
Definicao 2.12. Um semigrupo numérico H é chamado de hipereliptico quando n, = 2 €
H.

O teorema a seguir fornece a descricao explicita dos semigrupos hiperelipticos

de género arbitrario.

Teorema 2.13. Se H é um semigrupo numérico de genero g, os sequintes fatos sao equiv-

alentes
1. H é hipereliptico
2. 1; = 2j — 1, para todo j € {1,2,3,...,g}.

3. l] :2]—1 para algumj € {2,37-"ag_ 1}
Prova. (1= 2)

Como 2 € H segue que todos os numeros pares pertencem a H. Dai, |[H N [0,[;]| > it

5 -
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Desse modo, temos:

l+1 lj+1

Jj+ =[LN[0, 4] + < [H O[O G]|+ L0, 4] = 1; + 1,
onde segue que [; > 25 — 1. Como ja sabemos que vale [; < 25 — 1, concluimos que

(2 = 3) E trivial

(3=1)
Seja j € {2,3,...,9 — 1}, tal que [; = 2j — 1. Vamos mostrar que também ocorre

liy1=2(j+1)—1,isto é, [;;; também atinge a cota maxima. Com efeito, dado que
2j—1:lj<lj+1§2(j+1)—1,

segue que i1 —I; € {1,2} e basta mostrar que l;4; — [; = 1 ndo pode ocorrer. Ora,
admita que essa igualdade ocorresse. Como [; atinge a cota maxima, sabemos que para
todo ! € LN[0,1;] temos que ¢;(I) =1;—1 € H. Dai, p;11(l;—1) € L. Mas, ¢;j+1(l; —1) =
lis1 — (L = 1) =141 — l; + 1 =1+ 1. Portanto, vemos que para todo [ € [0,[;] vale que

leL=1+1€lL.

Como 1 € L, segue que L contém o intervalo [1,[;].

Assim, H N [0,];] = {0}. Por outro lado, como [; atinge a cota maxima, sabemos que
|H N [0,;]] = |LNJ[0,l;]|] = j. Dal, concluimos que j = 1 o que contradiz o fato de
j€{2,3,...,9 — 1}. Essa contradigdo, nos diz que a igualdade /;1; — [; = 1 ndo pode
ocorrer e assim, lj;1 — [; = 2. Dessa forma, provamos que /;;; também atinge a cota

méxima e consequentemente, 2 = [;,1 — [; € H. Logo, H é hipereliptico. O

O teorema acima caracteriza também os semigrupos nao hiperelipticos como
sendo aqueles para os quais vale [; < 2j — 2, para todo j € {2,3,...,¢9 —1}. O resultado
a seguir nos mostra que podemos dizer um pouco mais.

Teorema 2.14. Seja H um semigrupo nao-hipereliptico de género g, entdo:
(1) 1; <25 —3 para cada j € {4,...,9— 2}, exceto se L ={1,2,3,6,7,11}.

(i1) Se 3 € L, a cota l; < 2j — 3 também vale para j = g — 1, exceto no caso em que
L=A{1,...,9—2,29 —4,2g — 3}.

Prova. Como o semigrupo nao ¢ hipereliptico, temos [; < 25 — 2,Vj # g. Suponha que
existe j € {4,...,9—2} tal que [; = 2j — 2. Nesse caso, [;11 <2(j+1)—2=2j=1;+2.

Portanto, ;41 € {l; +1,1; +2}. Em qualquer caso, [;;; se decompde como soma de duas
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lacunas distintas. Dai, | 5

lj+1 - lj —|— 1

Além disso, a igualdade acima é a unica forma de escrever [;;; como soma de duas

| > 1. Logo, lj41 < l;+1 e consequentemente, temos

lacunas. Assim, para cada [ ¢ {1,[;}, com [ < [;;4, temos que [;1; — € H. Portanto,
l—1=10— (1 —1) € L. Como j—1 € L, pois [; = 2(j — 1), concluimos que
{1,2,3,...,j—1} c L.

Agora note que para cada h € H*, com h # [;—1, temos que I, —h € L\{1,1,}.
Portanto, h +1=1;11 —(l; —h) € H. Como j=1lj41 —(j—1) € H* e j#1; —1 (ando
ser que j = 3, que nao é o caso) segue que {j,j+1,...,2j —3} C H.

Como j < g—2, temos j+2 < g. Assim, l;10 <2(j +2) — 1 =25+ 3 e dai,
lLivo € {27,2j+1,2j+2,2j+3}. No entanto, os trés primeiros elementos dessa lista estao
em H, pois j,j+1 € H. Portanto, ;1o =2j+3=2(j+2)—1 =141 +4. Por fim, temos
que ;4o atinge sua cota maxima. Logo, como o semigrupo nao ¢ hipereliptico, segue que
J = g—2 e osemigrupo é simétrico. Nesse caso, [;;2 = [, nao pode se decompor como soma
de lacunas. Portanto, 4 € L e entdo deve ocorrer j — 1 < 4, pois {1,2,3,...,j — 1} C L.
Dessa forma, j < 5, de onde segue que j =4,g=6¢ L = {1,2,3,6,7,11}, o que conclui
a demonstracao desse item.

Para demonstrar o préximo item, sabemos que l;_1 < 2(9 — 1) —2 =29 — 4.
Suponhamos que ocorra a igualdade [,y = 2g — 4. Como [,_; < [, < 2g — 1, segue que
ly € {lyj—1+1,0,-1+2,l,-1 + 3}. Em qualquer caso, I, é soma de duas lacunas distintas,

o que implica I, < 29 —3 = [,_; + 1. Logo, l; = l,_1 +1 = 2g — 3 e por argumentos

andlogos aos que usamos no item anterior vemos que {1,2,3,...,¢g — 2} C L. Portanto,
L={1,2,3,...,9 — 2,29 — 4,29 — 3}, o que conclui a demonstracao desse item. O
Observagao 2.15. Sel3 =3 e L # {1,2,3,6,7,11} usando o teorema 2.14 temos que o
peso w(H) de H, definido por w(H) := >27_,(l; — j), satisfaz

w(H) < (¢* — 5g +10)/2 (1)

Para ver isso, note que os trés primeiros elementos da soma Z?Zl(lj — j) sao nulos e que
b —4<1,03<2,...0l;1—(9—1)<g—4el;—g<g—1pelolema 2.8. Desse modo,
?:1(lj — Jj) consiste na soma entre a soma dos termos da uma progressao aritmética
com primeiro elemento igual a 1 de razao 1 com g — 4 elementos com g — 1, o que nés da

(¢> — 5g +10)/2.
Sely >3ely =2, entdo w(H) < g(g —1)/3 (ver [KATO 1979], Lemma 6), e

a estimativa (1) vale para cada semigrupo nao-hipereliptico de género g > 10.
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2.4 Somas de lacunas

Nessa secao vamos estudar os conjuntos de inteiros obtidos como somas de
lacunas. Mais especificamente, sendo L o conjunto de lacunas de um semigrupo numérico
H, vamos estudar o conjunto 2L = L+ L :={x +y/x € L e y € L} e mais geralmente,
os conjuntos nL := (n — 1)L + L. Comegamos com o seguinte resultado:

Teorema 2.16. Se H é um semigrupo numérico nao-hipereliptico de género g, entdo cada
inteiro r, 2 <r < 2g, é a soma de duas lacunas de H, com a exce¢cao apenas de l,, se H
€ simétrico.

Prova. Dado r € [2,2g], considere a fungao ¢, : [0,7] — [0, r], definida por ¢,.(m) = r—m.
Para provar que r se escreve como soma de duas lacunas, basta mostrarmos que nao pode
ocorrer ¢,.(LN[0,r]) C HN[0,r]. Para isso, vamos comparar as cardinalidades. Seja [;
o maior elemento de L N [0,7]. Assim, |¢,.(L N [0,7])] = |LN[0,r]| =je |[HNI[0,7])| =
r+ 1 — j. Por outro lado observe que ¢.(L N[0,7]) C [1,r — 1], se ¢ L. Dai, como
nesse caso vale |H N [1,7 —1])] = r — j — 1, 86 poderd ocorrer ¢,.(L N [0,r]) C HNI0,r]
se 2j + 1 < r. Afirmamos que j = g. De fato, se tivéssemos j < g, entao seguiria que
2] +2<r+1<1l; <2j+1, 0o que é um absurdo. Assim, para que um elemento r ¢ L
nao se escreva como soma de lacunas é necessario que r > 2g+ 1. Agora analisemos o caso
r € L. Nesse caso, temos r = [;, ¢,.(LN[0,7]) C [0,r —1] e |[HN[0,r = 1]| =r— (j — 1).
Para que 7 nao se escreva como soma de lacunas ¢ necessario que r > 2j —1. Como r = [;
concluimos que /; = 25 — 1. Como H nao ¢ hipereliptico, segue que j =g e l, = 29 — 1,

nao pode ser escrito como soma de duas lacunas. O

Proposicao 2.17. Se H € um semigrupo nao hipereliptico, com 3 € L, entao para cada
inteiro k € {3,...,9 — 1}, existem iy, ji, € {2,...,k — 1} tais que [y +1 =1, +1;,.

Prova. Mantendo a notacao da demonstracao acima e fazendo r = [ + 1, observe que
o (LN[Lr—1]) c [1,r —1] e |o.(LN[Ll,r — 1])| = k, enquanto que |H N [1,r —1]| =
r—1—k=1,— k—1. Por outro lado, o teorema 2.14 nos diz que [, < 2k — 3, ou seja,
I, — k —1 <k — 4. Portanto, existem pelo menos quatro elementos de L N [1,7 — 1] cuja
imagem por meio de @, estd em L N [1,7 — 1]. Dois desses elementos sao 1 e r — 1 — I,

os outros dois determinam uma decomposigao de r nas condi¢oes desejadas. O]

Teorema 2.18. Seja H um semigrupo de género g. Se L difere dos conjuntos {1,...,g9—
1,29 — 1} e {1,...9 — 1,29 — 2}, entdo existem inteiros iy, j, € {2,...,9 — 1} tais que
lg —|— 1 — lig +ljg'

Prova. Se l, < 2g — 3, entao o resultado vale pelo mesmo argumento usado na demon-
stracao da proposi¢ao acima. Por outro lado, se {; > 2g — 2, como L ¢ diferente de
{1,...,9—1,29g—1} e {1,...,9— 1,29 — 2} existe pelo menos uma nao-lacuna de H \ {0}

menor ou igual que g — 1. Denote por n o maior deles. Afirmamos que n+ 1 ¢ H. De
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fato, se n +1 € H, entao pela maximalidade de n, teriamos n +1 = g. Dai, n =g — 1
e portanto g e g — 1 seriam nao-lacunas. Com isso, teriamos 2g — 2,29 — 1 € H, o que é
um absurdo pois estamos tratando do caso [, € {29 — 2,2¢g — 1}. Portanto, n +1 ¢ H.
Por outro lado, temos que [, —n ¢ H. Portanto, temos I, +1 = (n+1) + (I — n) é uma

soma de lacunas. Dai segue que [;, =n+1el;; =1, —n. O

Proposicao 2.19. Seja H um semigrupo simétrico de género g. Se ls = 3 e L difer-
ente dos conguntos {1,...,9 — 1,29 — 1} e {1,2,3,6,7,11}, entdo para cada inteiro k €
{2,...,9— 1}, existem i, jr € {1,...,9} \ {k} tais que 21, =1;, +1;,.

Prova. Se I, > g — 1, entéo [, — 2n,_j, > 1, onde Iy = l; — ny_y, (ver observacao 3.15).
Como 2n4_, ¢ nao-lacuna, pela simetria de H, temos que l; — 2n,_; ¢ uma lacuna de H
e portanto 2l = 2(l, — ng_x) =l + (I, — 2ng4_y).

Vamos provar agora o caso [, = g — 1. Para isso defina a fungao ¢, : [1,1x —
1] = [l + 1,2l — 1] por o, (m) = 2l —m. Como I, = g— 1, entdo k < g—2, jad que L é
diferente de {1,...,9 — 1,29 — 1}. Nesse caso, existe pelo menos uma nao-lacuna de H*
menor que [,. Denotamos n a maior delas. Assim, pela maximalidade de n, n + 1 é uma
lacuna. Como H é simétrico, temos que [, — (n+1) =29 —2 —n € H. Como estamos
supondo [, = g — 1, temos que 2l;, = n+ (29 —2 —n). Desse modo, n e yy, (n) € H. Note
que o conjunto [1, 2l — 1] compreende todos inteiros entre 1 e 2g — 3 exceto as lacunas Iy,
2g — 1 e a ndo-lacuna 2¢g — 2 (2g — 2 nao é lacuna porque H é simétrico e 29 —2 =1, —1).
Consequentemente, |L N [1,2l; —1]| = ¢ —2 = [, — 1. Fazendo a restricdo de ¢y, ao
conjunto [1,2l; — 1] \ {n}, ainda temos |L N ([1,2l; — 1] \ {n})| = lx — 1. Portanto, pelo
principio da casa dos pombos, existe r € LN, I, — 1] tal que g, (1) € LN [l +1, 20, —1].
Ponha l;, =1 e [;, = oy, (r) e o resultado segue.

Vamos provar agora o caso [, < g—1. Note que por hipdtese, temos [, = 2g—1
e I3 = 3. Consequentemente, podemos considerar um inteiro 3 < s < g — 1 tal que
ls < 2l < lsy1. Pelo teorema 2.14, temos que lg11 < 2(s+ 1) — 2 = 2s, como 2l <[4,
temos [, < s. Desse modo, temos LN [1,2l, — 1] <s—1. JAquel, —1 < s — 1, existe
t € LNIL 1 — 1] tal que oo, (t) € LN [l + 1,2l — 1]. Ponha l;, =t el;, = pq,(t) e o

resultado segue. O]

O teorema 2.16 nos permite concluir que se H nao é hipereliptico vale a inclusao
{2,3,4,..., 0, — L1, + 1,1y + 1o, ... 1, + 1} C 2L,

Por outro lado, é claro que 2L C [2,2l,]. Entdo vamos analisar sob que
condi¢bes um inteiro m € [l,,2l,] pode ser escrito como soma de duas lacunas, isto é,
m € 2L. Ora, um tal inteiro m pode ser escrito na forma m = [, + s, com s € N. Se
s € L, certamente teremos m € 2L e m coincide com um dos elementos listado acima.

Portanto, basta restringirmos nossa analise aos casos em que s € H. Assim, para cada
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s € HN0,l,] consideremos o inteiro my := I, + s. Nesses casos, teremos m, € 2L se
e somente se existirem [;,[; com 7 < j < g, tais que my; = [; + [;. Em particular, deve
ocorrer

lg:(li—S)—i‘lj:li—i—(lj—S).

A linha anterior apresenta duas decomposicoes de [, como soma de lacunas,
que podem ndo ser decomposicoes distintas (pode ocorrer [; = [;), também as parcelas
podem nao ser distintas (pode ocorrer [; = 1; e s = 0). Em todo caso, a luz da observacao
2.10, segue que L@j > 1. Consequentemente, temos [, < 2¢g — 2. Em particular, nessa
situacao temos [, € 2L. Logo, [, deve ser acrescentado aos elementos ja listados.

Podemos complementar nossa andalise lembrado que existe {A1, Ag,..., \;} C
L,onde g =29 —1—1, tal que l; = A\ + Ag41-k, com kK = 1,2,...,¢, descreve todas as
formas de decompor [, como soma de duas lacunas. Dessa forma, devemos ter {l;,;,[; —
s,lj—s} C {A1, Ao, ..., \;}. Portanto, deve ocorrer [; = \;,l; = \jeli—s = A\p1—j,lj—s =
Agt1—i- L0go, s = A\ — Agy1—j = Aj — Agy1—i. Além disso, como s € N e {\, Aa, ..., A}
estd em ordem crescente, é necessario que i + j > g + 1. Observe que os pares (i, j), com
i+ J = q+1, correspondem a s = 0. Logo, ms = [y, que jd sabemos que pertence a 2L.
Desse modo, vamos considerar apenas os pares (i,j), com 1 < j<qgei+7j>q-+ 1.

Por fim, o conjunto X = {(4,5) € [1,q]*/i <jei+j > q+ 1} tem cardinali-
dade igual a L%J. Além disso, a discussao acima garante que a funcao o : X — N, definida
por a(i,j) = A — Ag+1—; ¢ tal que sua imagem contém o conjunto {s € H*/my € 2L}.
Portanto, a quantidade de elemento de 2L (além de [;) que nao constam na nossa listagem
inicial é limitada por L%J = LMJ. Explicitamente, os elementos a serem acrescen-
tados a nossa lista inicial sdo os elementos de forma X; + A;, com (i,5) € X, tais que

Ai — Ag+1—; € H. Note que
it A =X+ A+ A — A = lg+ (A = Agay).

Exemplo 2.20. Determinaremos o conjunto 2L usando o procedimento acima para o
conjunto das lacunas L = {1,...,12,19,21,24,25}. Assim, para o conjunto de lacu-
nas em questao, temos \y = 1, g = 4,23 = 6,\y = 19, 5 = 21, g = 24 com X =
{(2,6),(3,5),(3,6), (4,4), (4,5), (4,6),(5,5),(5,6),(6,6)}. Portanto, acrescentaremos a
nossa lista \y+X g = 38, \g+ X5 = 40, \y+ g = 43, A5+ A5 = 42, A5+ Xg = 45, \g+ g = 48.
Desse modo,

2L ={2,...,37,44,46,49,50} U {38, 40, 42,43, 45, 48}

Resumimos a discussao acima na forma do seguinte resultado:
Proposicao 2.21. Se H é um semigrupo numérico nao-hipereliptico de género g, entao
1.ly =29—1=2L={2,34,...,01, — Ll + li,l; +1la....,0l; +1;}. Logo, temos
|2L| =39 —3
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2.1, =29 —2 = 2L = {2,3,4,...,0, — L1l + I, 1, + lo,.... 0, + 1,}. e temos
2L] =3¢ — 3

2.1,<29g—-3=2LD>{2,3,4,..., 1, — L1, l,+1i,l;+1s,.... 01, +1,}. etemos

(2g_3_l9)2J

l,+g—1<|2L| <3g—3+| ;

Prova. Resta apenas justificar a cota superior so item “3”. O que nossa andlise possibilita

§ [2L) < 1+ |27 Porém, fazendo g = 29 — 1 — l 1
¢ 2L| <y +g— 1+ [=——2-]. Porém, fazendo ¢ = 29 — 1 — [, temos I, + g —

39 —3 — (¢ —1). Por outro lado, é ficil ver que L%J —(¢—1)= L@J. O
2>

Proposicao 2.22. Se H é um semigrupo numérico de género g > 4 tal que l,_4
2g — b, entdo |2L| = 3g — 3, exceto se tivermos L = {1,2,3,5,...,2g — 5,29 — 3} ou
L=A{1,,2,3,...,9—3,9—2,29g — 5,29 — 4} para os quais vale |2L| = 3g — 4.

Prova. Como j4 sabemos que a referida igualdade é valida para [, > 2g — 2. Precisamos
apenas verificar os casos:

1. lgo1=29—-5el,=2g9g—4

2. g1 =29g—4ely=29—3

3. ly1=29—-5ely=29—3

No primeiro caso, [, + ¢ — 1 = 3g — 5. Ademais, [, = (¢ —2) + (¢ — 2) =

(29 — 5) + 1 sdo as unicas formas (2 = L#D de decompor I, como soma de lacunas.
Dai, A\ = 1, s = g — 2,A\3 = l4_1 = 2g — 5. Portanto, para que tenhamos a igualdade
desejada é necessério e suficiente que \3— A\ € He Ay— A1 € H. Ora, \3— A\ =2g—6 =
2(A2 — A1). Portanto, basta que g — 3 € H. Se isso nao ocorrer, entao g — 3 € L. Porém,
sabemos que para todo I € L\ {\1, A2, A3} temos que [, — [ € H e consequentemente,
l-1=1,—1—(l,—1) € L. Logo,

g—3€LlL=L={1,2,3,...,9—3,9—2,2g — 5,29 — 4}.

Note que para g > 4 teremos 29 — 6 € H e portanto, |2L| = 3g — 4. Para
g=4,temos L ={1,2,3,4} e 2L| =7 =39 — 5.

Vamos ao segundo caso, aqui [, + g —1 =3g—4el, = (29—4)+1¢a
tnica forma de decompor [, como soma de lacunas. Dai, Ay = 1 e Ay = 29 — 4. Logo,
para que tenhamos |2L| = 3g — 3 precisamos que Ay — A\; = 2g — 5 € H. Ora, estamos
trabalhando com um semigrupo nao-hipereliptico, ja que nao é simétrico. Assim, 2 € L e
2 ¢ {1,2g — 4}, pois g > 3. Dai, 29 — 5 =1, — 2 € H, como queriamos.

Por fim, no terceiro caso, novamente temos l,+g—1=3g—4el, = (29—5)+2
¢ a unica decomposicao de [, como soma de lacunas. Portanto, precisamos que ocorra

29 — 7 € H. Bem, sabemos que para todo | € L\ {2,2¢9 — 5}, ocorre |, — [l € H. Dali,
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l—2=1,.1—(l; —1) € L. Portanto,
2g—7€L=L={1,,2,3,5,...,29g— 7,29 — 5,29 — 3}.

]

Teorema 2.23. Se H é um semigrupo simétrico nao-hipereliptico de género g, entao para

cada inteiro n > 2, temos

nL={nn+1,...,(n—1)2¢g—-1)—-1}U{(n—1)(29—-1)+1|j=1,...,9}

Em particular, InL| = (2n — 1)(g — 1), para cada n > 2.

Prova. Vamos provar por inclusao de conjuntos, Seja m € nL, isto é, m =1{;, +...+1;,.
Sen <m < (n—1)(2g — 1) — 1, m estd obviamente no conjunto. Suponha que m >
(n—1)(2¢g—1)—1,1ie., m > (n—1)l, — 1. Portanto podemos escrever m = (n — 1), + s,
onde s é um inteiro nao-negativo. Desse modo, temos l;, = (lg— 1) +. ..+ (lg—li,_,,) +5.
Como H ¢ simétrico, [, —[;, para 1 <k <n — 1 sao nao-lacunas. Logo, pela observacao
2.10, s é uma lacuna. Portanto, m = (n — 1){, + [;, para algum j. Dai segue que m esta
no conjunto.

Vamos provar a contraria por inducao. Note que a segunda parte da uniao
estd obviamente contida em nL. entao precisamos mostrar apenas que {n,n+1,...,(n—
1)(2g — 1) — 1} C nL. Para n = 2, a inclusdo é vélida pelo teorema 2.16. Suponha agora
que a desigualdade vale para n, i.e, {n,...,(n—1)(2g — 1) — 1} C nL. Queremos provar
que {n+1,...,n(2g—1)—1} C (n+1)L. Sejan+1 <r <n(2g—1)—1. Para provar que
r estd em (n+ 1)L, basta encontrar uma lacuna [, tal que n <r—1 < (n—1)(29—1) — 1.
Note que usando a hipdtese de indugao, temos r — [ € nL e portanto r € (n+ 1)L e o
teorema esta provado. Para tal, se r > n+2g — 1, ponhal =2g — 1. Se r < n + 2g — 3,
ponhal=1eser =n-+2g—2, ponha [l = 2.

[

Observacao 2.24. Como cada soma de n lacunas é um inteiro entre n e nl,, temos
InL| < nly —n+1. Se H nao é simétrico e n > g/(29g — 1 — 1), temos n > ﬁ =
n2g—1-1;) >g = n(l;,—2¢9g+1) < —g = nl;,—2ng+n<—g = nl,—n+1<
2ng—2n—g+1 = nly;—n+1< (2n—1)(g—1). Dai segue que [nL| < (2n—1)(g—1).

Vamos analisar o caso em que pode nao acontecer a igualdade. Sabemos que
{n,n+1,....,(n=1l, =1} U{(n—Dl;+,...,(n—1)l, +1,} CnL. Queremos saber
quais os elementos que pertencem a nL, mas nao pertencem a {n,n+1,...,(n — 1)}, —
BUu{(n—1l,+10,...,(n— 1), +1;}. Se existir tal elemento ele serd da forma m =
(n—1)l;,+s, com0<s <l,es € H. Por isso, temos as equivalencias: m € nL <

m=1l,+...+bL, & n—-1);,+s=1+...+1,. Vamos provar que para o conjunto
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S={keN;l;, €{\,...,\;}}, temos |S| > 2. Se S =0, temos l,—1;, +...+(,—1;, ,) =
Li, € H, para k = {1,...,n — 1} (Note que

se algum [, — l;, € L, terfamos (I, — l;,) + l;, = l,, contrariando a hipétese S = 0).

— s, absurdo, pois l;,, —s ¢ H e l, — ;,
Se, por outro lado, |S| = 1, terfamos a menos de ordenagao que l;, = \i, para algum
k e {1,...,q}. Portanto, (I, — 1;,) + (y —l,) + ...+ {y —l,o1) = U, —s ¢ He
l, —l;, € H, para todos k € {2,...,n}, absurdo. Segue que |S| > 2. Suponha a menos
de ordenagao que l;, = A\, e l;, = A;, para algum k,j € {1,...,q} com k < j. Desse
modo, temos Ay + A > Iy = Apip + M = A > Ny = Jj+k>qg+1le
s=XMNe+ N+ (lLiy+...+1,)— (n—1)l,, dai segue que s = —=Aj11-j — Agy1—; — (n—3), +1,
onde [ € (n —2)L. Em outras palavras, s =1 — (A, + A\;) — (n — 3){,, onde | € (n —2)L,
t<ses+t<qg-+1. Portanto os elementos que pertencem a nl, mas nao pertencem a
{n,n+1,...,(n—1)l, —1yU{(n— 1), +11,...,(n — 1), +{,} s@o elementos da forma
m=(n—1),+s,onde s =1—(A\s+M\)—(n=3), e Hle (n—2)L,t <ses+t<qg+1.
Vamos analisar agora um exemplo nao-hipereliptico onde essa igualdade nao vale.

Exemplo 2.25. Seja H um semigrupo numérico com L = {1,...,12,19,21,24,25}. Pelo
exemplo 2.20, sabemos que A\ = 1, o = 4, A3 = 6,y = 19,5 = 21, ¢ = 24. Pela
observagdo acima, devemos encontrar os elementos de H da forma | — (A\s + A), onde
t<ses+t < 7. Daiseque que os elementos que pertencem a 3L e nao pertencem a
{3,4,...,2l,—1}U{2l,+ 1, ..., 2l,+1,} sao 14,16,17,18,20, 22,23 e portanto a igualdade

nao acontece nesse caso.
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3 TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

O objetivo das proximas secgoes é desenvolver ferramentas para enunciar o teo-
rema de Riemann-Roch, um dos teoremas mais importantes na teoria de curvas algébricas,
assim como as suas aplicacoes. Além disso, desenvolveremos alguns conceitos que serao
uteis nos capitulos subsequentes. A menos de mencao contraria, daqui por diante, k é um

corpo algebricamente fechado com caracteristica arbitraria.

3.1 Curvas algébricas

Definimos o n-ésimo espago afim sobre k (escrevemos A" (k), ou somente A™)
como o conjunto de todas as n-uplas com coordenadas em k. Chamamos um conjunto X da
forma X = V(S) ={P € A" | F(P) =0,VF € S}, para algum S, de conjunto algébrico.
Se S = F € k[Xy,...,X,] chamamos X de uma hipersuperficie. Uma hipersuperficie
em A? ¢ chamada de curva plana afim. Chamamos de variedade, todo conjunto algébrico
irredutivel. Definimos também o ideal de V' por I(V) = {F € k[Xy,...,X,] | F(P) =
0,YP eV}

Se F' ¢ irredutivel, V(F) é uma variedade, sendo F' = IIF}", onde os F; s@o
fatores irredutiveis de F' e i > 1. Chamamos esses fatores de componentes de F' e cada
expoente e; de multiplicidade do componente F;.

Se P = (0,0) e escrevermos F' = F,, + F,11 + ... + F,, onde cada F; é uma

forma em k[X,Y] de grau i e F},, # 0, podemos definir a multiplicidade em F' em P por
mp(F) =m. Note que P é um ponto de F' se e somente se mp(F') > 0.
Definicao 3.1. Seja I uma curva plana afim e P um ponto de F'. O ponto P é chamado
de nao-singular se Fx(P) # 0 ou Fy(P) # 0, onde Fx e Fy sao as derivadas de F' em
relagao a varidvel X eY respectivamente. Uma curva com apenas pontos nao-singulares
¢ chamada de curva nao-singular.

Observe que se P = (0,0) é um ponto de F', entdo P é um ponto nao-singular
se e somente se mp(F) = 1.

Note que podemos definir a multiplicidade de F' em qualquer ponto. Seja
P = (a,b) um ponto qualquer do espago afim. Defina a multiplicidade de F' em P como
mp = mo,0)(F(T)), onde T' é uma translagao levando (0,0) em P, isto ¢, a translagao T
¢ da forma T'(x,y) = (z + a,y + b).

Esses conceitos podem ser definidos, mutatis mutandis, em um certo espago de
classes de equivaléncia em A", Assim, definimos o n-ésimo espaco projetivo (escrevemos
P"(k), ou simplesmente P™) como o conjunto das classes de equivaléncias sobre A™*1\
(0,...,0) definidas da seguinte forma: sejam z,y € A"\ (0,...,0), dizemos que = ~ y
se e somente se existe A € k£ nao-nulo tal que z = \y.

Diferentemente do caso afim, s faz sentido dizer que uma curva projetiva se
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anula em um ponto P se o polinomio que define a curva for uma forma. Com efeito,
se F' 6 uma forma de grau d e F(P) = 0, temos que F(AP) = MF(P) = 0 e as-
sim F' se anula para toda representacao de P. Desse modo, dizemos que P € P" é
um zero de um polinomio F € k[Xy,..., Xpq1] se F(xy,...,2,41) = 0 para cada es-
colha de coordenadas homogéneas (z1,...,T,11) para P. Chamamos um conjunto Y
da forma Y = V(S) = {P € P" | P é um zero para cada F' € S} para algum S de
conjunto algébrico projetivo. Se S = F, com F' sendo uma forma, entao dizemos que
Y é uma hipersuperficie projetiva. Chamamos de variedade projetiva, todo conjunto
algébrico projetivo irredutivel. Definimos também o ideal de V no caso projetivo por
I(V)={F € k[Xy,...,X,] | todo ponto P € V' é um zero de F'}.

3.2 Corpo de funcgoes racionais

Seja V' uma variedade afim nao-vazia. Definimos I'(V') o seu anel de coorde-
nadas por I'(V) = k[ X, ..., X,,]/I(V), onde I(V) ={f € k[X1,..., X,] | f(P)=0,VP €
V'}. Note que como dois polinémios F' e G determinam a mesma fungao se e somente
se (F—G)(ay...,a,) = 0 para todos (ay,...,a,) € V, isto é, F — G € I(V). Dessa
forma podemos identificar o anel I'(V') como o anel fungdes polinomiais com dominio em
V. Como I'(V) é um dominio de integridade, podemos formar o seu corpo de fragoes
denominado por corpo de fungées racionais sobre V' (escrevemos k(V')). Um elemento de
k(V) é chamado de fungao racional.

Note que podem existir varias maneiras de escrever a fungao racional f € k(V)
como razao de duas fungoes polinomiais, ja que f é razao de duas classes de equivaléncia.
Porém visto que I'(V') é um dominio de fatoracdo tnica, podemos escrever unicamente
f = a/bamenos de multiplicagao por unidade, onde a e b nao possuem fatores em comum.

Dizemos que f € k(V) é definido em P € V se existe alguma representagao
f =c/dcom d(P) # 0. O subanel de k(1) das fungoes definidas em P € V' é chamado de
anel local de V' em P (denotado por Op(V)). O conjunto dos pontos P € V, onde uma
funcao racional nao esta definida é chamado de conjunto de polos de f. Vamos mostrar
que Op(V) é de fato um anel local, isto é, possui apenas um ideal maximal.

Teorema 3.2. Seja V' uma variedade afim. O subanel Op(V') de k(V') € um anel local.

Prova. Primeiramente vamos provar que o conjunto mp(V) = {f € (V) | f = a/b,b(P) #
0,a(P) = 0} é um ideal em Op(V). Sejam fi, fo € mp(V), vamos demonstrar que
fi+ fo € mp(V). Sejam f1 = ai/by e fo = ay/by representagdes de f e fo respecti-

vamente. Desse modo, temos f; + fo = Z—; + Z—j = %. Por outro lado, usando a

condigao que b1 (P) # 0 e by(P) # 0, temos que by (P)by(P) # 0. Usando o fato que
a1(P) = ay(P) = 0, temos que a;1bs + ashy = 0. Dal segue que f; + fo € mp(V). Falta
mostrar agora que se & € Op(V) e fi € mp(V), entdo af; € mp(V). Sejam a = a;/ay

e fi = a1/b; duas representacoes de « e f; respectivamente. Desse modo, temos que
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afi = 24 Do fato que ai(P) = 0, temos que a;1(P)ai(P) = 0. Da condigao que
as(P) # 0 e by (P) # 0, temos que as(P)by(P) # 0. Logo, af € mp(V) e portanto mp(V)
¢ um ideal de Op(V). O resultado segue diretamente do fato que mp(V') é o ideal dos

elementos que nao sao invertiveis em Op(V). O

Para o que vem a seguir, vale lembrar o conceito de anéis de valorizacao disc-
reta. Um anel de valorizacao discreta é um anel onde existe um elemento irredutivel t € R
tal que todo z € R nao-nulo é escrito unicamente na forma z = ut", onde u é uma unidade
em R e n é um inteiro nao-negativo. Chamamos ¢ de parametro uniformizador para R e o
expoente n de ordem de z. Para maiores detalhes consultar [FULTON 1969], pagina 22.
Teorema 3.3. Se C = V(F), onde F é um polinémio irredutivel e P € C um ponto

nao-singular, entao o anel Op(C) é um anel de valorizagdo discreta.

Prova. Veja que ja demonstramos que Op(C') possui um tunico ideal maximal. Para
provar o resultado é suficiente provar que esse ideal maximal é um ideal principal, i.e.,
ele é gerado por apenas um elemento. Primeiramente note que basta provar isso para
o caso P = (0,0). Pelo corolario 3.4 em [ATIYAH (1969)], pdgina 39, temos que
(EX,Y/(F)xy) = kX, Y]xy)/(F)xy). Vamos mostrar que k[X,Y]xy)/(F)x,y)
¢ um anel de ideais principais. Suponha sem perda de generalidade que Fy (0,0) # 0. Va-
mos provar que o ideal maximal de k[X,Y]xy)/(F)x,y) é gerado por & = X + (F)(xy)-
Para isso mostraremos que y = Y + (F)x,y) € (), o que é equivalente a mostrar que

Y € (X, F). Com efeito, temos as seguintes equivaléncias:

Y+ (F)xy) € (2) Y+ (F)xy)=GX+ (F)xy)
&Y -G X € (F)xy)
S Y =G X+ Gy F
<Y e (X, F)

para Gl, GQ c k’[X, Y](Xy).
Note que sempre podemos escrever F(X,Y) = YG(Y)+ XH(X,Y). Como
Fy(0,0) # 0, segue que G(0) # 0, ja que Fy(X,Y) = G(Y) + Gy (Y)Y + XHy(X,Y).

Desse modo, G(Y') é invertivel em k[X,Y]xy) e portanto podemos escrever
Y = F(X,Y)G(Y) "' — XHy (X, Y)G(Y) .

Logo, temos que Y € (X, F). H

Seja V' uma variedade projetiva nao-vazia em P". De maneira andloga ao caso
afim, definimos o seu anel de coordenadas como I'y, (V') := k[ X1, ..., X,]/I(V) (chamamos
de anel de coordenadas homogéneo de V). Visto que I',(V) é um dominio de integridade,

podemos formar o seu corpo de fracoes denominado corpo de fungoes homogeéneas de V'
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(escrevemos kp(V)).

Note que diferentemente do caso afim, os elementos do corpo de fungoes ho-
mogéneas nem sempre podem ser vistos como fungoes. No entanto, se f,g € I',(V) sdo
formas de mesmo grau d com g(x) # 0, entao f(\z)/g(A\x) = Nf(x)/Nlg(z) = f(z)/g(x).
Esse fato motiva a seguinte definigao:

Definicao 3.4. Seja V uma variedade projetiva. O corpo de funcgoes de V', denotado por
k(V) € definido da sequinte forma

E(V)={z€ky(V)|z=f/g,[,g formas de mesmo grau}.

Os elementos de k(V') sdao chamados de fungoes racionais sobre V.

Vamos definir agora os anéis locais de V em P, dessa vez no caso projetivo.
Seja P € V,z € k(V'). Dizemos que z é definida em P se z pode ser escrita como z = f/g,
f,g formas de mesmo grau e g(P) # 0. Definimos assim, o anel local de V' em P da
seguinte forma:

Op(V)={z € k(V) | z é definido em P}.

Como no caso afim, Op(V') é um anel local, onde o seu ideal maximal é da forma

mp(V) ={z € k(V)|z=f/g,9(P) #0, f(P) = 0}.

Ainda anélogo ao caso afim, se F' é uma curva projetiva plana em P2 e P € I
¢ um ponto nao-singular, entdo Op(F') é um anel de valorizacao discreta.

Mostraremos a seguir um exemplo para clarificar o entendimento dos conceitos
dessa secao.
Exemplo 3.5. Vamos calcular as ordens de z(x) = % sobre k(P') no zero x =0 e no
polo x = 1. No ponto x =0, x nao € invertivel e portanto x € o parametro uniformizador
para Oy, dai seque que a ordem ordgyz = 1. Por outro lado, no ponto v =1, 1 —x
nao € invertivel e portanto 1 —x € o parametro uniformizador para Oy, dai seque que a

ordem ordgyz = —1.

3.3 Diferenciais sobre uma curva

Nesta secao iremos introduzir o conceito de diferenciais sobre uma curva C'.
Essas diferenciais sao definidas sobre um anel R de maneira que seus elementos sao da
forma > x;dy,, onde z;,y; € R, se comportando de maneira andloga as diferenciais do
calculo.
Definigcao 3.6. Seja R um anel contendo k e seja M um R-mddulo. Uma derivagdo de
R em M sobre k é um mapa k-linear D : R — M tal que D(zy) = 2D(y) + yD(z) para
todos z,y € R.

Defini¢ao 3.7. Para cada x € R, seja [x] um simbolo. Seja F' o R-mddulo livre sobre
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o conjunto {[z];x € R}. Seja N o submddulo de F gerado pelos sequintes conjuntos de

elementos:
(1) {lz +yl = lz] = [yl;z,y € R}
(i) {[\x] — A[z]; 2 € R, X\ € k}
(ii) {[zy] — zly] — ylz]; 2,y € R}
Sejam Q(R) = F/N, dx a imagem de [xz] em F/N e o mapa d : R —
Qk(R),z — dx. Chamamos o R-mddulo Qi (R) de médulo das diferenciais de R sobre k
ed:R— Qx(R) é uma derivagao.
Tomando R como sendo o corpo de fungoes racionais sobre uma curva C a
construg¢ao acima produz o modulo das diferenciais sobre C, que serd denotado por Q(C).
Observacao 3.8. Se x1,...x, € R, entdo para todo F € k[X1,...,X,], temos

D(F(zy,...,2,)) = ZFXi(xl, @) D(x).

Portanto, se R = k[zy,...,x,], entdo Qx(R) € de fato gerado (como R-mddulo) pelas
diferenciais dxq, . .., dx,.

Lema 3.9. Se R ¢ um dominio de integridade com corpo de fracoes K e M € um espaco
vetorial sobre K, entao qualquer derivacao D : R — M se estende unicamente para uma
derivacio D : K — M.

Prova. Defina D : K — M da seguinte forma: D(z) = y~*(D(x) — 2D(y)) para todo

r/y=z¢€ K. E facil ver que D é bem definido e linear. De fato, temos

~ ~ X +x
D(21 T 22) _ D( 1Y2 2Y1
Y1Y2

= (192) (D192 + 2a11) — (21 + 22) D(1132))

=y ' D(x1) + 13 " D(w2) — 2197 2D (y1) — 295" D)
=y ' D(z1) =y ' 21D (1) + y5 ' D(22) — y5 22D (ys)
= D(z1) + D(2).

Observe que D é uma extensio de D, pois para = € R, temos D(%) =1"Y(D(x)-2D(1)) =

D(x) (note que D(1) = 0). Para a unicidade veja que se D’ é outra extensao de D, entdo

vale as seguintes equivaléncias:

z=ux/y= D'(2y) = D'(x)
& yD'(2) +2D'(y) = D'(x)
& yD'(2) +2D(y) = D(x)
D'(2) =y~ (D(x) — 2D(y))
& D'(2) = D(z).
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Falta mostrar que D é uma derivacao. Para isso veja que:

T1T2

D(212) = (y1y2) " (D(z122) — D(y192))
Y1Y2
1 1T
= — (21D(22) + 2D (w1) — —— (11 D(y) — y2D(y1)))
Y1Y2 Y1Y2
) 1T X1 1T
= —D(xq) — D + ——D(xy) — D
gt () T g, D) T Dlm) =g D)
X2

— (47 (D) — %D(ya)) + %(ygl(mm - %D(y»))

= 2,D(21) + 21D ().

O

Lema 3.10. Para qualquer R-modulo M e qualquer derivagao D : R — M, existe um
unico homomorfismo de R-mdédulo ¢ : Qi(R) — M tal que D(z) = @(dz) para todos
r € R.

Prova. Defina ¢’ : F — M por ¢'( Y- z;[yi]) = Y. 2:D(y;), entao ¢'(N) = 0, j& que os
geradores de N sao anulados por ¢’. Dal segue que ¢’ induz ¢ : Q(R) — M definida
da seguinte forma: (Y zdy;) = ¢' (> zilys]) = > 2;D(y;). Em particular, temos
p(dx) = D(x).

[

Proposicao 3.11. Seja K um corpo de fungoes algébricas em uma varidvel sobre k. Desse
modo, Qx(K) é um espago vetorial unidimensional sobre K. Ademais, se char(k) =0 e

r e K comx ¢k, entao dv é uma base para Qi (K) sobre K.

Prova. Pelo corolario da proposigao 12 em [FULTON 1969], pagina 78, podemos consid-
erar uma curva plana afim F € k[X,Y]. Seja R = k[X,Y]/(F) = k[z,y]; K = k(x,y).
Como F é irredutivel, podemos supor sem perda de generalidade que Fy # 0. Ja que Fy
possui grau menor que F'| temos que F'{ Fy, ou seja Fy (z,y) # 0 como classe de R. Por
outro lado, como F(z,y) = 0, temos que 0 = d(F(z,y)) = Fx(z,y)dz + Fy(x,y)dy. Em
contrapartida, visto que Fy(x,y) # 0, faz sentido escrever dy = —(?; Ei;’;)dx Portanto,
dx gera Qi (K), donde dimy (2% (K)) < 1.

Basta mostrar agora que € (K) # 0. Para isso, defina a seguinte derivagao D :

R — K, D(G) = Gx(z,y) —uGy(x,y), onde G é a imagem de G em R e u = —(FX(x’y)).

FY(xvy)
E ficil ver que D é uma derivacao e que D(z) = 1, donde D # 0. Pelo lema 3.9, existe

uma derivacio nao-nula D : K — K que é uma extensdo da anterior. Usando agora o
lema 3.10, sabemos que existe um homomorfismo de R-médulos ¢ : Q4 (K) — K, tal que
D(z) = ¢(dz), donde Q,(K) # 0. O

Note que na proposi¢ao 3.11 assumimos que Fy # 0 usando o fato de que F

é irredutivel. Com efeito, se Fy = Fy = 0, entao F' é constante (contradi¢ao, pois F é
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irredutivel) ou F' é uma combinacao linear de X? e Y? se char(k) = p # 0. Portanto,
F =5 a;XPYP = (3 a;; X'Y7)?, contrariando a irredutibilidade de F.

Observe que o resultado acima se aplica ao caso em que tomamos K como
o corpo de fungdes racionais sobre uma curva nao-singular C'. Portanto, 2;(C) é um
espago unidimensional sobre k(C'). Em particular, se char(k) = 0 e ¢t é um parametro
uniformizante na vizinhan¢a de um ponto P € C, entao t € k(C), t ¢ k. Dal para toda
fungao racional f € k(C), existe um tunico v € K tal que df = vdt. Podemos assim

d . ~
escrever v = d—{ e chamamos de derivada de f em relacao a t.

3.4 Divisores sobre uma curva

Um divisor sobre uma curva C' é uma combinacao linear formal: D = > ,_.npP, onde
np € Z paratodo P € C'e np = 0 para quase todo ponto P da curva, isto é, os coeficientes
sao nulos exceto por um nuimero finito de pontos. Desse modo, um divisor D sobre uma

curva C se escreve da seguinte forma:
D:nlpl—l—...—i—anr

Nesse caso, definimos o grau de D por deg(D) =nj + ...n,.
O conjunto dos divisores sobre uma curva pode ser munido com uma estrutura
: B ;L , L
de grupo. Sejam D = >, npP e D =3 , . npP dois divisores sobre uma curva C,

definimos a seguinte operacao:

D+ D = Z(np +n'p)P
peC

Note que esse grupo é um grupo abeliano livre, onde os geradores sao os pontos da curva
C'. Pela definigao da operagao nesse grupo ¢ facil ver que deg(D+D’) = deg(D)+deg(D’).

Se todos os coeficientes n, do divisor D sao nao-negativos, dizemos que D ¢
efetivo e escrevemos D > 0. Para D = Y npP um divisor, definimos np(D) := np e

assim o conjunto

supp(D) = {P € C' | np(D) # 0}

é chamado de suporte do divisor D. Denotaremos por D = 0 quando todos os coeficientes
n, forem nulos.
Podemos ainda munir o grupo dos divisores com a seguinte ordem parcial:
D < D" < np <np. Note que essa ordem nao ¢é total pois se fosse todos os elementos do
grupo dos divisores deveriam ser comparaveis, o que nem sempre é verdade, por exemplo,
D = P, e D' = P5 nao sao comparaveis. Denotaremos para os divisores D e D', D < D’
)

quando D < D' e D # D',
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3.4.1 Divisores principais de fungoes racionais

A préxima proposicao sera crucial para definicao de divisores principais.
Proposicao 3.12. Seja z uma funcao racional sobre uma variedade projetiva V. Entdao

o conjunto dos polos de z € um subconjunto algébrico de V.

Prova. Defina o conjunto I, = {F € k[Xy,...,X,] | Fz € T (V)} e seja S. o conjunto
dos polos de z. Vamos provar primeiramente que os pontos que nao estao definidos em z
sdo exatamente os pontos de V'(I,).

Escreveremos z = a/b, com a,b € I'y(V) formas de mesmo grau. Primeira-
mente observe que bz = a € I',(V'), donde b € I,. Seja agora P € V(J,). Entao F'(P) =0,
para todo polinomio F € k[X1,...,X,] com Fz € T',(V). Como b € J,, nés temos que
b(P) = 0. Logo, z ndo estd definido em P. Concluimos entao que V(I,) C S..

Demonstraremos agora que a inclusao contraria vale. Seja P € S,. Desse
modo, temos que a(P) # 0 e b(P) = 0. Para mostrar que P € V(I,), vamos mostrar que
para qualquer F' € I, temos F(P) = 0. Pela definicio de I, existe algum G € T',(V),
tal que Fz = G. Daf segue que Fa — Gb € I(V). Avaliando no ponto P, temos que
F(P)a(P)—G(P)b(P) = 0. Como b(P) = 0, temos que a(P)F(P) = 0. Ja que a(P) # 0,
segue que F(P) = 0. Provamos assim a inclusdo contraria e portanto V(I,) = S,.

Vamos provar agora que I, é homogéneo. Seja F' = ) " F;, onde F; é uma
forma em k[X7,...,X,] de grau i, com F € I,. Vamos mostrar que F; € I, para cada
3
mesmo grau, respectivamente. Desse modo, como F € I, existe G € k[X;,..., X,] tal

i €{0,...,m}. Escreva z = 2 onde @ e b sdo as imagens em I',(V) das formas a e b de
que aF = bG. Escrevamos também G = Z;’;O G, onde G; é uma forma em k[ X7, ..., X,]
de grau j. Note agora que aF —bG = Y_" (aF; —bG;) € I(V). Como I(V) é homogéneo,
aF; —bG; € I(V) para cada i € {0...,m}. Logo, Fiz = G; € T, (V), isto é, F; € I, para
cada i € {0,...,m}. Portanto, I, é um ideal homogéneo.

Note que I(V) estéa contido em I,. Com efeito, se F' € I(V), temos F = 0 em
[',(V) e portanto Fz = 0, donde F € I,. Desse modo, V(I.) C V(I(V)). Por outro lado,
como V' é uma variedade, V' = V(J) para algum ideal J. Logo, pelo Teorema dos zeros
de Hilbert: V(I(V)) = V(I(V(J))) = V(/J) = V(J) = V. Daf segue que V(L) C V,

como queriamos. O

Definiremos agora um divisor associado a uma funcao racional.
Defini¢ao 3.13. Se f € k(C), entao ) p. ordp(f)P € um divisor. Esse divisor ¢
chamado de divisor principal. Denominaremos esse divisor por div(f).

Se tomarmos V' = (' na proposi¢ao 3.12, onde C' é um conjunto algébrico
definido sobre uma curva, temos que o conjunto de polos de z € k(C) é finito. Analoga-
mente o conjunto dos polos de 1/z também e finito, donde o conjunto dos zeros de z

também é finito e portanto div(z) estd bem definido. Vamos agora a um exemplo simples
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de divisor principal.
Exemplo 3.14. Seja z € k(P'), definida por z(x) = 2. Pelo exemplo 3.5, temos
div(f)=1-[0] —1-[1].

Definimos a seguinte relacao de equivaléncia no grupo de todos os divisores:

dizemos que os divisores D; e Ds sdo linearmente equivalentes (escrevemos Dy ~ Ds) se
existe algum f € k(C) tal que Dy = Dy + div(f).
Observacao 3.15. Note que se Dy ~ D} e Dy ~ D), entao Dy + Dy ~ D} + D). Para
ver isso, note que se existem fi, fo € k(C) tal que Dy = D +div(f1) e Dy = Dy+div(fs),
entio tomando z = fifs, temos Dy + Dy = (D} + D}) + div(z). FEssa observagdio serd
importante para um exemplo que serd dado na subsegao 3.7.

Definigao 3.16. Para cada divisor D =3 . npP sobre C, definimos o conjunto:

L(D) :={f € k(C); ordp(f) > —np,VP € C}.

Proposicao 3.17. Se D é um divisor sobre a curva C, entao temos:
(i) L(D) é um espago vetorial sobre k.
(ii) Se D e D' sao linearmente equivalentes, entao L(D) e L(D') sdo isomorfos como
espagos vetoriais sobre k e deg(D) = deg(D’).
(11i) L(0) = k.
(iv) Se deg(D) < 0, entio L(D) = 0.
(v) Se D <0, entao L(D) = {0}.

Prova. (i) Sejam f,g € L(D) e ¢ € k. Entao, para qualquer ponto P € C, temos
ordp(f +¢) > min{ordp(f),ordp(g)} > —np(D) e ordp(cf) = ordp(c) +ordp(f) =
ordp(f) > —np(D). Logo, f + g e cf estdao em L(D) e portanto L(D) é um espago
vetorial sobre &.

(ii) Como D e D’ sao linearmente equivalentes, existe z € k(C') tal que D = D'+ div(z).
Defina agora a seguinte aplicagao linear ¢ : L(D) — L(D'), f — fz. E facil ver
que Y estd bem definida e é de fato uma aplicacao linear. Note que a imagem de
estd contida em L(D'), pois para f € L(D), temos ordp(fz) = ordp(f) +ordp(z) >
—np(D) 4+ ordp(z) = —np(D’). Defina agora a aplicacdo linear ¢’ : L(D') —
L(D), f ~ fz~!'. De maneira andloga, temos que a imagem de ¢ estd contida
em L(D). Como ¢ e ¢’ sdo inversas uma da outra, temos que L(D) e L(D') sao
isomorfos como espacos vetoriais sobre k. Para a segunda parte, basta notar que
para qualquer f € k(C), div(f) é um divisor de grau zero (ver [FULTON 1969],
proposigao 1, pagina 97).

(iii) Seja ¢ € k. Como div(c) = 0, temos que ¢ € L(0) e portanto k C L(0). Se ¢ € L(0),
entao div(c) > 0. Dai segue que ¢ nao possui pdlos, logo ¢ € k, donde L(0) = k.

(iv) Vamos provar a contrapositiva. Se [(D) > 0, entao existe alguma funcao racional f
em L(D), donde div(f) + D > 0. Denotando D' = D + div(f), temos D’ ~ D com
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deg(D’) > 0. Pelo item (II), temos que deg(D) > 0.
(v) Suponha que exista uma fungao racional nao-nula f € L(D). Entao div(f) > —D >

0, assim temos que f possui pelo menos um zero e nenhum polo, absurdo.

]

3.4.2 Divisores Canonicos

Podemos definir divisores associados a formas diferenciais. Para isso, definimos
a ordem de ordp(w) de uma diferencial ndo-nula w em P da seguinte forma: escolha
um parametro uniformizante ¢ em Op(C), com isso existe um tnico f € k(C) tal que
w = fdt. Desse modo, definimos ordp(w) := ordp(f). A préxima proposi¢ao garante que
essa definicao estd bem posta.
Proposicao 3.18. Suponha que t seja um parametro uniformizante em Op(F) com F

um polindmio irredutivel. Desse modo, se f € Op(F'), entao temos que ‘;—]; € Op(F).

Prova. Suponha que P = (0,0) seja um ponto nao-singular. Escolha N suficiente grande
tal que ordp(%) > —N e ordp(%) > —N. Entdo se f € klz,y], temos que 2—’; =
fx(z, y)‘é—f—l—f}/(m, y)%. Como fx(z,y), fy(z,y) € k, ambos tem ordem com valor positivo,
logo temos que ordp(f’) > —N.

Usando o fato provado no pardgrafo anterior, vamos mostrar que se f € Op(F),
entdo ordp(f’) > —N. Escrevemos f = g/h com g,h € klx,y] e h(P) # 0. Entao
calculando a sua derivada, temos que f' = h™2(hg’ — gh’). Visto que ordp(h’) > —N
e ordp(g’) > —N pelo pardgrafo anterior e ordp(h) = 0, ja que h(P) # 0, temos que
ordp(f’) > —N.

Seja agora f € Op(F). Pelo problema 2.30 em [FULTON 1969], pagina 23,
podemos escrever f = Y. o At' + tNg, onde \; € k e g € Op(F). Derivando, temos
que f'=> i\t + gNtV T + Vg, Como ordp(t) = 1, ordp();) = 0 e ordp(g’) > —N,

temos que cada termo pertence a Op(F), logo ' € Op(F') como querfamos. ]

Para verificar a boa defini¢ao de ordp(w), suponha que u seja outro parametro
uniformizante e fdt = gdu. Logo, f/g = % € Op(C) pela proposicao 3.18. Analoga-
mente, temos g/f € Op(C), donde ordp(f) = ordp(g). Agora definimos o divisor
div(w) = Y pecordp(w). Pela proposicao 8 em [FULTON 1969], pagina 107, essa nocao
de divisores associados a diferenciais esta bem definida.

Chamamos um divisor W de divisor canonico, se existe w € 2, tal que W =
div(w). Note que todos os divisores canonicos sao linearmente equivalentes entre si. Com
efeito, se W’ = div(w'), onde w’ é uma diferencial em €, entao existe f € k(C) tal que
W' = fw. Logo, W' = div(w') = div(f)+div(w) = div(f)+W e portanto W’ é linearmente

equivalente a W. Em particular dois divisores canonicos possuem o mesmo grau.
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3.4.3 Teorema de Riemann-Roch e aplicagoes

Denotaremos a dimensao do espago vetorial L(D) sobre o corpo k por [(D). O
proximo teorema relaciona o grau dos divisores com as suas dimensoes. Ele também nos
permite definir o conceito de género de uma curva.

Teorema 3.19. [Teorema de Riemann/: Existe uma constante g € Z dependendo de C
tal que (D) > deg(D) + 1 — g, para todos os divisores D de C.

Prova. Consultar FULTON 1969, pagina 101. ]

Definicao 3.20. O género de uma curva nao singular C' é o menor valor possivel da
constante g no teorema de Riemann.

Note que g é uma constante nao-negativa. Para ver isso basta fazer D = 0 no
teorema de Riemann.

Vamos enunciar agora um teorema fundamental na teoria de curvas algébricas:
Teorema 3.21. [Teorema de Riemann-Roch/: Seja W um divisor candnico sobre uma

curva nao-singular C', entao para qualquer divisor D,
(D) =deg(D)+1—g+ (W —D)

Prova. Consultar FULTON 1969, pagina 108. O

Corolario 3.22. Se D ¢é um divisor sobre uma curva nao-singular, entdo vale:
(i) Se W € um divisor canonico, entio (W) = g e deg(W) = 2g — 2.
(i1) Se deg(D) > 2g — 2, entao (D) = deg(D) + 1 — g.
(11i) Se deg(D) > 2g, entdo (D — P) =1(D) — 1.

Prova. (i) Fazendo D = 0, temos pelo teorema de Riemann-Roch [(0) = deg(0)+1—g+
[(W). Pela proposicao 3.17, temos que [(0) = 1, donde [(W) = g. Facaagora D =W
no teorema de Riemann-Roch. Desse modo, temos [(W) = deg(W) + 1 — g + {(0),
donde deg(W) = 29 — 2.

(ii) Se deg(D) > 2g — 2, entao usando o item anterior e a proposigao 3.17, temos [(W —
D) = 0. Logo, pelo pelo teorema de Riemann-Roch, temos {(D) = deg(D) + 1 — g.

(iii) Pelo item anterior, temos que (D — P) = deg(D) — g e (D) = deg(D) + 1 — g.
Subtraindo a primeira expressao da segunda, temos que (D — P) =1(D) — 1.

[

Em curvas algébricas, o teorema de Clifford é um resultado de W.K. Clifford
(1878), mostrando que podemos encontrar uma cota superior para a dimensao do espago
vetorial associado a certos tipos de divisores. Esse teorema sera necessario para provar a

proposicao 4.3.
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Teorema 3.23. [Teorema de Clifford] Se D é um divisor tal que [(D) > 0 e (W —D) > 0,

onde W € um divisor canonico, entao vale a sequinte desigualdade:
1
(D) < 3 deg(D) + 1

A igualdade vale se e somente se C' € uma curva hipereliptica.

Prova. Vamos provar primeiramente que a conclusao do teorema vale se existe algum
ponto P € C tal que [(D — P) = (D). Note que segue das hipdteses que deg(D) > 0.
Vamos provar o teorema por inducdo. Para o caso deg(D) = 0, temos I(D) =[(D—P) =0
pela proposicao 3.17 e portanto a desigualdade vale trivialmente. Suponha que o resultado
do teorema de Clifford vale para qualquer divisor com grau menor que n e seja D um
divisor de grau n satisfazendo as condigoes do teorema. Observe que D — P também
satisfaz essas condigoes. Com efeito, temos que (D — P) = (D) > 0 e pelo teorema de
Riemann-Roch [(W —(D—P)) = (W —-D)+1 > 0. Assim, pela hipdtese de indugao temos
que (D — P) < 2 deg(D—P)+1. Visto que [(D) = (D — P) e deg(D — P) = deg(D) — 1,

substituindo nessa desigualdade, temos que
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e assim o resultado do teorema de Clifford vale no caso que [(D — P) = [(D) para algum
ponto P € C.

Vamos provar agora o teorema de Clifford para o caso que (D — P) # (D)
para todo ponto P € C. Note que pela proposicao 3.17 se o teorema vale para algum
divisor D, ele também valera para qualquer divisor linearmente equivalente a D. Como
estamos supondo [(D) > 0 e (W — D) > 0, podemos considerar apenas o caso em que D
e W — D sao divisores efetivos.

Escolha g € L(D) tal que g ¢ L(D — P) para todos pontos P < W — D.
Desse modo, temos que a aplicagao linear ¢ : L(W — D)/L(0) — L(W)/L(D) definida
por ¢(f+ L(0)) = fg+ L(D) é injetiva. Dai segue que (W —D)—1 < g—1I(D). Usando

essa desigualdade e aplicando o teorema de Riemann-Roch temos que

I(D) = deg(D) + 1 — g + (W — D)
<deg(D)+1—g+(1+g-—1UD))
=deg(D)+2—-1(D)
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o que implica que (D) < £ deg(D) + 1, como querfamos.
Para a demonstragao da segunda parte do teorema consultar [HARTSHORNE
1977], pagina 344. m

3.4.4 Espagos vetoriais (D)

Seja D um divisor. Definimos Q(D) = {w € Q;div(w) > D}. Como Q(D) é
um subespago de 2, podemos denotar §(D) := dimy (D).

A proposicao que vird em seguida mostra que existe uma relacao entre os
espagos vetoriais L(D) e Q(D).
Proposicao 3.24. Se D é um divisor qualquer e W é um divisor canénico, entio §(D) =
(W — D).

Prova. Seja W um divisor canénico com W = div(w), para alguma diferencial w. Defina
a aplicagdo ¢ : L(W — D) — Q(D) por ¢(f) = fw. Note que ¢ é um isomorfismo e
portanto L(W — D) = Q(D). Dai segue que §(D) = I(W — D). O

Observacao 3.25. Pela proposicao 3.2/ e o teorema de Riemann-Roch temos que para
qualquer divisor D, vale
(D) =deg(D)+1—g+ (D).

Nas préximas secoes quando introduziremos a definicao de diferenciais de or-
dem superior iremos provar uma generalizacao da proposicao 3.24. O proximo lema serd
importante para provar a proposicao 3.27. Note que usaremos o fato de facil verificagao
que Q((29 —2)P) € Q((2g — 3)P) C ... C Q(2P) C Q(P).

Lema 3.26. Se n é um inteiro positivo e P um ponto de uma curva nao-singular, temos
a sequinte equivaléncia: 1+ 0(nP) = §((n —1)P) se e somente se existe w € (0) tal que

ordp(w) =n — 1.

Prova. Suponha que 6((n — 1)P) = 1+ §(nP). Como Q(nP) C Q((n — 1)P), existe
w € Q(n —1)P tal que w ¢ Q(nP). Portanto, div(w) > (n — 1)P e div(w) # nP. Segue
diretamente da primeira e da segunda desigualdade que ordp(w) > n —1 e ordp(w) < n
respectivamente. Logo, ordp(w) =n — 1.

Se existir w € Q(0) tal que ordp(w) = n — 1, entdo w € Q((n — 1)P) e
w ¢ Q(nP). Além disso, como Q(nP) C Q((n — 1)P), temos Q(nP) & Q((n — 1)P). Dai
segue a desigualdade estrita 6(nP) < 6((n — 1)P), donde 6(nP) + 1 < é((n — 1)P).

Vamos provar agora a desigualdade contraria. Pelo teorema de Riemann-Roch,
temos ((nP) =d(nP)+n+1—gel((n—1)P)=4d§((n—1)P)+ (n—1)+1—g. Usando
o fato que I((n — 1)P) < I(nP), obtemos §((n — 1)P) < §(nP) + 1. O

Proposicao 3.27. Para n inteiro positivo e P um ponto de uma curva nao-singular, vale:

[((n —1)P) =1l(nP) se e somente se eziste w € (0) tal que ordp(w) =n — 1.
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Prova. Pelo lema 3.26 note que existe w € 2(0) tal que ordp(w) =n — 1 se e somente se
d((n—1)P) =14 6(nP). Por outro lado, pelo teorema de Riemann-Roch, 6((n —1)P) =
1 4 0(nP) é equivalente a dizer que I((n — 1)P) = [(nP). Logo, l((n —1)P) = [(nP) se e

somente se existe w € Q(0) tal que ordp(w) =n — 1. O

O teorema 3.28 e a proposicao 3.29 formam os resultados mais tteis da secao
para os proximos capitulos. Iremos encontrar uma condicao suficiente para que as difer-
enciais de uma curva nao-singular sejam linearmente independentes além de encontrar
uma base para (0) que desempenhara um papel importante nos proximos capitulos.
Teorema 3.28. Se as diferenciais wy, . . .,w, € ) possuem ordens diferentes em um ponto

P de uma curva nao-singular, entao elas sao linearmente independentes.

Prova. Suponha ciw; + ...+ c,w, = 0, entdo ordp(ciwy + ... + ¢,w,) = 00 0 que implica
que min{ordp(ciwy), ..., ordp(cywy)} = co. Portanto, ¢; = ... =¢, =0 e wy,...,w, s80

linearmente independentes. O

Proposicao 3.29. Se I((l; — 1)P) = I(;P) para 1 < i < g, entdo existe uma base
wi, ..., wy para Q(0) tal que ordp(w;) = 1; — 1.

Prova. Pela proposicao 3.27, existem diferenciais wy,...,w, € (0) tal que ordpw; =
[;—1. Pelo teorema 3.28 essas diferenciais sao linearmente independentes. Pela proposigao
3.24 e coroldrio 3.22, temos que 6(0) = (W) = g, donde dim2(0) = g. Por questoes

dimensionais, segue que wy, ...,w, é base de €2(0). ]

3.5 Pontos de Weierstrass

Nesta secao definiremos pontos de Weierstrass para em seguida provar algumas
propriedades decorrentes dessa definicao. Fixamos um ponto P sobre uma curva nao-
singular C' e definiremos o conjunto L = {l; < ... < l,} das lacunas de Weierstrass de
P. Mostraremos que H := N — L é um semigrupo numérico, chamado de semigrupo de
Weierstrass.

Proposicao 3.30. Seja P um ponto sobre uma curva nao-singular C' de género g. Se
definimos N, = N,(P) = (rP), entdo temos 1 = Ny < Ny... < Nog_1 =g.

Prova. Como (r —1)P C rP para cada r € N, temos [(r — 1)P < [(rP) para cada r € N,
donde Ny < Nj... < Ny,_;. Pela proposigao 3.17, temos que [(0) = 1. Falta apenas

mostrar que Ny,_1 = g. Isso é feito aplicando o coroldrio 3.22 em [((2g — 1)P):

(29 —1)P) =deg((29 —1)P)+1—g
=29g—1+1—g
=g.
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Proposicao 3.31. N,_; # N, se e somente se existe f € k(C) tal que ordp(f) = —r e

P € o unico pdlo de f.

Prova. Suponha que N,_; # N,. Desse modo, por definigao, temos I((r — 1)P) # I(rP),
donde L((r — 1)P) # L(rP). Logo, L((r — 1)P) € L(rP). Assim, existe f € L(rP)
tal que f ¢ L((r — 1)P). Segue que ordp(f) > —r e ordp(f) < —(r —1) = —r + 1.
Consequentemente, ordp(f) = —r e P é o tnico pélo de f.

Por outro lado, se existe f € k(C) tal que ordp(f) = —r e P é o tinico pdlo de
f,entdao f € L(rP) e f ¢ L((r —1)P). Segue dai que L(rP) # L((r — 1)P). Portanto,
[(rP)#1((r—1)P), donde N,_1 # N,. O

Definicao 3.32. Se N,_1 = N,, entdao r é chamado de lacuna de Weierstrass. Note que
pela proposi¢do 3.30, temos exatamente g lacunas de Weierstrass e assim (ly,...,l;) €
chamada sequéncia de lacunas de Weierstrass. Um ponto P € C' ¢é dito ser um ponto de
Weierstrass se a sequéncia de lacunas de Weierstrass de C' em P € diferente de (1,...,g).
Observagao 3.33. Pela proposicao 3.29 note que existe uma base wy, ..., w, para Q(0)
tal que ordp(w;) =1, — 1 e (l,...,l;) é uma sequéncia de lacunas de Weierstrass.

Proposicao 3.34. H = N — {l;,...,l;} € um semigrupo numérico. Esse semigrupo €

chamado semigrupo de Weierstrass.

Prova. Basta mostrar que a operacao ¢ bem definida em H. Sejam r,s € H, entao
pela proposicao 3.31, existem f,g € k(C) tal que ordp(f) = —r e ordp(g) = —s, para
algum 7,s € N e 7, s sao os tnicos pdlos de f e g respectivamente. Desse modo, como
ordp(fg) = ordp(f) +ordp(g) = —r — s = —(r + s) e P é o unico polo de fg. Portanto,

temos que r + s € H e a proposicao esta provada. O

Observacao 3.35. Pela proposicao 3.34, podemos usar as ferramentas de semigrupos
numericos estudados no capitulo anterior no contexto de semigrupos de Weierstrass. Nos
prozimos capitulos utilizaremos resultados do capitulo anterior para estudar algumas pro-

priedades da curva C'.

3.6 Diferenciais de ordem superior

Para para cada nimero natural n, denotamos por €2 o espaco das diferenciais
de grau n sobre uma curva nao-singular C'. Formalmente 2" é o produto tensorial de n
fatores iguais a €2, pensado como espago vetorial sobre k(C'). Assim, um elemento de (2"
é da forma f(dt)®", onde f € k(C') é univocamente determinado pela a escolha de uma
parametro local t. Em particular podemos definir o divisor de uma diferencial de grau n
da mesma forma que definimos o divisor de uma diferencial de primeira ordem. Com isso

para cada divisor D sobre a curva, podemos definir

O"(D) = {\ € Q" | div()) > D}.
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Mais geralmente consideraremos a k-dlgebra @,,50Q2"(D). No caso que D =0
essa ¢ dita a algebra das diferenciais regulares sobre a curva C'. O teorema a seguir
caracteriza essa k-algebra.

Teorema 3.36. [Teorema de Max Noether| Seja C uma curva nao-singular, nao-hiperelipti-
ca com género g > 4 e {wi,...,w,} uma base de Q'(0). O mapa ¢ : k[X1,...,X,] —
D0 27(0), F = F(wy, ..., w,) € sobrejetivo.

Prova. A demonstracao desse resultado serda dada como consequéncia do capitulo 4. [

Observacgao 3.37. O resultado do teorema 3.28 vale para Q", n € N. Isto é, se tiver-
mos elementos em 2" com ordens diferentes em um ponto P, entdo esses elementos sao
linearmente independentes em Q.

A préxima proposicao sera tutil para o que serd feito no proximo capitulo.
Proposicao 3.38. Se D = min{div(w,_1),div(w,)} e F' € um divisor sobre a curva C,
entio a codimensdo de Q" (F—D)wy_1+Q" 1 (F—D)w, em Q"(F) € igual a dim Q"(F)—
2dim Q" Y (F — D) + dim Q" 2(F — 2D).

Prova. Defina o seguinte homomorfismo:

¢1: Q" 3F —2D) = Q" Y(F - D) x Q" Y(F - D)

T = (Twg, —Twy_1).

Vamos provar que ¢; ¢ bem definida. Para cada 7 € Q" 2(F — 2D), temos que div(r) >
F —2D. Dali segue que

div(twy) = div(1) + div(wy) > (F —2D)+ D =F — D

e analogamente div(—7w,_1) > F—D. Logo, (Tw,, —Tw,—1) € Q" Y(F—D)xQ" ' (F-D)
e portanto ¢ estda bem definida.

Vamos provar agora que o seguinte homomorfismo:
s - Q" Y(F — D) x Q" Y(F — D) — Q"(F)

(>‘a 77) = /\wg—l + 77(")9

é de fato bem-definido. Note para \,n € Q""'(F — D), temos
div(Awy_1) = div(\) + div(wg—1) > (F — D)+ D > F.

Analogamente, também vale div(Aw,) > F. Desse modo, A\w,_1+nw, € Q*(F) e portanto
9 estad bem definida.
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Vamos mostrar agora que a seguinte sequéncia é exata:
0= Q"3 F-2D) B Q" (F-D)x Q" YF-D)3QF) 8 Q"(F)/D — 0,

onde
D=Q"YF - D)w, 1 + Q" YF — D)w,

e @3 é epimorfismo canonico.

Como ¢; é claramente injetiva e ¢y é um epimorfismo, para provar que essa
sequéncia é exata, basta mostrar que Im(p1) = ker(yz). Se (Twy, —Twg—1) € Im(p1),
entao @o(Twy, —Twy—1) = (Twy)wg—1 + (—Twy—1)w, = 0, e assim (Twy, —Twy—1) € ker(ys).

Por outro lado, se (A, 1) € ker(ps), entdo @a(A, 1) = Aw,—1+nw, = 0 e portanto w%, = —L.

wg—1
Defina 7 := ﬁ = % Logo,
A U
) = (1 =70p-2) = { ()i (= (= ) = (0
9 9—1

e portanto (A, n) € Im(p1). Assim, ker(¢1) C Im(ps), donde Im(p2) = ker(py).

Como a sequéncia é exata, temos a seguinte igualdade:
— dim (Q"7*(F = 2D)) 4 2dim (" '(F — D)) — dim (Q"(F)) + dim (Q"(F))
— dim (Q”l(F — D)wy_1 + Q" HF — D)wg>

=0.
Consequentemente,

dim (Q*(F)) — dim (Q"—l(F — D)w, 1 + Q" HF — D)wg> = dim (Q"(F))
—2dim (Q""'(F — D)) + dim (Q"*(F — 2D)).

]

Teorema 3.39. Se D é um divisor qualquer e W é um divisor canénico, entdo dim Q™ (D) =
[(nW — D).

Prova. Suponha que W = div(w), onde w é uma diferencial sobre C'. Defina a aplicagao

@ : L(nW — D) — Q"(D), ¢(z) = zw™. Vamos provar primeiramente que ela esta bem
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definida, i.e, para z € L(nW — D), temos ¢(z) € Q*(D):

z€ L(nW — D) = div(z) +nW —D >0
= div(2w") = div(z) + ndiv(w) > D
= 2w" € Q"(D)

= ¢(z) € Q"(D).
Note que ¢ é uma aplicagao linear, pois se z1, 22 € L(nWW — D), entéo
©(z1+ 22) = (21 + 22)w" = 210" + 200" = (21) + ©(22).
Para a injetividade, veja que
p(z) =0 = 20"=0 = 2=0.

Para a sobrejetividade, suponha oy -+ -, € Q*(D). Se «; = fidt e w = gdt, onde os f;’s

e g sao fungoes racionais e ¢ é um parametro local, entao % € L(nW — D). Portanto,

g" g
m
Proposigao 3.40. Se n > 2, entio dimQ"(0) = (2n — 1)(g — 1).
Prova. Pelo teorema 3.39 e o corolario 3.22, temos
dim Q"(0) = l(nW)
=deg(nW)+1—g
=n(2g—2)+1—g
=(@2n—-1)(g—1)
m

3.7 Sistemas lineares

Seja D um divisor sobre uma curva e V' um subespago vetorial de L(D). O
conjunto de divisores {div(f)+ D|f € V'} é chamado de sistema linear associado a V. Se
V = L(D), entao o sistema linear é dito ser completo e denotaremos por |D)|.

Segue direto da defini¢do que o sistema linear completo |D| é exatamente o
conjunto de todos os divisores efetivos D’ sobre a curva tal que D ~ D',

Definicao 3.41. Seja S um sistema linear sobre uma curva C. Um ponto P € C' € um
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ponto de base de S se todo divisor D € S contém P. Um sistema linear S ¢é livre de
pontos de base se ele nao possui pontos de base.

Note que por vacuidade que se o sistema linear |D| é vazio, entao todo ponto

¢ um ponto de base. Mostraremos agora que a maioria dos sistemas lineares completos
sobre uma curva sao livres de pontos de base.
Exemplo 3.42. Todo divisor D de grau d > 0 sobre uma curva racional C tem um sistema
linear completo livre de pontos de base. Pelo coroldrio da proposi¢ao 4 em [FULTON
1969], pdgina 100, a curva C' é isomorfa a P'. Observe que se M e N sao dois pontos
quaisquer sobre P1, entdo M ~ N. Seque desse fato e da observacao 3.15 que para um
divisor qualquer de grau d, D' =n1Pi+...4+npPy ~niP+...+n,P = dP, onde P € um
ponto qualquer da curva. Desse modo, temos que todos os divisores de grau d estao no
mesmo sistema linear e nao possuem pontos em comum. Portanto, todo divisor de grau
positivo sobre uma curva racional possut um sistema linear livre de pontos de base.

Note que o que foi dito no exemplo acima nao é verdade se o sistema linear
nao for completo. Por exemplo, se tomarmos D = P, o sistema linear {P} formado
apenas pelo ponto P nao é livre de pontos de base, pois P é ponto base de { P}, embora
degD =1>0.

Seja D um divisor e V um subespago de L(D). Se fi,..., fr+1 ¢ uma base para
V', entdo a correspondéncia div(> N\ fi) + D +— (A1 : ... : A\.11) estabelece uma bijecao
entre o sistema linear S = {div(f) + D | f € V'} e o espaco projetivo P". Se deg(D) = n,
entao o sistema linear ¢ dito ser um g .

Podemos definir ainda divisores associados a aplicacoes regulares e sistemas
lineares sobre curvas. Se ¢ : C'— P", P — (fo(P) : fi(P) :...: fu(P)) é uma aplicacao
regular, defina o divisor D = —mindiv(f;). Assim —D < div(f;) para todo i e portanto
o conjunto V' de todas as combinagoes lineares das fungoes f; é um subespago linear de
L(D). Logo, o conjunto dos divisores |p| = {div(g)+ D | g € V'} forma um sistema linear
sobre C'. Iremos agora definir o conceito de curvas trigonais. Esse conceito sera usado no
ultimo capitulo da presente dissertacao.

Definigao 3.43. Dizemos que uma curva C € trigonal se existe um sistema linear g3
sobre C, i.e., existe uma aplicacao reqular ¢ : C — P! com imagem nao degenerada, onde

o divisor associado a essa aplicacdo possui grau 3.
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4 BASE MONOMIAL PARA O ESPACO DAS DIFERENCIAIS N-ESIMAS
REGULARES

Daqui por diante consideraremos o espago das diferenciais sobre um divisor
como sendo um espago vetorial sobre o corpo k. Fixe um ponto P em uma curva C' e
considere (ly,...,l;) a sua sequéncia de lacunas de Weierstrass. Mostramos no capitulo
anterior que existem diferenciais holomorfas wy, ..., w, em C' com ordp(w;) = I; — 1 que
formam uma base do espago Q!(0). Chamamos essa base de P-hermitiana. Daqui em
diante a curva C' é nao-singular, possui género g > 4 e nao ¢ hipereliptica. Dessa forma

podemos considerar o mergulho canonico de C' em P9~}

w:C =P Qr (w(Q):...:w,(Q))

A imagem desse mergulho é chamada de modelo canonico da curva C'. Doravante, iden-
tificaremos C' com seu modelo canénico. (Para maiores detalhes sobre os critérios para
que uma aplicagao regular seja um mergulho canonico, consultar [SANTOS 1999], pdgina
25). Com isso segue que C' é uma curva projetiva ndo-singular de grau 2g — 2 e os inteiros
li —1,...,l; — 1 se realizam como as multiplicidades de intersecao de C' com os hiper-
planos passando por P = (1 :0...:0). Mais geralmente, dado um hiperplano qualquer
H = > a;X;, temos que o divisor associado a diferencial w = > a;w; se realiza como

divisor de intersecao da curva C' com o hiperplano H. Em particular vale que
ordp(C' - H) = ordp(w) = 1; — 1,

onde j = min{i € {1,2,...,9} | a; # 0}.

Vamos definir agora o divisor de interseciao de um subespaco linear L em P91
com uma curva C. Para maiores detalhes, consultar [PIMENTEL 2000], pdgina 5.
Definicao 4.1. Definimos o divisor de intersecao de um subespaco linear L em P9~ com

uma curva C' por

C-L= Z min{ordg(C - H) | H € hiperplano e L C H} @
QeC

cujo suporte € igual a C N L. Além disso, definimos para cadat=0,1,...,9—2 o0 espago
osculador de dimensao i da curva C' no ponto P como a intersecao dos hiperplanos que
passam por P com ordem de contato maior ou iqual a l; 1o — 1.

Pela discussao acima o espaco osculador de dimensao ¢ da curva C' no ponto
P ¢ exatamente a intersegao dos hiperplanos coordenados X, 4o, ..., X ;. Em particular, o

divisor de interse¢ao de C' com o espago osculador (g — 3)-dimensional é o divisor efetivo
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D := min{div(w,_1), div(w,)}. Logo, podemos escrevé-lo da seguinte forma:
D=(y1—1)P+E 2)

onde F é um divisor efetivo e P nao pertence ao suporte de E (observe que se £ = 0,
entdo a curva C intersecta o espaco osculador apenas no ponto P). Em outras palavras,

o sistema linear
{div(aw, 1 + bwy) — (I,_1 —1)P — E/(a,b) € k* — (0,0)}

nao possui pontos de base. Para ver isso, seja () um ponto na curva C. Se ng(D) =
ordg(wy—1), tome um a € k nao-nulo e b = 0. Se ng(D) = ordg(w,), tome a = 0 e um
b € k nao-nulo. Em qualquer um dos casos construimos um divisor da familia acima nao
contendo o ponto () no seu suporte. Portanto, o sistema linear acima nao possui pontos
de base.
O lema seguinte serd necessario para provar a proposicao 4.3.

Lema 4.2. Com as notagées do capitulo anterior, temos que Q(D) = kw,_1 & kw,, em
particular dim Q(D) = 2.

Prova. Seja w € Q(D). Como D é um divisor efetivo, temos que w € £2(0). Pela ob-
servagao 3.33, podemos escrever w = ajw; + . ..+ agw,. Seja j o menor indice do conjunto
{i;1 <i<gea; #0}. Consequentemente, temos que ordp(w) = ordp(w;) =1; — 1. Por
outro lado, pela definicao de D, temos que ordp(w) > ;-1 — 1. Logo, temos que [; > [, 4
e portanto j > g — 1, donde w € kw,_1 ® kw,. A inclusao contraria é 6bvia, pela definicao

de D. O

Proposicao 4.3. O grau do divisor efetivo E satisfaz deg(E) < 2g —4 —1,_1. Em

particular, se ly_1 = 29 — 4, entao E € um divisor nulo.

Prova. Como consequéncia direta do lema 4.2, temos que dim Q(D) = 2. Por outro lado,

pela observacao 3.25, temos:
[(D)=deg(D)+1—g+2=deg(D)+3—g

Aplicando o teorema de Clifford a essa tultima igualdade, temos que deg(D) < 2g — 4.
Pela defini¢do de D, temos que deg(D) = l,_; — 1 + deg(£). Substituindo, temos que
deg(E) <29 —4—1,.1. O

A menos de mencao contraria, a partir de agora trataremos apenas o divisor D
no caso £ = 0. A hipdtese de que E é zero possui a seguinte interpretagao geométrica: o
espago osculador de dimensao g—3 de C' em P nao intersecta C' fora de P. Para encontrar
uma base para o espago 2*(D) precisaremos provar antes a seguinte igualdade:
Proposigao 4.4. Q*(D) = Q'(0)w,—1 + Q1(0)w,.
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Prova. Pela proposicao 3.38 coloque n =2 e F' = D, entao a codimensao de Q'(0)w,_1 +
Q'(0)w, em Q*(D) é igual a dimQ*(D) — 2dim Q'(0) + dim Q°(—D). Para provar a
proposi¢ao, basta mostrar que dim Q?(D) — 2dim Q!(0) + dim Q°(—D) = 0.

Note que pelo teorema 3.39, temos dim Q?(D) = [(2W — D) e portanto pelo

corolario 3.22, temos que

dim Q*(D) = [(2W — D)
=deg2W —D)+1—g+1(D—-W)
=2(29g—2)—deg(D)+1—g
=39 — 3 —deg(D).

Pelo lema 4.2, temos dim Q'(D) = 2. Consequentemente pelo teorema de Riemann-Roch

e o teorema 3.39, temos

dim Q°(—D) = (D)
=deg(D)+1—g+ (W — D)
= deg(D) + 1 — g + dim Q*(D)
=deg(D)+1—g+2
=deg(D)+3 —g.

Pelo teorema 3.39, dimQ(0) = (W), donde dim2(0) = g. Substituindo na expressao
dim Q?(D) — 2dim 2(0) + dim Q°(—D), temos que

dim Q*(D) — 2dim Q(0) + dim Q°(—D)
=39 —3—deg(D) —2g+deg(D)+3—g
=0

]

Observagao 4.5. Seque da proposicao 4.4 e proposi¢ao 3.29 que as diferenciais quadrdticas

requlares

geram o espago Q*(D).
Teorema 4.6. Ezistem inteirosty =1 <ty <...<t, < g—1, ondeu = 2g—3—deg(D),
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tal que as diferenciais quadrdticas requlares:

Wt Wg—15 -+ -y Wt Wg—1

Wilg, - - ., Welg

formam uma base para o espago Q*(D).

Prova. Pela observacao 3.37 as diferenciais quadraticas wiwy,...,wsw, sao linearmente
independentes. Como a dimensdo do espago Q*(D) é 3g — 3 — deg(D), em virtude da
observacao 4.5, podemos assim completar a base com 2g — 3 — deg(D) elementos do
subconjunto S = {wiwy_1, ..., Wy—1Wy—1}- O

Proposigao 4.7. dim Q?(0) = dim Q*(D) + deg(D)
Prova. Pelo teorema 3.39 e corolédrio 3.22, temos
dim Q2(0) = 1(2W)

= deg(2W) +1— g+ I(—W)
=2(29—-2)+1—g

=39 — 3.
Como dim Q?(D) = 3g — 3 — deg(D), entao dim Q?(0) = dim Q?(D) + deg(D). O
Teorema 4.8. Ewistem inteiros 1 =1, < ... <t, < g—1 enteirosr; es;, 2 <r; <

s;<g—2,ondej=1,...v,v=1_1—(9—1) eu=29—2—1,4, tal que a base de
O*(D):

Wi Wy - -+, Wi, Wg—1, W1Wg, - - - , Welg

adjuntada com os elementos
WIWT, -« oy WIWg—2, Wpy Wy s -« -, Wy W,

forma uma base para Q*(0).

Prova. Como deg(D) = l,_1 — 1, pela proposicao 4.7 e observacao 3.37 para obtermos
uma base de 2%(0), basta completar a base de Q*(D) com l,_; — 1 elementos com ordens
distintas dois a dois.

Pelo teorema 2.16 cada inteiro k, 0 < &k < [,_; — 2 é a ordem em P de uma
diferencial quadratica w,w,. Vamos provar que essas diferenciais nao pertencem a base de
0?(D). Para mostrar isso, note que o menor valor que as ordens dos elementos da base de
Q?(D) podem atingir é ordp(wiw,—1) = ordp(w;) + ordp(wy—1) = (1 — 1) + ([;-1 — 1) =
l4—1—1. Ja que as ordens dessas diferenciais w,, ws, nao podem ultrapassar o valor [;,_; —2,

entao essas diferenciais nao pertencem a base de Q?(D).
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Desses inteiros, remova os g — 2 inteiros 0,l; — 1,...,l,o — 1 que sao or-
dens em P das diferenciais wjwi,...,wiwy—2. Sobra assim as diferenciais quadraticas
Wy Wsy s - -+, Wy, Wy, Onde v = l,_1 —1—(9—2) =l;-1 — (g — 1), cujas ordens sao diferentes
entre si, sao diferentes das ordens de wyws,...,wiwy—2 € sao menores do que as ordens

dos elementos da base de Q*(D). Portanto, o conjunto formado por essas 3g — 3 difer-
enciais quadraticas ¢ um conjunto linearmente independente e por questoes dimensionais

constitui uma base de 9%(0). O

Para encontrar uma base para o espago £23(2D), introduziremos agora um certo
subespago W de Q3(2D).
Lema 4.9. O subespaco W C Q3(2D) definido por

W = Q*(D)w, 1 + Q*(D)w,

possui codimensdo igual a 1 em Q3(2D).

Prova. Fazendo n = 3 e F' = 2D na proposigao 3.38, temos que a codimensao de W
em Q3(2D) é dado por dim Q3(2D) — 2dim Q?(D) + dim 2!(0). Pela prova da proposicao
4.4, temos que dim Q?(D) = 3g — 3 — deg(D) e dim Q'(0) = g. Vamos descobrir agora a

dimensao de Q3(2D). Usando o teorema 3.39 e o corolario 3.22, temos que
dim Q*(2D) = I(3W — 2D)
=329 —2) —2deg(D) +1—g+1(2D —2W)
=59 — 5 —2deg(D)

Substituindo na codimensao de W em 23(2D), temos que

dim Q3(2D) — 2dim Q?(D) + dim Q'(0)
= (59 — 5 — 2deg(D)) — 2(3g — 3 — deg(D)) + g
= 1.

]

Proposicao 4.10. Ezistem inteirost; =1 <ty <...<t, < g—1, ondeu =29—2—1,_4,

tal que as diferenciais

2
wtlwgil’ . 7wtuw971
Wty Wg—1Wg, - -+, Wi, Wy —1Wg (3)
2 2
W1y, - - 5 Wy

formam uma base de W.



50

Prova. Pelo teorema 4.6, cada elemento p € W se escreve da seguinte forma:

u g u g
= ( E g, Wy Wg—1 + g blwlwg)wgl + < E C,Wi;Wg—1 + E dlwlwg)wg,
j=1 =1 j=1 =1

onde ay;, by, ¢y; e d; sao constantes. Portanto,

u u g
= Z atjwtng_l + Z(bti + C1; JwiWg— 1wy + Z bwmwg—1wy + Z dlwlwg

j=1 j=1 =1

onde m € {1,...,9} \ {t1,...,t.}. Note agora que como wy_1wy, € Q*(D), pelo teorema

4.6, podemos escrever

u g
E binWimWg—1Wy = g bmwg( E €Wy, Wg—1 + E flwlwg)
m m =1 =1

onde e; e f; sao constantes. Portanto, as diferenciais em (4.10) geram W. Além disso,
essas diferenciais sao linearmente independentes, pois suas ordens sao distintas dois a
dois. Como existem 59 — 2[,_; — 4 diferenciais em (4.10), se provarmos que dim W =
59 — 21,1 — 4, entao o resultado desejado estara provado. Pelo lema 4.9, a codimensao
de W em Q3(2D) é igual a 1, isto ¢, dim Q3(2D) — dim W = 1. Pela prova do lema 4.9,
temos que dim Q3(2D) = 59 — 5 — 2deg(D). Substituindo, temos

dim W = dim Q*(2D) — 1
= (bg —5—2deg(D)) — 1
=59 — 6 — 2deg(D)
=5g—6—2(l,_1 — 1)
=59 — 2l — 4.

Dai segue que as diferenciais em (4.10) sao de fato base de W. [

Demonstraremos agora alguns lemas necessarios para provar a proposicao 4.14.
Lema 4.11. Q*(2D — P) = Q*(D — P)w,_1 + Q*(D — P)w,.
Prova. Fazendo n = 3 e ' = 2D — P na proposicao 3.38, temos que a codimensao de
Q*(D — P)wy—1+Q*(D — P)w, em Q*(2D — P) é igual a dim Q*(2D — P) — 2dim Q*(D —
P) + dim Q'(—P). Portanto, para provar o lema, basta provar que dimQ?*(2D — P) —
2dim Q*(D — P) +dim Q' (—P) = 0.
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Pelo corolario 3.22 e o teorema 3.39, temos as trés igualdades:

dim Q*(2D — P) = (3W — 2D + P)
=3(29g—2) —2deg(D) +deg(P)+1—g
=5g —4 —2deg(D),

dim Q*(D — P) =I(2W — D + P)
=2(2g —2) —deg(D) +deg(P)+1—yg
=39 — 2 — deg(D),

dim Q' (=P) = [(W + P)
=29—2+deg(P)+1—g

Dai segue que
dim Q*(2D — P) — 2dim Q*(D — P) + dim Q'(-P) = 0.

]

Lema 4.12. Se X' € uma diferencial quadrdtica da forma N = w,w, cuja ordem em P €
ly—1 — 2, entio Q*(D — P) = Q*(D) & kX.

Prova. Se A € Q*(D) @ kN, entdao A é da forma A = \; + Ay, onde \; € Q*(D) e Ay € kN.
Analisando as ordens na base de Q%(D), temos que ordp(A;) > ordp(wiwy—1) = l;—1 — 1.
Por outro lado, temos ordp(As) = [,_1—2 e portanto ordp(A) = min{ordp(A;), ordp(A2)} =
ly—1 — 2. Desse modo, temos que A € Q*(D — P), donde Q*(D) @ kN C Q*(D — P). Como
dim(Q?(D — P) = dim(Q*(D) @ k)), o resultado segue. O

Lema 4.13. dim Q3(2D — P) = dim W + 2.
Prova. Pelo teorema 3.39 e o corolario 3.22, temos
dim Q*(2D — P) = [(3W — 2D + P)

=3(29 —2) —2deg(D) +deg(P)+1—g
=59 —4 — 2deg(D).

Como dim W = 5g — 6 — 2deg(D), temos dim Q*(2D — P) = dim W + 2. O
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Proposicao 4.14. Existem inteirost; =1 <ty < ... <t, < g—1, ondeu =29—2—1, 4,

tal que as diferenciais

wtlwgfl, PN ,wtuwgfl
Wt Wg—1Wg, .« - ., W, Wg—1Wg
2
wlwg, ... ,wgwg
A,

onde \ 1= w,wswy e a ordem de wyws em P € l,_y — 2, formam uma base de Q?’(QD).

Prova. Pelo lema 4.9, temos dim Q*(2D) — dim(W) =1 e dim Q*(2D) = 5g — 21,1 — 3.
Pela proposicao 4.10, existem inteiros t1 = 1 <ty < ... < t, < g — 1, onde

u =29 —2—1,1, tal que as 5g — 2l,_; — 4 diferenciais cubicas regulares:

2 2
thwg_17 .. ,Wtuwg_l
Wiy Wg—1Wg, -+ -, Wi, Wg—1Wg

2 2
Wiy, « -+ Wy,

onde u = 29 — 2 — Iy, formam uma base de W.

Agora queremos construir um elemento de Q*(2D)\ W. Pelo lema 4.11, temos
Q32D — P) = Q*(D — P)w,—1 + Q*(D — P)w,.

Pelo teorema 2.16, o inteiro [,y — 2 é a ordem em P de uma diferencial
quadratica ' da forma N = w,w,. Pelo lema 4.12, temos Q*(D — P) = Q*(D) ® k). Dai

segue que

Q*(2D — P) = (Q*(D) + kX)wy_1 + (*(D) + kX )w,
=W+ kNwy_1 + EXNw,

Pelo lema 4.13, temos dim 2*(2D—P) = dim W+2, portanto A = Nw, ¢ W. Computando

a ordem de A em P, temos

ordp(A) = ordp(Nwy)
= ordp(\) + ordp(w,)
=1 —2)+ (1, —1)
> Uy~ 2) + 1y )
=2(l;_1 —1).

Dai segue que A € Q3(2D).
Portanto, ja que dim Q3(2D) = dim W + 1, temos que adjuntando A a base de
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W obtemos uma base para o espago Q3(2D). O

Antes de encontrar uma base para Q3(D), precisaremos provar o seguinte lema.

Lema 4.15. dim Q3(0) — dim Q3(D) = dim Q*(D) — dim Q*(2D) =, — 1

Prova. Pelo coroléario 3.22 e o teorema 3.39, temos

dim Q3(0) = 1(3W)
=3(29—2)+1—g+1(-2W)
= 59 - 5a

dim Q*(D) = 1(3W — D)
=3(29 —2) —deg(D) +1— g+ (—2W + D)
=59 — 5 —deg(D).

Como deg(D) = l,_; — 1, o resultado segue para a primeira igualdade.

Ainda pelo corolério 3.22 e o teorema 3.39, temos

dim Q3(D) = 1(3W — D)
=3(29 —2) —deg(D) +1— g+ (—2W + D)
=59 — 5 — deg(D),

dim Q3(2D) = I(3W — 2D)
=329 —2) —2deg(D) +1— g+ I(—2W +2D)
=59 — 5 —2deg(D).

Como deg(D) =1,-1 — 1, o resultado segue para a segunda igualdade. O]

Encontraremos nas préximas proposicoes bases para Q3(D) e por fim Q3(0).
Proposicao 4.16. Existem inteiros r; e s;, 2<71; <s5; <g—2, onde j=1,...,v com
v=1,1—(9—1), tal que a base de Q*(2D) encontrada na proposi¢io 4.14 adjuntada
com as diferenciais:

WiWiWg—1, .. ., W1Wg—2Wg—1, Wr Ws, Wg—1, + + ., Wp, Ws,Wg—1

fornece uma base para o espago Q3(D).

Prova. Pelo teorema 4.8, existem inteiros r; e 5;, 2 <7r; <s; <g—2,onde j=1,...,v
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com v =l,_1 — (g — 1), tais que as [,_; — 1 diferenciais:

(Wiwn)wg—1, - - -, (Wig—2)wg—1, (Wr, W, Jwg-1, - - - 5 (Wr,Ws, Jwg—1

possuem ordens em P iguais a [,_; —1,...,2l,1 — 3. Logo, esses elementos pertencem
ao conjunto Q*(D) \ Q*(2D). Como dimQ*(D) — dimQ*(2D) = [,_; — 1, segue que
adjuntando essas novas diferenciais a base de 23(2D) obtemos uma base para Q3(D). O
Proposicao 4.17. Existem inteiros rj e s;, 2 <1; <s; <g—2, onde j=1,...,v com
v=1,_1—(9—1), tal que a base de Q*(D) encontrada na proposicao 4.16 adjuntada com
as diferenciais:

2 2
Wi, ., WiWg—2, WWp Wy y - v o WWp, W,
forma uma base para o espago Q3(0).

Prova. Pelo teorema 4.8, existem inteiros r; e 5;, 2 <7r; <s; <g—2,onde j=1,...,v

comv =1, 1 —(g—1), tal que as [,_; — 1 diferenciais:

wi(wiwr), . . ., wi(Wiwg—2), w1 (Wr W, ), - - -, w1 (Wr,Ws,)

possuem ordens em P iguais a 0,1,...,l,1 — 2. Logo, segue que essas diferenciais sao
linearmente independentes e pertencem ao conjunto 23(0)\ Q3(D). Pelo lema 4.15, temos
dim Q3(0) — dim Q3(D) = l,_; — 1. Portanto, adjuntando essas novas diferencias a base
de Q*(D) obtemos uma base para Q3(0). O

Os préximos dois lemas serao necessérios para encontrar uma base de Q™(0).

Lema 4.18. Se n > 3, entdo vale a sequinte iqualdade:
Q"((n—1)D) = Q" H(n—2)D)wy_1 + Q" ((n — 2)D)w,.

Prova. Primeiramente, ponha F' = (n — 1)D na proposi¢ao 3.38. Desse modo, temos
que a codimensao de Q" '((n — 2)D)w,—1 + Q" 1((n — 2)D)w, em Q"((n — 1)D) é igual
a dim Q"((n — 1)D) — 2(dim Q"' (n — 2)D) + dim Q" 2((n — 3)D). Para provar o lema
precisamos mostrar que essa codimensao é zero.

Pelo corolario 3.22 e o teorema 3.39, valem as trés igualdades:

dim Q" ((n = 1)D) = i(nW — (n = 1)D)
=n(29—2)— (n—1)deg(D) +1 —g,

dim Q"' ((n —2)D) = I((n — 1)W — (n — 2)D)
= (n—=1)(29 = 2) = (n—2)deg(D) +1 g,
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dim Q" %((n — 3)D) = I((n — 2)W — (n — 3)D)
=(n—2)29—2)— (n—3)deg(D)+1—g.

Substituindo, temos

dim Q"((n — 1)D) — 2(dim Q" *(n — 2)D) + dim Q" *((n — 3)D) = 0.

Lema 4.19. Sen > 4, entao vale a sequinte igualdade:

g

2((n—1)D) = Y D @D)uw; ],

Prova. Vamos provar por inducao. Se n = 4, entao a igualdade ¢é valida pelo lema 4.18.

Supondo que a igualdade é valida para n e usando o lema 4.18, temos

n—3 n—3
= () Q' @D)wy w1 + (Y Q2D e,
j=0 j=0
n—3 A n—3
= P@D)wy T wl + > P (2D)wy T wl
j=0 j=0
n—3 n—4
= P@D)wy T w) + 2Dy + Y Q¥2D)wy T wi T
7=0 7=0
n—2

Note que a tltima igualdade acima é obtida em razao do fato que > 77~ . 93(2D)w - witt

é subespago vetorial de Z?:{? 03(2D)w ;_12 ]wf_]. O

Todas as proposicoes anteriores culminam no seguinte teorema:
Teorema 4.20. Com as hipdteses e notagoes anteriores temos que para todo inteiron > 3

uma base monomial para o espago Q™(0) é dada por:

n—1-1 l n—2—I l . g
wy Wildy_1, Wy W Ws;Wo_1, t=1,...,9—2; 7=12,...v
MR k=1, n=2,1=0,...,n -2,
—1 1 : _
wtmwg_l wg,l:O,...,n—Q,m—l,...,u,

n—1
wwg T, t=1,...,9.
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Prova. Suponha n > 4, pelo lema 4.18, temos
Q"((n—1)D) = Q" H(n - 2)D)wy_1 + Q" ((n — 2)D)w,.

Além disso, pelo lema 4.19, temos

n—3
0" ((n—1)D) = > P(2D)w, 7wl
j=0

Substituindo pela base de Q3(2D) obtida na proposigao 4.14, concluimos que

o espago Q"((n — 1)D) é gerado pela unido das trés familias de diferenciais:

n—3—j, j . __
Awg g Cwy, J=0,...,n =3,
n—1-1, 1 . _
Wi, Wy Wy, L=0,...,m =2y m=1,...,u,
n—=3—j j+2 4 _ R
wiwy_y Cwy t=1,...,9; 7=0,...,n—=3.

Agora note que pelo teorema 4.6, podemos escrever

37
n ]w1+2 _

n—4-j j4+2
g1 o= Wiy W w

u g
= n—d-j j+2
= ( E apWy, We—1 + g biwiwg)w,—y W)
k=1 t=1

u g
o n—3—j j+2 n—4—j 4§43
= E apwy W,y "Wyt + E brww,—y Twi T
k=1 t=1
Dai, obsevando que o primeiro destes somatdrios esta no espaco gerado pela segunda
familia de diferenciais apresentadas acima, segue que podemos substituir a terceira familia
—4—F . . .
Z—l ]wf?’, t=1,...,9; 7 =0,...,n — 4, que ainda teremos um conjunto de
geradores para Q3(2D). Repetindo esssa substituigao “n — 3 — 57 vezes vemos que de fato

por wyw

a terceira familia pode ser substituida por wtw;_l, t=1,...,9. Com isso, concluimos que

as (2g —1—1,-1)n+1,_; — g diferenciais:

n—3—j, j . _
Awg_y Cwy, J=10,...,n =3,
n—1-1, 1 . .
Wi, Wy Wy, L=0,...,m =2y m=1,...,u,

n—1
wwy T, t=1,...,9
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geram o espaco Q"((n — 1)D). Pelo corolario 3.22 e o teorema 3.39, temos

dim Q"((n —1)D) = l(nW — (n —1)D)
=n(2g—2)—(n—1)deg(D)+1—g=
(29—~ (- Dl 1) 41— g
=2¢g—1—-1l,1)n+1l-1—g.

Entao as diferencias acima formam uma base para Q"((n — 1)D). As ordens em P das

seguintes diferenciais regulares:

n—1-—1 l
n—2—1 l
w1 Wr; Ws; Wy

sao iguais a l; — 1 + I(ly-y — 1) e I, + I, — 2+ [(ly—1 — 1) respectivamente, onde i =
1,...,9—2,7=1,...,vel =0,...,n—2. Desse modo, essas diferenciais estao no conjunto
Q"(0)\ Q"((n—1)D) e como pela proposicao 3.40, temos dim 2"(0) = (2n —1)(g — 1), as
diferenciais acima adjuntada com a base do espaco Q"((n — 1)D) formam uma base para
o espago Q2"(0). ]

Como dim Q'(D) = 2, [OLIVEIRA 1991] comenta que (D) = (l,-1 — (g —
1)) + deg(FE) + 1 pelo teorema de Riemann-Roch. Portanto, a hipdtese assumida pelos
autores em [STOHR 1988] de existéncia de um ponto P € C'tal que ly_1 =g—1e E=0
é equivalente a existéncia de um ponto P € C tal que k = L(D). Neste caso, temos
v=0¢eu=g— 1, logo a base nos teoremas 4.8 e 4.20 sdo obtidos em [STOHR 1988,
(teoremas (1.2) e (1.4)). Por outro lado, [OLIVEIRA 1991] também salienta que existem
curvas (chamadas curvas nao-classicas) que ndo admitem pontos com [,_; = g — 1 (c.f.
e.g [GARCIA 1986|, pagina 316), mas nao sabemos se existe uma curva com E # 0 para
todos os pontos de C.

Proposicao 4.21. Se o divisor E ndao € necessariamente nulo, entao o seu grau satisfaz:
deg(E) < (29— 2~ ly) — |{1 € L/l + 1,1 — 1, ¢ LY.
Se H ndo € simétrico, entao
deg(E) > {ne H/3<n <l;— 1,1}
Prova. Pelo teorema 4.6, as diferenciais quadraticas regulares:
Wi W1, - -+, Wi, Wg—1; W1Wg, - - . , Wgllg,

onde u =29 — 2 — [,_1 — deg(E), formam uma base para o espago Q*(D).
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Defina 7' = {l € L | l+1l,.1 -1, ¢ L} = {l;;, <L, <l < ...<
li,,}. Vamos provar primeiramente que (w;,wy—_1, ..., W;, wWy—1) N (Wiwg, . . .,wewy) = {0}.
Suponha que exista um elemento nao-nulo na intersecao. Desse modo, existem constantes
@iy -5y, b1y, bg tal que 22”21 Ay, Wi, Wg—1 = Zle bjw;wy. Computando as ordens em
P de ambos os lados, temos que ordp (- a;,wi,wy—1) = ordp(d 7, biw;w,), 0 que im-
plica que ordp(a;,w;wy—1) = ordp(bjw;w,), onde ¢t = min{k € {1,2,...,m} | a;, # 0}
ej =min{i € {1,2,...,9} | bi # 0}. Portanto, l;, + ;-1 —2 = [; + 1, — 2 e dal
li, + lg—1 — 1y = 1; € L, contradicao. Segue desse fato que as diferenciais quadraticas
Wiy Wg—1s -+ -, Wi, Wg—1, Wilg, - . ., Wew, sa0 linearmente independentes. Como a base de

QQ(D) possui u + g elementos, temos que u + g > m + g e portanto
u>m={lel|l+1l,_1—1,¢ L}
Assim, visto que u =29 — 2 — [, — deg(E), temos que
deg(E)<29g—2—-1l,1—|{leL|l+1,1—1,¢ L}
Pelo teorema 3.39 e o corolario 3.22, temos que

dim Q*((l,, — 1)P) = 12W — (I, — 1)P)
=2(29g—-2)—1l,1+14+1—g
=39 —2—1lg1.

Dai segue que
dim Q*((l,_; — 1)P) — dim Q*(D) = deg(E).

Assim como diferenciais linearmente independentes nao necessariamente possuem ordens

distintas, temos que
deg(E) > [{ordp(wiw;) | wiw; € Q*((ly-1 — 1)P)\ Q*(D)}]

Denomine o conjunto {ordp(w;w;) | wiw; € Q*((l;—1 —1)P) \ Q*(D)} acima de
M. Defina o conjunto S ={r e N|l[,_1+1 <r <lgr e L+L\{ly_1+l, ... lj-1+1,}}

e a seguinte aplicacao injetiva
a:S—-M

re—r—2

Vamos mostrar essa aplica¢ao estd bem definida, isto é, devemos ter a(S) C M.
Como H nao é simétrico, pelo teorema 2.16, para cada s € S, «(s) se realiza como

a ordem em P de uma diferencial quadratica. Pelo fato que a(s) > [,y — 1, temos



59

que a(s) corresponde a ordens de diferenciais quadraticas em Q*(D). Como s < [, e
s {ly—1+1lty, ..., ly—1 + 1, }, temos que a(s) nao se realiza como ordens de diferenciais
quadraticas da base de Q%(D) e portanto a(s) € M.

Como «a é uma aplicacao injetiva, temos a seguinte desigualdade:

[{ordp(wiw;) | wiw; € Q*((ly—1 — 1)P) \ Q*(D)}|
>NHreN|l+1<r<l,reL+L\{lj—1+1l,. ... l—1+1U}}

Por outro lado, podemos facilmente ver que

HreN|l,1+1<r<l,reLl+L\{lj—1+1l, . ly—1+1,}
>H{reN|l1+1<r<l,r—1,1 ¢ L}

Dai segue que
deg(E) > {reN|l1+1<r<lgr—1,1¢ L}

Ponhan =7 —1,_4. Como 1,2 € L, temos que

deg(E)>|{ne H|3<n<l,—1l,1}|

Proposicao 4.22. Sel, =29 — 2, entao £ =0 se e somente se l,_y = g — 1.

Prova. Como div(w,) é um divisor canonico, temos que seu grau é 2g — 2 e portanto
existe @ € C'\ {P} tal que div(wy) = (I; — 1)P + Q. Portanto, temos pela defini¢do de
D que deg(E) < 1. Se l,_1 # g — 1, entao pela proposic¢ao 2.11, I, — l,_; € H, donde
Hne H|3<n<l,—1l;.1}] > 1. Segue pela proposicao 4.21 que deg(E) = 1. Por outro
lado, se l[;_1 = g—1,entao 1,....,.g—1 € Lel{leL|l+1l,1—1,¢ L} =|{leL|
l—(g—1)¢ L} =g— 1. Pela primeira parte da proposi¢ao 4.21, deg(E) = 0. O
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5 O IDEAL CANONICO DE CURVAS NAO-TRIGONAIS

Como no capitulo 4, identificaremos a curva C' com sua imagem pelo mergulho
canonico (wy : ...:wy): C — P97 onde ordp(w;) =1; — 1, para cadai = 1,..., g e os in-
teiros [; sao as lacunas de Weierstrass em um ponto P da curva C'. Assim, consideraremos
C como uma curva projetiva nao-singular de género g > 4 e grau 2g — 2. Em particular,
o ideal I de C' ¢ formado pelos polindomios f € k[Xy,...,X,] tal que f(wy,...,w,;) =0
e é chamado de ideal canonico de C. Portanto, I é o niicleo do homomorfismo (gradu-
ado) de Noether ¢ : k[Xq,..., X,] = €D,5,"(0), F = F(w1,...,w,) e dal a dlgebra de
diferenciais se realiza como anel de Coordgnadas de C.

Pela proposicao 3.40, dim Q"(0) = (2n—1)(g—1) e como dim k[ X7, ..., X ], =
(”+Tgl_1), onde k[X1,...,X,], representa o espaco de polinémios homogéneos de grau n,
temos pelo teorema do nicleo e da imagem: dim I,, = ("*97") — (2n — 1)(g — 1), onde I,
¢ o espaco das formas de grau n em Xi,..., X, se anulando identicamente sobre a curva
C'. Pondo n = 2, temos que dim I, = (931) —3(g—1)=(9—2)(g—3)/2.

O teorema a seguir sera crucial para o que vem a seguir. Para maiores in-
formacoes consultar [ARBARELLO 1985],[SAINT-DONAT 1973] e [STOHR 1988].
Teorema 5.1. [Teorema de Petri] O ideal candnico I definido acima de uma curva C' ou
¢ gerado minimamente pelas formas quadrdticas ou pelas formas quadrdticas e ciubicas.
Além disso, incluir as cibicas s6 € necessario no caso que C' ou € trigonal ou uma quintica
plana. No caso trigonal a intersecao de todas as quddricas contendo C' é um scroll bidi-
mensional normal racional e no caso de uma quintica plana a intersecao de todas as
quddricas contendo C' é uma superficie de Veronese.

Pelo teorema de Max Noether, o espaco 2%(0) das diferenciais regulares quadra-
ticas é gerado pelos elementos wyw,, onde [, m € {1,2,...,g}. Certamente, pela minimal-
idade de ordem em P, wyw; estd na base, ja por questoes de maximalidade de ordem em P,
temos que wyw, também estd na base. Faltam, entao g — 2 elementos a serem selecionados

do conjunto de geradores w;w,, com [ > 1 e m < g, denotemos os selecionados por w,;w;

comje{l,....,g—2}e2<r;<s; <g—1,taisquel,, +1; <... <l ,+I, , e assim

Wi, ..., Wiy
Wy Wsy s v+ Wiy, Ws,_y (4)
Walg, -+ ., Welg

formam uma base para o espago Q2(0) das diferenciais regulares quadréticas.
Considere agora os elementos w,ws nao pertencentes a base de 2%(0), i.e.,

2<r<s<g-—1le(rs)#(rj,s;) para todos j € {1,...,g — 2}. Portanto escrevendo
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w,w, em funcao da base acima,

g g—2

g
WrWs = E QpgiW1W; + brsjwrjwsj + § Crsmwmwg

onde ays;, bysj, Crsm Sa0 constantes.

Note que a,s1 = a,52 = 0, pois
g g—2 g
OrdP(wrws) = OrdP( E QpsiW1W; + E bTSijijj + E Crsmwmwg) =
i=1 j=1 m=2
mln{arsiwlwh bTSjw'rijj7 Crsmwmwg}a

onde 1 <i<g,1<j<g—22<m<geordp(wws) > 2.

Desse modo, as formas quadraticas:

-2
Frs = XT’XS - zg: arsinXi - gz: bT‘SjXT‘jXSj - Xg: Crsznga (5)
=3 7j=1 m=2

onde2<r<s<g-—1le(r,s)#(r;,s;), paratodos j € {1,...,g—2} pertencem ao ideal
canonico I. Vamos provar que as (g —2)(g — 3)/2 formas quadréaticas F,, sdo linearmente
independentes.

Se Y dysFrs=0,0onde2<r <s<g-—1,(rs)#(rj,s;) e ds sdao constantes,
entao todos os d,.s sao nulos, pois os coeficientes d,.; aparecem como coeficientes isolados
nos termos X, X,, onde (r,s) # (r;,s;) e assim as (g —2)(g — 3)/2 formas quadraticas F,
sao linearmente independentes. Como mostramos acima que dim I, = (g — 2)(g — 3)/2,
temos que esses F,, formam uma base para I.

Se o divisor E = 0, pelo teorema 4.8, podemos fazer
Togl = to, ..., Tg_o =1y € Spp1 = ..., 82 =9 — 1.

Os possiveis conjuntos de lacunas de Weierstrass de uma quintica nao-singular
projetiva plana sao {1,2,3,6,7,11},{1,2,3,5,6,9},{1,2,3,4,5,1}, onde 6 < [ < 11. De
fato, seja P um ponto de uma quintica nao-singular plana e denote por ¢ seu niimero de
intersegcao com a sua reta tangente em P. Como o divisor de interse¢ao de uma conica com
uma quintica nao-singular plana é um divisor canonico, tomando conicas convenientes os
possiveis conjuntos de lacunas de Weierstrass em P sao os seguintes: {1,2,3,6,7,11} se
i=5,{1,2,3,5,6,9} sei=4¢{1,2,3,4,5,]},onde 6 <[ <1l,se i =2o0ui=3.

Para determinar os possiveis conjuntos de lacunas de Weierstrass de uma curva

trigonal, OLIVEIRA 1991 salienta que se P é um ponto ramificado no sistema trigonal
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com indice de ramificagdo e, entdo os autores [COPPENS 1985|, [COPPENS 1986] e

[KATO 1980] mostraram que os conjuntos possiveis de lacunas de Weierstrass em P sao
{1+ie/i=0,...,n}

{1+ie/i=0,...,m}U{2+ie/j=0,...,n},

onde m é um inteiro tal que (g —4)/3 <m < (g—2)/2en :=g—2—m (ver [STOHR
1992]). Por outro lado, se o ponto P nao é ramificado sobre o sistema trigonal, entao

[KIM 1990] mostrou que o possivel conjunto de lacunas de Weierstrass em P é
{1,2,...,a—1l,a+1+4+(s—g),...,s+ 1},

para inteiros a e s tais que g+ 1> a > [(s + 1)/2] + 1 (ver [STOHR 1992]).

Seja P um ponto da curva C' e seja L o conjunto das lacunas de Weierstrass
em P. Se l3 > 3, entao C' é uma curva trigonal, pois nesse caso o divisor D = 3P
determina um sistema linear na curva de grau 3 e dimensao 1. Agora suponha que ny = 4
e ngy = 5. Nesse caso temos {1,2,3,6,7} C L C {1,2,3,6,7,11}, pois o semigrupo gerado
por 4 e 5 contém todos os naturais n > 12 (veja a observacao 2.6). Além disso, temos
dim L(5P) = 3, pois

I(bP)=1(4P)+1=1(3P)+2=3

Portanto, o divisor 5P define um sistema linear livre de pontos de base g2, que no caso
L ={1,2,3,6,7,11} mergulha C' como uma quintica plana nao-singular. Por outro lado,
se L = {1,2,3,6,7}, entdao l; = 6 e assim temos que ordp(ws) = 5. Dai definindo
F = div(w,) — 5P, temos que deg(F') = 3 e pelo teorema de Riemann-Roch dim L(F) = 2.
Portanto, F' define um sistema linear livre de pontos de base g3, i.e., C' é uma curva
trigonal.
Teorema 5.2. Sels = 3 e L difere dos conjuntos {1,...,9—1,2g—1},{1,...,9—1,29—2}
e{l,...,9—2,2g — 4,29 — 3}. Se existe uma base para o espago Q2*(0) da forma em (5)
com apenas um elemento com ordem I, — 1 em P para cada 3 < k < g, entao:

(1) C é nao trigonal

(i1) Se L também difere do conjunto {1,2,3,6,7,11}, entao o ideal canénico é minima-

mente gerado pelas formas quadrdticas F,.

Prova. Se L = {1,2,3,6,7,11}, sabemos que C' é isomorfo a uma quintica plana nao-
singular. Em particular C' nao é trigonal. N6s podemos assumir que L # {1,2,3,6,7,11}.
Segue dos teoremas 2.14 e 2.18 que para cada 3 < k < g existem inteiros ig, jr € {2, ..., k—
1} tal que Iy + 1 =1;, +1;,. Portanto, l;, +;, — 2 é a ordem em P da diferencial regular
quadrética w;,wj,. Observe que a hipétese de que na base em (5) existe apenas um

elemento de ordem [, — 1 garante que (i, ji) # (7, ;) para todo j =1,...,g—2. Assim,
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considerando a forma quadrética Fj, j,, como em (5), temos a;,j,x # 0 € a;, .- = 0 para
cada r < k.

Vamos considerar agora uma reta [ : P! — P9~! passando por P. Suponha que
= 0 para todos 3 < k < g. Como P=(1:0...:0),
podemos escrever [((s: t)) = (s+tq : tqa: ... : tqy), onde (q1 : ... : q,) € P91, Portanto,

[(P') esté contida nas quadricas Fj, j,

substituindo na quadrica Fj_ ; , temos

g—2 g
£q;,q5, = ai,5,4(5 + tar1)tgy + Z biyjynt>Qr, Gs, + Z Ciyjgml Gmdy,
n=1 m=2

para todo (s : t) € P!. Portanto, o coeficiente do monomio ts é igual a zero, e assim

qy = 0, ja que a;,; 4 # 0.

Da mesma maneira, substituindo nas quadricas F;, ;, com k assumindo suces-

kJk
sivamente os valores g — 1,9 —2,...,3, vemos que g, = ¢g—1 = gg—2 = ... = g3 = 0. Além
disso, para k = 3, temos i3 = j3 = 2, pois l3 + 1 =4 = [ + [, e nesse caso a quadrica Fh
aplicado a um ponto genérico da reta [(P!) se reduz a t?q> = 0, logo g = 0. Portanto,
[(P') = {P} e ndo existe uma reta contida na intersegao de todas as quddricas " F.s = 0.
Dessa forma, pelo teorema de Petri a curva é nao-trigonal.

Mais geralmente, para cada k € {3,...,g} o espago tangente de Fj ; = 0 em

kJk
P ¢é dado pela equacao an:k @, j,mXm = 0, onde a;,j,m 7# 0. Como estes g — 2 espagos
tangentes sao linearmente independentes, a dimensao da intersecao ¢ unidimensional.
Portanto, a intersecao de todas as quadricas ”F,; = 0” nao é uma superficie, pois a
dimensao do espaco tangente a essa intersecao em P é menor ou igual que 1. Assim,
novamente pelo teorema de Petri, o ideal canonico é gerado pelas formas quadraticas F,

ja que formam uma base para o espaco I, de relacoes quadraticas. O

Corolario 5.3. Se l3 = 3 e L difere dos conjuntos {1,...,9g — 1,29 — 1}, {1,...,9 —
1,29 —2} e{1,...,9— 2,29 — 4,29 — 3}. Se |2L| = 39 — 3, entdo

(i) C € nao-trigonal

(i) Se L difere também do conjunto {1,2,3,6,7,11}, entdo o ideal candnico é minima-

mente gerado pelas formas quadraticas F.
Prova. Como |2L| = 3g—3, podemos tomar a base em (5) com ordens distintas em P. [

Segue do corolario 5.3 e das proposicoes 2.21 e 2.22 que os semigrupos simétricos
possiveis de curvas trigonais sao apenas N\{1,...,g—1,2g—1} e os simétricos com I3 > 3.
Corolario 5.4. Se l3 = 3 e L difere dos conjuntos {1,...,9 — 1,29 — 1}, {1,...,9 —
1,29 -2} e{l,...,9—2,2g —4,2g—3}. SeE=0el;,—1l,1+1¢&{ls....1l;,}, onde
to, ..., t, sao definidos no teorema 4.6, entao
1. C nao € trigonal.

2. Se L também difere do conjunto {1,2,3,6,7,11}, entdo o ideal candonico é minima-



64

mente gerado pelas formas quadrdticas F,.

Prova. Como E=0el,— 1,1+ 1¢ {lsy,...,l,}, pelo teorema 4.8 temos uma base do

espaco 9%(0) satisfazendo as condigoes do teorema. ]
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6 CONCLUSAO

O presente trabalho foi um estudo sobre ideais canonicos de curvas nao trigo-
nais e certos critérios de nao-trigonalidade. Para isso, o segundo capitulo me foi exigido o
aprendizado de técnicas muito utilizadas em semigrupos numéricos, essas técnicas geral-
mente eram de teor aritmético. No terceiro capitulo desenvolvi algumas definicoes e
teoremas classicos em curvas algébricas. Nos capitulos subsequentes, utilizei dessas ferra-
mentas para obter os resultados principais.

Por fim, esse estudo me permitiu conhecer mais a fundo problemas relacionados
com certas familias de curvas e seus trigonais candnicos. O contato com outros artigos
sobre o assunto, também me ofereceu uma visao mais ampla dos principais problemas
ligados a esse tépico. Além disso, esse trabalho contribuiu muito com a minha maturidade
enquanto estudante de Matematica e ajudou a aperfeicoar o meu modo de escrever em

Matematica.
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