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Resumo

Neste trabalho solucionamos a equacao de campo de Einstein em D dimensoes para
uma distribuicao de matéria esfericamente simétrica em um espago com constante cos-
molégica dependente da posicao. Particularizamos a solucao encontrada para o caso de
n (D — 2)-branas anisotrépicas concéntricas com massas, raios e pressoes arbitrarias com
diferentes constantes cosmoldgicas entre elas. Mostramos como a diferenca entre as cons-
tantes cosmoldgicas contribui para a massa efetiva de cada brana, e também como a
equacao de estado de cada brana influencia na sua dinamica, que pode ser dividida em
eras de acordo com a matéria dominante. Esse cenario pode ser utilizado para modelar o
universo no caso D = 5, que apresenta uma fenomenologia mais rica que os modelos de
branas planas. A evolucao de cada brana foi estudada, e as equagoes de estado para a
pressao anisotropica, que removem as divergéncias, foram encontradas. Uma analise da
equacao de movimento nos permitiu a construcao de um modelo de universo oscilante.
Através de um ”cutoff’na densidade propomos um modelo de Big Bang nao singular de
baixa entropia, compativel com os dados observacionais. Neste modelo obtemos o valor
da entropia, da massa e da aceleracao iniciais em termos da densidade maxima.



Abstract

The general solution of Einstein’s gravity equation in D dimensions for an anisotropic
and spherically symmetric matter distribution is calculated in a bulk with position de-
pendent cosmological constant. Results for n anisotropic concentric (D — 2)—branes with
arbitrary mass, radius and pressure with different cosmological constant between branes
are found. It is shown how the difference between the cosmological constant contributes
to the effective mass of each brane, and it is also shown that the equation of state for
each brane influences the dynamics of branes, which can be divided into eras according to
the dominant matter. This scenario can be used to model the universe in the D=5 case,
which may presents a phenomenology richer than the current models. The evolution law
of the branes is studied, and the anisotropic pressure that remove divergences is found.
An analyze of the equation of motion allowed us to build an oscillating universe model.
By an introduction of a cutoff in the density we propose a low-entropy nonsingular Big
Bang model, which is consistent with the observational data. In this model we obtain
the initial value of entropy, mass and acceleration of universe in terms of the maximum
density.
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Notacao

Indices latinos em mintusculos, como i, 7, k por exemplo, variam sobre as 3 coordenadas

espaciais, usualmente, 1,2, 3 ou z, v, 2.

Indices gregos como u, v, A,k por exemplo correm sobre os 4 indices de um sistema

de coordenadas gerais.

Indices latinos em maitsculo, com M, N, L por exemplo, variam sobre todas as coor-

denadas de um espago-tempo D-dimensional.

A métrica em um sistema de coordenadas inercial é a de Minkowski representada por

Nap cuja diagonal é —1,+1, +1, +1.

Estamos adotando a convengao de virgula para a derivada ordinéria, V% = 0V, e

ponto e virgula para a derivada co-variante, V*, = D, V#.
Tri-vetores cartesianos sao representados com uma seta em cima.

Sera adotada a convencao de Einstein da soma, ou seja, indices repetidos indicam

uma soma implicita.

A velocidade da luz bem como a constante de Planck e a de Boltzmann sao tomadas

como a unidade.
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INTRODUCAO

Observando a incompatibilidade entre a mecanica relativistica e a gravitacao newto-
niana, Finstein percebeu a necessidade de uma nova teoria da gravitagao que respeitasse
a causalidade. Em 1915 esta teoria foi apresentada a comunidade e ficou conhecida como
relatividade geral, pois além da gravidade essa teoria contemplava os observadores nao-
inerciais ( em contraposigao a relatividade restrita). Apesar da nao-linearidade da teoria,
em 1916 Schwarzschild [1] encontrou a primeira solugdo exata, que s6 pode ser obtida
dessa forma devido ao alto grau de simetria do problema abordado. Esse problema con-
siste em encontrar o efeito gravitacional de uma distribuicao de matéria pontual estatica.
Por possuir simetria esférica as equagoes de campo se tornam mais simples, pois nos per-
mite reduzir o nimero de variaveis. Essa solucao é a utilizada para os testes classicos
da teoria, como a precessao do periélio de mercurio e o desvio da luz proximo ao sol.
Apesar do sucesso da solugao de Schwarzschild, um aspecto dela nao agradou a Einstein,
a possibilidade de haver buracos negros. Corpos tao densos que a velocidade de escape
seria maior que a da luz. Apesar do desagrado do criador da teoria, esse cenario fascinou
os fisicos e gerou uma série de estudos sobre as consequéncias desse fato. A sequéncia de
trabalhos sobre essa solugao culminaram no trabalho de Hawking de 1975, que indica que
fenomenos quanticos nas proximidades do horizonte fazem o buraco negro evaporar e se
extinguir completamente [2]. O que mostrou que os buracos negros nao sao tao negros

quanto se pensava, mas emanam radiacao da mesma forma que um corpo aquecido.

Pouco tempo depois de elaborar a teoria da gravidade, Einstein percebeu que poderia
aplica-la para estudar o universo como um todo. Porém os resultados obtidos por ele nao
eram compativeis com a ideia de universo que ele tinha em mente. Einstein acreditava que
o universo deveria ser estatico, enquanto sua teoria dizia que ele deveria ser dinamico,
devido a auséncia de gravidade repulsiva que o estabilizasse. Foi entao que em 1917
ele alterou a equagao de campo original para satisfazer o seu cenario mental de como
deveria ser o universo. O termo acrescentado na equacao de campo ficou conhecido
como constante cosmoldgica pois s6 tinha relevancia em escalas cosmolégicas ( apesar
de Einstein ter tentado aplica-la para a estrutura mecanica das particulas elementares

[3]). Apesar da solugao de Friedmann-Robertson-Walker para um universo dinamico e a
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comprovagao observacional de Hubble [4], e posteriormente de Penzias e Wilson [5], tornar
o universo estatico de Einstein desacreditado, a constante cosmoldgica sobreviveu devido
a expansao acelerada do universo, observada em 1998. Utilizando a equacao de Einstein
modificada, em 1918, Kottler obteve a solugao do problema de Schwarzschild com o termos
de constante cosmoldgica [6]. Essa solugdo mostrou que ainda havia um horizonte mas
com correcoes devido a constante cosmoldgica. Mostrou também que, dependendo do
valor dessa constante, um novo horizonte aparecia, que é uma correcao do horizonte de

de Sitter.

Um estudo mais detalhado da solugao cosmolégica de Friedmann-Robertson-Walker
com as observagoes de Hubble, indica que o universo esta em expansao. Dessa observacao
concluiu-se que ele deveria ser mais denso e quente no passado, culminando no Big Bang,
um estado inicial com densidade e temperatura divergentes. Apesar do sucesso desse mo-
delo em descrever a nucleossintese primordial e a radiacao césmica de fundo, observada
por Pensias e Wilson, algumas questoes se mantiveram sem resposta. Entre os problemas
do modelo padrao cosmoldgico os principais sao o problema da energia escura e da matéria
escura, que tem norteado iniimeras linhas de pesquisa. O problema da matéria escura é
um problema de dinamica em escala galdctica, pois a velocidade de rotagao dos corpos
na periferia de uma galdxia (halo) é incompativel com a atragao gravitacional da matéria
visivel nessa galaxia, o que pode ser interpretado como interacao gravitacional com uma
matéria ndo visivel (escura). E o problema da energia escura esté relacionado com a taxa
de expansao do universo, que se acreditava estar desacelerando devido a atragao gravita-
cional entre a matéria visivel. Mas as observacoes de supernovas indicam que essa taxa
estd aumentando, o que gera a necessidade de uma energia que gravite repulsivamente,
como a constante cosmolégica [7]. Apesar do modelo de universo com o inicio em um
Big Bang ter se tornado o modelo padrao cosmolégico ele deve ser visto apenas como
uma extrapolagao de teoria da relatividade geral fora do seu dominio de validade, ja que
densidade e temperatura infinitas ndo pode ser uma resposta fisica aceitavel (nenhum ins-
trumento pode dar essa leitura). Aceitando esse estado inicial se destr6i completamente
uma descricao racional do universo, ja que a finalidade de qualquer equagao é propagar
as condigoes iniciais (problema de Cauchy) para determinar os valores dos observéveis
fisicos em qualquer ponto do espaco-tempo. De modo que é necessario que as condigoes
do inicio do universo sejam finitas para que a evolucao possa nos responder porque as
caracteristicas fisicas tem os valores que observamos. Vemos, entao, a necessidade de um

modelo de Big Bang nao singular, e essa é uma das questoes abordadas por este trabalho.

Os primeiros modelos de universo com dimensoes extras remetem ao modelo de
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Kaluza-Klein, na tentativa de unificar a gravidade e o eletromagnetismo [8, 9]. Pos-
teriormente, com o objetivo de unificar toda a fisica, a teoria das cordas fortaleceu os
modelos com dimensoes extras. Isso se deve ao fato que a teoria das supercordas exige 10
dimensoes para ser coerente, e possui solucoes de branas com qualquer dimensao menor
que 10. Posteriormente surgiu o modelo de Randall-Sundrum com o intuito de solucionar
o problema da hierarquia ( que é explicar porqué a gravidade é tao fraca) [10, 11]. Esse
modelos descrevem o universo como uma superficie mergulhada em um espago-tempo
hiper-dimensional. Apesar do modelo padrao cosmolégico nao determinar topologia do
universo, a maioria dos modelos de branas se restringem a um universo plano. Devido a
simplicidade dessa geometria ela nao é capaz de alterar a dinamica global do universo, e
por isso nao pode ser aplicada ao problema da energia escura e a singularidade inicial.
Apesar dos primeiros estudos que descrevem o universo como uma esfera remeterem a
década de 80 [12, 13, 14], os modelos de branas esféricas se mostraram fenomenologica-
mente muito ricos na década passada [15, 16, 17, 18]. Além de serem compativeis com os
dados observacionais [19, 20, 21|, esses modelos fornecem uma explicagdo para o afasta-
mento isotropico das galdxias (expansao isotrdpica), para a existéncia de um referencial
preferencial e para a existéncia de um tempo césmico global (tempo gaussiano). Eles
mostraram como a introducao de diferentes constantes cosmolégicas entre as branas pode
alterar a dinamica cosmolégica, de modo a torné-la compativel com a dinamica observada
[22, 23] sem a introdugao da energia escura [24]. Neste trabalho estamos interessados em
generalizar esses modelos para multiplas branas esféricas concéntricas [15], mas permi-
tindo uma pressao anisotropica na dire¢cao normal a brana. A interacao com as outras
branas pode alterar a dinamica global do universo e, através de flutuagoes na simetria
esférica, acreditamos ser possivel abordar o problema da matéria escura. Como a gravi-
dade é geométrica, a matéria de uma brana pode interagir com a da outra ( nao visivel
para um observador na brana). Apesar do modelo com mais de uma brana possuir um
ponto preferencial do ponto de vista do espago hiper-dimensional, a geometria esférica é
fenomenologicamente mais interessante que a plana e pode facilmente incorporar as sime-
trias observadas.

Esse trabalho estd organizado da seguinte forma:

No capitulo 1 iremos fazer uma revisao sobre as solucoes esfericamente simétricas
em quatro dimensoes. Primeiramente iremos utilizar a simetria para simplificarmos o
elemento de linha sem perda de generalidade, reduzindo assim o ntimero de variaveis. Em
seguida iremos calcular as componentes nao-nulas do tensor de Einstein com tal simetria,

para podermos abordar problemas mais especificos através da fixacao do tensor momento-
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energia. Com as equacgoes obtidas iremos abordar o problema de Schwarzschild e suas
consequencias, como o surgimento do horizonte, que serd estudado através de diagramas de
espaco-tempo. Posteriormente iremos abordar o problema de Kottler através da inclusao
do termo cosmolégico na equacao de campo e os seus horizontes. Finalmente iremos
abordar o problema de Reissner-Nordstrgm, que consiste em um corpo esfericamente
simétrico carregado. estudaremos os horizontes dessa solucao através de diagramas de

espaco-tempo.

No capitulo 2 faremos uma breve introducao a fisica de dimensoes extras. Iremos
mostrar os mais proeminentes cendarios e que problemas eles abordaram. Apesar dos
diversos cenarios, nos concentraremos principalmente no modelo de Randall-Sundrum por
ter se tornado um paradigma na fisica de dimensoes extras e ter mostrado a viabilidade

dos cendrios de mundo-brana ( ideia que estd no cerne desta tese).

No capitulo 3 vamos aplicar a equagao de Einstein para problemas esfericamente
simétricos em D dimensoes a fim de construir um modelo de universo-brana esférico
[25]. Para isso iremos calcular as componentes independentes do tensor de Einstein para
solucionarmos a equagao de campo para n (D — 2)-branas esféricas concéntricas ani-
sotropicas. Neste cendrio iremos colocar diferentes constantes cosmoldgicas entre essas
branas de modo a alterar a dinamica global de cada brana, que sera estudada através
da conservacao do tensor momento-energia. Estudaremos como essa lei de evolugao for-
nece duas possiveis equagoes de estado para a pressao anisotrépica. Finalmente iremos
fazer uma reducao dimensional para obtermos a métrica medida por observadores sobre

as branas, bem como a cosmologia observada por eles.

No capitulo 4 estudaremos a equacao de evolucao das branas obtidas no capitulo
anterior no caso em que a equacao de estado para a pressao radial da brana é do tipo
constante cosmoldgica. Estudaremos em que condigoes esse tipo de brana pode descrever
diferentes universos, como oscilante, em expansao eterna ou em colapso, com o intuito de
obtermos os parametros que nos permitam distingui-los. Na condicao de colapso estuda-
remos a evaporagao do buraco negro formado, através de radiacao Hawking, em fungao
da dimensionalidade e da constante cosmoldgica. Nesse contexto, cogitamos a existéncia
de um modelo de Big Bang nao singular de baixa entropia como consequéncia natu-
ral do processo de evaporacgao. Para realizarmos esse modelo introduzimos um “cutoft”
semi-cléssico na densidade. Neste caso estudaremos a existéncia de um estado emergente

(inicial para os observadores sobre a brana) compativel com as observagoes.
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1 PROBLEMAS
ESFERICAMENTE
SIMETRICOS EM 4-D

Nesse capitulo iremos fazer uma introdugao sobre os problemas esfericamente simétricos
em quatro dimensoes como suporte para o modelo que desejamos construir no capitulo 3.
Esse capitulo tem como publico alvo estudantes com um conhecimento bésico sobre a teo-
ria da relatividade geral, principalmente sobre os elementos da equacao de Einstein. Para
o leitor nao familiarizado com essa teoria indico, além dos livros introdutérios [26, 27], a

dissertacao de mestrado [28].

1.1 Elemento de Linha Esfericamente Simétrico

Para solucionarmos a equacao de Finstein em quatro dimensoes precisamos encontrar
as dez componentes independentes do tensor métrico. Porém, vamos utilizar a simetria do
problema para minimizar esse nimero de variaveis. Para isso vamos estudar como escrever
um invariante de linha mais geral com tais simetrias. Dessa forma vamos escolher um

3

sistema de coordenadas zt, 2%, 2%, 2% = ¢, no qual o elemento de linha ds* = g, dz"dz”

— — . . . . — — — —n1/2
dependa de ¥ e d¥ somente na forma dos invariantes rotacionais dz?, 7.d¥ e r = (- T) /2

O elemento invariante de linha mais geral possivel com essa simetria é
ds* = —F(r,t)dt* + 2E(r,t)dtZ - dZ + D(r,t) (Z - dZ)* + C(r, t)dz>. (1.1)

Devido a simetria do problema é conveniente escrevermos ¥ em coordenadas polares

esféricas r, 0, ¢ definidos por

z' = rsenf cos ¢ 2?2 = rsen fsen ¢ 23 =rcosb,
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de onde obtemos os invariantes rotacionais

da® = dr® + 1* (d6” + sen *0d¢?) (1.2)
- dZ = rdr. (1.3)

Nessas coordenadas podemos escrever o invariante de linha (1.1) na forma
ds* = —F(r,t)dt* + 2r B(r,t)dtdr + r* [D(r,t) + C(r,)] dr® + 1°C(r,t) [d6> + sen *0d¢’ |

Para simplificar essa métrica vamos introduzir uma nova coordenada radial definida por

r'=4/C(r,t)r. (1.4)

Essa nova coordenada nos permite escrever o invariante de linha na forma
ds* = —A( t)d* + 2H (7 t)dtdr’ + B(r',t)dr” + ' [d6” + sin? 0dg?] ,  (1.5)

onde definimos novas fungoes A(r’,t), B(r',t) e H(r',t) em funcao das anteriores. Para

eliminarmos o termo cruzado vamos definir uma nova variavel de tempo

t'=f(r't), (1.6)
onde f é uma fungao arbitraria. Em termos desse novo parametro de tempo o elemento
de linha toma a forma

oy - 0f - of of
2 / 12 / / / / /2 2
ds®= = —A(r',t) <t> dt +2<t> A(T,t)—#/ —i—H(r,t)—t dt’dr’ +r"=dQ” +

sy (3) (3 oot (3) G anun

Para eliminarmos o termo cruzado basta fixarmos a funcao f de modo que que

9] 9]
A(r’,t)a?{c/ = —H(T’,t)a{.

_|_

(1.8)

Essa fixacao nao causa nenhuma perda de generalidade, ja que a funcao f é arbitraria.
Suprimindo a linha e redefinido as fungdes A(r,t) e B(r,t) obtemos o elemento de linha

mais simples com simetria esférica !

ds® = —A(r,t)de* + B(r,t)dr* + r* [d6° + sen*6dg?] (1.9)

1Esse intervalo de tempo préprio também pode ser obtido utilizando os vetores de Killing num espaco
maximalmente simétrico para um espaco-tempo quadridimensional esfericamente simétrico independente
do tempo [26].
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ou seja, a métrica é dada por
g, = diag (—A(r), B(r),r% r*sen 20) . (1.10)
Como a métrica é diagonal é facil obter a inversa

y . - 1 1
g = diag (—A(r) ' B(r) 1727%”) (1.11)

Munidos da forma mais simples para uma métrica com tais simetrias, podemos calcular

os tensores necessarios para a equacao de Einstein.

1.2 Calculo do Tensor de Einstein

Na se¢ao anterior conseguimos utilizar a simetria esférica para reduzir de dez para
somente duas as componentes desconhecidas do tensor métrico. Para obtermos essas duas
incognitas temos que relaciona-las com a distribuicao de matéria através da equacao de
Einstein. Para facilitar os calculos vamos escrever a métrica obtida na se¢ao anterior na

forma
G = 5Wf(u) e g = (wa(y)’

onde

f(”) = (—A(r, t), B(r, t),rQ,TQSen 29) ,

for = (A0, BOO™, 5, ).

" 127 r2sen 20
O indice de f,) e de f () é 56 uma referéncia e indica que nao ha soma - por isso eles estao
entre parenteses. Temos que lembrar também que a delta com dois indices covariante ou
contravariante nao é um tensor, o tensor é a métrica. Estamos escrevendo dessa forma
para ficar mais fcil de identificar os termos nao nulos. E tendo isso em mente que vamos

fazer

FO, = = A 1)08L — A(r,1)888% + B' ()61 5% + B(r, )8 6% + 2r6y” 5L +
+6{) (2rsen %05, 4 2r*sen § cos 955)
= 5;]”(") + 52f(”) + 2r%sen 6 cos 95i5§”),

onde a linha indica derivagao com respeito a r e o ponto com respeito a t, e
1) = (—A'(r, t), B'(r,t),2r, 2r sin® 9) ,

f¥ = (=A(r,1), B(r,1),0,0).
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Para calcularmos o tensor de Einstein devemos inicialmente obter a conexao afim

1
F;\w = 59/\p (Yo + Govps = Guuwp)
1 14 14
- §5Apf(k) (‘Lpf(”,)u + 5v,of( ?u - 5;wf( ?p)

= Sl (B9, + 820,

1 , .
= 3 (60,00 oo £ + 6,09 fon ) + 2cotg 057,02 05" —

_ 5W5/\pf v) )

Y fl V f V
— 2sen 6 cos 08,,0°°83") — 6, (5*1 = |

E féacil perceber que os tinicos termos nao nulos sao

FO0 = I‘01 = ;f(O)fl(O) = ;i, Fgo = ; [f(())f(o) + f;f)} = i, (1.12)
Y, = ;fj) = 54’ Lo = _;fu)fl(o) = ;Bé’ (1.13)
T =Tp = ;f(l)f(l) = QBB, I, = ;fu)f/(l) = 23;7 (1.14)
Iy, = _;f(l)f/@) = —%, I, = _;f(l)f/(g) = —TSEZ 9, (1.15)
s, =05 = ;f 2 f@ i I3, = —r?cosfsend fo) = —sen 6 cos 0,(1.16)
F?s = F31 = ;f(?,)f/(?’) = i, F§’3 = ng =72 sinf cos 0 f(3) = cotgf. (1.17)

O proximo passo para podermos usar a equagao de Einstein é calcular o tensor de Ricci
dado por 2
R,, =T

B VIR 75 S N (1.18)

LU uAv

Substituindo os valores obtidos no célculo da conexao afim e com um pouco de algebrismo

encontramos que os termos nao nulos sao

AT A (A B (B A
o _ 2.4
Bo = ~9up*iaB < ) ABr " 2AB " 1AB (B * A) - (119)
A" A (A B (B A
1 = - =+ 1.2
. 2AB | 1AB < ) BT 2AB " 1AB (B - A> (120
11 (A
> o L 1.21
i 1 r2  2Br ( ) Br¥’ (1.21)

20 leitor que utilizar a dissertacio de mestrado [28] observara que o tensor de Ricci estd definido com
o sinal contrdrio. Isso ocorre porqué, na época, seguimos a convencao adotada no livro do Weinberg
[26], enquanto que neste trabalho adotamos a convengao utilizada por outros livros bem como artigos
[27, 29, 25]. A tinica modificagao nessa nova convengao é o sinal da constante de acoplamento da gravidade
com a matéria na equagao de Einstein.
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B
1
R, = B (1.22)
B
R = — . 1.2
! ABr (1.23)

Assim podemos calcular o escalar de Ricci

R = Ri=R)+ R+ R;+R;
A A (A BN B B (B A
~ AB 2AB\A B AB 2AB\B A
2 N 2 (A B
+r—2(1—B )—BT<A—B>, (1.24)

e, finalmente, as componentes nao nulas e independentes do tensor de Einstein, definido

por
1
GH =R — 5355, (1.25)
que sao
1 B’
o _ _ - -1y
Gy = —5(1-87") -5 (1.26)
1 A
T o —1 e
Gl = — (1 B .>+ABT, (1.27)
Gz = L AiB_'_B;Q_@ L ﬁ_g i 2AH_A7I2_A/B, (1.28)
> 4A|AB B? B 2Br |A B| 4B| A A2 AB |
B
1 _

Para resolvermos efetivamente os problemas com simetria esférica temos que determinar
as fungbes A(r,t) e B(r,t) através da equacao de Einstein. Para isso temos que fixar a

fonte da gravidade, o tensor momento-energia. E isso que faremos nas secoes seguintes.

1.3 O Problema de Schwarzschild

O problema de Schwarzschild consiste em obter a métrica de corpo estatico, esferica-

mente simétrico e eletricamente neutro. Para tal usaremos a equagao de Einstein

GH = 8rGT", (1.30)
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com o tensor momento-energia que descreve um corpo pontual de massa M situado na

origem 3, que é

M

v 4qryr?

onde o fator 1/4mr? é proveniente da integracio nas varidveis angulares. Usando as

SH65(r), (1.31)

componentes encontradas na se¢ao anterior temos o conjunto de equagoes componentes

1 N B 2GM
—ﬁ<1—B = g =g 00, (1.32)

1 A’
——(1=B! = 1.

5 ( _)+A_B7“ 0, (1.33)
1 [AB B> 2B 1 [A BT 1 [24" A2 AB
S s g ey R - = 0,(1.34)
AA|AB " B> B| "2Br|A B| 4B| A A2 AB

B

—0. 1.

7o =0 (1.35)

A ultima equagao acima garante que a solucgao é estatica. Esse resultado estd contido no
teorema de Birkhoff [30] que garante que a solucdo exterior de uma distribuicdo esferica-
mente simétrica de matéria é estatica, pois nessa regiao nao ha fluxo de energia. Como a

primeira equacao s6 depende de B podemos solucioné-la reescrevendo-a na forma
/
(1= B7)] = —2GMs(r).

Integrando a equacao acima, para r # 0, obtemos que

B—1=1—9,
T

onde C' é uma constante de integracao. Substituindo a solu¢ao acima na equagao obtemos

[T — el 2 e 22 (Y]~ o v (L
—2GMd(r) = {rr} =¢ [T rQ] =% lr or (7’)] =0V (7’)’ (1.36)
lembrando que
V2 C) = —47103(7), (1.37)
obtemos
—2GMO(r) = 4nC8* (7). (1.38)

Integrado a expressao acima sobre todo o angulo sélido obtemos o valor de constante de

integracao C' = 2GM. Finalmente, a solugao radial é

2G M
Bl'=1- . (1.39)
r

3Tremos utilizar essa distribuicdo mas o resultado é valido para a regidio externa de uma distribuicéo
esfericamente simétrica
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Com essa solugao podemos encontrar A(r,t) utilizando a diferenca entre (1.33) e (1.32)

que é ) -
"B 2GM

—+—=—-B)}

A * B r (r)-
Novamente para r # 0 obtemos que

2GM
A= f()B™ = f(t) (1— ¢ )
r

A fungao f(t) pode ser absorvida redefinido a coordenada temporal, de modo que a métrica

toma a forma

2GM 2GMN\ !
ds? = —dr? = — (1 2 > i + (1 _ 2 > dr? + 12 (6% + sin® 6d6”) . (1.40)

r r

Podemos observar que essa solucao possui uma singularidade inesperada em r = 2GM.
Esse raio define um horizonte e é chamado da raio de Schwarzschild, dessa forma vamos
definir

rs = 2G M. (1.41)

Para entendermos melhor essa solucao vamos analisa-la através de diagramas de espaco-

tempo, que faremos a seguir.

Diagramas de Espaco-tempo

Como podemos observar da equagao (1.40) a distancia entre dois pontos nao é positiva
definida. Para encontrarmos as regioes tipo tempo vamos analisar o movimento puramente
radial. Fazendo df = d¢ = 0 obtemos

R - S (1.42)

r r—7Ts

dr* =

Os cones de luz sao definidos por dr = 0. No espago-tempo de Schwarzschild a propagagao

radial dos raios luminosos é dada pela equagao

dt r
&4
dr r—rg

cuja solucao é

d
t= j:/ rr +[r 4+ ryln|r — ry|] + const.. (1.43)

7"—7”5

Como a regiao tipo-tempo ¢ definida por dr? > 0, obtemos a condicao

(r—rs) <$>2 . : (1.44)

r—Ts
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Figura 1: Diagrama de espago-tempo para a métrica de Schwarzschild. Neste diagrama
fixamos r, = 1.

cuja solucoes sao, para r > 1,
t>r+rsn|r—ryg +const. ou t < —[r+rgln|r —rs|] + const., (1.45)
e para r < rg, SA0
—[r+rsln|r —rg|] + const. <t <7+ rgln|r —ry + const.. (1.46)

Esse diagrama de espago-tempo esta representado na figura 1, com os cones de luz para
indicar as regioes tipo tempo. Porém esse diagrama nos mostra algo aparentemente
estranho, os raios de luz que caem no buraco negro (raios “ingoing”) ficam presos no
horizonte de eventos, bem como toda matéria massiva, quando analisados em relacao
ao tempo de Schwarzschild. Mas essa resposta nao estd de acordo com a analise fisica,
que indica que esses corpos devem continuar caindo até atingir o ponto r = 0 ( nessa
aproximagao). Por isso vamos estudar esse mesmo movimento do ponto de vista do
tempo préprio da particula em queda livre. Para obtermos uma relagao entre dr e dt
podemos utilizar a equacao da trajetdria (geodésica)

&2z dat da
T g, (1.47)

dr? Wodr dr




22

que possui componente A = 0 igual a

dr? mWodr dr
P dr it
dr? N drdr

_ d(dt>+( re dt (1.48)

dr \ dr r—ry)rdr’

cuja solucao é
dt C
S (1.49)

dr r—r,

onde C' é uma constante de integracao. Consideraremos que no infinito espacial ¢ seja
igual a 7, de modo que C' = 1. Com essa relacao podemos utilizar o intervalo de tempo

préprio (1.42) para encontrarmos a equagao

dr
= +1/rs /7, (1.50)

cuja solucao “ingoing” é
2
T—Tg= — <T3/2 — T’g/2> . (151)

NG
Esse resultado indica que um objeto em queda livre pode passar pelo horizonte e chegar
ao centro do buraco negro em um tempo préprio finito . Mas o mesmo nao ocorre
com o tempo definido na solugao de Schwarzschild, claramente essas coordenadas sao
inapropriadas para descrever esse movimento, ja que ele nao cobre todo o espaco. Apesar
do intervalo de tempo préprio (1.40) ser divergente para r = 0 e r = ry 0s escalares de
curvatura nao sao. Um exemplo é o escalar de Ricci, que pode ser obtido através da
equacao de Einstein, que é

R =8rGMJ(r), (1.54)

que s6 é singular em r = 0. A singularidade da origem é uma singularidade essencial,
enquanto que a de r = r, é uma singularidade removivel, ou seja, pode ser removida
através de uma escolha conveniente do sistema de coordenadas. Para removermos essa

singularidade vamos introduzir as coordenadas de Eddington-Finkelstein para r > ry,

4Surpreendentemente é o mesmo resultado classico, ja que por conservacio da energia mecanica classica

1 M
E = m® -G n (1.52)
T

com a condigao de contorno E, = 0, obtemos a equagao

d 2GM
_’I‘iG

= — = 1.
dt r (1.53)

v

que estd de acordo com (1.50) no limite classico.
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Figura 2: Diagrama de espaco-tempo para a métrica de Schwarzschild nas coordenadas
de Eddington-Finkelstein. Neste diagrama fixamos r; = 1.

definidas pela transformacao
t=t—rsn(r—ry). (1.55)
Essa transformagao é introduzida para tornar a equagao dos raios “ingoing”, (1.43) com

sinal negativo, numa reta

t = —r + const.. (1.56)

Como consequéncia a equagao dos raios “outgoing”, (1.43) com o sinal positivo, se trans-

forma em

t=r+2r;In(r —r,) + const.. (1.57)
Nessas coordenadas o elemento de linha pode ser escrito da forma

oy
:S dtdr + Ttrsdr? +17? (d92 + sin? 9d¢2) : (1.58)

ds? = — 2P 4
T

Podemos observar que a métrica acima nao possui singularidades em r = r,, de modo
que podemos fazer uma extensao analitica da validade dessa solucao para cobrir todo o
espaco. O diagrama de espago-tempo nessas coordenadas esta representado na figura 2.
Note que em r = r, os fétons ”outgoing” ficam presos. Em um grafico com as coordenadas
suprimidas, 6 e ¢, veriamos que eles ficam girando confinados em r = r,. Essa solucao
admite que o vacuo da teoria gravitacional é o espago-tempo de Minkowski, mas o mesmo
nao acontece para as equagoes de Einstein modificadas. Veremos na proxima se¢ao como

a introducao da constante cosmoldgica altera esse problema.
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1.4 O Problema de Kottler

O problema de Kottler é idéntico ao de Schwarzschild, mas em um espago com cons-
tante cosmologica. Para esse problema devemos utilizar a equacao de campo de Einstein
modificada

Gl + Aol = 8nGTY, (1.59)

com o mesmo tensor momento-energia do problema anterior, (1.31). Utilizando o tensor

de Einstein encontrado acima para a simetria do problema, temos o conjunto de equagoes

componentes
1 _ B’ 2GM
1 1 A’ B
—702(‘1‘—3‘)+A.BT+A_0, (1.61)
1 [AB B 28] 1 (A4 B
4A |AB B2 B 2Br \ A B
—i—L 247 - A—& — AB +A=0 (1.62)
4B| A A2 AB o ‘
B
E— 1.
72, =V (1.63)

Novamente a ultima equacao garante que a solucao B ¢é estatica, concordando com o
teorema de Birkhoff. Novamente a primeira equacao sé depende de B, da mesma forma

que fizemos para o caso anterior podemos resolve-la reescrevendo-a da forma
-1\1 2
(1= B7")] = —2GMo(r) + r*A. (1.64)
Integrando a expressao acima, obtemos, para r # 0, que

B’lzl—g—)\r2
r

onde A = A/3 e C' é uma constante de integragdo. Comparando com a solugao de
Schwarzschild concluimos que C = 2GM, de modo que a solucao radial do problema

de Kottler é
2G M

r

B l'=1

— M (1.65)
Com esse resultado podemos encontrar a solugao temporal subtraindo (1.61) de (1.60)

A’+B’_QGM
A B r

B4(r). (1.66)



25

Novamente, para r # 0, obtemos

A= f(H)B~" = f(1) (1 M w) . (1.67)

r

A funcao f(t) pode ser absorvida redefinido a coordenada temporal de modo que a métrica

toma a forma

2GM 2GM -1
ds? — _ (1 _ Ci _ w) dt2+<1 - GT - w) dr?+1? (d6? + sen*0dg?) . (1.68)

Analogamente a solugdo de Schwarzschild a solugao de Kottler também pode possuir

horizontes. Neste caso os horizontes serao as raizes da equacao algébrica
—Ar? 4+ —2GM = 0. (1.69)

Se A > 0 teremos dois horizontes, um que é o de Schwarzschild corrigido pela constante
cosmoldgica e o outro é o horizonte de de Sitter corrigido devido a massa. N caso A < 0
teremos somente um horizonte correspondente ao horizonte de Shwarzschild. Calculando

o escalar de Ricci através da equacao de Einstein obtemos o invariante geométrico
R =8rGMd(r) — 4A. (1.70)

Da mesma forma que na solucao sem constante cosmoldgica a tinica singularidade essencial
é ar =0, de modo que as outras podem ser evitadas através de uma escolha conveniente
do sistema de coordenadas. Na verdade a métrica (1.68) apresenta uma singularidade
devido o sistema de coordenadas que utilizamos nao cobrir todo o espago, da mesma

forma que a de Schwarzschild.

1.5 O Problema de Reissner-Nordstrgm

O problema de Reissner-Nordstrgm consiste em obter o tensor métrico para um corpo
estatico, esfericamente simétrico e eletricamente carregado. Apesar desse problema nao
ser de interesse para o presente trabalho, j& que um modelo de branas carregadas nao é
consistente com o nosso universo, apresentamos ele por generalidade e para servir como
fonte para outros estudantes. Com o campo elétrico deve ser radial (devido a simetria) as

componentes do tensor intensidade de campo eletromagnético nao nulos, neste caso, sao

Fr = B, (5157 — 61'5%) . (1.71)
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Devido a métrica (1.9) podemos escrever os termos mistos e co-variantes da forma

F{ = guF" = E, (A3} + B3\5;) (1.72)

9o FY = ABE, (835} — 6305) . (1.73)

F)\U

Para calcular a curvatura gerada por esse campo elétrico temos que calcular o tensor

momento-energia, definido por
[ D 1 Ao
T FF) — Zé{,‘FAGF

= B2 (A0 + BolL) (A0)5 + BaLSY)

AP e (023 — ot (o — 825
— ABQE? (2058} + 28004 — dL') . (1.74)

Munidos do tensor momento-energia podemos escrever as componentes nao nulas da

equacao de Einstein, que sao

1 _ B’ 2GM
1 -1 _ 2
- (1 B ‘)+ ABr = 4rGABE?, (1.76)
4A |AB B2 B 2Br \ A B
1 2A1/ A/2 A/B/ )
B
B _, 1.
=0 (1.78)

Da mesma forma que nos casos anteriores, o fato de nao haver fluxo de energia forca
que a métrica seja estatica. Porém, diferente dos caso anteriores, a primeira equacao,
(1.75), ndo depende somente de B. Para solucionar esse conjunto de equagbes vamos

fazer (1.76)—(1.75) para obter, para r # 0, que
A(r)B(r) = Const. = 1, (1.79)

onde tomamos o valor da constante igual a unidade devido as solugoes anteriores. Com
a relacdo acima podemos solucionar a equagao (1.75), cuja solug¢do, tomando o mesmo
procedimento dos casos anteriores, é

2GM B 4nG (7
r r

B'=1- E?(u)u*du. (1.80)
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Para conhecermos completamente a solucao temos que saber qual é o campo elétrico
gerado por uma distribuicao esfericamente simétrica de carga. A resposta pode parecer

6bvia, mas nao é. Em um espaco plano esse campo é o campo de Coulomb,

Q

En(r) =5, (1.81)

mas nao sabemos se nesse espago curvo o campo € o mesmo. Para sabermos temos que
solucionar as equagoes de Maxwell acopladas as equacoes de Einstein. Neste momento
usarei esse campo para obter a métrica, deixando para o apéndice C a prova que o ele-
tromagnetismo nao sofre alteracao em um espago-tempo com essas simetrias. Assumindo
que o campo (1.81) estd correto podemos obter a solucao radial

B 2GM n 41 GQ?

Bl'=1
r r2

, (1.82)

e, como sabemos a solu¢ao temporal a partir de (1.79), podemos escrever a métrica da
forma
2_(7’_7"—)(7”_7”+) 2 ’
dr* = 2 dt* —

2 2 (102 o o 2
(r—r_)(r—m)dr —r (d9 + sin 0d¢ ), (1.83)

ry = (rs £4/72 — 1671GQ?)/2. (1.84)

O horizonte externo, r,, é o horizonte de eventos, enquanto o horizonte interno, r_, é

onde

conhecido como horizonte de Cauchy. Consideraremos, a partir de agora, o caso em que
r?2 > 16mGQ?% que é o caso de maior interesse. Se essa condicao nao for satisfeita a

métrica sera regular em todos os pontos, nao possuindo horizontes.

Diagramas de Espaco-tempo

Faremos o mesmo estudo que foi feito na solugao de Schwarzschild, através dos diagra-
mas de espaco-tempo. Para determinarmos os cones de luz iremos considerar o movimento
radial de particulas sem massa (ds = 0). Nessas condi¢oes encontramos a equagao de mo-
vimento

dt r?

dr _i(r—r_)(r—r+)’ (1.85)

cuja solucao é

2 2

t==+ T+r7+ln\r—r+|—717_ln]r—r,\ + const.. (1.86)
ry —T- Ty —T-
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Para sabermos onde estdo as regices tipo-tempo temos que fazer ds? < 0. Essa condicao

nos fornece as regioes

2 2
P> r+r7+1n\r_r+]_Ti‘ln]r—r,ﬁrconst- ou
ry —Tr_ + — 7=
2 2
r T
t < —r——=—In|r—ry|+———1In|r —r_| + const.,
Ty —T_ Ty —T-
parar <r_our >ry, e
r? r2
t> —r—ﬁln|r—r+|+ﬁln|7"—7"—|+con5t- ou
+ - + -
2 2
t < "+ 1n]r_r+|_Ti_ln|r—r_|+const.,
Ty —T_ + -

para r_ < r < ry. O diagrama de espago-tempo referente esta representado na figura
3. Da mesma forma que nas solugoes anteriores os invariantes geométricos nao indicam
nenhuma singularidade nesses horizontes, indicando que o problema estd nas coordena-
das utilizadas. A fim de remover essas divergéncias vamos definir coordenadas do tipo
Eddington-Finkelstein pela transformacao
2 2
t=f——F In|r—ry|+ ———1In|r —r_| (1.87)
r.—r_ re—r_

para r > r,. Novamente essa transformacao tem como objetivo transformar a equagao

dos raios "ingoing” (equacao (1.86) com o sinal negativo) na reta
t = —r + const.. (1.88)

Nessas coordenadas os raios ”outgoing” ( equacao (1.86) com o sinal positivo) seguem a

trajetoria descrita por

2r? 272
S Ir —ry| — = |7 — r_| + const.. (1.89)
ry —Tr_ Ty —T_

t=r+
O elemento invariante de linha pode ser escrito nessas coordenadas na forma
dr? = (1= f)d* = 2fr*dtdr — (1+ f)dr® —r* (d6” + sin® 0d¢’) (1.90)
onde, por conveniéncia, foi definido
f=——4rG—=. (1.91)

Novamente podemos observar que o elemento de linha acima nao possui singularidades

em r, ou r_, de modo que podemos fazer um extensao analitica dessas coordenadas para



29

| Horizonte Horizonte de Eventos

t de Cauchy \ Cones de Luz -
I Raios Outgoing
30 - li
=>4 a -
Ny E-
10 | P
: -

Raios Ingoing
{ . . . | , . . . I . . . . I

i 3 4

Figura 3: Diagrama de espago-tempo para a métrica de Reissner-Nordstrgm. Neste dia-
grama fixamos r_ =1ery =2.

descrever todo o espaco-tempo, da mesma forma que foi feito no caso de Schwarzschild.
O diagrama de espaco-tempo nessas coordenadas estd representado na figura 4. Pelo
diagrama observamos que nenhum sinal pode escapar da regiao II (intermedidria) para a
regiao I (externa) pois os cones de luz na regiao II estao inclinados para a singularidade
r = 0. Os raios emitidos exatamente em r = r, ficam presos da mesma forma que no
raio de Schwarzschild. Uma particula na regiao II ird necessariamente cruzar a fronteira
r = r_, ou o fard assintoticamente. Na regiao III (interna) a particula nao necessariamente

ird cair até r = 0, porém nao conseguira voltar para a regiao II.



30

40 - . ' |
| Horizonte !

| de Cauchy \ Cones de Luz

30

Horizonte de Eventos

Raios Outgoing

20

Raios Ingoing

{ . . . . \ . . . I . . . . I
i 3 4

Regiao IIT Regido II Regido I

-10

Figura 4: Diagrama de espaco-tempo para a métrica de Reissner-Nordstrgm nas coorde-
nadas de Eddington-Finkelstein. Neste diagrama fixamos r_ =1e r, = 2.
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2 INTRODUCAO A FISICA DE
DIMENSOES EXTRAS

Quando se fala em dimensoes extras as primeiras perguntas que veem a mente sao:
porque mais dimensoes? E onde estao?
Porqué?
Na teoria da relatividade geral a gravidade é geométrica e por isso € sensivel ao niimero
e a forma das dimensoes. Devido a essa propriedade a inclusao de dimensoes extras se
tornou um método para a solucao dos problemas relacionados a gravitacao. Diversos
modelos foram propostos para a solugao de diferentes problemas e comentaremos sobre
os mais proeminetes a seguir. Outra motivagao se deve a teoria das cordas/teoria-M que
s6 é consistente em 11 dimensoes. Para essa teoria as dimensoes extras devem existir,
mas nao podem ser detectadas pelos experimentos até entao realizados. Isso nos leva a
segunda pergunta.
Onde?
Os diversos modelos de dimensoes extras indicam diferentes caminhos para essa resposta.
As teorias com dimensoes extras compactas alegam que essas dimensoes sao muito peque-
nas para terem influéncia experimental, dentre elas a teoria das cordas/teoria-M. Esses
modelos indicam que somente experimentos de altas energias (da ordem da energia de
Planck ~ 10GeV) seriam capazes de detectar essas dimensoes, enquanto que os experi-
mentos cotidianos nao teriam resolucao suficiente (uma figura muito utilizada é a de uma
corda, que vista de longe parece unidimensional, mas quando analizada de uma distancia
menor revela toda a sua estrutura). Ja os modelos com dimensoes extras nao-compactas
alegam que essas dimensoes sao curvas (nao confunda curva com compacta) e que essa cur-
vatura acaba aprisionando os campos usuais nas dimensoes conhecidas ( j& que os campos
nao podem ficar confinados a brana devido o principio de incerteza de Heisenberg). Esses
modelos exigem o estudo da localizagdo dos campos sobre as dimensoes usuais (brana) e
tem sido o alvo de intimeras linhas de pesquisa, ja que o principio da incerteza proibe que

esses campos esteja "presos”a brana. Nesse contexto nao veriamos as outras dimensoes
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porque a luz nao se propaga para elas (usamos o exemplo da luz mas o mesmo deve acon-
tecer com todas as interagoes).
Farei uma breve introducao aos mais proemimentes modelos com dimensoes extras e que

problemas eles buscavam resolver.

2.1 Modelo de Kaluza-Klein

O modelo proposto por Theodor Kaluza e Oskar Klein [8, 9] utiliza as dimensdes
extras para tentar realizar o sonho de muitos fisicos tedricos (inclusive o de Einstein,
que passou os ultimos 30 anos de sua vida dedicado ao problema) que é o de unificar o
eletromagnetismo e a gravitacao. A teoria da gravitagao de Einstein descreve a gravidade
por um tensor simétrico de ordem 2 (a métrica), o que lhe confere D(D + 1)/2 graus de
liberdade em um espago-tempo D-dimensional. Ja o eletromagnetismo é completamente
determinado, devido a simetria de ”gauge”, por um campo vetorial, o que lhe confere D
graus de liberdade. Dessa forma os autores perceberam que se partissem de uma teoria
D-dimensional somente com gravidade poderiam obter uma teoria (D — 1)-dimensional

que possuisse gravidade e eletromagnetismo. A conta dos graus de liberdade é

Grav. em D dimensoes

—_—~
D(D+1)/2 = (2.1)
Grav. em D — 1 dimensoes Eletro. em D — 1 dimensoes
—_—~ —
D(D—1)/2 + (D—-1) +1. (2.2)

A conta acima nos mostra que sobrou um grau de liberdade que estd associado a um
campo escalar. Porém quando foi feito a redugao dimensional, através da compactificagcao
das dimensoes extras, esse campo escalar acabou se acoplando ao eletromagnetismo de
forma a nao realizar completamente a unificacao desejada. Esse campo escalar dinamico
que se acopla com o campo eletromagético recebe o nome de dilatén, e a tentativa de

elimina-lo nao se mostrou consistente com as equagoes de Maxwell.

2.2 Modelo de Arkani-Hamed, Dimopoulos e Dvali
(ADD)

Apesar da formulacao de Einstein ser totalmente diferente da newtoniana elas indicam
a mesma intensidade para a interagao gravitacional, ja que a constante de acoplamento ¢é

a mesma (a constante gravitacional de Newton, G). Dessa forma a gravidade continuava
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a ser dezenas de ordens de grandeza mais fraca que o eletromagnetismo. Essa grande dife-
renca fornece dois niveis distintos de energia, enquanto o eletromagnetismo esta no nivel
eletrofraco, ~ 103GeV, a gravidade se encontra no nivel de Planck, ~ 10®¥GeV. A falta
de uma explicacao para essa diferenca intrigou os fisicos e motivou pesquisas na direcao de
entende-la. Esse problema ficou conhecido como problema da hieraquia e foi o problema
abordado por Nima Arkani-Hamed, Savas Dimopoulos e Gia Dvali em seu modelo [31, 32].
Como a gravidade é geométrica esse autores fizeram uso de dimensoes extras compactas
para argumentar que a gravidade parece fraca pois esta diluida nas demais dimensoes.
Utilizando o teorema de Gauss eles concluiram que, se acrescentarmos n dimensoes extras
com raio de compactificacao R, o potencial gravitacional teria o comportamento

. G pmims
- pntl )

V(r) para r < R, (2.3)

pois nessa escala o comportamento é de D = 4 4+ n dimensoes planas e

GD mime

=R

parar > R, (2.4)

pois nessa escala as dimensoes extras ja estao saturadas e a gravidade cai somente com
relacao as dimensoes distendidas. Como podemos observar, o efeito dessas dimensoes
extras em larga escala é o enfraquecimento da constante da acoplamento gravitacional,
gerando uma constante efetiva G4 = Gp/R". Esse modelo soluciona o problema da
hierarquia assumindo que a gravidade em D dimensoes esta na escala eletrofraca, enquanto
que a gravidade efetiva em 4 dimensoes se encontra na escala de Planck. No caso n =1,
para igualar essas escalas é necessario que R ~ 10%3cm, o que estd em desacordo com os
experimentos, pois a gravidade deveria ter o comportamento (2.3) em situagoes cotidianas,
porém para n > 2 os experimentos nao sao capazes de descartar essa possibilidade ( por

exemplo, para n = 2 o raio de compactificacao deveria ser de R ~ 10~ mm).

2.3 Modelo de Randall-Sundrum

Baseados nos modelos descritos acima, Lisa Randall e Raman Sundrum propuseram,
inicialmente, um modelo de universo-brana plano com uma dimensao extra compacta,
para solucionar o problema da hierarquia [11]. Como esse cendrio se tornou o modelo
padrao de dimensoes extras e de branas planas seremos um pouco mais extenso nesse

modelo. Para descrever esse cenario eles utilizaram um ”ansatz” para a métrica na forma

ds* = e 2Oy, da’da” + r2de?, (2.5)
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onde o(¢) é uma funcao da coordenada da dimensao extra, que varia de —m a 7, e 1. indica
o tamanho da dimensao extra. Como o espaco-tempo usual nao possui 5 dimensoes os
autores do referido trabalho precisavam estabeler as condi¢oes de contorno da dimensao
extra, para isso eles fizeram a identificacao (x*,¢) — (2#, —¢), de modo que, mesmo a
variavel ¢ indo de —7 a m, a métrica é completamente determinada pela regiao 0 < ¢ < 7.
Nos pontos fixos 0, 7 eles asumiram a existéncia de duas 3-branas planas, de modo que a
densidade de energia é dada por

TO = — L [p0b(6) + pab(6 — )], (2.6)

Te

onde p representa a densidade de energia sobre as branas. Nesse modelo a brana visivel
( a que habitamos) estd situada em ¢ = 7. Neste modelo os autores assumiram que as
branas nao possuem tensoes na dimensao extra, de modo que T} = 0. Para encontrarmos
a funcdo o(¢) temos que utilizar a equagao de Einstein para a distribuigao de energia
acima. Como ha apenas uma func¢ao a ser determinada na métrica necessitamos apenas
da distibuicao de energia, enquanto que as demais componentes do tensor momento-
energia serao completamente determinadas pela métrica e pelas simetrias impostas. Para
isso temos que realizar o mesmo procedimento que utilizamos no capitulo anterior, ou

seja, calcular a conexao afim

1
Fﬁ/[N = QQLR [9rM,N + 9rN,M — MN,R] (2.7)
que possui as componentes nao nulas
U, = 0'gurs? (2.8)
FZV = _550-/7 (29)

onde a linha indica derivacao com relacao ao argumento ¢. Em seguida temos que calcular

o tensor de Ricci
Ryn = Fﬁwv,L - FﬁIL,N +TnTie — Thlves (2.10)
cujas componentes nao nulas sao

Ry = 4(o"=0?)r.” (2.11)

[

R, = (0" —40")r%, (2.12)
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o que nos fornece um valor para o escalar de Ricci de
R=g¢"VRyn = g"Ry+ g"R,, =2 (40” — 100’2) ro2. (2.13)
Finalmente podemos calcular o tensor de Einstein
M v L oom
que possui as componentes nao nulas

Gi = 602 (2.15)

c

G = — (30" —60")r. (2.16)

Munidos desse tensor podemos utilizar a equacao de Einstein em 5 dimensdes com cons-
tante cosmologica,
G+ ASY = 67°GsTH (2.17)

para obtermos as equagoes componentes

60”12+ A =0 (2.18)
[=30"r.% + 60,2 + A| 0 = 67°G5 T} (2.19)

A primeira equagao acima nos fornece a solucao

o(¢) = rc!aﬁ\\/?, (2.20)

onde o médulo aparece devido a simetria imposta ¢ — —¢. ' Lembrando que a métrica

deve ser periddica em relacao a variavel ¢ obtemos que

o = 2rc\/? 5(6) — 3(p — )], (2.22)

de modo que a equacao (2.19) nos fornece o tensor momento energia das branas

k
T
v m2Gxr,

[6(¢) = 6(¢ — )] 07, (2.23)

1O leitor poderé perceber que a funcio

o(6) = —reloly| . (221)

também é solucao da equagao de Einstein, porém ela nao constitui uma solugao para o problema da
hierarquia, por isso nao foi considerado pelos autores do referido trabalho.
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onde k = /—A/6. Para que a densidade de energia das branas sejam reais devemos impor
que A < 0, ou seja, que o “bulk”seja anti-de Sitter. Dessa forma obtemos o elemento de
linha

ds? = e 2reldly  dotda” + ride*. (2.24)
Comparando a solugao (2.23) com a densidade de energia das branas (2.6) obtemos

k

- —pp = — 2.25
Po P G ( )
e consequentemente as pressoes tangenciais as branas
k
= —pr=— . 2.26
po=—p 2. (2.26)

E interessante observarmos que as branas possuem possuem equacoes de estado do tipo

2 Para limitarmos os parametros lives da teoria e

constante cosmoldgica ( p = —p).
entendermos como esse modelo é capaz de solucionar o problema da hierarquia vamos
analizar o comportamento da interacao gravitacional sobre a brana visivel, ¢ = 7. Para

isso vamos permitir uma flutuacao da métrica sobre a brana na forma
ds? = e el [n ), + hy(2)) datdx” 4 r2d¢?. (2.27)

Se considerarmos essa flutuacao pequena, |h| < 1, podemos utilizar a aproximacao linear
da relatividade geral, de modo que o tensor de Einstein 5-dimensional, (2.14), pode ser

decomposto na forma

GN = GN + e 2rliGusll sy, (2.28)

onde G é o tensor de Einstein formado pela métrica perturbada (2.27), GA pela métrica
nao perturbada (2.24) e éﬁ pela métrica h,,. Essa perturbacao na métrica ¢ gerada por

uma modificagao no tensor momento-energia, que escreveremos da forma

T T v 6(¢ - 7T)

T =Ty + Tﬂéﬁ”&NT, (2.29)
onde a notacao é semelhante a usada acima e a delta de Dirac indica que a perturbacao
é feita sobre a brana visivel. Dessa forma a equacao de Einstein 5-dimensional toma a
forma
6(¢ —m)

Te

GN + e HrelPlGush sy + AN = 6m°Gs | Ty + Ths)' % (2.30)

20 fato da brana visivel ter densidade de energia negativa é um ponto desfavordvel ao modelo, o
que nao ocorreria se tivéssemos tomado a solugao (2.21). Mas como o objetivo é solucionar o problema
de hierarquia esse aspecto foi deixado de lado nesse primeiro modelo, sendo corrigido somente em um
segundo trabalho [10].
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Usando a equagao de Einstein nao perturbada (2.17), obtemos

(6~ m)

. (2.31)

¢ 2kreldl QUM 5t — 6m° G T M 6%

Integrando a equacao acima sobre toda a variavel ¢ obtemos a equagao de Einstein efetiva

sobre a brana )
6m k’Gg, =0

Comparando com a equacao de Einstein em quatro dimensoes encontramos a relacao entre

Gl =

as constantes de acoplamento gravitacional

3k

G4 = —4 (1 — €—2krc7r) G5.

(2.33)

Percebemos que, no regime de kr. muito grande, o acoplamento gravitacional efetivo de-
pende fracamente do tamanho da dimensao extra, de modo que esse modelo nao altera
significativamente o valor de energia da gravitacdo (escala de Planck). Entao para re-
solvermos o problema da hierarquia devemos verificar como esse cenario altera a escala
eletrofraca, para isso vamos ver como ele modifica o mecanismo de Higgs. A acao para o

campo de Higgs na brana é
Su ~ [ d'eV = Gana [gbmm(m) WHo, — N (|HP? - ygﬂ (2.34)
— / d4x\/j§e—4k*c” {e%’”c”gﬂ”(m )uHy — A (\H|2 - ygﬂ : (2.35)

onde g, = N + hy,. Renormalizando o campo de Higgs H — ekre™ H obtemos a acao
St~ [ dtoy/=g |3 ()l = X (HE = 7m0

A agado acima nos mostra a influéncia da dimensao extra na escala da quebra da simetria

(2.36)

eletrofraca, ja que a energia efetiva do campo de Higgs é
v=e "y, (2.37)

onde vy é a escala de energia da teoria fundamental. Como o campo de Higgs gera massa
para todas as particulas, qualquer parametro de massa mq correspondera a um valor de
massa fisica de

m = e " "my. (2.38)

Como vimos esse modelo nao altera significativamente a escala de Planck mas o mesmo
nao ocorre com a escala eletrofraca na brana. Dessa forma podemos solucionar o problema

da hierarquia através da fixacao do valor de kr., de modo a tornar essas escalas idénticas.
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Para que esse modelo produza uma massa fisica da ordem da escala eletrofraca a partir
da escala de Planck ¢ necessério que e <™ = 1071, ou seja, kr, ~ 10.

Observando os resultados obtidos no primeiro trabalho, Lisa Randall e Raman Sundrum
perceberam, principalmente devido o resultado (2.33), que poderiam construir um modelo
com dimensao extra nao compacta [10]. Esse modelo ficou conhecido com modelo de
Randall-Sundrum tipo IT (RS2) ( em contraposi¢ao ao anterior, que ficou conhecido como

tipo I, RS1) e é descrito pela métrica
ds? = e Fly  dat da” + d2?, (2.39)

que é simplesmente a identificacao r.¢p = z. Como esse espaco nao € limitado nao ha a
necessidade de uma segunda brana, de modo que neste modelo existe somente uma brana
em z = 0, com a mesma densidade de energia que a do modelo anterior, (2.25) e (2.26).
Dessa forma foi possivel solucionar o problema da densidade de energia negativa na brana
que habitamos (agora a brana situada na origem). Os autores mostraram que, devido
a curvatura da dimensdo extra, a as flutuacgoes da gravidade (gravitons) ficam presos a
brana e o potencial gravitacional sofre uma corre¢ao da forma [33]

Gimim 1
Vir) =22 7} 2 (1 + k%«?)‘ (2.40)

De modo que, fixando k grande, essa correcio seria desprezivel nas escalas ja testadas 3.
Como esse modelo faz uso de uma dimensao extra nao compacta diversos trabalhos foram
realizado para localizar os campos sobre a branas nesse cendrio, bem como nos cenarios

derivados desse.

Apesar dos modelos acima descritos terem introduzido a idéia de dimensoes extras e
demonstrado a forca dessa proposta na solugao dos problemas abordados, a simplicidade
da geometria das branas planas nao é capaz de iluminar os problemas cosmoldgicos.
Esses problemas estao relacionados com a dinamica global do universo, como o big bang
singular e a expansao acelerada. Como as branas planas interagem com o ”bulk”sempre
da mesma forma, nao apresentando uma evolugao temporal, os modelos mais simples nao
podem abordar problemas dinamicos . Por isso vamos, no préximo capitulo, desenvolver

um modelo de branas esféricas que seja capaz de abordar tais problemas.

3Lembre-se que a gravidade é muito fraca, o que dificulta o teste em pequenas escalas. Como con-
sequéncia a lei de poténcia da gravidade s6 foi testada até a ordem de centimetros. H4a esperanga que
a nova geragao de aceleradores, como o LHC, possam detectar alguma influéncia das dimensoes extras,
mas até o presente momento nenhuma evidéncia experimental foi obtida.

4Somente em cendrios com branas planas dindmicas esses problemas podem ser abordados.
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3 A CONSTRUCAO DE UM
MODELO COSMOLOGICO DE
MULTIPLAS BRANAS
ESFERICAS

Como mencionado no capitulo anterior os modelos de branas planas nao sao capa-
zes de abordar os problemas relacionados a dinamica global do universo, por isso vamos
estudar o modelo de branas esféricas. Outra possibilidade compativel com o modelo
padrao cosmolégico seria um modelo de branas hiperbdlicas (com curvatura constante ne-
gativa), mas nesta tese vamos nos concentrar na geometria esférica. Neste capitulo iremos
construir um modelo de multiplas (D — 2)-branas esféricas e concéntricas em um “bulk”
D-dimensional com constante cosmoldgica. Para que esse modelo seja mais rico vamos
introduzir diferentes constantes cosmoldgicas entre as branas, do modo a obtermos dife-
rentes cenarios que possam ser utilizados para descrever diferentes modelos cosmolégicos,
bem como fitar o dados observacionais. Os resultados desse capitulo foram publicados

conforme a referéncia [34].

3.1 Espaco-tempo Esfericamente Simétrico em D Di-
mensoes

Para conhecermos os efeitos gravitacionais de uma distribuicao de matéria precisamos
determinar a geometria do espago-tempo. Para isso temos que conhecer as D(D + 1)/2
componentes do tensor métrico solucionando a equagao de Einstein. Porém podemos
utilizar a simetria esférica para reduzir a somente duas componentes, dadas pelo elemento

invariante de linha[15, 25],

ds® = —A(r,t)dt* + B(r, t)dr® + r*dQ3,_,. (3.1)
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Qp_o € o0 elemento de linha de uma esfera unitaria de D — 2 dimensoes, definido por

D-3 n
d,_, = |d6g + > db,, ] sen’On—1], (3.2)
n=1 m=1

sendo que 0 < fp_3 < 27 e os demais angulos variam de 0 até .
As duas componentes desconhecidas da métrica, A(r,t) e B(r,t) deverao ser determinadas

pela equagao de Einstein em D dimensoes
1
RY, — §R6ﬁ + AOY, = kpTyy, (3.3)

onde A é a constante cosmoldgica, que pode depender de r, e possivelmente de t. Aqui
kp € a constante de acoplamento gravitacional em D dimensoes. Devido a simetria do
problema teremos somente quatro componentes independentes da equacao de Einstein

(3.3), que sdo

D -2 B rB’
D —2 _ rA’
ppll =~ l(D -3)(1-B7") - AB] + A, (3.5)
D—-2B
kpTy = SREEE (3.6)
1 [AB B> 2B] (D-3)(D-4)
T? = — |4 = -
"Dl T [AB BB ] 2Br?
2AD-3)(D—4) (D=3) (A B
r? 2Br A B

4B

A A2 AB

" 12 ! R/

1 [ZA A A'B ] AL (37)
onde a linha indica derivagao com respeito a variavel r» e o ponto com respeito a t.

Podemos observar que se soubermos Ty, T} e A podemos, a partir de (3.4) e (3.5), de-
terminar completamente a métrica com duas condigoes de contorno. Isso é decorrente do
fato de termos duas equacoes diferenciais de primeira ordem. Nesse caso as equacoes res-
tantes determinam o fluxo e energia T, e as pressoes tangenciais Ty. Para encontrarmos
a solucao exata precisamos especificar a forma do tensor momento-energia da matéria T+,

que usaremos.
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3.2 Solucao Geral para Branas Esféricas

O cenédrio cosmoldgico que vamos considerar é formado por n (D — 2)-branas esféricas
concéntricas em um “bulk” D dimensional com diferentes constantes cosmolégicas entre
elas. Como dito anteriormente este trabalho é uma generalizacao do trabalho de Gogberas-
vili para n branas em D dimensoes [15]. Para isso vamos fixar o tensor momento-energia

e a constante cosmoldgica da forma

TO(r,t) = — ipié(r —R), T}= i Pé(r — R;), (3.8)
Aty = =P =2) éA 60— Re) — 00 — Ripn)]. (3.9)

onde a dependéncia em ¢ se deve exclusivamente aos raios das branas (R; = R;(t)). A
funcao degrau, 6, foi definida de forma que 6(0) = 1, para que a expressao acima cubra
todo o espaco, incluindo o ponto 7 = 0. Como a constante cosmoldgica pode ser entendida
como um fluido com equacao de estado

p=r= (3.10)
entao podemos pensar que a diferenga entre as constantes cosmolégicas ocorre porque as
branas encerram regioes com fluidos de diferentes densidades. Devido a fixagao de Ty e
A podemos calcular B(r,t) usando a equagao (3.4) na forma

orb—2
D -2

B 2kp TD—2T(§) _ {TD—?; (1 . B_l)]/ .

55 A. (3.11)

De acordo com a equagao acima, B tem descontinuidade de primeira ordem (finita) nos
pontos R = R;, devido a descontinuidade de segunda ordem (infinita) de 79 (A s6 tem
descontinuidade de primeira ordem, de modo que quando integrada essa descontinuidade
desaparece). De modo que, na regiao R; < r < R;1, podemos escrever B(r,t) = B;(r),
ja que nessa regiao B nao depende de t. Como ja dito, a dependéncia temporal ocorre na
regiao onde a solugao B; ¢é valida. Essa informagao pode ser obtida a partir da equagao
(3.6), que garante que a solugao é estdtica na regiao sem matéria. Esse é o contetido
do teorema de Birkhoff [30]. Para obtermos as descontinuidades de B vamos integrar a
equacao (3.11) de R; — € a R, + € para obtermos

2R}

D -2

kpp; = (Rj+¢)" 1= B (Rj+¢)| — (R — )" [1 = B(R; — ¢)] -

7—1
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(D-1) Z/_ 2PN\ [0(z — Ry) — 0(x — Riyy)] da. (3.12)

Tomando o limite ¢ — 0 a integral acima se anula pois o integrando tem descontinui-
dade de primeira ordem e o intervalo de integracao se anula. Esse limite nos fornece a
descontinuidade de B no ponto r = R;

2"1D

By Y(R;) — Bi}(R;) = —

Para conhecermos a solugao em cada regido vamos integrar (3.11) de R; + e ar < Rj.1,

onde B é continuo. Dessa forma obtemos
0 = PP 1= B ()] — (R+ 07 [1=ByY(R;+ )] = N PP = (B + )"

Tomando o limite € — 0 e utilizando a descontinuidade (3.13) encontramos que

1 R] b3 2 -1 2
BI(r) = 1- (r> 1= \R2 = B'(Ry)] = Ayr
R; D=3 2 2/€D
= 1= () [am e T -
R‘ D-3 B

utilizando a descontinuidade (3.13) j — 1 vezes, podemos escrever a solugao B; em termos

de By da forma

_ 2Kp D— D—
Bj 1(7") — - 5 32[ iRi 2_A)\ZRZ. 1}+
Ry b=s 2 1 2
+ (T) (1= MR = By (Ry)) = Ay, (3.15)

onde A\, = \; — A\;_1. Considerando que a solucao interna a todas as branas é o vacuo
de de Sitter/anti-de Sitter ( dependendo do valor da constante cosmoldgica), i.e., By(r) =

(1 = Aor?) ", obtemos a solucio B;

1 Jir2
L N RV

A solugao acima ¢ valida somente na regiao R; < r < Rj;;;. Podemos escreve-la de modo

a ser valida em todo o espaco na forma

2GDM(T, t)

1 .
B (rt)=1- D3

—r?\(r, 1), (3.17)
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onde M(r,t) e X(r,t) sdo definidos por

_ < Kp p-a AN py
M(rt) = D, RP-2_ ZCiRD-lig(r — R)), 3.18
) = | g e R) (318)
=0

e a dependéncia temporal estd implicita nos R;’s. Um resultado interessante é que o
termo de massa é efetivo pois possui duas contribuicoes. O primeiro termo é proveniente
da energia da branas, por isso ¢ um termo proporcional a area (Rf) ~%), e 0 segundo é pro-
porcional a energia necessaria para manter a diferencga entre as constantes cosmolégicas, e
por isso é um termo volumétrico (RP ). Com a solucio radial acima podemos desacoplar
a equacao (3.5) e obter a seguinte equagao para A

A/ . 2K D

A D-2

M (r,t)

rD—2

BrT} +2B |(D - 3)Gp

—rA(r,t)] . (3.20)

Devido a pressao radial T} fixada em (3.8), observamos que A possui uma descontinui-
dade de segunda ordem. Devido a essa descontinuidade teremos que utilizar o mesmo

procedimento utilizado para a obtencao de B para encontrarmos que

A(r) = By \(r) Ao(Ry) Bo(Ry) 11[1 me (3.21)
onde )
™ = T_DQRiBi(RZ-)Pi. (3.22)

Para obtermos a solugao completa temos que fixar a condigao de contorno. Como o limite
assintético de B(r, t) é lim, o B(r) = [1 — A(r)r?] ", que ¢ a generalizacdo do vacuo de de
Sitter/anti-de Sitter para uma constante cosmolégica dependente da posigao, esperamos
que a solu¢do temporal possua assintoticamente o mesmo vacuo, i.e., lim, o, A(r) =
1 — A(r)r?. Fixando essa condi¢do de contorno obtemos a solugio

1 . Bi1(Ry)

B.(R) e ™. (3.23)

i=j+1
Da mesma forma que foi feito em B, podemos estender essa solucao para todo o espago
fazendo uma juncao de todas as solugdes em seus respectivos dominios de validade da
forma

A(r,t) = B7'(rt) ﬁ ll + (Bé_lg%z) - 1) O(R; — T)] e~ mi0(Ri=T), (3.24)
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onde B; é definido por (3.16). As solucoes obtidas, (3.24) e (3.17), s@o a generalizacao
da solugao de Kottler [6] em D dimensées com uma constante cosmoldgica dependente
da posicao. Estas solugoes concordam com as obtidas por Das [25] para A constante nos
casos estudados pelo citado trabalho. Porém, essas solugoes sé fazem sentido se as branas
estivarem em uma regiao tipo-tempo. Para evitarmos a singularidade na métrica vamos
impor que as massas das branas se relacionem com os seus raios de modo a estarem além

dos seus respectivos raios de Kottler generalizados, i.e.
~MR)RP™' + RP=% —2GpM(R;) > 0. (3.25)

As solugoes concordam com o teorema de Birkhoff pois a dependéncia temporal ocorre no
raio das branas de modo que em cada regiao a solucao é estatica. Observamos também
que a menos de constantes achamos a soluc¢ao de Schwarzschild com constante cosmologica
(solucao de Kottler). As constantes multiplicativas na parte temporal indicam o “redshift”
gravitacional, mesmo dentro das branas. Matematicamente os fatores de B; aparecem
para que a descontinuidade seja, exclusivamente, proporcional a pressao radial. Como ja
mencionado as solugoes dependem somente da constante cosmoldgica, da densidade de
energia e da pressao radial. De modo que as demais componentes da equacao de Einstein
nos fornecem o fluxo de energia e as pressoes tangenciais. Lembrando que a dependéncia
temporal ocorre devido aos raios das branas, podemos facilmente obter o fluxo de energia

a partir da equacao (3.6), que é
Ty ==Y piVib(r — Ry), (3.26)
i=1

onde V; = R;. As pressoes tangenciais podem ser obtidas a partir de (3.7), mas é mais
facil calcula-la utilizando a lei de conservagao do tensor momento-energia, que é o que

abordaremos na secao seguinte.

3.3 Lei de Conservagao do Tensor Momento-energia

A equacao de Einstein relaciona o tensor momento-energia ao tensor métrico. Devido a
simetria do problema abordado somente duas componentes do tensor momento-energia sao
necessarias para determinar completamente a métrica ( com duas condigoes de contorno).
De modo que os outros termos do tensor momento-energia sao determinados pelas demais

componentes da equacao de Einstein ou pela lei de conservacao. Tomando a derivada
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covariante na equacao (3.3) obtemos a seguinte lei de conserva¢ao em D dimensoes

Tory = —. (3.27)
KD

A equacao acima nos mostra que nem a energia nem o momento sao conservados sobre as
branas devido a pressao externa causada pela diferenca entre as constantes cosmoldgicas.
Essa diferenga pode ser utilizada para modelar a energia escura, que faz o universo se
expandir aceleradamente. Mas no nosso caso nao ¢é necessaria a introducao de nenhuma
matéria estranha sobre a brana, como os modelos usuais de energia escura. Em termos

de componentes nao nulas a lei de conservacao acima pode ser escrita como

A o 0 B o A B 2(D-2)
s T + T +ﬁ[T T]+7 Tttt | (3.28)
N : A (D-2)
— TO Tll Tl
P 1+1+l2A+]1+
A B Ao (D=2),
> [AjLB] lMT . T (3.29)

A primeira equagao é trivialmente satisfeita se utilizarmos as solugoes (3.24) e (3.17) com
as componentes conhecidas do tensor momento-energia. Ja a segunda equacao nos fornece
uma relagao entre a velocidade das branas em funcao das tensoes tangenciais e radiais,

das massas e das constantes cosmoldgicas da mesma forma que a (3.7). Fazendo

= znjm(r ~ R;) (3.30)

podemos integrar a componente nao trivial da lei de conservacao de R; — € a R; + € para

obter

-2
[P, — T;] + div., (3.31)

, . D
= ———Z[pVi+ Vi
piVi + piVi] + R

KD Ai(R;

~—

onde o termo divergente aparece da aplicacao das derivadas de A e B nos pontos r = R;.

Esse termo divergente é dado por

divergéencia real

Bi(R,)
AR

div = —2 By(R)R: (P, + p;) [PZ-

2 JR— .
D_9 piV; ] o(r Rl)]r:RZ_ +

+B(R)[P—|—pz—4 v?AzE >] [(D 3)65;%1:4() R)\]

B;(R;)

VoA [N

Z%] (3.32)
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n

Kofr) = 3 gg% - ggg; OR; — 7). (3.33)

Jj=1
Para evitarmos a divergéncia acima teremos que fixar uma das duas equagoes de estado

para a pressao radial

iggi piVi2. (3.34)

O primeiro caso indica uma equacao de estado do tipo constante cosmoldgica. Essa é a

bPi=-pi ou P =

unica equagao de estado que é independente do estado de movimento, i.e., as propriedades
de um fluido com essa equacao de estado é independente do seu movimento. De modo que
ja era esperado que ela removesse a divergéncia do caso dinamico. A segunda equacao de
estado relaciona a tensao normal com a velocidade da brana, indicando que essa tensao
deve aumentar com a velocidade para manter a forma esférica da brana. Essa relacao
garante que podemos fazer P = 0 no caso estatico, como no cenario de Randall-Sundrum.
Assumindo uma equacao de estado linear entre a tensao tangencial e a densidade de

energia T; = v;p;, e definindo o tempo conforme a i-ésima brana

dt; = \/ Ai(R;)/ By(R,)dt, (3.35)

a lei de evolucao da brana pode ser escrita como

aUu; AN, D -2
P T g (1 - Uiz) TR {Pi — pi (%’ + Uf” -
B (P - 2007) | (0 -9 PG R a0

onde U; = %. Como essa evolucao é sensivel a pressao tangencial ela indica a existéncia
7

de eras cosmolégicas dominadas por diferentes tipos de matéria (energia).

3.4 Limite de Branas Planas

Na secao anterior encontramos a solugao geral para n branas esféricas em um “bulk” D
dimensional com constantes cosmoldgicas diferentes entre elas. Nessa se¢ao iremos tomar
o limite para uma brana plana de modo a reproduzir o cenario de Randall-Sundrum a
partir de primeiros principios. Para isso devemos particularizar as solucoes com D = 5,

n=1e \g = A;. Neste caso a solucao exterior é dada por

ds® = — f(r)dt* + [~ (r)dr? + r*d€2, (3.37)
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onde

2Gs M
Gs — )\r2) .

r2

s =(1-

Para obtermos uma métrica do tipo Randall-Sundrum vamos definir a coordenada

2G5 M —1/2
_ 2% _w) dr (3.38)

r2

dz = (1

Fixando a constante de integracao de modo que z = 0 para r = R, podemos escrever a

nova variavel z em termos de r como

L | 2k (R 2 2G5 M)"? + 2k2r% + 1 (339)
=—1In , .
2k |2k (k2R + R? — 2G5 M)"? + 2k2R? + 1
onde fizemos A = —k? para evitar o horizonte de de Sitter. Para obtermos o limite de

branas planas temos que considerar o limite em que R, e consequentemente r, tendem ao

infinito. Nesse limite o termo dominante é, lembrando que o termo de massa cresce com
3

R,

1 2
2= In l};] , (3.40)

escrevendo 7 em funcao de z e absorvendo as constantes nas coordenadas obtemos a

métrica do tipo Randall-Sundrum,
ds? = e**n,, datdr” + dz*. (3.41)

Encontramos o fator de “warp” na exponencial positivo, diferentemente do cendario de

Randall-Sundrum original.

3.5 Métrica Efetiva em (D — 1)-Dimensoes

Nesta secao iremos encontrar a métrica efetiva medida por observadores sobre as
branas, bem como eles descrevem a evolucao dos seus respectivos universos-brana. Essa
reducao tem como finalidade descrever a cosmologia dos universos-branas, de modo a ser
utilizado para comparacao com os dados observados. Para isso inciaremos com a métrica

em D-dimensodes (3.1),

dsy, = —A(r, t)dt* + B(r,t)dr® + r*dQ3,_,, (3.42)
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e, utilizando o vinculo r = R;(t), podemos fazer uma redugao dimensional sobre a brana,

de modo a obtermos a métrica efetiva

ds? = —A(R))dt* + B(R)V32dt* + Ri(t)*dQ%_,
= —B(R) (1-U2)d} + Ry(t:)*dQ, ,, (3.43)

onde passamos para o tempo conforme (3.35). Para simplifica-la vamos definir o tempo

co-movel e a coordenada radial sobre a brana

dr, = \/B(R) (1 - UR)dt;, (3.44)
T = senb. (3.45)

Nessas coordenadas obtemos a métrica reduzida

=2

d
dSZ2 = _de2 + RZ’(Ti)Q ll i =

+ erQ%_3] . (3.46)

Essa é a métrica de Friedmann-Roberson-Walker para um universo com (D—2) -dimensoes
espaciais com geometria esférica, onde o raio da brana faz o papel do fator de escala
cosmolégico. Para sabermos a evolugao desse fator de escala, R;(7;), temos que escrever a

lei de evolugao (3.36) em termos da variavel 7;. Utilizando as regras de derivacao composta

obtemos
_ B(R;)
" $1+B<R>ww (347
U _ B(R;) AW,  B(R) .,
dt; (1+B(Ri)Wi2)2[dT 2BR) | (3.48)

onde W; = dR;/dr. De modo que a lei de evolugao (3.36) toma a forma
aw;

pimg— = bolF) + bo(Ri) B(R:)W} + ba(R;) B(R)*W, (3.49)
onde, para P; = —p;, os coeficientes acima sao
AN; L+
bo(R;)) = ————+ (D —-2)pi———— .
bo(R)) — _
() = Ry TR P lg * B(Rl)]
G R;
—3(D — 1)p; [DH + N\ Rl] : (3.51)

GDL(R) + NRi|,  (3.52)

bi(R;) = p; l2+ Ji ] —2(D - 1)p; [

i
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e, para P, = B(R;)W2p;/(1 4+ B(R;)W?), os coeficientes sao

bo(R:) = Hﬁ%) (D=2 (D 320G R, (359)
B AN, 2(D — 2);p;
bo(R;) = B(R)in + BR)R; (3.54)
(D —2)pivi

A equagao (3.49), com os coeficientes acima, fornece a cosmologia observada pelos ob-
servadores de cada universo-brana. Podemos observar, pelos coeficientes independentes
da velocidade, que as cosmologias sao fortemente influenciadas pela escolha da pressao
radial. No primeiro caso, (3.50), ela tende a ser expansiva devido a pressao negativa (

como uma constante cosmoldgica), enquanto que no segundo, (3.53), ela tende ao colapso.
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4 MODELO DE
UNIVERSO-BRANA
ESFERICO OSCILANTE

Como concluimos no capitulo anterior a cosmologia gerada pelo modelo de brana
esférica estd relacionada com a solu¢do da equagdo de movimento (3.36) ou (3.49), que
é sensivel a fixacao da equacgao de estado. Apesar dessas equacoes serem complicadas de
se resolver completamente podemos obter muita informagao observando a existéncia de
pontos de retorno. As duas equagoes de estado s@o capazes de descrever o nosso universo (
em certas condigoes), mas iremos nos concentrar na equagao de estado do tipo constante
cosmoldgica, ja que esse tipo de relacao tem propriedades especiais, o que as tornam

populares entre os cosmélogos.

4.1 Modelo de Universo Oscilante

Nesta secao vamos estudar a aceleracao da i-ésima brana nos pontos em que a velo-
cidade desta se anula, de modo a obtermos uma ideia de que tipo de cosmologia pode

ser obtida. Esses pontos sao definidos por U; = 0, de modo que a equagao (3.36) toma a

forma
dU; AN, D -2
= = - — P — pivi] —
P, e ol L 2al]
GpM(R;)
Como discutido acima iremos utilizar a equacao de estado P; = —p;. Essa escolha anula

o terceiro termo, simplificando a equagao acima para

dU; AN, D -2
P ar, o TR pi (1+7) (4.2)
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Como a densidade de energia sobre a branas p; é positiva, a aceleragao sera positiva se

0 AAi+D_2(1+ ) pi
D R Vi) Pi
2 —~(p-2) | AN
x AMNR; 4+ (D —2)2(1+~,) |GpM;R; +7Ri

o ANRPTU(D -1+ (D—-2)(1+v)]+2(D—2)(1+v%)GpM,;.  (4.3)

Assumindo que v; > —1, o que ¢é fisicamente consistente ja que nao se conhece nada que
viole essa condigao, obtemos que a aceleragao nos pontos de velocidade nula sera positiva
* 2(D—-2)(1 GpM,

- (D(— 1) +)((D+—72Z; (1D+ 7) < AR (44)

Na situagao A); > 0, a solucdo se torna trivial (R; > 0), esse universo ird se expandir

indefinidamente, mas no caso A); < 0 obtemos a solu¢ao nao trivial

_111/D-1
QGDMi D—1
[AA] <1+ (D—2)(1+%)> ] : (4.5)

Esse resultado mostra que, nos pontos de velocidade nula, a aceleracao sera positiva caso

R; <

o raio da brana seja menor que essa quantidade, e vice-versa. Essa mesma informagao
pode ser obtida da equagao (3.49), com o coeficiente (3.50). Dessa forma obtemos um

ralo critico

1/(D-1)
2 .
RS = GpM,; : (4.6)
onde
oi=1+ b-1 (4.7)

(D—=2)(1+v)
Apesar de nao obtermos os pontos de retorno mostramos que existe um ponto de veloci-
dade nula com aceleragao negativa além desse ponto e outro com aceleragao positiva antes
desse ponto, de forma que é possivel um universo oscilante. Porém para isso é necessario
que este raio critico esteja além do horizonte de Kottler, ja que a lei de evolucao sé é

valida em uma regiao tipo-tempo. Para isso é necessario que

2Gp M\ P
k DiVig
: ) 4.
R < <|A/\i|0-i> (4.8)

Como o horizonte é definido pelo polo da métrica (3.17), dado pela equacao

(BT (BT 260 Z M; =0, (4.9)

j=0
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podemos encontrar uma relagao para a massa que torna o raio critico externo ao horizonte,

que é
—2/(D—1) Afint
— A)\z o+ N\;) > A)\l g; l_l, 4.10
M

2G pM;
onde -
M;ftl = ZM]-. (4.11)

Jj=0
A expressao acima sé possui solugao analitica para a brana mais interna, a qual M™ = 0.
Para essa brana obtemos que o raio critico sera externo ao horizonte se

|AN |

Terid (|AX |oy + Ap) " P70 (4.12)

My

Essa é a massa maxima que a brana interna pode ter para que ela nao colapse. Se a
massa for maior que essa a evolucao desse universo forca que ele esteja em contracao e
passe pelo seu horizonte formando um buraco negro. Se a massa for menor que essa ele
pode oscilar de acordo com a analise feita nessa secao. Porém o colapso de um buraco
negro pode nao ser o fim do universo-brana, mas sim um novo comeco. Para isso vamos

estudar como um buraco negro se comporta.

4.2 Aspectos Quanticos no Horizonte de Kottler

Como vimos na se¢ao anterior se uma brana tiver uma massa maior que a massa
critica (4.12) a evolugao a leva a formar um buraco negro. Como mostrado por Hawking
um buraco negro irradia energia e perde massa, dessa forma esse universo pode acabar
com uma massa menor que a critica, gerando uma possibilidade de revertermos essa
situacao. Hawking mostrou que ao horizonte de um buraco negro pode ser associado
uma temperatura devido a processos quanticos nessa regiao. A temperatura associada ao

buraco negro formado pela i-ésima brana é

4G ,
T, = —2 (D = 3)GpM™(RF)~ "~ — REN|, (4.13)
KD
que estd associada uma radiagao do tipo corpo negro (a demonstragdo desse resultado
se encontra no apéndice B). A luminosidade é dada pela lei de Stephan-Boltzmann, que

generalizada para D dimensoes toma a forma

Li o TP x (Area); oc (RF)P2 (D = 3)GpM;(RF)~ P2 — RfAi]D

(G [ M(EH®ED 17
(ROP-DE=2) [T (D = 3)GpM;™

x (4.14)
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Como a variacao da massa do buraco negro é proporcional a sua luminosidade, entao

AMint G Mint D )\Z Rk (D-1) D
Lo — (k ") 1— (7)) : (4.15)
dt (RF)(D-1)(D-2) (D — 3)GpMm™
Utilizando a equagao (4.9) podemos encontrar a evaporagao em termos do raio de Kottler,
dado por
dR¥ D = (D-1N]P
L — A, (RF Rk "% 4.16

onde Ap absorve todas as constantes de proporcionalidade. A solugao geral da equagao

acima depende da dimensao do “bulk”, de modo que, se D = 2n + 1, a solucao é

L (Rk)?n (n - 1) . .
_214 t — t = - ¢ . XZ J 1 _ XZ _(]+n) , 417
et = X ("o - (1.17)
e, se D = 2n, obtemos a solucao
n—1j+n—1 ‘ '
Ap(t—to) = Z Z a?k(Xi)J_k (1 — )~ H)HE (RRy2n—1 |
j=0 k=1
n—1
+ 3007 () YA (RE bt ()7 (4.18)
j=0
onde
(D — 1)\;(RE)?
= : 4.1
X D—3 ' (4.19)
n n—1\(=D*n+j—k—1D2(n+j) — 3!
Ay, = v EENITYE [_ = ”], (4.20)
J 26(j +n— 120 +n—k)— 1!

o (n—1> (—1)j+"(2j+2n—3)!!. (4.21)

24n=1(j 4 n —1)!
A evaporagao estd representada nas figuras 5 e 6 em funcao da dimensao e do valor da

constante cosmoldgica respectivamente.

4.3 Modelo de Big Bang Nao Singular

Com os elementos descritos acima podemos conceber um modelo de universo eterno
com um big bang efetivo nao singular. Esse cenario cosmoldgico ocorreria se, inicialmente,
0 universo tivesse um massa maior que a massa critica (4.12), de modo que o raio do
horizonte seria maior que o raio critico. Nesta situacao a brana colapsaria em um buraco

negro, ja que ele comecaria a se contrair por estar além do raio critico, onde a atracao
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Figura 5: Evaporacao do horizonte em fungao da dimensao
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Figura 6: Evaporacao do

horizonte em funcao da constante cosmoldgica
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gerada pela diferenga entre as constantes cosmoldgicas supera a repulsao da pressao radial.
Quando esse universo colapsasse, o efeito da radiacao Hawking faria com que ele irradiasse
energia de modo a diminuir a sua massa, podendo ficar com massa menor que a critica,
como ilustrado na figura 7. Apesar da gravitacao classica indicar que nessa situagao a
brana colapsaria até um ponto de densidade divergente essa nao pode ser uma resposta
fisica e indica o limite da teoria classica. E possivel que mesmo sem uma teoria quantica
da gravitacao essa situacao possa ser contornada com a introducao de efeitos quanticos
na equagao de movimento (geodésica). Esses efeitos poderiam inseridos através de teorias
nao-comutativas [35] bem como via teoria quantica Bohmiana, que se demonstrou efetiva
na remocao da singularidade cosmolégica em modelos com “bounce” [36, 37, 38]. Em
ambas as situagoes esperamos uma intersecao do gréafico da evolugao da brana com a do
seu respectivo horizonte. Nesse momento o universo-brana deixaria de ser um buraco
negro, pois estaria além do seu horizonte, produzindo um big bang efetivo na brana.
Neste momento a brana se aceleraria pois estd aquém do seu raio critico, fazendo com que
o universo se expanda. A taxa dessa expansao sera maior quanto maior for a diferenca
entre o raio minimo da brana e o raio critico. Se considerarmos que a brana emerge em
repouso com um raio R, entao, de acordo com a lei de evolugao (4.2) a aceleracao neste

momento seria de

Ui dW;  (D—=2)(1+0) (D —1)|AN|RE (4.22)
dt, dr, Ry 2GpMyy — |AN| R '

que serd maior quanto menor for o raio inicial. Como a radiagao emitida durante a
evaporacao tem entropia alta, entdo o universo remanescente sofre uma reducao da sua
entropia durante a evaporacao. Dessa forma quando a brana emergir depois do processo
de evaporacao produzird um big bang efetivo com baixa entropia, o que explicaria a baixa
entropia do universo primordial. O processo de evaporagao produz naturalmente um big
bang de baixa entropia, ja que ele é a evolucao natural do processo de evaporagao, e evita
problemas como a improbabilidade de um estado inicial de baixa entropia gerado por
flutuacoes estatisticas. Como a entropia esta relacionada com o horizonte de um buraco

negro através da formula de Bekenstein-Hawking

dM; KD k)D72 B (Area)i

. 4D -2)Gh (7)) =g, (4.23)

Si = 4G

observamos, pelas figuras 5 e 6, que o processo de evaporacao faz com que a entropia do

universo-brana diminua. De modo que, a entropia do universo primordial seria de

. 1 KD
~ 4Gp (D - 2)Gp

Sz'O (RiO)D72 ) (424)
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Figura 7: Evolugao do horizonte de eventos e do raio critico

que é menor quanto menor for o raio inicial. Apesar dos argumentos aqui citados é

necessario a introducao dos fenomenos quanticos na trajetoria da brana para fornecer e
corrigir os aspectos quantitativos. Apesar de nao termos esses dados podemos estimé-los

com a introducao de um “cutoff” na densidade. E o que faremos na secao seguinte.

4.4 Um Pouco de Especulacao: Evolucao com Den-
sidade Maxima

A teoria cléssica nao pode ser utilizada para descrevermos o colapso de um objeto
esfericamente simétrico por fornecer uma resposta nao fisica (divergéncia) para o valor da
densidade. Para evitarmos esse problema podemos impor um valor maximo para a densi-
dade e permitirmos que a evolugao seguinte ocorra nessa condi¢ao, o que nos livra das di-
vergencias. Necessitamos que o controle da divergéncia seja feito semi-classicamente para
usarmos as equagoes da relatividade geral. De modo que vamos assumir essa suposi¢ao
para majorarmos uma evolucao semi-cldssica através de um “cutoff” na densidade. Nes-
sas condi¢oes podemos utilizar a equagao (4.9) com (3.18) para relacionarmos o valor do

raio da brana com o do seu horizonte. Desse procedimento obtemos, para a brana mais
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interna, que

D—1 D=3  2KDPmag
~M(RE) T+ (RE)T = (lfi)RD 2 4| AN |RP. (4.25)

A brana ird emergir do seu horizonte quando R; = RY. Dessa forma ficamos com a
equacao

2"€meam

R, — ] RP—3 (4.26)

cuja solucao nao trivial é

KDpPmaxz |: 1+ (D2_2)2)‘0 — ]_:| , para )\(] > 07

(D—2)Xo KD Phan
Ry = Z’ggp_jiz ,para Ao =0, (4.27)
HEIIY {1 +,/1— w[)ii’:f'} ,para g < 0.
A solucao para A\g < 0 sé é real se
KD 2
[ Xo| < (D — gy mas (4.28)

que ¢é consistente com a interpretacao fisica que a densidade maxima deve ser grande. Se

utilizarmos a aproximacgao

D -2
Pmazx > ( ) |>\0|7 (429)
KD
obtemos o raio inicial
D -2
R~ P2 (4.30)
2/{meax

para qualquer valor de A\g. O que nos fornece um valor da massa, entropia e aceleracao

iniciais, respectivamente, de

1 [(D-2)1""

My =~ 4.31

o 2CYYD [25meam] ’ ( )
(D-27 1

S : 4.32
YT 2DGRRDT pR.2 (432

U

TS el +00) (4.33)
t

E interessante observar que este modelo produz um estado ”inicial” altamente ordenado,

ja que a entropia por unidade de massa nesse universo primordial é

So

201 1
Mo = (4GppPmaz)” (4.34)

So1 =
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Figura 8: Evolugao da brana no regime de densidade constante

Se no inicio do universo a radiagdo domina, entdo v9; = 1/(D — 2), de modo que a
aceleragao inicial do universo nesse modelo seria de

dUl . dW1 -~ 2(D - 1)I€D
dtl N dTl - D —2 Prmaz:

(4.35)

Os resultados obtidos nessa segao concordam com a andlise feita na segao anterior e
a evolucao com densidade constante estd ilustrado na figura 8. Apesar dos aspectos
quanticos terem melhorado ainda necessitamos de um entendimento dos processos fun-
damentais que nos forneca um controle da densidade a nivel semi-classico, para que pos-
samos usar o “cutoff” como majoragao. Esse cenario de expansao acelerada no inicio do
universo pode ser compativel com o modelo cosmologico inflacionario. Porém o que de-
sencadeia o surto inflacionario no modelo padrao é a condensagao do campo do inflaton,
enquanto que no modelo acima descrito essa inflacao é inerente ao modelo e ocorre de-
vido a pressao anisotropica da brana, que é negativa. Outro aspecto importante é que os

processos quanticos ( evaporagao e evolucao a densidade constante) reduzem a influéncia
das condicoes iniciais.
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CONCLUSAO

Na primeira parte desse trabalho construimos um cenario de multiplas branas esféricas
concéntricas através da solucao da equacao de Einstein em D dimensoes com diferentes
constantes cosmoldgicas entre elas. Os resultados que obtemos podem servir como base
para cenarios mais especificos, através da fixagao das pressoes e das massas de cada brana,
bem como das constantes cosmoldgicas do “bulk”. No caso dinamico a solugao encontrada
pode ser usada para modelar o universo para D = 5. O modelo que construimos é mais
detalhado que os anteriores e nos permitiu encontrar as constantes multiplicativas que apa-
recem na solucao temporal, indicando o desvio para o vermelho medido por observadores
nas regioes internas as branas. Através da lei de conservacao de tensor momento-energia
obtemos duas possiveis equacoes de estado para a pressao anisotrépica que removem as di-
vergéncias na lei de evolugao das branas. Essas duas pressoes nos permitem duas possiveis
fixacoes, o que aumenta a liberdade do modelo e pode ser usada para uma descrigao cos-
moldgica que reproduza os dados observacionais. A pressao tangencial e a diferenca entre
as constantes cosmoldgicas influenciam a evolucdo de cada brana de acordo com (3.36).
Esse pressao tangencial esta relacionada com a matéria sobre a brana por uma equagcao de
estado, que é determinada pela matéria dominante em cada era cosmoldgica. Mostramos
também como a diferenca entre as constantes cosmoldgicas modifica a massa efetiva de
uma distribuicao esfericamente simétrica de matéria, e pode ser fixada para reproduzir
a expansao observada sem a introducao da energia escura. Obtemos uma métrica tipo
Randall-Sundrum para um ”bulk” anti-de Sitter a partir da solugao externa no limite de
branas planas. Essa métrica foi introduzida inicialmente através de um “ansatz”, mas
no presente trabalho conseguimos deriva-la a partir da solugao de Kottler anti-de Sitter.
Finalmente, fizemos uma reducao dimensional sobre a brana e obtivemos a métrica de
Friedmann-Robertson-Walker como métrica efetiva dos universos-brana, onde o raio das
branas correspondem aos fatores de escala cosmolédgico, bem como a evolucao dos fatores

de escala em termos dos tempos co-moveis as branas.

Na segunda parte desse trabalho estudamos as solugoes da equacao de evolugao en-
contrada para as branas (3.36) no caso com equagao de estado radial do tipo constante

cosmoldgica. Mostramos que esse tipo de brana tende a se expandir, devido a pressao
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negativa, de modo que ela é capaz de descrever o nosso universo sem a necessidade de
constantes cosmolégicas no "bulk”, sendo um universo sempre expansivo. Um cenario
interessante foi encontrado usando uma diferenca negativa de constantes cosmoldgica, de
modo a conter a expansao, possibilitando um universo oscilante. Obtemos também o li-
mite de massa que uma brana pode ter nesse cendrio para que nao colapse em um buraco
negro. Propomos também um modelo de Big Bang nao singular baseado no modelo de
universo oscilante descrito acima, que consiste na emersao da brana apds o colapso em um
buraco negro, devido a evaporacao por radiacao Hawking. Para obtermos essa emersao
precisamos de um controle semi-cléssico da densidade. Considerando que esse controle
possa ser feito, majoramos a evolucao por um “cutoff” na densidade da brana, impedindo
que ela divergisse conforme a evolugao cldssica. Como resultado obtivemos o raio, a en-
tropia e a aceleragao inicial que esse modelo de Big Bang prevé em termos da densidade
maxima. Dessa forma obtivemos um modelo de Big Bang sem singularidades, de baixa
entropia e que se expande naturalmente, o que concorda com os modelos atuais, e explica
a baixa entropia do universo inicial como a evolucao natural do processo de evaporacao.
Esse processo evita o problema da improbabilidade de um estado inicial de baixa entropia
produzido por flutuagoes estatisticas.

Como perspectivas futuras podemos citar:

1. A inclusao de fené6menos quanticos ou nao comutativos que nos permita obter um

raio inicial nao nulo sem a necessidade de um “cutoft”.
2. Obter solugdes numéricas da equacao de movimento (3.36).

3. Relacionar o raio inicial do universo com a sua temperatura inicial, de modo a obter
um valor minimo para a densidade maxima, que seja compativel com a nucleossintese

primordial.

4. O estudo dos modelos cosmolégicos usando a equacao de estado dependente da

velocidade.

5. A inclusao do efeito Casimir, de modo a gerar uma pressao positiva, que pode

modelar a energia escura sem a necessidade de diferentes constantes cosmoldgicas.
6. A modelagem das branas através de uma parede de dominio esférica.

7. A inclusdo de modificagoes da relatividade geral (Gauss-Bonnet, extensdes nao-

triviais da gravidade em mais dimensdes,...).
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APENDICE A - Diagrama de Espaco-tempo

na Relatividade Restrita

Na relatividade restrita o espago-tempo nao é euclidiano, mas minkowskiano, definido

pelo elemento de linha
dr? = —napda®da’ = dt* — dr® — r* (d6 + sin” 0dg? ) . (A.1)

Uma consequéncia importante é que a distancia entre dois eventos nao é positiva definida,
j4 que o tempo possui um sinal contrario. ! Dessa forma o espaco-tempo ¢ dividido em

trés regides definidas por
(i) dr* =0,  (ii) dr* >0, (i) dr* <O. (A.2)
No caso do movimento puramente radial
dr? = dt* — dr® = dt*(1 — v?), (A.3)

onde v, é a velocidade radial, dr/dt. A equagao acima nos mostra como as regiodes (A.2)

se relacionam com a velocidade

a2

(4) ((;;) —1 (tipo-luz) (A.4)
(dr\? : . <

(44) ) < 1 (tipo-tempo - hé relagao causal) (A.5)
_(dr? . < <

(i17) il 1 (tipo-espago - nao hé relagao causal) (A.6)

Dessas relagoes podemos ver que a regiao tipo-tempo corresponde a regiao dos objetos
que se movem com velocidade inferior a da luz, a regiao que respeita a causalidade im-

posta pela mecanica relativistica. A regiao tipo-luz corresponde a trajetéria da luz e

IEstamos usando a convencao (—1,1,1,1) invés de (1, —1, —1, —1). Escolhemos a primeira pois o sinal
) ) ) ) ) ) p p
do determinante da métrica é sempre negativo, independente do numero de dimensoes espaciais extras.
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12 -
t Cones de Luz
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Figura 9: Diagrama de espaco-tempo para a métrica de Minkowski

fornece uma regiao limite para informagoes, enquanto que a regiao tipo-espaco repre-
senta a regiao do espago-tempo que esta inacessivel a um determinado observador. Como
a regiao tipo-luz fornece uma fronteira entre as outras duas regides podemos aprender
muito sobre a estrutura do espaco-tempo estudando estudando essa solucao, que no caso

plano (minkowskiano) é a solugao de (A.4),
r==+t+ec, (A.7)

onde ¢ é uma constante dependente das condigoes iniciais. Em duas dimensoes essas
solucoes sao retas, mas se incluimos as demais dimensoes veriamos que essas solucoes
formam cones, chamados de cones-de-luz, e a regiao tipo-tempo é a regiao interior ao
cone enquanto que a tipo-espaco é a regiao externa. Essas superficies estao representadas

no diagrama de espaco-tempo da figura 9.
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APENDICE B - Evaporacao de Buracos
Negros

Apesar do tratamento classico dado na solugao dos problemas esfericamente simétricos
terem gerado um resultado impressionante (os buracos negros), a analise dos efeitos
quanticos nas proximidades do horizonte de eventos se demostrou mais surpreendente.
Em 1973, Stephen Fulling mostrou que a existéncia de fronteiras modificam o estado de
vécuo dos campos quanticos [39]. No ano seguinte, 1974, Stephen Hawking encontrou um
resultado semelhante estudando os buracos negros, mostrando que eles emitiam radiacao,
que ficou conhecida como radiagao Hawking [2]. Posteriormente o trabalho de Fulling
foi generalizado por Paul Davies e William Unruh, mostrando que observadores com ace-
leragao prépria constante (observadores de Rindler) interpretam as flutuagoes do vacuo
quantico nas proximidades do horizonte como um banho térmico [40, 41]. Esse efeito
ficou conhecido como efeito Fulling-Davies-Unruh. Vejamos agora como esses resultados

se conectam, para maiores detalhes recomendo o livro do Susskind[42].

B.1 Radiacao Hawking

Os observadores de Rindler sao observadores que se movem com aceleragao propria
constante em relacao a um observador inercial. O principio da equivaléncia nos indica
que esses observadores devem sentir um ”campo gravitacional” constante. Esse cenario é
descrito pela métrica

ds* = —p*dt* + dp* + da* + dy?. (B.1)

O que o efeito Fulling-Davies-Unruh mostra é que esses observadores experimentam um
banho térmico a uma temperatura de 1/27.1 Para conectarmos o resultado de Hawking a

esse efeito precisamos construir um espaco-tempo de Rindler a partir do de Schwarzschild

!Esse resultado mostra que o principio da equivaléncia precisa ser corrigido para: ”Um observador
acelerado corresponde a um observador em um campo gravitacional imerso em um banho térmico”.
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nas proximidades do horizonte. Essa métrica é dada por

ds® = = f(r)dt* + f(r)"'dr* + r* [d6® + sen *0d? | (B.2)
onde
fr)y=1- QiM. (B.3)

Como estamos interessado somente na regiao proxima ao horizonte, podemos expandir a

funcao acima em série de Taylor em torno de r = 2G M, de modo a obter

Nr—2GM

fr) ~ TOGM (B.4)

Para obtermos uma métrica do tipo (B.2) vamos definir a coordenada

p= / Fu)"2du = 202G M(r — 2GM), (B.5)
2GM
ou seja
p2
r—2GM = L (B.6)

Finalmente podemos escrever a métrica de Schwarzschild na forma

at \’
ds® = —p2 <4G]\4> + d,o2 + 7‘(p)2 [d@Q + sen 29d¢2} ) (B.7)

Devido o fator 1/4GM a temperatura associada também sofre a mesma correcao, ou seja,
no caso de um buraco negro a temperatura medida por um observador distante do buraco

negro ¢
1

T = .
STGM

Esse foi o resultado obtido por Hawking e trouxe duas consequéncias inesperadas. A

(B.8)

primeira é que esse buraco negro ira evaporar até desaparecer completamente, ja que
sua temperatura é inversamente proporcional a sua massa, de modo que, a medida que
evapora a sua temperatura aumenta, tornando o processo mais intenso. Esse resultado
criou o chamado problema da perda da informacao, e esta relacionado com o fato de que
toda a informacao contida nesse buraco negro simplesmente desaparece. Esse problema
tem motivado inimeros trabalhos nesse tema [43, 44, 45, 46, 49]. A segunda consequéncia
ocorre quando aplicamos a segunda lei da termodinamica, que fornece o seguinte valor
para a entropia do buraco negro
Area

4G

S = 4rM?*G = (B.9)
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Esse resultado é surpreendente pois a entropia depende da area, e nao do volume como se
esperava. Esse resultado deu origem ao principio hologréfico e tem aparecido em outros

aspectos da gravitagao [50, 51, 52].

B.2 Radiacao Hawking Generalizada

Como na presente tese estudamos a solucao de problemas esfericamente simétricos
em D dimensoes num espaco com constante cosmoldgica vamos generalizar os resultado
obtidos na secao anterior para essas condicoes. A métrica de Kottler em D dimensoes

pode ser escrita na forma

ds® = —f(r)dt* + f(r) " dr?* + r2dQ3,_,, (B.10)
onde
2GpM 9

Nas proximidades do horizonte de Kottler podemos expandir a funcao acima em série de

Taylor para obter, em primeira ordem,
F(r) = [2GpM(D = 3)rg P2 = 2mM] (r = 7). (B.12)
Novamente, para obtermos uma métrica do tipo Rindler, vamos definir a coordenada
p= /T: f(u)Y2du =2 {QGDM(D —3)r, P — 2rk)\]_1/2 (r — 1) Y2 (B.13)
Nessa coordenada podemos escrever a métrica de Kottler na forma
ds* = —p” [(GoM(D = 3)r; P — A dt] + dp? +r(p)*dD_,. (B.14)

Para manter a entropia de Bekenstein-Hawking, (B.9), a temperatura associada ao hori-

zonte de Kottler é
B 4Gp

KD

T [GpM(D = 3)r P42 — 1| (B.15)
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APENDICE C - Campo Elétrico em um
Espaco-tempo Estatico e

Esfericamente Simétrico

Neste apéndice mostraremos que uma distribuicao estatica e esfericamente simétrica
de carga produz, em um espago-tempo com as mesmas simetrias, o potencial de Coulomb.
Este resultado tem como finalidade dar suporte a solugao de Reissner-Nordstrgm. Em
um espago-tempo curvo o eletromagnetismo se acopla, via principio da co-variancia geral,
da forma

—A4rJ’ = F*

M
=0

= FM 4 TH FOV 4TV FHo (C.1)
K Ho no Y

onde J” é o quadri-vetor densidade de carga. O terceiro termo acima é nulo pois a conexao
é simétrica, enquanto que o tensor intensidade de campo eletromagnético é antissimétrico,

que neste é
FH = E, (6807 — 0167 - (C.2)

A tnica componente nao-trivial da equacao de Maxwell (C.1) é

—AnJ0 = F 4 TH P

no

Utilizando as conexoes encontradas no capitulo 2 e a propriedade, A(r) = B(r)~!, obtemos
a equagao

2 1
A = By + SE, = 0, ("E,) . (C.4)

Escrevendo a componente radial do campo elétrico em termos do potencial elétrico da

forma

E, = —a(r), (C.5)
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e, lembrando que o laplaciano em coordenadas esféricas para uma funcao dependente

somente da coordenada radial é

r2®(r
V2P = [7(«2)1]1 (C.6)
obtemos a equacao
V2@ = —4mp, (C.7)

cuja solucao é o potencial de Coulomb.
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