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RESUMO

Esse trabalho é baseado no artigo Analyticity Of Almost Everywhere Differentiable Func-
tions, nele desenvolveremos um lema de particao para fungoes superaditivas que permitira

uma demonstracgao alternativa e simples dos teoremas de Besicovitch.

Palavras-chave: Teorema de Besicovitch. Teorema de Morera. Funcoes Holomorfas.



ABSTRACT

This work is based on the article Analyticity Of Almost Everywhere Differentiable Func-
tions, it will develop a partitioning lemma for superadditive set functions which will lead

to a simple alternative proof of Besicovitch’s theorems .

Keywords: Besicovitch’s Theorem. Morera’s Theorem. Holomorphic Function.
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1 INTRODUCAO

Em 1929, A.S. Besicovitch publicou o artigo On Sufficient Conditions for a Function
to be Analytic, and on Behaviuor of Analytic Functions in the Neighbourhood of Non-
1solated Singular Points. Nesse trabalho ele procura determinar as condigoes minimas
que uma funcao de variavel complexa deve satisfazer para que a funcao seja analitica,
mais especificamente, se uma fungao f definida em um dominio D é analitica em um
subconjunto G de D, quais condi¢oes devemos impor ao conjunto G para que f possa ser
extendida a uma func¢ao analitica em todo D.

Nesse sentido ele enunciou e demonstrou o seguintes teoremas:
Teorema. 1.1. Se uma fun¢ao f(z) de uma varidvel complexa definida em um dominio
D aberto simplesmente conexo € limitada em D e diferencidvel em todos os pontos do
dominio exceto possivelmente em um conjunto E de medida de Hausdorff 1-dimensional
zero, entdo para todo ponto a € E o limite de f(z), quando z tende para a por valores de
D — E, existe, e a funcdo f(2), definida nos pontos de E pelos valores desses limites, é
diferencidavel nos pontos de E, e portanto é holomorfa em todo o dominio D.
Teorema. 1.2. Se uma funcao f(z) de varidvel complexa definida em um dominio D
aberto simplesmente conexo € continua em D e diferencidvel em todos os pontos exceto
possivelmente nos pontos de um conjunto E de medida de Hausdorff 1-dimensional o-
finita, isto € uma unido enumerdvel de conjuntos de medida de Hausdorff 1-dimensional
finita, entao f(z) € diferencidvel em E e portanto holomorfa em D.

Esses resultados generalizam os seguintes teoremas:
Teorema. 1.3 (Riemann). Se uma funcao f(z) de varidvel compleza definida em um
dominio D aberto simplesmente conexo é limitada no dominio e reqular em todos os pontos
do dominio, exceto possivelmente no ponto z = a, entao limf(z) existe, e a funcao f(2)
definida no ponto z = a pelo valor do limite é ainda regulz;)‘ano ponto z = a.
Teorema. 1.4 (Osgood). Se uma funcao f(z) de varidvel complexa definida em um
dominio D aberto simplesmente conexo é continua no dominio e reqular em todos os
pontos exceto nos pontos de um numero finito de curvas requlares, entdo € reqular em
todos os pontos do dominio.

Noso objetivo sera obter uma prova direta dos teoremas de Besicovitch. Para
isso, desenvolveremos um lema de partigdo para fungoes superaditivas (lema 2.3) obtido
explorando as propriedades de coberturas por cubos didticos e as suas relagoes com a

medida de Hausdorff (lema 2.2).
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo encontraremos os fundamentos bésicos para a compreencao das
hipéteses dos nossos resultados e o bom entendimento dos nossos calculos, bem como os

enunciados de alguns resultados classicos que usamos no trabalho.

2.1 Linguagem basica

Iniciaremos este trabalho apresentando uma colecao de defini¢oes e resultados

que serao uteis no decorrer do texto.

Se m > 1 é um inteiro fixo e x = (£,&,...,&n) € R™ entdao denotaremos
m

|z| = SE2) e ||z = max{|&l, ..., [&m|} Se A C R™ e z € R™, denotamos por
i=1

d(A) e dist(z, A) o diametro de A e a distancia entre x e A, ambas com respeito a norma
|z||. Se 0 é um ndmero positivo entdao U(A,0) = {y € R™ : dist(y, A) < §} , mas
escrevemos U(z, d) no lugar de U({x},d). O fecho, o interior e a fronteira de um conjunto
A serdo denotados por A | AedA respectivamente.
Definicao. 2.1. Seja X um subconjunto de um espag¢o Fuclidiano n-dimensional R™
qualquer. Uma colegcao ./ de subconjuntos de X serd chamada de sigma-dlgebra ou
o-dlgebra se . € fechado para complementacdo e uniao enumerdvel ou seja:

1. se E €., entao X \ F € ./

2. se By, FEy,--- €., entao ElE SN

E imediato que uma o-algebra também é fechada para intersecao enumeravel

e para diferenca de conjuntos, mais ainda, que X e () estao em .&.
Definigao. 2.2. Seja {E;} uma sequéncia de conjuntos. Definimos o limite superior

e limite inferior dessa sequéncia como sendo respectivamente:

lim ;= ﬁOEJ e Limk; = GﬁEJ
J—00 k=1j—k Jj—o0 k=1j=k

Da defini¢ao acima, segue que lim E; consiste daqueles pontos que estao em

j—00
todos os F; a menos de um ndmero finito, e lim E; consiste daqueles pontos que estao
Jj—oo
em infinitos £;. Portanto, segue que se E; € ¥ Vj € N | entao limFE; , limFE; € .7 .

J—00 j—o0

Se lim Ej; = lim F;, entao escrevemos lim I; para esse valor comum.
Jj—o0 j—o0 Jj—o0

Seja € uma colecao de subconjuntos de X. Entao a o-algebra gerada por
%, escrita . (€), é a intersecao de todas as o-algebras contendo . E facil ver que (%)
é uma o-algebra e pode ser pensada como a menor o-algebra que contém % .

Defini¢ao. 2.3. Uma medida pn é uma fungio p : ¥ — [0,00) U {oc} definida em
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alguma o-dlgebra . de subconjuntos de X tal que

(@) =0 (1)

1 (UEJ> = u(E)) (2)

para toda sequéncia enumerdvel de conjuntos disjuntos {E;} em ..

Segue de (1.2) que p é uma fungao crescente, isto é,se E,F' € S e E C E'
entdo p(E) < p(E").
Teorema. 2.1 (continuidade de uma medida). Seja p uma medida em uma o-dlgebra .
de subconjuntos de X.

(a) Se By C Ey C ... € uma sequéncia crescente de subconjuntos em ., entdo
" (umEJ) — limu(E;).
j—00 j—o0
(b) Se Fy D Fy D ... é uma sequéncia decrescente de subconjuntos em . com u(Fy) <

00, entao
u (tim ) = timt)
j—oo j—oo
(¢) Para qualquer sequéncia de conjuntos {F;} em .7,
1 (lz_mFJ) < lim u(Fj).
j—o0 Jj—00

Prova.

(a) Podemos expressar |J E; como a unido disjunta By U J (E; \ Ej_1). Entao, por
j=1 j=2
(12),
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u(lim E;) = u(UlEg)
J:

= u(Er) + Zu(Ej\qu)

k
= lim | p(Ey + ZM(EJ\EJA)
k]:1
= limp <E1ULJ2(EJ\EJ1))
- Jimp)

(b) Se E; = F1\ F} , entao { E;} esta nas hipdteses do item (a). Como (| F; = Fi\ U E;
j=1 =1

u(Jl@ﬁﬂ) = (ﬂﬂ)
j=1

= pu(F) —p (UE]>
= p(Fy) = lim p(E;)
= jlﬂzg(,u(Fﬁ — u(Ej))

= limp(Fy)
J]—00
(c) Agora seja Ey = ‘ ij. Entao {F};} ¢ uma sequéncia crescente de conjuntos em .&,
j:

entdo, por (a),

p(lim Fy) = p (;leEk)

j—00
= lim pu(Ex)
k—o00

< lim p(Fy).

Jj—00

Definigao. 2.4. Uma medida exterior v num conjunto X é uma funciov : Z(X) —

[0,00) U {0} definida no conunto & de todos os subconjuntos de X tal que

v(d) =0 (3)
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v(A) <v(A') sempre que A C A’ (4)
e
v (AOleAj) < ZI/(A]') para quaisquer subconjuntos {A;} de X. (5)
=
j=1

Um subconjunto E de X é chamado v-mensurdvel ou mensurdvel com

respeito a medida exterior v se

v(A)=v(ANE)+v(A\E), (6)

para todos os conjuntos A C X.

Teorema. 2.2. Seja v uma medida exterior. A colecio M de conjuntos v-mensurdveis
forma uma o-dlgebra, e a restrigio de v a M é uma medida.

Prova. Claramente, ) € #, entdo .# é nao-vazio. Entdo, pela simetria de (1.6),
A € M se, e somente se, X \ A € .#. Portanto, .# é fechado para a operc¢ao de tomar
o complementar. Para mostrar que .# é fechado para uniao enumeravel, suponha que
Ey, Esy, -+ € M e seja A um conjunto qualquer. Entao aplicando (1.6) a Fy, Fs, ... temos

que,

v(A) = v(ANE)+v(A\E)
= v(ANE)+v((A\ E1)NEy)+v((A\ Ey)\ Es)

_ iy ((A\GEi> mEj> ny (A\j@lEj>

Dessa forma

v(A) =) v ((A\]UEi) mEj) +v (A\GEJ) , Vk €N

=1

Dai,
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Por outro lado,

AN “)E%‘::[j (:(fl\i:J£%> F]Eb) )

j=1 7=1

entao, usando (1.5),

v(A) <v <Aﬂ D@) +v (A\ DE})

k 7j—1 00
<> <<A\ UE) mEJ) +v (A\ UEj>
j=1 i=1 j=1
<v(A)
por (1.7). Segue que |J E; € A , portanto .# é uma o-dlgebra.

J=1
Agora sejam Ey, Fs, ... conjuntos dois a dois disjuntos de .#. Tomando A =

U E; em (1.7), obtemos
1

=
v <j§1Ej> > v(E)
j=1
e combinando isso com (1.5) nds vemos que v é uma medida em ..

Definicao. 2.5. Dizemos que uma medida exterior v é regular se para todo conjunto A
existe um conjunto v-mensurdvel E contendo A com v(A) = v(E).

Lema. 2.1. Se v € uma medida esterior reqular e {A;} € uma sequéncia crescente
qualquer de conjuntos, entao jli?g)l/(Aj) = V(jlirgoAj).

Prova. Escolha um E; v-mensurdvel com E; D A; e v(E;) = v(A;) para todo j. Entao,

usando (1.4) e teorema 1.1 (c),
v(limA;) = v(limA;) < v(limFE;) < limv(E;) = limv(A;) = limv(A;).

A desigualdade oposta segue de (1.4).

Considere agora (X, d) o espago métrico Euclidiano n-dimensional, R |, com
a funcao distancia usual. Os conjuntos pertencendo a o-algebra gerada pelos subcon-
juntos fechados de X sao chamados de Borelianos do espaco. Os Borelianos incluem os
conjuntos abertos (como complementar dos conjuntos fechados), os F,-conjuntos (que sao
unides enumerdveis de conjuntos fechados), os Gs-conjuntos (intersegbes enumeraveis de
conjuntos abertos), etc.

Uma medida v em X é chamada uma medida exterior métrica se
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v(EUF)=v(E)+v(F) (8)
sempre que E e F sao positivamente separados, isto ¢, sempre que
d(E,F)=inf{d(z,y):x € E,ye F} >0

Mostraremos agora que se v é uma medida exterior métrica, entao a colegao
dos conjuntos v-mensuraveis inclue os Borelianos. A prova é baseada no seguinte versao
do 'lema de Carathéodory’.

Lema. 2.2. Seja v uma medida exterior métrica em (X, d). Seja {A;} uma sequéncia

de subconjuntos de X com A = limA;, e suponha que d(A;, A\ Aj11) > 0 para cada j.

Jj—o0
Entao v(A) = limv(A;),
J—00
Prova. E suficiente provar que
v(A) < limv(A;) (9)

Jj—00

pois a desigualdade contraria segue imediatamente de (1.4).

Seja By = Ay e Bj = Aj\ Aj_1 para j > 2. Se j+2 < i, entdo B; C Aj e
B, C A\ A;_; C A\ Aj;1, entdo B; e B; sdo positivamente separados. Entao aplicando
(1.8) (m — 1) vezes,

1% (Ung_1> = ZV(BQk—1>’

v (U sz:)
k=1 k=1

Podemos assumir que ambas as séries convergem. De fato, supondo que uma

[
NE
S\
&
T

das séries diverge teriamos limv(A;) = oo, pois | J7*, Bop—1 € | Ji", By estao ambos
. j ’ k=1 k=1
J1—

o
contidos em A,,,. Dessa forma temos que > v(Bj) converge, e assim
k=1
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v(A)=v (

0s)
o O )

k=j+1

<v(d) + ) v(Bi)

k=j+1

k

i—00 -
:‘7—5—]_

Fazendo j — 0o, a soma tende a zero e obtemos (1,9).
Teorema. 2.3. Se v é uma medida exterior métrica em (X, d), entao todos os Borelianos
de X sao v-mensurdveis.
Prova. Como os conjuntos v-mensuraveis formam uma o-algebra, e os Borelianos formam
a menor o-algebra contendo os subconjuntos fechados de X, é suficiente mostrar que
v(A) > v(ANE)+v(A\ E) se verifica quando E ¢ fechado e A ¢é arbitrario. Seja A; o

conjunto dos pontos pertencentes a A\ E tais que d (z, E) > % , entao
V(ANE)+v(Aj) =v((ANE)UA,) <v(A) (10)

para cada j, pois v é uma medida métrica exterior. A sequéncia de conjuntos {A;} é

crescente e, como E é fechado, A\ £ = [J;2, A;. Portanto, como d(A;, A\ E'\ Ajy1) >0

para todo j, o Lema 1.2 nos diz que v(A\ E) < limv(A;) e (1.6) segue de (1.10). Mas se
Jj—oo

reA\E\ A, existezeEcomd(m,z)<(JTII),entéo se y € A; entao
d(z,y) > d(y,z) —d( )>1 ! >0
z,y) > d(y,z) —d(z,z) > = — — .
i U+

Entao d(A;, A\ E'\ A;41) > 0, como exigido.
2.2 Medida de Hausdorff

Neste trabalho desenvolvemos a teoria no espaco Euclidiano n-dimensional,
R™ apesar disso, devemos enfatizar que vérios dos resultados sao validos em espacos
métricos mais gerais.
Definicao. 2.6. Seja U um subconjunto nao-vazio de R"™. Definimos o diametro de U
como |U]|| = sup{|z —y| : z,y e U}. Se EC JU; e 0<||U|| <6 para cada i € N,
dizemos que {U;} é uma d-cobertura de E. <

Definicao. 2.7. Seja E um subconjunto de R"™ e seja s um nimero nao-negativo. Para
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0 >0, defina
A (E) =inf) U, (11)
i=1

onde o infimo € tomado sobre todas as d-coberturas enumerdveis {U;} de E.
E trivial que %° é uma medida exterior em R". Fazendo § — 0 obtemos a

medida de Hausdorff exterior s-dimensional

H(E) = limiG° (F) = supits’(E) (12)

O limite existe, porém ele pode ser infinito, uma vez que J;° cresce quando

§ decresce. E facil ver que J7° é uma medida métrica exterior. Se § for menor que a
distancia entre os conjuntos positivamente separados E e F, nenhum conjunto em uma

d-cobertura de E'U F pode intersectar E e F ao mesmo tempo, dai:
A (EUF) = A5 (E) + A3 (F),

levado a uma igualdade similar para .7#°. A restricao de .7#° a o-algebra dos conjuntos
JC%-mensuraveis, que pelo Teorema 1.3 inclue os Borelianos, é chamada medida de
Hausdorff s-dimensional.

Para cada E ¢ claro que J#°(FE) é ndo-crescente se s tende de 0 ao infinito. De
fato, se s j t, entao,

A5 (E) = 6" A (E),

o que implica que se ' (F) é positivo, entao #%(F) é infinito. Entao existe um tnico

valor, dimFE, chamado de dimensao de Hausdorff de E, tal que

H(E)=00se0) <s<dimFE, #°(E)=0sedimFE<s<oco (13)

Se C é um cubo de lado 1 em R"”, entao, dividindo C de maneira ébvia em k"

1 ~
subcubos de lados %, vemos que se § > k~'nz entdo

HP(C) < k" (k™ 'nz)" < na”.

Assim obtemos que #"(C') < co. Logo, se s { n, entao 7#%(C) = 0 e H#7°(R") =
0 , pois R™ pode ser escrito como uma uniao enumeravel de tais cubos. Segue que
0 < dimFE < n para qualquer £ C R". E imediato que E C E' entao dimFE < dimFE’. Um
conjunto J#*-mensuravel £ C R" para o qual 0 < #*(E) < oo é chamado s-conjunto;

um 1-conjunto é algumas vezes chamado um conjunto linearmente mensuravel. Cla-
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ramente, a dimensao de Hausdorff de um s-conjunto € igual a s, mas é importante observar
que um s-conjunto ¢ algo bem mais especifico que um conjunto mensuravel de dimensao
de Hausdorff s. De fato , Besicovitch (1942) mostrou que qualquer conjunto pode ser
expresso como uma uniao disjunta de ”continuum — manysets” de mesma dimensao. A
defini¢ao de medida de Hausdorff pode ser generalizada substituindo ||U;|] em (1.11) por
R(||U;||), onde h é alguma fungao positiva, crescente e continua a direita. Neste trabalho,

usaremos a seguinte generalizacao
R(|U:) = a(s)27°||Us||* sempre que U; # (0 Vi € N

onde

Definigao. 2.8. Seja E C R™. Dizemos que E é um conjunto leve se ™ (E) = 0
e dizemos que E € um conjunto magro se E possui ™ '-medida o-finita , ou seja ,
existe uma sequéncia {A;} tal que A = fj Aj e ™ HA) <o VieN

Definicao. 2.9. Seja E C R™. Dado 52:1> 0, definimos a medida net exterior de

como

ME) = inf{)_|ISi||™ ) Ec|JSielS| <dVieN}
i=1

€N

onde S; sao cubos didticos. Definimos a medida net de E como sendo

M™E) = limd(E) = supdy(E)

6—0 §>0

2.3 Medida de Lebesgue

No6s obtemos a medida de Lebesgue n-dimensional como uma extensao da
definicao de volume em R” (onde 'volume’ significa comprimento em R! e drea em R? ).
Sejam a;,b; € R, a; < b; 1 =1,...,n. Seja C C R” tal que C' = [ay,b1) X

[ag,by) X -+ X [an, b,). Defina o volume de C como
V(C) = (b1 —a1)(bz — az) ... (b — axn)

de maneira 6bvia. Se F C R™ defina

ZLE) =in f{ZV(@)}, (14)
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one o infimo é tomado sobre todas as coberturas de E por uma sequéncia {C;} de blocos. E
facil checar que £ é uma medida exterior em R", conhecida como medida de Lebesgue
exterior n-dimensional. Mais ainda, Z"(FE) coincide com o volume de E se E é um
bloco, isso segue aproximando a soma em (1.14) por uma soma finita e entao subdividindo
E por planos contendo as faces de ;. Como os blocos C; podem ser decompostos em
sub-blocos menores deixando a soma em (1.14) inalterada, é suficiente tomar o infimo
sobre d-coberturas de E para todo 6 > 0. Assim, " é uma medida exterior métrica em
R™. A restricao de .£" aos conjuntos .£"-mensuraveis, os quais incluem os Borelianos

pelo Teorema 1.3, é chamada medida de Lebesgue n-dimensional.
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3 INTERVALOS E FIGURAS

Neste capitulo apresentaremos o conceito de figura e apresentaremos alguns
resultados relevantes sobre figuras e fungoes em figuras, cuminando em um importante

lema de particao que serd essencial na demonstragao do teorema de Besicovitch.

3.1 Conceitos Basicos

Nesta secao introduziremos o conceito de figura e algumas propriedades das
mesmas.
Definicao. 3.1. Um intervalo é um produto cartesiano de intervalos compactos em
R . Uma figura é uma unido finita de intervalos. Para todo conjunto A C R™, F(A)
denotard a colecao de todas as figuras que sao subconjuntos de A junto com o conjunto
Va210.

Observe que intervalos e figuras sao sempre conjuntos compactos. Além disso,
F(A) nao é fechado com respeito a diferenga e intersegdo de conjunto, o que nos motiva
a seguinte definicao:

Defini¢ao. 3.2. Definimos em F(A) as sequintes operagoes:

1. B1© By = (B \ By)
2. B,® By = [(B1 N Bg)]

Claramente, F(A) é fechado com respeito as operagoes definidas acima.
Defini¢ao. 3.3. Seja A C R". Duas figuras By, By C F(A) sao chamadas de nao-
sobrepostas se By ® By = ().

Definicao. 3.4. Um intervalo serd chamado de cubo se for o produto cartesiano de n

intervalos da reta com o mesmo comprimento. Um cubo didtico é um cubo da forma

ﬁ [/-c (ki + 1)]
i=1 20t 2
onde n, ki, ko, ..., k, sao inteiros e n > 0.

Em particular, usaremos os termos retangulo e quadrado para nos referir-
mos a intervalos e cubos, respectivamente, no R%. Dessa forma, temos que quadrados e
retangulos sao sempre compactos e possuem sempre os lados paralelos aos eixos coorde-
nados.
Definigao. 3.5. Seja A uma figura e seja E C A . Uma particao em A mod E é uma
colecao P = {(A1,x1),...,(Ap, )} onde {Ay,..., Ay} € uma familia de subintervalos
ndo-sobrepostos de A e x; € A;\ E, i = 1,...,p. Escrevemos UP = U{B/(B,z) € P}.
P serd chamada 6 — fine se dado 6: A\ E — R, tivermos d(A;) < (x;) i =1,...,p.

Note que nos referimos a uma particao em A e nao uma particao de A pois
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UP nao precisa ser igual a A.

Lema. 3.1. Se A € um cubo didtico e §: A — R | entao existe uma parti¢ao didtica
5 — fine P em A mod ) com A= UP.

Prova. Suponha que nao existe tal particao. Divida entao A em 2™ cubos diaticos
Al A% com d(AY) = @. Como A nao possui uma particao diatica § — fine , pelo
menos 1 dos 2" subcubos nao possui uma particao diatica § — fine , chame tal subcubo
de A;. Aplicando o mesmo argumento , obtemos uma seqiiéncia {A;} de cubos didticos
encaixados cada um dos quais nao possui uma partigao didtica § — fine, com d(A,) — 0.
Assim, se {z} = N, A; obtemos d(A,) < d(z) a partir de um certo n. Portanto, {(A4,,z)}
é uma particao didtica § — fine em A, para n suficientemente grande (contradigao!).
Teorema. 3.1. Ezistem constantes b, dependendo apenas da dimensao m, tal que VE C
R™ :

" < M < by ST

Prova. E imediato que " < ", pois o conjunto sobre o qual o infino em 5" é
tomado esta contido no conjunto sobre o qual o infimo em .Z;" é tomado. Se U ¢é tal que
0<d(U) <9 ,sejak € Ztal que 2% < d(U) < 27% e seja S um cubo diatico de lado
27% com SNU # (. Entao U estd contido em uma colecao de 3" cubos didticos de lado
2= ¢ didmetro 2~*n2 formado por S e suas vizinhancas imediatas. Subdividindo cada
um desses cubos em 2" cubos menores, U esta contido em uma cobertura formada por
b, = 372"" cubos didticos de diametro

27 Fpz2" < 21 mnad(U) < d(U) < 6.

Agora seja {U;} uma ¢ -cobertura de E por conjuntos arbitrarios. Para cada i, temos
bn

U; C Ui ,onde {Si,j}é’-ii é uma colecao de b,, cubos de diametros no méaximo d(U;) < .
j=1

Entao,
[e.@]

b oo
EcCcus;, e d(S;;)?) < b,y dU;)".
C sy e Y0 dS)) < b )
Portanto, pelas defini¢oes de .#Z§" e b, 75" segue que 5" < b, 7;". Por fim, fazendo
0 — 0 obtemos #™ < A™ < b, ™.

Lema. 3.2. Eziste uma constante k > 0 que depende somente de m e possui a sequinte
prorpriedade: se E C R™ e ™ Y(F) < a , entdo para todo n > 0 podemos obter uma
seqiiéncia nao-sobreposta { By} de cubos didticos com diametro menor que n tal queE C

(UB) e %, [d(B)]™ ! < ka.

n=1

Prova. Dado n > 0, considere .Z,"(FE). Sabemos que .#,"(E) < .#™(E) . Seja
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entao ¢ > 0 tal que #™(E) — #;(E) = e. Por outro lado, como .Z"(E) =

inf{>.d(S;)™ / onde S; sdo cubos didticos tais que E C 'UNSi e d(S;) <nVieN},
=1 i€

dessa forma podemos encontrar uma colegao {B;}ien de cubos didticos nao-sobrepostos

tais que ) d(B;)™ — #,"(E) <5 , 0 que nos dé:
i=1

///’”(E)—Zd(Bi)m = A"(E) — M](E) — (Zd(Bz’)m — M, (E))

DO ™

S ol ™

Dal, pelo teorema (2.1). Existem uma constante b,, dependendo apenas da
dimensao m, tal que VE C R™

MM(E) < by (E)

Dai, segue que

Portanto, basta fazer b, = k.

3.2 Funcoes em Figuras

Nesta secao estudaremos fungoes que associa um niimero real a cada elemento
de F(A).
Defini¢ao. 3.6. Seja A uma figura e seja F uma fung¢ao em F(A). Dizemos que F € :
(1) Limitada inferiormente se dado € >0 eziste 6 >0 tal que F(B) > —e para
todo B € F(A) com #™ Y0B) <4 .
(i) Continua inferiormente em um conjunto E C A se dado ¢ > 0, 3§ > 0 tal
que F(B) > —e para todo B € F(A) com B C ANU(E,0) , L™(B) < e
A HOB) < L.
(iii) Amigdvel inferiormente e é limitada inferiormente e se existe um conjunto leve
S C A tal que F € continua inferiormente em cada conjunto compacto E C A\ S.
Se uma func¢do F': F(A) — R é tal que F' e —F sao limitadas inferiormente,
dizemos que F é limitada. Analogamente, F' sera continua se F' e —F forem continuas

inferiormente e F' sera amigavel se F' e —F' forem amigaveis inferiormente.
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Dessa forma, temos que se F' ¢é limitada entao segue que para todo ¢ > 0
existem 0,02 > 0 tais que F(B) > —e quando J#™ 1(0B) < 6; e —F(B) > —e sempre
que " HOB) < 0. Assim, se § = min{dy, 5y} segue que F ¢é limitada se |F(B)| < ¢
quando | ™1 (OB)| < 4.

Analogamente, F' é continua em um conjunto F se para todo € > 0 existe um
d > 0 tal que |F(B)| < € para todo B € F(A) com B C ANU(E,d) , L™(B) <0 e
AN OB) < L.

Exemplo: Identifique o plano complexo com R? e seja f(z) uma funcao de

vardvel complexa definida em uma figura A C R%. Defina
FO)=0 ¢ F(B)=|[ f(z)d
oB

para toda figura B C A , onde adotamos a convengao usual de orientagao da fronteira de
B no sentido anti-horario. Provaremos que :

1. Se f é limitada, entao F' é limitada em A.

2. Se F' é continua em um compacto £ C A , entao F' é continua em F.

Prova.

1. Note que se |f(z)| < K para todo z € A e B é uma figura qualquer em A entdo :
[ s < [ 15l < ke on) (15)
OB OB

portanto, se ™ 1(OB) — 0 , entdo F(B) — 0.

2. Escolha ¢ > 0 e seja f(z) = u(z,y) + iv(zr,y). Como u e v sd@o continuas no
compacto £ C A , entao, pelo teorema de Stone-Weierstrass, existem polindomios
p(x,y) e q(,y) tais que se g(2) = p(x,y) +iq(z,y) , entdo |f(z) — g(2)| < § para
todo z € E. Assim, dado z € E , escolha ¢, > 0 de tal sorte que |f(z) — f(w)| < %
elg(z) —g(w)| < % para todo w € AN Bs_(z). Como E é compacto, 30 > 0 tal que
U(E,d) C ngB(SZ<Z)' Portanto, se w € U(F,§) entdao w € U(z,6,) para algum z €

E. Dessa forma:

62

[f(w) = g(w)| < |f(w) = f()] + [f(2) = g(2)] +|g(2) = g(w)] < 5

Seja M = 2maxz€,4|%] , onde % = %(% + ig—i) e, diminuindo § se necessério,

Mé < 5. Se B C AUU(E,$) é uma figura com £™(B) < § ¢ #™ 1 (9B) < 1,

entao, pela forma complexa do teorema de Green, temos :

[ g(2)dz] = ]2@’// 99 jedy) < 2 mp) < M5 <
9B B aZ 2 2

Além disso,
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[ r@sl< [ 1@ —gGllal <1 [ g < G on)+

portanto, como ™ 1(9B) < 1 | temos §%m—1(aB) + 5 < eedal, [F(B)| =
| [op f(2)dz] <€, 0 que nos diz que F é continua em E .
Observe que se f(z) é limitada em A e continua em A\ S para algum conjunto

leve S, entdao o exemplo acima nos diz que F' é amigavel em A.

3.3 Lema da Particao para Fungoes Superaditivas

Nesta secao abordaremos o estudo de fungoes que associam nimeros reais a
figuras.
Primeiramente vamos introduzir o conceito de funcoes superaditivas.

Defini¢ao. 3.7. Para uma figura A , uma func¢ao em F(A) € superaditiva se :

F(UpepD) > Z F(D)
DeD

para toda famiia finita D C F(A) de conjuntos nao sobrepostos.

Observe que para qualquer fungao superaditiva F' , a desigualdade F(B) >
F(B) + F(0) mostra que F/()) < 0. Se F é limitada inferiormente, devemos ter F(}) = 0.
Lema. 3.3. Seja A um cubo didtico e seja F' uma funcao amigdvel inferiormente su-
peraditiva em F(A). Se T € m conjunto magro qualquer , entdo para qualquer ¢ > 0 e
d: A\T — R, existe uma parti¢ao didtica 6 — fine P em A mod T tal que F(ASUP) >
—€.
Prova. Como F é amigavel inferiormente, em particular F é limitada inferiormente.
Entdo 3n > 0 tal que F(B) > 5& VB C A figura com 5™ '(0B) < n. Seja S um

conjunto leve tal que F é continua inferiormente em cada compacto de A\ S. Pelo Lema

2.2 | temos que existe uma seqiiéncia {5, } de cubos didticos nao-sobrepostos tal que:

[e.o]

SCG=(USy) e Y ldS)"" < ()

’ 2m
=1

com d(S,) <n VneN.

Como T é magro, 7" = T'\ G existe uma sequéncia {7;} de conjuntos disjuntos
com 1" = iéjNTi e A" YT;) < 1Vi e N. Para cada i, escolha g; > 0 com g <
min{1, %1,6, 5}, onde k é a constante do Lema 2.2. Pela continuidade inferior de F em
A\ G, existem 7; > 0 tais que F(B) > —* para toda figura B C ANU(A\ G,n;) com
A HOB) < 53 e £™(B) <mn; . Aplicando o Lema 2.2 a cada T;, obtemos sequéncias
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{T!"} de cubos didticos ndo-sobrepostos com didmetros menores que 7;¢; tais que

m

T, C (UT") e AT <k ().

i€EN
i=1
Podemos assumir que T; N 7" # 0 ¥Yn € N | entdao T* CU(A\ G , ;).
Seja U uma subcolecao nao-sobreposta de {S,} U {T"};n12.. com J% =
(US.)U( U T entdo SUT C (U%) pois

1,nEN

goor

SUTCGUT=GU(T\G)C US Uoz;n)qu@/)

neN i,neN

Escolha uma funcdo 6: A — R, com §(x) < d(z) Vo € A\ T , tal que
se z € SUT e B é um cubo didtico contendo x com d(B) < 0(z) , entdo B € U
para algum U C % . Pelo Lema 2.1, existe uma particao 5 — fine 2 em A tal que
A =J2. Seja ¥ a colegao de todos os cubos de Z que contém um cubo de 2, e seja
P ={(A1,21),...,(Ap,x,)} a colegdo de todos (B, z) € 2 tais que B nao estd contido
em um cubo de 7. Como para cada 2 cubos didticos Cy, Cs tais que C;NCy # () devemos
ter Cy C Cy ou Cy C Cy, os Aj nao sobrepoem | J ¥ para todo j=1,...,p. Portanto
cada cubo de 2 ou é disjunto de |J ¥ ou esta contido em | J 7 , entao Ao |JZ = 7.
Pela maneira que §(z) foi escolhido em T, temos que r; € A\T Vj = 1,...,p, entdo
& é uma partigao 0 - fine em A mod T. Separe ¥ nas seguintes subcolegoes disjuntas
finitas:

S =V {S%} . A= {1 )\

goae

F=(¥n{T" | neN})\ (yu (;:133))

parai= 2, 3, ...
Como 7 é finito , existe um inteiro r tal que ¥ = . U (Qf%)
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Por (%), temos que

! (a (BLeJyB>) < > H"Y0B)

entao , F (BUyB) > = pela continuidade inferior de F. Por outro lado, (xx)
€.

nos diz que

H (a (BgyB)) < > H"Y0B)

de onde vem que

Z™( U B)= ) Z£"(B)

BeZ;
Be7;

< mie; y_ H"(OB)

BeZ;

<17

Portanto,F(BugB) > =¢ pela continuidade de F. Dal,
[SP
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— F( U B)

Bevy
>
2 F0B) ¢ )
L TENTE

2 — 2

=1

> —c.

O préximo lema generaliza o Lema 2.3 substituindo o cubo diatico A por uma
figura arbitraria.
Lema. 3.4. Seja A uma figura e seja F uma funcao amigdvel inferiormente e superaditiva
em F(A). Se T é um conjunto magro qualquer, entdo, dadose >0 e d: A\T — R, |
existe uma parti¢ao didtica 6 -fine &2 em A mod T tal que F(Ao|J P) > —e.
Prova. Seja {C1,...,Cs} uma colecdo nao-sobreposta de cubos didticos tal que A C
C = iQIC’i . Extenda F a uma funcio amigavel inferiormente e superaditiva F' em F(C)
pondo F(B) = F(B® A) VB € F(C). Escolha 6 : C'\ (T ® UJA) — R, tal que
(x) < 0(z) Yo € A\T e d(z) < dist(z,0A) Yz € C\(TUDA) . Pelo lema 2.3, para cada
i=1,...,s, existe uma particdo didtica é - fine & em C; mod (T UA) tal que F(C; &
P) > == ,onde P, = {B/(B,z) € &;} . Como 0(x) < dist(x,0A) , x € C'\ (TUHA) , se
(B,z) € ig(@i entdo teremos B C A ou BNA =10 . Seja 2 = {(Ay,21),...,(Ag 24} C

Qle@i tal que 4, CA Vi=1,...,q. Como 0(z) < d(z), x € A\ T , a particio & ¢ 6 -

fine em A mod T e :

F(Aeuz)=F(A[ U[Cie P))

E importante observar que o mesmo argumento pode ser usado para substituir
A por um conjunto limitado qualquer cuja fronteira é um conjunto magro, porém nao

iremos demonstrar tal resultado pois nao o utilizaremos neste trabalho.
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4 DERIVADAS INFERIORES E OS TEOREMAS de BESICOVITCH

Neste capitulo apresentaremos o resultado principal da dissertagao. Para isso
iremos extender o conceito de derivagao a fungoes em figuras e desenvolver um lema que

generaliza o teorema de Cauchy-Goursat para funcao holomorfas em quase todo ponto.

4.1 Derivadas Inferiores

Defini¢ao. 4.1. Seja A uma figura e seja F' uma fungio em F(A). Definimos a de-

rivacgao inferior de F em um ponto x € A da sequinte forma:

. o F(C)
D.F(x) =inf {éz_}ﬂc}omf <$m(0n)>}

onde o infimo dentro do limite € tomado sobre todas as sequéncias {C,} de
cubos fechados contidos em A com x € C,, Yn € N e limd(C,) =0.

Teorema. 4.1. Seja A uma figura e seja F uma fung:%_éo(c)lmz’gdvel inferirmente e supera-
ditiva em F(A). Se existe um conjunto magro T tal que D,F(x) > 0 para cada z € A\ T
, entao F' € nao-negativa.

Prova. Como a restri¢ao de F a F(B) é amigével inferiormente e superaditiva VB € F(A)
, é suficiente provar que F(A) > 0, pois daf, se B € F(A) , considere F' = F|zz) ,
portanto F esté nas condicdes do teorema e Vo € B\ T = D,F(z) > 0 portanto
F(B) > 0.

Para mostrar que F(A) > 0, escolha ¢ > 0. Como cada z € R" pertence a
um nimero enumerdvel de cubos didticos fechados, para cada z € A \T 3Fo(xz) >0 tal
que ;75%) > sz Para cada cubo didtico C com z € C'e d(C) < i(x).

Entao, temos uma fungao 6 : A\ (T'(JOA) — R e pelo Lema 2.4 existe uma
particao didtica J-fine & em A mod (T'|J0A) tal que F(Ac |JZ?) > 5. Portanto, se
P ={(A1,21),...,(A4p,xp)}, temos :

F(A) = F((AeJayu(Ja)

> FAs|JA)+ ) F(4)

p
€ e L™(A)
T Zl 2.7 (A)
> —€

Como ¢ é qualquer, segue que F'(A) > 0.

E interessante notar que a condi¢do D, F(x) > 0 é mais do que suficiente. De
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fato, basta considerar o caso DgF(z) > 0 em A\ T, onde DyF(z) é a derivada diatica

inferior definida como sendo

DiF () = inf {éi”somf (%)}

onde o infimo dentro do limite é tomado sobre todas as seqiiéncias de cubos

diaticos fechados contendo x em ordem decrescente e

limd(C,) =0

n—oo

Lema. 4.1. Seja D um aberto simplesmente conexo do plano e sejam S um conjunto leve
e T um conjunto M magro. Se f: D — C € tal que f € limitada em cada subconjunto

compacto de D, continua em cada ponto de D\ S e possui derivada compleza em cada
ponto de D\ T. Entdo:

f(2)dz=0
0B

para todo retangulo R C D.
Prova. Seja R C D um retangulo. Defina:

F(B)=— | 6Bf(z)dz e F(0)=0

para toda figura B C R. Claramente F é superaditiva. De fato, sejam A, B C
R figuras tais que ) = A® B = [(Aﬂ B)] . Entao:

FalJB) = - | / A
——| f(2)dz |

(0AOB)

—= 1 [ res + /an(z)dzl

I RCARY NS
- F(4) + F(B)

Pelo exemplo do capitulo 02, F é amigavel. Escolha z € R\ T . Como f'(z)

existe, podemos escrever:

f(&) = f(2) + f(€—2) + (€ —2)
onde ¢,(§) — 0 quando & — z.
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Escolha € > 0 e seja § > 0 tal que |¢,(§)] < 75 quando |€ — z| < 0. Entéo

para qualquer quadrado C' C R com z € C' e d(C) < \%:

| [ FQdsl = [ [ ¢:(6)(§ — 2)dE]
ac ac

< [ 10 e~ 2 laa
aC
5
< —d(C)zm 1 oC
SV (©) (0C)
€
= ——=.V2.a.da
4v2
= ca®
= ££™(C)
Portanto, —F(C) < e£™(C) = ;,,(L((’g)
;"(L?c)') > 0 e portanto D,F(z) > 0 Vz. Pelo Teorema 3.1, devemos ter
F(R) > 0, porém, F é ndo-positiva, o que nos da F(R) = 0 portanto [, f(z)dz = 0.
Lembre que , como C é um quadrado de lado a, temos que d(C) = a , ™ 1(0C')
é o perimetro 4a e £™(C) é a 4rea a® . Portanto |€ — z| < av/2 = v/2d(C)

v

—e. Como ¢ é arbitrario,

devemos ter

4.2 Teorema de Besicovitch

Nesta secao iremos apresentar uma demonstracao alternativa do teorema de
Besicovitch utilizando os resultados aqui desenvolvidos.
Definicao. 4.2. Seja V um quadrado aberto do plano. Um caminho v em V serd chamado
de caminho admaissivel se ele for constituido de um numero finito de segmentos de retas
paralelos aos eixos coordenados.
Teorema. 4.2 (Besicovitch). Seja D um aberto simplesmente conexo do plano e seja
S C D um conjunto leve e T C D um conjunto magro. Se f(z) € uma funcao de varidvel
complexa em D que € limitada em cada compacto contido em D, continua em D\ S e
possui derivada complexa em D\T |, entao [ € igual, em D\ T a uma fun¢ao analitica
em D.
Prova. Escolha um quadrado aberto V tal que V C D. Fixe 2y € V e para cada z € V
defina

9(z) = / fOdE (3

onde v é um caminho admissivel qualquer e V ligando Z; a z. Observe que, como S é
um conjunto leve e f é continua em D \ T, a integral em (%) sempre existe. Além disso,
a integral em (*) nao depende do caminho adimissivel escolhido. De fato, seja z € V' e

~v e a caminhos adimissiveis ligando zg a z. Dessa forma, devemos ter:
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Y= YrkYoockeco kY, € Q= kK Qo kccok Qy

Dai, temos que:

[/mf(é‘ Z [ ste d5+2/ G

Logo podemos recortar a regiao limitada por v % a~ em um nimero finito de
retangulos por meio de um nimero finito de segmentos de retas {s;}*_; paralelos aos eixos.

Assim,

/Wf@ Z fd£+Z/f d§+2/f d£+Z/f

Rearranjando a soma acima, obtemos:

JIRGIIED S ICL:

onde {R;}{_, sdo os retangulos obtidos pela adicdo dos {s;};_,. Dai, pelo lema anterior,

feds = 0 vi=tg = [ poi=0 = [ = [ 1o
OR; yxar* 5 a

Portanto, g(z) estd bem definida.

Afirmamos que g é continua. De fato, seja K C D e seja kg € R tal que
|f(2)] < koVz € K. Considere {2, }neny C K tal que z, — z € K. Dadoe >0 dnyg € N
tal que z, € Bﬁ (z)  ¥n > ngy. Dai, para n > ng , considere ~,, como sendo um caminho
admissivel ligando zy a z, e considere 4, como sendo um caminho admissivel ligando z,
até z formado por no maximo 2 segmentos. Note que 7, * 7, é um caminho admissivel

ligando 2y a z. Dali,
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96 = 9= | = | [ s — [ repe

— | / Fe)d |
< / £(€)] lag

- ' 2k0

Como a seqiiéncia {z,} é qualquer, segue que g é continua.
Mais ainda, se z,w € V', 7, é um caminho admissivel ligando zp a z , 75 é um

caminho admissivel ligando zy a w e v é um caminho admissivel ligando z e w, entao:

(g(w) — 9(=)) — F@)w—2)| = | / £(6)de — / F(E)dE — 1(2) / ¢ |

_ / 2))ié |
< /|f )] lag

I(7) nggg!f( ) — f(2)]

IN

Como 7 é um caminho admissivel qualquer, podemos tomar 7 tal que [(y) <

2|w — z| . Portanto, dado ¢ > 0, se |w — z| < temos:

e
27?€a$\f(€“)—f(2)\

[(g(w) — g(2)) = f(2)(w —2)| < e.

E portanto g possui derivada complexa igual a f(z) em todo ponto z € V
onde f é continua. Consequentemente, pelo Lema anterior, faRg(f)df = 0 para todo
retangulo R C V. Por fim , o teorema de Morera nos diz que g é analitica. Além disso,
de (%) , obtemos que f = ¢ em V sempre que f for continua em z. Como V é arbitrario,
a prova do teorema esta completa.

Observe que ha uma generalizagao natural dos teoremas de Besicovitch para o
caso de D nao ser simplesmente conexo. Nesse caso basta tomar uma cobertura {A,} de
D, com « variando em um conjunto de indices, por bolas abertas. Aplicamos o teorema
em cada uma das bolas {A,} e observamos que se f,, ¢ a extencao de f|a, € fa, ¢ a
extengao de f|a,, entdo fo, = fa, em V = A, [ Aq,. De fato, no caso do primeiro
teorema, temos que a extencao de f coincide com a extencao por continuidade, logo f,,

e fa, s@0 continuas em V' e ambas coincidem com f nos pontos onde f é continua, logo
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fay = Jfas- No caso do segundo teorema temos continuidade por hipétese, portanto o
resultado segue pelo argumento acima.

Corolario 4.1. Sejam R uma superficie de Riemann, D C R um dominio e S, T C R
tais que S € um conjunto leve e T' é um conjunto magro. Se f : R — C € limitada em
cada compacto contido em R, continua em cada ponto de R\ S e é diferencidvel em D\T,
entao [ pode ser extendida a uma funcao holomorfa definida em toda superficie R.
Prova. Considere (p,U) uma carta local de D. Dessa forma temos que ¢(U) é um
dominio em C, ¢(S) C C é um conjunto leve e (7)) C C é um conjunto magro e fop ! é
limitada em cada compacto contido em ¢(U), continua em ¢(U) \ ¢(S) e possui derivada
complexa em p(U) \ ¢(T"). Assim, aplicamos o teorema e obtemos uma fungao f; que é a
extencdo holomorfa de f o' em todo ¢(U). Defina f = f; o p. Dai segue que f é uma
extencao holomorfa de f|y. Por fim, para cada ponto p € R considere a vizinhanca V,

obtida da carta coordenada que contém o ponto p. Assim, |JV, é uma cobertura para
PER
R e, dai, podemos tomar a particao da unidade {p,},cr : R — [0, 1] subordinada & essa

cobertura. Dessa forma, defina F(z) = Y p,(x)f,(7), onde f, é extencdo de f em V.
PER

Assim obtemos uma funcao globalmente definita ' que extende f.
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5 CONCLUSAO

O presente trabalho foi um abordagem alternativa na resolucao de um pro-
blema classico, a saber, extensao de fungoes, onde apresentamos uma tecnica menos tra-
balhosa e mais elegante que a apresentada originalmente por Besicovitch. Para isso, me
foi exigido o aprendizado de varios resultados e técnicas ultilizadas frequentemente em
analise complexa e teoria da medida. Os resultados do capitulo 1 e do capitulo 2 me ser-
viram vastamente neste intuito. Como pontos forte posso citar o teorema de Morera. Por
fim, ainda vale citar a notavel vantagem do método aqui proposto que consiste em eliminar
a hipotese do dominio ser simplesmente conexo, o que deixa o teorema substancialmente

mais forte.
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