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RESUMO

O objetivo desse trabalho ¢é fornecer uma demonstracao para as desigualdades de Hitchin-
Thorpe e Miyaoka-Yau. Inicialmente forneceremos uma decomposicao ortogonal para o
tensor curvatura, em seguida mostraremos como o operador curvatura pode ser definido a
partir do tensor curvatura. Com o intuito de cumprir o objetivo proposto, iremos provar
o Teorema de Gauss-Bonnet em dimensao 4, para isso utilizaremos um resultado devido
a Allendoerfer e forneceremos uma férmula integral para o cdlculo da caracteristica de
Euler de uma variedade Riemanniana de dimensao 4. Além disso, definiremos o conceito
de assinatura em uma variedade Riemanniana e exibiremos uma férmula integral para a
obtencao deste objeto, para isso utilizaremos o Teorema de Assinatura de Hirzebruch em
dimensao 4 e pouco da Teoria de Chern-Weil que nos fornece uma conexao entre a topolo-
gia algébrica e a geometria diferencial. Por fim, mostraremos como as férmulas que foram

obtidas podem ser utilizadas na demonstracao das desigualdades citadas inicialmente.

Palavras-chave: Hitchin-Thorpe. Miyaoka-Yau. Teorema de Gauss-Bonnet. Assina-

tura.



ABSTRACT

The aim of this work is to present a proof of the Hitchin-Thorpe and Miyaoka-Yau ine-
qualities. First we provide an orthogonal decomposition for the curvature tensor, and
then we show how the curvature operator can be defined from the curvature tensor. In
order to fulfill the proposed objective, we prove the Gauss-Bonnet Theorem in dimension
4, to do this we use a result due Allendoerfer and we present an integral formula for the
Euler characteristic computation on a Riemannian 4-manifold. Furthermore, we define
the concept of signature in a Riemannian manifold e we exhibit an integral formula for
the achievement of this object, for this we use the Hirzebruch Signature Theorem in di-
mension 4 and the Chern-Weil Theory which provides us a connection between algebraic
topology and differential geometry. Finally, we show how the earlier formulas can be used

in the demonstration of the initial inequalities.

Keywords: Hitchin-Thorpe. Miyaoka-Yau. Gauss-Bonnet Theorem. Signature.
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1 INTRODUCAO

Quando estudamos variedades topoldgicas compactas (sem bordo) de dimenséao
4 percebemos algumas propriedades exclusivas dessa dimensao, de fato, se M™ é uma

variedade topoldgica compacta de dimensao n, entao

e Sen < 3, existe exatamente uma unica estrutura suave que torna M uma variedade

diferenciavel,
e Se n > 5, existe uma quantidade finita de estruturas suaves em M,

e Se n =4, existem varias variedades topoldgicas fechadas simplesmente conexas que
admite uma quantidade infinita de estruturas distintas e nao sabemos da existéncia
de alguma variedade topolédgica fechada que tenha somente uma quantidade finita

de estruturas suaves.

No caso da variedade topolégica R™, se n # 4, entao R admite uma tinica estrutura suave,
entretanto, quando n = 4, R™ admite uma quantidade nao enumeravel de estruturas
suaves distintas. Assim, as variedades de dimensao 4 possuem um comportamento bem

peculiar em relacao as demais variedades de outras dimensoes.

Figura 1 — A dimensao 4

T-manifolds

6-manifolds

5-manifolds

complex
surfaces

smooth
4-manifolds

4-manifolds
3-manifolds
2 -manifolds.

FONTE: SCORPAN,2005,p.3

Nesse trabalho iremos abordar duas desigualdades envolvendo a caracteristica de
Euler x e a assinatura 7 de uma variedade de dimensao 4.
Primeiramente mostraremos que em uma variedade Riemanniana compacta de dimensao
n podemos decompor o tensor curvatura da seguinte forma:
_ 1
Rm:WJr—i-W —FEE@Q‘F

2n(n — 1)g ®g.
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_ R
onde £ = Ric— —g e W' e W~ sao, respectivamente, a parte autodual e antiautodual
n
do tensor de Weyl.
Na sequéncia, considerando essa decomposi¢ao, provaremos as seguintes féormulas para

uma variedade Riemanniana compacta de dimensao 4:

1 1 R?
MY = — W2 — Z|E|> + —

1 _
(M*) = Tom3 /M(yWﬂ?— (W~1?) dp.

Utilizando essas féormulas forneceremos uma prova para a famosa desigualdade de Hitchin-

Thorpe, mais especificamente provaremos o seguinte teorema.

Teorema 1.1 (Hitchin-Thorpe,1974) Se uma variedade diferencidvel M compacta de

dimensao 4 admite uma métrica Einstein g, entao

A seguir, como uma outra aplicacao para as formulas de x e 7, demonstraremos a desigual-
dade de Miyaoka-Yau. Essa desigualdade foi apresentada por Y. Miyaoka em 1974, mas
nao havia nenhuma informagao sobre o que ocorria no caso da igualdade, o que foi feito
em 1977 por S.T. Yau. Nesse trabalho forneceremos uma prova para essa desigualdade

na forma de um teorema apresentado em 1995 por C. Lebrun.

Teorema 1.2 (Lebrun,1995) Seja (M, g) uma variedade Einstein compacta nao-flat
que admite uma estrutura quase-compleza. Dada em M a orientacdo e a estrutura spin®
induzida, suponha que SWy(s) # 0. Entdo a caracteristica de Euler x e a assinatura T
de M satisfazem

X = 37,

com igualdade se, e somente se, o recobrimento universal de (M, g) € o espago hiperbdlico
complexo, de dimensdo (complexa) 2, CHy := SU(2,1)/U(2), com uma constante miltipla

da sua métrica padrao.
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2 PRELIMINARES

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados de geometria Riemanniana que serao
utilizados no decorrer do texto. Para uma leitura complementar indicamos [5], [10], [18],[20]
e [22].

2.1 Formas Diferencial

Seja M™ uma variedade diferencidvel de dimensdo n, considere A*M = ] A*(T,M).
pEM

Uma segao desse espaco é denominada uma k-forma diferencial, ou simplesmente, k-forma.
Definicao 2.1 Sea € APM e € ATM, entdo definimos o produto exterior como

1

ONBXy s Xpsg) = > (sgno)a(Xoy, - Xon)  BXo@an): - Xotrra):
T 0€Sptg
onde Sy, denota o grupo de permutacoes do conjunto {1,...,p+q} e

+1 ,seo € par
sgno = o
—1 ,seo € impar

Para mais detalhes veja [18].

Para cada ponto p € M™ de uma variedade Riemanniana orientada podemos encontrar
{e1,...,e,} uma base para T,M, dualizando essa base encontramos {e',...,e"} uma
base para T;M. E possivel expressar uma k-forma w € A¥(T,M) em termos dessa base

da seguinte forma:

w= E Wiy i€ N s Aet,
i< <ig

Proposicao 2.1 Seja (M", g) uma variedade Riemanniana orientada e considere w,n €

Ak(TPM) Fazendo nilmik - Z giljl o 'gikjknjl"'jw definimos

J1yesJk

<Wﬂ7>g: Z wil"'iknilmika (1)

1< <tg
desse modo (-,-), define um produto interno em A*(T,M).

Prova: Suponha que {e;, ..., e,} é um referencial ortonormal local, considerando {e’; I crescente}
uma base ortonormal para A*(T,M). Verifiquemos que define um produto interno.

Note que nesse caso 0t =, ;.
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(i) Tomando w € A*(T,M), temos

(w,w>g = Z Wiq i Wiq ey,

17 <o <ip

= Z (wil...ik,)2 > 0.

1 < <ig

Note que (w,w), = 0 se, e somente se, cada w, ..

i € nulo, assim (w,w), = 0 se, e

somente se, w = 0.
ii) Tomando w.n € A*(T,M), temos que
(i) N pM), q

<Wﬂ7>g = Z Wiy i Thiy -y,

i1 <<y

= E Miy-ig Wiy -y,

i< <ip,

= <na w>9’

(iii) Seja w,n,0 € A*(T,M) e X € IR, temos

<w + )‘777 9>9 = Z (wil"'ik + )‘77@11k)9112k
11 <o <tp
= Z wil---ikeil"'ik + A Z 772'1-'-ik9i1---ik
1< <ig i< <ip

= (w,0), +A(n,0),.

Em outra base, basta escrever os elementos como combinagao linear dos elementos da

base ortonormal. O

Apresentaremos a seguir o operador estrela de Hodge que é muito util em geo-

metria Riemanniana, especialmente em dimensao 4.

Proposicao 2.2 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana orientada. Para cada k =

0,...,n, existe uma tnica aplicacio * : AKM — A" %M satisfazendo
w A *n = (w, 1) dVy

(para k = 0, interpretamos o produto interno como a multiplicacdo usual). Esta aplicagdo

¢ denominada o Operador estrela de Hodge.

Prova: Seja k =0, ...,n, definindo localmente * como na Proposicao de modo que

#(€ A Net) = E( A Aem),
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com a permutacao o de (1,...,n) dada por
1 2 -« k k+1 - n
O-: . . . . . N
1 2 1 o In—k
Assim,
(€T A ANeF)AR(ET A Aek) = A AR AT A NIk

= TN Aem=dV,. (2)
Pela Proposicao [2.1] temos

(ei1 Ao A€ et A A ei’“>g = Z (5“””)2 =1.

1k
J1<Jk
De ([2) temos
(A NeF)Nx(eT N ANe™) = dV
= 1-dV,
= ) (0Tay,
J1<-Jk

= (e"A---AeF et A Ae)dV,.
Suponha que existisse um outro operador x satisfazendo a mesma propriedade, teriamos

(€A AR AR(ET A Net) = (€M A Al et A Ne),
= d‘/g
= (€A AEF)Ax(eT A Ae).

Logo
*(€T A Ne) = (e Ao Ae').

Portanto, * = x, pois em cada elemento da base as operagoes coincidem, entao * é Uinico.
Note também que * : A*(T,M) — A" *(T,,M) é linear, pois tomando w,n, € A*(T,M)
e A € IR temos

WA+ = (wn+ M)gdV,
= (w,m)gdVy+ Mw,0)ydV,
= wA*n+ Aw A *0).
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Lema 2.1 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana orientada e considere o operador
estrela de Hodge * : AFM — A""*M. Se w € AF(M), entio * x w = (—1)Fk)y,

Prova: Seja {e,--- e e/ .- e/} uma base ortonormal para T;M, onde (g;) é o
correferencial dual para um referencial ortonormal local.
Supondo que

>|<(ei1 A A ei’“) = (ejl A A €j"_k).

Entao

sk (€A Nem) =det A Al

dependendo se {e™, -+ e e/l ... eln—*} ¢ uma base positiva ou negativa de M. Assim,
ENA NEEN N A NIk = (—1)MTR el A A e A AT A A

O expoente deve-se ao fato de termos realizado k(n — k) permutacdes. Logo (—1)*¥n=k)
é o determinante da matriz mudanca de base de e A --- A e/n—* para e/t A - Ae. O
caso geral é feito escrevendo uma k-forma em funcao da base ortonormal considerada na

demonstracao. 0

Proposigao 2.3 Seja (M*,g) uma variedade Riemanniana orientada de dimensdo 4.
Entdao podemos decompor o espaco A*>M utilizando o operador * : A2M — A2M, de modo
que

AN’M =A"M & A M.

Denotamos ATM a parte autodual de A*M e A=M a parte antiautodual de A*M.

Prova: De fato, do Lema temos que ** = Id. Assim, se w € A2M e supondo que
A € IR é seu autovalor associado, temos entao xw = Aw, dai * *x w = \ % w, portanto
w = Aw, o que implica A = £1.

Portanto, definimos A* = {w € A2M; xw = +w}. Note que (w — xw) € A~M,Vw € A2M.
De fato,

k(w—*w) = *w—*x*w
= W —w
= —(w—*w).

De forma andloga podemos mostrar que (w + *w) € ATM,Vw € A*M.

k(w+*w) = *w+tx*w
= *Ww + w

= W + *w.
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Assim, tomando w € A?2M, temos
1 1
w= é(w + *w) + §(w — *w).

Portanto,
w=wr+w e ATM+A M.

E imediato verificar quen € ATM N A~M se, e somente se, n = 0. Portanto,
ANM=A"M®A M.

O que prova a proposicao. [

Assim como no caso de Ty M, os espagos A*M apresentados anteriormente pos-

suem uma base induzida pela escolha de uma base ortonormal orientada {eq, ez, e3,¢e4} de
T,M.

Proposigao 2.4 Seja{ey, e, €3, e4} uma base ortonormal orientada em T,M e {e*, e?, €3, e*}

o correferencial dual dessa base. Entdao
el Ne 3 et € AEM,
elnedtet e’ e AEM e
el net £ Ned e ATM.
Prova: De fato, temos

st ne* e Aet) = x(et ne?) £x(eP Ae?)
= S Nettel ne?

= +(e' AL net).
Seguindo a mesma idéia obtemos

s ned et Ae?) = x(er AeP) £ x(et Ae?)
= etAettelne?

= +(e' AP Lt Aed).
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Finalmente,
st net e Ae?) = x(et net) £x(e2 AeP)
= e?Nedtel et
= +(e'AetEerAed).
O que prova a proposicao. [l

Note agora que qualquer w € A2M pode ser escrito como
w:§(w+*w)+§(w—*w):w +w eATMBA M.
Considere L : A2M — A%2M uma aplicacao linear, entao
Lw)=Lw"4+w")=Lw") + Lw").
Agora podemos decompor L(w") e L(w™) da seguinte forma

Lw®) = (D) + L") + 5(Llw) — <L)
= LwH "+ Lw") e A"TMa A M.

Analogamente,
Lw ) =Lw )"+ Lw )" e A" M e A M.

Logo, a decomposicao em blocos é dada por

A D
B C

Y

onde

Isso demonstra a seguinte proposigao:

Proposicao 2.5 Seja L : A°M — A2M wuma aplicacao linear. Entdo L possui uma

decomposicao em blocos

A D
B C

, (3)

onde
A:ATM — ATM,
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D:ATM — A~ M,
B:AM — ATM,

C:AN"M— AN M.

2.2 Tensor Curvatura

Definigao 2.2 Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana. O temsor curvatura de
Riemann € o (1,3)-tensor Rm : X(M)? — X(M) dado por

Rm(X, Y)Z =VxVyvZ -VyvVxZ2 — V[X,Y]Z, VX,K 7 € %(M)

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0,4)-tensor, definido
por Rm : X*(M) — C>~(M) da seguinte forma:

Rm(X,Y,Z, W) = g(Rm(X,Y)Z, W).

Proposicao 2.6 O tensor curvatura satisfaz as sequintes propriedades:
1. Rm(X,Y,Z,W)=-Rm(Y,X,Z,W)=Rm(Y,X,W,Z);
2. Rm(X,Y,Z, W)=Rm(Z,W,X,Y);

3. Primeira Identidade de Bianchi

Rm(X,Y)Z + Rm(Y, Z)W + Rm(W, X)Y = 0;

Y

4. Segqunda Identidade de Bianchi
(VzRm) (X, Y)W + (VxRm) (Y, Z)W + (VyRm) (Z, X)W = 0.

Uma prova pode ser vista em [20].

Definicao 2.3 Dado p € M, seja o C T,M um subespago bidimensional. A curvatura

secctonal de o em p € dada por

B g(Rm(X, Y)Y, X)
BXY) = XEvp —gx v

onde X,Y € o sao dois vetores linearmente independentes de T,M. Esta definicao nao

depende da escolha dos vetores (veja Capitulo 4 de [11]).
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Definigao 2.4 O tensor curvatura de Ricci, Ric : X(M)* — C®(M) € o (0,2)-
tensor obtido pelo trago do tensor curvatura de Riemman. Se {eq,...,e,} € T,M € uma
base ortonormal, entao

Ric(v,w) = tr{z — Rm(z,v)w}

- Zg(Rm(6i7U)wuei)
= Zg(Rm(U,Gi),eiyw)

— Zg(Rm(ei,w)v, €)-

Assim, Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido como o

(1,1)-tensor simétrico

Ric(v) = Z Rm(v, e;)e;.
i=1
Se (M, g) satisfaz Ric(v) = kv, ou equivalentemente, Ric(v,v) = kg(v,v), onde k : M —
IR é uma fungao em M, entdo (M, g) é dita uma variedade de Einstein [3].

Definigao 2.5 A curvatura escalar de uma variedade Riemanniana € a funcdo R :
M — IR dada por

R = trRic.
Em particular, se {ei,...,e,} é uma base ortonormal de T,M, entdo
R = trRic

= ZQ(R@'C(%),@J‘)

= Z g(Rm(ei, ej)ej, €;)

4,j=1

= 2) g(Rmle; e5)ej, ;)

i<j

= QZK(ei,ej).

1<j
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2.3 Fibrados Vetoriais e Cociclos

Nessa secao daremos uma definicao alternativa para o fibrado vetorial de uma variedade
diferenciavel utilizando cociclos, para isso relembraremos algumas defini¢oes bésicas.
Um fibrado vetorial E de posto k sobre M™ (também denotado como um k-plano
fibrado sobre M) é uma variedade aberta E de dimensao m+ k munida de uma aplicagao
p: E — M tal que suas fibras p~!(x) sio espacos vetoriais isomorfos a IR¥, e p localmente
é semelhante a projecoes U x R* — U.

Em outras palavras, existe uma cobertura aberta {U,} de M e um atlas de aplicagoes
{0a : pY(Us) = Uy, x R¥}, com m 090y = p (m : M x RF — M), de modo que as

transigoes @, o cpgl sao descritas por
(z, w) = (z, gap(2) - w),
para algumas func¢oes mudanca de coordenadas adequadas
Gap 1 Us MUz — GL(k),

assim assegurando que os IR*-fatores estdo identificados linearmente.
Para uma cobertura aberta {U,} de M munida com uma colegao arbitraria de aplicagoes
Gap : Uo NUz — GL(k), definimos um fibrado vetorial de posto k, algumas relacoes de

compatibilidade devem ser satisfeitas. Sao elas:

Joo(®) = id, gpa(T) = Gap(2)™" gar() = gap(x) - gp ().

Essas trés condigoes podem ser contraidas em somente uma condicao:

9op(T) - 95y () - gra(x) = id.

A dltima condicao é chamada condigao de cociclo. Qualquer cole¢ao {U,, gas} satisfa-
zendo essa condicao serda chamada de cociclo.

Como um exemplo podemos definir o fibrado tangente T'M de M através de cociclos, se
{®, : U, = (7; C IR™} é uma atlas de cartas para a variedade diferencidvel M™, entao

os cociclos
gap(x) = d(Po 0 @51 [,

construidos a partir das derivadas das transicoes define o fibrado tangente.
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2.4 Equacgoes de Seiberg-Witten

Nessa secao trataremos das equagoes de Seiberg-Witten

Dy = 0
{ Ff = of) @

e apresentaremos os invariantes de Seiberg-Witten SW, que serao utilizados no préximo
capitulo para nos fornecer a desigualdade de Miyaoka-Yau. Apresentaremos a seguir a

teoria necessdria para compreender os elementos presentes na Equagao (4)).

Definicao 2.6 Seja M uma variedade diferencidvel. Uma estrutura quase-complexa

€ um campo suave de automorfismos J do fibrado tangente T M satisfazendo
JP=—1,, xz€M,

onde I ¢ a identidade.

Uma variedade munida com uma estrutura quase-complexa é chamada variedade quase-
complexa. Note que se M admite uma estrutura quase-complexa, entao sua dimensao
deve ser par.

De fato, suponha M n-dimensional e J : TM — TM uma estrutura quase-complexa,
assim det(J — AI) é um polindomio em A de grau n, se n for impar existe uma raiz real x
tal que det(J — zI) = 0, nesse caso existe um vetor v € TM tal que Jv = zv, portanto
J?v = zJv, logo —v = x?v, daf 2> = —1 e portanto z ¢ IR, gerando uma contradicao,
assim n deve ser par.

Um estrutura quase-complexa é dita ser integravel se é induzida por uma tnica estrutura

complexall_]7 equivalentemente se o tensor de Nijenhuis N definido por
AN(X,Y) =X, Y]+ JJX, Y]+ JX,JY| - [JX,JY]|, VXY €T ,M,Vpe M,

é igual a zero. Do lado direito da equagao, X e Y denotam uma extensao local qualquer
de dois vetores X e Y.

Para que uma variedade diferenciavel admita uma estrutura quase-complexa é necessario
que ela satisfaca algumas condigoes topoldgicas, essas condigoes estao enunciadas no se-

guinte teorema:

'Uma variedade X de dimensao 2m admite uma estrutura complexa se existem homeomorfismos
Go : Uy = Uy C C™, de modo que {U, } é uma cobertura para X e as transigoes ¢, o (;5/;1 sao holomorfas.
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Teorema 2.1 (Existéncia de estruturas quase-complexas) Suponha que M admite

uma estrutura quase-complexa J. Entao a primeira classe de Chern de J deve satisfazer

c1(J)-er(J) =31(M) + 2x(M).

Para uma prova desse teorema veja [22], p.420.
Uma métrica Riemanniana em M ¢é dita ser compativel com a estrutura quase-complexa

J (ou é chamada uma métrica Hermitiana para J) se

(Ja, Jy) = (x,y).

Em particular, J se torna anti-simétrica, (Jz,y) = —(z, Jy). A 2-forma w(z,y) = (Jz,y)
serda chamada a 2-forma fundamental de J ou forma Kéhler. Uma métrica Kahler
em M ¢é uma métrica Hermitiana cuja forma Kéhler é fechada (dw = 0), uma variedade
com uma métrica desse tipo é chamada variedade Kahler. A seguinte proposicao nos

fornece um método para descobrimos quando uma variedade Hermitiana é Kahler:

Proposicao 2.7 Se M é uma variedade Hermitiana com estrutura quase-complexa J e
conexdo de Levi-Civita V, entao M € Kdhler se, e somente se, VxJ = 0,YX € X(M).

Uma prova pode ser encontrada em [6].
Uma 2-forma w em M em uma variedade M de dimensao 4 é chamada uma estrutura

simplética se ela é fechada e nao-degenerada, ou seja, se
dw=20 e wAw >0,

onde a tltima relagdo significa que a 4-forma w A w é ndo-nula e compativel] com a ori-
entacao de M.

Agora generalizaremos as estruturas quase-complexas de modo que elas possam ser encon-
tradas em toda variedade de dimensao 4, tais estruturas sao conhecidas como estruturas

spin®.

A escolha de uma estrutura spin® é essencial para definirmos as equacoes de
Seiberg-Witten e, como citamos anteriormente, essa estrutura sempre existe em qualquer
variedade de dimensao 4, uma prova para essa afirmagao pode ser encontrada em [22].
A figura a seguir ilustra como as estruturas estao distribuidas em uma variedade e a

relacao existente entre elas.

2uma, 4-forma o é dita ser compativel com a orientacdo de M se « é para todo ponto um miltiplo

positivo das formas locais e! A €2 A €3 A e para referenciais locais orientados {e!, e?, e?, et}
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Figura 2 — Estruturas em uma variedade de dimensao 4

spin€ 4-manifolds

almost-complex

symplectic

Fonte: SCORPAN,2005,p.382

Definigao 2.7 O grupo spin complexo é dado por
Spin®(4) = U(1) xz, Spin(4) = U(1) x Spin(4)/ + 1,

onde U(1) € o grupo unitdrio de grau 1 e Spin(4) € o grupo simplesmente conexo que

recobre SO(4).

O grupo Spin® admite uma projecdo natural em cada componente de U(1) x SO(4),
que sobre SO(4) é da forma Spin(4) — SO(4), enquanto sobre U(1) = S' é da forma

U(1) = U(1) : z — 2% Essas duas partes podem ser separadas em duas projecoes
U(1) < Spin® —— SO(4).

Agora, dado qualquer SO(4)-cociclo {gaﬂ}ﬂ para T'M, podemos levanta-lo para alguma

colecao de aplicacoes com valores em Spin® que satisfazem o seguinte diagrama:

U, N U — Spin®

9o l

Uy N U5 —2- S0(4).
Se, além disso, esses levantamentos satisfazem a condigao de cociclo
ggaﬁ(x> ' ggv(x) ’ g,cya($) = Zda

entdo o Spin®-cociclo {955} serd chamado estrutura spin® em M.

Agora, dada uma estrutura spin® s = {1955}, podemos projetd-la para um cociclo {det g5}

3Um SO(4)-cociclo é definido como gap5 : Uy NUg — SO(4) C GL(4).
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com valores em U (1), que pode entao ser visto agindo em C e assim dé origem & um fibrado

de linha complexo

L— M.

Esse fibrado é chamado fibrado linha determinante da estrutura spin® s. Sua classe

de Chern ¢;(£) é chamada a classe de Chern da estrutura spin®, denotada por

01(5) = Cl(ﬁ).
E um fato conhecido que Spin(4) = SU(2) x SU(2), assim o grupo spin complexo

Spin©(4) = S' x SU(2) x SU(2)/ + 1,

por outro lado,
U(2)=S'"%xSU2)/ +1.

Portanto, existem duas projecoes naturais

U(2) <—— Spin®(4) — U(2)

p—

[Za 5—} -~ [Z, €+7 5—] — [Za g—i—]

Usando essas projegoes, o cociclo § = {g55} pode ser projetado sobre dois U(2)-cociclos

{p+(955)}, que podem ser usados para construir dois fibrados complexos, denotados por
W™ =M e W' — M.

Esses dois fibrados sao chamados fibrados de spinors complexos. Mais especifica-
mente, chamaremos YW+ o fibrado de spinors autoduais e W~ o fibrado de spinors anti-

autoduais.

Toda estrutura spin® é munida com uma multiplicacdo de Clifford
TM x WH 5w,

Uma descri¢ao mais detalhada dessa operacao pode ser encontrada em [22].
A multiplicacao de Clifford e sua adjunta TM x W~ —» W+ combinadas nos fornece a

seguinte propriedade:

ve(veyp)=—v|?p, Vv € TM|, eVoecWH,.
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Escolhemos uma conexao A com valores em U(1) sobre £. Entdo, caminhando

sobre o diagrama

U(Q)

det T

U(2) <= Spin(4) L~ U(2)

|

SO(4)

podemos combinar A com V (conexdo de Levi-Civita) dentro de Spin®(4), e entdo proje-

tamos o resultado para duas U(2)-conexoes V4 em W+ e W~.

A conexao spinor V4 : T(W*) — (W~ ®T*M) combinada com a multiplicacio
de Clifford TM x W* — W™ nos fornece o operador de Dirac

DA T(WT) = T(W).
Localmente, esse operador é descrito pela férmula
Dio=> ereVip
para qualquer referencial ortonormal local {ey, s, e3,e4} em TM.

Para toda estrutura spin® em M e qualquer conexdo A em seu fibrado de linha

determinante £, temos
AVF A AVF A 1 Lo
(DY) Dl = (V) V ptgsetglies,
onde (D4)* é a adjunta formal] do operador de Dirac D*; (V4)* ¢ a adjunta formal da
conexdo V4 em W+ induzido por A; s denota a curvatura escalar em M e F ey denota

a acao de Clifford da 2-forma curvatura Fy de A em . A expressao anterior é conhecida

como Férmula de Lichnerowicz.

4Dados dois fibrados E e F em M, munidos com métricas de fibrados e dado um operador P : I'(E) —
I'(F), dizemos que um operador P* : I'(F) — I'(E) é a adjunta formal de P se, e somente se,

| tPapran= [ (0P 5

para todas as segoes a € I'(E) e 8 € I'(F'). A palavra formal é usada somente porque os espacos das
segoes suaves I'(E), I'(F') nao sdo completos (ndo sao Hilbert).
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O préximo operador que definiremos possui um papel fundamental na definicao
das equacoes de Seiberg-Witten, a aplicagao quadratura ¢ a tunica aplicagao que pre-
serva fibras

oW =N (T*M)

tal que para todo ¢ € W, satisfaz as igualdades

s()ep=5lefe o Il = kel

Outro objeto relevante para as equagoes de Seiberg-Witten ¢é a forma curvatura
F4 da U(1)-conexao A em L. Visto que a algebra de Lie de U(1) = S' é simplesmente
iR (Lie(U(n) consiste de matrizes n x n anti-hermitianas), a curvatura F4 deve ser uma
2-forma com valores imaginarios. Além disso, a identidade de Bianchi nos diz que Fj4 é
fechada. Na cohomologia de De Rham, a forma F, representa a classe de Chern c¢(s).

Resumindo temos:

Fp € TGA*(T*M)), dFyx=0 e [Fi] = —2mici(L).

O grupo de gauge G(£) de L é simplesmente o espago de todas as fungoes de
M com valores em U(1):
G(L)={g: M — S'}.

A acdo de algum g : M — S! sobre um campo spinor ¢ € I'(W?*) pode ser expresso

diretamente pela multiplicacao:

Agora que apresentamos todos os elementos necessarios, iremos apresentar as
equagoes de Seiberg-Witten.
Apés a escolha de uma estrutura spin® s em M, com fibrados spinors associados W* e

fibrado de linha determinante £, os objetos de interesse no que segue serao pares

(¢, A),

onde ¢ € T(WT) é um campo spinor autodual e A € Conn(L) é uma U(1)-conexao em

L.

Definicao 2.8 As equacoes de Seiberg- Witten sao:

DA = 0
Fy = o)
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Como explicado anteriormente, D4 denota o operador de Dirac induzido por A, enquanto
F, é a 2-forma curvatura de A com valores imaginarios e FX = %(FA +xF) é a sua parte

autodual. Finalmente, o : W — iA% ¢ a aplicagao quadratura.

As solugoes (@, A) para as equagoes de Seiberg-Witten sdo chamadas monopolos.
Os monopolos formam um subespago & do espaco de dimensao infinita I'(WT) x Conn(L),
um outro fato sobre as equagoes de Seiberg-Witten é a invariancia por agoes do grupo de
gauge G(L) = {g : M — S'}, para mais detalhes veja [I7]. Definimos o espago moduli
por

M= &/G.

Este espaco depende da escolha de uma estrutura spin® e uma métrica Riemanniana,[22].
Uma solugao (¢, A) de serd chamada redutivel se ¢ = 0, caso contrario a solugao

seréd chamada irredutivel.

Proposicao 2.8 Se (¢, A) € uma solugao para as equagoes de Seiberg- Witten, entao

2
[ irikans [ San
M M 8

com igqualdade se, e somente se, VAp =0 e s é constante.

Prova: Seja (p, A) uma solugao de , entdao DAp =0 e Ff = o(p). Substituindo esses

valores na férmula de Lichnerowicz

(DY) D= (V) Vit 75 ot SF g

segue que

) 1 1
0= (V)Vip+ 159+ glele,

aqui usamos o fato de que o(¢) e = 1|¢|?¢p. Tomando o produto interno com ¢ obtemos
A\xy7 A 1 1 2
0= (V) V7p,0) + 1 (s-9,9) + (el e 0).
Integrando sobre M e lembrando que (V4)* é a adjunta de V4, temos:
A A 1 2 1 4
0 = [ (V. Vip)dut 7 [ slpfdu+7 | fofdp
M M M

1 1
= /|v%|2du+1/ 8\90|2du+1/ ol dps.
M M M
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Logo,

/|¢!4du < /4|VA90I2du+/ ol dpa
M M M

= [ (=slleldu

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito da desigualdade obtemos

1/2 1/2
[retans ([ 2an) ([ retan)
M M M

Assim,
1/2 L2
(/ Iw!4du) < (s%dp) "
M
Agora,
[ IRt = [ JooPau
M M
1 4
= = d
3 /M o] dps
1
< —/ s2dy,
8 Jum
onde a igualdade ocorre quando V4¢ = 0 e s é constante. O

Outro elemento importante na Teoria de Seiberg-Witten é o Invariante de Seiberg-

Witten, ele pode ser definido da seguinte forma:

Defini¢ao 2.9 Seja (M, s) uma variedade diferencidvel compacta de dimensao 4 munida
com uma estrutura spmc e orientacao determinada por alguma estrutura quase-complezxa
J. Suponha que 2x + 37 = ¢ > 0. Entdio o Invariante de Seiberg- Witten (mod2),
denotado por SW(s) € Zs, € definido como

SWy(s) = (#9M)mod2,

calculado com respeito a qualquer métrica Riemanniana g em M.
Observacao 2.1 Pela teoria de Chern-Weil,
2 1 +12 —2
(M) = — [ (Fs[7 = [F4]7) dp.
471— M
O seguinte teorema sera bastante 1til mais adiante em nosso trabalho:

Teorema 2.2 (Lebrun,1995) Seja M uma variedade diferencidvel compacta orientdvel
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de dimensao 4 com 2x(M) + 37(M) > 0. Suponha que existe uma classe s = [J], com-
pativel com a orientacao, de estruturas quase-complexas para as quais o invariante de
Seiberg-Witten SWy(s) € nao-nulo. Seja g wma métrica de curvatura escalar constante

s e volume V em M. Entao

sVV < —25/27r\/2x + 37,

com igualdade se, e somente se, g € Kdahler-Einstein com respeito a alguma estrutura

complexa integravel J na classe de homotopia de s.

Uma prova para este teorema encontra-se em [16].
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3 DECOMPOSICAO ORTOGONAL DO TENSOR CURVATURA

O objetivo desse capitulo é determinar quando um tensor qualquer satisfaz algumas propri-
edades que o tornam um tensor tipo-curvatura, a seguir forneceremos uma decomposicao
em termo de suas componentes ortogonais. Dizemos que um tensor A C @*T*M estd em
S%(A2M) se
{ Alz,y,z,t) = —Aly,x,z,t) = Ay, z,t, 2), 5)
Alz,y,z,t) = Az, t,z,y).

Lembrando que o tensor curvatura Rm como um (0,4)-tensor satisfaz
Rm € S*(A*M) C @*T*M.
Defina uma aplicacao b : S?A? — ®*T*M por

bA(x,y, z,t) = = (A(z,y, 2, t) + Ay, 2, z,t) + A(z, z,y,1)) .

Wl =

A operacao acima é chamada aplicacao de simetrizacao de Bianchi.
Lema 3.1 A imagem de b estd contida em S*A2.

Prova: Note que

bA(y,x,z,t) = (Aly, z, z,t) + Az, z,y,t) + A(z,y, z,t))

— Wl

= g (—A(%y, Zat) - A(Z,$, y7t) - A(yv Z, T, t))

= —bA(z,y,z,1).

A anti-simetria nos dois ultimos indices é provado analogamente. Além disso, temos que

bA(z,t,x,y) = % (A(z,t,z,y) + Alt, z, z,y) + A(z, 2,t,y))
= (Al y 7 0) + Al tw) — Al 7, 1,y)
= % (A(z,y, z,t) + Ay, z,x,t) — A(z,z,y,t))
= bA(z,y,z2,t),
o que finaliza a prova do lema. O

Lema 3.2 O espaco S%(A?) pode ser escrito como a sequintes decomposi¢ao ortogonal

S%(A?) = Ker(b) @ Im(b).
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Prova: Inicialmente note que b* = b. Agora, dado A € S?(A?), considere B = A — b(A),
entdo b(B) = b(A) — b(b(A)) = 0. Se denotarmos C' = b(A), entdo A = B + C, onde
B € Ker(b) e C € Im(b).

Suponha que A € Ker(b) N Im(b), assim b(A) = 0 e 3A € S?A? tal que b(A) = A, por

outro lado, aplicando b em ambos os lados da ultima igualdade temos

b?(A) = b(A), entdo b(A) =0, portanto A = 0.

Assim, A € Ker(b) N Im(b) se, e somente se, A = 0.

Além disso, afirmamos que b é auto-adjunta. De fato, em uma base ortonormal temos

1
g(A,bB) = gAijkl(Bijkl + Bjki + Briji)

1
= g(Aijk:le’jkl + AjjiBiki + AijriBriji)

1
= g(Aijleijkl + ApijiBijii + AjriBijii)
= g(bA,B).

Agora, se A € Ker(b) e B=5b(C) € Im(b), temos
g(A, B) = g(A,bC) = g(bA,C) =0,

ou seja, b ¢ uma projecao ortogonal. O

Agora, identificaremos a imagem de b, para isto, provaremos o seguinte lema.

Lema 3.3
Im(b) = A*T*M

Prova: Para provar esse fato, afirmamos que

b(a@ﬁ):éa/\ﬂ, (6)

onde «, B € A’M e ® denota o produto simétrico. Podemos pensar A2M como um espaco

de (0,2)-tensores anti-simétricos. Temos que

(@ ® B)iju = i + g i

O lado esquerdo de @ ¢é dado por

1
(bl ® B))iju = g(@ijﬁkl + Bijoua + ajiBu + Birou + owiBi + Prictjr). (7)
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Considerando nossa identificagao de 2-formas com (0,2)-tensores, o produto wedge é es-

crito como

1
a N\ 6(61'7 €j, €k, 6[) = ﬁ Z (Sgn U)a(ea(i)a ea’(j)) : ﬁ(ea(k)a eo(l))-

gESy

Considerando {i < j < k < [}, podemos reescrever a igualdade acima como

anBlenejene) = Y alea o) Blea, o)

o(i)<o ()
o(k)<o(l)

ales, e;) - Bler, er) — ales, ex) - Blej, e) + ales, er) - Bley, ex)
+ alej,er) - Bles, e) —alej, er) - Bles, er) + aler, ) - Bles, e5)
i B — Bt + a Bk + o Ba — i Bik + i Bij.

Comparando a ultima expressao com , vemos que os termos coincidem, a menos do

fator 1/3. Isso claramente implica a afirmacao do lema. 0J

Definicao 3.1 O espaco dos tensores tipo-curvatura é

C = Ker(b) C S*(A?).

Considere a decomposigao
S%(A?) =C @ A*.

(Observe que a decomposicao segue dos Lemas e ) Se V' é um espago vetorial de
dimensao p, entao
1
dim(S2(V)) = @.

Visto que
-1
dim(A?) = —n(n2 ),

podemos deduzir que
1
dimS?(A?) = gn(n —1)(n* —n+2),

dim(AY) = (Z)

e ainda

Segue-se dai que

dim(C) = én(n —1)(n* —n+2) - in(n —1)(n—2)(n—23)
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Agora, a contragao de Ricci, ¢: C — S*(T*M), é definida por

(c(Rm))(X,Y) =) Rm(e;, XY, ¢;).

=1

Em coordenadas locais temos
c¢(Rm) = gklR;ﬁ-jldxi @ da’ .
O produto de Kulkarni-Nomizu @ : S*(T*M) x S*(T*M) — C ¢ definido por
(a® B)ijm = caljr + ajrbBa — cirBj — bk,

observe que a ® 5 = 3 O «.

Usando as notacgoes definidas acima temos a seguinte proposicao.

Proposigao 3.1 A aplicagao v : S*(T*M) — C definida por

Y(h)=hoy,

¢ injetiva para n > 2.

Prova: Primeiramente note que para f € S?(A?),h € S?(T*M) e g a métrica Riemanni-

ana, temos

(f;h@g)=4cf h).

Para verificar isso basta realizar os calculos em uma base ortonormal, de fato

Fhog) = fun(hilg" + bl — hitglt — pilgh)
= ¢*fimh™ + g" fisuh?™ — ¢ fih™ — g™ fijuh”
= 4g" fijuh’*
= 4{cf,h).

Além disso, afirmamos que

c(h®g)=(n—2)h+tr(h)g.
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De fato,

chdg) = ¢"

(h D g)zgkl
zl(

a9k + Nirga — hikgii — hjigir)
= tr(h)gji + nhj, — hixds — hjd},

= tr(h)g;x +nhjr — hjx — hj

= tr(h)gr + (n —2)hjx

= tr(h)g+ (n — 2)h.

Para provar a proposicao, suponha que h ® g = 0. Assim,

0 = (h®g,h®g)

= 4(h,c(h® g))

= 4(h,(n —2)h +tr(h)g)
4 (tr(h)* + (n —2)[n|?).

Isso implica que h = 0 se n > 2. Isto finaliza a prova da proposicao. U
Como consequéncia da Proposicao temos o seguinte corolario.

Corolario 3.1 Para n = 2, a curvatura escalar determina o tensor curvatura. Para

n =3, a curvatura de Ricci determina o tensor curvatura.

Prova: O caso n = 2 é trivial, visto que a unica componente nao-nula de R deve ser

R1291. Para n arbitrario, relembre a definicao do tensor de Schouten que é dada por

1 R
A= c———g].
n—2 (P“C 2(n—1)g>

Afirmamos que

c(Rm—A®g)=0.

De fato, calculando

r(4) = niZ (R_ 2(:?1)> B 2(nR— 1)

entao

¢c(Rm—A®g)=c(Rm)—c(ADdg) = Ric—((n—2)A+1tr(A)g)

) ) R R
= ch—(ch—2(n_1)g+2(n_1)g)
= 0.
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Para n = 3, temos que dim(C) = 6. Da Proposicao obtemos
Y SHT*M) — C.
Mas dim(S?*(T*M)) = 6, entao ¢» é um isomorfismo. Isso implica que
Rm=ADy,

0 que prova o corolario. ]

Observe que o argumento anterior implica que, em qualquer dimensao, o tensor

curvatura pode sempre ser escrito como
Rm=W+ADy, (8)

onde W € Ker(c). O tensor W é chamado de tensor de Weyl. Podemos reescrever a

igualdade acima como

1
Rm:W+mE®g+ gb g, 9)

2n(n — 1)

onde R
E = Ric — —g,
n

¢ o tensor de Ricci sem traco.
Proposicao 3.2 A decomposicao (@ ¢ ortogonal.

Prova: Dos calculos realizados anteriormente sabemos que
(W.h o g) =4cW, h) =0,
entao o tensor de Weyl é claramente ortogonal aos outros dois termos. Agora,
(ED g, 90 g) =4HE,c(9gDg)) =4E,(n—1)g) =0.

O

Definiremos agora a norma de um tensor tipo-curvatura, que difere da definicao
usual por uma constante. Isso se deve ao fato de que estamos considerando o tensor como

um operador, a escolha dessa constante ficara clara na préxima secao.

Definicao 3.2 Seja A € C, definimos a norma de A como

1 .
AP = JAum AT,
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Utilizando a notacao utilizada anteriormente podemos escrever

1
AP = (A4, 4).
4
Agora observe que para qualquer tensor B temos B® g € C, assim a norma de B® g € C
¢ dada por
9 1
|Bogl" = ;(BogBoy)
1

(B,(n—2)B+tr(B)g)
= (n—2)|B|* +tr(B)*.

A decomposic¢ao nos fornece
[Rm* = [W[* + (n — 2)|A]* + tr(A)?,
por outro lado a decomposicao @D implica

1 1
2= W]+ —|E R 10
[Rmf* = WP+ — |EP + (10)

n(n —1)

Observe que

- R . R ..
|E|2 _ EijE” — (Rl] _ Egij) (sz o Egz]>
2 1
= |Ric]> -~ “R*+ ~R?
n n
2

R
_ mie? B 11
| Ric| - (11)

Comparando e (11) temos

1 1
Rmf® = W|? + ——|Ric]> — R
[Bml” = W+ I Riel = s =

3.1 O Operador Curvatura

Anteriormente, mencionamos que P € S?(A?) se P ¢ um (0,4)-tensor satisfazendo (/5.
Mas podemos enxergar tal elemento como uma aplicacao simétrica P : A2 — A% No
restante dessa secao, faremos os calculos necessarios em uma base ortonormal orientada.

Para uma 2-forma w, as componentes de w sao definidas por

wij = w(es, €;5),



de modo que a 2-forma pode ser escrita como
1 P
w= = E wije  Ne’.
2 —
2y}
Definimos o operador P como

1
=5 > P
ol

Outro modo de escrever essa expressao é a seguinte

1 , | . .
Pw == 23(7360)@6Z Nel = 1 Z Pijirwre’ N e,

2 — <
2¥) 9,9,k,l

ou seja,
1 . .
Pw = 4_1 Z lekwklez Nel.

i7j7k7l

Proposicao 3.3 O operador P é simétrico, isto €,

<7)Oé, 5>A2 = <Oé, PB>A2

Prova: Usando a identidade
P(X,Y,Z,W)=P(Z W, X,Y)

e observando que (e’ A €’ €' A e/) 2 = det(I,x,) = 1, temos

(Pa, Bz = <;Z(Poz ge' Ael, Zﬁme /\e]>

¥

1 S
] Z(Pa)ijﬁij (e" Nele' Nel)pe
Z'7j
1
= 7 > (Pa)i;By
1,J

1
= 3 Z Pijia Bij

Z'7j7k7l

1
= g Z Pkljiﬁz‘j@kz

.5,k

= EZ(PB)MOCM
k,l

= <Oé,”7)6>A2

A2

37
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O

Reciprocamente, qualquer operador simétrico P : A2 — A% é equivalente & um
(0,4)-tensor, definido por
Py = (P(e' Ae?), e A e¥)pe.

Podemos aplicar as construgoes acima ao tensor curvatura Rm, desse modo
R €T (End(A*M))

¢ chamado o operador curvatura. Visto que qualquer matriz simétrica pode ser diagona-

lizada, R possui n(n — 1)/2 autovalores reais, contados com suas multiplicidades.

No capitulo anterior provamos que o operador estrela de Hodge decompoe o espaco
das 2-formas em

A=At A (12)

lembre que dimg(A?) = 6 e dimpr(A*) = 3. Elementos de AT sao chamados 2-formas
autoduais e os elementos de A~ sao chamados de 2-formas antiautoduais.
Fixemos uma base ortonormal orientada {ey, s, €3, €4} com sua base dual {e!,e?, e3, e*}
e seja

wi=e' N2+ edAel,

wi =e' Ned £et e,

wi =e' Net £ e Ned.

+

Como mostrado anteriormente *w;" = +w;" e \%wi é uma base ortonormal de A*.

Em dimensao 4, o operador curvatura atua em 2-formas e o espago das 2-formas decompoe-

se como acima. De @D, o tensor curvatura em dimensao 4 se decompoe como

1 R
= ZE ikl
Rm W+2 ®g+24g®g,

Correspondendo & essa decomposicao, definimos o operador curvatura de Weyl, W : A? —

A2 como

1
(Ww)lj = 5 Z VVijlkwkl
k.l
De acordo com a Proposicao [2.5 podemos definir W* : A2 — A? como
Wiw = 7TiW7Tiw,

onde 7y : A2 — A* é a projecao 5(I £ *).

Lema 3.4 Seja (M",g) uma variedade Riemanniana orientada. Considere o operador
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estrela de Hodge * : A*M — A"* definido como anteriormente. Se o € A*¥ e B € A",

entao

(o, %8) = (=1)"" P (xar, B).

Prova: Seja /€ A* dado por § = 3, assim a A x5 = (a,@) dV,, portanto a A * x § =
(0, #8) AV, (— 1) Han = (o, +6) dVy, logo A = (, %8) dVj, daf (~1)+4)(8, xa) dV, =
(@, %B) dVy, por fim (—=1)M"" (B, xa) = (a, *0).

Em particular, quando n = 4 e k = 2 no Lema [3.4] temos

(o, x8) = (xa, §). (13)

Provando assim o resultado desejado.

Proposicao 3.4 Considere a aplicacdo s : N> — AT, definida por miw = %(w + *w),
entao

<7Tiw1, OJ2> = <w1, Wiw2>-

Prova: Sejam w,ws € A2, de podemos concluir que

(rason ) = (Gl w0, n))
= (o e, 2)

(o, ) (s, )

(fon, ) o, wen)

(2w, wy £ *wo)

N SR NG I NG I NOR

1
Wi, 5(&]2 + *w2)>

= <w1, Wiw2>'

Observe ainda que

<W+w1, w2> =

T W w1, W)

Wi, W7r+w2) (visto que W é simétrica)

{

= (Wriwy, Tyws)
(
(

wl) >
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Isso nos diz que W* é um operador simétrico, entao pelas consideracoes anteriores, ele

corresponde & um tensor tipo-curvatura W+, as componentes desse tensor sao definidas

por
Woes = W (P Net), e Ne)
= (mWmy(eP Ne?),e® Ne")
1
= Z(W(ep Nel+x(e? Net)),e® Ne" + x(e” Ae)).
Por exemplo, temos
1
Wihay = Z(W(el Net+ed net), e nel +et Ae?)
1
= Z(W1212 + 2Wiaga + Wiaga). (14)
Provaremos que
7T+W = Wﬂ--i—a

que é equivalente a dizer que VW comuta com o operador estrela de Hodge. Isso, por sua

vez, ¢ equivalente a provar certas identidades de curvatura para W. Por exemplo,

Wihay = (mW(e' Ae?), e Ae?)
= Wr, (et ne?) et Aed)

1

§<W et Net et Aet) et Aed)

1

§(W1234 + Wiaaza).

Comparando o resultado acima com o que foi encontrado em , podemos concluir que
Wi212 = Waaza.
Podemos decompor o tensor curvatura de Weyl como
W=W*t+Ww-,

onde W7 e W~ sao denominados componentes autodual e antiautodual, respectivamente.
Portanto, em dimensao 4 temos uma decomposicao ortogonal adicional do tensor curva-
tura

1 R
Rm:W++W*+§E®g+ﬁg®g. (15)

O operador curvatura de Ricci sem trago € é o operador associado ao tensor tipo-curvatura

E ® g e o operador curvatura escalar S é o operador associado a Rg @ g.
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Proposicao 3.5 O operador curvatura de Weyl comuta com o operador estrela de Hodge,
VW = Wk e portanto preserva a dualidade das formas, W(AY) C A*. Além disso,

*W+ — W+* — W—i—
*W™ =W =-W".

O operador curvatura escalar atua como um maltiplo da identidade
Sw =2Rw.
O operador de Ricci sem trago é anti-comutativo com o operador estrela de Hodge,
xE = =& *.

Portanto inverte os tipos das formas, £(A*) C AT. Correspondente a decomposicdo (@,

o operador curvatura € dado em forma de blocos por

R 1
WJF + EI 5571'_

1 — R
§(€7T+ W + EI

Para uma prova veja o Capitulo 10 de [24].
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4 VARIEDADES COMPACTAS DE DIMENSAO 4

4.1 Caracteristica de Euler

Em uma variedade diferenciavel M de dimensao n podemos definir um invariante to-
polégico muito importante, trata-se da Caracteristica de Euler, denotamos tal elemento

por x(M), ele pode ser definido da seguinte forma.

Definigao 4.1 Sejam b; = dim H'(M,IR) os nimeros de Betti de M, onde H'(M,IR)

denota o i-ésimo grupo de cohomologia singular com coeficientes em IR. Temos entdo que

Por exemplo, x(S™) =1+ (—=1)", x(T") =0, x(CP™) =m + 1.

Enunciaremos agora um dos principais resultados desse trabalho, trata-se do Teorema de
Gauss-Bonnet em dimensao 4. Quando M é uma variedade Riemanniana orientada
compacta de dimensao 2m, esse teorema nos fornece uma férmula para x(M) como uma

formula integral.

Teorema 4.1 Seja (M*, g) uma variedade Riemanniana, sua caracteristica de Euler pode

) = gz [ (e = Jiee+ 5 )
M=% 2 24 )

Para provar esse teorema utilizaremos o seguinte resultado devido a Allendoerfer:

ser escrita como

Teorema 4.2 (Allendoerfer,1940) Seja M™ uma variedade Riemanniana fechada de
dimensdo n; seja du(z) o elemento de volume Riemanniano no ponto x com coordenadas
locais x'; seja gap 0 tensor métrico, g = det(gap), Rajanpip, 0 tensor de curvatura Rie-
manniano induzido pela conexao de Levi-Civita no mesmo ponto; seja €* um simbolo que
¢ igual a 1 ou -1, respectivamente, se (aq,..., ) € uma permutacdo par ou impar de

(1,...,n); e defina o invariante escalar V(x) por:

. 1 gvef
\I/(Jj) - (27() /2. 2”(71/2)' Z g Ra1azﬁlﬁ2Ra3a4ﬁ354 T Ranflanﬁnflﬂrﬂ
B

para n par; V(z) =0, para n impar. Entdo
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Esse teorema foi provado por C.B. Allendoerfer em 1940 [I], entretanto era necessario que
M™ estivesse mergulhada em algum espaco Euclidiano de dimensao maior que n. Mais
tarde em 1956, Nash provou que toda variedade Riemanniana pode ser isometricamente
mergulhada em algum espago Euclidiano [19]. Assim, o teorema ¢é vélido para todas as
variedades Riemannianas. Mas isso nao estava perfeito, pois uma férmula intrinseca devia
ter uma prova intrinseca, em 1944 Chern fez isto em [7].

Provaremos agora o Teorema [4.1]

Prova:

Antes de tudo note que

1
]Rm]Q = Z_l Z Rz’jklRijkla

7:7j7k7l

|Ric|* = Z Ry Ry, = Z Rijjn R e
ik

B4kl
R = Z Rijji Riug-
i7j7k7l
Dado x € M*, considere um referencial ortonormal {E, Es, E3, E4} em T, M, onde g,z =

dap € g =1, logo

L, 1 .
U(z) = (2n) 2'@25 € Revy vy o Revses B
1 s
~ 12872 ;E & Rasazpip Rasassssn:

Agora, analizaremos cada parcela da soma acima, para isso checaremos as relagoes entre
as permutacoes de a e . Por exemplo, considerando o = (ajagazay) e B = (1525364)
permutagoes de (1234), onde a1 = B3, = By, a3 = Bi, a4 = Po, teremos %’ = 1,
pois é necessario uma permutacao par para mudarmos a permutagao (ajeazay) para a
permutacao (azauaias) = (£1823384), portanto, se e* = 1, entdo &’ = 1, logo e%” = 1,
analogamente, se e = —1, entdo £ = —1, assim £%? = 1.

Encontramos aqui 24 termos da soma, que contribuem positivamente no resultado (caso
e*e? = —1, dizemos que a contribuicdo seria negativa). Além disso, todos esses termos
sao parcelas da soma que gera a norma de Rm, uma vez que podemos rearranjar a ordem

de suas entradas sem alterar seu sinal, temos:

R01025162Ra3a45354 = Ra1a2asa4Ra3a4a1a2 = Ra1a2a3a4Ra1a2a3a4-

Por simplicidade, organizamos na tabela abaixo o resultado entre as relagoes de todas as

permutagoes:
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RELACAO £%e? | Formato das Parcelas | Termos de

ap = B,a0 = Po,a3 = B3,04 = 4 | +1 Rijji Ry R?
ay = Bo, a0 = fr,a3 = Bz, a4 =4 | -1 —Rijji Ry —R?
ar = o, = fB3,a3 = Pr,q = Py | +1 —Rijn R —|Ric|?
ap = Bo, a0 = f3,a3 = By, a4 =P | -1 Rijjk Rin | Ric|?
ay = B3,a0 = o, a3 = By, a4 = 1 | +1 —Rijn R —|Ric|?
ay = Pr,00 = Po, a3 = Py,03 =04 | -1 —Rijji Rk —R?
ap = Br,a0 = f3,a3 = Bo,aq =Py | -1 Rijjk Rin | Ric|?
ap = P1,00 = B3, a3 = Py, 00 = Po | +1 —Riji R —|Ric|?
ay = Bi,a0 = By, a3 = B, a4 = B3| +1 — Rijjr R —|Ric|?
ay = Bi,a0 = fy,a3 = Bz, a4 =P | -1 Rijjk Rin |Ric|?
ay = Pa, 00 = Bi,a3 = Py, 04 = P3| +1 Rijji Rk R?
ay = P, ap = Py, a3 = fr,a4 = P3| -1 Rijji Rin | Ricl|?
ap = Bo, a0 = Py, a3 = B3,04 = By | +1 —Rijn R —|Ric]?
oy = B3,00 = Br,a3 = Po, o0 = By | +1 —Ryj R —|Ric|?
ayp = P,y = fBr,a3 = By, a8 =P | -1 Rijji Rin | Ric|?
ay = B3,00 = o, a3 = Br,a4 = P4 | -1 Rijji Rin |Ric|®
ap = B3, 00 = By, a3 = Br,a4 = Po | +1 RijriRiji | Rm|?
ay = fB3,00 = Py, a3 = Bo,aq =P | -1 —RijriRijri —|Rm/?
ay = Bi, a0 = Pr,a3 = Bo,aq = P3| -1 Rijji Rin |Ric|®
ay = By, a0 = PBr,a3 = B3, 04 = Po | +1 —Rijin R —|Ric|?
oy = By, 00 = By, 03 = Br,04 = 3 | +1 —Ryji R —|Ric|?
oy = By, 00 = Po,a3 = P304 =1 | -1 Rijik R | Ric|?
ar = By, 0 = P, a3 = P4 = P | -1 —Rijra Rij —|Rm/?
ar = By, 0 = P3,03 = Pa, 0 = P11 | +1 RijiaRijra |Rm|?

termos de R?. Assim,

V()

ik AL

Observe ainda que

i7j7k7l

ik Al

i7j7k7l

1
(4 Z RijiiRiji — 16 Z Rijjp R +4 Z Rijji R

= 12872

i kAL

i7j7k7l

Note que aparecem 4 vezes termos de |Rm|?, 16 vezes termos de |Ric|* e 4 vezes

) "t

16|Rm|2 — 16|Ri0|2 + 4R2 =4 Z RijklRijkl — 16 Z Rijijillk + 4 Z RijjiRkllk-
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Se tivermos ¢ = j = k = [, entao todas as parcelas sao nulas, o mesmo ocorre quando trés

das quatro entradas sao iguais. Assim, reescrevendo as somas acima obtemos,

16|Rm|2 — 16|Ri0|2 + 4R2 = 4 Z RijklRijkl +4 (Z RijklRijkl + Z Rijkle'jkl
i=k 1=l

i A - -
+ Z RijriRijr + Z RijklRijkl> — 16 Z Rijin Rk
7=k =l i#j#kAl

- 16 (Z Rijin Rk + Z Rz’jijillk> +4 Z Rijii R

j=l i=k i£j£kAL

+ (Z Rijji Reur + Z Rijji Rk + Z Rijji Reur + Z Rijii Riug

i=k i=l j=k j=1
Fazendo mudancgas convenientes de termos em alguns somatorios obtemos

16|Rm|? — 16| Ric]> + 4R* = 4 Y RyuRim

i Al
+ 4 (Z (Rjije Rjijr + Rjinj Rjing + RijjnRijjn + Rijijijkj)>
igk
— 16 Z Rijijillk - 16ZRijjiRilli - 162 Rijijijjk
i#j#kA irgil bk
+ 4 Z Rijji Rk
i AL
+ 4 (Z (RijjiRini + RijjiRa + RijziRju; + RijjiRilli)>
il
= 4 Z Riji Rijr + 16 Z RijjrRijjn
iAj kAl ik
- 16 Z Rijjr Riuk — 16 Z RijjiRini — 16 Z RijjrRijjn
i#j#hA irjil ingok
+ 4 Z Rijji Riux + 16 Z RijjiRini
iAj kAL il

= 4 Z RijRiji — 16 Z Rijin R + 4 Z Rijji Rk

i ERA i j#kAL i jEkAL

) |
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Substituindo a igualdade acima em ,deduzimos

1
U(z) = o5 ——— (16|Rm|* — 16| Ric|* + 4R?)
1
= 8_(le2 |ch|2+—>
o (R (s
= 8 m 1C 1
1 2 2
= 32 (IBm|* — |EF).

De (|10)), para n = 4, temos

1 R2
W) = g (WP glER+ 5y - 1P
1 1 R2
- WP =SB+ = ).
oz (I - g1Er+ )

Portanto, lembrando que x(M) = / U(z)du(x) temos
M

1 1 R?
M) = — W2 — 2 m
x()&r/(II |\24)u

O que prova o teorema. U

4.2 Assinatura de uma Variedade

Nessa secao apresentaremos e provaremos a seguinte formula integral para a assinatura

de uma variedade Riemanniana compacta de dimensao 4:

(M) = /M (WP — W) dp. (19)

Antes de tudo, vamos definir o conceito de assinatura em uma variedade Riemanniana.
Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensao 4k. A forma intersecao de

M ¢ definida como a forma bilinear
Q: H*(M)® H*(M) - R

Q). In]) = /M w A

Note que @ é simétrica, pois wAn = (—1)*2*nAw = nAw, e portanto estd bem definida,

isto ¢, a integral do lado direito da igualdade nao depende dos representantes da classe
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de cohomologia, para verificar isso tome outro representante de [w], digamos w. Assim,
dw = do = dn = 0 e existe § € A**"Y(T,M) tal que @ —w = df. logo, @ = w + df e

d*0 = 0, assim

/Mamn = /M(w+d9)An

= /w/\77+/d9/\?7-
M M

Lembrando que d(6 An) =dfd An+ 0 A dn e usando o teorema de Stokes obtemos

/@/\n = /w/\n+/d(0/\n)—/0/\dn
M M M M
= /w/\n—l—/ 0NN
M oM
= /w/\n.
M

Desde que H?*( M) possui dimensdo finita igual a by, podemos tomar uma base B = {[w;]}
de modo que a forma quadrdtica () possui uma matriz associada Q(p) cujas entradas
sao (Q[B])ij = Q([wi], [w;]). Essa matriz pode ser diagonalizada para uma matriz de
autovalores A, ..., \s, onde s = dim H? = by.

A assinatura de Q|p) ¢ a diferenca entre a quantidade de autovalores positivos e autovalores

negativos.

Definicao 4.2 A assinatura 7(M) de uma variedade Riemanniana de dimensdo 4k

compacta orientada € a assinatura da forma quadrdtica Q).

A assinatura é um invariante topoldgico, para mais detalhes veja [21].

Vimos que se dim(M) = 4k, entao * : A?* — A%* decompde o espago das 2-formas como
A% = A2*p A% Além disso, associada a essa decomposicao, existe uma decomposigao das
formas harmonicas. De fato, sendo M compacta, podemos escrever H2¥ = Hi":@%%’“, onde
H_Qf . H?* sao os autoespacos de * com autovalores +1 ou —1 respectivamente. Portanto,

a assinatura 7 de M pode ser escrita como
_ gt -
T(M) = by, — by,

onde b;tk = dimH?*. Nosso intuito é fornecer uma férmula integral para a assinatura
de uma variedade em termos das componentes do tensor curvatura, para isso iremos
recorrer a algumas ferramentas topoldgicas. A primeira delas é o teorema de assinatura

de Hirzebruch em dimensao 4, cuja prova pode ser encontrada em [13].
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Teorema 4.3 Para qualquer variedade Riemanniana compacta M* temos

(M) = %/Mpl(TM),

onde p1(T'M) é a primeira classe de Pontryagin.

Por volta de 1948, Shiing-Shen Chern e André Weil mostraram que as classes
de Pontryagin podem ser representadas como formas diferenciais que dependem de po-
lindmios envolvendo a forma curvatura de um fibrado vetorial. Dessa maneira, a chamada
Teoria de Chern-Weil nos fornece uma conexao entre a topologia algébrica e a geometria
diferencial.

No nosso caso podemos expressar a primeira classe de Pontryagin como
(TM) = ——Tr(Q A Q)
= —— T s
P 32
onde €2 pode ser visto como uma matriz anti-simétrica de 2-formas, de modo que

Q= e A ej Z leke Ael.

Para mais detalhes veja [15]. Note agora que

TrQAQ) = Z Qij A Qs

= —ZQU/\QU

= —ZR e nel) AR(e' N el).

1,J

Assim, p;(T'M) pode ser escrito como — ZR e nel) AR(e' N el).

7‘7
Considere agora w € A2(Tp]\/[ ). Dessa forma temos a seguinte decomposigao

Rw) = Rw'+w’)
= Rw") +Rw")
= RYwH+R (wH+RT(w)+R (w)
= A(w)+ D(w)+ B(w) + C(w),
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onde A, B, C' e D sao componentes do operador curvatura dados em (3] e . Lembrando

que a decomposicao anterior é ortogonal, obtemos que

R(w) AR(w) = A(w)AA(w)+ D(w) A D(w) + B(w) A B(A) + C(w) A C(w)
= [AW)|*dp — [D(W)* du + | B(w)[* du — |C(w)]* d,

onde a A a = £|a|?du, se a € A*.

O seguinte resultado serd ttil para demonstrarmos a féormula que estamos procurando.

Lema 4.1
|B| = |D|.

Prova: Lembrando que as matrizes associadas a estes operadores satisfazem B = D*,
entao
|B|> = Tr(BB*) = Tr(B*B) = Tr(DD*) = |D|*.

Como queriamos demonstrar. O

Note agora que, dado P € S?(A?), temos:

P> = Tr(P*P)
= Z(P*P(ei Ael), et Ael)

i<j

= Z(P(ei ANel Pe Ae))

1<j

= Y [P ne)

1<j

Portanto, observando que R(e' A el) = —R(e! A e'), temos

ZR(ei ANEYAR(ENET) = QZR(ei/\ej) AR(e" Nel)

i,J 1<J
= 2 (Z [A(e' A )P = ID(e" Al
i<j 1<j
+) B A=Y |C(er A ej)|2> du
i<j 1<j
= 2(|AP = [D]* +|B]* = |C*) dp
= 2(|AP —[CP) dp.

Usando ([16)), temos

R? R?
A2 — +12 2 _ -2
AP = WP+ e IOF = WP+
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portanto
1 . .
m(TM) = 8_2 R(e"Ael) ANR(e" A e)
— L ’W+|2 ’W |2 R2
42 48
Logo
1 _
PUTM) = o5 (W = W) dy

Finalmente, usando o teorema de Hirzebruch obtemos

1

") = 5z [ (WE = WP

provando a férmula ((19)).

Agora apresentaremos duas aplicacoes paras as formulas e demonstradas

anteriormente.

4.3 Desigualdade de Hitchin-Thorpe

A caracteristica de Euler e a assinatura de uma variedade Einstein compacta de dimensao

4 possuem a seguinte relacao:

Esse resultado é devido a J.Thorpe e N.Hitchin, forneceremos aqui uma demonstragao

utilizando as férmulas encontradas para x (M) e 7(M).

Teorema 4.4 (Hitchin-Thorpe, 1974) Se uma variedade diferencidvel M compacta

de dimensao 4 admite uma métrica Finstein g, entdao

Prova: Primeiramente observe que

1 R? 1
2y £3r = — W2+ — — —|E|*) du.
xer= o [ (e - i)

Como M* é Einstein entdo Ric = \g, onde \ é uma constante. Tomando o traco dessa

ultima igualdade temos que R = 4\, ou seja, Ric = %g. Logo F = 0 em M* Einstein.
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Portanto, levando em consideracio que |[W=*|? > 0, temos:

R2
4% (2x & 37) > / —dp >0,
v 24

dai, ;
F37
X 2 0
portanto,
X = &l
Z 5
como queriamos provar. 0

Observagao 4.1 A igualdade ocorre se, e somente se, a variedade é half conformally flat
e Ricci-flat, ou seja, W~ =0 e Ric = 0.

De fato, supondo que 2x = 37, temos

1 +12 e, B _ 1/ +)2 —2
oz [ (WP i) de = o [ W - WP

R2
2W2—|——) dp = 0,
IACERRS

como o integrando é nao-negativo, temos que W~ =0 e R =0, o fato da variedade ser
FEinstein nos garante que Ric = %g = 0, portanto a igualdade ocorre se, e somente se, a

variedade € half conformally flat e Ricci-flat.

4.4 Desigualdade de Miyaoka-Yau

Como uma outra aplicagao das férmulas e provaremos a desigualdade de Miyaoka-
Yau, que afirma que sobre uma superficie complexa compacta de tipo geral vale a seguinte
relacao:

X(M) > 37(M).

Esse resultado foi provado independentemente por Yoichi Miyaoka e S.T. Yau em 1977,
entretanto Miyaoka nao fornecia nenhuma informacao sobre o que acontecia quando a
igualdade ocorria, o que foi provado por Yau em [26].

Apresentaremos aqui uma generalizacao dessa desigualdade obtida por Lebrun em [16].

Teorema 4.5 (Lebrun,1995) Seja (M?,g) uma variedade Einstein compacta nao-flat
que admite uma estrutura quase-compleza. Dada em M a orientacdo e a estrutura spin®
induzida, suponha que SWy(s) # 0. Entao a caracteristica de Euler x e a assinatura T
de M satisfazem

X = 3T,
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com igualdade se, e somente se, o recobrimento universal de (M, g) € o espago hiperbélico
complexo, de dimensdo (complexa) 2, CHy := SU(2,1)/U(2), com uma constante multipla

da sua métrica padrao.
Prova: Do Teorema [2.2] e da Proposicao 2.8 temos

1 _
2 +3r=¢ = 2 (IFA1? = [Fy ) dp
™ JMm

1
< — Fild
1

2
— djt.
3272 /MS a

Por outro lado, usando as féormulas e obtemos

3 52
32y —31) = — AW 2+ =— | d
-3 = o5 [ (2P 5) dn

1

> 2d

= 32 /M = an

> 2x + 3T,

com igualdade se, e somente se, a métrica é Kahler-Einstein e W~ = 0. Quando W~ e F

se anulam, o operador curvatura (em uma variedade Kéhler) é da forma

s s
= - —Id
R 8w®w+12 ,

onde w ¢ a forma Kéhler. (Para mais detalhes veja [5]).

Visto que s é constante e w é paralela, temos
VR =0,

o que implica que (M, g) é localmente simétrica. Visto que 2y +37 > 0, pela desigualdade
de Hitchin-Thorpe, e SWy((s)) # 0, entao s é necessariamente negativa e a forma pontual
de R implica que o recobrimento universal de (M, g) é isométrica a uma versao reescalada

do espaco simétrico CH,. O
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5 CONCLUSAO

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho foi possivel compreender o conceito
da caracteristica de Euler e a assinatura de uma variedade diferenciavel e obtivemos uma
formula para calcular tais elementos em uma variedade Riemanniana com métrica qual-
quer, para isso utilizamos ferramentas importantes tais como o Teorema de Chern-Gauss-
Bonnet, o Teorema de Assinatura de Hizerbruch em dimensao 4 e um pouco da Teoria de
Chern-Weil, assim pudemos comprovar a validade de tais férmulas que constantemente

surgem em trabalhos, artigos e livros.

Neste trabalho abordamos duas aplicagoes para as formulas obtidas, porém exis-
tem outras aplicagoes interessantes que podem ser exploradas com o uso das férmulas ci-
tadas. Uma prova para a desigualdade de Hitchin-Thorpe foi obtida de maneira imediata
a partir das formulas integrais obtidas e uma prova para a desigualdade de Miyaoka-Yau

foi obtida usando as férmulas integrais e um pouco da Teoria de Seiberg-Witten.

O préximo passo seria exibir e provar uma féormula integral para variedades Ri-
emannianas com bordo e variedades Pseudo-Riemannianas, assim, poderemos estender
nossos resultados para tais variedades e possivelmente abordar outros resultados com o

uso dessas formulas.
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