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RESUMO

O objetivo desse trabalho é fornecer uma demonstração para as desigualdades de Hitchin-

Thorpe e Miyaoka-Yau. Inicialmente forneceremos uma decomposição ortogonal para o

tensor curvatura, em seguida mostraremos como o operador curvatura pode ser definido a

partir do tensor curvatura. Com o intuito de cumprir o objetivo proposto, iremos provar

o Teorema de Gauss-Bonnet em dimensão 4, para isso utilizaremos um resultado devido

a Allendoerfer e forneceremos uma fórmula integral para o cálculo da caracteŕıstica de

Euler de uma variedade Riemanniana de dimensão 4. Além disso, definiremos o conceito

de assinatura em uma variedade Riemanniana e exibiremos uma fórmula integral para a

obtenção deste objeto, para isso utilizaremos o Teorema de Assinatura de Hirzebruch em

dimensão 4 e pouco da Teoria de Chern-Weil que nos fornece uma conexão entre a topolo-

gia algébrica e a geometria diferencial. Por fim, mostraremos como as fórmulas que foram

obtidas podem ser utilizadas na demonstração das desigualdades citadas inicialmente.

Palavras-chave: Hitchin-Thorpe. Miyaoka-Yau. Teorema de Gauss-Bonnet. Assina-

tura.



ABSTRACT

The aim of this work is to present a proof of the Hitchin-Thorpe and Miyaoka-Yau ine-

qualities. First we provide an orthogonal decomposition for the curvature tensor, and

then we show how the curvature operator can be defined from the curvature tensor. In

order to fulfill the proposed objective, we prove the Gauss-Bonnet Theorem in dimension

4, to do this we use a result due Allendoerfer and we present an integral formula for the

Euler characteristic computation on a Riemannian 4-manifold. Furthermore, we define

the concept of signature in a Riemannian manifold e we exhibit an integral formula for

the achievement of this object, for this we use the Hirzebruch Signature Theorem in di-

mension 4 and the Chern-Weil Theory which provides us a connection between algebraic

topology and differential geometry. Finally, we show how the earlier formulas can be used

in the demonstration of the initial inequalities.

Keywords: Hitchin-Thorpe. Miyaoka-Yau. Gauss-Bonnet Theorem. Signature.
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4.1 Caracteŕıstica de Euler . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

4.2 Assinatura de uma Variedade . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

4.3 Desigualdade de Hitchin-Thorpe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.4 Desigualdade de Miyaoka-Yau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
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1 INTRODUÇÃO

Quando estudamos variedades topológicas compactas (sem bordo) de dimensão

4 percebemos algumas propriedades exclusivas dessa dimensão, de fato, se Mn é uma

variedade topológica compacta de dimensão n, então

• Se n ≤ 3, existe exatamente uma única estrutura suave que torna M uma variedade

diferenciável;

• Se n ≥ 5, existe uma quantidade finita de estruturas suaves em M ;

• Se n = 4, existem várias variedades topológicas fechadas simplesmente conexas que

admite uma quantidade infinita de estruturas distintas e não sabemos da existência

de alguma variedade topológica fechada que tenha somente uma quantidade finita

de estruturas suaves.

No caso da variedade topológica Rn, se n 6= 4, então Rn admite uma única estrutura suave,

entretanto, quando n = 4, Rn admite uma quantidade não enumerável de estruturas

suaves distintas. Assim, as variedades de dimensão 4 possuem um comportamento bem

peculiar em relação às demais variedades de outras dimensões.

Figura 1 – A dimensão 4

FONTE: SCORPAN,2005,p.3

Nesse trabalho iremos abordar duas desigualdades envolvendo a caracteŕıstica de

Euler χ e a assinatura τ de uma variedade de dimensão 4.

Primeiramente mostraremos que em uma variedade Riemanniana compacta de dimensão

n podemos decompor o tensor curvatura da seguinte forma:

Rm = W+ +W− +
1

n− 2
E 7 g +

R

2n(n− 1)
g 7 g,
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onde E = Ric − R

n
g e W+ e W− são, respectivamente, a parte autodual e antiautodual

do tensor de Weyl.

Na sequência, considerando essa decomposição, provaremos as seguintes fórmulas para

uma variedade Riemanniana compacta de dimensão 4:

χ(M4) =
1

8π2

∫
M

(
|W |2 − 1

2
|E|2 +

R2

24

)
dµ

e

τ(M4) =
1

12π2

∫
M

(
|W+|2 − |W−|2

)
dµ.

Utilizando essas fórmulas forneceremos uma prova para a famosa desigualdade de Hitchin-

Thorpe, mais especificamente provaremos o seguinte teorema.

Teorema 1.1 (Hitchin-Thorpe,1974) Se uma variedade diferenciável M compacta de

dimensão 4 admite uma métrica Einstein g, então

χ ≥ 3|τ |
2
.

A seguir, como uma outra aplicação para as fórmulas de χ e τ , demonstraremos a desigual-

dade de Miyaoka-Yau. Essa desigualdade foi apresentada por Y. Miyaoka em 1974, mas

não havia nenhuma informação sobre o que ocorria no caso da igualdade, o que foi feito

em 1977 por S.T. Yau. Nesse trabalho forneceremos uma prova para essa desigualdade

na forma de um teorema apresentado em 1995 por C. Lebrun.

Teorema 1.2 (Lebrun,1995) Seja (M, g) uma variedade Einstein compacta não-flat

que admite uma estrutura quase-complexa. Dada em M a orientação e a estrutura spinC

induzida, suponha que SWM(s) 6= 0. Então a caracteŕıstica de Euler χ e a assinatura τ

de M satisfazem

χ ≥ 3τ,

com igualdade se, e somente se, o recobrimento universal de (M, g) é o espaço hiperbólico

complexo, de dimensão (complexa) 2, CH2 := SU(2, 1)/U(2), com uma constante múltipla

da sua métrica padrão.
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2 PRELIMINARES

Neste caṕıtulo apresentaremos alguns resultados de geometria Riemanniana que serão

utilizados no decorrer do texto. Para uma leitura complementar indicamos [5],[10],[18],[20]

e [22].

2.1 Formas Diferencial

Seja Mn uma variedade diferenciável de dimensão n, considere ΛkM =
∐
p∈M

Λk(TpM).

Uma seção desse espaço é denominada uma k-forma diferencial, ou simplesmente, k-forma.

Definição 2.1 Se α ∈ ΛpM e β ∈ ΛqM , então definimos o produto exterior como

α ∧ β(X1, . . . , Xp+q) =
1

p!q!

∑
σ∈Sp+q

(sgn σ)α(Xσ(1), . . . , Xσ(p)) · β(Xσ(p+1), . . . , Xσ(p+q)),

onde Sp+q denota o grupo de permutações do conjunto {1, . . . , p+ q} e

sgn σ =

{
+1 , se σ é par

−1 , se σ é ı́mpar

Para mais detalhes veja [18].

Para cada ponto p ∈ Mn de uma variedade Riemanniana orientada podemos encontrar

{e1, . . . , en} uma base para TpM , dualizando essa base encontramos {e1, . . . , en} uma

base para T ∗pM . É posśıvel expressar uma k-forma ω ∈ Λk(TpM) em termos dessa base

da seguinte forma:

ω =
∑

i1<···<ik

ωi1···ike
i1 ∧ · · · ∧ eik .

Proposição 2.1 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana orientada e considere ω, η ∈
Λk(TpM). Fazendo ηi1···ik =

∑
j1,...,jk

gi1j1 · · · gikjkηj1···jk , definimos

〈ω, η〉g =
∑

i1<···<ik

ωi1···ikη
i1···ik , (1)

desse modo 〈·, ·〉g define um produto interno em Λk(TpM).

Prova: Suponha que {e1, . . . , en} é um referencial ortonormal local, considerando {eI ; I crescente}
uma base ortonormal para Λk(TpM). Verifiquemos que (1) define um produto interno.

Note que nesse caso ηi1···ik = ηi1···ik .
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(i) Tomando ω ∈ Λk(TpM), temos

〈ω, ω〉g =
∑

i1<···<ik

ωi1···ikωi1···ik

=
∑

i1<···<ik

(ωi1···ik)
2 ≥ 0.

Note que 〈ω, ω〉g = 0 se, e somente se, cada ωi1···ik é nulo, assim 〈ω, ω〉g = 0 se, e

somente se, ω = 0.

(ii) Tomando ω, η ∈ Λk(TpM), temos que

〈ω, η〉g =
∑

i1<···<ik

ωi1···ikηi1···ik

=
∑

i1<···<ik

ηi1···ikωi1···ik

= 〈η, ω〉g.

(iii) Seja ω, η, θ ∈ Λk(TpM) e λ ∈ IR, temos

〈ω + λη, θ〉g =
∑

i1<···<ik

(ωi1···ik + ληi1···ik)θi1···ik

=
∑

i1<···<ik

ωi1···ikθi1···ik + λ
∑

i1<···<ik

ηi1···ikθi1···ik

= 〈ω, θ〉g + λ〈η, θ〉g.

Em outra base, basta escrever os elementos como combinação linear dos elementos da

base ortonormal. �

Apresentaremos a seguir o operador estrela de Hodge que é muito útil em geo-

metria Riemanniana, especialmente em dimensão 4.

Proposição 2.2 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana orientada. Para cada k =

0, . . . , n, existe uma única aplicação ∗ : ΛkM → Λn−kM satisfazendo

ω ∧ ∗η = 〈ω, η〉g dVg

(para k = 0, interpretamos o produto interno como a multiplicação usual). Esta aplicação

é denominada o Operador estrela de Hodge.

Prova: Seja k = 0, . . . , n, definindo localmente ∗ como na Proposição 2.1, de modo que

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = ±(ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k),
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com a permutação σ de (1, . . . , n) dada por

σ =

(
1 2 · · · k k + 1 · · · n

i1 i2 · · · ik j1 · · · jn−k

)
.

Assim,

(ei1 ∧ · · · ∧ eik) ∧ ∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k

= ei1 ∧ · · · ∧ ein = dVg. (2)

Pela Proposição 2.1 temos

〈ei1 ∧ · · · ∧ eik , ei1 ∧ · · · ∧ eik〉g =
∑

j1<···jk

(
δi1···ikj1···jk

)2
= 1.

De (2) temos

(ei1 ∧ · · · ∧ eik) ∧ ∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = dVg

= 1 · dVg
=

∑
j1<···jk

(δi1···ikj1···jk)
2 dVg

= 〈ei1 ∧ · · · ∧ eik , ei1 ∧ · · · ∧ eik〉 dVg.

Suponha que existisse um outro operador ? satisfazendo a mesma propriedade, teŕıamos

(ei1 ∧ · · · ∧ eik) ∧ ∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = 〈ei1 ∧ · · · ∧ eik , ei1 ∧ · · · ∧ eik〉g
= dVg

= (ei1 ∧ · · · ∧ eik) ∧ ?(ei1 ∧ · · · ∧ eik).

Logo

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = ?(ei1 ∧ · · · ∧ eik).

Portanto, ∗ = ?, pois em cada elemento da base as operações coincidem, então ∗ é único.

Note também que ∗ : Λk(TpM) → Λn−k(TpM) é linear, pois tomando ω, η, θ ∈ Λk(TpM)

e λ ∈ IR temos

ω ∧ ∗(η + λθ) = 〈ω, η + λθ〉g dVg
= 〈ω, η〉g dVg + λ〈ω, θ〉g dVg
= ω ∧ ∗η + λ(ω ∧ ∗θ).

�
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Lema 2.1 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana orientada e considere o operador

estrela de Hodge ∗ : ΛkM → Λn−kM . Se ω ∈ Λk(M), então ∗ ∗ ω = (−1)k(n−k)ω.

Prova: Seja {ei1 , · · · , eik , ej1 , · · · , ejn−k} uma base ortonormal para T ∗pM , onde (εi) é o

correferencial dual para um referencial ortonormal local.

Supondo que

∗(ei1 ∧ · · · ∧ eik) = (ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k).

Então

∗ ∗ (ei1 ∧ · · · ∧ eik) = ±ei1 ∧ · · · ∧ eik ,

dependendo se {ei1 , · · · , eik , ej1 , · · · , ejn−k} é uma base positiva ou negativa de M . Assim,

ei1 ∧ · · · ∧ eik ∧ · · · ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k = (−1)k(n−k) ej1 ∧ · · · ∧ ejn−k ∧ · · · ∧ ei1 ∧ · · · ∧ eik .

O expoente deve-se ao fato de termos realizado k(n − k) permutações. Logo (−1)k(n−k)

é o determinante da matriz mudança de base de ei1 ∧ · · · ∧ ejn−k para ej1 ∧ · · · ∧ eik . O

caso geral é feito escrevendo uma k-forma em função da base ortonormal considerada na

demonstração. �

Proposição 2.3 Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana orientada de dimensão 4.

Então podemos decompor o espaço Λ2M utilizando o operador ∗ : Λ2M → Λ2M , de modo

que

Λ2M = Λ+M ⊕ Λ−M.

Denotamos Λ+M a parte autodual de Λ2M e Λ−M a parte antiautodual de Λ2M .

Prova: De fato, do Lema (2.1) temos que ∗∗ = Id. Assim, se ω ∈ Λ2M e supondo que

λ ∈ IR é seu autovalor associado, temos então ∗ω = λω, dáı ∗ ∗ ω = λ ∗ ω, portanto

ω = λ2ω, o que implica λ = ±1.

Portanto, definimos Λ± = {ω ∈ Λ2M ; ∗ω = ±ω}. Note que (ω− ∗ω) ∈ Λ−M, ∀ω ∈ Λ2M .

De fato,

∗(ω − ∗ω) = ∗ω − ∗ ∗ ω

= ∗ω − ω

= −(ω − ∗ω).

De forma análoga podemos mostrar que (ω + ∗ω) ∈ Λ+M,∀ω ∈ Λ2M .

∗(ω + ∗ω) = ∗ω + ∗ ∗ ω

= ∗ω + ω

= ω + ∗ω.
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Assim, tomando ω ∈ Λ2M , temos

ω =
1

2
(ω + ∗ω) +

1

2
(ω − ∗ω).

Portanto,

ω = ω+ + ω− ∈ Λ+M + Λ−M.

É imediato verificar que η ∈ Λ+M ∩ Λ−M se, e somente se, η = 0. Portanto,

Λ2M = Λ+M ⊕ Λ−M.

O que prova a proposição. �

Assim como no caso de T ∗pM , os espaços Λ±M apresentados anteriormente pos-

suem uma base induzida pela escolha de uma base ortonormal orientada {e1, e2, e3, e4} de

TpM .

Proposição 2.4 Seja {e1, e2, e3, e4} uma base ortonormal orientada em TpM e {e1, e2, e3, e4}
o correferencial dual dessa base. Então

e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4 ∈ Λ±M,

e1 ∧ e3 ± e4 ∧ e2 ∈ Λ±M e

e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3 ∈ Λ±M.

Prova: De fato, temos

∗(e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4) = ∗(e1 ∧ e2)± ∗(e3 ∧ e4)

= e3 ∧ e4 ± e1 ∧ e2

= ±(e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4).

Seguindo a mesma idéia obtemos

∗(e1 ∧ e3 ± e4 ∧ e2) = ∗(e1 ∧ e3)± ∗(e4 ∧ e2)

= e4 ∧ e2 ± e1 ∧ e3

= ±(e1 ∧ e3 ± e4 ∧ e2).
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Finalmente,

∗(e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3) = ∗(e1 ∧ e4)± ∗(e2 ∧ e3)

= e2 ∧ e3 ± e1 ∧ e4

= ±(e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3).

O que prova a proposição. �

Note agora que qualquer ω ∈ Λ2M pode ser escrito como

ω =
1

2
(ω + ∗ω) +

1

2
(ω − ∗ω) = ω+ + ω− ∈ Λ+M ⊕ Λ−M.

Considere L : Λ2M → Λ2M uma aplicação linear, então

L(ω) = L(ω+ + ω−) = L(ω+) + L(ω−).

Agora podemos decompor L(ω+) e L(ω−) da seguinte forma

L(ω+) =
1

2
(L(ω+) + ∗L(ω+)) +

1

2
(L(ω+)− ∗L(ω+))

= L(ω+)+ + L(ω+)− ∈ Λ+M ⊕ Λ−M.

Analogamente,

L(ω−) = L(ω−)+ + L(ω−)− ∈ Λ+M ⊕ Λ−M.

Logo, a decomposição em blocos é dada por

L =

[
A D

B C

]
,

onde

A(ω+) = L(ω+)+, C(ω−) = L(ω−)−,

B(ω−) = L(ω−)+ e D(ω+) = L(ω+)−.

Isso demonstra a seguinte proposição:

Proposição 2.5 Seja L : Λ2M → Λ2M uma aplicação linear. Então L possui uma

decomposição em blocos

L =

[
A D

B C

]
, (3)

onde

A : Λ+M → Λ+M,
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D : Λ+M → Λ−M,

B : Λ−M → Λ+M,

C : Λ−M → Λ−M.

2.2 Tensor Curvatura

Definição 2.2 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana. O tensor curvatura de

Riemann é o (1,3)-tensor Rm : X(M)3 → X(M) dado por

Rm(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z, ∀X, Y, Z ∈ X(M).

Usando o tensor métrico podemos interpretar o tensor Rm como um (0,4)-tensor, definido

por Rm : X4(M)→ C∞(M) da seguinte forma:

Rm(X, Y, Z,W ) = g(Rm(X, Y )Z,W ).

Proposição 2.6 O tensor curvatura satisfaz as seguintes propriedades:

1. Rm(X,Y,Z,W)=-Rm(Y,X,Z,W)=Rm(Y,X,W,Z);

2. Rm(X,Y,Z,W)=Rm(Z,W,X,Y);

3. Primeira Identidade de Bianchi

Rm(X, Y )Z +Rm(Y, Z)W +Rm(W,X)Y = 0;

4. Segunda Identidade de Bianchi

(∇ZRm) (X, Y )W + (∇XRm) (Y, Z)W + (∇YRm) (Z,X)W = 0.

Uma prova pode ser vista em [20].

Definição 2.3 Dado p ∈ M , seja σ ⊂ TpM um subespaço bidimensional. A curvatura

seccional de σ em p é dada por

K(X, Y ) =
g(Rm(X, Y )Y,X)

|X|2|Y |2 − g(X, Y )2
,

onde X, Y ∈ σ são dois vetores linearmente independentes de TpM . Esta definição não

depende da escolha dos vetores (veja Caṕıtulo 4 de [11]).
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Definição 2.4 O tensor curvatura de Ricci, Ric : X(M)2 → C∞(M) é o (0,2)-

tensor obtido pelo traço do tensor curvatura de Riemman. Se {e1, . . . , en} ∈ TpM é uma

base ortonormal, então

Ric(v, w) = tr{x 7→ Rm(x, v)w}

=
n∑
i=1

g(Rm(ei, v)w, ei)

=
n∑
i=1

g(Rm(v, ei), ei, w)

=
n∑
i=1

g(Rm(ei, w)v, ei).

Assim, Ric é uma forma bilinear simétrica, donde também pode ser definido como o

(1,1)-tensor simétrico

Ric(v) =
n∑
i=1

Rm(v, ei)ei.

Se (M, g) satisfaz Ric(v) = kv, ou equivalentemente, Ric(v, v) = kg(v, v), onde k : M →
IR é uma função em M , então (M, g) é dita uma variedade de Einstein [5].

Definição 2.5 A curvatura escalar de uma variedade Riemanniana é a função R :

M → IR dada por

R = trRic.

Em particular, se {e1, . . . , en} é uma base ortonormal de TpM , então

R = trRic

=
n∑
j=1

g(Ric(ej), ej)

=
n∑

i,j=1

g(Rm(ei, ej)ej, ei)

= 2
∑
i<j

g(Rm(ei, ej)ej, ei)

= 2
∑
i<j

K(ei, ej).
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2.3 Fibrados Vetoriais e Cociclos

Nessa seção daremos uma definição alternativa para o fibrado vetorial de uma variedade

diferenciável utilizando cociclos, para isso relembraremos algumas definições básicas.

Um fibrado vetorial E de posto k sobre Mm (também denotado como um k-plano

fibrado sobre M) é uma variedade aberta E de dimensão m+k munida de uma aplicação

p : E →M tal que suas fibras p−1(x) são espaços vetoriais isomorfos a IRk, e p localmente

é semelhante a projeções U × IRk → U .

Em outras palavras, existe uma cobertura aberta {Uα} de M e um atlas de aplicações

{ϕα : p−1(Uα) ∼= Uα × IRk}, com π1 ◦ ϕα = p (π1 : M × IRk → M), de modo que as

transições ϕα ◦ ϕ−1
β são descritas por

(x,w) 7→ (x, gαβ(x) · w),

para algumas funções mudança de coordenadas adequadas

gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k),

assim assegurando que os IRk-fatores estão identificados linearmente.

Para uma cobertura aberta {Uα} de M munida com uma coleção arbitrária de aplicações

gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(k), definimos um fibrado vetorial de posto k, algumas relações de

compatibilidade devem ser satisfeitas. São elas:

gαα(x) = id, gβα(x) = gαβ(x)−1 gαγ(x) = gαβ(x) · gβγ(x).

Essas três condições podem ser contráıdas em somente uma condição:

gαβ(x) · gβγ(x) · gγα(x) = id.

A última condição é chamada condição de cociclo. Qualquer coleção {Uα, gαβ} satisfa-

zendo essa condição será chamada de cociclo.

Como um exemplo podemos definir o fibrado tangente TM de M através de cociclos, se

{Φα : Uα ≈ Ũα ⊂ IRm} é uma atlas de cartas para a variedade diferenciável Mm, então

os cociclos

gαβ(x) = d(Φα ◦ Φ−1
β ) |x ,

constrúıdos a partir das derivadas das transições define o fibrado tangente.
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2.4 Equações de Seiberg-Witten

Nessa seção trataremos das equações de Seiberg-Witten{
DAϕ = 0

F+
A = σ(ϕ)

(4)

e apresentaremos os invariantes de Seiberg-Witten SW , que serão utilizados no próximo

caṕıtulo para nos fornecer a desigualdade de Miyaoka-Yau. Apresentaremos a seguir a

teoria necessária para compreender os elementos presentes na Equação (4).

Definição 2.6 Seja M uma variedade diferenciável. Uma estrutura quase-complexa

é um campo suave de automorfismos J do fibrado tangente TM satisfazendo

J2
x = −Ix, x ∈M,

onde I é a identidade.

Uma variedade munida com uma estrutura quase-complexa é chamada variedade quase-

complexa. Note que se M admite uma estrutura quase-complexa, então sua dimensão

deve ser par.

De fato, suponha M n-dimensional e J : TM → TM uma estrutura quase-complexa,

assim det(J − λI) é um polinômio em λ de grau n, se n for ı́mpar existe uma raiz real x

tal que det(J − xI) = 0, nesse caso existe um vetor v ∈ TM tal que Jv = xv, portanto

J2v = xJv, logo −v = x2v, dáı x2 = −1 e portanto x /∈ IR, gerando uma contradição,

assim n deve ser par.

Um estrutura quase-complexa é dita ser integrável se é induzida por uma única estrutura

complexa1, equivalentemente se o tensor de Nijenhuis N definido por

4N(X, Y ) = [X, Y ] + J [JX, Y ] + J [X, JY ]− [JX, JY ], ∀X, Y ∈ TpM,∀p ∈M,

é igual a zero. Do lado direito da equação, X e Y denotam uma extensão local qualquer

de dois vetores X e Y .

Para que uma variedade diferenciável admita uma estrutura quase-complexa é necessário

que ela satisfaça algumas condições topológicas, essas condições estão enunciadas no se-

guinte teorema:

1Uma variedade X de dimensão 2m admite uma estrutura complexa se existem homeomorfismos
φα : Uα ' Ũα ⊂ Cm, de modo que {Uα} é uma cobertura para X e as transições φα ◦φ−1

β são holomorfas.
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Teorema 2.1 (Existência de estruturas quase-complexas) Suponha que M admite

uma estrutura quase-complexa J . Então a primeira classe de Chern de J deve satisfazer

c1(J) · c1(J) = 3τ(M) + 2χ(M).

Para uma prova desse teorema veja [22], p.420.

Uma métrica Riemanniana em M é dita ser compat́ıvel com a estrutura quase-complexa

J (ou é chamada uma métrica Hermitiana para J) se

〈Jx, Jy〉 = 〈x, y〉.

Em particular, J se torna anti-simétrica, 〈Jx, y〉 = −〈x, Jy〉. A 2-forma ω(x, y) = 〈Jx, y〉
será chamada a 2-forma fundamental de J ou forma Kähler. Uma métrica Kähler

em M é uma métrica Hermitiana cuja forma Kähler é fechada (dω = 0), uma variedade

com uma métrica desse tipo é chamada variedade Kähler. A seguinte proposição nos

fornece um método para descobrimos quando uma variedade Hermitiana é Kähler:

Proposição 2.7 Se M é uma variedade Hermitiana com estrutura quase-complexa J e

conexão de Levi-Civita ∇, então M é Kähler se, e somente se, ∇XJ = 0,∀X ∈ X(M).

Uma prova pode ser encontrada em [6].

Uma 2-forma ω em M em uma variedade M de dimensão 4 é chamada uma estrutura

simplética se ela é fechada e não-degenerada, ou seja, se

dω = 0 e ω ∧ ω > 0,

onde a última relação significa que a 4-forma ω ∧ ω é não-nula e compat́ıvel2 com a ori-

entação de M .

Agora generalizaremos as estruturas quase-complexas de modo que elas possam ser encon-

tradas em toda variedade de dimensão 4, tais estruturas são conhecidas como estruturas

spinC.

A escolha de uma estrutura spinC é essencial para definirmos as equações de

Seiberg-Witten e, como citamos anteriormente, essa estrutura sempre existe em qualquer

variedade de dimensão 4, uma prova para essa afirmação pode ser encontrada em [22].

A figura a seguir ilustra como as estruturas estão distribúıdas em uma variedade e a

relação existente entre elas.

2uma 4-forma α é dita ser compat́ıvel com a orientação de M se α é para todo ponto um múltiplo
positivo das formas locais e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 para referenciais locais orientados {e1, e2, e3, e4}
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Figura 2 – Estruturas em uma variedade de dimensão 4

Fonte: SCORPAN,2005,p.382

Definição 2.7 O grupo spin complexo é dado por

SpinC(4) = U(1)×Z2 Spin(4) = U(1)× Spin(4)/± 1,

onde U(1) é o grupo unitário de grau 1 e Spin(4) é o grupo simplesmente conexo que

recobre SO(4).

O grupo SpinC admite uma projeção natural em cada componente de U(1) × SO(4),

que sobre SO(4) é da forma Spin(4) → SO(4), enquanto sobre U(1) = S1 é da forma

U(1)→ U(1) : z → z2. Essas duas partes podem ser separadas em duas projeções

U(1) SpinCdetoo // SO(4).

Agora, dado qualquer SO(4)-cociclo {gαβ}3 para TM , podemos levantá-lo para alguma

coleção de aplicações com valores em SpinC que satisfazem o seguinte diagrama:

Uα ∩ Uβ g̃cαβ

// SpinC

��
Uα ∩ Uβ

gαβ // SO(4).

Se, além disso, esses levantamentos satisfazem a condição de cociclo

g̃cαβ(x) · g̃cβγ(x) · g̃cγα(x) = id,

então o SpinC-cociclo {g̃cαβ} será chamado estrutura spinC em M .

Agora, dada uma estrutura spinC s = {g̃cαβ}, podemos projetá-la para um cociclo {det g̃cαβ}
3Um SO(4)-cociclo é definido como gαβ : Uα ∩ Uβ → SO(4) ⊂ GL(4).
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com valores em U(1), que pode então ser visto agindo em C e assim dá origem à um fibrado

de linha complexo

L →M.

Esse fibrado é chamado fibrado linha determinante da estrutura spinC s. Sua classe

de Chern c1(L) é chamada a classe de Chern da estrutura spinC, denotada por

c1(s) = c1(L).

É um fato conhecido que Spin(4) = SU(2)×SU(2), assim o grupo spin complexo

é

SpinC(4) = S1 × SU(2)× SU(2)/± 1,

por outro lado,

U(2) = S1 × SU(2)/± 1.

Portanto, existem duas projeções naturais

U(2) SpinC(4)ρ−
oo

ρ+
// U(2)

[z, ξ−] [z, ξ+, ξ−]�oo � // [z, ξ+].

Usando essas projeções, o cociclo s = {g̃cαβ} pode ser projetado sobre dois U(2)-cociclos

{ρ±(g̃cαβ)}, que podem ser usados para construir dois fibrados complexos, denotados por

W− →M e W+ →M.

Esses dois fibrados são chamados fibrados de spinors complexos. Mais especifica-

mente, chamaremos W+ o fibrado de spinors autoduais e W− o fibrado de spinors anti-

autoduais.

Toda estrutura spinC é munida com uma multiplicação de Clifford

TM ×W+ •−→W−.

Uma descrição mais detalhada dessa operação pode ser encontrada em [22].

A multiplicação de Clifford e sua adjunta TM ×W− •−→ W+ combinadas nos fornece a

seguinte propriedade:

v • (v • ϕ) = −|v|2ϕ, ∀v ∈ TM |x e ∀ϕ ∈ W+|x.
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Escolhemos uma conexão A com valores em U(1) sobre L. Então, caminhando

sobre o diagrama

U(1)

U(2) SpinC(4)

det

OO

ρ−oo ρ+ //

��

U(2)

SO(4)

podemos combinar A com ∇ (conexão de Levi-Civita) dentro de SpinC(4), e então proje-

tamos o resultado para duas U(2)-conexões ∇A em W+ e W−.

A conexão spinor ∇A : Γ(W+)→ Γ(W−⊗T ∗M) combinada com a multiplicação

de Clifford TM ×W+ →W− nos fornece o operador de Dirac

DA : Γ(W+)→ Γ(W−).

Localmente, esse operador é descrito pela fórmula

DAϕ =
∑

ek • ∇A
ek
ϕ

para qualquer referencial ortonormal local {e1, e2, e3, e4} em TM .

Para toda estrutura spinC em M e qualquer conexão A em seu fibrado de linha

determinante L, temos

(
DA
)∗DAϕ =

(
∇A
)∗∇Aϕ+

1

4
s · ϕ+

1

2
F+
A • ϕ,

onde (DA)∗ é a adjunta formal4 do operador de Dirac DA; (∇A)∗ é a adjunta formal da

conexão ∇A em W+ induzido por A; s denota a curvatura escalar em M e F+
A •ϕ denota

a ação de Clifford da 2-forma curvatura FA de A em ϕ. A expressão anterior é conhecida

como Fórmula de Lichnerowicz.

4Dados dois fibrados E e F em M , munidos com métricas de fibrados e dado um operador P : Γ(E)→
Γ(F ), dizemos que um operador P ∗ : Γ(F )→ Γ(E) é a adjunta formal de P se, e somente se,∫

M

〈Pα, β〉 dµ =

∫
M

〈α, P ∗β〉 dµ,

para todas as seções α ∈ Γ(E) e β ∈ Γ(F ). A palavra formal é usada somente porque os espaços das
seções suaves Γ(E),Γ(F ) não são completos (não são Hilbert).
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O próximo operador que definiremos possui um papel fundamental na definição

das equações de Seiberg-Witten, a aplicação quadratura é a única aplicação que pre-

serva fibras

σ :W+ → iΛ2
+(T ∗M)

tal que para todo ϕ ∈ W+, satisfaz as igualdades

σ(ϕ) • ϕ =
1

2
|ϕ|2ϕ e |σ(ϕ)| = 1

2
√

2
|ϕ|2.

Outro objeto relevante para as equações de Seiberg-Witten é a forma curvatura

FA da U(1)-conexão A em L. Visto que a álgebra de Lie de U(1) = S1 é simplesmente

iIR (Lie(U(n) consiste de matrizes n× n anti-hermitianas), a curvatura FA deve ser uma

2-forma com valores imaginários. Além disso, a identidade de Bianchi nos diz que FA é

fechada. Na cohomologia de De Rham, a forma FA representa a classe de Chern c1(s).

Resumindo temos:

FA ∈ Γ(iΛ2(T ∗M)), dFA = 0 e [FA] = −2πic1(L).

O grupo de gauge G(L) de L é simplesmente o espaço de todas as funções de

M com valores em U(1):

G(L) = {g : M → S1}.

A ação de algum g : M → S1 sobre um campo spinor ϕ ∈ Γ(W±) pode ser expresso

diretamente pela multiplicação:

(g · ϕ)(x) = g(x)−1ϕ(x).

Agora que apresentamos todos os elementos necessários, iremos apresentar as

equações de Seiberg-Witten.

Após a escolha de uma estrutura spinC s em M , com fibrados spinors associados W± e

fibrado de linha determinante L, os objetos de interesse no que segue serão pares

(ϕ,A),

onde ϕ ∈ Γ(W+) é um campo spinor autodual e A ∈ Conn(L) é uma U(1)-conexão em

L.

Definição 2.8 As equações de Seiberg-Witten são:{
DAϕ = 0

F+
A = σ(ϕ).
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Como explicado anteriormente, DA denota o operador de Dirac induzido por A, enquanto

FA é a 2-forma curvatura de A com valores imaginários e F+
A = 1

2
(FA+∗FA) é a sua parte

autodual. Finalmente, σ :W+ → iΛ2
+ é a aplicação quadratura.

As soluções (ϕ,A) para as equações de Seiberg-Witten são chamadas monopolos.

Os monopolos formam um subespaço G do espaço de dimensão infinita Γ(W+)×Conn(L),

um outro fato sobre as equações de Seiberg-Witten é a invariância por ações do grupo de

gauge G(L) = {g : M → S1}, para mais detalhes veja [17]. Definimos o espaço moduli

por

M = G/G.

Este espaço depende da escolha de uma estrutura spinC e uma métrica Riemanniana,[22].

Uma solução (ϕ,A) de (4) será chamada redut́ıvel se ϕ = 0, caso contrário a solução

será chamada irredut́ıvel.

Proposição 2.8 Se (ϕ,A) é uma solução para as equações de Seiberg-Witten, então∫
M

|F+
A |

2 dµ ≤
∫
M

s2

8
dµ.

com igualdade se, e somente se, ∇Aϕ ≡ 0 e s é constante.

Prova: Seja (ϕ,A) uma solução de (4), então DAϕ = 0 e F+
A = σ(ϕ). Substituindo esses

valores na fórmula de Lichnerowicz

(DA)∗DAϕ = (∇A)∗∇Aϕ+
1

4
s · ϕ+

1

2
F+
A • ϕ

segue que

0 = (∇A)∗∇Aϕ+
1

4
s · ϕ+

1

4
|ϕ|2ϕ,

aqui usamos o fato de que σ(ϕ)•ϕ = 1
2
|ϕ|2ϕ. Tomando o produto interno com ϕ obtemos

0 = 〈(∇A)∗∇Aϕ, ϕ〉+
1

4
〈s · ϕ, ϕ〉+

1

4
〈|ϕ|2ϕ, ϕ〉.

Integrando sobre M e lembrando que (∇A)∗ é a adjunta de ∇A, temos:

0 =

∫
M

〈∇Aϕ,∇Aϕ〉 dµ+
1

4

∫
M

s|ϕ|2 dµ+
1

4

∫
M

|ϕ|4 dµ

=

∫
M

|∇Aϕ|2 dµ+
1

4

∫
M

s|ϕ|2 dµ+
1

4

∫
M

|ϕ|4 dµ.
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Logo, ∫
M

|ϕ|4 dµ ≤
∫
M

4|∇Aϕ|2 dµ+

∫
M

|ϕ|4 dµ

=

∫
M

(−s)|ϕ|2 dµ.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz no lado direito da desigualdade obtemos∫
M

|ϕ|4 dµ ≤
(∫

M

s2 dµ

)1/2

·
(∫

M

|ϕ|4 dµ
)1/2

.

Assim, (∫
M

|ϕ|4 dµ
)1/2

≤
(
s2 dµ

)1/2
.

Agora, ∫
M

|F+
A |

2 dµ =

∫
M

|σ(ϕ)|2 dµ

=
1

8

∫
M

|ϕ|4 dµ

≤ 1

8

∫
M

s2 dµ,

onde a igualdade ocorre quando ∇Aϕ = 0 e s é constante. �

Outro elemento importante na Teoria de Seiberg-Witten é o Invariante de Seiberg-

Witten, ele pode ser definido da seguinte forma:

Definição 2.9 Seja (M, s) uma variedade diferenciável compacta de dimensão 4 munida

com uma estrutura spinC e orientação determinada por alguma estrutura quase-complexa

J . Suponha que 2χ + 3τ = c2
1 > 0. Então o Invariante de Seiberg-Witten (mod2),

denotado por SWM(s) ∈ Z2, é definido como

SWM(s) = (#M)mod2,

calculado com respeito à qualquer métrica Riemanniana g em M .

Observação 2.1 Pela teoria de Chern-Weil,

c2
1(M) =

1

4π2

∫
M

(|F+
A |

2 − |F−A |
2) dµ.

O seguinte teorema será bastante útil mais adiante em nosso trabalho:

Teorema 2.2 (Lebrun,1995) Seja M uma variedade diferenciável compacta orientável
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de dimensão 4 com 2χ(M) + 3τ(M) > 0. Suponha que existe uma classe s = [J ], com-

pat́ıvel com a orientação, de estruturas quase-complexas para as quais o invariante de

Seiberg-Witten SWM(s) é não-nulo. Seja g uma métrica de curvatura escalar constante

s e volume V em M . Então

s
√
V ≤ −25/2π

√
2χ+ 3τ ,

com igualdade se, e somente se, g é Kähler-Einstein com respeito à alguma estrutura

complexa integrável J na classe de homotopia de s.

Uma prova para este teorema encontra-se em [16].
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3 DECOMPOSIÇÃO ORTOGONAL DO TENSOR CURVATURA

O objetivo desse caṕıtulo é determinar quando um tensor qualquer satisfaz algumas propri-

edades que o tornam um tensor tipo-curvatura, a seguir forneceremos uma decomposição

em termo de suas componentes ortogonais. Dizemos que um tensor A ⊂ ⊗4T ∗M está em

S2(Λ2M) se {
A(x, y, z, t) = −A(y, x, z, t) = A(y, x, t, z),

A(x, y, z, t) = A(z, t, x, y).
(5)

Lembrando que o tensor curvatura Rm como um (0,4)-tensor satisfaz

Rm ∈ S2(Λ2M) ⊂ ⊗4T ∗M.

Defina uma aplicação b : S2Λ2 → ⊗4T ∗M por

bA(x, y, z, t) =
1

3
(A(x, y, z, t) + A(y, z, x, t) + A(z, x, y, t)) .

A operação acima é chamada aplicação de simetrização de Bianchi.

Lema 3.1 A imagem de b está contida em S2Λ2.

Prova: Note que

bA(y, x, z, t) =
1

3
(A(y, x, z, t) + A(x, z, y, t) + A(z, y, x, t))

=
1

3
(−A(x, y, z, t)− A(z, x, y, t)− A(y, z, x, t))

= −bA(x, y, z, t).

A anti-simetria nos dois últimos ı́ndices é provado analogamente. Além disso, temos que

bA(z, t, x, y) =
1

3
(A(z, t, x, y) + A(t, x, z, y) + A(x, z, t, y))

=
1

3
(A(x, y, z, t) + A(z, y, t, x)− A(z, x, t, y))

=
1

3
(A(x, y, z, t) + A(y, z, x, t)− A(z, x, y, t))

= bA(x, y, z, t),

o que finaliza a prova do lema. �

Lema 3.2 O espaço S2(Λ2) pode ser escrito como a seguintes decomposição ortogonal

S2(Λ2) = Ker(b)⊕ Im(b).



31

Prova: Inicialmente note que b2 = b. Agora, dado A ∈ S2(Λ2), considere B = A− b(A),

então b(B) = b(A) − b(b(A)) = 0. Se denotarmos C = b(A), então A = B + C, onde

B ∈ Ker(b) e C ∈ Im(b).

Suponha que A ∈ Ker(b) ∩ Im(b), assim b(A) = 0 e ∃Ã ∈ S2Λ2 tal que b(Ã) = A, por

outro lado, aplicando b em ambos os lados da última igualdade temos

b2(Ã) = b(A), então b(Ã) = 0, portanto A = 0.

Assim, A ∈ Ker(b) ∩ Im(b) se, e somente se, A = 0.

Além disso, afirmamos que b é auto-adjunta. De fato, em uma base ortonormal temos

g(A, bB) =
1

3
Aijkl(Bijkl +Bjkil +Bkijl)

=
1

3
(AijklBijkl + AijklBjkil + AijklBkijl)

=
1

3
(AijklBijkl + AkijlBijkl + AjkilBijkl)

= g(bA,B).

Agora, se A ∈ Ker(b) e B = b(C) ∈ Im(b), temos

g(A,B) = g(A, bC) = g(bA,C) = 0,

ou seja, b é uma projeção ortogonal. �

Agora, identificaremos a imagem de b, para isto, provaremos o seguinte lema.

Lema 3.3

Im(b) = Λ4T ∗M

Prova: Para provar esse fato, afirmamos que

b(α� β) =
1

3
α ∧ β, (6)

onde α, β ∈ Λ2M e � denota o produto simétrico. Podemos pensar Λ2M como um espaço

de (0,2)-tensores anti-simétricos. Temos que

(α� β)ijkl = αijβkl + αklβij.

O lado esquerdo de (6) é dado por

(b(α� β))ijkl =
1

3
(αijβkl + βijαkl + αjkβil + βjkαil + αkiβjl + βkiαjl). (7)



32

Considerando nossa identificação de 2-formas com (0,2)-tensores, o produto wedge é es-

crito como

α ∧ β(ei, ej, ek, el) =
1

2!2!

∑
σ∈S4

(sgn σ)α(eσ(i), eσ(j)) · β(eσ(k), eσ(l)).

Considerando {i < j < k < l}, podemos reescrever a igualdade acima como

α ∧ β(ei, ej, ek, el) =
∑

σ(i)<σ(j)
σ(k)<σ(l)

α(eσ(i), eσ(j)) · β(eσ(k), eσ(l))

= α(ei, ej) · β(ek, el)− α(ei, ek) · β(ej, el) + α(ei, el) · β(ej, ek)

+ α(ej, ek) · β(ei, el)− α(ej, el) · β(ei, ek) + α(ek, el) · β(ei, ej)

= αijβkl − αikβjl + αilβjk + αjkβil − αjlβik + αklβij.

Comparando a última expressão com (7), vemos que os termos coincidem, à menos do

fator 1/3. Isso claramente implica a afirmação do lema. �

Definição 3.1 O espaço dos tensores tipo-curvatura é

C = Ker(b) ⊂ S2(Λ2).

Considere a decomposição

S2(Λ2) = C ⊕ Λ4.

(Observe que a decomposição segue dos Lemas 3.2 e 3.3.) Se V é um espaço vetorial de

dimensão p, então

dim(S2(V )) =
p(p+ 1)

2
.

Visto que

dim(Λ2) =
n(n− 1)

2
,

podemos deduzir que

dimS2(Λ2) =
1

8
n(n− 1)(n2 − n+ 2),

e ainda

dim(Λ4) =

(
n

4

)
.

Segue-se dáı que

dim(C) =
1

8
n(n− 1)(n2 − n+ 2)− 1

24
n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

=
1

12
n2(n2 − 1).
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Agora, a contração de Ricci, c : C → S2(T ∗M), é definida por

(c(Rm))(X, Y ) =
n∑
i=1

Rm(ei, X, Y, ei).

Em coordenadas locais temos

c(Rm) = gklRkijldx
i ⊗ dxj.

O produto de Kulkarni-Nomizu 7 : S2(T ∗M)× S2(T ∗M)→ C é definido por

(α7 β)ijkl = αilβjk + αjkβil − αikβjl − αjlβik,

observe que α7 β = β 7 α.

Usando as notações definidas acima temos a seguinte proposição.

Proposição 3.1 A aplicação ψ : S2(T ∗M)→ C definida por

ψ(h) = h7 g,

é injetiva para n > 2.

Prova: Primeiramente note que para f ∈ S2(Λ2), h ∈ S2(T ∗M) e g a métrica Riemanni-

ana, temos

〈f, h7 g〉 = 4〈cf, h〉.

Para verificar isso basta realizar os cálculos em uma base ortonormal, de fato

〈f, h7 g〉 = fijkl(h
ilgjk + hjkgil − hikgjl − hjlgik)

= gjkfijklh
il + gilfijklh

jk − gjlfijklhik − gikfijklhjl

= 4gilfijklh
jk

= 4〈cf, h〉.

Além disso, afirmamos que

c(h7 g) = (n− 2)h+ tr(h)g.
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De fato,

c(h7 g) = gil(h7 g)ijkl

= gil(hilgjk + hjkgil − hikgjl − hjlgik)

= tr(h)gjk + nhjk − hikδij − hjlδlk
= tr(h)gjk + nhjk − hjk − hjk
= tr(h)gjk + (n− 2)hjk

= tr(h)g + (n− 2)h.

Para provar a proposição, suponha que h7 g = 0. Assim,

0 = 〈h7 g, h7 g〉

= 4〈h, c(h7 g)〉

= 4〈h, (n− 2)h+ tr(h)g〉

= 4
(
tr(h)2 + (n− 2)|h|2

)
.

Isso implica que h = 0 se n > 2. Isto finaliza a prova da proposição. �

Como consequência da Proposição 3.1 temos o seguinte corolário.

Corolário 3.1 Para n = 2, a curvatura escalar determina o tensor curvatura. Para

n = 3, a curvatura de Ricci determina o tensor curvatura.

Prova: O caso n = 2 é trivial, visto que a única componente não-nula de R deve ser

R1221. Para n arbitrário, relembre a definição do tensor de Schouten que é dada por

A =
1

n− 2

(
Ric− R

2(n− 1)
g

)
.

Afirmamos que

c(Rm− A7 g) = 0.

De fato, calculando

tr(A) =
1

n− 2

(
R− nR

2(n− 1)

)
=

R

2(n− 1)
,

então

c(Rm− A7 g) = c(Rm)− c(A7 g) = Ric− ((n− 2)A+ tr(A)g)

= Ric−
(
Ric− R

2(n− 1)
g +

R

2(n− 1)
g

)
= 0.
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Para n = 3, temos que dim(C) = 6. Da Proposição 3.1, obtemos

ψ : S2(T ∗M) ↪→ C.

Mas dim(S2(T ∗M)) = 6, então ψ é um isomorfismo. Isso implica que

Rm = A7 g,

o que prova o corolário. �

Observe que o argumento anterior implica que, em qualquer dimensão, o tensor

curvatura pode sempre ser escrito como

Rm = W + A7 g, (8)

onde W ∈ Ker(c). O tensor W é chamado de tensor de Weyl. Podemos reescrever a

igualdade acima como

Rm = W +
1

n− 2
E 7 g +

R

2n(n− 1)
g 7 g, (9)

onde

E = Ric− R

n
g,

é o tensor de Ricci sem traço.

Proposição 3.2 A decomposição (9) é ortogonal.

Prova: Dos cálculos realizados anteriormente sabemos que

〈W,h7 g〉 = 4〈cW, h〉 = 0,

então o tensor de Weyl é claramente ortogonal aos outros dois termos. Agora,

〈E 7 g, g 7 g〉 = 4〈E, c(g 7 g)〉 = 4〈E, (n− 1)g〉 = 0.

�

Definiremos agora a norma de um tensor tipo-curvatura, que difere da definição

usual por uma constante. Isso se deve ao fato de que estamos considerando o tensor como

um operador, a escolha dessa constante ficará clara na próxima seção.

Definição 3.2 Seja A ∈ C, definimos a norma de A como

|A|2 =
1

4
AijklA

ijkl.
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Utilizando a notação utilizada anteriormente podemos escrever

|A|2 =
1

4
〈A,A〉.

Agora observe que para qualquer tensor B temos B7 g ∈ C, assim a norma de B7 g ∈ C
é dada por

|B 7 g|2 =
1

4
〈B 7 g,B 7 g〉

=
1

4
· 4〈B, c(B 7 g)〉

= 〈B, (n− 2)B + tr(B)g〉

= (n− 2)|B|2 + tr(B)2.

A decomposição (8) nos fornece

|Rm|2 = |W |2 + (n− 2)|A|2 + tr(A)2,

por outro lado a decomposição (9) implica

|Rm|2 = |W |2 +
1

n− 2
|E|2 +

1

2n(n− 1)
R2. (10)

Observe que

|E|2 = EijE
ij =

(
Rij −

R

n
gij

)(
Rij − R

n
gij
)

= |Ric|2 − 2

n
R2 +

1

n
R2

= |Ric|2 − R2

n
. (11)

Comparando (10) e (11) temos

|Rm|2 = |W |2 +
1

n− 2
|Ric|2 − 1

2(n− 1)(n− 2)
R2.

3.1 O Operador Curvatura

Anteriormente, mencionamos que P ∈ S2(Λ2) se P é um (0,4)-tensor satisfazendo (5).

Mas podemos enxergar tal elemento como uma aplicação simétrica P : Λ2 → Λ2. No

restante dessa seção, faremos os cálculos necessários em uma base ortonormal orientada.

Para uma 2-forma ω, as componentes de ω são definidas por

ωij = ω(ei, ej),
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de modo que a 2-forma pode ser escrita como

ω =
1

2

∑
i,j

ωije
i ∧ ej.

Definimos o operador P como

(Pω)ij =
1

2

∑
k,l

Pijlkωkl.

Outro modo de escrever essa expressão é a seguinte

Pω =
1

2

∑
i,j

(Pω)ije
i ∧ ej =

1

4

∑
i,j,k,l

Pijlkωkle
i ∧ ej,

ou seja,

Pω =
1

4

∑
i,j,k,l

Pijlkωkle
i ∧ ej.

Proposição 3.3 O operador P é simétrico, isto é,

〈Pα, β〉Λ2 = 〈α,Pβ〉Λ2 .

Prova: Usando a identidade

P (X, Y, Z,W ) = P (Z,W,X, Y )

e observando que 〈ei ∧ ej, ei ∧ ej〉Λ2 = det(In×n) = 1, temos

〈Pα, β〉Λ2 =

〈
1

2

∑
i,j

(Pα)ije
i ∧ ej, 1

2

∑
i,j

βije
i ∧ ej

〉
Λ2

=
1

4

∑
i,j

(Pα)ijβij〈ei ∧ ej, ei ∧ ej〉Λ2

=
1

4

∑
i,j

(Pα)ijβij

=
1

8

∑
i,j,k,l

Pijlkαklβij

=
1

8

∑
i,j,k,l

Pkljiβijαkl

=
1

4

∑
k,l

(Pβ)klαkl

= 〈α,Pβ〉Λ2 .
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�

Reciprocamente, qualquer operador simétrico P : Λ2 → Λ2 é equivalente à um

(0,4)-tensor, definido por

Pijkl = 〈P(ei ∧ ej), el ∧ ek〉Λ2 .

Podemos aplicar as construções acima ao tensor curvatura Rm, desse modo

R ∈ Γ
(
End(Λ2M)

)
é chamado o operador curvatura. Visto que qualquer matriz simétrica pode ser diagona-

lizada, R possui n(n− 1)/2 autovalores reais, contados com suas multiplicidades.

No caṕıtulo anterior provamos que o operador estrela de Hodge decompõe o espaço

das 2-formas em

Λ2 = Λ+ ⊕ Λ−. (12)

lembre que dimIR(Λ2) = 6 e dimIR(Λ±) = 3. Elementos de Λ+ são chamados 2-formas

autoduais e os elementos de Λ− são chamados de 2-formas antiautoduais.

Fixemos uma base ortonormal orientada {e1, e2, e3, e4} com sua base dual {e1, e2, e3, e4}
e seja 

ω±1 = e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4,

ω±2 = e1 ∧ e3 ± e4 ∧ e2,

ω±3 = e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3.

Como mostrado anteriormente ∗ω±i = ±ω±i e 1√
2
ω±i é uma base ortonormal de Λ±.

Em dimensão 4, o operador curvatura atua em 2-formas e o espaço das 2-formas decompõe-

se como acima. De (9), o tensor curvatura em dimensão 4 se decompõe como

Rm = W +
1

2
E 7 g +

R

24
g 7 g,

Correspondendo à essa decomposição, definimos o operador curvatura de Weyl,W : Λ2 →
Λ2 como

(Wω)ij =
1

2

∑
k,l

Wijlkωkl

De acordo com a Proposição 2.5 podemos definir W± : Λ2 → Λ2 como

W±ω = π±Wπ±ω,

onde π± : Λ2 → Λ± é a projeção 1
2
(I ± ∗).

Lema 3.4 Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana orientada. Considere o operador
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estrela de Hodge ∗ : ΛkM → Λn−k definido como anteriormente. Se α ∈ Λk e β ∈ Λn−k,

então

〈α, ∗β〉 = (−1)k(n−k)〈∗α, β〉.

Prova: Seja β̃ ∈ Λk dado por β̃ = ∗β, assim α ∧ ∗β̃ = 〈α, β̃〉 dVg, portanto α ∧ ∗ ∗ β =

〈α, ∗β〉 dVg (−1)k(n−k)α∧β = 〈α, ∗β〉 dVg, logo β∧α = 〈α, ∗β〉 dVg, dáı (−1)k(n−k)〈β, ∗α〉 dVg =

〈α, ∗β〉 dVg, por fim (−1)k(n−k)〈β, ∗α〉 = 〈α, ∗β〉.

�

Em particular, quando n = 4 e k = 2 no Lema 3.4 temos

〈α, ∗β〉 = 〈∗α, β〉. (13)

Provando assim o resultado desejado.

Proposição 3.4 Considere a aplicação π± : Λ2 → Λ±, definida por π±ω = 1
2
(ω ± ∗ω),

então

〈π±ω1, ω2〉 = 〈ω1, π±ω2〉.

Prova: Sejam ω1, ω2 ∈ Λ2, de (13) podemos concluir que

〈π±ω1, ω2〉 =

〈
1

2
(ω1 ± ∗ω1), ω2)

〉
=

1

2
〈ω1 ± ∗ω1, 2ω2〉

=
1

2
(〈ω1, ω2〉 ± 〈∗ω1, ω2〉)

=
1

2
(〈ω1, ω2〉 ± 〈ω1, ∗ω2〉)

=
1

2
〈2ω1, ω2 ± ∗ω2〉

=

〈
ω1,

1

2
(ω2 ± ∗ω2)

〉
= 〈ω1, π±ω2〉.

�

Observe ainda que

〈W+ω1, ω2〉 = 〈π+Wπ+ω1, ω2〉

= 〈Wπ+ω1, π+ω2〉

= 〈π+ω1,Wπ+ω2〉 (visto que W é simétrica)

= 〈ω1,W+ω2〉.
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Isso nos diz que W+ é um operador simétrico, então pelas considerações anteriores, ele

corresponde à um tensor tipo-curvatura W+, as componentes desse tensor são definidas

por

W+
pqrs = 〈W+(ep ∧ eq), es ∧ er〉

= 〈π+Wπ+(ep ∧ eq), es ∧ er〉

=
1

4
〈W(ep ∧ eq + ∗(ep ∧ eq)), es ∧ er + ∗(es ∧ er)〉.

Por exemplo, temos

W+
1234 =

1

4
〈W(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4), e2 ∧ e1 + e4 ∧ e3〉

=
1

4
(W1212 + 2W1234 +W3434). (14)

Provaremos que

π+W =Wπ+,

que é equivalente a dizer que W comuta com o operador estrela de Hodge. Isso, por sua

vez, é equivalente a provar certas identidades de curvatura para W . Por exemplo,

W+
1234 = 〈π+W(e1 ∧ e2), e4 ∧ e3〉

= 〈Wπ+(e1 ∧ e2), e4 ∧ e3〉

=
1

2
〈W(e1 ∧ e2 + e3 ∧ e4), e4 ∧ e3〉

=
1

2
(W1234 +W3434).

Comparando o resultado acima com o que foi encontrado em (14), podemos concluir que

W1212 = W3434.

Podemos decompor o tensor curvatura de Weyl como

W = W+ +W−,

onde W+ e W− são denominados componentes autodual e antiautodual, respectivamente.

Portanto, em dimensão 4 temos uma decomposição ortogonal adicional do tensor curva-

tura

Rm = W+ +W− +
1

2
E 7 g +

R

24
g 7 g. (15)

O operador curvatura de Ricci sem traço E é o operador associado ao tensor tipo-curvatura

E 7 g e o operador curvatura escalar S é o operador associado a Rg 7 g.
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Proposição 3.5 O operador curvatura de Weyl comuta com o operador estrela de Hodge,

∗W =W∗ e portanto preserva a dualidade das formas, W(Λ±) ⊂ Λ±. Além disso,{
∗W+ =W+∗ =W+

∗W− =W−∗ = −W−.

O operador curvatura escalar atua como um múltiplo da identidade

Sω = 2Rω.

O operador de Ricci sem traço é anti-comutativo com o operador estrela de Hodge,

∗E = −E ∗ .

Portanto inverte os tipos das formas, E(Λ±) ⊂ Λ∓. Correspondente a decomposição (12),

o operador curvatura é dado em forma de blocos por

R =


W+ + R

12
I 1

2
Eπ−

1
2
Eπ+ W− + R

12
I


. (16)

Para uma prova veja o Caṕıtulo 10 de [24].
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4 VARIEDADES COMPACTAS DE DIMENSÃO 4

4.1 Caracteŕıstica de Euler

Em uma variedade diferenciável M de dimensão n podemos definir um invariante to-

pológico muito importante, trata-se da Caracteŕıstica de Euler, denotamos tal elemento

por χ(M), ele pode ser definido da seguinte forma.

Definição 4.1 Sejam bi = dimH i(M, IR) os números de Betti de M , onde H i(M, IR)

denota o i-ésimo grupo de cohomologia singular com coeficientes em IR. Temos então que

χ(M) =
n∑
i=0

(−1)ibi.

Por exemplo, χ(Sn) = 1 + (−1)n, χ(Tn) = 0, χ(CPm) = m+ 1.

Enunciaremos agora um dos principais resultados desse trabalho, trata-se do Teorema de

Gauss-Bonnet em dimensão 4. Quando M é uma variedade Riemanniana orientada

compacta de dimensão 2m, esse teorema nos fornece uma fórmula para χ(M) como uma

fórmula integral.

Teorema 4.1 Seja (M4, g) uma variedade Riemanniana, sua caracteŕıstica de Euler pode

ser escrita como

χ(M) =
1

8π2

∫
M

(
|W |2 − 1

2
|E|2 +

R2

24

)
dµ. (17)

Para provar esse teorema utilizaremos o seguinte resultado devido a Allendoerfer:

Teorema 4.2 (Allendoerfer,1940) Seja Mn uma variedade Riemanniana fechada de

dimensão n; seja dµ(x) o elemento de volume Riemanniano no ponto x com coordenadas

locais xi; seja gαβ o tensor métrico, g = det(gαβ), Rα1α2β1β2 o tensor de curvatura Rie-

manniano induzido pela conexão de Levi-Civita no mesmo ponto; seja εα um śımbolo que

é igual a 1 ou -1, respectivamente, se (α1, . . . , αn) é uma permutação par ou ı́mpar de

(1, . . . , n); e defina o invariante escalar Ψ(x) por:

Ψ(x) = (2π)−n/2 · 1

2n(n/2)!

∑
α,β

εαεβ

g
Rα1α2β1β2Rα3α4β3β4 · · ·Rαn−1αnβn−1βn ,

para n par; Ψ(x) = 0, para n ı́mpar. Então

χ(M) =

∫
Mn

Ψ(x) dµ(x).
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Esse teorema foi provado por C.B. Allendoerfer em 1940 [1], entretanto era necessário que

Mn estivesse mergulhada em algum espaço Euclidiano de dimensão maior que n. Mais

tarde em 1956, Nash provou que toda variedade Riemanniana pode ser isometricamente

mergulhada em algum espaço Euclidiano [19]. Assim, o teorema é válido para todas as

variedades Riemannianas. Mas isso não estava perfeito, pois uma fórmula intŕınseca devia

ter uma prova intŕınseca, em 1944 Chern fez isto em [7].

Provaremos agora o Teorema 4.1.

Prova:

Antes de tudo note que

|Rm|2 =
1

4

∑
i,j,k,l

RijklRijkl,

|Ric|2 =
∑
i,k

RikRik =
∑
i,j,k,l

RijjkRillk e

R2 =
∑
i,j,k,l

RijjiRkllk.

Dado x ∈M4, considere um referencial ortonormal {E1, E2, E3, E4} em TxM , onde gαβ =

δαβ e g = 1, logo

Ψ(x) = (2π)−2 · 1

242!

∑
α,β

εαεβRα1α2β1β2Rα3α4β3β4

=
1

128π2

∑
α,β

εαεβRα1α2β1β2Rα3α4β3β4 .

Agora, analizaremos cada parcela da soma acima, para isso checaremos as relações entre

as permutações de α e β. Por exemplo, considerando α = (α1α2α3α4) e β = (β1β2β3β4)

permutações de (1234), onde α1 = β3, α2 = β4, α3 = β1, α4 = β2, teremos εαεβ = 1,

pois é necessário uma permutação par para mudarmos a permutação (α1α2α3α4) para a

permutação (α3α4α1α2) = (β1β2β3β4), portanto, se εα = 1, então εβ = 1, logo εαεβ = 1,

analogamente, se εα = −1, então εβ = −1, assim εαεβ = 1.

Encontramos aqui 24 termos da soma, que contribuem positivamente no resultado (caso

εαεβ = −1, dizemos que a contribuição seria negativa). Além disso, todos esses termos

são parcelas da soma que gera a norma de Rm, uma vez que podemos rearranjar a ordem

de suas entradas sem alterar seu sinal, temos:

Rα1α2β1β2Rα3α4β3β4 = Rα1α2α3α4Rα3α4α1α2 = Rα1α2α3α4Rα1α2α3α4 .

Por simplicidade, organizamos na tabela abaixo o resultado entre as relações de todas as

permutações:
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RELAÇÃO εαεβ Formato das Parcelas Termos de

α1 = β1, α2 = β2, α3 = β3, α4 = β4 +1 RijjiRkllk R2

α1 = β2, α2 = β1, α3 = β3, α4 = β4 -1 −RijjiRkllk −R2

α1 = β2, α2 = β3, α3 = β1, α4 = β4 +1 −RijjkRillk −|Ric|2

α1 = β2, α2 = β3, α3 = β4, α4 = β1 -1 RijjkRillk |Ric|2

α1 = β3, α2 = β2, α3 = β4, α4 = β1 +1 −RijjkRillk −|Ric|2

α1 = β1, α2 = β2, α3 = β4, α3 = β4 -1 −RijjiRkllk −R2

α1 = β1, α2 = β3, α3 = β2, α4 = β4 -1 RijjkRillk |Ric|2

α1 = β1, α2 = β3, α3 = β4, α4 = β2 +1 −RijjkRillk −|Ric|2

α1 = β1, α2 = β4, α3 = β2, α4 = β3 +1 −RijjkRillk −|Ric|2

α1 = β1, α2 = β4, α3 = β3, α4 = β2 -1 RijjkRillk |Ric|2

α1 = β2, α2 = β1, α3 = β4, α4 = β3 +1 RijjiRkllk R2

α1 = β2, α2 = β4, α3 = β1, α4 = β3 -1 RijjkRillk |Ric|2

α1 = β2, α2 = β4, α3 = β3, α4 = β1 +1 −RijjkRillk −|Ric|2

α1 = β3, α2 = β1, α3 = β2, α4 = β4 +1 −RijjkRillk −|Ric|2

α1 = β3, α2 = β1, α3 = β4, α4 = β2 -1 RijjkRillk |Ric|2

α1 = β3, α2 = β2, α3 = β1, α4 = β4 -1 RijjkRillk |Ric|2

α1 = β3, α2 = β4, α3 = β1, α4 = β2 +1 RijklRijkl |Rm|2

α1 = β3, α2 = β4, α3 = β2, α4 = β1 -1 −RijklRijkl −|Rm|2

α1 = β4, α2 = β1, α3 = β2, α4 = β3 -1 RijjkRillk |Ric|2

α1 = β4, α2 = β1, α3 = β3, α4 = β2 +1 −RijjkRillk −|Ric|2

α1 = β4, α2 = β2, α3 = β1, α4 = β3 +1 −RijjkRillk −|Ric|2

α1 = β4, α2 = β2, α3 = β3, α4 = β1 -1 RijjkRillk |Ric|2

α1 = β4, α2 = β3, α3 = β1, α4 = β2 -1 −RijklRijkl −|Rm|2

α1 = β4, α2 = β3, α3 = β2, α4 = β1 +1 RijklRijkl |Rm|2

Note que aparecem 4 vezes termos de |Rm|2, 16 vezes termos de |Ric|2 e 4 vezes

termos de R2. Assim,

Ψ(x) =
1

128π2

(
4
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijklRijkl − 16
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijjkRillj + 4
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijjiRkllk

)
. (18)

Observe ainda que

16|Rm|2 − 16|Ric|2 + 4R2 = 4
∑
i,j,k,l

RijklRijkl − 16
∑
i,j,k,l

RijjkRillk + 4
∑
i,j,k,l

RijjiRkllk.
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Se tivermos i = j = k = l, então todas as parcelas são nulas, o mesmo ocorre quando três

das quatro entradas são iguais. Assim, reescrevendo as somas acima obtemos,

16|Rm|2 − 16|Ric|2 + 4R2 = 4
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijklRijkl + 4

(∑
i=k

RijklRijkl +
∑
i=l

RijklRijkl

+
∑
j=k

RijklRijkl +
∑
j=l

RijklRijkl

)
− 16

∑
i 6=j 6=k 6=l

RijjkRillk

− 16

(∑
j=l

RijjkRillk +
∑
i=k

RijjkRillk

)
+ 4

∑
i 6=j 6=k 6=l

RijjiRkllk

+

(∑
i=k

RijjiRkllk +
∑
i=l

RijjiRkllk +
∑
j=k

RijjiRkllk +
∑
j=l

RijjiRkllk

)
.

Fazendo mudanças convenientes de termos em alguns somatórios obtemos

16|Rm|2 − 16|Ric|2 + 4R2 = 4
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijklRijkl

+ 4

(∑
i,j,k

(RjijkRjijk +RjikjRjikj +RijjkRijjk +RijkjRijkj)

)
− 16

∑
i 6=j 6=k 6=l

RijjkRillk − 16
∑
i,j,l

RijjiRilli − 16
∑
i,j,k

RijjkRijjk

+ 4
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijjiRkllk

+ 4

(∑
i,j,l

(RijjiRilli +RijjiRliil +RijjiRjllj +RijjiRilli)

)
= 4

∑
i 6=j 6=k 6=l

RijklRijkl + 16
∑
i,j,k

RijjkRijjk

− 16
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijjkRillk − 16
∑
i,j,l

RijjiRilli − 16
∑
i,j,k

RijjkRijjk

+ 4
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijjiRkllk + 16
∑
i,j,l

RijjiRilli

= 4
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijklRijkl − 16
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijjkRillk + 4
∑

i 6=j 6=k 6=l

RijjiRkllk.
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Substituindo a igualdade acima em (18),deduzimos

Ψ(x) =
1

128π2

(
16|Rm|2 − 16|Ric|2 + 4R2

)
=

1

8π2

(
|Rm|2 − |Ric|2 +

R2

4

)
=

1

8π2

(
|Rm|2 −

(
|Ric|2 − R2

4

))
=

1

8π2

(
|Rm|2 − |E|2

)
.

De (10), para n = 4, temos

Ψ(x) =
1

8π2

(
|W |2 +

1

2
|E|2 +

R2

24
− |E|2

)
=

1

8π2

(
|W |2 − 1

2
|E|2 +

R2

24

)
.

Portanto, lembrando que χ(M) =

∫
M

Ψ(x) dµ(x) temos

χ(M) =
1

8π2

∫
M

(
|W |2 − 1

2
|E|2 +

R2

24

)
dµ.

O que prova o teorema. �

4.2 Assinatura de uma Variedade

Nessa seção apresentaremos e provaremos a seguinte fórmula integral para a assinatura

de uma variedade Riemanniana compacta de dimensão 4:

τ(M) =

∫
M

(
|W+|2 − |W−|2

)
dµ. (19)

Antes de tudo, vamos definir o conceito de assinatura em uma variedade Riemanniana.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensão 4k. A forma interseção de

M é definida como a forma bilinear

Q : H2k(M)⊗H2k(M)→ IR

Q([ω], [η]) :=

∫
M

ω ∧ η.

Note que Q é simétrica, pois ω∧η = (−1)2k·2kη∧ω = η∧ω, e portanto está bem definida,

isto é, a integral do lado direito da igualdade não depende dos representantes da classe
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de cohomologia, para verificar isso tome outro representante de [ω], digamos ω̃. Assim,

dω = dω̃ = dη = 0 e existe θ ∈ Λ2k−1(TpM) tal que ω̃ − ω = dθ. logo, ω̃ = ω + dθ e

d2θ = 0, assim ∫
M

ω̃ ∧ η =

∫
M

(ω + dθ) ∧ η

=

∫
M

ω ∧ η +

∫
M

dθ ∧ η.

Lembrando que d(θ ∧ η) = dθ ∧ η + θ ∧ dη e usando o teorema de Stokes obtemos∫
M

ω̃ ∧ η =

∫
M

ω ∧ η +

∫
M

d(θ ∧ η)−
∫
M

θ ∧ dη

=

∫
M

ω ∧ η +

∫
∂M

θ ∧ η

=

∫
M

ω ∧ η.

Desde queH2k(M) possui dimensão finita igual a b2k, podemos tomar uma base B = {[ωi]}
de modo que a forma quadrática Q possui uma matriz associada Q[B] cujas entradas

são
(
Q[B]

)
ij

= Q([ωi], [ωj]). Essa matriz pode ser diagonalizada para uma matriz de

autovalores λ1, . . . , λs, onde s = dimH2k = b2k.

A assinatura de Q[B] é a diferença entre a quantidade de autovalores positivos e autovalores

negativos.

Definição 4.2 A assinatura τ(M) de uma variedade Riemanniana de dimensão 4k

compacta orientada é a assinatura da forma quadrática Q.

A assinatura é um invariante topológico, para mais detalhes veja [21].

Vimos que se dim(M) = 4k, então ∗ : Λ2k → Λ2k decompõe o espaço das 2-formas como

Λ2k = Λ2k
+ ⊕Λ2k

− . Além disso, associada a essa decomposição, existe uma decomposição das

formas harmônicas. De fato, sendo M compacta, podemos escreverH2k = H2k
+ ⊕H2k

− , onde

H2k
+ ,H2k

− são os autoespaços de ∗ com autovalores +1 ou −1 respectivamente. Portanto,

a assinatura τ de M pode ser escrita como

τ(M) = b+
2k − b

−
2k,

onde b±2k = dimH2k
± . Nosso intuito é fornecer uma fórmula integral para a assinatura

de uma variedade em termos das componentes do tensor curvatura, para isso iremos

recorrer à algumas ferramentas topológicas. A primeira delas é o teorema de assinatura

de Hirzebruch em dimensão 4, cuja prova pode ser encontrada em [13].
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Teorema 4.3 Para qualquer variedade Riemanniana compacta M4 temos

τ(M) =
1

3

∫
M

p1(TM),

onde p1(TM) é a primeira classe de Pontryagin.

Por volta de 1948, Shiing-Shen Chern e André Weil mostraram que as classes

de Pontryagin podem ser representadas como formas diferenciais que dependem de po-

linômios envolvendo a forma curvatura de um fibrado vetorial. Dessa maneira, a chamada

Teoria de Chern-Weil nos fornece uma conexão entre a topologia algébrica e a geometria

diferencial.

No nosso caso podemos expressar a primeira classe de Pontryagin como

p1(TM) = − 1

8π2
Tr(Ω ∧ Ω),

onde Ω pode ser visto como uma matriz anti-simétrica de 2-formas, de modo que

Ωij = R(ei ∧ ej) =
1

2

∑
k,l

Rijlke
k ∧ el.

Para mais detalhes veja [15]. Note agora que

Tr(Ω ∧ Ω) =
∑
i,j

Ωij ∧ Ωji

= −
∑
i,j

Ωij ∧ Ωij

= −
∑
i,j

R(ei ∧ ej) ∧R(ei ∧ ej).

Assim, p1(TM) pode ser escrito como
1

8π2

∑
i,j

R(ei ∧ ej) ∧R(ei ∧ ej).

Considere agora ω ∈ Λ2(TpM). Dessa forma temos a seguinte decomposição

R(ω) = R(ω+ + ω−)

= R(ω+) +R(ω−)

= R+(ω+) +R−(ω+) +R+(ω−) +R−(ω−)

= A(ω) +D(ω) +B(ω) + C(ω),
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onde A,B,C e D são componentes do operador curvatura dados em (3) e (16). Lembrando

que a decomposição anterior é ortogonal, obtemos que

R(ω) ∧R(ω) = A(ω) ∧ A(ω) +D(ω) ∧D(ω) +B(ω) ∧B(∧) + C(ω) ∧ C(ω)

= |A(ω)|2 dµ− |D(ω)|2 dµ+ |B(ω)|2 dµ− |C(ω)|2 dµ,

onde α ∧ α = ±|α|2 dµ, se α ∈ Λ±.

O seguinte resultado será útil para demonstrarmos a fórmula que estamos procurando.

Lema 4.1

|B| = |D|.

Prova: Lembrando que as matrizes associadas a estes operadores satisfazem B = D∗,

então

|B|2 = Tr(BB∗) = Tr(B∗B) = Tr(DD∗) = |D|2.

Como queŕıamos demonstrar. �

Note agora que, dado P ∈ S2(Λ2), temos:

|P|2 = Tr(P∗P)

=
∑
i<j

〈P∗P(ei ∧ ej), ei ∧ ej〉

=
∑
i<j

〈P(ei ∧ ej,P(ei ∧ ej)〉

=
∑
i<j

|P(ei ∧ ej)|2.

Portanto, observando que R(ei ∧ ej) = −R(ej ∧ ei), temos∑
i,j

R(ei ∧ ej) ∧R(ei ∧ ej) = 2
∑
i<j

R(ei ∧ ej) ∧R(ei ∧ ej)

= 2

(∑
i<j

|A(ei ∧ ej)|2 −
∑
i<j

|D(ei ∧ ej)|2

+
∑
i<j

|B(ei ∧ ej)|2 −
∑
i<j

|C(ei ∧ ej)|2
)
dµ

= 2(|A|2 − |D|2 + |B|2 − |C|2) dµ

= 2(|A|2 − |C|2) dµ.

Usando (16), temos

|A|2 = |W+|2 +
R2

48
e |C|2 = |W−|2 +

R2

48
,



50

portanto

p1(TM) =
1

8π2

∑
i,j

R(ei ∧ ej) ∧R(ei ∧ ej)

=
1

4π2

(
|W+|2 +

R2

48
− |W−|2 − R2

48

)
.

Logo

p1(TM) =
1

4π2

(
|W+|2 − |W−|2

)
dµ.

Finalmente, usando o teorema de Hirzebruch obtemos

τ(M) =
1

12π2

∫
M

(|W+|2 − |W−|2) dµ,

provando a fórmula (19).

Agora apresentaremos duas aplicações paras as fórmulas (17) e (19) demonstradas

anteriormente.

4.3 Desigualdade de Hitchin-Thorpe

A caracteŕıstica de Euler e a assinatura de uma variedade Einstein compacta de dimensão

4 possuem a seguinte relação:

χ ≥ 3

2
|τ |.

Esse resultado é devido à J.Thorpe e N.Hitchin, forneceremos aqui uma demonstração

utilizando as fórmulas encontradas para χ(M) e τ(M).

Teorema 4.4 (Hitchin-Thorpe, 1974) Se uma variedade diferenciável M compacta

de dimensão 4 admite uma métrica Einstein g, então

χ ≥ 3|τ |
2
.

Prova: Primeiramente observe que

2χ± 3τ =
1

4π2

∫
M

(
|W±|2 +

R2

24
− 1

2
|E|2

)
dµ.

Como M4 é Einstein então Ric = λg, onde λ é uma constante. Tomando o traço dessa

última igualdade temos que R = 4λ, ou seja, Ric = R
4
g. Logo E ≡ 0 em M4 Einstein.
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Portanto, levando em consideração que |W±|2 ≥ 0, temos:

4π2(2χ± 3τ) ≥
∫
M

R2

24
dµ ≥ 0,

dáı,

χ ≥ ∓3τ

2
,

portanto,

χ ≥ 3|τ |
2
,

como queŕıamos provar. �

Observação 4.1 A igualdade ocorre se, e somente se, a variedade é half conformally flat

e Ricci-flat, ou seja, W− ≡ 0 e Ric ≡ 0.

De fato, supondo que 2χ = 3τ , temos

1

4π2

∫
M

(
|W+|2 + |W−|2 +

R2

24

)
dµ =

1

4π2

∫
M

(|W+|2 − |W−|2) dµ∫
M

(
2|W−|2 +

R2

24

)
dµ = 0,

como o integrando é não-negativo, temos que W− = 0 e R = 0, o fato da variedade ser

Einstein nos garante que Ric = R
4
g = 0, portanto a igualdade ocorre se, e somente se, a

variedade é half conformally flat e Ricci-flat.

4.4 Desigualdade de Miyaoka-Yau

Como uma outra aplicação das fórmulas (17) e (19) provaremos a desigualdade de Miyaoka-

Yau, que afirma que sobre uma superf́ıcie complexa compacta de tipo geral vale a seguinte

relação:

χ(M) ≥ 3τ(M).

Esse resultado foi provado independentemente por Yoichi Miyaoka e S.T. Yau em 1977,

entretanto Miyaoka não fornecia nenhuma informação sobre o que acontecia quando a

igualdade ocorria, o que foi provado por Yau em [26].

Apresentaremos aqui uma generalização dessa desigualdade obtida por Lebrun em [16].

Teorema 4.5 (Lebrun,1995) Seja (M4, g) uma variedade Einstein compacta não-flat

que admite uma estrutura quase-complexa. Dada em M a orientação e a estrutura spinC

induzida, suponha que SWM(s) 6= 0. Então a caracteŕıstica de Euler χ e a assinatura τ

de M satisfazem

χ ≥ 3τ,
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com igualdade se, e somente se, o recobrimento universal de (M, g) é o espaço hiperbólico

complexo, de dimensão (complexa) 2, CH2 := SU(2, 1)/U(2), com uma constante múltipla

da sua métrica padrão.

Prova: Do Teorema 2.2 e da Proposição 2.8 temos

2χ+ 3τ = c2
1 =

1

4π2

∫
M

(|F+
A |

2 − |F−A |
2) dµ

≤ 1

4π2

∫
M

|F+
A |

2 dµ

≤ 1

32π2

∫
M

s2 dµ.

Por outro lado, usando as fórmulas (17) e (19) obtemos

3(2χ− 3τ) =
3

4π2

∫
M

(
2|W−|2 +

s2

24

)
dµ

≥ 1

32π2

∫
M

s2 dµ

≥ 2χ+ 3τ,

com igualdade se, e somente se, a métrica é Kähler-Einstein e W− ≡ 0. Quando W− e E

se anulam, o operador curvatura (em uma variedade Kähler) é da forma

R =
s

8
ω ⊗ ω +

s

12
Id,

onde ω é a forma Kähler. (Para mais detalhes veja [5]).

Visto que s é constante e ω é paralela, temos

∇R = 0,

o que implica que (M, g) é localmente simétrica. Visto que 2χ+3τ > 0, pela desigualdade

de Hitchin-Thorpe, e SWM((s)) 6= 0, então s é necessariamente negativa e a forma pontual

de R implica que o recobrimento universal de (M, g) é isométrica a uma versão reescalada

do espaço simétrico CH2. �
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5 CONCLUSÃO

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho foi posśıvel compreender o conceito

da caracteŕıstica de Euler e a assinatura de uma variedade diferenciável e obtivemos uma

fórmula para calcular tais elementos em uma variedade Riemanniana com métrica qual-

quer, para isso utilizamos ferramentas importantes tais como o Teorema de Chern-Gauss-

Bonnet, o Teorema de Assinatura de Hizerbruch em dimensão 4 e um pouco da Teoria de

Chern-Weil, assim pudemos comprovar a validade de tais fórmulas que constantemente

surgem em trabalhos, artigos e livros.

Neste trabalho abordamos duas aplicações para as fórmulas obtidas, porém exis-

tem outras aplicações interessantes que podem ser exploradas com o uso das fórmulas ci-

tadas. Uma prova para a desigualdade de Hitchin-Thorpe foi obtida de maneira imediata

a partir das fórmulas integrais obtidas e uma prova para a desigualdade de Miyaoka-Yau

foi obtida usando as fórmulas integrais e um pouco da Teoria de Seiberg-Witten.

O próximo passo seria exibir e provar uma fórmula integral para variedades Ri-

emannianas com bordo e variedades Pseudo-Riemannianas, assim, poderemos estender

nossos resultados para tais variedades e possivelmente abordar outros resultados com o

uso dessas fórmulas.



54

REFERÊNCIAS
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Matemática), Universidade Federal do Ceará, Centro de Ciências, Fortaleza, 2010.

[5] BESSE, A. Einstein Manifolds. Berlin: Springer, 1980.
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