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RESUMO

Nesta dissertacdo apresento possibilidades de estudo da geometria espacial atraves da criacéo
e visualizacdo de figuras espaciais e seus elementos nos softwares construfig3D, poly,
geogebra e sketchup. Ap6s uma breve apresentacdo do uso de softwares em aulas de
matematica, inicio apresentando as ferramentas utilizadas nos softwares e suas possibilidades.
Ambos possibilitam visualizar as figuras em trés dimensdes. Para finalizar apresento diversas
situacbes envolvendo o uso dos softwares nas aulas de geometria espacial e 0s seguintes
conceitos: Poliedros, Relacdo de Euller, altura de piramides, Diagonal do paralelepipedo,
seccOes planas de um cubo, cilindros, cones, esferas, circunscricdo e inscricdo de figuras

espaciais, planificacdes e resolucdo de problemas.

Palavras-chave: Geometria espacial. 3D. Figuras espaciais.



ABSTRACT

The present study aims to show possibilities concerning to spatial geometry through the
creation and viewing of spatial figures and their elements in the softwares like construfig3D,
poly, geogebra e sketchp. After a brief presentation of the use of softwares in spatial geometry
classes, | introduce the tools used in the softwares e their possibilities. Both are able to look at
the figures in three dimensions. In the end, | present several situations involving the use of the
softwares and the following concepts: polyhedra, Euller's method, height of pyramids,
parallelepiped’s diagonal, flat sections of a cube, cylinders, cones, balls, circumscription and

inscription of spatial figures, unfoldments and solving problems.

Keywords: spatial geometry. 3D. spatial figures.
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1 INTRODUCAO

Tendo em vista que a geometria espacial refere-se a area da matematica que
estuda as figuras no espaco, ou seja, no mundo tridimensional, e que ainda realizamos
construgdes dessas figuras em objetos de duas dimensdes (quadro branco), construimos este
material como auxilio para criacdo e visualizagdo das figuras espaciais, utilizando os
sequintes softwares: Construfig3D, Poly, Sketchup e geogebra. Com a utilizacdo desses
softwares podemos facilitar a transicdo da geometria plana para a geometria espacial, pois
eles apresentam uma imagem tridimensional dos objetos construidos. De acordo com Paulo

Cezar (1996, p.1),

A transicdo da geometria plana para a geometria espacial, em geral efetuada no final
do segundo grau, é muitas vezes dificil para o aluno. E facil entender porque isto
ocorre. Como habitantes de um mundo tridimensional, temos grande facilidade para
lidar com o mundo bidimensional da geometria plana. Modelos concretos para 0s
objetos com que lidamos na Geometria Plana sdo faceis de construir e manipular. As
superficies sobre as quais escrevemos ou desenhamos séo excelentes modelos para o
plano da geometria [...]. Quando passamos para 0 mundo tridimensional da
Geometria Espacial passamos a enfrentar limitacGes de diversa ordem [...]. Em geral
recorremos a projecGes bidimensionais de tais objetos. Mas estas projecGes
distorcem angulos e ndo permitem distinguir pontos que estejam sobre a mesma
linha de projecéo.

Atualmente temos os programas 3D que apresentam caracteristicas de criacdo e
visualizacdo, que ndo permitem as distor¢bes citadas pelo professor Paulo César, pois
apresentam ferramentas que possibilitam girar a figura e visualizar seus pontos, retas e planos
no espaco. A escolha dos softwares utilizados nesta dissertacdo ocorreu pela possibilidade que
cada um possui de estudar conceitos diferentes, cada um apresenta caracteristicas préprias
para sua utilizacdo.

Propomos e apresentamos situacBes envolvendo o uso dos softwares no
desenvolvimento dos seguintes conceitos: Poliedros, relacdo de Euler, diagonal do
paralelepipedo, altura do cone, poliedros de Platéo, figuras espaciais (visualizac¢do), inscri¢éo

e circunscricdo de solidos, planificagdes e resolucdo de problemas.



2 OBJETIVOS

Este capitulo apresenta os objetivos: geral e especificos, relacionados a utilizagdo

dos softwares apresentados nesta dissertacao.

2.1 Objetivo Geral

Apresentar possibilidades de utilizacdo do uso dos softwares Construfig3D, Poly,
sketchup e geogebra nas aulas de geometria espacial, como facilitadores no processo

ensino-aprendizagem.

2.2 Objetivos especificos

Os objetivos foram divididos conforme possibilidades dos softwares utilizados:

a) propor a utilizacdo de quatro softwares para serem utilizados no ensino da
geometria espacial;

b) apresentar formas de visualizagdo das figuras e seus elementos nos softwares
apresentados nesta dissertacao;

c) apresentar os recursos (ferramentas) dos softwares: Construfig3D, Poly,

Sketchup e Geogebra;
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3 FUNDAMENTACAO TEORICA

O presente topico aborda temas relacionados a histéria da geometria, sélidos
platonicos e conceitos de geometria espacial, conforme relacdo abaixo:

a) conceitos basicos;

b) poliedros;

c) corpos redondos;

d) piramides;

e) circunscricdo e inscricao de sélidos.

3.1 Um pouco da historia da geometria

Podemos considerar duas ideias principais quanto as origens da geometria
(Boyer, 1996, Cap. I).

Herddoto que acreditava que a geometria se originava no Egito, com seu
surgimento na necessidade pratica de fazer novas medidas de terra apds cada inundacéo anual
no vale do rio Nilo e Aristoteles que acreditava ser a origem no lazer sacerdotal e ritual.

Independente da percepcdo, conhecimento de relagbes envolvendo as figuras
espaciais, 0 homem neolitico ja demonstrava preocupacdo com relagdes de congruéncia e
simetria, através de seus desenhos e figuras. Além disso, seus potes, tecidos e cestas podem
“afirmar” a necessidade que o homem sempre teve de trabalhar com o mundo tridimensional,
devido suas formas e desenhos neles representados.

Outro exemplo da utilizacdo de conceitos espaciais estad presente no Papiro de
Moscou que tem quase o comprimento do Rhind, mas sé um quarto da largura. Constitui 25
exemplos, quase todos da vida prética, exceto dois que tém significado especial. Nesse papiro
ja podemos perceber a necessidade do homem de representar figuras espaciais, pois associada
ao problema 14 do Papiro de Moscou ha uma figura que parece um trapézio, mas os célculos
associados a ela mostram que 0 que se quer representar € o tronco de uma piramide, além de
instrugdes que tornam claro que o problema pergunta qual o volume de um tronco de piramide
quadrada com altura de seis unidades se as arestas das bases superior e inferior medem duas e
quatro unidades respectivamente. O conhecimento revelado nos papiros é quase todo pratico e

o elemento principal nas questdes eram célculos (Boyer, 1996, cap. II).
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3.2 Geometria espacial

A geometria espacial no ensino médio € iniciada com defini¢des de poliedros,
relacdo de Euller, corpos redondos, prismas, piramides, troncos e esferas. Nesta secédo

apresentaremos detalhes das figuras espaciais estudadas durante o periodo destacado.

3.2.1 Conceitos basicos em geometria espacial

A Geometria Espacial assume os conceitos de ponto, reta e plano como
primitivos. Ela também assume como primitivo o conceito de espaco (Euclidiano), o qual
contém propriamente todos os planos com os quais trabalharemos (e contém pelo menos um
plano). Um subconjunto ndo vazio C do espaco é convexo se, para todos A, B pertencente a C,
tivermos AB — C.

Para iniciar a apresentacdo veremos a definicdo de poliedros. Um poliedro é um
conjunto fechado e limitado do espacgo, com interior ndo vazio e cuja fronteira consiste da
unidlo de um numero finito de poligonos satisfazendo as condicbes a seguir
(Muniz Neto, 2013, p 373).

a) dois poligonos quaisquer ndo estdo contidos em um mesmo plano;

b) se dois poligonos se intersectam, entdo eles tém um vértice ou um lado comum;

c) se dois poligonos P e Q ndo se intersectam, entdo existem poligonos

P1=P, Py, ..., Px = Q, tais que P; e Pis; se intersectam, para 1 <i<k.
Um poliedro é convexo se for um subconjunto convexo do espacgo. Abaixo temos

exemplos de poliedros convexos.

Figura 1- Poliedros convexos: Piramide, prisma e cubo

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

[&] [~ 2 B b e )] A @) £ N fanc] <] ==

Ponia
Cliqus na Jansia de Visualizagio ou sobre um objsto

Entrada; o

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra
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3.2.2 Poliedros de Platao

Platdo associou os cinco solidos regulares, aos quatro elementos de Empidocles
num esquema cosmico que fascinou os homens por século. Talvez a veneracdo dos pitagoricos
pelo dodecaedro tenha sido o que levou Platdo a considera-lo, o quinto e ultimo sélido
regular, como um simbolo do universo.

Um poliedro convexo € dito regular ou de Platdo se as duas condicdes a seguir
forem satisfeitas:

a) todas as suas faces forem poligonos regulares com um mesmo ndmero de

arestas;

b) em cada um de seus vértices incidir um mesmo namero de arestas.

Um teorema importante relacionado a este assunto é que todo poliedro convexo
regular é um tetraedro, hexaedro, octaedro, dodecaedro e icosaedro. Abaixo temos as imagens

dos cinco poliedros regulares.

Figura 2 — Poliedros de Platéo: Tetraedro e Cubo

Tetraedro Cubo

Fonte: Imagem do software Poly



Figura 3 — Poliedros de Platdo: Octaedro e dodecaedro

Octaedro
Fonte: Imagem do software Poly

Figura 4 — Poliedro de Platdo: Icosaedro

Dodecaedro

Icosaedro
Fonte: Imagem do software Poly

3.2.3 Relagao de Euler

13

A relacdo de Euler apresenta o seguinte enunciado: Para todo poliedro convexo,

ou para superficie, vale a relagdo V — A + F = 2, em que V é 0 nimero de vértices, A é 0

numero de arestas e F é o nimero de faces do poliedro.
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Demonstragdo: Por inducédo finita referente ao ndmero de faces, vamos provar, em caréater

preliminar, que, para uma superficie poliedrica limitada convexa aberta, vale a relacéo:

Va‘Aa+Fa:1 (l)

Em que V, é o numero de vértices, A; € 0 numero de arestas e F, € 0 numero de faces da
superficie poliedrica limitada aberta. Para F, = 1, a superficie se reduz a um poligono plano

convexo de n lados e, entdo, V, = n, A; = n. Obtemos a seguinte equacao:

Va-Aa+Fa=n—-n+1=1 — V,- A, +F, =1
Logo, a relacéo esta verificada para F,=1. O

Admitindo que a relacdo vale para uma superficie de F faces (que possui
V" vértices e A" arestas), vamos provar que também vale para uma superficie de F* + 1 faces
(que possui F* + 1 = F, faces, Va vértices e Aa arestas). Por hipdtese, para a superficie de

F~ faces, A" arestas e V' vértices vale:

V -A +F =1, )

Acrescentando a essa superficie (que € aberta) uma face de p arestas (lados) e
considerando que g dessas arestas (lados) coincidem com arestas ja existentes, obtemos uma

nova superficie com Fa faces, Aa arestas e Va vértices tais que:

Fa=F +1

Aa=A"+p—q(qarestas coincidiram)

Va=V" +p-(q+1)(qarestas coincidindo, q + 1 vértices coincidem)
Formando a expressdo Va — Aa + Fa e substituindo os valores acima, vem:
Va-Aa+Fa=V +p-(q+1)- (A" +p-q)+(F +1)

=V +p-q-1-A"-p+gq-F +1=V -A"+F.

Com Va—-Aa+Fa=V -A" +F provamos que essa expressao ndo se altera se
acrescentamos ( ou retiramos ) uma face da superficie. Como, por hipotese, V' -A"+F =1,

vem que Va—Aa + Fa = 1 0 que prova a relagéo preliminar.
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Tomemos a superficie de qualquer poliedro convexo ou qualquer superficie
poliédrica limitada convexa fechada (com V vértices, A arestas e F faces) e dela retiremos
uma face. Ficamos, entdo, com uma superficie aberta (com Va vértices, Aa arestas e Fa faces)

para a qual vale a relacdo (Dolce, 2005, pag. 125 e 126):

Va-Aa+Fa=1.
ComoVa=V,Aa=AeFa=F-1,vemV-A+(F-1)=1, ou seja:

V-A+F=2, (3)
3.2.4 Prismas

Sejam dados poligonos AjA; . . . A, e B1B; . . . B, situados em planos paralelos e
_ > > -« , L

tais que as retas Ai1B; , A:B, , . . ., AB, sejam também paralelas. Entdo, é imediato
(conforme figura 5) que, para 1 <i<n ( com a convengdo de que A, +1 = Ay), 0 quadrilatero
AiAi«Bi.1Bi € um paralelogramo e que os poligonos AjA; . . . A, e BiB, . . . By sédo
congruentes.

O prisma de bases AjA; . . . Ay e BiB,. .. B, é a por¢do limitada do espaco,
delimitada pelos poligonos AjA; . . . Ase BB, ... B, e pelos paralelogramos AiAi+1Bi«1Bi,

paral <i<n.

Figura 5 — Prisma

Arquivo Editar Exibir Op¢Bes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

" Sl el > P Cb 8 o @__/ @, & N e @

e Reta r
Selecione dois pontos

Entrada ®
Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra
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Dizemos que 0s pontos A, Ay, ..., An, B, By, ..., B, sdo os vértices do prisma.
Também, os segmentos AjAi:1, BiBix1 € AB;j sdo suas arestas e o0s segmentos AiB;,
para 1 <1i < n, suas arestas laterais. Os paralelogramos A;Ai+1Bi+1Bj sdo as faces laterais do
prisma.

A altura de um prisma é a distancia entre os planos de suas bases. Um prisma reto
€ um prisma cujas arestas laterais sdo perpendiculares aos planos de suas bases. Um prisma

reto é regular se suas bases forem poligonos regulares.
3.2.5 Piramides

Dado um poligono convexo A;A; ... A, e um ponto V ndo pertencente ao plano de
ALA; ... Ay, definimos a piramide VA1A; ... A,, de vértice V e base A1A; ... An, COMO a por¢ado
limitada do espaco, delimitado por A1A; ... A, e pelos tridangulos VAjAi+1, para 1 <i<n, com
a convencdo de que An+1 = A; (cf. figura 6). Dizemos ainda que os segmentos VA e AiAi.1 S&0
as arestas e os triangulos VAjAi.1 séo as faces laterais da piramide. O interior de uma piramide

€ 0 conjunto dos pontos da piramide que nao pertencem a nenhuma das faces da mesma.

Figura 6 - Pirdmide

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Al B D s e A @<L N e <

Aq

As

Entrada: (1)

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra

Se P ¢é o pé da perpendicular baixada do vértice V ao plano da base AjA; ... A, de
uma piramide VAA; ... A,, dizemos que o segmento VP (ou, por vezes, sua medida) é a

altura da piramide (cf. figura 7). A referida piramide é dita Regular se sua base A A; ... A, for
um poligono regular de centro P. Nesse caso, uma vez que A,P=An.1P, VPAN=V I3An+l =90°

e VP é lado comum, concluimos que VPAn = VPAN.; por LAL e, portanto, que VA,=VAn.1,

para 1<i<n.



Figura 7 — Altura da pirdmide

Arquivo Editar Exibir OpcGes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra

Uma pirdmide de vértice V e base AjA; ... A, € dita:

a) Inscritivel (figura 8) se existir uma esfera > passando por V, Az, Ao, . .

Nesse caso, dizemos que Y ¢ uma esfera circunscrita a piramide.

Figura 8 — Pirdmide inscrita na esfera
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

e

£x M

o E A S A NOIEA NN

v v

¥ |_|Ponto
Cligue na Janela de Visualizag&o ou sobre um objeto

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra

-y A
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b) Circunscritivel (figura 9) se existir uma esfera ), contida na pirdmide e
tangente tanto a base quanto as faces da mesma. Nesse caso, dizemos que ). ¢

uma esfera inscrita na piramide.

Figura 9 — Esfera inscrita em uma piramide

} Janela de Visualizagio 3D I

Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra.

3.2.6 Corpos redondos

Neste tOpico apresentaremos conceitos relacionados aos seguintes corpos
redondos: Cilindro, cone e esfera.

3.2.6.1 Cilindro

Consideremos um circulo (regido circular) de centro O e raio r, situado num plano
oc, € um segmento de reta PQ, ndo nulo, ndo paralelo e ndo contido em oc. Chama-se cilindro
circular ou cilindro a reunido dos segmentos congruentes e paralelos a PQ, com uma
extremidade nos pontos do circulo e situados num mesmo semi-espago dos determinados por
oc (figura 10).

Para visualizar a figura 10 utilizamos o geogebra, pela facilidade de construcgao de

retas e destaque dos elementos construidos.
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Figura 10 — Cilindro

‘Arquivo Editar Exibir DD;EES Ferramentas Janela Ajuda

[&] A A Pl e
)1 e (D] iy

==

nto
Clique na Janela de Visualizacia ou sobre um objeto

@[N] e )] :

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra

O cilindro possui os seguintes elementos:

a) duas bases: circulos congruentes situados em planos paralelos;

b) geratriz. sdo o0s segmentos com uma extremidade em um ponto da
circunferéncia de centro O e raio r e a outra no ponto correspondente da
circunferéncia de centro O” e raio r (r é o raio da base);

c¢) aaltura de um cilindro ¢ a distancia h entre os planos das bases.

3.2.6.2 Cone

Consideremos um circulo (regido circular) de centro O e raio r situado num plano
oc e um ponto V fora de o«c. Chama-se cone circular ou cone & reunido dos segmentos de reta

com uma extremidade em V e a outra nos pontos do circulo (figura 11).

Figura 11 — Cone

Arquivo_Editar_Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.
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O cone possui 0s seguintes elementos:

a) uma base: o circulo de centro O e raio r;

b) geratrizes: sdo 0s segmentos com uma extremidade em V e a outra nos pontos
da circunferéncia da base;

) o ponto V citado acima é o vértice.
3.2.7 Esferas

As esferas sdo bastante utilizadas em inscricdo e circunscricdo de figuras
espaciais.

Essa € uma das mais importantes definicGes de toda a geometria espacial. Sejam
dados um ponto O do espaco e um real positivo R. A esfera 3°°, de centro O e raio R, denotada
Y (O;R), é o Lugar Geométrico dos pontos do espago que distam R de O.

Nosso préximo resultado refere-se a se¢des planas de uma esfera. Sejam dados, no
espaco, um plano o« e uma esfera Y, de centro O ¢ raio R. Seja ainda d a distancia de O a o,
temos as seguintes caracteristicas:

a) sed >R, entdo o« ndo intersecta Y ;

b) sed =R, entdo o intersecta Y, em um unico ponto;

c) se d <R, entdo o intersecta Y. em um circulo T, de raio JRZ=d2e centro

situado no pé da perpendicular baixada de O a <.

Vamos realizar a demonstracao dos trés itens:

Seja O” o pé da perpendicular baixada de O a oc, de sorte que OO = d. Suponha
d>R.SeP e o\ {0}, entdo PO'O=90° e, dai, PO > 00" = d >R; logo, P ¢ 3. Mas, como
0O0'=d >R, temos que O" € ) se, e sO se, d = R. Portanto, o intersecta ), em O’, de d = R,
a0 passo que o ndo intersecta Y, se d > R. Provamos os itensaeb. Se P € Y n o, entdo P #
O e, dai, PO'O=90°. Portanto, aplicando o teorema de Pitdgoras ao triangulo POO’,
obtemos O'P2=0P2- 00?2 = R? - d2 ou, ainda, O'P = JR2—d2 . Logo, P pertence ao
circulo T' do enunciado.

Utilizamos o geogebra para visualizar a situacdo (demonstragdo). A
possibilidade de girar a figura facilita estabelecer relacGes entre os elementos: Raio da

esfera, distancia entre centro e plano « e raio da secgao.
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Figura 12 — Disténcia entre plano e centro da esfera
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor

Reciprocamente, se P for um ponto de T, entdo O'P = vYR?2-d? e podemos
reverter facilmente os passos do argumento do paragrafo anterior, concluindo que OP =R,

le,queP e }.

3.3 Uso de softwares no ensino da matematica

Podemos afirmar que a historia da utilizacdo da informatica na educacao no Brasil
é bastante recente. Precisamos apenas lembrar que apenas em 1980, no &mbito do Ministério
da Educacdo e Cultura (MEC), foi instaurada uma comissdo especial de educacdo que ficou
encarregada de gerar normas e diretrizes para a area de informéatica na educacdo. Durante
esses 35 anos tivemos varios seminarios e formacgdes de grupos de estudos relacionados ao
uso das novas tecnologias em sala de aula.

Diferentemente dos anos 80 e 90, atualmente podemos verificar que a grande
maioria dos professores ja possui computadores, o mesmo ocorrendo com um ndmero
considerado de alunos, que quando ndo possuem o computador, possuem um celular e
dependendo do aparelho o mesmo possui diversas funcdes e programas que utilizamos em

computadores.
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As escolas (na grande maioria) estdo equipadas com laboratérios de informética
acessiveis para uso de professores e alunos, inclusive com o apoio de um professor presente
no laboratério, dando suporte e orientando no desenvolvimento de atividades, além de
possuirem equipamentos de multimidia, como data show e lousa interativa, que além de
facilitar a visualizagdo das figuras, proporcionam momentos de interagdo, em que o0s alunos
podem participar da constru¢cdo do conhecimento. Nos laboratdrios de informéatica temos
instalado nas maquinas softwares e se necessarios solicitamos ao professor LEI a instalagédo
dos mesmos, para que o professor possa desenvolver atividades com os alunos. Verificamos
assim que a escola apresenta recursos e possibilita ao professor desenvolver atividades com
utilizacdo de recursos tecnoldgicos, especificamente o computador (softwares diversos).

Podemos apresentar diversos recursos tecnoldgicos que podem ser utilizados para,
desenvolver e facilitar a aprendizagem de conteldos de matematica, entre eles: Planilhas
eletrdnicas, pesquisas em sites, videos, jogos, softwares matematicos (objetos de pesquisa
desta dissertacdo) e muitos outros. Um dos primeiros softwares utilizados foi o Logo,
desenvolvido por simon paper. Leiam a afirmacdo que consta nos Pardmetros Curriculares
Nacionais de Matematica (PCNs), relacionada a importancia de promover o contato dos

alunos com as tecnologias:

E esperado que nas aulas de Matematica se possa oferecer uma educagio
tecnoldgica, que ndo signifique apenas uma formacgao especializada, mas, antes, uma
sensibilizacdo para o conhecimento dos recursos da tecnologia, pela aprendizagem
de alguns contelidos sobre sua estrutura, funcionamento e linguagem e pelo
conhecimento das diferentes aplicagdes da informética, em particular nas situaces
de aprendizagem, e valorizacdo da forma como ela vem sendo incorporada nas
préticas sociais.(BRASIL, 1998, p. 46).

Dentre os recursos tecnoldgicos apresentados anteriormente, este trabalho
contempla a utilizacdo de softwares especificos para aulas de geometria espacial, estes
apresentam recursos para visualizagdo em 3D, proporcionando uma mudanca significativa no
conhecimento do mundo tridimensional.

Sobre a importancia da utilizacdo de tecnologias em sala de aula, Borba e
Penteado, 2005, afirmam que: Estudos indicam que um educador que utiliza tecnologias em
suas aulas, pode obter resultados positivos, que além de contribuir para um ensino
qualificado, contribuem para a melhoria de sua pratica pedagogica.

Sdo varios os softwares de matematica disponiveis para download. Dentre 0s mais

destacados temos: Geogebra, Poly, Sketchup, Construfig3D, Wingeon, Elisa, blender e etc.
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Nesta dissertacdo apresentamos caracteristicas e possibilidades de criacdo e
visualizacdo de figuras espaciais nos seguintes softwares: Geogebra, Poly, sketchup e
construfig3D.

A variedade de softwares possibilita ao Professor utiliza-los de acordo com os
objetivos propostos, para criagdo e visualizagdo das figuras espaciais. Segundo Borba, Silva e
Gadanidis (2014, p. 52 e 53), com o0 uso das tecnologias digitais:

a) objetos matematicos comecgaram a ser representados de maneira inédita

(digital);

b) modelos matematicos e algoritmos foram aprimorados com novas variaveis;
simulagdes expandiram seus limites devido & virtualidade, ao carater visual, &
multiplicidade representativa e aos recursos de experimentacéo;

c) construcdes matematicas ganharam dinamicidade e simultaneidade devido as
formas de dependéncia entre representacoes;

d) conjecturas foram exploradas ao seu limite experimental, de modo a oferecer

convencimento sobre sua veracidade e teoremas;

A utilizacdo de softwares para visualizagdo de figuras espaciais, possibilitam
avancos significativos tanto na producdo de sentidos, quanto na aprendizagem matematica,
segundo Borba, Silva e Gadanidis (2014, p. 53):

A visualizacdo envolve um esquema mental que representa a informag&do visual ou
espacial. E um processo de formacio de imagens que torna possivel a entrada em
cena das representacdes dos objetos matematicos para que possamos pensar
matematicamente. Ela oferece meios para que conexdes entre representacdes possam
acontecer. Assim, a visualizacdo é protagonista na producdo de sentidos e na
aprendizagem matematica.

Sendo assim a utilizacdo de softwares que potencializem as visualizagcdes de
figuras espaciais, podem e devem ser abordados no ensino fundamental e médio, contribuindo
na aprendizagem matematica. Porém precisamos vivenciar os diversos softwares e aplica-los
de formas variadas para que o uso constante de um mesmo software néo se torne enfadonho,
como destacado por Borba e Penteado (2010, p. 16): “Um dado software utilizado em sala
pode, depois de algum tempo, se tornar enfadonho da mesma forma que para muitos uma aula
com uso intensivo de giz, ou outra baseada em discussdo de textos, pode também nédo
motivar”.

Os softwares utilizados podem ser aplicados em momentos diferentes das aulas de

geometria espacial, cada software é utilizado para explorar um contetdo proposto.
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3.4 Aulas do PAPMEM

O PAPMEM é um programa de Aperfeigoamento para Professores de matemaética
do Ensino Médio, oferecendo capacitacdo para professores de diversos Estados, além de
apresentar videos aulas, disponibilizadas no site do impa: video.impa.br.

Um dos assuntos abordados no ano de 2015 foi geometria espacial, apresentado
pelo Professor Wagner do Instituto de matematica Pura e Aplicada. Assistindo as aulas em
video chamou a atengdo o seguinte comentario: O Professor Wagner inicia relatando da
dificuldade que outros professores afirmaram ter em ensinar geometria espacial, por ndo
conseguir ensinar e ou desenhar direito.

O uso dos softwares 3D “colabora” com o objetivo principal da geometria
espacial, estabelecer um entendimento sobre o0 mundo tridimensional, poderiamos inclusive
preparar cursos de desenhos para que os professores conseguissem apresentar figuras mais
perfeitas, porém a visualizacdo dos objetos nos softwares 3D apresenta mais detalhes e
possibilita uma visdo com mais “profundidade” percebendo relagdes entre elementos dessas
figuras.

A ferramenta principal nos softwares, e um dos diferenciais comparando com
desenhos em duas dimensdes € a possibilidade de girar as figuras em qualquer direcéo,
visualizando suas faces, arestas e vértices. Além de o Professor ter a oportunidade de solicitar
que alunos construam essas figuras nos programas e eles préprios estabelecam as relacGes
entre os elementos (a relacdo entre a diagonal do paralelepipedo e suas arestas, por exemplo).

A apresentacdo de imagens no video aula de geometria espacial | e 1l, séo
realizadas no quadro, com material concreto (canudos e isopor) e em alguns momentos é
utilizado o software geogebra. A utilizagdo do geogebra compreende a visualizacdo de uma
seccdo plana do cubo, porém é utilizado a janela 2D do software. Essa janela funciona como o
guadro, pois também possui apenas duas dimensdes, proporcionando uma perspectiva de trés
dimensdes.

No proprio video o Professor Wagner apresenta (Figura 13) um ponto de
intersecdo no cubo que o software (janela 2D) reconhece como interse¢do de duas arestas,
exemplo valido para apresentagdes no quadro e que dificultam em alguns casos a contagem

das arestas, faces e vértices.



Figura 13 - Representacdo do cubo no geogebra janela 2D
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Fonte: Video aula do PAPMEM Geometria espacial |

Comparando a figura anterior com a construida na janela 3D (figura 14), podemos

Outro aspecto positivo da utilizagdo dos softwares 3D é a possibilidade de

destaque de suas arestas, ou faces, pois podemos alterar largura ou cores das arestas.

Figura 14— Cubo no geogebra (Janela 3D)

b Janela de Visualizagdo 3D

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra
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verificar que na janela 3D temos a possibilidade de girar a figura, verificando suas faces,
veértices e arestas com mais detalhes, inclusive comprovando que o ponto de intersecdo
destacado na figura 13 ndo existe. Esse € um dos motivos pelos quais estamos apresentando

os softwares 3D como facilitadores no processo ensino aprendizagem de geometria espacial.
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Para comparar desenhos realizados no quadro (aulas do PAPMEM) e em
softwares 3D, apresentamos as figuras 15 e 16.

Figura 15 - Imagem de um plano e duas retas

Fonte: Imagem da video aula — Geometria espacial |

Figura 16 - Plano e retas no geogebra (Janela 3D)

} Janela de Visualizagdo 30

Fonte: Elaborada pelo préprio autor no geogebra
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Comparando as duas figuras anteriores podemos perceber as seguintes diferencgas
quanto ao uso do geogebra:

a) para realizar o mesmo desenho € necessario que o Professor aprenda a utilizar

o software, sendo uma tarefa possivel;

b) apds realizado o desenho, podemos girar a figura e visualizar as retas, pontos e

planos de diversos angulos, observando os detalhes presentes na figura;

c) para construcdo do plano utilizamos trés pontos inicialmente, tomando por

base axiomas;

d) no geogebra utilizamos as coordenadas cartesianas, determinando as posigdes

de cada eixo.

Verificamos que temos facilidades tanto para criagdo como visualizagOes das
figuras, quando utilizamos softwares 3D.

Quanto ao uso de softwares nas aulas de geometria espacial, percebemos que no
PAPMEM temos a utilizacdo apenas do geogebra, restringindo a duas apresentacGes na tela
2D, ou seja, mesmo no PAPMEM (Aulas em video) a utilizacdo de softwares ndo estdo sendo
priorizadas.

Para um melhor entendimento do mundo tridimensional, podemos utilizar os
softwares 3D que contribuem pela facilidade de construcdo e visualizacdo de elementos
pertencentes a geometria espacial, entre eles podemos destacar pontos, retas, planos e figuras
espaciais.

Conforme verificado nas aulas do PAPMEM (Aulas em video), os softwares nem
citados sdo, ou seja, sua utilizacdo ainda € restrita e quando utilizada ndo contempla
atualizac¢des, como o caso do geogebra 3D.

Para criacdo e visualizacdo dos elementos destacados nas aulas do PAPMEM,
propomos o geogebra, sketchup, poly e construfig3D, realizando os desenhos de retas, pontos
no espaco, planos e figuras espaciais, construidos no quadro e com material concreto (isopor)
nos videos aulas, sendo um diferencial pelas possibilidades e ferramentas dos softwares.

Podemos exemplificar a vantagem da utilizacdo de softwares nas aulas de
geometria apresentando as imagens das aulas do PAPMEM produzidas no quadro e
relacionando com imagens produzidas no software geogebra. Inicialmente temos a

apresentacdo de um plano contendo trés pontos. Verifiquem as duas figuras 17 e 18:
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Figura 17 - Trés pontos pertencentes a um plano.

PAPMEM - Janeiro de 2015 - Geometria Espacial |

Fonte: Imagem do video aula — Geometria espacial |

Figura 18 - Plano passando por trés pontos
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra

Podemos estabelecer uma relacdo significativa das duas figuras, a primeira é
estatica, ou seja, apos o desenho ndo temos como girar. Na segunda podemos perceber com
mais precisdo que os pontos pertencem ao plano, inclusive na sua construcdo determinamos
inicialmente os trés pontos e em seguida utilizamos os mesmos para determinar o plano.
Observamos entdo que o uso deste software facilita a construcdo e visualizagdo da imagem
sem interferir nos conceitos geométricos.

Outra possibilidade é que podemos aproveitar e construir outros planos
estabelecendo a intersec¢édo entre os planos determinados.
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Figura 19 - Plano, ponto e reta.

PAPMEM - Janeiro de 20

Fonte: Imagem da video aula — Geometria espacial |

Para exemplificar o teorema: Por uma reta e um ponto fora temos um dnico plano
determinado pela reta e pelo ponto, podemos realizar 0 desenho no geogebra 3D, construir
planos que passam por dois pontos da reta e pelo ponto dado, mostrando que os planos

determinados sdo idénticos, através da equacdo fornecida na janela algebra ou pela

visualizacdo do préprio plano.
Para realizar a préxima construcdo utilizamos as ferramentas de ponto, reta e

plano. Para desenhar o plano temos uma ferramenta que possibilita sua construcdo através das

coordenadas de trés pontos néo colineares.

Figura 20 — Plano determinado a partir de uma reta e um ponto.
o - o
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Fonte: Imagem da video aula — Geometria espacial |
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Mais uma vez verificamos que a utilizacdo de softwares 3D, no caso, 0 geogebra
facilita tanto a construcdo, como a visualizacao de elementos do mundo tridimensional, objeto
de estudo da geometria espacial.

Seguindo com as imagens realizadas no video aula, temos a apresentacdo das
posicOes relativas de 2 retas construidas no quadro, sem a utilizacdo de softwares. Este
desenho poderia ser construido com muita facilidade no geogebra ou sketchup, contudo o
geogebra apresenta mais ferramentas relacionadas a apresentacéo de retas, pontos e planos. As
figuras 21 e 22, referem-se respectivamente a videos aulas e software geogebra.

A figura 21, representada no geogebra (figura 22) pode ser visualizada com mais
detalhes, possibilitando perceber a relacdo entre as duas retas e verificando inclusive as
coordenadas dos pontos no espaco, pois 0 software apresenta detalhes dos pontos, retas e

planos.

Figura 21 — Posigdes relativas de duas retas

Fonte: Imagem da video aula — Geometria espacial |1

Figura 22 - Posicdes relativas de duas retas
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra
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Para construir a figura 22, precisamos apenas determinar trés pontos, o plano
determinado pelos pontos, uma reta pertencente ao plano, passando por dois dos pontos,
representados inicialmente, e uma reta que “corta” o plano. Em seguida podemos girar a
figura, alterar estilos das retas, pontos e plano, facilitando sua visualizacao.

O Unico momento que é utilizado um software no video aula 2, representamos na
figura 23. Para sua construcdo foi utilizado o geogebra 2D.

Para visualizacdo desta pirdmide, objeto tridimensional podemos utilizar o

geogebra ou sketchup, ambos apresentam tela 3D, facilitando sua construcéo e visualizacéo.

Figura 23 — Pirdmide construida no geogebra 2D

Fonte: Imagem da video aula — Geometria espacial Il

A figura 23 construida no geogebra e apresentada no video aula do PAPMEM, é
utilizada para calcular a relagdo entre a aresta da base, altura da pirdmide e aresta da piramide.
O desenho foi realizado na tela 2D, que apresenta as mesmas caracteristicas do
desenho no quadro, apenas conseguimos desenhar com mais facilidade pois o programa
apresenta ferramentas para construcdo de poligonos, retas e pontos, além de possibilitar

alterar estilos das linhas.
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Para resolver o problema, ou seja, relacionar os elementos destacados
anteriormente o Professor desenhou o triangulo formado pelos elementos no quadro e em
seguida utilizou teorema de Pitagoras para relacionar os elementos.

Para visualizar a mesma imagem proponho a utilizacdo do geogebra, porém
utilizaremos a tela 3D. Ap6s sua construgdo podemos construir o triangulo formado pelos
elementos. No geogebra temos inclusive a possibilidade de visualizar o tridngulo

separadamente, sem a necessidade de desenhar 0 mesmo no quadro, conforme figura abaixo.

Figura 24 — Piramide construida no geogebra 3D
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra

Com a imagem acima, construida no geogebra 3D, podemos destacar o triangulo e
estabelecer a relacdo desejada, através do teorema de Pitagoras. O software também apresenta
as coordenadas dos pontos, area de suas faces, volume da piramide e medida dos segmentos
existentes.

Podemos entdo destacar a importancia da utilizacdo dos softwares 3D nas aulas de
geometria espacial, pelas caracteristicas e possibilidades de criacdo e visualizacdo de
elementos da geometria espacial, ndo utilizados nas aulas do PAPMEM e que podem interferir

no ensino desta bela disciplina, geometria espacial.
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4 FERRAMENTAS DOS SOFTWARES GEOGEBRA, SKETCHUP, CONSTRUFIG3D
E POLY..

O uso de novas tecnologias no ensino da matematica tem sido um tema de debate
nas ultimas décadas no Brasil, e, h& um pouco mais de tempo em outros lugares do mundo.

Nas OrientacBes Curriculares para o ensino medio (2006, pag. 89) temos um
topico especifico sobre o uso de tecnologia, dentre os principais relatos sobre o tema
desenvolvido nessa dissertacdo (geometria espacial) é destacado que: “Para trabalhar com
poliedros, existem também programas interessantes. Neles, ha poliedros em movimento, sob
diferentes vistas, acompanhados de planificagdo. S&0 programas apropriados para 0
desenvolvimento da visualizagdo espacial.”

O uso de quatro softwares para estudo da geometria espacial decorreu da
necessidade de trabalhar de maneira diferenciada cada tema abordado durante o estudo da
geometria, possibilitando ao aluno e professor utilizarem os diversos recursos disponiveis em
cada software para desenvolver temas diversos.

Nos proximos tépicos apresentaremos um pouco da historia e estrutura de cada

um dos softwares.

4.1 Construfig3D

E um software gréafico interativo para o ensino das formas geométricas,
desenvolvido por Janaina Veiga Carvalho e Carlos Vitor de Alencar Carvalho. Sua estrutura é
bastante didatica e suas ferramentas sdo faceis de serem utilizadas, promovendo interacdo do
aluno com o software, pois os alunos podem responder as atividades propostas pelo professor,
clicando em figuras e observando o feedback do programa. O professor aproveita 0 momento
que os alunos estdo desenvolvendo as atividades para discutir possibilidades de formacéo de

figuras.

4.1.1 Software e suas ferramentas

A pagina para download do software é

https://sites.google.com/site/construfig3d/Home/download, conforme figura 25.



https://sites.google.com/site/construfig3d/Home/download

Figura 25 - Pagina Download Construfig3D Verséo 1.1
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B construfig3d.zip (331k) Carlos Vitor Carvalho, 2 de :

Fonte: https://sites.qoogle.com/site/construfig3d/Home/download

<« C | 8 https://sites.google.com/site/construfig3d/Home/download
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Atualmente o software apresenta uma versao 2.0, porém nao esta disponivel seu

Figura 26 Tela inicial do Construfig3D

temos a tela principal do software e em seguida a fungéo de cada icone.

[* ] Construfig3D

Programa Opgoes Schbre

Bl [3 als[e] | [mma| | EEi@s| |- [/ |& |2

escolhidas por um usuario.

Tela para apresentacdo das faces

faces

Tela para apresentacdo da figura

espacial construida apés escolha das

Fonte: Imagem do proprio software

download. Apds sua instalacdo podemos utilizar suas ferramentas sem restricdes. Abaixo


https://sites.google.com/site/construfig3d/Home/download
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icones da tela principal:

’? 4| 5| 6| Estes icones sdo utilizados para determinar o nimero de faces dos solidos

geométricos.

MM &| possibilita escolha das faces do sélido.

Apbs escolha do numero de faces e das faces, é necessario clicar no icone 3D

para formacéo da imagem.

Este icone é chamado rodar, e forma o solido utilizando as figuras escolhidas

pelos alunos. Caso a escolha das figuras ndo possibilite a formagdo do
solido, o préprio software apresenta uma mensagem informando que ndo é

possivel formar uma figura espacial.
‘g| Limpa a tela, apagando as faces ou sélidos presentes.

. f,xl@ Os trés icones referem-se respectivamente a Vvértices, arestas e faces do
solido construido. Ao clicar em um dos itens temos os elementos em

destaque. Conforme figura 27.

Figura 27 - Cubo construido no Construfig3D
[*] Construfig3D - O

Programa Opgdes Sobre

Bl [ z[¢]s]¢] eo/mmal| e [ g 2

Vertices
Faces
. y—_—
escolhidas oS

O

o

pelo aluno

P
<

Vocé montou um Cubo com: 6 Quadrados!!!

Fonte: Elaborada pelo autor no construfig3D.
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Este software é utilizado para formacdo de figuras espaciais, utilizamos
principalmente para verificar a relagdo de Euler. O usuério segue 0s seguintes passos para
formacéo das figuras, clicando no (as):

a) numero de faces disponiveis (3, 4, 5 ou 6);

b) faces, conforme o nimero escolhido no passo anterior. As faces disponiveis

sdo: Circulo, quadrado, retadngulo e triangulo;

¢) no icone Montar, caso tenha escolhido faces que formam uma figura espacial o

software informara o nome da figura e o nome das faces, caso contrario
apresentara a mensagem que ndo é possivel formar figura espacial com as
faces escolhidas;

d) icone rodar a figura gira possibilitando a visualizacdo de suas faces;

e) icone vértice, aresta ou faces, o software apresentara em destagque os elementos

citados.

4.2  Poly

O software Poly 1.11 ou 3D é um aplicativo utilizado para visualizar figuras
espaciais, com recursos disponiveis para apresentar planificacdes, vértices, arestas e faces de
diversas figuras. Os sélidos ja estdo construidos no préprio software, precisamos apenas clicar
no sélido e nas ferramentas disponiveis para uma visualizacdo mais detalhada.

Desenvolvido em julho de 2003, de responsabilidade da empresa Pedadoguery

Software Inc. é disponibilizado gratuitamente no endereco digital HTTP:\\ WWW.peda.com,

que pode ser acessado e copiado, porém a versdo para download tem finalidade de avaliacéo,

orientando que devera ser feito um registro para utilizagéo.

4.2.1 Software e suas ferramentas

Atualmente o software estad na versdo 1.11 e ndo possui a versao em portugués,
podemos escolher sete idiomas, entre eles temos o inglés e espanhol.

Para leitura dos termos (ferramentas) ndo necessitamos uma leitura fluente dos
idiomas, o0 usuario consegue compreender o significado dos poucos termos utilizados para
visualizar as figuras. Utilizaremos o idioma espanhol nas imagens produzidas nesta

dissertacdo.


http://www.peda.com/
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Figura 28 - Tela inicial do Poly
Fa Poly 1.11 - o

Archivo Edicion Ver Ayuda
\? SN

S5 AM0s Platénicos -]
traedro___ =

S Tetraedro = | (eS|

Esta tela apresenta

- Tela de visualizacdo do
0os sélidos e os

solido escolhido.
formatos para

] ., Podendo ser maximizada.
visualiza-los.

Fonte: Imagem do Préprio Software

Maximizando a tela de visualizacdo podemos obter mais detalhes do solido. Para
exemplificar observem as figuras 29 e 30 que apresentam vistas do prisma. A primeira figura
contempla a planificagdo e a segunda o solido construido. Utilizando as ferramentas
disponiveis no software, podemos visualizar suas arestas e vértices, destacando cada

elemento.

Figura 29 - Prisma decagonal planificado
i} Poly 1.11 -9

Archivo  Edicion  Ver Ayuda
N Prisma Decagonal

MWASN L FA

Prismas y Antiprismas v
Prisma Decagonal__ ¥

Fonte: Imagem fornecida pelo software poly
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Figura 30 — Prisma decagonal

Iy Paly 1.11 - a e
Archivo  Edicién  Ver Ayuda
Ja) Prisma Decagonal

Prismas y Antiprismas v
Prisma Decagonal v

Fonte: Imagem do software poly
Apo6s um clique no menu archivo, temos os seguintes sub menus (Figura 31).

Figura 31 - icones do menu Archivo
s Poly 1.11

Archive | Edicién  Ver Ayuda AT

Abre um novo

Fecha o arquivo

Muevo C

Cerrar Ctrs
Exportar...

Salva o arquivo

Vista Preliminar

Preparar Pagina...

[rnprimir... Ctrl+I

Preferencias...

Registro...

Salir Ctrl+Q

Fonte: Imagem do proprio software

Na proxima figura apresentamos as especificacdes dos sub menu, vista preliminar
e preparar pagina. A vista preliminar possibilita visualizar o sélido em uma Unica folha, com o

nome do sélido destacado abaixo, conforme figura 32.
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Figura 32 - Vista Preliminar do Prisma Octagonal

Prisma Octagonal

Fonte: Imagem do proprio software

Para preferéncias temos a possibilidade de escolha dos tipos de sélidos, modos de
visualizaces e linguagem. Abaixo temos a figura 33 que apresenta uma vista do prisma

triangular com suas faces destacadas, op¢éo ativada no sub menu preferéncias.

Figura 33 - Prisma triangular com arestas destacadas

Pristma [Triangular

Fonte:Imagem do proprio software

Os menus Edicion, ver e ayuda sdo equivalentes aos existentes em programas
como editores de texto e desenho. O edition apresenta opgdes para copiar, colar, recortar e

selecionar tudo; O ver apresenta possibilidades para ocultar nome e alinhar o sélido.
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4.3  Sketchup

Sketchup é um software proprietario para criacdo de modelos 3D no computador.
Originalmente foi desenvolvido pela At Last Software(@Iast software) que posteriormente foi
adquirida pela Google, anunciado em 14 de marco de 2006. O sketchup estd disponivel em
duas versdes: a versdo original e a versdo gratuita, Make, (Para uso privado, ndo comercial).

O programa possui a versdao make 2015 em portugués disponivel no site do sketchup.
4.3.1 Software e suas ferramentas

A tela principal do sketchup é formada por diversas ferramentas, tendo a
possibilidade de visualizar as ferramentas de acordo com a necessidade de cada usuario,
bastando acessar o menu visualizar (barra de ferramentas) e escolher de acordo com sua
necessidade.

Nosso objetivo quanto ao uso do sketchup é a construcdo e visualizacdo de sélidos
geomeétricos, logo, serd apresentado uma breve explicagdo sobre as ferramentas disponiveis
para criacdo dos soélidos. Inicialmente podemos observar a tela inicial do sketchup que ja

apresenta em sua estrutura as principais ferramentas para criagao dos solidos.

Figura 34 - Tela Inicial do Sketchup

Arquive  Editar  Visualizar Cémera Desenho  Ferramen tas Janela Ajuda

@ r-o-H-+P+CH LEB 2L ESS

Fonte: Imagem do Préprio Software
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A tela inicial do sketchup apresenta os trés eixos coordenados e diversas
ferramentas na parte superior. Dentre as mais utilizadas para construcdo dos solidos, temos a

formas que possibilitam criacdo de retangulos, circulos e poligonos (Figura 35).

Figura 35 - Ferramenta formas

Arquivo Editar  Visualizar Cdmera Desenho Ferramentas Janela Ajuda

DG /-C-H- 3+ 0B LEB b2 LXK

I Retdngulo R
Retdngulo Giratario
Circulo

Poligono

Fonte: Imagem do proprio software

Para criacdo de qualquer um dos poligonos precisamos apenas clicar em um dos
icones, movimentar a seta do mouse para a tela de desenho, pressionar o botdo esquerdo e
movimentar 0 mouse para construir o poligono, temos inclusive a possibilidade de digitar a
largura, comprimento, raio ou outra medida relacionada aos poligonos. Na figura 36

elaboramos a imagem de um retangulo, circulo e um hexéagono.

Figura 36 - Retangulo, Circulo e hexagono no sketchup

=1 x

Arquivo Editar Visualizar Cmera Desenho Feramentas Janela Ajuda

MN@gr-I-B-¢B340B PEBG2ZLHEDRL 00DV O@

Fonte: Elaborada pelo proprio autor no sketchup

Para criacdo de um prisma ou cilindro construimos sua base com a ferramenta
poligono e em seguida, utilizamos empurrar /puxar para formar o sélido desejado,
determinando se necessario sua altura. Abaixo apresentamos uma imagem com dois prismas e

um cilindro.
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Figura 37 - Prismas e cilindro

Arqy Editar Visualizar Camera Desenho Ferramentas Janela Ajuda

VA A AL X P I B -5 1

@ @ @ 1@ #paga. atenua ou suaviza entidades no modelo. : | Medidas
Produc&o prdpria do autor

As etapas para producédo dos solidos foram: Primeiramente desenhamos as bases e
em seguida, utilizamos as ferramentas empurrar/puxar, clicando na ferramenta e movendo
para a base, em seguida elevamos a ferramenta com o botéo esquerdo pressionado até a altura
desejada do sélido. Apos construgdo dos solidos podemos visualizar suas faces e arestas
através da ferramenta estilos. Abaixo temos imagem dos solidos e as opcdes de estilo.

Figura 38 - Prisma com faces transparentes

Editar Visualizar Cémera Desenho Femamentas lanela Ajuda

IS~C-@-+H+CH IER 2 LH|Hoen B0 000Re eBatne

Ralo % = Faces totslments

® @ ® \o Selecione objetos. Pressione Shift para ampliar a selecéo. Arraste o mouse para fazer mitiplas selegdes. | Medidas
Fonte: Elaborada pelo autor no sketchup.



Figura 39 - Prisma com arestas posteriores tracejadas

Arquive  Editer Visualizar Cdmera Desenho Ferramentas lanela  Ajuda

IS @ oM SEB G2 AKX Mo w O

Aresiis plosteriores trpceEdES

Fonte: Elaborada pelo autor no sketchup

Figura 40 - Visibilidade apenas das arestas do prisma
Editar Visualizar Cémera Desenho Ferramentas Janela Ajuda

GS~C~@~ 4B+ CRIEB é2 LY EHSRRD VOB0O0ES BHaBNS

(M @ @ 1@ selecione objetos. Pressione shift para ampliar a selecio. Arraste o mouse para fazer miltiplas selegaes. | Medidas
Fonte: Elaborada pelo autor no sketchup

Ocultar todas as arestas posteriores e cores de faces no modelo.

Exibe o modelo com faces coloridas.

® |e o

Exibir o modelo com faces texturizadas.
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Além das possibilidades descritas anteriormente, temos as seguintes exibicoes:
Move a camera para uma visdo isométrica do modelo, vista do alto, frontal, direita, posterior e
esquerda. Dependendo do objetivo e conteudo trabalhado, podemos visualizar os sélidos de

diversas maneiras.

4.4 Geogebra

O geogebra € um software de matematica dindmica para todos os niveis de ensino
e reline geometria, algebra, planilha de calculo, gréaficos, probabilidade, estatistica e a partir
de 2012 foi inserido o recurso 3D, inserida a geometria espacial, objeto de estudo desta
dissertacéo.

Dentre os prémios recebidos pelo software temos: Bett Award 2009: Finalist in
Londom for British Educacional Technology Award e AECT Distinguished Developmente
Award 2008. Assocuation for Educational Comumunications and Technology (Orlando,
USA), demonstrando sua importancia no estudos de conteddos matematicos. Outro fator
importante é que o Geogebra é livre, além de possuir codigo aberto para clientes ndo
comerciais.

Caracteristica importante é a possibilidade de instalacdo no sistema operacional
LINUX, pois as escolas publicas possuem esse sistema nos computadores do laboratério de

informatica.

4.4.1 Software e suas ferramentas

A péagina de dowloand do geogebra é a seguinte: www.geogebra.com. Nela

podemos escolher o sistema operacional e em seguida clicar na versdo escolhida.

O geogebra possui a tela de visualiza¢do plana (figura 41) e 3D (figura 42).

Figura 41 - Tela plana do geogebra

Arquivo| Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

Rl e~ 3= Bl Ol D || <t | 2| laec [l 222

» Janela de Algebra‘| | » Janela de Visualizacao =

GeoGetra - o mEam

[UR T |

T
A woR o2 fo o=

Entrada: =

Fonte: Imagem do proprio software


http://www.geogebra.com/
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Figura 42 - Tela 3D do Geogebra

2] GeoGebra - a
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

mEEEEETENEERES

» Janela de Aigebra X/ | » Janela de Visualizagdo 3D

Entrar...

Entrada:

Imagem do proprio software

Apbs escolha da janela de visualizacdo, podemos alterar suas propriedades
clicando inicialmente no botdo direito do mouse e em seguida escolhendo uma das opcdes,
que sdo: Eixos, malhas, plano, exibir todos os objetos, visualizacdo padrdo e janela de
visualizacdo.

As trés opc0es iniciais sdo utilizadas para exibir ou ndo exibir os eixos, malhas e

plano. As figuras 41 e 42, foram criadas sem a exibicdo da malha, abaixo temos uma tela com
as trés opgdes marcadas.

Figura 43 - Janela de visualizacdo 3D com malha, plano e eixos exibidos.
B GeoGebra - a

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

[&] A o B P B =4 @) 4] N o] £

» Jan

Ponto
Clique na Janela de Visualizacio ou sobre um objeto

Entrada:

Fonte: Imagem do proprio software
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Outra opgdo € a janela de visualizagcdo que apresenta caracteristicas dos eixos,
como escala, direcdo positiva apenas, distancia, graduagdes e a unidade que pode ser graus,
cm, mm, Pl e km. Na op¢do malha podemos alterar a distancia conforme necessidade e opcao
de projecdo que possibilitam mudanca na forma de visualizacdo, tendo as seguintes opcoes:
Ortografica, Perspectiva (sendo possivel alterar a distancia), Oculos 3D (Anaglifo) e Obliqua.

A partir deste tdpico serdo apresentadas algumas ferramentas utilizadas para

realizar os desenhos de pontos, retas e figuras espaciais. Iniciaremos com o primeiro topico
que apresenta 5 opg¢des, conforme figura abaixo:

Figura 44 - Op¢des do topico Ponto
[=]
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

% /7 ‘1‘ =7 I'\‘ CE)? (‘-5 ...—( d::&_( ®—( é‘? - -—( ABC CG)?

» Jan .A Ponto Visualizacédo 3D

_._f‘_,\_ Ponto em Objeto

>\/ Intersecao de Dois Objetos

- Ponto Medio ou Centro

/ Vincular / Desvincular Ponto L
| '---,___7__7___7__-7-- » g
Fonte: Imagem do proprio software

O Ponto é utilizado para inserir um ponto qualquer nos eixos coordenados,
podemos clicar com o mouse em um ponto qualquer ou digitar as coordenadas do ponto no
campo entrada localizado na parte inferior da tela. As demais opgdes possibilitam inserir um

ponto em um objeto, determinar o ponto de interseccdo de dois objetos, localizarem o ponto
médio ou centro e vincular e desvincular ponto (figura 45).

Figura 45 - Exemplos de determinacdo de pontos

& GeoGebra - omEm
Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

Entrar...
e [ T I s Al - =
| [ = S = N e e (R =
* Janela de Algebra = | * Janela de Visualizagao 3D
= Ponto
> A=(4,4,0)
> B=(-2.75,6.31, 0)
# C=(-2.65, 2.93, 0)
s D= (-7.72,4.45,0)
| > E=(7.36,7.6,0)

=(0,-6,0) + A (S5,

=(-5,0,0)+A (12 o A—
ento

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo préprio autor no geogebra
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Na figura acima temos o ponto A, criado através da opg¢do ponto, o ponto L que
compreende a intersec¢do de duas retas, o ponto G ponto médio do segmento CD e o ponto F
que pertence ao quadrilatero BCDE.

O proximo topico refere-se a construcdo de retas, segmentos, segmentos com
comprimento fixos, semi reta, vetor e vetor a partir de um ponto.

Figura 46 - Segundo tdpico: Retas e Segmentos
Argquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

N I oA~ ﬁ\_ = (!)_ A s ;ﬁ_ @7 ,{"_ 0 ABC :@>7

b Janela de Al 40 3D
!,,/'/ Reta

_/' Segmento

j"' Segmento com Comprimenta Fixo

,/'/ Semirreta
,/' Vetor

-/';: Vetor a Partir de um Ponto

|
Fonte: Imagem do proprio software

A figura 47 refere-se a producdo de segmentos e retas utilizando os elementos do
segundo tdpico.

Figura 47 - Retas e Segmentos

=] GeoGebra - a
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

Aol D B A @ LN ke b

+ Jan| Ponto = =
= Por Clique na Janela de Visualiza¢&o ou sobre um objeto
~@ A=(2.46, 6.
-3 B=(4.951.
@ C=(7.34,6.
~@ D=(-4.71,§
-3 E=(-5.58, 2
@ F=(-7.31, -
~@ G=(0,0,0.
-I Reta

-G arX=(2.46,
@ b: X =(7.34,
-I Segmento
-3 ¢=3.18

= Vetor
[ "

Entrada:
Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra
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Na figura acima foram construidos o segmento DE, um vetor FG e duas
retas a e b. Observem que no lado esquerdo temos uma janela (&lgebra) que apresenta as
caracteristicas dos elementos construidos, como as coordenadas dos pontos, equacédo da reta e
medida do comprimento do segmento.

No terceiro tdpico podemos utilizar os sub tdpicos para construir retas e lugares
geométricos. Dentre as opc¢des temos retas paralelas e retas perpendiculares. A imagem abaixo

retrata as possibilidades para o terceiro topico.

Figura 48 - Opcoes de retas

Arguive Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

% -AT /7 3 :3-?- C!D_ é e .;%_ @7 .{i_ . ‘7 ABC t@>_
3

# Janela de Algebra

—_— RetaFaralela
-(':_ Bissetriz
7

Reta Tangente

e

Yol

- Reta Polar ou Diametral

~ I

)“’\u, Lugar Geométrico Y. e
o o

Fonte: Imagem do proprio software.

Abaixo temos uma imagem com a producdo de elementos existentes no terceiro
topico. Para esta visualizacdo utilizamos cores e larguras diferentes, destacando cada

elemento produzido.

Figura 49 - Retas perpendiculares e bissetriz.
(2] GeoGebra - = IEN

Arquiva Editar Exiblr Opgdies Ferramentas Janela Ajuda Entrar

NEE =R S PNEI RN

30

Jand Ponto

=/ Por| Clique na Janela de Visualizagdo ou sobre um objeto
> ASTIGOT
5 B=(T47,231,0)
Reta

®

5 ciX=(3,6,0)+A(0.77, 0.6
2 0:X=(3,6,0)+A(0.77,0.6

Enfrada: @

Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra.
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No quarto topico temos a possibilidade de criagdo de um poligono qualquer, para
sua construcao precisamos apenas clicar no topico e em seguida em pontos que representardo

os Vvértices do poligono. Na figura abaixo temos a producéo de trés poligonos.

Figura 50 - Poligonos

Arquive Editar Exibir OpgGes Femamentas Janela Ajuda Entrar

K [ 13 B Dl (] A @ £ N e

3D =

b Jang ponto
| Per| Clique na Janela de Visualizacio ou sabre um objeta

]
-/ Ponto
5 A=(0,6,513)
3 B=(60,0

-@ €=(0,0,0)
7] 0

2
- Qu
L@

= Segmento
-@ a=6
? b-7.39 : .
-@ c=9.92 - % ;
J o P e
-@ —

-@
= Tridngulo
L@ poll=2368

Entrada @

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Os poligonos podem ser construidos nos planos XQOY, X0OZ, YOZ ou inclinados
conforme tridngulo ABC. Na Janela Algebra é apresentada as coordenadas de cada ponto, o
comprimento de cada segmento e a area de cada poligono.

No quinto topico podemos construir as conicas e arcos, conforme imagem abaixo:

Figura 51 - Producdo de Conicas

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

N = == =2 (=N A RN == =

» Janela de Algebra = | »
= C!) Circulo dados Eixo e Um de seus Pontos

(l% Circulo (Centro - Raio + Diregido)
—w
)

Circulo definido por Trés Pontos
—y P
-
(-) Arco Circuncircular

“ -
] Setor Circuncircular
-’

e Elipse

Hipérbole

\"\_\_ Parabola

c} Céonica por Cinco Pontos -

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra
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Neste topico podemos construir: Circulos, elipse, hipérbole, parabola, arcos e
setor circular. Abaixo temos uma figura com elementos construidos através da utilizacdo do
5° topico.

Figura 52 - Duas Elipses e uma hipérbole
L&) GeoGebra - a

Arquive Editar Exiir Opces Ferramentas Janela Ajuda

kA O e e 4 @) 4] X e [F]

»_Janela de Algebra > [ » Janela de Visualizagio 3D
=/ Conica
> clt)=(0,0,0) + (4.42 sin(t),
» d{t)=(0,0,0)+ (+ 1.75 cosl
7 elt)=(8:29,1.14,0)+ (1.3 ¢
=/ Ponto

Entrar.

> )
2 B=(0,4,0

7 C=(44,059,0)
» p=w00 | LN e L L
s 0,0)

D F=(277,-443,0)
7 G-(10,4,0)

> H=(10,0,0)

3 1=8,2,0)

> J=(6,0,0)

> K=(8,4,0)

< >

Entrada:

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Ao movimentar o cursor sobre o tépico escolhido (conica) é destacado como
realizar sua construcdo. Ao clicar em elipse aparece a mensagem selecione dois focos e
depois, um ponto da elipse. Na janela Algebra é fornecida as coordenadas de cada ponto e a
equacdo de cada cénica. Uma alternativa para construcdo das conicas é a digitacdo da equacao
no campo entrada.

No sexto tdépico podemos construir a curva de intersecdo de duas superficies. Para

esta construcdo desenhamos as duas superficies e selecionamos Intersecdo de Duas
Superficies.

Figura 53 - Intersecdo de Duas Superficies

é :.7 ‘j:i&—f G? é"—f ° .7 ABC CG)T

Intersegao de Duas Superficies
Constroi a curva de intersecdo de duas superficies

Figura do proprio software

Para exemplificar a utilizag@o do sexto topico observem a figura 54 que apresenta
a intersecao de duas superficies.
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Figura 54 - Intersecdo: plano e esfera

= GeoGebra - a
Arquivo Editar Exibir Opgies Femramentas Janela Ajuda
BlA A b o O] 41N #) s
)| ol =Tl o Do N E
b Janela de Algebra b Janela de Visualizagao 3D '~ Vista de plano criado a partir de ¢
Cénica C~ &

M clt)=(0.82,-0.81,0.54) + (-1

Esfera
S8 A eyer=9
- Plane

L]

Ponto
@ A=(0,0,0)
P 0,0)

< >

Enraca:| | @

Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra

A figura 54 é composta por um plano e uma esfera, onde o plano “corta” a esfera.
Ao lado da tela principal temos a imagem que refere-se a intersec¢do do plano com a esfera e
na janela Algebra as caracteristicas de cada elemento presente na tela principal.

Para 0 sétimo topico temos opcOes para desenhar planos por trés pontos, planos,
planos perpendiculares e paralelos. A figura abaixo refere-se a produgdo de planos com uso

dessas opcoes.

Figura 55 - Planos Paralelos e perpendiculares
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor
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Podemos construir os planos através de trés pontos, um ponto e uma reta, duas
retas ou um poligono e para construgcdo do plano paralelo, basta clicar em um ponto e em um
plano. Qutra caracteristica importante € que temos as equacfes dos planos e das retas
destacadas na janela Algebra ao lado dos planos.

O oitavo e nono topicos referem-se as construcbes de figuras espaciais e
planificacbes, dentre as figuras que podemos construir temos: Pirdmides, Prismas, Cubo,
Cone, Cilindro, esfera e tetraedro. Para construcdo das figuras podemos clicar na figura,
determinar sua base e em seguida determinar a altura. Abaixo temos a imagem de trés figuras

construidas com as opgGes apresentadas anteriormente.

Figura 56 - Esfera, cone e cilindro
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra

Na janela algebra temos a equacao da esfera, das bases do cone e cilindro, além do
volume dos sdlidos.

Apo0s apresentacdo dos topicos sobre o geogebra, podemos perceber a facilidade
gue temos em construir os mais variados elementos, destacando as figuras espaciais, objeto de
estudo desta dissertacdo, e mais importante ainda, a possibilidade de visualizacdo dos seus

elementos.
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5 UTILIZACAO DOS SOFTWARES NAS AULAS DE GEOMETRIA ESPACIAL.

Este capitulo apresenta relacGes entre cada software e conceitos de geometria
espacial trabalhados em sala de aula. Em cada t6pico serd apresentado o conteldo o e

software que serd utilizado, verificando as vantagens de sua utilizag&o.

5.1 Poliedros

Os poliedros sdo estudados no ensino fundamental e posteriormente no segundo
ano do ensino médio, compreendem o inicio das figuras espaciais. Rotineiramente
apresentamos o0s poliedros através de imagens fornecidas em livros, desenhos realizados no
quadro e material concreto. Nesta dissertacdo apresentamos possibilidades de visualiza-los
através de programas 3D, obtendo uma visualizacdo completa das faces, vértices e arestas
desses poliedros. Dentre os softwares que podemos utilizar para visualizacdo em trés
dimensGes temos: O poly, sketchup, geogebra, construfig3D e outros. Ambos apresentam
diversas ferramentas de criacdo e visualizacéo.

Para visualizar os poliedros propomos a utilizagdo do sketchup devido a facilidade de

construcdo de poliedros convexos (Imagem 57) e ndo convexos (Imagem 58).

Imagem 57 - Poliedros convexos no sketchup
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Fonte: Elaborada pelo autor no sketchup
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Figura N° 58 - Poliedros ndo convexos
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Fonte: Elaborada pelo autor no sketchup

Para construcdo das figuras 57 e 58, utilizamos as ferramentas

poligono @v ‘possibilita a criacdo de um poligono qualquer, precisando apenas digitar o

numero de lados e movimentar o cursor) e 0 empurrar/puxar * (Empurra e puxa
entidades das faces para esculpir figuras 3D).

Figura 59 - Poliedros com vista frontal
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Figura 60 — N&o poliedros
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Fonte: Elaborada pelo proprio autor no sketchup

As figuras 59 e 60 representam poliedros e nao poliedros, compreendendo trés
vistas diferentes conforme especificacdo da figura. Este software apresenta diversas
possibilidades para criacdo e visualizagdo de poliedros, podendo inclusive solicitar aos alunos
a producdo de figuras, valorizando sua participacdo no desenvolvimento das atividades
propostas. A visualizagdo podera ser de diversos angulos, proporcionando uma visao de todas
as faces e auxiliando na percepg¢éo do aluno sobre o mundo tridimensional.

5.2 Relagéo de Euler

Para visualizar as faces, arestas e vértices de um poliedro o professor podera
utilizar o construfig3D que possibilita interacdo do aluno com as atividades que s&o propostas
e respondidas no préprio software, pois os alunos serdo orientados a formar figuras espaciais,
a partir da escolha das faces que podem ser 3, 4, 5 ou 6. As faces disponiveis para escolha sdo:
o circulo, quadrado, retangulo e triangulo. Inicialmente é proposta a construcao de uma figura
com 4 faces, que apresenta ao todo 256 maneiras diferentes de serem escolhidas. Esta
primeira situacdo apresenta uma unica solucdo, o tetraedro.

Procedimentos para realizacdo de atividades: Apos explicacdo do professor sobre
0 uso do software ele deveré:

a) solicitar que um aluno escolha quatro faces das disponiveis para formar uma

figura espacial,
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b) apds a escolha o professor clica nas figuras escolhidas pelo aluno e clica na
ferramenta 3D, caso o aluno tenha acertado, serd formada uma figura caso o
aluno escolha faces que ndo formam uma figura espacial o préprio programa
apresenta uma mensagem informando que néo foi possivel formar a figura;

c) apbs acerto do aluno o professor clica nos icones vértice, arestas e faces e
determina o numero correspondente de cada elemento (vértices, arestas e

faces) atraves da visualizacdo da figura.

Observem as figuras 53 e 54, a primeira representa um aluno que acertou a

construcdo e o segundo ndo escolheu as figuras corretas.

Figura 61 - Erro apds escolha de quatro faces
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Figura 62 - Escolha correta das quatro faces
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Figura 63 - Escolha de seis figuras
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Fonte: Elaborada pelo autor no construfig3D

Para facilitar a compreensdo da relacdo de Euler, o professor aproveita as
montagens das figuras 62 e 63 para discutir a relacdo entre 0 nimero de arestas, faces e
veértices. Uma observacdo importante € a relacdo entre o nimero de lados das faces dos
poligonos e 0 numero de arestas do poliedro, em que o professor relacionando as duas figuras
apresenta intuitivamente como determinar o nimero de arestas do poliedro conhecendo o
namero de faces e o numero de lados (poligono). Esta situacdo € bastante utilizada nos
exercicios que contemplam a relagdo de Euler.

Para utilizacdo desse resultado podemos citar a resolucdo do seguinte problema:
Um poliedro convexo de onze faces tem seis faces triangulares e cinco faces quadrangulares.
Calcule o numero de arestas e vértices do poliedro.

Para resolver, precisamos inicialmente determinar o produto do nimero de
poligonos pelo numero de lados do respectivo poligono:
6x3=18e5x4=20, totalizando 38, precisamos dividir por 2, pois dois lados das figuras
planas “formam” uma aresta do poliedro, logo o numero de aresta é 19, e no restante do
calculo utilizamos a relagédo de Euler, V-A+F = 2.

Um ponto que merece destaque é que o construfig3D utiliza mo maximo uma
figura com 6 faces, ou seja, € limitado, entdo é importante que o professor apresente figuras
com faces de 5 ou mais lados possibilitando aos alunos perceber a relagdo em figuras com
mais de 6 faces. Para exemplificar apresentarei a planificagdo de um prisma pentagonal

utilizando o geogebra.
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Figura 64 - Prisma Pentagonal
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra
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Figura 65 -Faces do prisma pentagonal
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra

Para producdo e visualizacdo da figura 65 podemos utilizar o sketchup ou o
geogebra, porém o geogebra possui a ferramenta planificacdo que facilmente é utilizada. De
posse da imagem podemos solicitar aos alunos que observem novamente a relagdo entre o

nimero de arestas e o numero de lados de cada face “figura” do poliedro.
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5.3 Poliedros de Platdo

Dando continuidade a apresentacdo de poliedros, utilizaremos o Poly para
visualizar os cinco poliedros de Platdo. O Poly apresenta em sua estrutura diversas figuras
espaciais, contemplando os poliedros de Platdo, que apresentaremos neste topico. Podemos
apresenta-los de diversas maneiras, entre elas podemos citar a construcdo realizada com
material concreto que pode tanto ser construida pelo professor para uma apresentacéo, ou
propo-la para o aluno. A utilizacdo de softwares para visualizagdo das figuras € proposta para
os cinco poliedros de Platdo, essas visualizagbes podem apresentar destaque para Seus
veértices, arestas e faces (planificacdo). Para uma producdo dos alunos o professor devera
indicar o sketchup, pela “facilidade” de montagem de figuras.

As figuras 66 e 67 se referem ao tetraedro visto na sua forma 3D e planificada,
pois o software além de possibilitar a rotacdo do poliedro, ele também disponibiliza sua

planificacdo, com possibilidade de mudanca de cores para as faces.

Figura 66 - Tetraedro regular
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Fonte: imagem disponivel no software poly

Figura 67 - Tetraedro regular planificado
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Figura 68 - Hexaedro regular
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Flgura 70 - Octaedro regular
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Figura 71 - Octaedro regular planificado
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Fonte: Imagem disponivel no software poly

Figura 72 — Dodecaedro regular
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Figura 73 — Dodecaedro regular planificado
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A visualizacdo do dodecaedro no poly apresenta possibilidades de destaque para
sua planificacdo, além de suas arestas e vértices. As ferramentas citadas anteriormente ajudam

na percepcao do mundo tridimensional.

Figura 74 - Icosaedro regular

Fonte: Imagem disponivel no software poly

Figura 75 - lIcosaedro regular planificado
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5.4 Prismas

Para apresentacdo dos prismas, temos varias possibilidades de utilizacdo de
softwares, que sdo: Geogebra, Poly e Sketchup. Escolhi o geogebra e o sketchup, pois
necessitam da construcdo das figuras e no poly as figuras j& estdo construidas, sem
possibilidades de destaque para elementos das figuras, como: altura, geratriz e diagonais.

Observem os procedimentos para construcdo do prisma pentagonal. Apdés
inicializacdo do software o professor deverd construir o pentagono através da ferramenta
poligono e em seguida a ferramenta empurrar-puxar que possibilita a criacdo de figuras em

3D (Figuras abaixo).

Figura 76 — Pentagono (base do prisma pentagonal)

n-—h-u-va-—o—ulwmu

M/~~~ &F34CH PEB e 2L,EHSeR CBaROS 02/02000O

® (D () .. Sakecions objetos. Pressions Sait para ampkar 3 selegao. Artasts © mouss para fazer mikpias selesdes.
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Figura 77 — Prisma pentagonal
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A visualizagdo de prismas no sketchup apresenta formas variadas. Entre essas
formas temos: Exibir modelos com faces totalmente transparentes, arestas posteriores
tracejadas, exibir apenas arestas, camara do alto (vista superior), vista frontal, vista lateral e
rotacdo dos modelos.

Nos proximos topicos serdo apresentados alguns exemplos da visualizagdo dos
prismas no geogebra e sketchup, porém nosso foco principal é a visualizacdo das relacdes

entre elementos dos prismas, exemplo: geratriz, altura, ap6tema e diagonais.

5.4.1 Visualizando paralelepipedo

Para desenhar um prisma no geogebra € necessario marcar os pontos no plano que
sdo vértices do poligono da base e movimentar o cursor em qualquer sentido para finalizar a
construgdo. Para uma melhor visualizagio dos elementos do prisma o professor pode utilizar o
recurso rotacionar, proporcionando uma visdo de todas as faces do solido, além de alterar
modos de visualizacdo: Perspectiva, 3D(uso de 6culos) e padrdo. Outro recurso importante é a
planificacdo. Para aplicar este recurso basta clicar sobre a ferramenta e automaticamente é
realizada a planificacdo. Uma grande diferenca quanto a utilizacdo de outros programas 3D €
que o rotacionar do sketchup apresenta uma visualizagdo mais detalhada da imagem
construida.
Para apresentacdo das figuras no geogebra o professor pode clicar com o botéo direito
do mouse sobre a face na janela algebra e em criar vista 2D da face desejada, apresentando

para os alunos a visualizacdo especifica de cada face, conforme figura abaixo.

Figura 78 - Paralelepipedo com vista 2D da face ABCD
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Observe que na figura acima o professor tem a possibilidade de visualizagdo de
todas as faces separadamente, facilitando a percepcdo do aluno quanto as caracteristicas de
cada face. Uma utilizacdo importante para este recurso € a apresentacdo da diagonal de

prismas, altura de piramides, cones, cilindros e relagdes entre elementos das esferas.

Apresentaremos cada um dos exemplos anteriores.

5.4.2 Diagonal do paralelepipedo

Para visualizacdo da diagonal do paralelepipedo através do geogebra 3D,
primeiramente construimos um paralelepipedo, desativaremos o icone exibir objeto (faces),
construiremos o segmento (diagonal) e formaremos o triangulo compreendendo o0s segmentos

diagonal do paralelepipedo, diagonal da base e altura do paralelepipedo, obtendo a imagem

abaixo.

Figura 79 - Diagonal do paralelepipedo
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Observe que podemos alterar largura da linha e realgar com cores distintas,
proporcionando uma visualizacdo mais detalhada da diagonal do paralelepipedo. Além da
possibilidade de visualizar apenas o triangulo formado pela altura do paralelepipedo, diagonal

da face da base e diagonal do paralelepipedo, obtendo a relagéo entre os elementos desejados

atraves do teorema de Pitagoras.
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Para construcao de figuras espaciais no geogebra o aluno “professor” pode utilizar
as coordenadas espaciais para construcao das figuras, sendo um recurso bem caracteristico do
geogebra. Além desse recurso é apresentada uma tela de algebra contendo informacGes sobre
a figura construida, observe que no canto esquerdo da figura anterior é apresentada
coordenadas das figuras e areas das superficies (faces da figura espacial), mais um recurso
que facilitard sua apresentacao.

Podemos utilizar o sketchup para visualizar a diagonal do paralelepipedo e estabelecer
uma relacdo entre os elementos: diagonal do paralelepipedo, altura do paralelepipedo e
diagonal da base. Diante do desenho construido podemos utilizar as ferramentas disponiveis

de visualizagdo para compreenséo das relagdes entre os elementos das figuras.

Figura 80 - Diagonal do paralelepipedo
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Fonte: Elaborada pelo autor no sketchup

Para desenhar utilizamos a ferramenta forma, e empurrar puxar para construir o
paralelepipedo e em seguida utilizamos a ferramenta linha para desenhar a diagonal,
automaticamente é formado o tridngulo retdngulo com os elementos diagonal do
paralelepipedo, diagonal da base e altura do paralelepipedo.

A visualizagdo no sketchup é bem mais detalhada, porém ndo conseguimos

destacar apenas a diagonal do paralelepipedo, como realizado com o geogebra (figura 79).
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5.4.3 Prisma hexagonal

Este topico apresenta imagens de prismas hexagonais produzidos no geogebra e
sketchup, contendo relacdes entre a distancia de dois vértices, diagonal da base e altura do

prisma.
5.4.3.1 Sketchup

Utilizando o sketchup podemos visualizar distancias entre vértices do prisma com
muita facilidade. Observe a figura abaixo que apresenta um prisma hexagonal, vamos calcular
a distancia entre os vértices A e D1. Primeiro desenhamos o prisma no sketchup e em seguida
utilizamos a ferramenta linha para tracar uma linha do vértice A e D1, automaticamente a
superficie do tridngulo serd preenchida, possibilitando ao professor utilizar ferramentas para
facilitar sua visualizacdo. Ap6s uma andlise da situacdo, o professor mostra aos alunos o
tridangulo e indaga:

Como chamamos o tridngulo formado pelos veértices A, D1 e D? Qual a relagdo
entre diagonal, altura do prisma e diagonal da base? Que outra figura podemos formar para
calcular a medida AD1?

Em seguida apresenta a figura 81 e determina a relacdo solicitada na atividade.
Utilizando o teorema de Pitagoras temos:

(Diagonal)? = (Diagonal da base)? + (Altura do prisma)? O

Figura 81 - diagonal do prisma hexagonal
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A figura 81 pode ser visualizada de diversos angulos e posi¢oes, possibilitando
uma visdo mais detalhada dos elementos diagonal, altura e ap6tema. Temos também uma
visdo da parte interna do prisma possibilitando relacionar com mais precisdo os elementos

destacados anteriormente.
5.4.3.2 Geogebra

Temos diversos aspectos quanto a construcdo e visualizacdo das imagens
produzidas no sketchup e geogebra. Observando a imagem 82 temos uma das diferencas que é
a projecédo de uma face do prisma ao lado, possibilitando uma discussédo mais detalhada sobre
os dados fornecidos, exemplo: O lado do hexagono regular é igual ao raio do circulo
circunscrito ao hexagono, conforme apresentado na visualizagdo com sketchup e geogebra.
Outra possibilidade é a utilizacdo de 6culos 3D que proporcionam uma Visdao com mais
profundidade, pois com seu uso as distancias entre os diversos pontos aumentam e assim

temos uma visdo completa dos elementos necessarios a resolugdo do exercicio

Figura 82 - Diagonal de um prisma hexagonal
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Fonte: Elabbrada pelo autor no geogebra

A diferenca da visualizagdo de um desenho realizado no plano para a vista em um
programa 3D é com certeza muito diferenciado, tanto pelo fato do desenho no quadro ser em

2D como pelos recursos disponiveis nos programas utilizados nesta dissertacéo.
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Um exemplo bastante convincente é o correspondente a figura 82. Para
compreender a relacdo existente entre o lado do hexagono da base e o raio do circulo,
podemos construir um circulo com mesmo centro do hexagono da base e indagar sobre a
relacdo entre eles (lado do hexagono e raio do circulo), estabelecendo a igualdade entre os
elementos citados. Em seguida apresentamos o resultado:

(Diagonal do prisma)? = (altura do prisma)? + (2 x lado do hexagono).

5.5 Altura de uma piramide no geogebra e sketchup.

Neste topico serdo apresentadas as imagens relacionadas a altura da pirdamide no
geogebra e sketchup.

5.5.1 Geogebra

Figura 83 - Altura da piramide quadrangular

47 altura piramide.ggb
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A visualizacdo da altura da pirdmide quadrangular no geogebra é baseada na
construcdo da diagonal do paralelepipedo. Utilizamos as mesmas ferramentas, porém,
precisamos destacar que sua visualizacdo atraves de softwares 3D potencializa o
entendimento nas relagdes entre os elementos da altura da face lateral, apdtema da base e
altura da piramide, veja que aqui ndo deixamos de trabalhar os conceitos matematicos, apenas
criamos uma imagem que facilite a visualizagdo desses elementos, realizando em seguida 0s

calculos necessarios para determinar a altura da piramide.
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5.5.2 Sketchup

Para apresentar a imagem referente a altura da piramide utilizarei uma piramide
de base triangular(Tetraedro). Geralmente os alunos apresentam dificuldade em visualizar a
relacdo entre a altura da pirdmide, altura do tridngulo da face lateral e do ap6tema.

Primeiramente desenhamos um tetraedro e em seguida apagamos algumas faces e
construimos um triangulo utilizando como lados a altura do triangulo da lateral, apétema e

altura da piramide, formando a figura abaixo.

Figura 84 - Altura de uma pirdmide triangular
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Fonte: Elaborada pelo autor no sketchup

Mais uma vez destacamos que a imagem produzida no sketchup apresenta uma
visdo mais realista de trés dimensdes do que a produzida no geogebra, porém cada um dos
softwares possuem ferramentas variadas para modificacdo do modo de exibicdo. Na imagem

anterior utilizamos faces transparentes para facilitar ainda mais sua visualizacao.
5.6 Seccdes planas do cubo
As sec¢des planas de um cubo podem ser poligonos de 3, 4, 5 e 6 lados, isto é,

triangulos, quadrilateros, pentdgonos e hexagonos. Utilizaremos o sketchup e geogebra para

visualiza-las.
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Conseguimos uma visao mais detalhada dessas sec¢fes quando vimos em 3D, além da
facilidade de desenhéa-las nos softwares (Geogebra e Sketchup) podemos realizar o desenho,
ou propor que os proprios alunos realizem as construcdes e relacionem o lado da sec¢éo plana
com a aresta do cubo, percebendo se os poligonos sdo regulares. Apds a construcdo de cada
seccdo plana e do cubo podemos destacar as figuras que utilizaremos para relacionar os
elementos citados anteriormente. Abaixo temos figuras que contemplam sec¢des planas do

cubo produzidas no geogebra e sketchup.
5.6.1 Secédo Triangular

As secdes triangulares no cubo sdo facilmente construidas, conforme axioma
temos que por trés pontos distintos passam um Unico plano, formando assim os triangulos

conforme figura abaixo.

Figura 85 - Secdo triangular do cubo no geogebra
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra

Para facilitar a visualizacdo da seccdo plana triangular, podemos apresentar a
imagem das sec¢Oes ao lado do cubo, e em seguida, relacionar a aresta do cubo (a) com o lado
do tridngulo. Para esta demonstracéo precisamos apenas visualizar a imagem acima e perceber
gue os trés lados do triangulo compreendem as diagonais das faces do cubo, que sdo
congruentes, logo o triangulo laranja é equilatero. Vejamos que podemos construir outros
triangulos equilateros, precisando apenas utilizar pontos equidistantes de um dos vértices do

cubo como veértices dos triangulos, conforme triangulo verde.
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5.6.2 Se¢do Quadrangular

Nesta secdo serdo apresentadas as imagens de seccdes planas quadradas do cubo.
Para construir as se¢des quadradas precisamos construir planos paralelos a uma
das faces dos cubos, verificando facilmente que a interseccdo do plano com o cubo formam

quadrados congruentes as faces do cubo.

Figura 86 - Secdo Quadrangular do cubo
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Para visualizar sec¢des retangulares podemos “passar” um plano pelas diagonais

de duas faces paralelas, produzindo um retangulo com lados medindo al2 e a onde a

compreende a medida da aresta do cubo.

5.6.3 Secgéo Pentagonal

Para comprovar a existéncia da seccdo pentagonal no cubo primeiramente vamos
identificar trés pontos, F, 1 e J. Como a reta (r) que passa pelos pontos | e J ndo é paralela a
reta (s) que passa pelos pontos A e B, temos que a reta (r) intersecta a reta (s) no ponto O. A
reta (t) que passa pelos pontos F e O, intersecta a aresta AE no ponto K. De maneira andloga
identificamos o ponto N pertencente a aresta do cubo. Ligando os pontos F, N, I, J e K,
formamos um pentagono que possui todos os pontos pertencentes aos planos que passam por

F, L e O, conforme figura N° 87.
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Figura N° 87- Seccéo Pentagonal do cubo
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Figura 88 - Vista 2D da seccdo Pentagonal do cubo

=~ Vista de plano criado a partir de poli B
c: >~ ™

L

S

onte: Imagem do proprio software

Uma das caracteristicas importantes da producdo de figuras no geogebra é a
Janela de é&lgebra localizada na parte esquerda da imagem acima, que apresenta as
coordenadas dos pontos, area de poligonos, comprimentos de segmentos e volume dos
solidos. Outro aspecto importante ja citado anteriormente é a vista 2D (figura anterior), e a
possibilidade de girar a figura possibilitando vistas de angulos diferentes.
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5.6.4 Secgdo Hexagonal do Cubo

Para demonstrar a existéncia da sec¢cdo hexagonal do cubo, vamos considerar o
cubo ABCDEFGH (Figura N° 78) e os pontos M, N, O, P, Q e R, respectivos pontos médios
de EH, EF, AF, AB, BC e HC. Os pontos M, N, O, P, Q e R pertencem ao plano mediador da
diagonal DG. Demonstragéo:

Os segmentos DM e GM, DN e GN, DO e GO, DP e GP, DQ e GQ, DR e GR séo
congruentes entre si por serem hipotenusas de triangulos retdngulos congruentes entre si.
Portanto, os pontos M, N, O, P, Q e R, sendo equidistantes de D e G, estdo no plano mediador
de DG.

Figura 89 - Seccéo Hexagonal do cubo
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Além da facilidade de construcdo da imagem, na esquerda temos propriedades dos
elementos construidos, compreendendo o comprimento medida de comprimento das arestas,
area das figuras planas e volume do cubo.

Observem que apds a construcdo da imagem acima, podemos gira-la e visualizar
arestas, de tal forma que podemos obter a relagéo:

(" aresta do cuba’’ N { aresta do cubo’

! | +] | = (Lado do hexagono)’
i 2 AN 2 A -
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Figura 90 - Tri&ngulos retdngulos na seccéo hexagonal do cubo
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Analisando a figura acima podemos destacar a diferenca principal que é a
possibilidade de visualizar uma face do cubo e o hexagono formado utilizando a ferramenta
vista 2D, que proporciona uma imagem em telas ao lado, destacando as figuras que serdo

utilizadas para relacionar os elementos aresta do cubo e lado do hexagono.

5.7 Corpos Redondos

Corpos redondos possuem superficies curvas, estuda-los e conhecer suas
caracteristicas e propriedades permite-nos representar teoricamente uma grande quantidade de

elementos da vida cotidiana. Neste capitulo veremos o cilindro, cone e esfera.

5.7.1 Cilindro no Geogebra

Para producéo do cilindro no geogebra precisamos marcar o centro das duas bases
e digitar o valor do raio, sendo construido o cilindro. O cilindro circular reto é também
chamado Cilindro de revolugéo, pelo fato de ser gerado pela rotacdo de um retangulo em
torno de um de seus lados. Aproveitamos entdo para construir e visualizar esse retangulo,
podendo inclusive ser criada uma animacao que possibilite a rotacdo do retdngulo em torno de

um dos lados para geracgéo do cilindro.



Figura 91 - Cilindro no geogebra
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

5.7.2 Cilindro no sketchup

76

Para producdo do cilindro no sketchup precisamos criar um circulo através da

ferramenta poligono e em seguida utilizar a ferramenta empurrar para estabelecer a altura do

cilindro. Apos sua construcdo podemos alterar cor, largura das linhas e tipos de visualizagdes.

Figura 92- Cilindro no sketchup
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5.7.3 Cone no sketchup e geogebra

Neste topico tratarei da construcdo e visualizacdo dos seguintes elementos do
cone: Altura, geratriz e raio da base. As figuras foram construidas no geogebra e sketchup.

Para construir 0 cone no geogebra é necessario clicar no centro da base do cone e
no vértice do cone, em seguida sera solicitada a digitacdo do raio da base, sendo formado o
cone. Apos construcdo do cone utilizamos a ferramenta poligono e construimos um triangulo

em que os lados sdo a altura do cone, geratriz e raio da base, conforme figura 93.

igura 93 - Altura do cone
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Ap0s a visualizagdo do triangulo destacado (verde), podemos determinar a relacéo
entre altura do cone, geratriz e raio da base, utilizando o teorema de Pitadgoras, obtendo a

relacdo:
Geratriz 2 = raio? + altura?

Outra possibilidade é a visualizacdo do tridngulo que gera o cone apresentado.

Para iniciar a construcdo do cone no sketchup, precisamos utilizar a ferramenta
circulo, construir uma linha que representara a altura do cone, um triangulo que servira como
base para formacdo do cone, através de uma revolucdo do mesmo. Para girar o triangulo em
torno do circulo e formar o cone é utilizada a ferramenta siga-me, que é acionada quando
pressionamos 0 botdo esquerdo do mouse proximo ao Vvértice inferior do triangulo, conforme
figura abaixo. Para que possamos visualizar o triangulo que possui lados relacionados a altura
do cone, raio da base e geratriz, precisamos criar linhas para representar cada elementos,

finalizando com a figura abaixo.
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Figura 94 - Cone no sketchup
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5.7.4 Esfera no geogebra

A producdo da esfera no geogebra é bastante simples, pois o préprio programa ja
possui a ferramenta esfera, precisamos apenas clicar na ferramenta, no ponto que sera o centro
da esfera e digitar o raio da mesma. Como estamos utilizando os softwares para visualizar
relagdes entre os elementos, na esfera iremos trabalhar com seccéo plana de uma esfera. Uma

possibilidade ¢ visualizar o circulo que é formado quando temos um plano “cortando” a esfera

conforme figura 95.

Figura 95 - Seccdo plana de uma esfera
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Observem que podemos construir a esfera e planos que “cortam” a esfera, em
seguida, basta clicar na ferramenta intersec¢do de duas superficies que podemos apresentar a
vista 2D da seccdo formada, no caso, circulos. Na figura 95 temos as equacdes de cada conica
formada.

Outra possibilidade para este programa € a criacdo de animacBes que podem
facilitar em muito a apresentacdo de conceitos matematicos. Podemos citar a movimentagao
de um dos planos da figura 95 percorrendo a esfera paralelamente ao outro plano e
produzindo circulos com raios variados. Aproveitando a figura 95 vamos acrescentar um
tridangulo e estabelecer a relacdo entre raio da esfera, raio da seccdo e distancia do plano
secante ao centro da esfera, formando a figura 96

Figura 96 - Relac&o entre elementos da esfera
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Figura 97 - Vista 2D figuras envolvidas na imagem anterior.
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A partir da figura anterior podemos visualizar o tridngulo formado através dos
elementos citados no parégrafo anterior, e estabelecer a seguinte relag&o:

(Raio da sec¢édo)? = (raio)? - (distancia do plano secante ao centro)2.
5.8 Inscricdo e circunscricdo de solidos

Nesta secdo apresentaremos a visualizacdo da inscrigéo e circunscricdo de solidos
como: prismas, piramides, poliedros em gerais, cilindro, cone e esfera. Em cada tdpico sera
apresentado situacdes presentes no livro Fundamentos de matematica elementar, dos autores
Osvaldo Dolce e José Nicolau Pompeo. Para visualizagdo destas imagens o geogebra possui
mais facilidade de construcdo, além da possibilidade de destacar as figuras formadas entre

elementos dos dois sélidos (geralmente tridngulos retangulos).
5.8.1 Esfera inscrita e circunscrita ao cubo

A relacdo que trataremos neste topico contempla o raio da esfera e a aresta do
cubo, situacbes desafiadoras quanto a percepcdo espacial dos objetos em destaque. As

construgdes séo realizadas utilizando 0s mesmos procedimentos anteriores.

Figura 98 - Esfera inscrita no cubo
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Visualizando a figura 98 temos “facilidade” em perceber a relagdo entre 0 raio da
esfera e a aresta do cubo, através da visualizagcdo do quadrado verde em destaque, ou seja, a

aresta do cubo € igual a duas vezes o raio da esfera.

Figura 99 - Esfera circunscrita no cubo
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Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Apos visualizacdo da figura 99, podemos estabelecer a relacdo “procurada”
utilizando para isso o tridangulo destacado de azul. A hipotenusa do tridngulo corresponde a

diagonal (d.) do cubo e ao diametro (de) da esfera, logo temos a seguinte equacao:

d, = a-i3 = d, = 2 ® raio da esfera (r)

a

[

Logo =

-~
e

5.8.2 Esfera Inscrita e Circunscrita no Octaedro Regular

Neste topico trataremos da relagéo entre raio(r) da esfera e a aresta (a) do octaedro
regular. Inicialmente apresentaremos a imagem da esfera inscrita e posteriormente circunscrita
no octaedro. O geogebra possibilita o destaque das figuras, além de esconder um solido

enquanto trabalhamos com o outro.
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Figura 100 - Octaedro inscrito na esfera

Arquivo Editar Exibir Opgﬁes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A Dl e ) A @ 4] N]ex| ] s
Gl AN Pl )4, @] 4] N e Sl
b Janela de Algebra ~ Janela de Visualizagdo 3D
Esfera 2 | A Cv Dy @~ gy ()~
® e x4y +22=16
Pirémide:
® a=4267
® b=4267
Ponto
@ A=(4,0,0)
~® B=(0,-4,0)
@ C=(4,00)
® D=(0,4,0)
~® E=(0,0,4)
® F=(0,0,-4)
@ G=(0,4,0)
~® H=(2.08,0,-1.92) 4
@ 1=(4,0,0)
® J=(0,0,0)
Quadrilatero
® faceABCD =32
@ faceABCD, =32
Segmento
® arestaAB =5.66
..@ arestaAB =566
@ arestaAD = 5.66
@ arestaAD, =566
~® arestaAE = 5.66
@ arestaAF = 5,65
® arestaBC =5.66
..@ arestaBC, =5.66 "
Entrada:l @
Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.
Figura 101 - Imagem vista de cima
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
el bl Aol N=] :
Al [Pl ]4] @) 4 [X] =] +] e
» Jan| Ponto 3D =
£st| Clique na Janela de Visualizagdo ou sobre um objeto
® STy FE= 16
Piramide
@ a=4267
® b=4267
Ponto
® A=(4,00)
4
-@ 1=(4,0,0)
® J=(0.0,0)
Quadrilatero
@ faceABCD =32
@ faceABCD, =32
segmento
@ arestaAB = 5.66
@ arestaAB, =5.66
@ arestaAD = 5.68
@ arestaAD, =586
® arestaAE = 5.66
@ arestaAF = 5.66
@ arestaBC = 5.66
@ arestaBC, = 5.66 -
Entrada:| @

Fonte: elaborada pelo autor no geogebra.

A visualizacdo da figura 101 refere-se a vista superior, que apresenta o quadrado
de lado a (aresta do octaedro), e sua diagonal é igual ao diametro da esfera. Podemos entdo

estabelecer a seguinte relacdo entre diagonal (d) do quadrado e raio da esfera (r).

d2=a2+ a2=2a2
d=a-v2
2r = a~/2

L_avz
2
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A proxima imagem refere-se a esfera inscrita no octaedro, utilizaremos a imagem
abaixo para facilitar a visualizagdo do triangulo retangulo destacado, e determinar a relagéo

entre raio da esfera e aresta do octaedro.

Figura 102- Esfera inscrita no octaedro

Arquivo Editar Exibir Opg565 Ferramentas Janela Ajuda Entrar
p=) =g

RN RN E
=] 2 412 NI AEMAN ! r e
» Jan{ Ponto 2D <

] Clique na Janela de Visualizac&o ou sobre um objeto | T~ W~ ]~

arestaBC = 5.66

arestaBC, = 5.66
arestaBE = 5.66

arestaBF = 5.66

arestaCD = 5.66

arestaCD, = 5.66
arestaCE = 5.68

arestaCF = 5.66

arestaDE = 5.66

arestaDF = 5.68

c=49

d=4.9

2.83

f=49

=49
k=4
iangulo
faceABE = 13.86
faceABF = 13.86
faceADE = 13.86
faceADF = 13.86
faceBCE = 13.86
faceBCF = 13.86
faceCDE = 13.86
faceCDF = 13.86
poll = 5.66 ~

socceoRoe_ 00 @

Entrada: 3 @

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Para facilitar a visualizagdo do triangulo destacado (verde), podemos “esconder” a
esfera ou o octaedro, obtendo afigura N° 103, além de visualiza-lo separadamente utilizando a
ferramenta criar vista 2D. Ap6s uma visualizacdo detalhada podemos apresentar a relacdo
abaixo utilizando relagcGes métricas no triangulo retangulo ( Hipotenusa x altura = produto dos

catetos).

Figura 103 — Imagem do tridngulo que relaciona aresta do octaedro com o raio da esfera

~ Wista de plano criado a partir de pol1l B
=~ "

Fonte: Imagem do proprio software
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Inicialmente utilizaremos o teorema de Pitagoras para calcular a medida do
segmento El e em seguida relacionar o raio da esfera com a aresta do cubo. Observando a

a-/3

imagem percebemos que a medida de (KE) = — medida de (EJ) = h, medida de

a
(KJ) = S e raio da esfera sera representado pela letrar.

Temos:
2 2
av3| _ hu(ej
2 2

44
3a?=4h?+a?
2a2 = 4h?
2h=a2

av2

h=—""-
2

Agora aplicando hipotenusa x altura = produto dos catetos, podemos estabelecer a

relacdo desejada:

a/3_ _a/2_a
2 2 2
r@:az/_z

_a/2 a/z2 J/3 al/6

T3 2373 e

5.8.3 Octaedro regular e cubo

Neste topico veremos a imagem produzida no geogebra para facilitar a
visualizacdo do octaedro regular circunscrito ao cubo e inscrito no cubo, utilizada para obter a
relacdo entre a aresta (a) do octaedro e a aresta (x) do cubo. Primeiramente vamos desenhar o
octaedro, determinar o baricentro de cada face do octaedro e em seguida construir o cubo,

produzindo a figura 104.
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Figura 104 - Cubo inscrito em um octaedro

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

[ oL b be ela]e <[ X]w

b Janela de Algebra X

<

A

¢

¢

Ponto

0 A=(0,2,2)

® A =(0.67,-0.67

®B:z(0,2,2

® B, =(0.67,067,

®Cc=(202

@ C =(-0.67,0.67

®D0=(20,2

® D,=(-067,0.6

®E=(0,04)

®E=(0,04)

® F=(0,0,0)

@ F =(-067,-06
G=(1,4,2)

@ G, =(-0.67,0.0¢
Hz(1,1,2)
1=(1,41,2)
J=(1,1,2)

>

Entrada:

~ S
Zx N

) Janela de Visualizagéo 3D X

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra

Analisando a figura acima podemos perceber com bastante nitidez que o triangulo

destacado de azul, apresenta lados ET e ES iguais a altura de uma das faces do octaedro e o

segmento A;F; igual a aresta do cubo, além disso TS é igual a metade do comprimento da

diagonal do quadrado ABCD (Base média do triangulo BCD) e por fim lembrando que os

vértices do cubo tocam as faces do octaedro no baricentro, entdo podemos afirmar que:

X

3 a2
2

a2 = 3x

a /2
3

Para apresentacdo da imagem acima podemos utilizar a vista 2D do triangulo em

destaque (azul), ou esconder a imagem do cubo e ou do octaedro para que o aluno visualize as

relagbes com mais facilidade.
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Figura 105 - Imagem da vista de plano da imagem anterior

-~ Wista de plano criado a partir de pol1i =

B — ~ A~ |

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Figura 106 - Octaedro

Arquive Editar Exibir Opgées Ferramentas Janela Ajuda

Bla x>l eedo

NS

» Jar Ponto

C\ Clique na Janela de Visualizagdo ou sobre um objeto
0=237

Piramide

® a=533

@ b=533

Ponto

® A=(0,2,2)

® A =(0.67,-0.67

®Be=(0,22)

® B, =(0.67,0.67,

® Cc=(2,0,2)

® c =(-0.67,0.67

® D=(20,2)

® D, =(-0.67,-0.6

® E=(0,0,4)

® E =(0,0,4)

® F=(0,0,0)

® F =(-0.67,-0.6i
G=(1,-1,2)

[ ] G, =(-0.67,0.0¢

3
9

< >

Entrada:| ‘ (£}

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Para finalizar este topico visualizaremos o0 octaedro inscrito no cubo.
Inicialmente desenhamos o cubo, determinamos 0s pontos médios das diagonais das arestas
do cubo e construimos o octaedro utilizando como vértices o0s seis pontos médios das

diagonais, conforme figura 107.
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Figura 107 - Octaedro inscrito no cubo

-a
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar..
A | . c
K| o D 9 A LN aBC 7
Bl = o} 4 Bl A 4 4

» Jand ponto ~ Vista de plano criado a partr de pol 1

@ | Clique na Janela de Visualizagio ou sobre um objeto Cv A

@ hrosmmr=z1

o arestalll, =2.12 N

@ arestalli =2.12
@ arestalK =2.12
o arestaJk, =212
@ arestalL=2.12
@ aresta =212
@ arestakL - 212
@ arestaki =212
3 arestaki, =212
@ arestaki =212
@ arestalM=212
@ arestal =212
O b=424

-0 c=424

O d=424

O e=424

0 =424

O g=424

O n=424

@ ;=15

@ n-15

@ o0=212

=/ Tridngule

@ facel)L=195
@ facel)N=1.95
@ facellM=195
@ facellMiN =195

@ faceJKL=1.95
@ faceJKN=1.95

@ faceKLM =1.95

@ faceKMN=1.95
~@ pol1=113 e
< >

Entraca:| i@

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Apbs visualizacdo da imagem acima podemos estabelecer a relacdo entre a aresta
do cubo (x) e a aresta do octaedro (a). O tridngulo (rosa) destacado ao lado do cubo e octaedro

possui lados (catetos) iguais a metade da aresta do cubo e hipotenusa igual a aresta do

()6
az=—| + =

2 2
X2 X2 2x2 X2

— = =
4 4 4 2

x+/2
2

octaedro, logo temos:

az=
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6 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

A resolucdo de problemas de geometria espacial requer em muitos casos a
producdo de um desenho (rascunho) que possibilite a visualizacéo de figuras como triangulos
retdngulos, quadrados e retangulos, facilitando a resolucdo dos problemas propostos. Com 0
avanco da informaética e o0 acesso simplificado de suas tecnologias, priorizamos a utilizagdo de
softwares para desenhar as figuras, oportunizando uma visualizacdo em trés dimensdes e
facilitando a resolucdo do problema proposto. A figura aqui pode ser entendida como um
facilitador para a compreensdo mais imediata do problema, principalmente pela caracteristica
3D que apresenta possibilidade de rotacdo, identificando com mais preciséo relacGes

existentes entre os elementos das figuras espaciais.
6.1 Problema do IME.
A base de uma pirdmide é um retangulo de area S. Sabe-se que duas de suas faces

laterais sdo perpendiculares ao plano da base. As outras duas faces formam angulos de 30° e

60° com a base. O volume da pirdmide é:

a)sﬁ 5 5./

c
3 i) )

2 2 25=
250§ a.)_sﬁ 025
3 5 3
Um dos passos para resolucdo de problemas é o desenho da situacédo,
principalmente em problemas que envolvem figuras geométricas. Com a utilizacdo do

software (geogebra) podemos visualizar as rela¢6es utilizando as ferramentas disponiveis.

Figura 108 - Piramide para solucdo do problema 1

GeoGebra -

Y

Editar Exibir Opcbes Ferramentas Janela Ajuda trar...

Arquivo
~

» Janela de Algebra = | » Janela de Visualizacao 3D =" = |~ Vista de plano criado a partir de || ~ Vista de plano criado a partir de faceA|
= Piramide - A -
4 a=26.67
Panto
s A=(3,2,0)

5 B=(3,-20
2 C=(2,-2,0)
> D=(2,2,0)
5 E=(2,2,4)
+ Quadrilatero
s faceABCD = 20
= Segmento
> are

5 faceBCE = 14,14

= Angulo
5 a=90°

5> B=90°
Entrada. =

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.
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Com a utilizacdo do geogebra podemos construir e visualizar a figura 100, além
dos triangulos que serdo utilizados para determinar a altura da pirdmide. Podemos supor que o

triangulo verde possui angulo medindo 60° e o triangulo azul com angulo medindo 30°,
correspondentes aos angulos DCE e DAE. Entio podemos relacionar os lados do

retangulo (base da piramide) com a altura (h) da piramide, utilizando as seguintes relacoes:

h = AE e sen30°

= h = AD etg30°

AE ec0s30°= AD
{h = CE ¢ sen60°

= h =CDtg60°
CE ec0s60°=CD

De modo que

AD?zCDx@: AD =3CD

Comisto, S = AD eCD :%(AD)Z — AD =+/3S = h =+/35tg30°= /S

e entdo
y_Sh_sVs .
3 3

Na resolucdo deste problema, utilizamos o geogebra para construir e visualizar
relacfes entre os elementos da pirdmide, tornando possivel o calculo do volume da piramide.
Vejam que ndo deixamos de realizar os calculos matematicos para determinar seu volume,

porém, facilitamos a criacdo e visualizacdo da imagem da piramide.

6.2 Problema sobre prisma triangular

A base de um prisma reto é um tridngulo com o lado AB igual ao lado AC. O
valor do segmento CM vale x, onde M é o ponto médio da aresta lateral AF. Sabendo que alfa
é 0 angulo ACB e beta é o0 angulo MCA, determine a area lateral do prisma em funcdo de X,
alfa e beta.

Iniciaremos a solucdo deste problema com a visualizagdo da imagem referente o

problema, conforme figura 109.
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Figura 109 - Referente problema 2

Arquivo Editar Exibir Op¢ées Ferramentas Janela Ajuda

(] A B OO0 4N e

» Janelade A| b Janela de Visualizag&o 3D X| |~ Vista de plano criado a partir d¢| ¥ Vista de plano criado a partir de pol1
Ponto * v v A

L]
>
n

=T TmMmoOO®D

Quadrila
® faceA
® faceA
-@ faceB

Segment
]
® arest:
-@ arest:
® arest:
® arest:

® arest:

- aract:¥
< >

Entrada: @

Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra

Para construir a imagem acima utilizamos a ferramenta prisma, segmento para
ligar os pontos C e M e poligono para formar o tridngulo ACM. Apds construcéo, alteramos as
cores dos segmentos e poligonos que serdo visualizados para relacionar os elementos

propostos do problema 2. Resolvendo o problema temos:

AB = AC = xcosp
BC = 2ABcosa = 2Xc0sacosfp

1

= xsenpg

De modo que a area lateral S, desejada é:

(]
I

(AB + AC + BC )44
S; =(2xcos S + 2xcos a cos )2xsen B

2x?sen 2 5(1+ cos )

(]
£
I

6.3 Problema sobre cubo e piramide

Seja um cubo de base ABCD com aresta a. No interior do cubo, sobre a diagonal
principal, marca-se o ponto V, formando-se a piramide V(ABCD). Determine 0s possiveis
valores da altura da pirdmide V(ABCD), em funcgéo de a, sabendo que a soma dos quadrados
das arestas laterais da piramide é igual a ka?, sendo k um nimero primo. Obs: As arestas
laterais da piramide séo VA, VB, VC e VD.
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Para construgdo do desenho relacionado ao problema utilizaremos a ferramenta

cubo, segmento (para construir a diagonal do cubo) e pirdmide. Em seguida alteramos as

cores de alguns elementos para facilitar a visualizagdo. Observem a figura 110.

Figura 110 - Referente problema 3

[ GeoGebra - g

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
pa] =4

BN 0 S R S T AR B e

=

> Jan Ponto
= Cu| Clique na Janela de Visualizagio ou sobre um objeto

% a=125
= Piramide

=(-2,5,5)

@ V=(14,34,34)

= Quadrilatero

-@
» faceABCD, =25
-@ faceABFE =26
@ faceADHE =25
& faceBCGF =25
@ faceCDHG =26

-@ faceEFGH =25

= Segmento

@

@ arestaAB, =5

@

Entrada: @

Fonte: Elaborada pelo proprio autor no geogebra

Apdbs a construcdo da figura relacionada ao problema, é vidvel construir um

segmento para representar a altura da piramide, formar o tridngulo de vértices A, V e I,

escondendo em seguida a piramide para que possamos visualizar os elementos que serdo

utilizados na resolucdo inicial do problema.

Figura 111 — Desenho para solucdo do problema 3

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[&]] Al P DS e &) @) £ N rec] £ T s
» Janela de Algebral| » Janela de Visualizagao 3D x
R e

L@ I=(1.13,3.13,
L@ V=(1.13, 311
Quadrilatero

® faceABCD, =1
@ faceABFE = 2!
@ faceADHE =2
@® faceBCGF =2
@ faceCDHG =2
® faceEFGH =2
Segmento

®a=5

@® a, =313

@ arestaAB, =5

@ arestaAD, =5
® arestaAE =5

Entrada: ]
Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra



Na figura acima, por semelhanca de tridngulos, tem-se:

a —» aresta do  cubo
AC — Diagonal da  face do cubo
h — Altura da  Piramide

AC
AT

,}
a2 _a L,y na
AT h

el
=_——}
]

a~f2

92
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7 PLANIFICACAO DE SOLIDOS

Outro recurso util para estudo dos solidos é a possibilidade de planificacdo, no
geogebra temos uma ferramenta propria para planificar os solidos. Abaixo temos a
planificacdo de uma pirdmide e prisma triangular. Um problema relacionado a esta ferramenta
é que so € possivel realizar planificacbes de poliedros convexos, o software ndo apresenta

possibilidades de planificacdo de cilindro, cubo ou poliedros ndo convexos.

Figura 112- Planificagdo da piramide quadrangular

2 GeoGebra -
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

A | o . . . | e
k| A D DB @) 4N, ][] 7w
F Jan Ponto =
Ca Clique na Janela de Visualizagéo ou sobre um objeto
-G od=1
3 f=1
=| Piramide
~@ a=26.67
= Planificagéo
@ c=59.08
=| Ponto

TR
] q
= o

2

=ErxcprTemm
—~a R
)
=

drilatero

c
o

Entrada: &)

Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.

Figura 113 - Planificagdo do cubo

2 planificagio cubo.ggb -a
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

k| AL DD B e B @) £ N e [F] T e

b Janela d| Reta he Visualizagédo 3D =3
=| Cubo Selecione dois pontos

@ a=125
=| Nimero
“ @ b=1
=| Planificagdo
L@ c=150
=! Ponto

(2,-2,0)

PeERRRRRRRRLW
OZETrxc-I@mMmo

< >

Entrada: £}
Fonte: Elaborada pelo autor no geogebra.




94

Podemos também utilizar o poly para apresentar planificacdes, porém também
nédo temos a planificacdo de cones e cilindros, apesar do software apresentar diversas figuras e

suas planifica¢fes. Vejam a figura 114 com uma planificacdo realizada no poly.

Figura 114— Cupola triangular elongada

Cupola Triangular Flongada (J18)

Fonte: Disponivel no software poly
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8 CONCLUSAO

Atualmente, temos diversos softwares que possibilitam criar e visualizar figuras
em trés dimensbes, os chamados softwares 3D. Esses softwares possuem ferramentas com
caracteristicas bem variadas, contemplando pontos, retas, planos, figuras planas, espaciais e
planificacdes.

O Objetivo deste trabalho foi apresentar possibilidades de desenvolver conceitos
de geometria espacial, através da criacdo e visualizacao de figuras espaciais e seus elementos,
com os softwares Poly, Geogebra, Construfig3D e Sketchup. Apo6s desenvolvimento de
diversas atividades, propomos que os mesmos sejam utilizados em sala de aula, pelas
caracteristicas espaciais (3D) que cada um possui e pelas ferramentas de construcdo
pertencente a cada software. Podemos observar que é necessario um estudo sobre os softwares
e 0s objetivos propostos para sua utilizagao.

A utilizacdo de mais de um software é necesséria para exemplificar com mais
detalhes o estudo de figuras espaciais, principalmente pelas limitacdes de cada um. O poly
apresenta planificacbes de diversas figuras, ndo contempladas no geogebra, mas ndo
possibilita criar figuras e destacar seus elementos (altura de um cone, diagonal do
paralelepipedo e demais elementos) o que pode ser feito no geogebra e sketchup. O Sketchup
possui uma visualizacdo mais precisa das imagens construidas, porém ndo apresenta uma
ferramenta para planificar os sélidos.

No construfig3D temos possibilidades de realizar atividades para formacdo de
figuras espaciais, fator diferenciado neste software, mas é limitado pois s6 podemos formar
figuras com até seis faces. Precisamos entdo utilizar o geogebra ou sketchup para apresentar
figuras com mais de seis faces.

O geogebra é o mais completo, apresentando diversos conceitos matematicos,
inclusive relacionados a geometria plana e probabilidade, apresentando também algumas
limitacOes, podemos destacar que ndo apresenta a planificacdo do cone e cilindro, e ndo
podemos representar a intersecdo de duas figuras espaciais.

Destacamos entdo a importancia de utilizar mais de um software para
desenvolvimentos de atividades relacionadas a geometria espacial, dentre eles, os softwares
apresentados nesta dissertagdo possuem caracteristicas fundamentais para desenvolver os
contetdos propostos nesta dissertagdo, alem da possibilidades de criagdo de animagdes, sendo

possivel trabalhar conceitos e demonstragdes nos préprios softwares.
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