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RESUMO

Este trabalho visa contribuir para que alunos e professores do ensino médio possam apri-
morar seus conhecimentos matematicos em niimeros complexos, polindomios e equacoes
polinomiais. Inicialmente foi analisado o contexto histérico dos ntmeros complexos,
em seguida foram vistos alguns conceitos importantes como o de corpo dos nimeros
complexos, unidade imaginaria e plano complexo. Além disso, foram apresentadas as
propriedades e operacoes basicas dos polinémios, o dispositivo de Briot-Ruffini, através
do qual podemos obter o quociente e o resto da divisao de um polinémio p(x) por um
polindmio linear. Parte significativa deste trabalho foi dedicado ao estudo de equacgoes
algébricas. Nessa perspectiva, foram discutidos alguns teoremas e métodos resolutivos
de equagoes como o método de Gustavo, que nos auxilia na resolucao de equagoes do
terceiro e do quarto graus, o teorema das raizes racionais, entre outros. Para tanto, foi
essencial provar o Teorema Fundamental da Algebra, que afirma que todo polinémio nio
constante com coeficientes complexos possui pelo menos uma raiz complexa. Ademais,
mostramos como podemos analisar o nimero de raizes reais de uma equagao polinomial
com coeficientes reais. Nesse sentido, provamos o Teorema de Descartes, que diz que o
numero de raizes positivas de uma equacao nao supera o numero de mudancas de sinal
na sequéncia dos seus coeficientes nao nulos. Provamos também o Teorema de Bolzano,
que investiga o nimero de raizes reais de uma equacao num intervalo real e, finalmente,

o Teorema de Lagrange que estabelece um limite superior das raizes reais de uma equacao.

Palavras-chave: Numeros complexos, Polinébmios, Equagoes polinomiais.



ABSTRACT

This work aims to help students and high school teachers to improve their math skills in
complex numbers, polynomials and polynomial equations. Initially it analysed the his-
torical context of complex numbers then were seen some important concepts such as the
body of complex numbers, imaginary unit and complex plane. In addition, the properties
and basic operations of the polynomials were presented, the Briot-Ruffini device, through
which we can get the quotient and remainder of the division of a polynomial p(x) by a
linear polynomial. Significant part of this work was devoted to the study of algebraic
equations. In this perspective, were discussed some theorems and methods of resolution
of equations such as the method of Gustavo, who helps us in the resolution of equations
of the third and fourth degrees, the theorem of rational roots, among others. For both, it
was essential to prove the Fundamental Theorem of Algebra, which says that all polyno-
mial not constant with complex coefficients has at least one complex root. Furthermore,
we show how we can analyze the number of real roots of a polynomial equation with real
coefficients. In this sense, we will prove the Theorem of Descartes, which says that the
number of positive roots of an equation does not exceed the number of signal changes fol-
lowing its non-zero coefficients. We prove the theorem of Bolzano, which investigates the
number of real roots of an equation in a real interval and finally the theorem of Lagrange

the establishes an upper limit on roots of an equation.

Keywords: Complex numbers, Polynomials, Polynomial equations.
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1 INTRODUCAO

E fato que a abordagem do conteiido de nimeros complexos, polinémios e
equacoes polinomiais, nos livros didaticos atuais, merecem uma atencao especial no sen-
tido de que muitas vezes sao inseridos nos mesmos uma serie de defini¢oes, conceitos e
exercicios os quais nao estao bem concatenados, por vezes, fora de uma sequéncia logica e
de um contexto histérico, nos remetendo a um material didatico meramente enciclopédico,
o que vem dificultando o aprendizado do educando.

Numa tentativa de fornecer um material didatico razoavelmente estruturado e
conciso e utilizando uma linguagem acessivel a alunos e professores, objetivei escrever a
respeito de niimeros complexos, polindomios e equacoes polinomiais, porém, de forma mais
logicamente elaborada, incluindo em alguns momentos os aspectos historicos envolvidos,
acrescentando alguns teoremas e proposicoes mais aprofundados que os usuais e suas
respectivas demonstracoes, permitindo assim um certo aprimoramento dos conhecimentos
daqueles que se interessam pelo assunto.

Prescindindo das nocoes basicas de topologia, calculo diferencial e anélise com-
plexa, procurei detalhar a prova do TFA de forma que qualquer professor do ensino médio
nao tivesse grandes dificuldades em entendé-lo.

Foram apresentados alguns métodos de resolucao de equacgoes algébricas e,
além disso, foi feito um estudo do nimero de raizes reais dessas equacoes, onde provamos
o teorema de Descartes, o teorema de Bolzano e o teorema de Lagrange.

Foi dada uma atencao especial a prova do teorema de Descartes, onde com
excecao das duas ultimas demonstracoes que o encerram, todas as demais demonstracoes
do referido teorema sdo de minha autoria. Como consequéncia desse teorema, foram
trabalhadas algumas aplicagoes e corolarios, encerrando o capitulo com a prova de um

teorema que o generaliza.
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2 NUMEROS COMPLEXOS

2.1 Aspectos histdricos

O aparecimento dos chamados ntmeros complexos - nimeros da forma a +
bv/—1 com a e b nimeros reais - data do século XVI, e é geralmente atribuido a Giro-
lamo Cardano (1501-1576). Na sua obra Artis Magnae ( geralmente referida como Ars
Magna), datada de 1545, Cardano considera equagoes quadréticas que, tais como a
equacao

2’ +22+2=0

por exemplo, nao admitem solugoes reais. A féormula resolvente di expressoes "formais"

para as duas solucoes dessa equacao, mas envolve raizes de niimeros negativos:

#\/__4 = —1+2y/-1.

Embora tais niimeros surjam, de fato, na referida obra de Cardano, ele préprio
se apressa a desvaloriza-los, referindo-se-lhes como "tao subtis quanto intteis". De fato,
para Cardano, tal como para os restantes matematicos do seu tempo, com uma concepcao
da matemaética ainda herdada dos Gregos, o que interessava eram, essencialmente, os
problemas geométricos; nesse sentido, uma equacao tal como a equacao anterior, nao
tinha interesse por si propria, surgindo associada, por exemplo, ao problema geométrico
da determinacao da intersecao da parabola y = 2% com a reta y = —2x — 2, problema esse
sem solucao. Em 1512, Rafael Bombelli, discipulo de Cardano, lida, no seu livro Algebra,

com a resolucao de equacgoes ciibicas do tipo
23 = 3px + 2.
pela aplicacao da chamada férmula de Cardano:
e=arVE-P+{la- Ve -

Ao aplicar tal formula & resolucao da equacao

2> =152 + 4

( que corresponde, geometricamente, a determinar a interse¢ao da cubica y = 2% com a

reta de equacao y = 152 + 4 obtém como solucao

x:§/2+11\/—_1+ §/2—11\/—_1,
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isto ¢, uma expressao envolvendo raizes de ntimeros negativos. Neste caso, no entanto,

Bombelli sabe (por inspegao) existir solugao real x = 4 para o problema, o que parece,

portanto, ser paradoxal. E, entdo, que lhe surge a ideia que, ele proprio, considera de

\3/2+11\/—1 for da forma 24 nv—1
\3/2 —11v—=1 for da forma 2 —nv—1,

de modo que, ao somar, se obtenha, de fato x — 47Admitindo que tal fato é verdade,

"louca": E se

elevando formalmente ao cubo cada uma dessas expressoes(usando (v/—1)* = —1) e igua-

lando, respectivamente, a

24+11v—-1 e 2-11v-1,

obtém-se que

V2+11V—1=2++vV—1 e {/2—-11v/—-1=2—+—1

ou seja, vem n = 1!

Como facilmente se entende, Bombelli nao aceita ainda os niimeros complexos
como nimeros de pleno direito, continuando a considera-los misteriosos; no entanto, é ele
o primeiro a escrever explicitamente as regras para a adicao, subtracao e multiplicacao de
niimeros complexos e a mostrar como, usando esse tipo de nimeros com a aritmética, é
possivel obter solucoes reais para a ctibica, quando se usa a formula de Cardano-Tartaglia.
E também ele que introduz uma notacio propria para v/—1, chamando-lhe " pit de meno”.

A medida que se desenvolvem outras manipulacdes com nimeros complexos
e sao introduzidas funcoes complexas de varidvel complexa, vai-se tornando clara sua
utilidade e descobrindo como a sua utilizacao pode contribuir significamente para a sim-
plificacao de muitos problemas.

Apesar disso, durante quase trés séculos, estes ntimeros vao sendo usados,
mas nao sao nunca considerados niimeros verdadeiramente "legitimos". Em 1637, na sua
obra La Géométrie(contida no Discours de la méthode), Descartes faz a distingdo entre
nameros "reais" e numeros "imaginarios" (ou que existem apenas na imaginacao), inter-
pretando a ocorréncia de solu¢oes imaginarias para um certo problema como um sinal de
que o problema em causa nao tem solucao geométrica. Esta opiniao ¢, um século mais
tarde, ainda compartilhada por Euler, apesar de este ter contribuido de forma significativa
para o desenvolvimento da teoria das funcoes complexas. De fato, os nimeros complexos
sO comecam a ser aceitos como nimeros de "pleno direito" em pleno século XIX, quando
surge a ideia de os identificar com pontos do plano.

Em 1797, o noruegués Caspar Wessel (1745-1818) apresenta a4 Real Academia

de Ciéncias Dinamarquesa um artigo intitulado " Om Direktionens analytiske Betegning”
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("Sobre a Representacao Analitica de Dire¢ao"), no qual descreve pormenorizadamente
a representacao geométrica de ntimeros complexos. Tal artigo é publicado ( em dina-
marqués) nas Memorias da referida Academia, em 1799, mas permanece totalmente des-
conhecido até a sua traducao para francés, cerca de cem anos mais tarde. Entretanto, a
ideia é atribuida ao suico Jean Argand, que a apresenta, independentemente, em 1806.
Desde ai, a representacao geométrica dos ntimeros complexos é vulgarmente conhecida
por diagrama de Argand.

E, no entanto, apenas com a publicacdo em 1831 de um trabalho de Gauss,
no qual é feito um estudo pormenorizado da representacao geométrica dos nimeros com-
plexos, que estes comecam a ganhar certa respeitabilidade, e se aceita que, de fato, nao
ha nada de "imaginario" acerca deles. E a Gauss que se deve também a introducdo da
designacao "nimeros complexos”.

Finalmente, em 1837, quase trés séculos depois do seu aparecimento com Car-
dano, Hamilton publica a definicao formal e completa do sistema de nimeros complexos,
como conjunto de pares ordenados de niimeros reais com duas operagoes ( uma adigao e
uma multiplicagdo) bem definidas.

Uma vez aceitos totalmente estes niimeros, a analise complexa, ou seja, o es-
tudo das funcoes complexas de varidvel complexa, desenvolveu-se de uma forma extrema-
mente rapida no século XIX, essencialmente devido aos trabalhos de Cauchy. Ainda
durante este século, esta teoria vai ser aprofundada e alargada, com matemaéticos tais
como Dirichlet, Weierstrass e Riemann. No século XX muitos mateméaticos continuaram
a dedicar-se a esta fascinante drea da matematica, obtendo importantes desenvolvimentos

e novas aplicagoes.

2.2 O corpo dos nimeros complexos

Nesta secdo, veremos que o conjunto R?, munido das operacoes de adicao
e multiplicacao satisfaz uma série de propriedades as quais o qualifica como um corpo.
Este corpo ¢é usualmente denotado por C, e os seus elementos sao chamados de nimeros
complexos.

Dado o conjunto R? de todos os pares ordenados de ntimeros reais, podemos
definir duas operagdes binarias - uma adi¢ao (denotada pelo simbolo +) e uma multipli-

cagao (denotada pelo simbolo - ) - da seguinte maneira:
(1, 91) + (22,92) = (21 + 22,1 + 12)

(x1,11) - (T2,y2) = (2122 — Y1Y2, Y1 T2 + T1Y2)

Observe que a adicao como foi definida é a adicdao usual do espaco vetorial R?, pelo que,

como sabemos, goza das propriedades comutativa e associativa; além disso, (0,0) é o
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elemento neutro para esta operagio e todo par (x,y) tem inverso (-x,-y) também chamado
de simétrico. Quanto a multiplicacao, facilmente se mostra que também é comutativa e
associativa, que existe elemento neutro (ou identidade) para esta operagao ( o par (1,0))

e que todo o elemento (z,y) # (0,0) tem inverso, dado por

z Y
22 +y2 2242 )

Finalmente, a multiplicacao é distributiva em relacao a adicao.

Exemplo: Mostre que a operacio definida em C = R? por

(1, y1).(T2, y2) = (122 — Y1Y2, 1Y + Ta1)

é comutativa e satisfaz (1,0)(x,y) = (x,y), para todo (z,y) € R?:

Comutativa: (z1,41).(z2,y2) = (x122—y1Y2, T1y2+x2y1 ). Por outro lado, (x2, ys).(z1,y1) =
(221 — Yo, X2y1 + T1y2). Comparando as expressoes acima obtemos o que queriamos
mostrar.

Elemento neutro: Temos (1,0).(z,y)=(1z — Oy, ly + 0x) = (z,vy).

Exemplo: Mostre que a operagao definida no exercicio anterior é tal que se (z,y) # (0,0),
entdo existe (u,v) € C tal que (x,y).(u,v) = (1,0).

Inverso Multiplicativo: Se (z,y) # (0,0) entdo podemos definir

(u,0) x y
w, V)= —
’ 22+ y?’ a2 4 g2

<$’y>-(u,v>=<x,y).( i y )

$2+y2’_x2+y2

2 2 _
(" L) =0,

x2+y2_:1:‘2+y2’a:2+y2 22 + 32

e obtemos

As propriedades acima mencionadas permitem-nos, portanto, afirmar que o conjunto R2,
munido das operacoes de adicao e multiplicacao definidas acima, constitui um corpo.
Considere agora a aplicacao

a:R—C
z— (x,0),

e note-se que para quaisquer x,y € R, se tem

a(z+y)=(r+y,0)=(2,0) + (y,0) = a(z) + a(y)
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a(zy) = (zy,0) = (,0).(y,0) = a(x).a(y).
2.3 Unidade imaginaria e forma algébrica

E usual denotar o complexo (0,1) pelo simbolo i. Utilizando esta notacdo e
fazendo a identificagdo anterior dos complexos da forma (x,0) com os corres- pondentes

nimeros reais X, tem-se
(z,y) = (2,0) + (0,y) = (2,0).(1,0) + (y,0).(0,1) = z.1 + y.i = x + yi.

Dessa forma, todo nimero complexo (x,y) pode também ser designado por z—+yi. Esta
¢ a chamada forma algébrica de z, sendo esta a notacao que passaremos a usar para
nimeros complexos nesse trabalho. E, entdo, imediato reconhecer que (denotando por z?
o complexo z.z) se tem

i =1i.4=(0,1).(0,1) = —1.

Dado um nimero complexo z = x 4 yi chamamos a x a parte real de z e a y de parte

imaginaria de z, e escrevemos
Rez .= x Imz =y,

Com o auxilio da forma algébrica de um ntiimero complexo z e considerando os nimeros
complexos z; = (z1 + 117) e 22 = (r2 + y21), podemos reescrever as operagoes de adi¢ao e

multiplicagao em C da seguinte forma:

Adigao: a soma z; + 29 € obtida pelas somas das respectivas parte real e imaginaria,
21+ 22 = (21 + 22) +i(y1 + y2).

Multiplicagao: aplicamos a distributividade e agrupamos as partes real e imaginaria
(lembrando que i? = —1)

2129 = (x1 4 y19) (22 + Y1)
= 21Ty + iT1Y2 + Y1Ts + °Y1Yo

= (1122 — Y1y2) + i(21Y2 + Y172)

Uma vez definidas as operacoes de adicao e multiplicacdo em C, podemos definir as
operacoes de subtracao e divisao de nimeros complexos da maneira usual: se zq, 25 € C,

temos
21 _1
21—z =21+ (—2) e —=2z1297 se 2z £0.
)
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Dados os nimeros complexos z; = (x1 + 1) e 22 = (29 + yo1), dizemos que z; = z3, se
suas respectivas parte real e imaginaria sao iguais, ou seja, se ;1 = 2 € y; = yo. Dado
um nuamero complexo z=x+yi, chamamos conjugado de z e denotamos por zZ o nimero
complexo

Zi=x —yi.

Proposicao 1. Se z € C, entao temos as seguintes propriedades :

(i) Z = 0 se, e somente se, z = 0;

(ii) Z = z, se e somente se, z € R;

(ili) (z+w)=z+w

I
Q|
|
gl

(iv) (z —w)

gl

(v) zw =Z.

(vi)Re(z) = 5= e Im(2) = 52

21

Demonstracao: Sendo z = x + yi e w = ¢ + di temos:
)z=0zr—yi=0cr=y=0<2=0.

(ii) Temos

Z=z Sr—y=r+yi &2y=0& z=xreR.

(i)

tw)=@+y))+(ctdi)=(x+c)+ (y+d)i=
(+c)=(y+d)i=(z—yi)+(c—di)=Z+w

(iv)

(z—w)=(r+yi)— (c+di)=(z—c)+ (y—d)i =

(x—c)—(y—d)i=(xr—yi)—(c—di)=Z—w

zw = (xc — yd) + (vd + ye)i = (vc — yd) — (xd + yc)i.

ZW = xc — xdi — yei — yd = (ve — yd) — (xd + yo)i,

provando a igualdade.
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(vi) Temos ' »
z—;—z :x+yz—;—x—yz — 2 = Re(2).

2+7Z xtyt—z+yi
= pu— :[ .
2i 2i y=1Im(z)

Dado um niimero complexo z = x + yi, chamamos médulo ou valor absoluto de z e

denotamos por |z| o nimero (real nao negativo) dado por

2] = Va? + g

Proposicao 2: Se z,w € C, entao temos as seguintes propriedades :

(i)2.Z = |2|?, para todo z € C;

(i))|z| = |Z|, para todo € C;

(iif) Re(z) < |Re(2)| < |z] e Im(z) < [Im(2)| < |2];

()|z.w| = |z|.|w]|, para quaisquer z,w € C.

(v) |z +w| < |z| + |w|, para quaisquer z,w € C (desigualdade triangular)
(vi) ||z] — |w|| < |z & w|,para quaisquer z,w € C

Demonstracao: Sendo z = x + yi e w € C temos:

()2.Z2 = (z + yi).(x — yi) = 22 + y* = |2~

(i) 2] = V22 +y? = Va2 + (—y)? = [7]

(iii) Sendo z = x + yi, entdo Re(z) =z < |z| = |Re(z)| e

v < o = |z < Va2 +y? = Iz,
Analogamente, Im(z) =y < |y| = [Im(z)| e

y <lyl=VWy* < va2+y? =]z

(iv) Usando proposicao 2 (i), proposi¢ao 1 (v), a comutatividade e associatividade da
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multiplicacdo de nimeros complexos e, novamente (i) da proposi¢ao 2, temos:
lzw]? = (zw)(z.w) = (z.w).(ZW) =

(2.2).(w) = 2" Jw|* = (|2]-Jw])*.

(v) Usando as proposicoes 1 e 2 e a distributividade da multiplicagao com relagio a adicdo

de nimeros complexos, temos:
z+w)P=(z+wztw=(z+w)(z+0)
=zZ+zwW+wzZ+ww
— |2)* + 20 + w.z + |w|?

Temos pela proposigao 1(v) e usando a proposi¢ao 2 que:

zw + zw = 2Re(Zw) < 2|zZw| = 2|Z||w| = 2|z||w]
Assim,
|2+ w]* < [z + 2|z [w] + [w]” = (2] + [w])?

e portanto,
|2+ w| < |z] + [w]

(vi) Escrevendo z = (z — w) + w e w = (w — z) + z e usando a desigualdade triangular,

obtemos:
12| = [(z —w) + w| < |z — w| + |w]
[w| = [(w—2) + 2] <|w—z[+ 2| = [z —w| +]z].
dai como
2| = Jw] < |z —w| e —(|z] = w]) <[z —w]
entao

2] = fw]] < |z = wl.

A desigualdade ||z| — |w|| < |z + w| pode ser obtida fazendo as modificagoes convenientes
acima.

Exemplo. Dados z; =24 4i e 290 = 4 — i, temos

o1+ 22=024+4i)+(4—i)=6+3i
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i)z — 2= (24 4i) — (4— i) = =2+ bi

i) 2120 = (2+ 40)(4 — i) = 8 — 2i + 16 — 4i% = 12 + 14i

s\ 21 244d (4-9) 842i4+16i+4i> _ 4 | 18
iv) = (4—i) (4—9) T6—7 ~ — 17 T 17

Exemplo: Se z =z + yi, z # 0, determine a forma algébrica do inverso de z.

A razao % ¢ obtida multiplicando-se o numerador e o denominador pelo conjugado do

denominador, isto &,

1 1z T — Yyl T — Yyl T Yl

z 2z (x+y)w—vyi) 22+12 22442 a2 +y?

Exemplo: Dados z; = x1 + y1t e 25 = T9 + yoi, determine a divisao i—;
A divisao é obtida multiplicando-se o numerador e o denominador pelo conjugado do
denominador, isto é,

21 A% (1 +y10) (2 — y2i) 2122 +31Y2 | ToY — T1Y2

zp 2%y (T2 yot)(wg — yai) T2 + yo? T2 + yo?

Exemplo: Obtenha o nimero complexo z tal que Z + 2z — i = 6 + 3i.

Sendo z = x + yi, entdo Z = x — yi e entao temos:
r—yi+2r+yi)) —i=6+30

3z 4+vyi—i=6+3i
3r+ (y—1)i =6+ 3i.

Logo, pela igualdade de nimeros complexos, devemos ter 3x = 6 ey -1 = 3. Dai, x = 2
ey = 4, portanto z = 2 + 44

Exemplo: Obtenha o valor real de a para que o nimero complexo z = 2—2 seja real.
Temos que

2441 2+4i(a—i) 2a—2i+ai+1 2a+1 (=2+a)i

= 5 5 = +
a+i a+i(a—1) a’?+1 a’?+1 a’?+1
Como o niimero complexo deve ser real, devemos ter a“[fl =0e como a’?+1 # 0, entdo a

-2=0,isto é, a = 2.

Exemplo: Sejam dados z1, 29, ..., z, € C, nao nulos. Mostre que

|21 4+ 22 + ... + 20| < 21| + |22| + -+ |20
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Demonstragao: Fagamos inducdo sobre n. Para n = 1, de fato, |z;| < |2z1]. Suponha
que a desigualdade vale para um certo n e provemos que consequentemente vale para n
+ 1. Usando a desigualdade triangular para nimeros complexos e em seguida a hipotese

de inducao, temos que:
|21+ 20+ oo + 20+ Zna| <z 4 20+ oo+ 2| F 20| < 2| + |z2] + o F |20l + 201
Logo, a desigualdade vale para todo n € N.

2.4 Plano complexo

Fixado um sistema de coordenadas cartesianas num plano, a cada ndmero
complexo z = x + yi podera associar-se, de modo tinico, o ponto de coordenadas (x,y) =
(Re z, Im z) desse plano (ou se preferirmos, o vetor que une a origem de coordenadas a
esse ponto). Estabelece-se, assim, uma bijegdo entre o conjunto dos nimeros complexos
e o conjunto dos pontos desse plano.

Os nameros reais (ou seja, os complexos de parte imaginaria nula) correspon-
dem ao eixo das abscissas, o qual é designado por eizo real; de modo analogo, os complexos
da forma gy (isto é, os complexos de parte real nula)- chamados imagindrios puros - cor-
respondem ao eixo das ordenadas, o qual costuma ser designado por eiwxo tmagindrio.

Quando o plano zy é utilizado, deste modo, para a representacao de niimeros
complexos, é usual chamar-lhe plano complexo ou plano de Argand-Gauss Muitas vezes,
identificamos completamente o conjunto C com este plano e referimo-nos a C como o

plano complexo, falando no ponto z = = + yi.
3 POLINOMIOS COM COEFICIENTES EM C
Aqui veremos a definicao de polinémios com coeficientes em C, a definicao de

grau e mais algumas caracteristicas envolvendo esses polindémios.

Um polinémio p(z) com coeficientes em C é uma expressdo formal do tipo
n
p(2) = a2 + ap 12"+ arz+ag = Z a;z’
=0

onde n € N,a; € C, para 0 < j <n e a variavel z pode assumir qualquer valor complexo.

Os elementos a; para 0 < j < n sdo chamados de coeficientes de p(z), as parcelas a;z2’
de termos sendo ag o termo independente de z e os termos a;2’ tais que a; # 0, de termos

de grau j do polinomio p(z).
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Chamamos p(z) = ag, com ag € C, de polindmio constante. Se p(z) = 0,
chamamos p(z) de polinémio identicamente nulo e podemos escrever também p(z) = 0.

Este polinémio podera ser escrito na forma
p(2) =02"4+02""' 4+ ...+ 024+0,Vn € N.

Se p(z) for um polindémio nao identicamente nulo, ou seja, p(z) # 0, entao al-
gum coeficiente deve ser diferente de zero e dai havera um maior indice n tal que a, # 0.
Definimos o grau de p(z) como sendo este niimero n e o denotamos por gr(p(z)). Neste
caso, a, é chamado de coeficiente lider de p(z). Chamaremos de polinémios ménicos

aqueles de coeficiente lider a, = 1.
Observagao: Nao definimos grau de polindémio identicamente nulo p(z) = 0.
Exemplo: Seja p(z) = 22—52+2. Temos um polindémio de coeficientes complexos 1, -5 e 2.

Exemplo: Seja p(z) = 22 — 2iz — 4. Temos um polindomio de coeficientes complexos 1, -2i

e -1.

Exemplo: Seja o polinoémio constante f(z) = 2, temos que gr (f(z)) = 0, uma vez que f

nao é identicamente nula.
Exemplo: Seja o polinomio f(z) = 2% — 2z + 4, temos que f ¢ monico e gr (f(z)) = 3.

Seja o polinomio p(z) de coeficientes complexos tal que n € N, a; € C, para
0<7<mn,

p(Z) = anZn + an,lznfl + ...+ az+ ap

e seja zy € C. Definimos a avaliacao de p(z) em zg como sendo
p(20) = anz0" + an_120" ' + ...+ a1z +ay € C.

Se p(z9) = 0, dizemos que zg € uma raiz de p(z).

Considere dois polinémios f e g com coeficientes complexos. Temos que f e g
serao iguais (ou seja, sdo tais que f(z) = g(z) para todo z € C), se sua diferenca f - g for
identicamente nula. Contudo, isso acontece somente se todos os coeficientes de f - g sao
nulos; logo, dois polindmios de coeficientes complexos f e g sdo iguais se , e somente se, f

e g tém coeficientes respectivamente iguais.
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Exemplo: Seja o polinomio f(z) = 22 + 2z + 1 — 4. Observe que f(i) = +i+1—i=
—1+i+1—14=0. Logo, i é raiz de {.

Exemplo: Seja f(z) = 2* + 222 + 1. Se f é um polinémio tal que z € R,Vz, entao,
f(z) = (22 +1)2 > 0 Vz € R, o que mostra que f nao tem raizes reais. Contudo, f é
polinéomio definido em C e em particular f(=i) = [(£i)? + 1] = [-1 + 1]*> = 0. Portanto,

+1 sao raizes complexas do polinémio f.

Exemplo: Os polinomios f(z) = 32" — 222 + 2 —4+ieg(z) =2 — 222+ 32" — 4+
sdo iguais, visto que os seus coeficientes a; das i-ésimas poténcias de 2% sdo : ag =i, a; =

—4,&2 = 1,0,3 = —2,0,4 = 3.

Exemplo: Os polinomios f(z) = 2> — 32+ 1 e g(z) = 2* + z — 3 sio dife- rentes, uma
vez que os coeficientes de f(z) sdo a3 = 1,a; = —3 e ag = 1 e os coeficientes de g(z) sdo

bs =1,by =1 e by = —3 e dai nao ocorre a; = b;, para 0 < j < 3.

3.1 Polinémios e Operacoes
3.1.1 Adicao de Polinémios
No conjunto dos polindémios de coeficientes complexos, podemos definir a operacao de

adicao de polinémios, a partir da operacao de adi¢ao de C.

Dados dois polinémios com coeficientes complexos f(z) e g(z) com n > m.

f(z) = Zaizi e g(z) = Zbizi
i=0 i=0

Apos reescrever f(z) e g(z) com as mesmas poténcias de z, podemos supor que m = n e

assim, definimos a adi¢ao desses polindomios da seguinte forma:
f(2) +9(2) = (an +b,)2" 4 ... + (ag + by)2* + (a1 + by)z + (ag + bo)

ou seja

f(2)+9g(2) = Zcizi, onde ¢; = a; + b;, para 0 <i<n,
i=0

cujo resultado chama-se soma de f com g.

Exemplo: Somar f(z) =22 +3z+4 e g(z) = 2* + 32% + 5. Temos
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(f+9)(2)=0+1D2"+(0+0)22+(14+3)22+ (3+0)z+ (4+5)
=2 +422 43249

Para a operagao adigao de polindmios, vale a seguinte propriedade do grau: se

f(z) #0,9(2) #0, f(2) + g(z) # 0,

entao

gr(f(2) +9(2)) < max{gr(f(2)),9(2))},

valendo a igualdade sempre que gr(f(z)) # gr(g(z))

De fato, como o coeficiente lider ¢ o coeficiente do termo de mais alto grau de
um polindémio, entao, supondo primeiramente que gr f < gr g, temos que o coeficiente

lider de f 4 g é o coeficiente lider de g, o que mostra que se gr f # gr g, entao

gr(f(2) + 9(2)) = maz{gr(f(2)), 9(2))},

Se gr f = gr g, o coeficiente lider de f 4+ g é a soma dos coeficientes lideres de f e g.
Como essa soma pode ser nula (basta que o coeficiente lider de f seja oposto ao coeficiente

lider de g), o grau de f + g pode cair e dai temos que

gr(f(z) + 9(2)) < max{gr(f(2)),9(2))}-

A adicao de polinémios de coeficientes complexos tem as seguintes propriedades,

para quaisquer f(z), g(z) e h(z):

e (Associativa) ((f(z) +g(2)) + h(z) = (f(2) + (9(2) + h(2));
e (Comutativa) f(z) + g(z) = g(2) + f(2);

e (Existéncia de elemento neutro aditivo) O polinoémio nulo é tal que f(z) = 0

+ f(z) para todo f(z) de coeficientes complexos.

e (Existéncia de simétrico) Dado f(z) = ag + a1z + ... + a,2", o simétrico de f(z)
é o polindmio

—f(2) = (—ag) + (—a1)z + ...(—a,)z".

Exemplo. Demonstre a propriedade associativa da adi¢ao de polinémios com coeficientes
em C.

Considere os polinémios com coeficientes em C,

n !

flz) = Z a;z', g(z) = Z biz' e h(z) = Z iz

=0
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Uma vez que podemos reescrever f(z), g(z) e h(z) com as mesmas poténcias de

z, entao podemos supor que n = m = | e temos

((f(2) +9(2)) +h(z) = Z(ai + b))zt + Z ;2!

1=0

n

((ai + bl) + Ci)Zi

(@i + (b + i)z

As demais demonstracoes sao corriqueiras.

3.1.2 Multiplicagcao de Polinémios

Considerando o conjunto dos polinémios com coeficientes complexos, defini-

mos a operagao multiplicacao de polinomios, a partir da operacao de multiplicacao de C.

Dados dois polinémios de coeficientes complexos

f(z) = Zaizi e g(z) = Zbizi
i=0 i=0

Definimos a multiplicacao desses polinomios da seguinte forma:

f(2).9(2) = (ag + a1z + az2® + ... + a,2").(bo + b1z + bo2® + ... + bp2™) =

= CL()bO + (CLle + &1()0)2 -+ (GQbO -+ a11)1 -+ a0b2)22 + ...+ anmeern

isto é,
n+m '
f(2).9(z) = Z c;z', onde
i=0
Cop = CL()bO

Cc1 = aobl + &1b0
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Cy = CLQbo + Clel + a0b2
C; — aobi + albi_l + ...+ aibo = Z CLj.bk
k=i
Comtn = Qn-bip
Notemos ainda que fg pode ser obtido multiplicando-se cada termo a;z* de f

por cada termo b;z7 de g, segundo a regra (a;2%).(b;z7) = a;b;2""7, e somando os resultados
obtidos.

Para a operagao multiplicacao de polinémios, vale a propriedade multiplicativa

do grau: se f(z) # 0,9(z) # 0 entdo f(z).g(z) # 0, e sendo gr f(z) = n e gr g(z) = m,
entao vale

gr(f(2).9(2))=gr(f(2))+gr(g(z))

De fato, temos

Crman = Up.by # 0
. =0,Yk>m+n

entao
gr(f.g) = m+n= gr(f)+gr(g)

A multiplicacao de polinémios de coeficientes complexos tem as seguintes propriedades,

para quaisquer (z), g(z) e h(z):
e (Associativa) (f(2).g(2)).h(z) = f(2)-(g(2).h())
e (Comutativa) f(2).g(2) = g(2).f(2)
o (Distributiva) f(2)(g(z) + h(2)) = f(2)9(z) + f(2)h(2);

e (Existéncia de elemento neutro) O polindmio constante 1 é tal que 1.f(z) =

f(z), para todo f(z) com coeficientes complexos.
Exemplo: Multiplicar f(z) = 2% + 222 + 2 por g(z) = 52? + 4z — 1.
Usando a propriedade distributiva da multiplicacao de polindmios, temos:
f(2)g(z) = (z°+22° +2) - (522 + 42 — 1)
=252 +42 — 1) +22%(52° + 42 — 1) + 2(52° + 42 — 1)
= (52° + 42" — 2%) + (102" + 82" — 22%) + (52" + 42° — 2)

=52° + 142 +122% + 222 — 2
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Exemplo: Demonstre a propriedade comutativa da multiplicacao de poliné6mios com

coeficientes em C.
Considere os polinémios com coeficientes em C,

n m

flz) = Z a;z' e g(z) = Z biz".

i=0 i=0
Temos que

f(2).9(z) = Z ( Z aj.bk) 2

i=0 \j+k=i

n+m
= ( Z bk.aj> Zi

=9(2)-f(2)

pois, em C, temos a;.by = by.a;, para quaisquer j e k.

Exemplo: Demonstre a propriedade distributiva de polinémios com coeficientes em C.

Considere os polinémios com coeficientes em C,
f(z) = Z a;z', g(z) = Z biz' e h(z) = Z ciz'
i=0 '

Reescrevendo g(z) e h(z) com as mesmas poténcias de z, podemos supor | = m e entao,

F)-(9(2) + h(2)) = (Z ) . (Z (5 + >>

=0

As demais demonstracoes sao corriqueiras.
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3.1.3 Divisao de Polinémios

Considere os polinomios de coeficientes complexos f(z) e g(z). Se g(z) # 0,
dizemos que g(z) divide f(z) ou f(z) é divisivel por g(z), quando existe o polinémio h(z)

em C, tal que f(z) = g(z).h(z) e dizemos, nesse caso, que f(z) é um multiplo de g(z).

Exemplo: Temos que p(z) = 2% — 4z + 8 divide ¢(z) = 2* + 64
De fato,
q(z) = (2)* + 8 = (2" + 8)* — 22°8 = (2> + 8)> — 162

= (22 +8)? — (42)* = (2 + 8 — 42) - (2* + 8 + 42).
Exemplo: O polinomio p(z) = 2™ —a" é divisivel por z-a, onde a é um nimero complexo
qualquer e n > 2; n € N. Basta verificar que

—ad"=(z—a) ("' +a" P+ "+ L+ ad" P+ ad )

Proposigao: Sejam f(z) e g(z) polinémios de coeficientes complexos nao identicamente
nulos. Se g(z) divide f(z), entao gr(g(z)) < gr(f(z)).

Demonstracdo: Como g(z) divide f(z) e ambos sdo nao nulos, existe h(z) com coefi-
cientes complexos, nao nulo tal que f(z) = g(z).h(z). Pela propriedade multiplicativa do

grau, temos

gr(f(2))=gr(g(2).h(2))=gr(9(2)) + gr(h(z)) = gr(g(2))-

Exemplo: Verifique se o polinomio p(z) = 32% + 522 + 2z — 1 & divisivel por 3z — 1.

Devemos verificar se existe um polinomio h tal que

p(2)=(3z —1) - h(z)

de forma que essa igualdade seja satisfeita para qualquer complexo z. Observe que a
igualdade exige que os coeficientes sejam idénticos dos dois lados da igualdade. Atente
que caso exista esse polindmio, ele deve ser do segundo grau, pois pela propriedade do

grau
gr(p(2)) = gr(3z = 1) + gr(h(z)) = gr(h(z)) =3 -1 =2.

Portanto h(z) ¢ da forma az? + bz + ¢ e procuramos ntiimeros a,b e ¢ tais que

322 +522+2—-1=B2z—-1)-(az® + bz +¢)
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Aplicando a propriedade distributiva da multiplicagao, obtemos
(32 —1)-(az® + bz +¢) =3az> + (3b—a)z* + (3c — b)z — ¢
e dai devemos ter

32 +52+2—1=3az"+ (3b—a)z* + (3c — b)z — ¢

Portanto, deve-se ter:

3a =3
3b—a=5
3c—b=1
c=1

Logo, a = 1, da segunda equacao b = 2 e da ultima temos que ¢ = 1 onde a terceira
equagao é satisfeita para b e ¢ encontrados. Logo, p(z) é divisivel por (3z - 1).

Esse método de resolucao é chamado de método dos coeficientes a determinar
de Descartes, pelo qual podemos obter polinémios sob determinadas condicoes, utilizando
o fato de que a igualdade de polindmios exige a igualdade de todos os seus coeficientes.
Uma outra maneira de verificar se um polindomio é divisivel por outro é utilizando o
algoritmo da divisao que seréd discutido logo a seguir.

A divisibilidade entre dois polindmios exerce um papel significativo no estudo
de suas raizes. Se um polindémio p pode ser escrito como o produto p = f.g de dois
polinomios f e g, entao um complexo 2y € raiz de p se, e somente, se 2y € raiz de f ou de

g, uma vez que
f(2)-9(z) =0= f(z) = 0 ou g(z) = 0.

Sabemos que segundo o conceito de divisao de nimeros inteiros, dado um
inteiro dividendo a e um inteiro divisor b # 0, dividir a por b consiste em encontrar
inteiros q e r (onde 0 < r < |b]), chamados respectivamente, de quociente e resto da
divisao, que cumpram a = bq + r. E possivel demonstrar que q e r existem e sio tnicos.

Da mesma forma, dividir um polindmio com coeficientes complexos f(z) (divi-
dendo) por um outro polindmio g(z) (divisor) ndo identicamente nulo, consiste em obter
polinémios de coeficientes complexos (z) e r(z), chamados respectivamente, de quociente

e resto da divisao, que cumpram:

onde 7(z) = 0 ou gr(r(z)) < gr(g(z)).
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Teorema: O quociente e o resto da divisao de um polinémio com coeficientes complexos

f(z) por um polinémio g(z) (nao identicamente nulo) existem e sao nicos.

Existéncia: Seja g(z) = by + b1z + ... + b,2™, onde b, tem inverso b ! € C. Se f(z)
= 0, entdo tome ¢(z)=r(z) = 0. Suponhamos que f(z) # 0. Considere n = gr(f(z)) e
escreva

f(z) =ap+arz+ ...+ a,z", com a, #0.

Se n < m, entdo tome ((z) = 0 e r(z) = f(z).
Podemos supor n > m. A demonstragao é por inducao sobre n = gr(f(z)).

Sen = 0, entdo 0 =n > m = gr(g(z)), portanto
m =0, f(z) =ag #0,g(z)=by, com by~' € C.
Dessa forma, temos que
F(2) = aobog(2), com q(=) = apho™" ¢ r(2) = 0.

Suponhamos que o resultado seja valido para polinémios com grau menor do que n
= gr(f(z)). Mostremos que de fato vale para f(z). Vamos definir fi(z) = f(z) —
anbm 12" g(2). O polinoémio a,by, 2" ™g(z) tem grau n e coeficiente lider a,,. Portanto,
gr(fi(z)) < gr(f(z)). Por hipétese de indugao, existem ¢;(z) e r1(z) com coeficientes em
C tais que

f1(2) = a(2)g9(2) + n(2),

com 71(z) = 0 ou gr(ri(z)) < gr(g(z)). Logo,
f(2) = fi(2) + anbm ™ 2" "g(2)

= (q1(2)9(2) + 71(2)) + anbm 2" "g(2) (1)
= (q1(2) + anbm 2"")g(2) + 11(2). (2)

Em (1), substituimos a expressao de fi(z) e, em (2), usamos a comutatividade da adigao

e a distributividade em polinémios de coeficientes complexos.

Tomamos q(z) = q1(2) + apby 2" e 17(2) = r1(2).

(Unicidade) Considere q1(z),71(2), g2(2),m2(2) tais que

f(2) = q1(2)9(2) +11(2) = @2(2)g(2) + 72(2) (3)
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onde

ri(z) = 0ou gr(ri(z)) < gr(g(z))
ra(z) = 0 ou gr(ry(2)) < gr(g(2))

De (3), segue que (q1(2) — ¢2(2))g(2) = ra(2) — r1(2).
Se q1(2) # q2(2), entdo ¢1(z) —qa(z) # 0, assim, r9(2) —71(2) # 0 e, da proposigao anterior,

obtemos

gr(g(z)) < gr(ra(z) —ri(2)) < gr(g(2)),
~~

divisor

uma contradi¢do. Portanto, ¢1(z) = ¢2(2), logo ro(2) = r1(2).

Corolério: Se f(z) ¢ um polindémio com coeficientes complexos e a € C, entao o resto

da divisdo de f(z) por z-a é dado por f(a).

Demonstracgao: Pelo algoritmo da divisao, temos que
f(z) =4q(2) - (z = a) +r(z),
onde q(z) e r(z) tém coeficientes em C, com
r(z) =0 ou gr(r(z)) < gr(z —a) = 1.
Assim, r(z) é constante, portanto,

fla) = (a—a)-q(a) +r(a) =,

Proposicao: Seja f(z) um polindémio de coeficientes complexos. Entao a € C é uma raiz

de f(z) se, e somente se, z - a divide {(z).

Demonstragao: Como consequéncia do corolario anterior, temos que se a ¢é raiz de
f(z), entao,

r = f(a) =0, ou seja, z—a divide f(z).

Reciprocamente, suponhamos que z - a divida f(z). Entao, existe q(z) com coeficientes

em C tal que f(2)= q(z) - (2 — a). Portanto,

fa) = gq(a)(a —a) = q(a).0 =0.

Exemplo: Determine o resto da divisao do polinémio p(z) pelo polinémio ¢(z) = z, onde
p(z)=(z—-1)-(2—2)...(z—n)+a.
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Utilizando o corolario anterior, o resto r da divisao de p(z) por q(z) é p(0). Logo,

r=0-1)-(0-2)...(0-n) +a

=(=1)"-nl+a

Vejamos como encontrar o quociente e o resto da divisao de f(z) por g(z). Para
isso, foram elaboradas tabelas ilustrando os calculos passo a passo. Os exemplos a seguir

tratam-se de uma maneira pratica de interpretar a demonstracao do teorema anterior.

Exemplo: Dividir o polinémio f(z) =3z 44 por g(z) = 22 + 3z + 1.
(Passo 1) Temos gr(f(z)) =1 < 2= gr(g(z)). Nada a fazer.
(Passo 2) O quociente é q(z) = 0 e o resto é r(z) = f(z) = 3z + 4.

Exemplo: Dividir f(z) =221 4523 4+ 2% — 2 + 2 por g(2) = 22 + 3z + 1.
(Passo 1) O quociente da divisao de 22% por 2% é ¢,(z) = 22°.

(Passo 2) Fazendo os célculos:

r(2) = f(2) —q(2)g(z) = (22 + 522 + 22 — 2 +2) = 22* — 622 + 222 = —2° — 22 — 2+ 2

244523 422 — 242 |22 +32+1
—22% — 623 — 222 222
—23 —22 — 242

(Passo 3) Como 3 = gr(ri(z)) > gr(g(z)) = 2 devemos continuar dividindo r(z) por
g(z), pois r1(z) nao é o resto da divisao.

(Passo 4) O monomio de maior grau de rq(z) ¢ —23

e 0 mondmio de maior grau de g(z)
¢ z2. O quociente da divisao de —z3 por 22 & go(2) = —2.

(Passo 5) Fazendo os célculos:

ro(2) = 71(2) — @(2)g(2) = (=2° — 22 — 2+ 2) + 2° + 32 + 2 = 22 + 2.
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224+ 4+ 22— 24222 4+32+1
—224 — 623 — 222 222 — 2
-2 —22— 242
2432242
2224+ 2

(Passo 6) Como 2 = gr(ra(z)) = gr(g(z)) = 2 podemos continuar calculando a divisao

de ry(2) por g(z), pois r2(2) nao é o resto da divisao.
(Passo 7) O mondmio de maior grau de ry(z) é 222 ¢ 0 mondomio de maior grau de g(z)

é 22. O quociente da divisao de 222 por 2% & ¢3(z) = 2.

(Passo 8) Fazendo os célculos:

r3(2) = 1o(2) — @3(2)g(2) = (22° +2) — 22° — 62 — 2 = —62.

244583 +22 — 24222 +32+1
—224 — 623 — 222 222 — 242
-3 —22— 242
22 4+32242
222 + 2
—222 — 62— 2
—62z

(Passo 9) Como 1 = gr(rs(z)) < gr(g(z)) = 2, terminamos o algoritmo, pois 73(z) é o
resto da divisao.
(Passo 10) Obtemos ¢(z) = 222 — 2+ 2 = q1(2) + q2(2) + q3(2) e 7(2) = r3(z) = —62.

Defini¢ao: Dizemos que a € C é uma raiz de um polinémio f(z) com coeficientes em C,

de multiplicidade m, quando (z — a)™ dividir f(z) e (z — a)™"! néao dividir f(z). Nesse

caso, existe o polinomio q(z) com coeficientes em C tal que

f(2) = (= — a)"q(=), com q(a) #0.

Dizemos que a é uma raiz simples de f(z) quando m = 1 e uma raiz multipla quando m > 2.

Exemplo: Dado o polinomio f(z) = (z — 2)3(z — 4)(2? + z — 1), temos que 2 é raiz de

multiplicidade 3 e 4 ¢ raiz simples de f(z).

Seja f(z) = ap+ a1z + ... + a,2" um polindémio com coeficientes complexos. A derivada
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de f(z) é o polindmio definido pela expressao formal:

f(z) = D(f(2)) = 3 =™ = a1 + 2402 + .. + nay """
j=1

Pondo fM) = f'. as derivadas sucessivas sao definidas por

fUt(2) = D(fY)(2)), para cada j € N.

A derivada tem as seguintes propriedades para quaisquer polinémios de coefi-

cientes complexos f(z), g(z) e a,b € C

(i) D(f(z) + g(2)) = D(f(2)) + D(g(2))-

(i) D(f(z).g(2)) = D(f(2)).g(2) + f(z)D(g(2)).
(i) D(af(z)) = a(D(f(z))

(

iv) D((z —a)") = n(z —a)" !, para todo n > 1.

Sendo f(z) = Z a;2"; a; € Cesendon > 1, podemos aplicar sucessivamente o algoritmo
i=0
da divisao, dividindo f(z) por z - a , a € C, de tal forma que f(z) pode ser escrito em

poténcias de z-a:
f(z) =to+ti(z —a) +ta(z — a)* +t3(z —a)® + ... + t,(z — a)"
e derivando sucessivamente, obtemos que

fl(z) =t +2ta(z — a) + 3t3(z — a)* + 4t4(z — a)® + ...

1"(2) = 2ty + 3.2t3(2 — a) + 4.3t4(2 — a)3 4o
FO() =%+ G+ Dtz —a) + ..

™ (2) = nlt,.

Avaliando em a esses polind6mios temos que

f9(a) = jlt;, para cada j =1,....n
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f9(a "L fU)(a ;
= jf>ef<z>:j:0 -0
Isto é,
"(q (n) a
1) = S+ @G -a+ 0 o e

conhecida como férmula de Taylor.
Seja f(z) um polinémio com coeficientes em C com gr(f(z)) =n>1leaecC
uma raiz de f(z). Da formula de Taylor, obtemos uma caracterizacao para a multiplicidade

m da raiz a, onde 1 < m < n, em funcao das derivadas sucessivas.

Teorema: Se z, é uma raiz de f(z) de multiplicidade m entdo f*)(z) = 0, para todo k
<me f"(z)#0.
Prova: A raiz z; tem multiplicidade m se e somente se f(z) = (z — 2z9)"g(z), onde g(z)

¢ um polindmio de coeficientes complexos e g(zp) # 0. Pela formula de Taylor temos que:

n! j

() (2, "L ) (2 .
£2) = Fan) + F)e =) + oot T oy = S T oy

f(j)(zo)
4!

(z — zo)j_m

Uma vez que f(2) = (2 — 20)™g(2), com g(z) # 0, entao pela unicidade no algoritmo da
divisao:

m-1 4G, | (m)(
/ (0)(2—20)]5069(20):—f m(! 0) # 0

Portanto, f*)(z) = 0,Vk <m e f0™(z) # 0.

3.2 Dispositivo de Briot-Ruffini

Nesta se¢ao, veremos que dado um polindmio p(z) com coeficientes em C, ex-
iste uma maneira pratica de efetuarmos a divisao de p(z) por um polinémio do primeiro

grau da forma z - a com a € C.
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Vamos considerar o polindomio p(z) com coeficientes complexos
p(z) = anzn + an—lzn_l +...+ta1z2+ag
e sejam
q(2) = bp 12" by 02" P L bz F by er(2) =1

o quociente e o resto da divisdo euclidiana de p(z) por z - a, a € C, onde ¢(z) tem

coeficientes complexos. Desse modo, temos:

p(2) = q(2)(z — a) + 10

Efetuando a multiplicacao do segundo membro, obtemos:

q(z) - (z—a)+ro="by 12"+ (b2 — abn_l),z"*1 + (by_3 — CLbn_g)zT“2

+...4 (bg —aby) - z+ (ro — aby)

Igualando os coeficientes, obtemos:

bn—l = an
bn—2 - abn—l =Qap—1 — bn—2 = Qp-1 + Clbn—l

bn73 - abn72 = Qp—2 — bn73 =ap—2 + aban

To—ab0:a0—>r0:a0+abo

Esse procedimento pode ser colocado na seguinte forma pratica, chamado de

dispositivo de Briot-Ruffini:

Afim de montar o dispositivo, o polinémio p(x) deve estar ordenado segundo
as poténcias decrescentes de z e expresso com todos os seus termos, inclusive aqueles que

tém coeficiente nulo.

Vejamos como podemos utilizar desse dispositivo para efetuar, por exem- plo, a divisao

de p(z) = 22% — 42> + 2 — 3 por z - 3.
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1. Montamos o dispositivo colocando primeiramente a raiz do divisor e em seguida os

coeficientes de p(z):

3. Multiplicamos a raiz do divisor por esse coeficiente lider e em seguida somamos o
produto obtido com o proximo coeficiente de p(z), colocando o resultado abaixo desse

coeficiente.

4. Multiplicamos a raiz do divisor pelo resultado que acabamos de obter, somamos o
produto com o proximo coeficiente de p(z) colocando esse novo resultado abaixo desse
coeficiente, e assim sucessivamente. O tultimo resultado é o resto da divisao e os demais

sao os coeficientes do quociente, dispostos em ordem decrescente das poténcia de z.

3] 2
|2 2 7 |18

Dessa forma, o quociente q(z) = 222 + 2z + 7 e o resto r(z) = 18.

Exemplo: Determine o quociente e o resto da divisao de p(z) = 22% — 2% — 1 por z-1.

Utilizando o Dispositivo de Briot-Ruffini, obtemos

1] 2
2 1 1 [0

Dessa forma, o quociente q(z)=2z* 4+ 2z + 1 e o resto é r(z) = 0.

3

Exemplo: Encontre o quociente e o resto da divisao de p(z) = 2% —iz? + 22+ por z - i.
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il 1 -2
1 0 2 [3i

Assim, o quociente na divisdo por z - i é q(z)=2? 4+ 2 e o resto é r(z) = 3i.

Exemplo: Determine a e b para que o polinémio p(z) = 22% — 22 + az + b seja divisivel
por (z —1)%
Como p(z) & divisivel por (z — 1)?, entao p(z) é divisivel por (z-1).(z-1) e dessa forma,

pelo Dispositivo de Briot-Ruffini, temos

1 2 -1 a b
1] 2 1 (1+4+a) | (I+a+bd)
2 3 (A+4+a) |(5+2a+b)

Uma vez que p(z) é divisivel por (z —1)?, entao 1 +a +b =0e5 +2a +b=10c¢
portanto, 1 +a 4+ b =5 + 2a 4+ b, segue quea =-4eb = 3.

4 TEOREMA FUNDAMENTAL DA ALGEBRA

4.1 Aspectos histéricos do teorema

Nesta secao serao discutidas, sob um ponto de vista historico, algumas ten-
tativas de demonstrar o Teorema Fundamental da Algebra (TFA) que afirma que todo
polinémio com coeficientes em C de grau mator ou tgual a 1 possut pelo menos

uma raiz compleza.

Séculos antes da criagdo dos nimeros complexos, Frangois Vieta (1540-1603)
exibiu vérias equagdes (polinomiais com coeficientes reais) de grau n com n raizes. Peter
Roth ( falecido em 1617) ja afirmara, em 1608, que equagoes polinomiais com coeficientes
reais de grau n tém no maximo n raizes. Porém, Roth ja utilizara que tais equacgoes
efetivamente admitem raizes. O matemaético belga, nascido na Franca, Albert Girard
(1595-1632), na sua "L’invention Nouvelle en I’Algébre", em 1629, foi o primeiro a afirmar
que héa sempre solugoes (possivelmente repetidas) para tais equagoes, mas nao demonstrou
tal fato.

René Descartes(1596-1650), na terceira parte " La Geométrie", em 1637, des-
creve tudo o que se conhecia & época sobre equagoes polinomiais, observa que um polinémio

p(x) com coeficientes reais na variavel real x que se anula em um niimero real « é divisivel



39

pelo polinomio de grau um (x - «), e apresenta a famosa "regra dos sinais" para calcular
o nimero maximo de raizes reais positivas e negativas.

O alemao G. W. Leibniz (1646-1716), procurando integrar uma funcao dada
pela divisao de dois polinomios com coeficientes reais, na "Acta Eruditorum" de 1702
considera a questao de saber se é sempre possivel fatorar um polinémio real em fatores
lineares reais (polindémios reais de grau 1) ou fatores quadraticos reais (polindémios reais
de grau 2). Porém, Leibnitz vem a desistir de provar a existéncia de tal fatoracio, face
ao "contra-exemplo" que ele encontra. Leibnitz achara que a fatoragao para o polindomio

z* + 7%, com r um ntmero real,
442 2802 2. _ . . . .
ot ot = (22 = %) (22 4 rH) = (2 + Vi) (x — Vi) (V=) (x — V=)

era tal que o produto de dois fatores quaisquer no lado direito da equacao acima nunca
é um polinémio quadratico real. Certamente, Leibnitz ndo percebera que v/i e também
v —1 podem ser postos na forma padrao a + bi, escrevendo
Vi VLS
2 2
caso contrario ele teria visto que, na fatoragao de z* + 7%, multiplicando o primeiro e o
terceiro fatores e multiplicando o segundo e o quarto fatores encontramos dois poliné6mios

quadraticos reais tais que
ot 4t = (22 4 rV2e + ) (2% — V22 7).

O suigo L. Euler (1707-1783) em 1742 enunciou que um polinémio com coefi-
cientes reais pode ser fatorado como um produto de fatores lineares e fatores quadraticos,
mas nao conseguiu uma prova concreta desse fato. Porém, Euler demonstrou tal teo-
rema para polindmios reais de grau menor ou igual a seis. Euler também enunciou que
um polinémio com coeficientes reais que tem '"raizes imaginarias" tem entdo uma raiz
da forma a + by/—1, com a e b nimeros reais. Ainda, Euler ji utilizava extensivamente
nimeros complexos e notacdo i = /—1.

Em 1746 o enciclopedista frangés J. d’ Alembert (1717-1783), atuante na Revo-
lugao Francesa de 1789, tal como Leibnitz pesquisando um método para integrar uma
funcao dada pela divisao de dois polinémios com coeficientes reais) o hoje denominado
Método das Fragoes Parciais), encontra uma demonstragao dificil do TFA e que contém
um erro que s6 em 1851 seria corrigido, por V. Puiseux (1820-1883). Devido a tal demons-
tracdo, na literatura francesa o Teorema Fundamental da Algebra é chamado teorema de
D’Alembert. Atualmente, procura-se resgatar a validade da demonstracao de d’Alembert,
obviamente inserindo a necessaria corregao.

J. L. Lagrange (1736-1813) em 1772 levantou obje¢oes & demonstracao de Euler
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e obteve sucesso em preencher varias lacunas na prova de Euler. Mas, sua prova também
era incompleta. E importante salientar que em 1777 Lagrange ja observara em uma carta
que os "numeros imaginarios" ja haviam se tornado universalmente aceitos como parte
da matematica.

Em 1795, P.S. Laplace (1749-1827) apresentou uma demonstragdo muito ele-
gante do TFA e bem diferente daquela de Lagrange-Euler. Sua sofisticada demonstracao
também era incompleta, porém é hoje reabilitada.

Em 1798 o inglés James Wood, publicou em The Philosophical Transactions

' apresentando uma prova do

of the Royal Society o artigo " On the roots of equations,’
TFA para polinémios com coeficientes reais. Sua prova também continha falhas. Recen-
temente, em 2000, sua prova foi reabilitada por Frank Smithies.

Em 1799 o alemdo K. F. Gauss (1777-1855) em sua tese de doutorado
apresentou uma demonstracao para o TFA que veio a ser considerada a primeira prova
correta do teorema. Porém tal demonstracao também contém "problemas" que s6 se-
riam superados em 1920 por A. Ostrowski. Tal trabalho foi comentado por S. Smale em
1981. Em 1816 Gauss apresenta sua segunda prova, a qual é bastante algébrica, do TFA.
Tal prova é correta, porém utiliza um resultado que s6 seria provado posteriormente (
o Teorema do Anulamento: uma funcdo continua num intervalo que é maior que zero
num ponto e menor que zero em outro, se anula em um terceiro ponto.) Ainda em 1816
(Gauss mostra sua terceira prova do TFA, baseada na teoria da integracao. Em 1849, ano
do jubileu de sua tese de doutorado, Gauss apresenta sua quarta prova do TFA, onde o
teorema é enunciado para polinémios com variavel e coeficientes complexos.

Em 1806 o suico J. R. Argand (1768-1822), um dos idealizadores da iden-
tificacdo do plano cartesiano R? com o plano complexo C, publica um esboco de uma
demonstracao do TFA em um ensaio sobre a representacao dos nimeros complexos. Al-
guns anos depois, em 1814, Argand publica a primeira prova totalmente correta do Teo-
rema Fundamental da Algebra enunciado para polinomios com coeficientes complexos,
porém utilizando um resultado - sobre a existéncia do minimo de uma funcao continua
- que s6 em 1861 seria estabelecido por K. Weierstrass ( O Teorema do Méaximo e do
Minimo, pu- blicado por G. Cantor(1845-1918) em 1870). A prova de Argand de 1814,
nao reconhecida a principio devido a tal lacuna, ¢ muito provavelmente a mais simples
das demonstracoes do TFA. Entretanto, tal prova nao é elementar para o padrao moderno
da matemética. Esta prova de Argand foi adotada em vérios livros textos no século XIX,
mas foi aos poucos relegada a um segundo plano no século XX quando o TFA passou a
ser apresentado como consequéncia do Teorema de Liouville - provado por J. Liouville
(1809-1882) - em cursos de "Integracdo em uma Varavel Complexa", em uma demons-
tracao por contradigao.

Em 1946 o inglés J. Littlewood (1885-1977) publica uma nova prova do TFA

que elementariza a dada por Argand. Porém, a prova de Littlewood é sofisticada (e "
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somewhat artificial in appearance", em suas palavras). Sua prova é feita por contradigao
e por inducao. Em 2009, o holandés Theo de Jong publicou uma versao modernizada da
primeira prova de Gauss para o TFA (1799). Porém, a apresentagdo nao é elementar, pois
usa o Teorema dos Multiplicadores de Lagrange e assim, resultados superiores do Céalculo.

Tradicionalmente o TFA é provado em cursos de uma variavel complexa nos
bacharelados de matematica e fisica e/ou nos cursos de pos-graduacao em matematica e
fisica, sendo que nao raras vezes os alunos tem contato com tal teorema pela primeira vez
na pos-graduacao. Em tais cursos, via de regra o TFA ¢é provado logo apdés o Teorema
de Liouville o qual ¢ deduzido da Férmula Integral de Cauchy, devida a A. L. Cauchy
(1789-1857), que para sua prova requer o estudo da Teoria da Integracdo em uma Va-
riavel Complexa. Muitas vezes o TFA é demonstrado utilizando a Teoria de Galois ou a

Topologia Algébrica, que sao teorias sofisticadas.

4.2 Demonstracao do TFA

A demonstracao do teorema foi baseada em [5].

Para a demonstracao do teorema, assumimos:

e Toda funcao p: C — C é continua em C.

e Teorema de Weierstrass: Seja p : D — R, continua, D um disco compacto no plano.

Entao, p assume um valor minimo em D.

Teorema: Todo polinémio p(z) ndo constante com coeficientes complexos possui pelo

menos uma raiz complexa.

Dividiremos a demonstracao em duas partes:

i. |p(z)| assume um minimo em C, ou seja, existe 2y € C tal que
Ip(2)| > |p(20)| V2 € C.

ii.Para esse zy ponto de minimo absoluto, temos que p(zg) = 0.

Demonstracao: Considere o polindémio p(z) com coeficientes complexos, onde gr(p(z)) =
n>1lea,#0:

p(z) = an2" + An1 2"+ arz + ag

i. Para todo complexo z nao nulo, podemos escrever

gy a a
p(z) = anz" (1 + = — s+ On)
Ap 2 An 2 An 2
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e dai, temos

Ap—1 ai ap
= "1 L ..
p(:)] = ozl |1+ 2t g g
> Japzn] (1— |2t - o | |
" an2 Qp 2L Ay 2"
!an_1! |a1| |Go\
=la,llz|" |1 — S — —
’"”‘( aallel " Tanllel T el
|a|

Ja que ‘ lliril lan|]z]" = +o00 e lim =0 Vke{0,..,n—1}
Z|——T 00

|z]—o0 ‘CLnHZ|n_k

entao, temos que

_ |@n—1] _ |ai] |ao] )

lim |p(z)| > lim |a,||z" (1 .- —
\z|—>oo| (2)] \Z|—>oo’ |2 an||2] lan|[z]"1 Jan]|z|™

|z]—o0 |z| =00 ‘anHz’ |anHZ|n— ’anHZ‘n
= +o00.1 = +o00.

Portanto, temos que
lim |p(2)| = +oo.

|z]—o0

Dessa forma, por defini¢ao, existe um raio R > 0 tal que
Ip(2)] > |p(0)] se [2] > R

e, uma vez que a funcao |p(z)| é uma funcdo continua no disco compacto centrado na
origem D, (0) = {z € C: |z| < R}, segue pelo Teorema de Weierstrass que a funcao |p(z)|
restrita ao disco D,.(0) assume um valor minimo em um ponto zy € D,(0), ou seja, temos
Ip(z0)| < |p(2)|, Vz € D,.(0) e como 0 € D,(0), entao |p(zo)| < |p(0)] e portanto,

p(z0)] < [p(0)], |p(0)] < p(2)] e |p(20)] < |p(2)]
0€ Dy (0) 22D (0) 2€D.(0)

logo, provamos que
Ip(20)| < |p(2)| Vz € C
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Por conseguinte, zo ¢ um ponto de minimo absoluto da funcao |p(z)].

Uma vez que p(zp + z) é polinébmio nao constante com grau n, entao existe o
menor inteiro k € N,k € {1,...,n} tal que o termo byz* tem b, # 0. Entao, colocando z*

em evidéncia, obtemos:
(20 4+ 2) = p(20) + bp2® + by 25 4 .+ b, 2"
= p(20) + 2(b + bpgrz + ... + b 2" )
Chamando by, + ”Z_k biz' de Q(z), sabemos que Q(z) ¢ um polinémio com Q(0) = b, # 0,

i=k+1
e dessa forma, podemos escrever

p(z0 + 2) = p(2) + 2°Q(2),

E claro que o polinémio z — p(z0 + z), de grau n, satisfaz

minec |p(z0 + 2)| = min.ec [p(2)| = Ip(20)| = |p(z0 + 0)]

Dessa forma, podemos supor que o valor minimo de |p| é asumido em z; = 0. Dai temos:

p(2) = p(0) + 2Q(2) (1)
Como zp = 0 é ponto de minimo absoluto de |p| entdo
p(2)] = [p(0)], ¥z € C. (2)
Consideremos o conjunto S dos circulos unitarios centrado na origem:
S={weC:|lw =1}.
Para todo r > 0 e w € S temos, por (2),
p(rw)l* > [p(0)]* (3)

e como por (1),
p(rw) = p(0) + r*w*Q(rw),

entao temos que
p(rw)|? = [p(0) + r*w*Q(rw)] .[p(0) + rkwtQ(rw)]
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= [p(0) +r ka(rw)] . [p(O) —i—r’“ka(rw)]
= |p(0)]* + p(0)rFwkQ(rw) + p(0)r*w*Q(rw) + [F*w*Q(rw)|?
= [p(0)[* + p(0)r*w* Q(rw) + p(0)r*w*Q(rw) + [FFw*Q(rw)|”

= [p(O) + 2Re[p(0)r"w* Q(rw)] + r**|w*[|Q(rw)

que substituindo em (3) obtemos
2Re[p(0)r*w* Q(rw)] + [r*]|w™||Q(rw)* = 0

e simplificando a desigualdade acima temos

2r* Re[p(0)w"Q(rw)] + r**|Q(rw)* > 0,¥r > 0,Yw € S

e entdo, dividindo por 7* > 0 e fixando w € S obtemos

2Re[p(0)Q(rw)w*] + r*|Q(rw)|? > 0, Vr > 0,

com a expressao no lado esquerdo continua em r € [0, +00). Logo, em r=0 temos

2Re[p(0)Q(0)w*] > 0, w arbitrario em S. (4)

Seja o = p(0)Q(0). Fatorando poténcias de 2 podemos escrever k = 2/m, com m impar.

Substituindo w = 1 em (4) temos Re(«) > 0. Escolhendo w tal que w? = — 1, temos
wh = (w2j)m =—1

e concluimos Re(a) < 0 e portanto, Re(a) = 0. Escolhendo um complexo w tal que
w? =i obtemos

wh = ()" =" = +i e W = TFi

e entdo, substituindo os valores w e w em (4) obtemos as desigualdades:
Re(ai) = —Im(a) >0

Re(—ai) = Im(a) >0

Portanto, Im(a) = Re(a) = 0 e segue que a = p(0)Q(0) = 0. Como Q(0) # 0, entdo
p(0) = 0 e dai p(0) = 0, o que encerra a demonstracio do Teorema Fundamental da
Algebra.
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4.3 Fatoracao de polinémios

Provamos na secao anterior que todo polindémio com coeficientes complexos
de grau n > 1 tem raiz em C. Como consequéncia desse fato, provaremos que p(z) tem

no maximo n raizes e que podemos escrever p(z) como produto de n fatores de grau 1.

Proposigao: Seja f(z) um polindmio nao nulo com coeficientes em C. Se f(z) tem grau

n, entao f(z) tem no maximo n raizes em C.

Demonstracdo: Facamos indugdo sobre n = gr(f(z)). Se n = 0, entao f(z)=a # 0
nao tem raizes em C e o resultado é valido. Seja n > 0. Suponhamos que o resultado
vale para polindmios de grau n e considere f(z) um polinémio com gr(f(z)) = n + 1.
Pelo Teorema Fundamental da Algebra, todo polinémio ndo constante com coeficientes
complexos f(z) tem uma raiz § € C, logo, z — [ divide f(z) e portanto existe ¢(z) com

coeficientes complexos tal que
f(z) = q(z)(z = B), com gr(q(z)) =n.
Por hipotese de indugao, q(z) tem no maximo n raizes em C. Observamos que
a€Céraizdef(z) & 0= f(a)=q(a)(a—pF)
Sqla)=0oua—-p=0
S aéraiz de q(z) ou a = 3,
Logo, f(z) tem no méximo n + 1 raizes em C.

Proposigao: Sejam p(z) um polindmio com coeficientes em C e gr(f(z)) = n > 1. Entao,

existem aq, @y, ..., @, € C, ndo necessariamente distintos, e a € C\ {0} tais que

p(z) =a(z —a1)...(z — ay).

Demonstragao: Facamos indugdo sobre o grau de p(z). Se gr(p(z)) = 1, entao p(z) = az
+ b, com a,b € Cea#0,logo p(z)=a(z+a~'b) e a;= —a'b. Seja n > 1 e suponhamos
o resultado valido para polinomios de grau n. Seja p(z) com coeficientes complexos com
gr(p(z)) = n+1. Por hipotese, p(z) tem uma raiz o € C. Entao, p(z)= q(z)(z-«), para
algum ¢(z) com coeficientes complexos e gr(q(z))=n. Por hipotese de indugao, existem

a,aq, o, ..., a, € C, com a # 0, tais que

q(z) =a(z — aq)...(z — ay).
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Logo,
p(z) = alz — a1)...(z — an)(z — ).

Tomando a,,+1=a, obtemos o resultado.
Sendo a o coeficiente lider de p(z) e apds uma reordenacgao das raizes de p(z),

caso necessario, podemos supor que
{ag,0,..;0,} €C, 1 <s<n,

sao as suas rafzes distintas e «; ocorre com multiplicidade m;, para cada 1 < j < s, desse

modo

p(z) = alz —ay)™ .. (2 — a,)™,

onde my + mo + ... + my = n.
5 EQUACOES ALGEBRICAS

Neste capitulo abordaremos alguns teoremas e métodos que nos auxiliarao na
resolucao de equagoes algébricas do tipo p(x) = 0, € C. Inicialmente, provaremos o fato
de que raizes nao reais de equagoes algébricas do tipo p(x) = 0, z € C, com coeficientes

reais, ocorrem aos pares, devido ao teorema a seguir.

Teorema: Se o niimero a + bi é uma raiz complexa nao real de uma equagao algébrica
com coeficientes reais, entao seu complexo conjugado a - bi também ¢ raiz da equacao,

com a mesma multiplicidade.

n

Prova: Seja p(x)= E a;x* um polinémio de coeficientes reais tal que o nimero z = a+
i=0

bi, com a e b nameros reais, b # 0, seja raiz da equacao p(x) = 0.

Como z é raiz, entao:
n

Zaizi =0

=0

e pelas propriedades dos ntimeros complexos:

n
= Z CLZ'Zi =0
=0

n
=0
n

:>Zai(2)i:0
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Assim, p(Z)=0, e portanto, a - bi é raiz da equagdo p(x) = 0. Para mostrar que a
multiplicidade de a + bi e a - bi é a mesma, basta eliminar as raizes a + bi e a - bi,

dividindo p(x) por
(x —a—bi)(z — a+bi) = 2* — 2ax + a* + b

Como o divisor ¢ um polinémio com coeficientes reais, o quociente também tem coefi-
cientes reais. Logo, novamente a 4 bi e a - bi estarao ambas presentes ou ambas ausentes
como raizes do novo polinémio. Concluimos, portanto, que as raizes a + bi e a - bi

ocorrem o mesmo namero de vezes.

Exemplo: Resolva a equacao z* — 923 + 3022 — 422 + 20 = 0 sabendo que 3 4 i é raiz
dessa equacao.
Se 3 + i é raiz da equacao de coeficientes reais, entao 3 - i também é raiz da mesma

equacao. Aplicando Briot-Ruffini para baixar o grau da equacgao, vem:

3+i| 1 -9 30 —42 20
3-1] 1 —6+i 11-3i  —6+2 | 0
1 -3 2 0

Tendo eliminado as duas rafzes complexas conjugadas, ficamos com x? — 3z + 2 = 0 que
possui as raizes 1 e 2. Logo, as raizes sdo 3 + 1, 3 -1, 1 e 2. E claro que ao invés de
eliminar cada raiz complexa de uma vez, poderiamos também ter dividido z* — 923 +
3022 — 422 + 20 = 0, diretamente, pelo polinomio de coeficientes reais x? — 6x + 10,
obtendo o mesmo resultado. Uma fato importante a respeito de que equacoes algébricas
é que toda equacao algébrica de coeficientes reais de grau impar possui pelo menos uma
raiz real. De fato, como as raizes complexas nao reais ocorrem aos pares e essas equacoes
possuem uma quantidade impar de raizes, entao, pelo menos uma dessas raizes deve ser

real.

5.1 Resolucao de equacoes algébricas

Nas se¢oes anteriores, vimos algumas propriedades e teoremas que nos auxi-
liam a encontrar as raizes de uma equacao algébrica com coeficientes reais. Mas o que
fazer quando essas propriedades e teoremas nao sao suficientes para resolver uma equacao
polinomial?

Sera que existem férmulas para solucionar equagdes de grau superior a 3 como

ocorre com as equagoes do primeiro e segundo graus 7 A busca por respostas a essas
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perguntas foi responsavel por importantes avangos da Matemaética, no periodo aproxi-
mado de 1500 a 1800. A primeira contribuicao importante foi a de Tartaglia, que obteve
uma formula de re- solugao, envolvendo radicais, para equagoes do terceiro grau. Nao
muito depois, Ferrari generalizou o processo para equagoes do quarto grau. E as coisas
pararam por ai. Durante trés séculos, buscou-se um processo de resolucao para equacoes
do quinto grau ou superior através de radicais. A questao foi resolvida por Abel e Galois,
que demonstraram a impossibilidade de se ter uma féormula geral para resolver equagoes
de grau superior a 4.

Como ocorre muitas vezes em Matemaética, apesar da resposta a respeito da
possibilidade de se resolver tais equacgoes ser negativa, a busca nao foi infrutifera: a teoria
desenvolvida por Galois em sua demonstragao gerou uma inteira area de desenvolvimento
na Algebra. O fato de nio possuirmos férmulas algébricas de resolucio para equacdes de
grau superior a 4 nao significa que nao possamos resolver tais equacoes, isto é, calcular
suas raizes reais e complexas. Os processos de resolugao, no entanto, envolvem métodos
numéricos de aproximacao para a obtencao dessas raizes. Na verdade, mesmo equacoes de
grau 3 e 4 nao sao, na pratica, resolvidas através de suas formulas algébricas de resolucao,
preferindo-se, na maior parte das vezes, recorrer a métodos numéricos. A discussao com-
pleta a respeito dessa secao incluindo a resolucao de alguns métodos numeéricos pode ser
vista em [3].

Apesar da inexisténcia de férmulas de resolucao para equacoes de grau maior
que 4, determinadas equagoes particulares podem ser resolvidas algebricamente. A seguir,

veremos como resolver por meio de radicais equacoes do terceiro e quarto graus.

5.1.1 Resolucao de equacoes do terceiro grau

Nesta se¢ao, veremos como resolver equacoes polinomiais de grau 3 por meio
de radicais. Para tanto, foi utilizado o método de Carlos Gustavo Tamn que pode ser
visto em [6].

Motivado pelo calculo de expressoes simétricas nas raizes de uma equacao do
segundo grau em funcao dos coeficientes da equacgao, Gustavo resolveu um dia calcular a

expressao:
Y = v+ 2,

onde x, e T, 530 as raizes da equacao x> —Sx+ P = 0 e dessa forma satisfazem z; +z5, = S

e 129 = P. Fazendo os devidos célculos, temos
y = 11+ g =

Y =11 + Ty + 3120 (11 + 13) =
=5+ 3\3/ﬁy‘
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Dessa forma, para obtermos y devemos resolver uma equacao do terceiro grau. Dada a
equagao z° + ax? + bx + ¢ = 0, procuramos uma substituicio z = y + t que anule o

coeficiente em y?%:
(y+t)? +aly+t)>+by+t)+c=0=9"+ (3t +a)y* +..=0.

Fazemos ¢ = —% e caimos numa equagao do tipo v>+py+q=0.

Determinamos niimeros P e S tais que
p=-3VP e q=-5,

de forma que se 1 e x5 530 raizes de 2?2 — Sz + P = 0, entdo /7, + /7, satisfaz a equacao

y3 + py + ¢ = 0. Assim obtemos

VP=-Lop_L . g-_
3 27 ¢
ol seja, r, e T9 sao raizes de
3
2
r°+qr— —= =0,
o7
isto é,
_q ¢ p? q ? P
NETRTNT T ¢ Ty TN T T T
donde,

satisfaz y> + py + ¢ = 0. Cada raiz ctbica pode assumir trés valores complexos, mas
a equacao vV P = > diz que o produto das duas raizes deve ser —£. Essa formula dé
as trés raizes de v 4+ py + ¢ = 0, que somadas a t = —3% nos dao as trés raizes de

22 + az? + bx + ¢ = 0. Dessa forma as raizes da equacao y® + py + ¢ = 0 sdo
Y1 = v/T1 + /T2
Y2 = T+ wYrz
Y3 = w/x, + W,

é uma das raizes cubicas da unidade.

— —1+iV3
em que w = ——o

De forma equivalente, temos,

sl q @ P8 q @ P
yl_\/2+\/4+27+\/2 T
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O B S K S ¢ T, P
yQ_w\/ > V1 7“”\/ > Vit
Y3 = w? ——+\/—+—+w - q_ p_3
27 2 4 27

Exemplo. Determine as raizes da equacao 2® + 9z — 6 =

Sendo x1, x5 € x3 as raizes dessa equacao, temos

2

_g+ qz p—7_3+\/9+27_3+\/ 6=09.

[\)

q ¢ P _ _
—= —4/=—4+==3—-v94+2T=3—-+V36 =-3.
2 4 27
Logo,
— -3
$2:w\3/§—w2\3/§
onde
—~1+iV3 , . —1—4i/3
WeTTy o e srE Ty

Exemplo. Elimine o termo do segundo grau na equacao 2% — 622 + 2 — 1 = 0.

Fazendo a substituicao x = y 4+ 2 na equacao dada temos
(y+2°—-6(y+2°+y+2)—-1=0=

6y 12y +8 —6(y Ay + ) ty+1=0=
P62+ 12y +8—6y° — 24y —24+y+1=0=

y? — 11y —15=0

Exemplo: Determine as raizes da equacao 2® — 622 — 62 — 14 = 0.

Sejam 1,2y e x3 as raizes dessa equacao. Para eliminarmos o termo do segundo grau,

efetuamos a substituicdo x = y + 2, obtendo a equagao:
(y+2)?%—6(y+2)?2—6(y+2)—14=0=

Y2+ 6y2 + 12y + 8 — 6% — 24y — 24 — 6y — 26 = 0



Logo temos a equagao
P — 18y —42=0

Como p = -18 e q = -42, entao

2 3
_g+ qz+%:21+\/441—216:21+\/225=36-

2 3
_g_,/qzﬂzg—?:21—\/441—216:21—\/225:6

Logo, sendo 41,9, e ys as raizes de y> — 18y — 42 = 0, temos que
y1 = V36 + V6
ys = wV/36 + w6
ys = w?v/36 + wv/6.

Portanto, as raizes da equagao original sao:

1=y +2 =36+ V6+2

Ty = Yo + 2 = w/36 + w26 + 2

x3:y3+2:w2\3/%+w\3/6+2.

onde
—1+1iV3 e V]
wW=———ew=w=——#+
2 2
Exemplo: Mostre que {0’/2—#\/5—# 3/2—}—\/5:1
Seja

r= V24 V52— V5o
m3:2+x/5+3€/2+x/5€/2—\/3(€/2+¢5+ &3/2—\/3)+2—\/3

x3:4+3§/(2+\/5)(2—\/3) (\3/2+\/5+\3/2—\/5>

P =4+3(-Dx=2>+32-4=0

Sendo x1, x5 e x3 as raizes dessa equacao, temos

2 3
2L+ S =2 virT=24 5

ol
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+]27—: —VA+r1=2-5

Logo,

x:€/2+\/5+ 6/2—\/5
$1=w\3/2+\/5+w2\3/2—\/5
x2:w2\3/2+\/5+w\3/2—\/5

Como z é a tnica raiz real e 1 ¢é raiz da equacdo 23 + 3z — 4 = 0, entdo

VoVt if2rvE=1

5.1.2 Resolucao de equacoes do quarto grau

Considerando uma equagao polinomial do quarto grau p(x) = 0, com z € C,
deduzimos uma foérmula para resolver tal equacao. Para isso, foi usado o método de
Gustavo que pode ser visto em [6].

E possivel resolver equacbes do quarto grau fazendo uma variacio da técnica

anterior. Para isso, condidere a equacgao do terceiro grau
23— Sx? 4 Sgr — P =0,
de raizes x1, x5 e x3, que satisfazem:
1+ To + T3 = S,

T1X2 + T1X3 + o3 = Sd

T1T2T3 = P.

Seja y = /71 + /T2 + /3. Temos:

y? =11 + 2o + 13 + 2(\/T103 + T1T3 + /TaT3) =

AN
( 5 > = (\/1’11'2 -+ \/fﬂll'g + \/1'2353)2 =
T1Tg + X103 + Toks + 2v/T10273(1/T1 + /T2 + /T3),

ou seja,

2 2
<y 5 S) :Sd+2\/ﬁy,
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ou
yt— 28y —8VPy+ 5% —45,=0. (1)

Dada a equacao z* + ax® + bx? + cx + d = 0, fazemos uma substituicao do tipo z =y + ¢
e obtemos y* + (4t + a)y® + ... = 0. Tomando t = —%, obtemos uma equacéo do tipo

y4+k1y2 +k2y+k3 = 0,

sem termo em 1°.

Comparando com (1), tomamos S, P e Sy tais que

2
—8\/?:1@:}7:(%)

S2 45, = ks =

S%— ks ki® — 4k
4 16

Sq =

Assim, resolvendo a equacao

ky k2 — 4k o\ 2
3 wl2 1— . va —
x+2x+< 16 )I (8 0

obtemos raizes x1,xo e x3 tais que

Y =+/T1+ T2+ /23

satisfaz
Y+ ky® + kay + ks =0

Para obter as raizes de
st+ard + b +ex+d=0,

basta diminuir § das raizes de
4 2 _
Yy —i—k:1y +k2y+k3—0.
Observe que cada raiz quadrada pode assumir dois valores complexos, mas a equacao

VP = —%2 diz que /T1\/To\/T3 = —%2. Assim, para cada valor de /1 e \/To h4 um

tnico valor de /r3. Assim, obtemos todas as raizes da equacgao original.

Exemplo: Resolva a equacao z* + 822 + 162 + 20 = 0.
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De acordo com o método visto para equagoes do quarto grau, temos
]{?1 :8,]{?2: 16 e 1{53:20

Resolvendo a equacao do terceiro grau:

k k2—4k3 k 2

3 1 9 1 3 2

+ =y + [ — — | = =0=
y 23/ < 16 )y (8)

Yy —y—4=0=y"y+4) - (y+4)=0= (" -1y +4) =0,
logo
=1 y=—-1 e ys=—4.

Temos que as raizes da equacao a* + 82 + 16z + 20 = 0. sao da forma

r =+ T+ T

Como as raizes complexas de y1, yo € y3 Sa0, respectivamente, £1, +i e £2i e como devemos

ter
k 16
VY1V Y3 = __82 =-3 " —2

entao

o =1+i+2=1+3i
Zo=1—i—2=1-3i

w3=—1—i4+2i=—1+i
gi=—1+4i—2i=-1—i

Entao o conjunto solu¢ao S = {1+ 3i,1 —3i,—1+4,—1 — i}

5.2 Teorema das Raizes Racionais

A seguir, veremos como podemos investigar as possiveis raizes racionais de
uma equacao algébrica com coeficientes em Z.

Considere a equacao de coeficientes inteiros:
™ + 12" P+ ax+ag=0comay#0

. . p . . . ., . ~ .
Se o numero racional —, com p e ¢ inteiros primos entre si, é raiz da equacao anterior,
q
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temos:

n n—1
G (E) + ap-_1 <]—?> + .4+ a (]2) +ay=0
q q q

Multiplicando os dois membros da equacao por ¢", obtemos:
" + a1 p" g+ e+ aripg T+ agg" = 0 (1)
Preparando a equacgao, vem:
anp" + a1 p" g A apg" T = —aoq”

P(anp™ 1" 2+ a1 = —apq”

O primeiro membro da igualdade é um ntimero inteiro, pois p, q, a,, n_1, ..., a1 SA0 nimeros

inteiros. Logo,apq™ deve ser um nimero inteiro e também miiltiplo de p, uma vez que p é
o L . . aoq"
fator do primeiro membro, isto é kp = agq™ com k inteiro. Dai obtemos = k. Como

p
p e q sdo nlimeros primos entre si, p e ¢" também o sao. Logo, p é divisor de ag. De (1)

podemos escrever ainda:
q(an1p" "+ anop" Pq 4 o+ arpg" T+ aog" ) = —anp”

De maneira analoga, podemos concluir que ¢ é divisor de a,,. Do exposto, podemos enun-

ciar o seguinte:

T. . . p . . . - 1.
eorema: Se o numero racional =, p e ¢ primos entre si, for raiz da equacao algébrica

de coeficientes inteiros a,z"™ + a,_ 12" ' + ... + a1 + ag = 0 com ag # 0, entdo plag e q
.

Este teorema permite fazer uma previsao sobre as possiveis raizes racionais de uma
equacao algébrica com coeficientes inteiros.

Observacgoes:

e [iste teorema nao garante a existéncia de raizes racionais, mas no caso de elas

existirem, mostra como obté-las.

e O teorema possibilita a formagao de um conjunto de possiveis raizes racionais obtidas
dos divisores de a, e ay. Se nenhum elemento desse conjunto for raiz da equagao,

esta nao admitira raizes racionais.

e Se a, = *£1 e os demais coeficientes sao inteiros, a equacao nao admite raizes

fracionérias, podendo, entretanto, admitir raizes inteiras que sao divisores de aqg.
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e Para formar o conjunto das possiveis raizes racionais da forma = é suficiente fazermos
q
pE Z e q€ Z.
e Em toda equacao algébrica cuja soma dos coeficientes for igual a zero, o ntimero 1

serd raiz da equacao.

Exemplo: Verifique se a equacao ¢ — 22 — 2 = 0 tem raizes racionais.

Como a equacgao tem todos os coeficientes inteiros, temos p é um divisor de -2, logo p = +1
ou p = +2. Temos que q é um divisor de 1, logo ¢ = 1. Os possiveis valores das raizes
racionais sao dados pela razao §, dai § € {—1,1,—2,2}. Fazendo a verificagdo de quais
desses valores tornam a equacgao verdadeira, notamos que nenhum dos quatro valores é

raiz da equacao. Portanto, a equacao nao tem raizes racionais.

Exemplo: Resolva a equacao 223 — 72?2 + 8z — 3 = 0.
Como a soma dos coeficientes da equacao é nula: 2 -7 + 8 - 3 = 0, uma das raizes é 1.
Logo, a equagao pode ser colocada na forma (x - 1).q(x) = 0. Aplicando o dispositivo de

Briot-Ruffini, temos:

1] 2 -7 8 =3
2 -5 3 |0

Portanto, q(x) = 22* — 5z + 3. Fazendo q(x) = 0, temos que 2z* — 5z + 3 = 0. Logo, as
rafzes sdo 1 e 3/2.

Exemplo: Encontre as raizes inteiras da equacao x® — 422 + 252 — 100 = 0 e depois a
resolva em C.

Aplicando o teorema das raizes racionais, como as = 1, as possiveis raizes da equagao sao:

{£1,£2,+4, 45, £10, +20, 25, £50, +100}

Verificamos que 4 é raiz da equacao e podemos aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini e

encontrar uma equagao de grau menor.

4] 1 -4 25 =100
|1 0 25 | 0

Resolvendo a equacao 22 + 25 = 0, obtemos as outras rafzes: 22 +25 =0 = 22 = —25 =
x = £5i. Logo, a solugdo é S = {4, +5:}.
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5.3 Relacao entre coeficientes e raizes

A busca por férmulas gerais que resolvessem equagcoes polinomiais provocou
o surgimento de importantes teoremas sobre esse tipo de equagao. Um deles, conhecido
como "Relacoes de Girard,” foi descorbeto pelo matematico francés Albert Girard
e publicado, em 1629, em sua obra Invention nouvelle en l’algébre. Este teorema
permite relacionar os coeficientes de uma equacao polinomial & soma de suas raizes, a
soma, dos produtos dessas raizes tomadas duas a duas, & soma dos produtos dessas raizes
tomadas trés a trés e assim por diante e, finalmente, ao produto dessas raizes.

A partir de agora, vejamos que relacoes existem entre os coeficientes e as raizes,
ambos em C, de uma equagao algébrica do tipo p(x) = 0. Comegaremos apresentando
as relacoes de Girard para equacoes polinomiais do segundo grau e terceiro grau e em
seguida a generalizacao para equacoes polinomiais de grau n.

Seja p(z) = ax?+ bz + ¢ um polinémio quadratico de raizes r; e 75. A equagao

p(x) = 0 pode ser escrita na forma:

a(x —ry)(x—1rey) =0

Dai temos:
ar® +bx +c=a(x —r)(r—1) =0, Vz
ou seja,
2, b ¢ 2
'+ —x+—=2"—(r1+ry)x+riry, Vo
a a
Logo,
b c
rNtro=——enrirg=—
a a

Considere o polindémio p(x) de raizes ry,rs € r3.
p(r) =az® + b2’ +cx+d=0 (a#0)
Escrevendo a equagao p(x) = 0 na forma fatorada, temos
a(x —r)(x —re)(x —r3) =0
Dessa forma, temos:
az® +br* +cx +d=alr —r)(x —ry)(x —1r3) =0, Va

5 b c d .
z° + axQ + ax =+ P 2% — (ry + 1o+ 13)2* + (rire + rars + rary)x — rirors, Vo
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Portanto,

C
7’1‘|‘T’2—|—7“3:——,T17“2+7“2T3+7”37“1 = — €eTrrorg = ——
a a a

A partir de agora, deduziremos as relagoes de Girard para uma equacao polinomial de
grau n > 1.

Considere o polinémio
-1 —2
p(z) = apz™ + ap_ 12" + ap_ox"C.. + a1z + ap (a, #0)
cujas raizes sao 1q,79,73, ..., 'y. O polinémio p(x) na forma fatorada é dado por

p(z) =an(z —r)(x —r)(x —13)...(x —1y) =

—1
= a, " — an(r1 + 12+ 13 +1,)2"
TV

S1

—2
+an(rire + rirg + oo F Ty
NV

Sa

-3
—ap(r1rers + T1TTy F oo Tp_oTp_1Tn)T"

-

S3

+..+ (=) "an(rire...ry), Vo
S

Portanto, temos que

An—1

Sl =r+reot+rys+r,=—
an
Ap—2
So=riro+1rirs+ ... + 11Ty =
ap
an—3
S3 = rirors + rirary + ...+ rp_olp_1Tn = —
an,

n 90
Qn

Sy =rir9..p = (—1)

sao as relagoes entre coeficientes e raizes da equagao p(x) = 0.

Exemplo: Seja a equacao 32° 4 5x2 + 7o — 3 = 0. As raizes 1,y e ry satisfazem:

5127’14—7"24‘7“3:_?5

7
52:7“17“2+7‘2T3+7“37”1:§

53 = T1Tror3 = —% =1.
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Exemplo: Resolva a equacdo algébrica 23 — 222 — 11z + 12 =0, sabendo que uma das

raizes é igual & soma das duas outras.
Sendo as raizes 1,75 e r3 € usando as relagoes de Girard, temos

™ = T9 + T3 (1)
ri+rot+ry = 2 (2)
17273 =—12. (3)

Substituindo a equagao (1) na equagao (2) obtemos r; = 1, portanto, na equacao (3)

temos 1373 = —12 e como ry + r3 = 1 entao

ro(l —1y) = =12 = —r2 41y +12=0
e dai verificamos facilmente que -3 e 4 sao raizes da equacao.

Exemplo: Formar uma equacao cujas raizes sejam 1,1,2 e 3.
A equacao procurada é do quarto grau e pode ser escrita como:

I‘4 — Sll’s + 52272 — 5313 + S4 = O,
onde pelas relacoes de Girard, temos

Si=1+14+2+3=7
Sy=11+124+13+12+134+23=17
S3=112+113+123+123=17

Sy =1123=6

Dai, a equacao procurada é

a2t =T+ 172 — 1Tz + 6 = 0.

Exemplo: Determine, sem resolver a equacao 2z° — 4z* + 23 + 2 — 2 = 0, a soma dos

quadrados das raizes.
Se ry,1r9,173,T4 € T5 SA0 as suas raizes, temos que

r%+r§+r§+ri+r§:(7"1+r2+r3+7“4+7"5)2—2(r17“2+...+r4r5):22—2-523.
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Exemplo: Resolva a equacao 2® — 22 — 22 + 2 = 0, sabendo que a soma de duas raizes é
-1.

Se r1,719,73 Sa0 as raizes dessa equacao, entao, das relagoes entre coeficientes e raizes

temos: 5
T1+T2+T3: ——

3

T1+T2:—1

T1T2T3:—2

Substituindo a segunda equagao na primeira, segue que r3 = % que substituindo na ter-
ceira equacao vem i1y = —6, o que nos da a equacao y* +y — 6 = 0 de raizes 2 e -3.

Portanto, as raizes da equagao sao {%, 2, —3} :

Exemplo: Determine a soma dos inversos das raizes da equacao
gt — 22 +42® — T +1=0.

Se 11,719,713 € 14 Sa0 as raizes da equacgao, temos que

1 1 1 1 ToTsTy + 117374 + 717274 + 71797 -7
_+_+_+_:234 17374 17274 123:_( ):7
T1 T2 T3 T4 172737y 1

5.4 Equacgoes Reciprocas

A condigao necessaria e suficiente para que uma equacao algébrica seja reci-
proca ¢ que os seus coeficientes equidistantes dos extremos sejam iguais ou simétricos.
Nesta secao, investigaremos de que forma essas equagoes podem ser resolvidas. Para um
melhor entendimento no que diz respeito & equacoes reciprocas, comecemos observando
as definicoes abaixo:

Chamamos de transformacgdo de uma equagao algébrica p(x) = 0, a toda
operagao pela qual obtemos uma nova equagao q(y) = 0, cujas raizes estejam relacionadas
com as raizes da equagao original através da lei de associacao y = f(x). A equagao p(x)
= 0 é chamada equagao primitiva e a equagao q(y) = 0 é chamada de equagao trans-

formada e alei y = f(x) é a chamada relagdo de transformacao.

Exemplo: Se p(z) = 2% — 222 + 5 ¢ a equagdo primitiva e y = x + 2 ¢ a relagdo

de transformacao, entao
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é a sua equacao transformada.

Definicao: Chama-se transformacgao reciproca aquela em que a relacao de transfor-
magao é:

1
y:—,I%O
T

Dada a equacao primitiva p(x) = 0, substituindo x por i e fazendo as simplificacoes,
obtemos a transformada ¢(y) = 0, cujas raizes sdo precisamente os inversos das raizes de

p(x) = 0.

Exemplo: Dada a equacdo 2® — 222 — x + 2 = 0, obter sua transformada reciproca pela
1

T’

p(w)ZP(i) = <$)3—2(§)2—(5)+2:O:>q(y):1—2y—y2—|—2y3:()

Observe que

relacao y =

-2 —r+2=2(1-2)—(2-2)=0= (2> = 1)(x —2) =0
Logo, as raizes da equacao primitiva sao £1 e 2. Como
-2y =y +2° =¢*2y— 1) = (-1 =0= (" -2y - 1) =0
Dai, as raizes da transformada sao +1 e %, ou seja, sao os inversos das raizes de p(x).

Definigdo: Uma equagio polinomial p(x) = 0 é chamada reciproca, se e somente se, é

equivalente a sua transformada reciproca p (%) =0.
Exemplo: A equacao 322 — 52 + 3 = 0 é reciproca, pois 322 =5z +3=0¢e
1 1\° 1 3 — 5 + 32°
p<_) :3(_) _5(_) +3:#:o
T x x x
sao equivalentes.

Teorema do reconhecimento: A condicao necesséria e suficiente para que uma equacao

p(x) = 0 seja reciproca é que os coeficientes dos extremos sejam iguais ou simétricos.

Demonstracao: Consideremos a equacgao polinomial de grau n

P(T) = anz™ + ap_12" ..+ agx® + a1z +ag =0
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Dizemos que a,, € ag sao os coeficientes extremos, a,,_1 € a; sao coeficientes extremos, a,_»

e ay também, etc. De uma maneira geral, a,,_x e ax(k < n) sdo equidistantes dos extremos.

Condig¢do suficiente: Se a,_j, = tay, para todo inteiro k (0 < k < n), é evidente que
P (%) = 0 equivale a p(x) = 0. Basta multiplicar p (%) =0, membro a membro, por %1

que obtemos p(x) = 0.

Condicao necessdria: Provemos que se

p(x) = apz” + A 12" 4 4 agx® + a1+ ag =0

apx™ + a1zt 4 an,or?+a, x4+ a, =0

sao equivalentes, entao a,_p = *+ay, para todo k =0,1,2,...,n.

Devido a equivaléncia das equacoes, os coeficientes devem ser proporcionais, isto é:

(0) a, = k.ag
(1) Ap—1 — k.a1
(2) Ap—2 = ]{I.GQ

(2") ay = k.a,_»
(1) ay = k.a,_q
(0) ap = k.a,
Tomando as igualdades (k) e (k’), temos: a, r = k.ax e ax = ka,_j entdo a, p =

k(k.a,_x) portanto, 1 = k? = k = +1 e dai a,_ = +az

Exemplo: Sao equacoes reciprocas:
(i) 22* — b — 22> — b +2=0

(i) 32° + 2* + 7a® — T2 —2—3 =0
(ili) 42> +4 =0 (42> + 0z + 4 = 0)

Exemplo: Resolva a equagdo x° — 5% + 922 — 922 + 52 — 1 = 0.

Como a soma dos coeficientes é zero, entdo 1 é raiz da equacao. Aplicando o disposi-

tivo de Briot-Ruffini, obtemos:
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1/ 1 -5 9 -9 5 -1
|1 -4 5 -4 1 [0

Devemos, entdo, achar as raizes da equacao z* — 42% + 522 — 42 + 1 = 0. Dividindo a
1
equacao por (—2) , obtemos que:
x
1 1 1 1
:U2—4x+5—4.—+—2—0:>x2+—2—4(x+—) +5=0
r x x
Fazendo y = x + % entao % — 2 = 22 + x—lg e substituindo na equagao acima, temos
2 1 _ 2 —
Yy —-2—-4|lz+-|+5=0=>y"—-4y+3=0
x

cujas raizes saoy = 1 e y = 3. Logo,

3+V5

sex + 1 =3, entdo 2 —3x +1=0e¢ z =25

sex—l—%:1,entéox2—x+1:0ex:%‘/§i

3Ev5O 1V

Temos, portanto, S = < 1, \/_, V3i
2 2

Exemplo: Resolva a equagao 6x* — 3523 + 6222 — 352 + 6 = 0. Dividindo ambos os

membros por 2 temos

1, .1
62? — 352 462 — 35~ +6— =0
xT xr

1 1
2 —
= 6(x +—x2)—35(x+5)+62—0

Fazendo y = z + 1, entdo y? — 2 = 2> + % ¢ substituindo na equac¢do acima, temos:

5) 10
6(y2—2)—35y+62=0:6y2—35y+50=0:y:5ouy:E
sex—|—%:g,enté02x2—5x+220ex:20ux:%
sex + === entdo 32 —10z+3=0ex=3ouz =3

1.1
L S=142,-,3,2
Og07 {72773}
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6 ANALISE DO NUMERO DE RAIZES REAIS

6.1 Teorema de Descartes

Nesta secao, faremos um estudo a respeito do ntumero de raizes positivas de
uma equagao polinomial p(x) = 0. Para isso, demonstraremos o teorema de Descartes que
afirma que dada uma equacao polinomial com coeficientes reais, o niimero de raizes posi-
tivas nunca é maior que o nimero de mudancas de sinais na sequéncia de seus coeficientes
nao nulos, e se for menor, entao a diferenca é sempre por um ntimero par.

Ao dividir p(x) pelo seu coeficiente lider, ndo alteramos o niimero de raizes
positivas de p(x) nem o padrao de variacdo nos sinais dos seus coeficientes, com isso
podemos supor, sem perda de generalidade, que p(x) é monico.

Outra observagdo importante é que se p(x) tem termo independente aq nulo,
entao podemos dividir p(x) por alguma poténcia conveniente de x de forma a obter um
polinémio com termo constante nao nulo com o mesmo numero de raizes positivas e o
mesmo padrao de variagdo no sinal de p(x), visto que essa poténcia ndo contribui com
raizes positivas nem nas varia¢oes nos sinais de p(x). Assim, sem perda de generalidade,
podemos supor que o termo constante do nosso polinémio p(x) nao é nulo.

Comecaremos a demonstracao do Teorema de Descartes com o caso em que o

polindémio p(x) s6 possui raizes complexas nao reais. Para isso, considere a seguinte

Definicao: O sinal de um ntimero real x nao nulo é dado por

r 1, sex >0
—1, se x < 0.

Dessa forma, para quaisquer X e y numeros reais nao nulos, temos as seguintes pro-

priedades:

y T Y s(y)  s(y)
Y vl
)7 — ﬁ — i . i = s(x)- s

Adotaremos a notagao abaixo que pode ser vista em [9] :

Notagao: Seja V [p(x)] o namero de variagoes de sinal de um polindémio p(x) e P [p(z)]

o nimero de raizes positivas de p(x) contadas com multiplicidade.
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Dessa forma, comecemos a demonstragao do seguinte

Lema 1: Se p(x) é um polinémio ménico com coeficientes em R, e ag # 0 :
p(z) = 2" + ap_ 12" 4 .+ arx + ag,
entao podemos afirmar que
s(ag) = (_1)V[p(w)]

Prova: Vamos definir j, como o primeiro indice em ordem crescente tal que aj, # 0, j;
como o segundo indice tal que aj, # 0, e assim por diante, até j, como o tltimo indice
tal que a;, # 0. Assim, temos a sequéncia de coeficientes nao nulos (aj,, a;,, ..., a;, ), com

aj, = ap e a;, = a, = 1. Dessa forma, considerando o produto telescopico,

Gjo  4jy Ajp_1 _ Qjg

A Qg Ajg Qs

e aplicando a funcao sinal em ambos os membros, segue que

Ajo @ Ajp_q a;
s (ﬂ 91 Tk} o D900
Ajp  Gjg sy, Qs

Utilizando a propriedade da funcao sinal e substituindo aj, = ag e a;, = 1:

a; a; Ajp—1
s (ﬂ> .S <ﬂ> .8 <— = s(ap)
ajy ajy Ay,

a;. )
i) vale £1, sendo -1 em cada mudanga de sinal entre a;, € a;, , e

Haja vista que s (
. \Yin _
1, caso contrario, entao o nimero de fatores iguais a -1 no produto

a; a; aj
s <ﬂ> .S <i> ...S <—jk1)
@jq Ajgy Ajy,
é igual ao numero de mudangas de sinais nos coeficientes de p(x), logo
@jq Ajgy Ajy,
Proposicao: Considere o polinémio monico
p(z) = 2" + ap_ 2™ 4 o agr? + arr + ag

Se o polindémio p(x) ndo possui raizes reais, entdo ag > 0 e V [p(z)] é par.
Prova: Seja aq, ..., o, as raizes complexas do polinémio p(x). Como as raizes complexas

sempre ocorrem aos pares, entao n é par. Dessa forma, pelas relacoes de Girard, podemos
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escrever p(x) assim

p(z) =2" — o™ P o™t — .+ o,

onde

o1 = E Qy

=1

09 = E 671873

i<k

Op =0Q1...0p

Como o, = (a109) ... (p—101,) € j& que podemos reodernar as raizes de modo que oy, seja
o conjugado de a1 para todo 1 < k < n—1, entao apag,1>0. Uma vez que o, = ag>0,
segue, pelo Lema 1, que V [p(z)] é par.

Dessa forma, caso o polindmio p(x) s6 possua raizes complexas nao reais, entao
como p(x) nao tem raizes reais positivas, é imediato que o nimero de raizes positivas de
p(x) ndo excede o nimero de trocas de sinais dos seus coeficientes ndo nulos e o nimero
de mudancas de sinais ¢ um namero par. Assim doravante, assumiremos que p(x) é um
polinémio ménico, com termo independente nao nulo e que possui raiz real.

Analisemos os casos em que esses polinomios sao lineares e quadraticos:

Se p(x) = x 4+ b é um polinémio do primeiro grau, entao temos que p(x) tem uma unica,
raiz real x = —b. Se b > 0, entao x < 0 e dai nao temos nenhuma raiz positiva nem troca
de sinal em p(x). Se b < 0, entdao x > 0 e portanto, temos 1 raiz positiva e 1 troca de
sinal em p(x).

Seja p(x) um polinémio quadratico da forma p(z) = 2% + bz + ¢ com ¢ # 0.
Como estamos assumindo que p(x) tem raiz real, segue que ambas as raizes sdo reais.
Suponha que nos identificamos as duas raizes reais r e s de p(x). Assim, pelas relagoes

de Girard, podemos escrever p(x) na forma,
p(z) = 2* — (r+s)x +rs.

Comparando os coeficientes b = - (r 4 s) e ¢ = rs, temos dois casos a considerar:

i. Se c for positivo, entao como ¢ = r.s devemos ter r e s com o mesmo sinal. Se r e s
forem ambos positivos entao b < 0 e dai haverd duas variacoes de sinais e duas raizes
positivas. Se r e s forem ambos negativos entao b > 0 e dai nao haverd mudanca de sinal
nem raiz positiva.

ii. Se c for negativo, p(x) tem exatamente uma variacao de sinal em p(x), independente
de b ser positivo, negativo ou nulo e como ¢ = r.s < 0, concluimos que r e s tém sinais

contréarios, isto &, p(x) tem exatamente uma raiz positiva. Assim, p(x) tem exatamente
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uma variagao de sinal e uma raiz positiva.
Em todos os casos, o niimero de raizes positivas é igual ao ntimero de trocas
de sinais nos coeficientes. Afim de que tratemos dos casos dos polinémios de grau mais

elevado, considere o seguinte
Lema 2: Seja p(x) um polindmio moénico com ag # 0 :
p(z) = 2"+ ap_12" 1+ .+ ar 4 ag

i. s(ag) = (—1)P@)]
ii. Vp(z)] = P[p(z)] (mod 2)

i. Prova: Fagamos indugao sobre o grau do polinémio p(x). Para polinémios de grau 1
e 2 ja vimos que o resultado se verifica. Suponhamos que tal afirmacao seja verdadeira

para todo polindmio de grau k - 1 e consideremos o polindmio a seguir de grau k:
p(z) = 2" + ap_ 12"t + .+ az + ao.

Como estamos assumindo que p(x) tem raiz real «, entdao podemos definir o polinémio

g(x) ménico de grau k - 1, quociente da divisao de p(x) por z — a,
g(x) = 2"+ b9 2 + L+ bz + by
De tal forma que
p(x) = (x — ) (@ F o™ 2+ . F bz + by) = 2F + ..+ (by — bia)z — aby,
entao ag = —bpar e utilizando a hipotese de indugao temos que
s(ag) = (=1) - 5(bo) - s(cv)

= (1) - (=) 5(a)
— (_1)P[g(w)]+1 - s(a)

Desse modo, temos apenas dois casos a considerar:

12 caso: Se P[p(x)] > 0, podemos tomar o > 0, dai Plp(x)] = Plg(x)] + 1 e segue que

slao) = (~1)")
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22 caso: Se, P[p(z)] = 0, s6 podemos tomar o < 0 e Plg(z)] = 0, portanto
s(ag) = (=1) - s(@) = (=1)(=1) = 1° = (=1)TP@)],

ii. Combinando i. com o Lema 1 temos que V [p(x)] e P [p(x)] sdo ambos impares ou
ambos pares, ou seja, V [p(x)] = P [p(z)] (mod 2)

Lema 3: Se um polindémio ¢(x) com coeficientes reais exibe m mudangas de sinais, entdo
para qualquer a>0, o polindémio p(x) = (x- a)q(x) exibe pelo menos m+1 mudangas
de sinais.

Considere q(x) de grau n. Em seguida, formando p(x) = (x- a)q(x) obtemos

p(z) = (r — a)(ga™ + o1z L+ + Q)

= "+ 12 + A 2+ qr — agr” — ageo12" T — L — aqr — agg

= @™+ (g1 — )T + ...+ (g0 — aqi)T — aqo
Logo,

p(x) = ppyr 2™ + Z(Qj—l —ag;)x’ + po

an j=1

—Qaqo

Como pny1 = g, = 1, e portanto, tem o mesmo sinal (lembre que p(x) é
monico). Além disso, como fizemos j decrescendo de n até 1, temos que a cada mudanga
de sinal entre g; e ¢j—1 o valor de p; = ¢j_1 — ag; tem o mesmo sinal de g;_;.

De fato, se ¢gj_1 > 0 e ¢; < 0, entdo como a > 0 temos que p; = gj—1 —ag; > 0
e dai p; tem o mesmo sinal de g;_; e se gj_; < 0 e g; > 0, entao como a > 0 temos que
pj = ¢j—1 —agq; < 0 e p; também tem o mesmo sinal de g;_;. Assim, comecando com
Pn+1, €Xiste uma subsequéncia de p;, chamada p;, que tem os mesmos sinais dos termos

da subsequéncia g;,_; dos coeficientes de q(x). Dessa forma, sendo

Q) = " + a2 g g+ e+

podemos definir j; como o menor indice dos coeficientes de q(x) antes da primeira mudanga
de sinal e g;, o ultimo coeficiente antes dessa primeira mudanga. Definimos j, como o

menor indice antes da segunda mudanca de sinal e assim por diante até j,. Dai, temos:
s=min{j €N; ¢j.q >0, Vj <l <n,com q #0}.

Jo=min{j €N; ¢j.q >0, Vj <1l <j}.
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Jgp=min{j eN; ¢.q >0, Vj <1 <jr_1}.

Portanto, obteremos {g;,,qj,, @js, ---» ¢, } como o conjunto dos coeficientes de q(x) antes
da primeira, segunda,..., k-ésima mudanga no sinal. Esquematicamente:
qj Ny dj,-1

troca de sinal

G L Tint

troca de sinal
Assim, a cada transi¢ao no sinal entre g;, e gj,—1 o valor de p;, tem o mesmo
sinal de ¢;,—1. Desde que o nimero de mudancas nos sinais da sequéncia completa p; é
maior que o nimero de mudancas nos sinais em qualquer subsequéncia, nos temos pelo
menos m mudangas de sinais em p(x). Finalmente, py tem sinal oposto ao de ¢y e conse-

quentemente, oposto ao de p;, . Portanto, p(x) tem pelo menos m 4 1 mudancas nos sinais.

Como ja provamos no Lema 2 que o ntimero de raizes positivas de um polinémio
p(x) difere do nimero de mudangas de sinais nos seus coeficientes por um multiplo de 2,
para concluir a demonstragao do Teorema de Descates, basta provar que esse nimero de

raizes positivas nao excede o nimero de mudancas de sinais nos seus coeficientes.

Teorema: O namero de raizes positivas de um polinémio p(x) nao excede o nimero de

mudancas de sinais nos seus coeficientes.

Prova: Facamos indu¢do sobre o niimero de raizes positivas de p(x).

Se p(x) nao tem raizes positivas, o resultado é imediato, uma vez que o nimero de mu-
dancas de sinais é sempre um nimero maior que ou igual a zero. Suponha agora que a
afirmacao seja verdadeira para polindmios que possuam k - 1 raizes positivas e que nos

temos um polindémio p(x) com k raizes positivas. Entdo, para uma certa raiz a > 0,

p(z) = (z — a)q(x)

para algum q(x) com k - 1 raizes positivas. Por hipotese de inducdo, q(x) tem pelo menos
k - 1 mudangas de sinais. Portanto, pelo Lema 3, p(x) tem pelo menos k -1 + 1 = k

mudancas de sinais.

Observacgao: A mesma regra pode ser aplicada para o nimero de raizes reais negativas

de p(x), calculando-se p(-x), pois as raizes positivas de p(-x) sdao as negativas de p(x).
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Corolario: Se um polindmio p(x) de grau n tem n raizes positivas entao seus coeficientes

sao todos diferentes de zero e os sinais dos coeficientes alternam.

Prova: Considere o polinémio p(x) de grau n com raizes positivas {aq, ..., o, }
p(z) = apz™ + ap 12"+ ..+ a1x + ap.
Uma vez que o polindémio p(x) tem fatoragao
p(z) = ap(z — aq)(z — az)(x — az)...(x — ),
vimos nas relagoes de Girard que podemos escrever p(x) na forma
p(z) = apz™ — o1ap2™ 4 o9a, 2™ 4 L+ (=D oian™ L (= 1) 0 a,

onde

n

o1 = E Qy
J=1

09 = E 071873

j<k

Op =0Q1...0p

Ja que o; > 0, para i € {1,....,n} e a, # 0, entdo todos os coeficientes de p(x) sao nao

nulos. Ademais, como a,_; = (—1)'0;a,, e o; > 0, segue que

Qp—g

| i

. 0; an, .
:(_1)1._._:(_1)1._
AR ]

Isso nos diz que s(a,_;) = (—1)s(a,), portanto, os sinais nos coeficientes de p(x) alternam.

Corolario: Se todos os coeficientes de p(x) sdo diferentes de zero e alternam de sinal,

entao p(x) nao tem raizes negativas.

Prova: Considere o polinémio p(x) de coeficientes nao nulos

p(2) = apa™ + ap 12"+ arw + ag
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tal que os sinais nos seus coeficientes alternam, ou seja,

()
@j+1

Tendo em vista que
p(—2) = (=1)"anz™ + (=1)" tap_12" " + ..+ (=Daz + ag,

segue que qualquer coeficiente de p(-x) é da forma b; = (—1)’a;, logo

() = e ()

Gl

—~

_1)
(—1)i+
= ——=1
(—1)i+t
Desse modo, como nao ocorre mudanga de sinal nos coeficientes de p(-x), pelo teorema de
Descartes p(-x) nao tem raizes positivas. Como as raizes positivas de p(-x) sdo as raizes

negativas de p(x), entdo p(x) nao tem raizes negativas.

Exemplo: Seja p(z) = 2% + 222 — 3z — 5. A sequéncia de sinais ¢ + + - -. Logo,
V [p(z)] =1 e pode-se afirmar com exatidao que p(x) tem uma raiz positiva. Temos que
p(—z) = —2® + 222 + 3x — 5 e a sequéncia de sinais ¢ - + + - . Logo, temos duas trocas
de sinais e daf p(x) pode ter duas ou zero raizes negativas. Se p(x) tiver duas raizes
negativas, entao nao terd nenhuma raiz complexa. Se, contudo, nao tiver raizes negativas,

entao terd duas complexas conjugadas.

Exemplo: Seja p(z) = ' — 2° + 22 — x + 1. A sequéncia de sinais é + - + - +. Logo,
V [p(z)]= 4, entdo p(x) tem 4, 2 ou 0 raizes positivas. Como p(—z) = z* + 23+ 22 +2+1,
entao nao temos troca de sinais e dai nao temos raizes negativas. Logo, p(x) pode ter 4
raizes positivas, ou 2 raizes positivas e duas complexas, ou nenhuma raiz positiva e quatro
complexas.

O teorema a seguir, trata-se de uma generalizacao do Teorema de Descartes.

Teorema: Se p(x) é um polindomio com coeficientes reais de grau n e a € R, entao o
niamero de raizes de p(x) maiores que a nao supera o ntumero de mudangas de sinal na

sequéncia p(a), p’(a), p”(a), .... E se for menor, a diferenga é par.
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Prova: Defina g(x) = p(x + a). Como ja vimos, podemos escrever

Portanto, o niamero de variacoes de sinal nos termos da sequéncia p(a),p’(a), p’(a),...,

coincide com V' [g(x)]. Por outro lado, temos uma bijecao
oc:{aeC; a>0eg(a) =0}« {5€C; 8>a,pB)=0}

dada por o(a) = a+a. Como g(a)=0, temos p(a+a) = 0. Logo o + a é raiz de
p(x) e certamente a + a>a. Além disso, a inversa o~! ¢ dada por o' (8)=8 — a, pois
g(B —a) = p(B) = 0. Portanto, se denotarmos por P, o nimero de raizes de p(x) maiores
que a, temos que P, = P [g(x)]. Pelo Teorema de Descartes, P, = P[g(z)] < V [g(x)] e

se for menor, a diferenca é par.

6.2 Teorema de Bolzano

Bernard Bolzano (Praga, Boémia, atual Repiblica Tcheca, 5 de outubro de
1781 - Praga, 18 de dezembro de 1848) foi um matematico, tedlogo e filésofo que pesquisou
também problemas ligados ao espaco, a forca e a propagacao de ondas. Filho de um co-
merciante de artes catolico, foi educado na Universidade de Praga. Depois de estudar
teologia, filosofia e matemaética, foi ordenado sacerdote da Igreja Catolica em 1805, e foi
designado para uma cadeira de ciéncia da religiao, recém criada para combater o ateismo
e as ideias oriundas da Revolucao Francesa.

Defendeu abertamente uma reforma educacional, proclamou os direitos da cons
ciéncia individual sobre as exigéncia do governo austriaco, e discursou sobre os absurdos
da guerra e do militarismo. Em 1819 foi proibido de exercer qualquer atividade académica
por causa das posi¢oes criticas sobre as condi¢oes sociais vingentes no Império Austriaco
e em 1824 foi obrigado, por pressao do Imperador Franz I da Austria, a aposentar-se.

Embora Bolzano estivesse distante do grande centro cientifico de sua época,
Paris, seus estudos cientificos foram muito avancados para o seu tempo, nos fundamentos
de varios ramos da matemaética, como a teoria das fungoes, a légica e a noc¢ao de cardinal.
Depois de demonstrar o teorema do valor intermediario, deu o primeiro exemplo de uma
funcao continua nao derivavel em nenhum ponto do conjunto dos nimeros reais.

No campo da légica, estudou a tabela verdade de uma proposigao e introduziu
a primeira definicao operativa de dedutibilidade. Estudou os conjuntos infinitos, e no seu
"Paradoxos do Infinito" lancou as bases para a construcao da teoria dos conjuntos por

Georg Cantor.
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Dentre as suas diversas contribuicoes de Bolzano na matematica, destacamos
o teorema a seguir, através do qual podemos analisar o nimero de raizes reais de uma

equagao polinomial num intervalo real aberto (a,b).

Teorema: Considere o polindmio de grau n com coeficientes reais e um intervalo real

(a,b):

() = apnx™ + ap_r2™ .+ a4 ag

i. Se p(a).p(b) > 0, entdo p(x) = 0 possui um nimero par de raizes reais no intervalo
(a,b); subentende-se que pode inclusive ndo existir raiz nesse intervalo.

ii. Se p(a).p(b) < 0, entao p(x) = 0 possui um namero impar de raizes reais no intervalo
real (a,b).

Prova: Seja o polindmio p(x) de grau n cujas raizes reais e complexas nao reais sao,
respectivamente, oy,...,a; e B1,81..., Bk, Br com j + 2k = n. Podemos escrever o

polinémio p(x) na forma fatorada

Se supusermos que 3 = ¢ + di entdo f; = ¢ — di e portanto,

(z—B)(z—PB1) =" — (Bi+ )z + Bifr
=22 42+ A +d°>0, Vz €R

k
Assim, como S(z H (x — B;) & o produto de k fatores da forma que analisamos
=1

acima, segue que S(x) > 0 e por conseguinte,

p(z) = an - S(x) - H(Jc —;); com S(z) >0,Vz e R

i=1

Observe que podemos obter p(a) e p(b) a partir da expressdo acima. Dessa forma, se k
indica o nimero de raizes reais maiores que a, 1 indica o niimero de raizes reais maiores

que b e aplicando a fungao sinal ( ji definida na se¢ao anterior) em p(a) e p(b), obtemos
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Utilizando a propriedade da funcao sinal, temos

s(p(a) - p(b)) = s(an?) - (=) = (=1)F D = (—1)F - [(=1) 7] = (=)

onde k - 1 indica o nimero de raizes reais entre a e b. Seguem naturalmente i e ii.

Exemplo: Prove que todo polinémio com coeficientes reais de grau impar possui pelo
menos uma raiz real.
Sem perda de generalidade, considere o polinomio monico com coeficientes reais, de grau

n impar e termo independente nao nulo,
px) =2"+a, 12" '+ .. Far+ag

Colocando a poténcia 2" em evidéncia no polinomio p(x), temos

Ay Uy a a
p(x):x”(1+ T —2)
T T T

. ay
Uma vez que lim;— 4o
xn

— =0 Vk€{0,..,n—1}, entdo

lim p(z) =400 e lim p(z)=-00
r——400 T—-00
Dessa forma, devem existir nameros reais a e b tais que p(a) < 0 e p(b) > 0, portanto,

pelo Teorema de Bolzano, p(x) tem ao menos uma raiz real no intervalo (a,b).

Exemplo: Determine quantas raizes reais p(z)=xz> — 42 + 6x + 2 pode apresentar no
intervalo (0,1).
Como p(0) = 2 e p(1) = 5, pelo Teorema de Bolzano, a equagao p(x) = 0 tem duas raizes

reais ou nenhuma raiz no intervalo (0,1).

Exemplo: Mostre que o polinomio p(z) = z* + 23 — 102? + 162 — 96 possui uma raiz real
inferior a 4.
Como p(0) = -96 e p(4) = 128, entao pelo Teorema de Bolzano, o polindémio p(x) tem 1

ou 3 rafzes reais no intervalo (0,4).

Exemplo: Determine o de modo que o polinémio p(x)=x3 + 22 + 5 + «a tenha pelo
menos uma raiz real no intervalo (-2,0).
Temos que p(—2)=a — 14 e p(0)=a, portanto, pelo Teorema de Bolzano, para que p(x)

possua pelo menos uma raiz real, p(-2) e p(0) devem ter sinais contrarios, ou seja,

a-(a—14)<0 & a® — 14a < 0
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o —14a +49 < 49 & /(a —T7)2 < V49
la—-T7 <7 0<a< 14
6.3 Teorema de Lagrange

Nesta secao, veremos como encontrar o limite inferior e superior das raizes
positivas de uma equacao polinomial com coeficientes reais. Para isso, sera demonstrado o
Teorema de Lagrange, através do qual podemos estabelecer um limite superior das raizes
reais de uma equagao polinomial.
Teorema: Seja a, > 0,a9 # 0 e 0 < k <n — 1, o maior indice dos coeficientes negativos
do polinomio p(x) de coeficientes reais. Se G é o maximo dos modulos dos coeficientes

negativos, entdo p(x) é sempre positivo para

xz n—k £+1
V an

Ademais, todas as raizes reais de p(x) sdao menores que esse valor.

Prova: Seja p(x) o polindmio de grau n e a; o seu primeiro coeficiente negativo:
P(2) = apa™ + ap_12" N+ o F ape "+ ap® 4 4 ag
Assim, os coeficientes {a,, a,_1, ..., ag11} de p(x) sdo positivos e para x>1,
2™ P+ akakH >0
Desse modo, para x > 1,
p(z) > apa™ 4 apz® + ... + a1z + ap.
Posto que G > —a; para j € {0,1,...,k}, ou seja, —G < a; temos

p(2) > apz" 4 (—G)a" 4 ..+ (—G)x + (=G)

=a,2" — G- (2F 2 1)

k+1
ke T -1
> apat —aprt Rl -G ———

r—1

okl

_ anl‘n_k_l . (Ik+1 i 1) . .
z—1

xk+1 -1

=1 (a2 — 1) - G
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k+1_1
>£;jT~MAw—D”*—GL

pois para x > 1, temos que " *1.(x — 1) > (2 — 1)"* e como
k+1 k
it —1 .
YTt i S0
r—1 ;x =

entdo p(z)>0 quando a,(z —1)"* — G > 0. o que resulta

|G
r> " —+1
Qn

Assim, todas as raizes de p(x) sdo menores que esse valor. Mediante o exposto, para o

limite superior das raizes positivas do polinémio, pode-se tomar o nimero,

G
L=1+ "%{/—.
an

Exemplo: Dada a equacdo z* — 223 — 1322 4 382 — 24 = 0, temos que a,, > 0 e ay # 0,

logo satisfaz as hipoteses do teorema de Lagrange. Dessa forma,

)24
L=1+ 3—T:1+2L:%

De fato, pelo teorema das raizes racionais, as possiveis raizes sao:
{£1,42,+3,+4, 46, +8, +£12, +24} .

Como temos 3 trocas de sinais,pelo teorema de Descartes temos 3 ou 0 raizes positivas.
Verificamos facilmente que p(1) = p(2) = p(3) = 0 e dai as raizes positivas nao superam
25.

Exemplo: A equacdo 2% — 322 — 62 +8 = 0 & tal que a,, > 0 e ag # 0, assim

L:1+SV§:1+6:7

Logo, como temos 2 trocas de sinais, a equagao tem 2 ou 0 raizes positivas onde nenhuma
raiz positiva supera 7. De fato, as possiveis raizes racionais sdo {£1,+2, +4, £8} e veri-

ficamos facilmente que p(1) = p(4) = 0.

Para obter o limite inferior para as raizes positivas de p(x) = 0, considere o
N . ) l . .
polinémio py(x) = 2"p(;). Podemos usar o teorema de Lagrange para encontrar um limite

superior para as raizes positivas da equacdo p;(x)=0. Suponha que z1, xs, ..., T, sejam as



raizes da equagao p(x) = 0. Logo podemos escrever p(z) = a,(x — z1)(x — x3)...(x — z,,).

Assim
(@) = a"p( >
x)=a"pl—-| =
h p T
o (Gm) Gm) - G-
" la, | — — 1 — =29 || ==z )| =
T
=a,(1 —zz1)(1 — 229)...(1 — 22,
Observe que se
P(T) = anx™ + Ap_12" " F Qp_ox™ % + ..+ agx® + a1 + ag
entao
(1 1 1 1 1
pl(CC):.I’ Cln—n—l-an,lﬁ+an,2m+...+a2—2+a1—+ao
x x x x x
logo
p1(T) = ap + A 1T+ Qpox® + .+ apr™? F a2 4 apz”
Equivalentemente,

-1 ) 2
pi(z) = apx™ + a2 + a7+ 4 ap0x’ + a1 + ay,

dai, se ap > 0 e a, # 0 entao, pelo Teorema de Lagrange, se denotarmos por L; o limite

superior das raizes positivas de pi(x), teremos que L; serda dado por:

| B
L1:1+ nk —
ao

onde B é o maximo dos modulos dos coeficientes negativos do polindémio e k é o maior

dos indices dos coeficientes negativos

Note que as raizes de p;(z) sdo +, L 1

x1 Y 127 et x'n,’

ou seja, existe uma relagao inversa

entre as raizes de p(x) e pi(x) de tal modo que a maior raiz de p;(x) é a inversa da menor

. . . . . . " “ . ~ 1
raiz de p(x). Assim, se L; é o limite superior para as raizes positivas de p;(z) entao i

sera o limite inferior para as raizes positivas de p(x). Dessa forma, se r é uma raiz de
d0 = <r<
p(x), entdo ;- <r < L.

Exemplo: Obtenha um intervalo que contenha as raizes positivas da equacao algébrica
22 =222 —a2+2=0
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Temos que

=22 -2 -(2)+1)-

1 2 1
=’ | = —-=—-=-42|=1-22— 2% +22°
3 2?2

Dessa forma, pelo teorema de Lagrange temos que

2 2
ZA:1+3vg:1+1:ZeL:1+3v;:1+2:3

Entao, um intervalo que contenha as raizes positivas da equacao é % < r < 3. De fato, a

equacao algébrica 23 — 222 — 2 4+ 2 = 0 é equivalente a
23 (x—2)— (v —2)= (2> - 1)(z —2) =0,

logo
(x—=1)(z+1)(z—2)=0

cujas raizes positivas 1 e 2 pertencem ao intervalo % <r<3.

Exemplo: Sabendo que a equacao 10002° + 2022 — 1 = 0 admite uma raiz positiva,
mostre que essa raiz supera 0,02.
Procuremos entao , um intervalo que contenha essa raiz positiva. Para isso,

vamos determinar um limite inferior e superior para a raiz positiva dessa equagao. Temos

o1
L=1+ "9/ —==1 252>~1,2
+ 000 +0,25=21,25
1\° 1\?
pﬂx):aé[umo(—) +20(—> —1]::
X x

1000 20
:x5[ -+———1}:—w5+2m?+1mm.

que:

Temos

xd x?
Observe que nao podemos aplicar o teorema de Lagrange, pois a, = —1 < 0.
Mas, as raizes de p;(z) sdo as mesmas de —p(z), e assim ao encontrar um limite superior
para a raiz positiva de —p;(x), estamos encontrando o limite superior para a raiz de
positiva de pi(x) e, consequentemente, o limite inferior para a raiz positiva da equagao

inicial. Logo —p;(z) = 2° — 2022 — 1000 e daf

, /1000
Li=1+ " - = 14+10=11.
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Como #- = 75 20,09 entdo 0,09 < r < 1,25,
Exemplo: Determine os limites inferior e superior das raizes reais positivas da equacao

23 =512 —2x+24=0

O limite superior é dado por

. o]b
L:1+*v;:1+5:6

Para determinar o limite inferior das raizes, temos

p(a) = o [(;)3 (1) a(2) v

1 5 2
=z [—3——2———#24} =242% — 222 —5r+1
T T

x
e entao:
) ) 29
Li=1+ "% ==1+— =",
AT VT T Ty
Temos entao que as raizes positivas estao no intervalo % < r < 6. De fato, as possiveis

raizes racionais positivas sao {1,2,3,4,6,12,24} . Como temos duas trocas de sinais,entao

temos 2 ou 0 raizes positivas; verificamos facilmente que 3 e 4 sao raizes da equagao.
Exemplo: Determine os inteiros positivos que sao solucoes da equacao

20152° 4+ 9972% — 45371z — 49945 = 0

Como temos 1 troca de sinal, pelo teorema de Descartes temos 1 raiz positiva. Pelo

teorema de Lagrange, temos que

.. [49945
L:1+31-ﬁﬁg:1+xﬂ&78%l+4ﬁ8%5ﬁ&

Logo, nenhuma raiz supera 5,98. Por inspecao, temos que 5 é raiz da equagao.
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7 CONCLUSAO

E muito comum nos livros didaticos atuais adotados no Ensino Médio, exem-
plos de resolucoes de equacoes do terceiro, quarto e até quinto graus, porém, na maioria
dos casos, ja sao fornecidas algumas raizes, recaindo em equacoes triviais. Outras vezes,
percebemos que alguns métodos que auxiliam na resolucao de equacgoes ja nao sao efi-
cientes, fazendo-se necessario uma abordagem diferenciada como o método de Gustavo
para solucionar equacoes do terceiro e quarto graus.

Apesar das dificuldades do assunto em questao, é importante que o educando
se aproprie de alguns desses métodos de resolucao de equacoes e também saiba extrair
informacoes pertinentes sobre o conjunto das raizes, como se existem raizes racionais, a
quantidade de raizes reais positivas e negativas e assim por diante.

Vimos que apesar de muitas vezes ser dificil encontrar as raizes de uma equacgao
algébrica, podemos fazer uma anélise dessas raizes e em muitos casos obté-las a partir
desse estudo. Assim é de fundamental importancia compreendermos algumas. Espero
que este trabalho venha estimular o interesse pelo estudo de polinémios e equacgoes poli-
nomiais, auxiliando alunos do Ensino Médio no aprimoramento dos seus conhecimentos e

também os professores na elaboracao de suas aulas.



81
REFERENCIAS

[1] SOARES, Maria Joana, Analise Complexa, Braga, Portugual: Departamento de
Matematica da Universidade do Milho. 2007 p. 11-21.

[2] HEFEZ, Abramo. VILLELA, Maria Lucia Torres Polindmios e Equagoes Algébri-
cas. Rio de Janeiro: SBM, 2012. p. 96-132. (Colecdo PROFMAT)

[3] LIMA, Elon Lages et al. A Matemética do Ensino Médio volume 3. 6.ed.Rio de
Janeiro: SBM 2006. p. 230-268.

[4] GIOVANNI, José Ruy. BONJORNO, José RobertoMatematica Completa 2.
ed.renov. Sao Paulo: FTD, 2005. p. 210-212. V. 3

[5] OLIVEIRA, O.R.B. , Teorema Fundamental da Algebra, 2011. Disponivel em:
www.ime.usp.br/~ oliveira/ELE-TFA-RAIZ.pdf. Acessado em: 23/ 03/2015.

[6) MOREIRA, Carlos Gustavo Uma solugao das equagées do terceiro e do quarto
graus. Rio de Janeiro, RPM, n. 25, 1994. Disponivel em: <http:// w3.impa.br/~
gugu/equacoes.pdf.> Acessado em: 20/04/2015. p. 23-26.

[7] PAIVA, Manoel. Matematica 3. 22 ed. Sao Paulo: Moderna, 2013. p.196.

[8] IEZZI, G. Fundamentos de Matematica Elementar 6. Sao Paulo: Atual Editora,
1977. p. 112-113.

[9] BRODIE, Scott E. Descartes’ Rule of Signs; 1999. Disponivel em < http://
www.cut-the-knot.org /fta/ROS2.shtml.> Acessado em 18/05/2015.

[10] LEVIN, Stewart.A. Descartes’ Rule of Signs - How hard can it be?,2002,
Disponivel em <http://sepwww.stanford.edu/data/media/public /oldsep/stew/ descar
tes.pdf.> Acessado em: 23/05/2015.

[11] WIKIPEDIA, Bernard Bolzano. Disponivel em < https://pt.wikipedia.org/wiki
/Bernard _ Bolzano.> Acessado em 04/06/2015.

[12] LAGRANGE, Teorema de Lagrange. Disponivel em < http://matematicauva.org
/artigos/ minicurso_pedro.pdf.> Acessado em: 21,/06,/2015.



